Symbolické vypocty v 0.2

Jan Schee

Abstract

Vedle numerickych vypoctl umoznuji dnesni systémy uc¢inné zachézet s algebraickymi vyrazy, symbolicky resit algebraické a
diferencidlni rovnice. Zvlddaji také symbolické derivovéni a integraci.

Cilem tohoto textu je sezndmit studenty s FeSenim matematickych a fyzikdlnich problém0 pomoci nejrozsirenéjsiho
ndstroje tohoto typu - Wolfram Mathematica (ve $véte OpenSource mUZete najit podobny projekt nazvany Maxima). Stephen
Wolfram je zakladatelem spoleCnosti Wolfram Research, kterd tento software vyviji. Aktudlni verze (v roce 2015) je 10.02.

Algebraické vyrazy

Pri spusténi vim Mathematica zpravidla nabidne prazdny notebook do které 1ze zaddvat a vyhodnocovat matematické vyrazy.
Chcete-li napriklad znat vysledek vypoCtu 1 + 1 tak v notebooku zapi$te tento vyraz a vypocet spustite kombinaci klaves
Shift+Enter. V notebooku bude tato operace vypadat takto

(1= 1+ 1
out[l]l= 2

Mathematica rozlisuje néasledujici matematické operace

Soucet XHY+Z
Rozdil X-y
Soucin X*y+Z Nnebo xyz
Mocnina XNy

Vyzkousejte si ve svém notebooku néasledujici priklady:

Sestavovani vypocetnich operaci

Vyuziti pfedchozich vysledku
V Mathematica se pod vyrazem % skryvd predchozi vysledek. ZpUsoby jak se odkazovat na pfedchozi vysledky ukazuje tabulka

posledni vygenerovany vysledek %

predposledni vygenerovany vysledek % %

k-ty predchozi vysledek % %...% (k-krét)
vysledek na n—-tém vystupu Out[n] %n

Vyzkousejte nasledujici priklady:

Ine2]= 77A2
outle2l= 5929
In[63]:= %+ 1

oute3l= 5930
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Ine4l= 3% + %N2+%%
outfe4]- 35188619

In65= %6 + %7

Domain: {{0., 40.}}

Out[65]= {{InterpolatingFunction {
Output: scalar

Domain: {{0., 40.}} J

0> InterpolatingFunction {
Output: scalar

Interpolatianunction{ Bomain: {{0., 40.}} } +

Output: scalar

0’'> InterpolatingFunction {

i il |

Definice proménnych
Kdyz provadite dlouhé matematické operace, pak uziteCné jednotlivé mezivysledky pojmenovat. Tak jako v matematice nebo
programovacich jazycich i zde k tomu tcelu slouzi koncept proménné.

Nasledjici priklady nejlépe vysvétli jak s proménnymi v Mathematica zachazet.

= Nastaveni proménné x na hodnotu 5
Ine6]:= x=5

Oout[66]= 5
= Kdykoliv se ted objevi ve vyrazech x, Mathematica na jeho misto dosadi Cislo5
In67]:= XN2

outl67]= 25
» Chceme-li do proménné x vlozit jinou hodnotu, tak samozfejmé mUdzeme
Ine8l= x=4+17

outegl= 11
= Nastavme proménnou pi na hodnotu Cisla 7t s pfesnosti na 40 desetinnych mist
Ine9):= pi=N[7, 40]

oute9)= 3.141592653589793238462643383279502884197
In[70]= pi

out[70]= 3.141592653589793238462643383279502884197
» Druhd mocnina CislauloZeného v proménné pi pak bude
In[71]= pin2

out[71]= 9.86960440108935861883449099987615113531

Nasledujici tabulka shrnuje zpUsoby definice proménnych.

pfifazeni hodnoty promméné x x = hodnota
pfifazeni hodnoty proménnym x ay x=y=hodnota
odstranéni jakékoliv hodnoty pfifazené x x=. nebo Clear(x]




symbolicke_vypocty.nb |3

Seznamy objektd

Béhem bypoCtl je obCas vyhodné seskupit dohromady nékolik objektll a pracovat s nimi jako s jednou entitou. Systém
Mathematica pro tento uiCel nabizi koncept seznamu - List.

Napriklad seznam {2,3,5} je kolekci tfi objektl se kterym mUZeme, v fadé algebraickych manipulaci, zachédzet jako s jednim
objektem. Vyzkousejte nédsledujici priklady.
» Seznam tf{ Cisel
inf721= {2, 3, 5}
ouf7zl= {2, 3, 5}
= Umocnéni kazdého Cislav seznamu a priddni jedniCky
n73r= {2, 3, 5}A2+1
ourzal= {5, 10, 26}
= Rozdil dvou seznam
in74l= {9, 4, 3}-{3, 2, 5}
ou74l= {6, 2, =2}
= Hodnota predchoziho seznamu
In[75:= %
oursl= {6, 2, =2}
» Aplikace matematickych funkci na seznam
in76l= Exp[%] //N
out7el- {403.429, 7.38906, 0.135335}
= Pfifazeni proménné v seznam
in771= v={2, 4, 5}
ouf771= {2, 4, 5}
= Kdekoliv se ted' v matematickych operacich v objevi tak bude nahrazenou seznamem

In78l= v/ (v-1)

4 5
Out[78]= {2, ;, Z}

Manipulace s prvky seznamu

Na prvky seznamu se odkazujeme prosti'ednictvim jeho indexu. Cislovaniindexu za¢ind od 1. V nasledujici tabulce jsou shrnuty
zékladni informace o manipulaci se seznamy.

seznam {a,b,c}
i-ty prvek seznamu Part[seznam, i] nebo seznaml[[i]]
seznam i-tych a j-tych prvk{ seznamu Part[seznam,{i,j}] nebo seznam[[{i,j}]]

Vyzkousejte nasledujici priklady.
m Ziskani tf'etiho prvku seznamu
ni79r- {2, 9,7,5,4}[[3]11]
out[79]= 7
» Ziskani seznamu prvk{l seznamu
o= {2, 9, 7,5, 4}[[{4,1,5}]]

outsol= {5, 2, 4}
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» Prifazeni seznamu proménné v
ngll= v={7,9, 4}
oustl= {7, 9, 4}
» Ziskani druhého prvku zeznamu proménné v
nig2= v[[2]]

out[s2l= 9

Cty¥i typy zavorek v Mathematica

V predchozim jsme se setkali se tfemi typi zdvorek. Kazdd z nich ma specificky vyznam a nelze je zaméfovat. Nasledujici
tabulka shrnuje tyto Ctyfitypy zavorek.

kulaté zavorky pro grupovani (vyraz)
hranaté zavorky pro funkce fIx]
kroucené zavorky pro seznamy {a,b,c}
dvojité zavorky pro indexaci v[[il]

Posloupnost matematickych operaci

Matematické operace zpravidla provadime v nékolika krocich. Pokud chceme mUzeme kazdy krok zapsat na zvlastni radek.
Obcas se ale ukédze uziteCné seskupit jednotlivé kroky do jednoho Fadku. V takovém pripadé jsou jednotlivé kroky od sebe
oddéleny stfednikem.

proved nékolik operaci a zobraz vysledek posledni exprl;expr2;expr3
proved operace ale vysledky nedavej na vystup exprl;expr2;

= Budou provedeny tfi operace a vysledek posledni je zobrazen ve vystupu
Ing3l= X=4;y=6;2=y+6
out[g3l= 12
» VloZenim stfedniku na konec radku fikdme systému Mathematica aby vystup nezobrazoval
In[g4= X=67-5;
= Slale mUZeme pouZit % k zobrazeni vysledku
In[85):= %

out[gs5]= 62

Moduly a bloky
Mathematica umoziuje urCitou sekvenci prikazl sloucit do jednoho prostredi ve které lze pouzivat lokdlné definované
proménné. K tomuto slouzi Module. Vyzkou$ejme ndsledujici priklad
= Definice modulu s lokdlnimi proménnymi u,v a asociace s funkci f
inige]= £[x_] :=Module[{u, v},
u=xA"r2+1;
v=uh2;
A4
1:
= Nastaveni globalnich proménnych u,v

ng7= u=1l;v=2;

» Zavolani funkce f a zobrazeni hodnot globalnich proménnych u,v
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ingsl= £[5]
u
v
out[sgl= 676
out[g9l= 1
out[90]= 2

Dalsi ndstroj umoznujici slouCeni sekvence prikazl do jednoho bloku je Block. Tato struktura funguje tak, Ze globdlni
proménné se pri spusténi Blocku nejprve vyprazdni, v rdmci Blocku se naplni novymi Cisly a po ukon¢eni Blocku jsou globalni
proménné opét nastaveny na plvodni hodnoty.

= Nejprve se nastavi hodnoty proménnych a,b,c. V rdmci struktury Block se zméni jejich hodnoty. Na konci této struktury
jsou obnoveny plvodni hodnoty a,b,c

noll= a=1;b=2;c=3;

n92)= Block[{a, b, c},

a=4;
b=5;
c=a+b

1
out[92]= 9
In[93l:= a
b
c
out[93l= 1
out[94]= 2
out[95]= 3

In[96]:=

Definice funkce v systému Mathematica
Funkce je v systému Mathematica jednoznacCné identifikovdna hranatymi zavorkami, [].
= Definujme funkci F s jednim argumentem x jako x/2
n2= F[x_]=xA2
outfzl= %2
» Zpozdéné prifazeni (Vyraz na pravé stran€ je vyhodnocen az pFi pouziti funkce G)

n@r= G[x_] :=xA2

Algebraické vypocty - symbolické vypocéty
Rozdil mezi numerickym a symbolickym vypoctem ukazuji nasledujici ukazky.
= Numericky vypocet
In99= 13+2-5
out[99]= 10

= Symbolicky vypocet
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In[100]:= 2xX+1
out[100]= 125

K symbolické manipulaci s algebraickymi vyrazy Mathematica definuje celou radu funkci. Nékteré z nich zde predstavime v
ramci pfiklad{l. Zbylé funkce snadno naleznete v ndpovédé systému Mathematica.
= Expand]] - tato funkce roznédsobuje a umocriuje algebraické vyrazy

nfoi= (x+2y+1) (x-2) A2
out[101]= 270000
inf102]:= Expand[%]
out[102]= 270000
» Factor|] - tato funkce déla pravy opak funkce Expand|]
in[103]:= Factor[%]
out[103]= 270000
In[104]:=
Mathematica také nabizi funkce, které se snazi standartnimi algebraickymi operacemi vyrazy zjednodusit.
= Simplify[] - tato funkce se snaZi zjednodusit algrebraicky vyraz pouzitim standartnich algebraickych transformaci
n4:= Simplify [xA2-2x+1]
oual- (=1 +x)>

n5:= Integrate[l/ (xA4-1), x]

ArcTan[x] 1 1
oulsle: =+ —Log[l-x]- —Log[l+x]
2 4 4
ine]:= D[%, x]
1 1 1
outfel= — - -

4(1-x) 4(1+x) 2(1+x?)
in7)= Simplify [%]
1

out7]=
-1+x4

= FullSimplify][] - tato funkce se snazi zjednodusit algebraicky vyraz zapojenim $irsiho spektra transformaci
ngl= Simplify [Gamma [x] Gamma [1-x]]

outgl- Gamma [1-x]Gamma [x]
9= FullSimplify [Gamma [x] Gamma [1-x]]

outlgl= TTCsc[rTx]

Pro algebraickou manipulaci s raciondlnimi Mathematica definuje dalsi sérii uzite¢nych funkci.
= ExpanAll[] - tato funkce aplikuje Expand[] v§ude (tfeba , v pfipadé raciondlnich vyraz{, v Citatelii jmenovateli )

nf10= e=(x=-1) A2 (x+2) / ((1+x) (x-3)A2)

(-1+x)?(2+x)
ou(10= —
(-3+x)*(1+x)

n[1]= ExpandAll[e]
2 3x x3

out[11]= - +
9+3x-5x%+x> 9+3x-5x%2+x%x3 9+3x-5x2+x3
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= Together][] - tato funkce dd vSechny Clenyna spole¢ny jmenovatel
In[12]= Together[%]
2-3x+x3
ouftz ———————
(-3+x)? (1+x)
» Apart[] - v tomto pfipadé rozdé@li slozidy zlomek na dil¢i, jednodussi zlomky
In[13:= Apart [96]
5 19 1

out[13]= 1+ + +
(-3+x)° 4(-3+x) 4(1+x)

= Cancel[] - vykrdceni spoleCné faktory mezi Citatelma jmenovatelem
In[115]:=

Pokud mdme vyraz obsahujici vice proménych pak ,mZzeme ve vyrazu usporadat Cleny do skupin tak, Ze jedna nebo druha
proménné dominuje.

seskupeni mocnin proménné xve vyrazu expr Collect[expr,x]

vytknout ¢lenyvyrazu expr, které nezavisi na x FactorTerms[expr,x]

= Definujme vyraz dvou proménnych
infi4:=- v=Expand[ (3+2x) A2 (x+2y) A2]

oufi4l- 9x2+12x3+4x*+36xXy+48x2y+16x>y+36y2+48xy2+16x2y2
» Seskupime ¢lenyvyrazu v obsahujici stejnou mocninu promeénné x
infi5:= Collect[v, x]

ouf1s]- 4x*+36y2+x3(12+16y)+x%(9+48y+16y?)+x(36y+48y?)
» Seskupime ¢lenyvyrazu v obsahujici stejnou mocninu promeénné y
infte]= Collect[v, ¥]

ouf16l- 9x*+12x3+4 x4 +(36x+48x%+16x3)y+(36+48x+16x2?)y?
» Vytknuti ¢lenl ve vyrazu v, které neobsahuji proménnou x
In[17)= FactorTerms [V, y]

ouf171- (9+12x+4x?)(x?+4xy+4y?)

Zatim jsme se zabyvali pouze algebraickymi vyrazy, Mathematica nabizi taky funkce umozfujici manipulaci s trigonometrick-
ymi vyrazy.

RozloZeni trigonometrického vyrazu expr na sumu Clend TrigExpand[expr]
Vytvoreni foktorovaného tvaru trigonometrického vyrazu expr TrigFactor[expr]
Redukce trigonometrického vyrazu pomoci nasobk{ thlU TrigReduce[expr]
Prevedeni trigonometrickych funkci na exponencialni TrigToExp[expr]
Prevedeni exponencialnich funkci na trigonometrické ExpToTrig[expr]

= RozloZeni trigonometrického vyrazu

inf18]= TrigExpand[Tan[x] Cos[2x]]

Tan[x]

3
outfigl= —Cos[x] Ssinx]- - —s5idx]’ Tan[x]
2 2

m Ziskdni faktorovaného tvaru trigonometrického vyrazu
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in19:= TrigFactor[%]

T Tt
out[19]= 2 Slr{——x] Sln[—+x] Tan[x]
4 4

= Redukce vyrazu pomoci ndsobkl thl{

In20:= TrigReduce[%]

Out[20]= —% Sec[x](sinx]-sin[3 x])

Zjednoduseni vyrazu pomoci “Assumptions”
Vyuzijme funkci Simplify ve tvaru Simplify[expr,assum], kde vyraz expr je zjednodusen na zdkladé predpokladd assum.

m Mathematica automaticky nezjednosuje obecny vyraz \/; protoZe tento vyraz neplati pro vSechna x

infi23)= Simplify [Sqrt[xA2]]

out[123]= 62

= Rekneme Mathematica aby ptedpokladala, Ze plati x>0
in2i):= Simplify [Sqgrt[xA2], x>0]

out21l= X
m Dalsi vyraz Mathematica taky automaticky nezjednodusi

ne2)= 2a+28qrt[a-Sqgrt[-b]] Sgrt[a+Sqgrt[-b]]

Oout[22]= 2a+2\/a—\/—b \/a+x/—b

m Zapredpokladuy, Ze je a>0 a souCasné b>0 pak Mathematica vyraz zjednodusi

In23:= Simplify [%, a>0&&b>0]

out[23]= 2 (a+ \aZ+b )

V dal$im vyuZijeme funkci Element[x,dom], jejiZ vystupem je tvrzeni, Ze x je prvkem mnoZiny (intervalu) dom.
= Nechame opé&t Mathematica upravit vyraz \/ x* za pfedpokladu, Ze x je redlné Cislo
ine4)= Simplify [Sqrt[xA2], Element [x, Reals]]
out24- Abs[x]

» V dalsi ukdzce zjednodusime goniometrickou funkci, za prfedpokladu, Ze proménni i je celoCiselna

ines)= Simplify [Sin[x+2nPi], Element [n, Integers]]

outesl= Sin[x]

Casti algebraickych vyrazi

Mathematica vdm umoZni prostrednictvim integrovanych funkci vybirat z vyrazu jeho Casti, které lze dél pouZit k ndsledujicim
vypoctlim. Zde prezentujeme pét técho funkci.

Coefficient [expr, form ] vrati z vyrazu expr koeficient v poZadovaném tvaru form
Exponent[expt, form] vrati z vyrazu expr maximéalni mocninu ve tvaru form
Part[expr,n] nebo expr[[n]] vrati n—-ty ¢lenve vyrazu expr

Numerator[expr] vrati Citatel vyrazu expr

Denominator[expr] vréati jmenovatel vyrazu expr

Na nésledujicich prikladech si vyzkousejte poZiti téchto funkci.



» UvaZzujme algebraicky vyraz
ne6l= e=Expand[ (1+3x+4yAn2)A2]
ol 1+6x+9x2+8y2+24xy2+16vy*
m Koeficient u x ve vyrazu e bude
n27:- Coefficientfe, x]
oue7- 6+24vy2
= Nejvy$Si mocnina y ve vyrazu e
In2g):= Exponent[e, y]
out[28]= 4
» Ctvrty ¢lenve vyrazu e

Ine9]= Part[e, 4]

out[29]- 8 y?2
nzol= e[ [4]11]
out[30= 8 y?2

= Nyni uvaZujme raciondlni vyraz

nsi= r=(1+x)/(2(2-y))
1+x

2(2-y)

= Citatel vyrazu r bude

Out[31]=

In[32)= Numerator [r]
out32l= 1+x

= Jmenovatel vyrazu r bude

In33:= Denominator [r]

oussl= 2(2-y)
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Zakladni matematické operace pro symbolické vypocty

Nasledujici tabulka obsahuje seznam funkci, které Mathematica poskytuje pro diferencidlni pocet.

parcidlni derivace gﬁ
neurcity integral f fdx
suma 72, f

feSeni rovnice pro proménnou x

rozvoj funkce f do mocninné fadyv okoli x=x,

limita lim ,_.4f(x)
Dataminimalizace funkce vzhledem k x

DIf,x]

Integrate[f,x]
Sum[f,{i,imin,imax}]
Solve[lhs==rhs,x]
Series[f,{X,x, order}]
Limit[x,x—>x0]
Minimize[f,x]

= derivace funkce x"
InB4)= D[xAn, x]
out34= nx-1n

m treti derivace funkce x"
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In35= D[xAn, {x, 3}]
ouzsl= (=2+n)(-1l+n)nx3+"
Mathematica kromé parcidlnich derivaci nabizi i totdlni derivace. K tomu definuje funkci Dt[f,x].
» Totdlni derivace funkce x". Mathematica implicitné pfedpokladd, Ze n je funkci x.

In3el= Dt[xAn, x]

n
out[36]= xn(—+Dt[n, %] Log[x])
X

Zde vyraz Dt[n,x] znamena ‘dL';

» Integraci funkce x"obdrZzime
n37:= Integrate[xAn, x]

x1+n

Out[37]=
1+n

= Nebo integraci slozitéjsi funkce

n38]= Integrate[l/ (xA4-and), x]

X
ArcTan[a] Logla-x] Logla+x]
out[3gl= — + -
2a’ 4a3 4a3
= Urdity integrél je ureny mezemi. Zkuste si nasledujici priklad J':sinz(x) dx

in39]- Integrate[Sin[x] A2, {x, a, b}]
1
out[39]= ;(—a+b+Cos[a]Sin[a]—Cos[b]Sin[b])
= Mathematica ndm nedd symbolicky vyraz pro urcity integral f le’f dx
in40:- Integrate[xAx, {x, 0, 1}]

1
Out[40]= j x*dx

0

= Nicméné por'dd mUlzete dostat numericky vysledek
Inf41]:= N[%]
Out41]= 0.783431

In[145]:=

Rovnice

“_n

Operace “=" je operace prirazeni. Pro rovnost je v Mathematica vyhrazena operace “==". Vyzkou$ejme ndsledujici priklady.
= Pfifadime proménné a ¢islo4
Inf42]- a=4
outj42]= 4
m KdyzZ se zeptdte co je v a ziskate 4, tj.
In43}= a
out[43]= 4
= MUZeme taky otestovat jakd hodnota je va

Inf44]= a==4

Out[44]= True
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In[45]= a=="7

out45]= False
= Vycistime proménnou a
6= a=.

= Kdyz ted budeme chtit otestovat je -li v a tfeba Cislo5 pak Mathematica se nebude ani snazit najit odpoveéd, protoze a
nemd definoanou hodnotu.

Inf47]:= a==5
out47]= a==>5
» A kdyZz nahradime a specifickou hodnotou, tfeba 4 dostaneme vysledek predchozi akce false.
n48l= %/.a->4
out[48]- False
» Pokud budou dva symbolické vyrazy identické pak Mahematica vrati true
n49)= 2X+XN2==22X+XN2
out[49]= True
= OvSem stali upravit vyraz na pravé strané (napriklad) a Mathematica se nebude ani snaZit najit odpovéd.
InB0j= 2X+XA2==2X (2+X)
outfs0= 2 x+x%==x(2+x)
= Méjme nyni rovnici
In51= XA2-3X+5z==
oul51]= 5=3x+x%==
= Pfifadime ji jméno
In521= eq=%
out52)= 5=3x+x%==
nj53):= eq
ous3l- 5-3x+x%==0

Pro resenialgebraickych rovnic, Mathematica poskytuje funkci Solve.

Resi rovnici vzhedem k x, dostdvame toto reSenive formé

Solve[lhs == rhs, X] .
[ ] pravidel vzhledem k x
x/.solution ze seznamu l'e$enizikdme jednotliva Fe$eni

pouziti seznamu fe$eni (pravidel) k zistani hodnoty pro vyraz

expr/.solution
expr

» Mathematica umi vzdy vyresit agebraickou rovnici jedné proménné symbolicky, pokud je jeji fad mensi nez 5
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In54)= Solve[xA4-2xA3+3xNA2-6x+12==0, x]

1 1 13 1/3
= -1+ l/3+(—ll+2ﬂ-w/519) -
2 (—ll+2ﬂ-\/519)

13 1/3 8
1/3—(—11+2l7\/519) - }
i 1/3
- 13 i
11+2m/519) 1+ i (-11+2i+/519 )
(711+21'u/519 )

3

13 1/
l/3+(—11+2ﬂ'w/519) +
11+2m/519 )

1/3

= 1/3—(—11+2iﬁ) - }
11+2li\/ﬂ) \/_1+—1°_+(—11+217\/E)1/3

(-1142 ﬁ\/ﬁ)l’/z

3

13 Y
1/3+(—11+2li'«/519) -
11+2m/519 )

{X—> +—

13 1/3
1/3—(—11+2i«/519) + }
) 1/3
ll+2ﬂ\/519) _1++ﬂ3+(—11+2i\/519)
(-11+224/519 )"

/3

13 1
1/3+(—11+2ﬂ'\/519) +
11+20\/5l9 )

x—> +—

1 13 1/3 8
| P —(—11+2i\/519) + }}
2 1/3

. 1/3
(—11+2ﬂ\/519) \/_1+m+(—11+2ﬂ-\/519) /

= Prvni kofen pfedchozi rovnice pak bude

551= x/.%[[1]]

1 13 1/3
= |1y 1/3+(—11+2ﬂ'\/519) -
2\ (-11+2im)

out[55]=

N |

13 1/3
oo 1/3-(-11+2:h/519) -
_ i i 1/3
( 11+2ll\/5l9) _1+¢1,3+(—11+2ﬂ\/519)
(-11+21‘m/519 ]’

N |-
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In[56]:= N[%]
outsl= —0.611432-1.698541i
= DokéZe si poradit i s nékterymi rovnicemi vy$siho fadunez 4

In57]= Solve[xA6==1, x]

ous7l- {{x>-1}, {x>1}, {x>-(-1)""°}, {x=> (-1}, {x>-(-1)*"°}, {x>(-1)*"°}}

= Ov$em existuji algebraické rovnice jejichz fesenineumi Mathematica vyjadrit symbolicky
In58)= S0lve[XxA5-3xNA4+6xNA3-2x+16==0, x]

ousel- {{x>Root[16-2H1+6H1 -3 H1 +H1 &, 1]},

{x>Root[16-2H1+6H1 -3H1"+H1 &, 2]}, {x>Root[16-2H1+6H1’ -3 H1 +H1 &, 3]},
{x>Root[16-2H1+6H1’-3H1 +H1 &, 4]}, {x>Root[16-2H1+6H1’ -3 H1*+H1° &, 5]}}

» Vtakovém pripadé je nutné séhnout k numerickému feseni
In[59]:= N[%]

ousal- {{x—=>-1.18751}, {x—>0.458263-1.489944},
{x—>0.458263+1.4899414)}, {x—>1.63549-1.694117}, {x>1.63549+1.69411i}}

» V nékterych pripadech dokdze Mathematica fesiti rovnice zahrnujici i jiné funkce
ineo]= Solve[Sin[x] ==a, x]
outs0l= {{x—= ConditionalExpressiofyt-ArcSiral]+2 mC[1], C[1]e Integers]},
{x> ConditionalExpressiofarcSinfal+2C[1], C[1]e Integers]}}
= Ve vétsiné nealgebraickych rovnic oviem neuspéje
inei):= Solve[Cos[x] =%, X]
outsi]= Solve[Cos[x]==x, x]
= Pak je mozné hledat pfiblizné feseninumericky
ine2]= FindRoot[Cos[x] =x, {x, 0}]

outszl= {x—>0.739085}

Mathematica samozfejmé umi resit systémy rovnic pro vice nezndmych. V takovém pripadé se pouzivd ve formatu jak uvadi
tabulka

Solve[{lhs1 ==rhs], lhs2 ==rths2, ..}, {3z, 3, ...}] fesi systém rovnic pro promeénné x,y,...

= Re$me napfiklad systém dvou linedrnich rovnic pro dvé nezndmé x,y

ine3):= Solve[{ax+y=0, 2x+ (1l-a)y=1}, {x,y}]

1 a
Out[63] {{X—) - e }}
-2+a-a? 2-a+a?

» Mathematica dokaze fesitsystém nelinedrnich algebraickych rovnic

Ine4):= Solve[{xA2+yA2=1, x+3y==0}, {x, ¥}]

3 1 3 1
Out[64]= {{x—)— , y—>—}, {x—> ’ y—>—_}}
/10 A/10 A/10 A/10

= Toto feSenited mUzZeme vzit a pouzit k vy¢isleni vyrazu (Fesent je totiZ vraceno ve formé pravidelm , jako x-> 4)

In6s5:= X+y/.%

Out[65]= ,

» Kdyz pracujeme se systémem rovnic pak byva uziteCné reorganizovat tento systém eliminaci jedné z proménnych
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ne6= Eliminate [{ax+y=0, 2x+ (l-a)y==1}, y]

ouiesl- (2—a+a?)x==1

Numerické vypocty v Mathematica

Mathematica implementuje komplexni numerické metody do funkci umozfiujici fesit dany problém voldnim vhodnych funkci
a preddvani parametr( ziskanych v pfedchozich vypocltech. Nakonec, zde mame celou radu funkci, které ndm dovoli ziskané
vysledky vizualizovat. My se zde omezime na funkce umoznujici numerickou integraci, reseni diferencialnich rovnic, reseni
algebraickych rovnic, hleddni kofene transcendentnich rovnic.

Numericky integruje funkci f vzhledem k x v mezich od xmin

Nintegrate[f, {x, xmin , xmax }] do xmax

Numericky fesisystém diferencidlnich rovnic pro funkce x,y

NDSolve[{odeys,initial conditions},{x,y}{t,tmin,tmax}] vzhedem k parametru t od tmin do tmax

NSolve[lhs==rhs,x] Numericky fesialgebraickou rovnici pro nezndmou x
FindRoot[lhs==rhs,{x,x0}] Hled4 koren rovnici x s inicidlnim odhadem x0

In[171]:=

In[172]:=

Aplikace

V této Castijsou prezentovany problémy resenév prostfedi Mathematica .

Jednoduché kyvadlo
Budeme hledat numerické resenirovnice popisujici jednoduché kyvadlo. K popisu systému pouZijeme polédrni souradnice (r,6).

Necht mé kyvadlo délku 1 a necht se pohybuje v tthovém poli g.
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In[173]:=

out[173]=

Lagrangidn této soustavy potom je

1
L=T-V=—(16)+glCos(6). (0.1)
2
Pohybové rovnice pak urCime z Eulerovych-Lagrangeovych rovnic, které maji v nasem pripadé tvar
0L d (0L . g
—-—[—]=0= 6+ =Sin(8) =0. (0.2)
06 dt\gé l

Kyvadlo se pohybuje v konzervativnim poli a tak se jeho celkové energie zachovava. Velikost této energie udava nasledujici vyraz

E=T+V= l(le'v)z-glcOs(e). (0.3)
2
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Pro kyvadlo uvedené do pohybu s po¢éte¢ni vyichylkou 8ya pocatecni rychlosti 8,=0 bude tato energie
E=-g [Cos[8]. (0.4)
= Vycistime a nastavime parametryla g

ne7:= Clear[l,qg]
g=1;
1=5;

= Nastavime pocate¢ni podminky
In[70]= ©60=-20.Degree;
= Resime pohybovou rovnici v ¢asechod t=0 do t=tmax

In[71:= tmax =40;
dsol=NDSolve[{©6''[t]+ g/l Sin[6[t]]==0,6[0]==60,06"'[0]==0},{6,6"'},{t,0,tmax }];

» Ziskdme interpolované funkce Feseni

in73]= £6=6/.dsol[[1]]:
fv=6'/.dsol[[1]]:

m Zobrazime vysledek v grafu

in751= Plot[{f6[t],0},{t,0,tmax }]

03F

0.1F

| |
10v 20 30 40

= Ze znalosti celkové energie urCeme periodu kmitu

out[75]=

in76}= E0O=-g 1 Cos[60]
T=-2 NIntegrate[l/Sqrt[Abs[2(EO+g 1 Cos[©])]],{6,-60,60}]

out[76]= —4.69846
out771= 14 .1574

protoze zi'ejmé plati

V2 (E+glCos(6 !
2(E+ g ICos(6) =>T=2ro de.
! " \J2(E+g1Cos(6))

= Ovérime do jaké miry se zachovédva energie pfi integraci

E=

(16)° - g1Cos(6) = 6= (0.5)

[N
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in7er= Plot[(1/2(1 fv[t])A2- g 1 Cos[fO[t]])-EO,{t,0,tmax }]

Out[78]=

Béhem integrace dochdzi k numerické disipaci energie!

Pohyb testovaci ¢astice v centalnim, konzervativnim poli
Méme testovaci Castici, pohybujici se v gravitaCnim gravitaCnim poli tfi pevnych téles. Celkové pole je popséni gravitaCnim
potencidlem

Grot = d1+ P + (0.6)
kde je
GM;
bi=-" (0.7)
77|

ProtoZe je pole konzervativni, tak se zachovava celkové, specisfické energie E testovaci Castice
1
E= ; v+ ot (0.8)

Pohyb budeme sledovat v kartézké soustave, kde polohu kazdého objektu popisuje vektor
7:x?x+y2y+z?z (0.9)
arychost urCuje zfejmeé vektor

. d7r dx_ dy_. dz_ R R R
V="—"=""€ex+ 7 ey+ T ez=Urext+tlV,ey+U; e, (0~10)
dt dt dt dt

Pohybova rovnice testovaci Céstice pak zfejmé bude
av
— =V (0.11)
dt

= VyCistime proménné G (grav. konstanta),M1,M2,M3 (hmotnosti objektl generujicich grav. pole),r1,r2,r3 (polohové vektory
téchto téles)

Infi05]= Clear[G,M1,M2,M3,rl,r2,r3];
m Vektor celkové gravitaCni sily v mité ur€eném polohovym vektorem r
infos}= Ftot[r_?VectorQ]:=-G M1 (r-rl)/((r-rl).(r-rl))A(3/2)-G M2 (r-r2)/((r-r2).(r-r2))A(3/2)-G
= Nastaveni konfigurace systému tf'i hmotnych center
In[107]:= G=1;M1=0.5;M2=1.5;M3=2.5;
rl={0,5,0};
r2={0,-5,0};
r3={-5,0,0};

m PocdteCni podminky testovacé Céstice
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nfi11= v0={0,0.1,0}; (*pocatecni rychlostx)
r0={20,0,0}; (xpocatecni polohovy vektorx)

= Integrace pohybove rovnice testovaci castice v case of t=0 do t=200

tmax =200;
dsol=NDSolve[{r''[t]=Ftot[r[t]],xr'[0]==Vv0,r[0]=x0},{r,r'},{t,0,tmax }]

= Ziskani interpolovaného feenipro radiélni privodi¢ testovaci Casticea vektor rychlosti

infig= fr=r/.dsol[[1]]
fv=r'/.dsol[[1]]

out[118]= InterpolatingFunction{ /\/ DB ,{{0" 2,00'}} }
J Output dimensions: {3}

. . Domain: {{0., 200.}} w
o] = Int lat F t { ) )
ut[119]= InterpolatingFunction /\/ Output dimensions: {3}

m Zobrazeni trajektorie spoleCné s polohami gravitujicich center
infi20]- pl=ParametricPlot3D [fr[t],{t,0,tmax }];
sp=Graphics3D[ {Red, Sphere[rl,1/2],Blue, Sphere[r2,1/2],Green, Sphere[r3,1/2]}];
Show[sp,pl]

Out[122]=

» Zachovavajici se energie testovaci Casticeje
In[i23]= Energie0=1/2 v0.v0 -G M1l/Sqgrt[ (r0O-rl). (r0-rl)]-G M2/8qgrt[ (r0-r2).(r0-r2)]-G M3/Sqgrt[ (r0-r:
out[123]= —=0.192014

= Energie jako funkce
inf124- Energie[v_?VectorQ,r_?VectorQ]:=1/2 v.v -G Ml/Sqrt[(r-rl).(r-rl)]-G M2/Sqrt[ (r-r2).(r-r2)]

m Graf funkce Energie[t]-Energie0
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inji25]- Plot [Energie[fv([t],fr[t]]-Energie0, {t,0,tmax }]

5.x10-7;
|
50 100 150 200
Out[125]= —5,x1[)-7:,
-Lx1070
—1.5x10-6;

Rovnice vedeni tepla
Uvazujme tenkou tyC délky L a s rozloZenim teploty T(x,t) v misté x a Caset. Udrzujme konce tyCe na konstanti teploté

T(0, #) = T(L, 1) = T,. (0.12)

Inicidlni distribuce teploty je T(x,0), distribuce teploty v tyCi v libovolném Case urCuje rovnice

orT o*T
——a— (0.13)
ot ox*

Déle ur€eme nasledujici integral
d n Ld L9 (0T orT orT
— | T(x, t)cﬂx:j —T(x, )dx= aj —(—)dx: a(—) - a(—) . (0.14)
dt Jo o dt 00x\0x ox/t ox /o

» Necht nasi ty¢ charakterizuje parameter a a délka tyCe L

In[126]:= a=1;
L=10;

» PocateCni rozlozeni teploty v ty€i ur€uje funkce TO
inft2gl= TO[x_]1=Sin[x/L Pi];
» Hleddni numerického feseni, pfi splnéni okrajovych podminek T(0,t)=T(L,t)=0.

In[131]:= T=.
tmax =40;
dsol=NDSolve[{D[T[x,t],t]-a D[T[x,t],{x,2}]=0,T[%x,0]==T0[x],T[O,t]==0,T[L,t]==0},{T},{x,0,L

Out[133]= {{T—) InterpolatingFunction{ /\/ el el L8 T, A0 } }}
| Output: scalar

m Ziskani reseni

Infi34)= £T=T/.dsol[[1]]

out[134]= InterpolatingFunction {

/\/ Domain: {{0., 10.}, {0., 40.}}

Output: scalar

m Zobrazeni reseni
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n[135= Plot3D[fT[x,t],{x,0,L}, {t,0,tmax },AxesLabel-s>{"x", "t", "T"}]

1.0 |

Out[135]= T

Siteni vin na napnuté membrané

Membrana je tenka deska, kterd ma témér nulovou tuhost. Necht membrana s plochou S leZi v roviné x-y. Pro pri¢né kmity
mifi vychylka w podél osy z.

Pohybovdé rovnice viny §ifici se membranou je

o*w w w
=c + : (0.15)
or ox* 8y
Necht je membrana trvale v klidu, tj. w=0, tj. funkce w musi splfiovat rovnice
w(x, 0, t) = w(a, y, ) =w(x, b, t) = w(0, y, 1) =0. (0.16)
Dale je na poCétku pohybu (t=0) zndma poloha a rychlost kazdého bodu membrany, tj.
ow
wx, 3, 0)=f(x, ), [—] =8 (0.17)
ot /=0

kde f(x,y) a g(x,y) jsou dané funkce mista (souradnic x,y).
= Necht je rychlost §if'eni c=1 a rozméry ¢tvercové membraby a,b
In[136]:= ¢=1;
a=10;
b=10;
= Inicidlni funkce popisujici plochu membrany v ¢aset=0 je f(x,y)=Exp(-((x — a)>+(y - b)?)). Membréna je uvolnéna z klidu, tj.
(4), =&t n=0.
niagl- £[X_,y_]1=EXp[-5((x-(a/2)-1)A2+ (y-b/2)A2) 1+Exp[-1((x- (a/2)+1) A2+ (y-b/2)A2)];



inf40)= Plot3D[f[x,y],{x,0,a},{y,0,b},PlotRange-»Full]

1.0

Outlt40l= ¢

0.0

10

= Numerické resenivlnové rovnice

In[141]:= tmax =20;
dw[t_,x_,y_l=D[w[t,x,y],t];
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dsol=NDSolve[{D[w[t,x,y],{t,2}]-c (D[w[t,x,¥],{x,2}]1+D[w[t,x,¥],{y,2}])=0,
wlt,x,0]=0,w[t,x,b]=0,w[t,0,y]=0,w[t,a,y]=0,w[0,x,y]=£[x,¥],

aw[0,x,y]=0}, {w},{x,0,a},{y,0,b},{t,0,tmax }];
m Ziskané reseni

inf144)= fw=w/.dsol[[1]]

Out[144)= InterpolatingFunction{ gzgailtr-“s{c{glérzo.}' {0.,10.},{0., 10.}}

» Zobrazeni tvaru membrany v rliznych ¢asovych okamzicich.

In[145]:= t=20;

Plot3D[fw[t,x,y¥],{x,0,a},{y,0,b},PlotRange~{{0,a},{0,b}, {-1,1}}]

Out[146]=
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= Animace feSeni (Pozor na pomalej$ich strojich mUzZe tato akce trvat par minut!)

In[147]:=
lst=ListAnimate [Table[Plot3D[fw[t,x,y],{x,0,a},{y,0,b},PlotRange-»{{0,a},{0,b},{-1,1}}1,{t
Inf148]:= lst
—{3 DIAFIE]
out[148]=

In224)= path="/home /kopernik/Lectures/SymbolickeVypocty /Doc/"
Export [path<>"wave.avi",1lst, "AVI"]

outiz24]- /home /[kopernik/Lectures/SymbolickeVypocty /Doc/

Exporti:nodir @ Directory /home /kopernik/Lectures/SymbolickeVypocty /Doc/ does not exist. >

OpenWrite::noopen : Cannot open /home /kopernik/Lectures/SymbolickeVypocty /Doc/wave.avi. >

outees5= $Failed

Reseni Poissonovy rovnice
Poissonova rovnice reprezentuje lokdlni vyjadreni gravitacniho zdkona a piSeme jej ve tvaru
Ad=-47p. (0.18)

Jestlize gravitaCni pole neovliviiuje rozloZeni hmoty, pak ndm tato rovnice umozni ze zadaného rozloZeni hmoty urcit vysledné
gravita¢ni pole. Uvazujme ndsledujici rozloZeni hmoty
0.01 pro0.1<x<0.3 &*0.1<y<0.3
p={ P y (0.19)
0.006pro -0.4<x<-02 & -04<y<-0.2

a urCeme vysledny potencial u(x, y).
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In[149]:= Clear[p0];
podmnl =x>0.1&&x<0.3&&y>0.1&&y<0.3;
podmn2 =x>-0.4&&x<-0.2&&y>-0.4&&y<-0.2;
PoissonEquation=D[u[x,y],{x,2}]+D[u[x,y],{y,2}]=-4xn p[x,vy];
p[x_,y_]:=Which[podmnl ,0.01,podmn2 ,0.006,Not[podmnl ]&&Not[podmn2 ],0];
dsol=NDSolve[ {PoissonEquationu[x,-1]==u[x,1]==u[-1,y]==u[l,y]==0},u, {x,-1,1},{y,-1,1}]

Out[154]= {{u—) InterpolatingFunction{ [+ | m EETIEITE it b -ty Ll ]}}

Output: scalar

infis5)= fu=u/.dsol[[1]]

Out[155]= InterpolatingFunction{ [+ | m CD)ELTJiltr-]:s{é;I::’rll}’ {-1.. 1.}

infi56)= Plot3D[fu[x,y],{x,-1,1},{y,-1,1},PlotPoints»50]

Out[156]=

Pohyb testovacich ¢astic ve Schwarzchildové metrickém poli

In[234]:=

In[235]:=



