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Kapitola

Jazyky a regularni vyrazy

1.1 Retézec, mnozina, jazyk

U kone¢nych automatii je nejmensi (atomickou, déle nedélitelnou) jednotkou, se kterou pra-
cujeme, signdl (znak). Mnozinu signalu, se kterymi dokaZze konkrétni automat pracovat, nazyvame
abeceda a zna¢ime symbolem ¥ (velké fecké pismeno sigma). Abeceda je vzdy kone¢na mnozina.
Automaty rozpoznavaji (tj. pfijimaji na svém vstupu) posloupnosti signalt (pfipadné znaki;
tyto posloupnosti nazyvame slova) — automaty na vstupu postupné ¢tou signély a zarovenn méni
svilj vnitini stav. Jeden automat obvykle dokdze rozpoznévat vice takovych slov. Mnozina vSech
slov, ktera dokaze automat rozpoznat, je jazyk rozpozndvany automatem. Pokud je automat oznacen
A, pak jazyk jim rozpoznavany znacime L(.A).
Obecné (nejen ve vztahu k automatim) je jazyk mnozinou slov nad danou abecedou.
Protoze jazyky mohou byt i hodné rozsahlé mnoziny, je tfeba si zapis jazyka a také jeho slov

vhodné zkratit. Muizeme pouZit toto znaceni:

o disk — slovo o délce 4 (sklada se ze ¢tyf znaki/signali)
e ¢ — takto znacime prazdné slovo, tedy Fetézec o délce nula (fecké pismeno epsilon)

e a2, a3, a*, ... potet opakovani objektu, ktery je takto ,,umocnén®, napiiklad @® znamena

0 predstavuje  (pocet signalt a je nula)

slovo aaa (symbol zfetézeni ,-“ nemusime psét), a

e a* —operator * (Kleeneho operator, iterace) znamena, ze objekt, za kterym nésleduje (signal,
prvky mnoziny, apod.) miZe byt ve slové opakovan, a to jakykoliv pocet krat (muZe byt i nula
opakovani), za hvézdi¢ku muzeme dosadit jakoukoliv nezédpornou celoc¢iselnou mocninu, tedy
a* predstavuje mnozinu slov {¢, a, aa, aaa, ...}

e {a,b,c}* = {g,a,b,c,aa,ab,ac,ba,bb,be, ca, cb, cc,aaa, aab, ...} (operace hvézdicka se pro-
vadi pres vSechny prvky mnoziny, kterykoliv z nich muze byt pouzit na kterémkoliv mist¢)

e (abe)* = abcabcabeabe (prvky v posloupnosti na rozdil od prvki mnoziny nejsou oddéleny
¢arkou, mezi nimi je vztah zfetézeni)

e (ab)* = {e,ab, (ab)?, (ab)3,...} = {c, ab, abab, ababab, ...}

e {a,dfg,bb}* = {e,a,dfg, bb, aa, adfg, abb, dfga, dfgdfq, dfgbb, aaa, . ..}

e a™ je pozitivni iterace, uvedeny objekt mtize byt v jakémkoliv po¢tu vyskyti podobné jako

u operace *, ale nejméné jednou, takze a® = {a,a? a?,...}

1



KaritoLA 1 JAZYKY A REGULARNI VYRAZY 2

e operator pozitivni iterace se z divodi snadné zaménitelnosti s jinym operdtorem ¢asto prepi-
suje do tvaru a*a nebo aa*

e operator + miize byt pouzit také jako binérni: ab + bc napiiklad urc¢uje mnozinu dvou slov,
ab a be, tedy mnozinu {ab, be}

e tento operator ¢asto uplatiiujeme na dva vyrazy, napiiklad (ab)*+ (ba)* pfedstavuje mnozinu
slov, ktera odpovidaji bud pfedpisu (ab)* nebo predpisu (ba)*, vysledkem je mnozina slov
{e,ab, (ab)?, (ab)3, ..., ba, (ba)?, (ba)3,...}

(a+b)* = {a,b}* — oba zapisy predstavuji mnozinu viech slov nad abecedou {a, b}

Priklad 1.1

Zapis vyrazi je ¢asto mozné minimalizovat (zjednodusit). Naptiklad:

o (12'€:CL2

(protoZe ¢ je neutralnim prvkem vzhledem k operaci zfetézeni, podobné jako ¢islo 0 u s¢itani
¢isel nebo 1 pro néasobeni)
e a"+te=a"
(protoze vyraz a* uz v sobé& zahrnuje slovo ¢)
) *
protoZe € nam pii skladani s a zadné dalsi slovo nedodéva ani neubira)
+aa)* = a*

protoZe vSechna slova, ktera bychom ziskali pouZitim aa, dostaneme pouzitim a)

(a+
(
(a
(
(ab)™ + e = (ab)*
(
(
(
(a

protoZe pravé pridanim e ziskdvame to, co je za rovnitkem)
ab)* 4+ (a+b)* = (a+b)*
protoZe vSechna slova reprezentované vyrazem (ab)* jsou obsazena ve vyrazu (a + b)*)

) _ a2a2a2 — a6

Protoze jazyk je vlastné mnozina slov, mizeme pouzit klasicky matematicky mnozinovy zépis:
{a'ba? ; i,j >0} je totéZ jako a*ba*.

Piiklad 1.2

MnoZinu vSech slov nad urcitou abecedou (tj. skladajicich se z danych znaku), napiiklad nad

abecedou ¥ = {a, b, ¢}, 1ze zapsat dvéma zpusoby:

e regularnim vyrazem: (a + b+ ¢)*

e mnoZinove: {a,b, c}”

Oba zapisy jsou ekvivalentni, tj. (a + b+ ¢)* = {a, b, c}".

Regularni vyraz a* lze mnozinové zapsat jako {a" ; a > 0}. V mnozinovém zéapisu nejdiiv
zadame, jak (obecné) ma vypadat slovo jazyka, a nasledné podminky, které musi byt splnény
(napiiklad ohledné vzajemné zavislosti po¢tu jednotlivych znaki/¢asti slova).

Napiiklad mnozina {ab"c" ; n > 1} nam fika, ze slovo se sklada ze tii ¢asti, v kazdé jsou

jiné znaky, ale po¢ty znakt v ¢astech jsou stejné (pfitom nejméné jeden znak v kazdé ¢asti).
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Piiklad 1.3

Jazyk muze byt specifikovan také pomoci matematickych operaci. Napiiklad:

{(ab)™ ; n >0} je totéz jako (ab)*, tedy mnozina {e, ab, abab, (ab)3,...}

{(ab)™ ; n > 1} je totéz jako ab(ab)*, tedy mnozina {ab, abab, (ab)?3, ...}

{a(ab)™ ; n >0} je totéz jako a(ab)*, tedy mnozina {a, aab, aabab, a(ab)?, ...}

{(ab)™ ; n <4} je koneéna mnozina {e, ab, abab, (ab)>}

{a®™ ; n >0} je totéz jako (aa)*, tedy mnozina Fetézcti nad abedecou {a} o sudém poéctu

prvki, tedy {e,a?, a%, a% ...} (sudy pocet a)

{a®™ ; n > 1} je totéz jako aa(aa)*, tedy mnozina {a?,a*,d®,...}

e {a®™! ; n >0} je mnoZina Fetézct nad abecedou {a} o lichém poctu prvki {a,a®,d’,...}

{a®" ; n > 0} jenéco jiného (!), jedna se o mnozinu {a20, a2 a? a2 .. S ={a",a? a* a®, ..}

Predchozi ukéazky trochu pfipominaly matematické operace, ale mizeme zadéavat také podminky

k miniméalnimu ¢ maximalnimu poc¢tu symbolt (celkové nebo konkrétnich):

o {we{a,b}* ; |w| >5} je mnozina vSech slov nad abecedou {a,b}, jejichz délka je vétsi
nez 5
o {we{a,b}* ; |w| <5} je mnozina vsech slov nad abecedou {a,b}, jejichz délka je mensi

nebo rovna 5, tedy pokud sjednotime tuto a predchozi mnozinu, dostaneme:
{weda, b} 5 |w>5;U{we{ab}* ; |w] <5} ={a,b}"

o {we{ab}* ; 1< |w| <3} je mnozina viech slov nad abecedou {a, b}, jejichz délka je od
2 do 3, tedy {a?, ab,ba,b? a3, a®b, aba, ba?, ab?, bab, b*a, b3}

o {we{a,b}* ; |wly=|wlp} je mnozina viech slov nad abecedou {a,b} takovych, ze pocet

znaku a je stejny jako pocet znaku b, tj. {e, ab, ba, aabb, abab, abba, baab, baba, bbaa, . . .}

o {we{ab}* ; |wlag <|wlp} je mnozina viech slov nad abecedou {a, b} takovych, ze pocet
znaki a je ost¥e mensi neZ pocet znaku b, tj. {b, b%, ab?, bab, b%a, b3, ab3, ba?, b2ab, b3a, b3a?, ...}
o {we{a,b}* ; |wlg=|wlp+ 2} je mnoZina viech slov nad abecedou {a, b} takovych, Ze po-

et znaki a je o 2 v&tsi nez pocet znaku b, tj. {aa,a®b, a’ba, aba?, ba®, a*b?,. ..}

Mizeme potifebovat kromé podminky poc¢tu predepsat i potadi prvki:
e {a"™b" ; n >0} oproti pfedchozim ptidava podminku na poradi (nejdiiv znaky a, aZ pak b),

tedy: {e, ab, aabb, ...}, do mnoziny nepatii napiiklad slovo aab ani slovo ba

° {aibj ; i,j > 0} pro zménu stanovuje pouze podminku na poradi: {e, a, b, aa, bb, ab, aab, abb, . . .},
do této mnoziny nepatii naptiklad slovo ba

e {a'b’ ; i>2, j>1} je definovino podobné jako piedchozi, ale médme odlignou spodnf hra-
nici pro hodnotu proménnych ¢ a j, nejkratsi slovo je aab

° {aibjck ; 1,0,k >0, 1= j} U {aibjck ; 1,0,k >0, j= k:} znamené slova obsahujic{ sym-
boly a,b, ¢ (v tomto pofadi), pfi¢emz bud je stejny pocet symboli a, b, nebo je stejny pocet
symboli b, ¢, taky se d& zapsat jinak:
{aibick ;i k> 0} U {aibkck ;i k> 0}

° {(ab)”ck  0<k < n} urcuje, ze nejdiiv se budou st¥idat symboly ab, pak budou symboly

¢, navic je tu podminka na poc¢ty — pocet ¢ bude mensi nez pocet dvojic ab
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Piiklad 1.4

Napiseme vSechna slova nésledujicich jazyka kratsi nez 5.

tvv

tj. napiiklad ve vyrazu a*b* vytvofime slovo a’b® =&, pak postupné dosazujeme vyssi hodnoty

v riznych moznych kombinacich.

e ab* + ba = {a, ab, ba, abb, abbb, . ..}

e 2.-{0,1}* ={2,20,21,200,201,210,211, 2000, 2001, 2010, 2011, 2100, 2101, 2110,
o 2111,...}
o {a'bl? ; i,5 >1}U{(ab)" ; i >0} = {abb,aabb,abbd,...} U{e,ab,ababd,...} =
= {abb, aabb, abbb, e, ab, abab, . ..}
Zde si vSimnéme odlisnych spodnich mezi pro proménné i, j v obou sjednocovanych jazycich
—pokud i > 1, pak a' znamena a® neboli aa*.
e (10)*01 = {01, 1001, ...}
e (10)*(01)* = {¢,10,01,1010,1001,0101,...}
o {balct/ ; 0<i<j}={bch,bcbb,...} (viimnéte si, ze kdyby ve slové bylo jedno a, musela
by nasledovat nejméné dvé b, coz by ale znamenalo, Ze délka slova by nebyla kratsi nez 5)
o {we{a,b}* ; |wla < |wlp} = {b,bb, abb, bab, bba, bbb, abbb, babb, bbab, bbba, bbb, . ..} (do ja-

zyka v8ak nepatii napiiklad slovo aabb, protoze neni splnéna podminka |w|, < |wlp)

o {we{ab}" ; |wlg=|wlp+1} = {a,abb,badb,bba, ...} (viimnéte si, ze ,vedlejsim dusled-

kem“ podminky je licha délka slov jazyka)

I¥"|  Poznamka:

V pfedchozim piikladu si v8imnéte, Ze mezi zadanim a vysledkem je rovnitko. Sice je tkolem
vypsat pouze slova kratsi nez 5, ale v tomto piipadé mutzeme rovnitko napsat, protoze jsme na
konec vysledku pridali vypustku (...). Chybny zapis by byl napiiklad

(10)*01 = {01, 1001}

(bez vypustky), protoze struktury pred a za rovnitkem se samoziejmé nerovnaji.

™| Ukol

Napiste v8echna slova nasledujicich jazykt kratsi nez 5.

e (abe)* o {(ab)'¥ ; i>0,7>1}

o (a*b)* e {a'b' ; i>0}

o (ab)*c e {a'b' ; i>0}

o (a*b)*c o {a'V ; i,j>0, i<}

e a(bb)*a o {we{a, b} ; [wl=|wl+1}
e (01)*00(10)* o {wefa,b}” ; wla <|wlp}

e 0%(10)*1 o {w-ba" ; we{a,b}* i>1}
e 0*(10)*1* o {we{a b} ; |wl <3}

30
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1.2 Regularni vyrazy

S regularnimi vyrazy jsme se jiz setkali, ted se na né zamérime formalngji.
Ozna¢me pomocnou mnozinu ® = {0, e, +, -, *, (,)}. Mnozina RV (X) vSech regularnich vyrazu
nad abecedou ¥ je nejmensi mnozina slov (Fetézci) takova, ze
e slova se skladaji ze symboli abecedy X U ®, 3 a & jsou disjunktni,
e ) € RV(X), e € RV(X), a € RV(X) pro kazdé a € X,
e jestlize a, B € RV (%), pak taky
(e + B) € RV(Y),
(a-p) € RV(X),
()* € RV (%).

Symbol pro zietézeni se nemusi psat.
Pro operace pouzivané v regularnich vyrazech plati podobna pravidla jako pro operace v arit-
metickych vyrazech. Napiiklad operatory - a + jsou asociativni a distributivni, 4+ také komutativni.

Prvky 0 a e plni v regularnich vyrazech podobnou roli jako v aritmetice nula a jednicka. Té&chto

vvvvvv

Piiklad 1.5

D+a=a (a*b*)* = (ab*)* = {a,b}* = (a + b)*
era=a (a+e)" =a*

e*=¢ (a+¢e)-a*=a*

ab+c=c+ab bb* +e=10b*

a(b+c) =ab+ac a(ba)*b = ab(ab)* = (ab)*ab

ab* 4+ ab = a(b* + b) = ab* a+ (cb)*a = (e+ (cb)*) a = (cb)*a

ab* 4+ a(c+d) = a(b* + ¢+ d) aba + (ab)*a = ((ab) + (ab)*)a = (ab)*a
?| Ukol

Zjednoduste tyto regularni vyrazy:

e ab* +a*(a+¢) e a*+blate)-0 e {a,b}*ba + (ab)*ba

o a*b(ab)* + a*b(ab)*bb* o a* +afa,b}*b* e 01(01)*0+ 0*(10)*

e a+ be(be)*a e (ab)*abaa* + ab(ab)*a* e 01(01)*0+ 0*(10)*{0,1}*
s
m

1.3 Urceni jazyka

Kdyz mame sestavit predpis jazyka (tj. mnoZiny fetézci) spliwujiciho uré¢itou podminku, musime
vzdy zapsat maximdlni mnoZinu vyhovujici dané podmince. Jakykoliv Tfetézec vyhovujici zadané

podmince musi patfit do takového jazyka.
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Piiklad 1.6

Sestavime pfedpis jazyka L spliiujictho nésledujici podminku:

e [ obsahuje vSechna slova zacinajici fetézcem aa a konéici symbolem b, je nad abecedou {a, b}:
L = aala+b)*b
= {aa} - {a,b}" - {b}
{aa-w-b ; we{a,b}*}
e slova jazyka L obsahuji nejméné 2 symboly a a maximalné 10 symbolt b, nad abecedou {a, b}:

L={we{ab}* ; |wlag>2, [wp <10}

e v prvni ¢asti slova jsou pouze symboly a, v druhé ¢asti slova jsou pouze symboly b:
L = a*b*
{a's ;.5 >0}
e v kazdém slové je stejny pocet symboli a a b, nad abecedou {a,b}:

L={wefad}" ; |wla=|wl}

e ve slovech je symboli a méné nez symboli b, nad abecedou {a, b}:

L=A{we{a,b}* ; |wl, <|wlp}

e vSechna slova maji sudou délku, nad abecedou {a,b}:

L = ((a+0b)?)*
= {we{a,b}* ; |w|=2n, ne Ny}

(Mo povazujme za mnozinu viech prirozenych &isel, véetné nuly)

e jazyk nad abecedou {a}, pocet symbolu a ve slové je druhou mocninou nékterého pfirozeného
¢isla nebo nuly:
L={a" ; n>0}

e jazyk nad abecedou {a,b}, pocet symbolt a ve slové je druhou mocninou nékterého ptiroze-
ného ¢isla nebo nuly:
L={we {a,b}* ; |wla =n? n>0}

e jazyk je nad abecedou {a,b}; slova za¢inaji symbolem a a obsahuji sudy pocet symbola b,
anebo zacinaji symbolem b a obsahuji lichy pocet symbolt a:
L={a-w ; |Jwp=2n, n>0tU{b-w ; |ws=2n+1, n>0}

e slova maji méné symboli a neZ symbolu b, a zéroven stejny pocet symbolt ¢ jako symboltu
b, jsou nad abecedou {a, b, c}:

L = {we{abc}* ;5 |wlg < |wp}n{we {a,b,c}* ; |wl.=|wlp}
= {we{ab e} ;5 |wle <|wly, |w|c=|wp}
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™| Ukol

Sestavte predpis jazyka, kde
1. vSechna slova za¢inaji pismenem a a pocet symboli b je vétsi nez 5,
2. pocet symboli a je dvojnasobkem poctu symboli b,
3. délka slov je nékterou (pfirozena ¢isla) mocninou ¢isla 3, jazyk je nad abecedou {a, b},
4

. poc¢et symbola b ve slovech je nékterou (pfirozena ¢isla) mocninou ¢isla 3, jazyk je nad
abecedou {a, b},

5. pocet symboli a je vétsi nebo roven poctu symboli b ve slové, a zdroven délka slov je nejméné
8, jazyk je nad abecedou {a, b},

6. pocet symbolu a je vétsi nez pocet symbolii b ve slové, a nebo délka slov je nejméné 8, jazyk
je nad abecedou {a, b},

7. jedna se o jazyk pfirozenych binérnich ¢isel nad abecedou {0,1}; symbolem 0 muZe zaci-
nat pouze jednociferné ¢islo (tj. jednoznakovy fetézec ,0“), vSechna ostatni slova zacinaji

symbolem 1, jazyk neobsahuje prazdné slovo,

8. jedné se o jazyk realnych binarnich ¢isel s desetinnou teckou nad abecedou {0, 1,-}; pro
celou ¢ast slova (realného ¢isla) plati podminka z predchoziho bodu, je nad abecedou {0, 1},
dale nasleduje desetinna tecka s redlnou ¢asti, v realné ¢asti za desetinnou teckou (také nad

abecedou {0, 1} musi byt alespon jeden symbol.

% ]
m

1.4 Operace nad jazyky

ProtoZe jazyky jsou mnoziny fetézcu (slov), 1ze na nich provadét mnozinové a fetézcové operace.
Jazyk reprezentujeme bud mnoZinové nebo vyrazem (konkrétnéji regularnim vyrazem).

Spravné bychom méli pouZzivat znaceni operaci odpovidajici reprezentaci jazyka (tj. mnozinové
operace, jako je napfiklad sjednoceni ¢i prunik, provadét zésadné na mnozinovych reprezentacich
jazyki), ale pokud by zpusob reprezentace byl pfili§ komplikovany, mizeme od tohoto pfedpisu
upustit. Typicky operaci priniku budeme pouzivat i u reprezentace jazyka regularnim vyrazem.

V nésledujicich definicich budeme vzdy predpoklddat, Ze jazyky jsou nad abecedou X. Nejdiiv
se budeme zabyvat requldrnimi operacemi — sjednoceni, zietézeni a iterace, které maji blizky vztah

k regularnim vyrazim.

1.4.1 Regularni operace

Sjednoceni: Slovo patii do sjednoceni dvou mnozin, jestlize je prvkem alespon jedné z téchto

mnozin. Formalni zapis:
L1UL2:{’LUEE* ;o w € Ly nebowGLg} (11)

Jedné se o jednu z regulérnich operaci, coz znamené, Ze ma sviij obraz v reprezentaci jazyka formou

regularniho vyrazu. Tam misto symbolu U pouzivime symbol +.
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Priklad 1.7

e Pokud Ly = {abc, aac, cb} a Ly = {baa, cb}, pak
L1 U Ly = {abc, aac, cb, baa}
e Pokud L = ab* a Ly = cb*, pak
LiU Ly = ab* + cb* = (a+c)b*
e Pokud L1 = a* a Ly = {a®" ; n >0}, pak
L1 U Ly = L (protoze zde Ly C Ly)
e LU( = L (prazdna mnoZina zde plni roli neutralniho prvku)
e LU{e} wvysledek se lisi podle toho, zda v jazyce L je obsazeno prazdné slovo:

— LU{e} =L, pokude € L
— Lu{e} =LU{e}, pokud e ¢ L

Zietézeni: Zietézeni dvou slov neni tfeba definovat, zapisujeme je w - v, kde u,v € ¥*.
Zietézenim dvou jazyku je jazyk, jehoz slova lze rozdélit na dvé ¢asti — prvni patfi do prvniho

stanoveného jazyka, druhé ¢ast do druhého jazyka.
Ll-LQZ{U'U;UELl,UELQ} (12)

Zietézeni jazyka provedeme jednoduse tak, Ze po dvojicich zFetézujeme slova téchto jazyku (kazdé
slovo prvniho jazyka postupné s kazdym slovem druhého jazyka). Vlastné postupujeme podobné,

jako kdyz vytvarime kartézsky soucin.

Piiklad 1.8
e Pokud L; = {0,1} a Ly = {2, 3,4}, pak
Li- Ly = {02,03,04,12,13, 14}
e Pokud L; = {ab,bb} a Ly = {c, cc, ccc}, pak
Ly - Ly = {abe, abee, abeee, bbe, bbee, bbecee}
e Pokud Ly = {abc, aac, cb} a Ly = {baa, cb}, pak
Ly - Ly = {abcbaa, abceb, aacbaa, aacch, cbbaa, cbeb}
e Pokud Ly = {&,ab} a Ly = {bba, cb}, pak
Ly - Ly ={e-baa,e - cb,abbba, abcb} = {baa, cb, abbba, abchb}
e Pokud L; = {g,ab} a Ly = {e, cb}, pak
Li-Ly={ec-e,e-cb,ab-e,abcb} = {eg,cb, ab, abcb}
e Pokud L1 = a* a Lo = b*, pak
L1 Ly =a*b*
e Pokud L) =a* a Ly = {a*" ; n >0}, pak
Ly - Ly = a* (proc?)

L - {e} = L (prazdné slovo zde plni ulohu neutralniho prvku)

L -0 =0 (podobné jako kdyZ nésobime nulou)
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Iterace: Iterace (Kleencho uzavér) je nam jiz znamé operace ,hvézdicka“. Definujme po-

stupné:

L° = {e} (neutralni prvek vzhledem k zietézeni) (1.3)
L' = L (1.4)
L" = {wy-wy-...-wy, ; wieL, 1<i<n}, n>1 (1.5)
"t = L.L", n>0 (1.6)
L = Purtur?u... (1.7)

[e.e]
= U " (1.8)

n=0

Vysledkem operace Kleeneho uzavéru je vzdy nekoneénd mnozina obsahujici prazdné slovo.

Piiklad 1.9
[

L = {a}, pak
L* =a*
e Pokud L = {abc, aac, cb}, pak
L* = (abc + aac + cb)*
e Pokud L = (ab)*, pak
L* = (ab)* = L (,co uz je celé na hvézdicku, to uz dalsi hvézdicka nezmeéni*)
e Pokud L = ab(ab)*, pak
L* = (ab)* (pridali jsme prazdné slovo)
e Pokud L = {a*" ; n >0}, pak

L* = a* (protoZe do L patii i slovo a, z ngj lze poskladat vSechna slova delsi nez )

o (* = {e} (Je to spravné? Pro¢ ano/ne? Napovéda: dosadte si do vySe uvedeného vzorce pro

iteraci.)

o {e}r ={¢}
o L=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, pak

L* je mnozina vSech Fetdzcl, které jsou zapisem ndékterého nezaporného &isla
)

Zamérme se na posledni uvedenou ukazku. Do vysledku spadaji i Fetézce, které zacinaji riznym
po¢tem nul, coz v matematice neni povazovano za ,spravné“ &islo), takze spravnégjsi zapis by byl
naptiklad (regularni vyraz i mnoZinovy zapis):
0+(1+24+3+...49)-(0+1+2+3+...4+9)*

{0}u{1,2,3,...,9}-{0,1,2,3,...,9}"

n Ukoly

1. Které z vySe uvedenych regularnich operaci jsou binarni a ktera z téchto binarnich je komu-

tativni? Jsou asociativni?
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2. Jsou dany tyto jazyky:

Ly = {ab}

Lo =a*

L3 = (ab)*

Ly ={a'b® ; i>0}

Ls = {e,bb}.

Jak vypadaji nésledujici jazyky?

o [1ULy o [1-L;s o L7, L3
L,ULs Ly- Ly L;
LiUL;s Ly-Ls L
Ly ULy L3 - Ly Lt

s
m

Jak vime z prednéasek, regularni vyraz je takové vyjadreni (zapis) mnoziny Fetézcii, ve kterém
pouzivime operace +, zietézeni a iterace. Zde jsme probrali tfi operace nad mnozinami Fetézcii
— sjednocenti, zretézeni a iteraci, a nazvali jsme je reguldrnimi operacemi. Shriime si nyni vztah

regularnich operaci k regularnim vyrazim:

Regularni vyraz ‘ Jazyk v mnoZinovém zapisu ‘

0 (), tedy prazdny jazyk

€ {e} (jazyk obsahujici jen slovo s nulovou délkou)
a, a €3 {a} (jazyk obsahujici jen slovo a s délkou 1)
a+p {a} U{B} (sjednoceni)

a-f3 {a} - {B} (zFetézeni)

()* {a}* (iterace)

Tabulka 1.1: Vztah mezi zapisem regularnich vyrazi a jazykt

1.4.2 Dalsi potrebné operace

Prinik: Do priniku dvou jazykt patii v8echna slova, které jsou jak v prvnim, tak (zaroven)
i v druhém jazyce.
LlﬁLQI{wEE* ; wGLl/\wELQ} (1.9)

(v8imnéte si vztahu pruniku a konjunkce; v podobném vztahu pro sjednoceni a disjunkce)

Piiklad 1.10

e Pokud L; = {abc, aac,cb} a Ly = {baa, cb}, pak

LiNLy= {Cb}
e Pokud L; = {abc, aac} a Ly = {baa, cb}, pak
LiNLy= 1]

e Pokud Ly = a* a Ly = b*, pak
Lin Ly ={c}
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e Pokud L; = a* a Ly = {a®" ; n >0}, pak
Ly N Ly = Ly (protoZe zde Ly C L)
e LND=10

Rozdil: Rozdil dvou jazykt je mnozina vSech slov, ktera pati{ do prvniho z téchto jazyki a

zaroven nepatii do druhého jazyka.
Li—Le={weX ; weli N wé¢ Lo} (1.10)

Piiklad 1.11

e Pokud L; = {abc, aac,cb} a Ly = {baa, cb}, pak
Ly — Ly = {abc, aac}

e Pokud Ly = {abc,aac} a Ly = {abb, abc, aaa, aab,aac}, pak
Li—Ly=10

e Pokud L; = a* a Ly = b*, pak
Li—Ly=1L) —{e} = aa*

e L-(0=1L

Doplnék: Doplnék (komplement) jazyka vzhledem k dané abecedé ¥ je mnozina vSech slov
nad danou abecedou, ktera do pivodniho jazyka nepatii. Doplnek jazyka L zapisujeme LC nebo
L.

=L={wex* ; w¢lL} (1.11)

Piiklad 1.12

e Pokud L = {abc, aac, cb}, pak
L =Y* — {abc, aac, cb}

e Pokud L ={w € ¥* ; |w|, > 10}, pak
T={wes ; |ul <10}

e Pokud L = ¥*, pak
L = (a naopak)

5| Poznamka:

Také zde plati DeMorganovy zakony:

LiULy, = Eﬂfg nebo LiULy = EOE

mete =l ollee (1.12)
LiNLy = LiULs nebo LiNLy = LiULs

Mnozinové operace sjednoceni a pruniku jsou navzijem dudlni — navzijem na sebe preveditelné

(pokud pouzijeme operaci negace) tak, jak vidime v DeMorganovych zakonech..
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Zrcadlovy obraz: Zrcadlovy obraz (reverze) slova vznikne pfevracenim tohoto slova. V re-

verzi jazyka provedeme totéz s kazdym slovem tohoto jazyka.

LR=T={wh ; wel}) (1.13)

Piiklad 1.13

o L = {abc,mnp,c}, pak
LE = {cba,pnm, e}
e Pokud L = a*, pak
LT = a* (zména potadi symbolii neni poznatelna, totéz plati pro viechny jazyky nad jedno-
znakovou abecedou)
L={a"b" ; n >0}, pak
LE = {b"a™ ; n>0}
L = {wcw?® ; w € {a,b}*}, pak
LE = {wew® ; w € {a,b}*}

Pozitivni iterace: Pozitivni iterace (operace ,plus“ je definovana podobné jako iterace:
Lt = L'urL’u... (1.14)

= G L" (1.15)
n=1

Homomorfismus: Morfismus (homomorfismus — je to totéz) je zobrazeni h zachovavajici
neutralni prvek (zde €) a operaci na dané struktufe (u nas zietézeni) v dané abecedé 3, tj. spliiuje

homomorfni podminky:
1. h(e)=¢
2. h(a-w)=h(a) -h(w), a€l, weil*
Pokud zobrazeni spliiuje homomorfni podminky, 1ze je definovat jednoduseji — pro jednotlivé sym-

boly jazyka. Plati vzorec:

hL)= | h(w) (1.16)

weL

Piiklad 1.14

Na jazyk L = {a®b'(ab)'™! ; i > 1} uplatnime homomorfismy hi a hy definované nasledovné:
hi(a) = cd he(a) =c

hi(b) = c3 ha(b) = ¢

Potom plati:

hi(L) = {(cd)?c* (cdc®)i Tt 5 i > 1}

ho(L) = {d2(cefi ™l i> 1) = {3 5 i> 1) = cded ()"




KaritoLA 1 JAZYKY A REGULARNI VYRAZY 13

®| Ukoly

1. Které z vySe uvedenych operaci jsou binarni a které z téchto binarnich jsou komutativni?
Jsou asociativni?

2. Jsou dany tyto jazyky:

Ly = {ab}
Lo =a*
L3 = (ab)*
Ly ={a'b® ; i>0}
Ls = {e,bb}.
Jak vypadaji nésledujici jazyky?
e LiNLs o Ly— L o I o Lt LI
LiNLy Li—Ls Lf, LI LE
LyN L Ls— L3 L LE

3. Je dan homomorfismus h definovany nasledovné: h(a) = 01, h(b) = 10.
e Urcete h(L1), pokud L; = {e, aa, ab, aab}
o Urcete h(L2), pokud Lo = (ab)*
e Urcete h(L3), pokud Lz = a*abb*

30

1.4.3 Prefixy a postfixy slov
Nasledujici operace nam umoziuji pracovat s prefixy (predponami) a postfixy (pfiponami) slov.
Levy a pravy derivat urcuji mnozinu slov daného jazyka, jejichZ prefixem ¢ postfixem je dané
slovo, levy a pravy kvocient pouzivaji misto jednoho prefixu ¢i postfixu celou mnozinu (tedy jiny
jazyk).
Levy a pravy derivat: Levy derivat jazyka L podle slova x je mnozina vSech slov takovych,
Ze pokud je k nim zleva operaci zietézeni pfidano slovo x, patii do jazyka L.

S(L)y={wex* ; z-wel} (1.17)
Pravy derivat jazyka L podle slova x je mnozina vSech slov takovych, Zze pokud je k nim zprava
operaci zietézeni pridano slovo x, patii do jazyka L.

(L)y={we¥" ; w-zelL} (1.18)

Priklad 1.15
Pokud L = {(ab)!(ba)’ ; i > 2}, pak
e &L, (L) = {(ab)i(ba)! ; i>2}
o 0 pa(L) ={(ab)!(ba) 2 ; i>2} = {(ab)" 2 (ba)" ; i >0}
® Oy (L) = {(ab)™*(ba)’ ; i > 0} (viimnéte si, ze néktera slova jazyka L do vysledného
jazyka nebyla vibec zafazena)
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Levy a pravy kvocient: Jedna se o zobecnéni levého a pravého derivatu. Levy kvocient jazyka L
vzhledem k jazyku Ls je sjednocenim levych derivatt jazyka L; vzhledem ke vSem slovim jazyka
Ls. Podobné pravy kvocient jazyka Lq vzhledem k jazyku Lo je sjednocenim pravych derivatt

jazyka Lq vzhledem ke vSem slovim jazyka Lo.

Lo\[1 = {weX* ; ezistuje z € Ly tak, Ze x-w € L1}

= {wed (L) ; z€ Ly} (1.19)
Li/r, = {weX* ; existuje x € Ly tak, e w-x € L1}

= {wedy(L1) ; =€ Ly} (1.20)

5"l Poznamka:

Mnemotechnickd pomicka: z toho jazyka, ktery je ,nize“, bereme prefix (tj. slovo = z vySe uvede-

nych vzorci). Ten jazyk, ktery je ,,vySe“, bude zleva nebo zprava ,,0sekan®.

Priklad 1.16

Jsou dany tyto jazyky:

Ly = {ab, aab, ac} L3z =a* L5 = (ab)* L7 = {e,abc, ab}
Ly = {a'bc® ; i >0} Ly = a*b* Lg = (ab)™

Stanovime tyto levé a pravé kvocienty:

e 1,\L2 = {c,cc} (vSimnéte si, Ze opravdu jde o koneeny jazyk, t¥ebaze Ly je nekonecny)

° LQ\Ll = () (protoze zadné slovo z jazyka Ly neni prefixem zadného slova jazyka Lq; pozor,
nejkratsi slovo z jazyka Lo je b, nikoliv €)

° L3\L2 = {a™bc" ; 0 < m < i} (postup: vezmeme slovo z Lo, napiiklad a*bc?, a pouzijeme
jako prefixy postupné slova e, a,a?,a®, a* z jazyka L3 — vSechna do délky po&tu symboli a
ve slové z jazyka Lo, pak dal3i slovo, atd.)

e 1, \L2=Lou{a™bc’ ; 0<m<itU{c ; i>0} (prvni &st: z Ly zvolime ; druhd ¢ést:
z L4 zvolime slova a*; tieti ¢ast: z Ly zvolime a*b)
protoze Ly C {a™bc' ; 0 < m < i}, vysledek miizeme zjednodusit; jak?

e 1:\L2=LyU{c} (pokud z = ¢, pak ziskime Lo; pokud = = {ab}, ziskdme {c}; dali{ slova
z L4 nelze pouZit)

o Lg\l2={c}

e .\L2=LyuU{ec}

o I / Ly = L1 U{e,a} (pozor, ted uz pocitime pravy kvocient)

o Li/1s=1{ca}
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1.5 K vlastnostem jazyki

Priklad 1.17

Jeste si trochu procvi¢ime operace nad jazyky.

o Ly ={a'¥ ; i,j>0}

Ly ={w € {a,b}" ; |wla=|wlp}
Llﬁng{a"bn ; 7120}
Lt ={va’ ; i,j >0}

L§° = Ly (kazdé slovo po reverzi opét patii do puvodniho jazyka a naopak)

Ly = (ab)*
L2 = (ba)*
LiNLy ={e}

L1 ULy = (ab)* + (ba)*
LE =1, LE =1,

lea*
Lo =0b*
LiNLy= {8}

L1 ULy = a* 4+ b* (pozor, ne (a + b)*, ve slovech budou vzdy bud jen symboly a nebo jen
symboly b)

{a,b}* = L1 ={w € {a,b}* ; |w|p > 1} (proc?)

LR=1, LE=1L,

Ly ={a"c""™ ; n>0}

Ly = {wcwR ;w e {a,b}*}

LiN Ly = {acb}

Ly — Ly = {a™c"b" ; n>2}U{e} = L1 — {abc} (v8imnéte si minima pro hodnotu n)
LE = {b"c"a™ ; n>0}

LE =1,

Li=a*

Ly = {a® ; n>0}

Ly U Ly = Ly (protoZe Ly C L)

L1 N Ly = Ly (z téhoZ duvodu)

Ly — Ly = () (ale naopak by to neplatilo, operace — neni komutativni)

18>

Poznamka:

7 prikladu je zfejmé, Ze

a* +b" # (a+b)*

Také bychom si méli davat pozor na to, Ze operace zietézeni neni komutativni (nicméné asociativni

je). Naproti tomu operace + mé stejné vlastnosti jako operace sjednoceni mnozin, véetné vlastnosti

komutativity a asociativity.
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Piiklad 1.18

Najdeme jazyk L, ktery splriuje danou vlastnost:

e L=L-L
napiiklad: L = {a,b}*, protoze plati {a,b}* - {a,b}* = {a,b}*
jiné moznosti: L = a*, L = (ab)*, L = {e}, L ={w € {a,b}* ; |w|, = |w|p}, atd.
patné by bylo napiiklad L = {a}, L = {ab,bc}, L = {a*"}, L = {w € {a,b}* ; |w|, =
lwly + 1}

e [ =L"
napiiklad: L = a*, protoZe jak L, tak i L* obsahuji pravé vSechny fetézce nad abecedou {a}
jiné moznosti: L = {a,b}*, L = {w € {a,b}* ; |w|, = |w|p}, L = {e}, atd.
§patné by bylo napitklad L = {ab,aa}, L = {a™" ; n >0}, L=a"

o L*=1L7"
napiiklad: L = {a™" ; n > 0}, protoze L* i L™ obsahuji tataz slova véetné e
jiné moznosti: L = a*, L = {a,b}*, L = {w € {a,b}* ; |w|, = |w|p}, atd. (je tifeba, aby
eel)
§patné by bylo naptiklad L = {a™b" ; n > 1}, L ={w € {a,b}* ; |w|s < |w|p}

e LNLE =1
napiiklad: L = {a"b™ ; n > 1} (v reverzi je opatné poradi a a b, v jazycich neni slovo ¢)
jiné moznosti: L = (ab)*ab, L = {abc}
§patné by bylo napiiklad L = (ab)*, L = {a,b}*, L = {w € {a,b}* ; |w|, = |w|p}

o [*=LU{e}
napiiklad: L = {w € {a,b}" ; |w|q < |w|p}, zde nevadi, ze v L neni ¢
jiné moznosti: L = a*, L = {a,b}*, L = {a™" ; n > 1}, atd.
§patné by bylo napiiklad L = {abc}, L = {a"b" ; n > 1}

Piiklad 1.19

Najdeme jazyk L, ktery nesplriuje danou vlastnost:
o L=1L*
napiiklad: L = {abc,ba}, protoze L* = {e, abc, ba, abcabe, abcba, baba, baabe, . . .}
Spatné: L = a*, protoze L* = (a*)* = a* (pozor, v zadéani je ,nespliiuje®)
e LNLE =1
napiiklad: L = {a"b™ ; n > 0}, protoze L i L* obsahuji slovo ¢
$patné: L = {a"b" ; n > 1}, zde opravdu L a ® nemaji zadné spolecné slovo, jsou disjunktni
o LT =1L*—{e}
napiiklad: L = a*, protoze L™ i L* jsou shodné a obsahuji slovo ¢, a pokud toto slovo

z jednoho z nich odstranime, jazyky pfestanou byt shodné

Spatné: L = {a}, protoZe rovnost Lt a L* — {e} by zde platila, ale my pot¥ebujeme ,neplati*
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ot

Ukoly

Ke kazdému vztahu napiste jazyk L., ktery danou vlastnost spliije, a jazyk L,,, ktery danou
vlastnost nespliuje:

o L=1L"

o LNL*={e}

o L={a,b}*—L

. Ke v8em vlastnostem z piikladd 1.5 a 1.5 urcete, zda je nasledujici jazyky spliuji:

Ly ={a,b,c}*

o [y = {wcwR ;wE {a,b}*}
o [3= {wwR ; w e {a, b}*}
o Ly=1{a¥ ; n>0}

. Je dan jazyk L = (ab)*b(ba)* a nasledujici homomorfismy:

hi(a) = 01 ha(a)
ha(b) = 10 hah)
Zjistéte jazyky hi(L) a ha(L).

0
00

. Pripomente si, jak je u algebraickych struktur definovana vlastnost komutativity, asociati-

vity a distributivity. Zjistéte, zda je operace zietézeni distributivni vzhledem k operaci + a

naopak.

. Je dan jazyk L = {vypsat, vylit, vymazat}. Vytvoite:

o v\l =0y =
e {pfe} - ({Vy}\L) =

30




Kapitola

Kone¢né automaty

Kone¢ny automat je jednoduchy matematicky model, ktery se sklada z fidici jednotky (véetné
stavu), vstupni péasky (vstupni soubor ¢i jind datova struktura) a ¢teci hlavy. V kazdém kroku
tento automat nacte jeden symbol ze vstupu a ¢innost v tomto kroku je uréena podle tohoto

nac¢teného symbolu a momentalnfho stavu, spociva ve zméné stavu.

2.1 Vytvarime kone¢ny automat

Kone¢ny automat lze zapsat celkem tfemi zptisoby:

1. pouzitim plné specifikace s §-funkei

2. stavovym diagramem

3. tabulkou prechod
UkéaZeme si vSechny tii zpiisoby. Exaktni postup vytvoreni kone¢ného automatu si ukazeme pozdéji
(kapitola 2.8 na strané 46), ale abychom mohli sestrojovat uz ted alespon mensi koneéné automaty,

podivame se na zjednoduSeny postup.

Priklad 2.1

Vytvorime kone¢ny automat pro jazyk L = a(a(a+b)a)*bb* =a-(a-(a+b)-a)"-b-b* ve viech

tfech reprezentacich.

U mensich automati je nejjednodussi vytvorit stavovy diagram:

“b
e
(s)-=-()

d-funkce véetné plné specifikace: 6(q0,a) = q1 0(q2,b) = q4

A= ({q(]v q1, 42, Q3»Q4}7 {av b}7 5’ q0, {QS}) (5(q1,a) =2 6(Q47 a) =qQ1
6(q1,b) = g3 6(q3,b) = g3
5((]2’ CL) =44

18
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| o]
Tabulka prechodi: — qo || @1
qr || 92 | g3
q2 || 94 | g4
<~ g3 q3
q4 | @1

Zatimco u stavového diagramu a tabulky prechodid nemusime uvadét plnou specifikaci — Fetézec
= ({90,91,92,q3}, {a,b}, 9, qo, {g3}), pii pouziti d-funkce je plna specifikace nutna. Bez ni

bychom nepoznali, ktery stav je pocateéni a které stavy jsou koncové.

Vzdy, kdyZz vytvofime kone¢ny automat (no, vlastné jakoukoliv takovou strukturu), je vhodné
vyzkouSet si na nékolika slovech, jestli vSechno funguje tak jak méa. Napiiklad zde miizeme vyzkou-

Set pro dveé slova patfici do jazyka a dvé do jazyka nepatiici:

(G0, ab) - (q1,0) - (G3,6) - oo abe L
(qo, aababb) + (q1, ababb) = (g2, babb) = (g4, abb) - (q1,bb) F (g3,b) - (g3,8) .o oovvevnt . aababb € L
(qo,aa) F (q1,a) F (g,e) F oo, aa ¢ L, posledni konfigurace neni koncova (g2 ¢ F)
(o, &) F oo € ¢ L, pocatetni stav neni v mnoziné koncovych stavi

Piiklad 2.2
Sestrojime kone¢ny automat rozpoznavajici celé ¢isla. Pouzivame 1,...,9 0,...,9

¢islice 0...9, ¢islo se musi skladat z alespon jedné cislice. Vice-
ciferna ¢isla nesmi za¢inat nulou.

Vytvofime automat se tfemi stavy. Oddélime zpracovani jed-
nociferného ¢&isla ,,0¢ od ostatnich, ktera nulou nesmi zacinat.

VyzkouSime na nékolika slovech:

(G0, 0) 1 (€25 8) ettt 0L
(qo, 504) F (q1,04) F (q1,4) F (ql,s) ..................................................... 504 € L
(o, &) b v e ¢ L, poCateni stav neni v mnoZziné koncovych stavii
(g0, 007) F (g2, 07) b oo 007 ¢ L, nelze zpracovat zbytek slova

g Ukoly

1. Pro nésledujici jazyky sestrojte koneény automat ve vSech tfech reprezentacich:

o a* o (ab)*ba

e aa* e ab+ba

e a*b e ab* + ba*

o (a+b+c)* e 11{0,1}*

o (ab)* o {ab’ ; i>1}uU{ba’ ; i>0}

U kazdého automatu si ovéfte na nékolika kratkych slovech, jestli jsou pfechody v poradku.
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2. Podle zadani vytvorte zbylé dvé reprezentace daného kone¢ného automatu. Ke kazdému

automatu vyzkousSejte zpracovani alesponn dvou slov patficich do jazyka daného automatu.

(a) Podle o-funkce vytvoite stavovy diagram a tabulku prechodii:
Al = ({q07q17q2}7 {CL,b, C}7 57 q0, {Q17Q2})

(b) Podle kazdé tabulky prechodii vytvoite stavovy diagram a d-funkci s plnou reprezentaci

6(qo0,a) = q1 6(q1,¢) =@
(g0, b) = q2 6(g2,¢) = q1
automatu:
o]
—A | B|C
B B|C
+~C| D
«~ D D

[ ol®
< qgo || 91 | 90
q1 || 91 | G2
— g2 | g3
< g3

Vsimnéte si, Ze podle druhé tabulky je pocatecni stav zéaroven koncovy (Sipka vede

ob&ma sméry).

(c) Podle kazdého stavového diagramu vytvoite tabulku prechodi a d-funkei s plnou repre-

zentaci automatu:

3. Sestrojte konecny automat (stavovy diagram) rozpoznavajici realna ¢isla. Cela ¢ast je podle

zadéani v pfedchozim piikladu, nasleduje desetinna ¢arka a pak opét sekvence ¢islic (alespoii

jedna, muze to byt i ¢islice 0).

4. Podle stavového diagramu pro realné ¢isla vytvorte tabulku pfechodd.

2.2 Nedeterministicky kone¢ny automat

s ]
m

Dosud jsme pracovali s takovymi koneénymi automaty, ve kterych byl kazdy krok naprosto jed-

noznacné dan. Rozhodovali jsme se podle momentalniho stavu a vstupu, vzdy byla nejvyse jedna

mozZnost, jak reagovat (nejvySe jedna, protoZe pro nékteré dvojice stav,vstup nebyla reakce defi-

novana). Takovy jednozna¢né urceny automat oznacujeme jako deterministicky.

Nedeterministicky konecny automat je takovy automat, kde v alespon jednom stavu lze na

néktery signal reagovat vice rliznymi zptisoby. ProtoZe se tento typ automatu $patné programuje

(je tézké vlozit do instrukei ndhodnost — zvolit jednu z nabizenych cest, a to pokud mozno tak,

aby vedla ,spravnym smérem“, do koncového stavu), muze se hodit postup, jak nedeterministicky

automat prevést na deterministicky se zachovanim rozpoznavaného jazyka.
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Piiklad 2.3

Zadany nedeterministicky automat prevedeme na deterministicky (je dan stavovy diagram a ta-

bulka prechodit).

0 0 | o |1
QI/ < qo qn
q1 || 90,92 | 90
Q2

Naptiklad slovo 0000 bychom zpracovali nasledovneé:
(g0, 0000) F (g1,000) F (g0,00) F (q1,0) F (g2,¢)
Automat je nedeterministicky, protoZe ve stavu ¢; jsou dvé moZnosti reakce na vstup 0.

Prevod na deterministicky automat je nejjednodussi na tabulce prechodi. V nékterych bun-
kach je vice nez jedna polozka, proto obsah bunék budeme chapat jako mnoziny. Vytvaiime tedy
novy kone¢ny (deterministicky) automat takovy, Ze jeho stavy jsou mnoZinami stavi pivodniho
automatu.

Novou tabulku prechodi tedy vytvorime z puvodni tabulky tak, Ze nejdfiv jak obsah bunék,
tak i stavy v oznaceni fadki uzavieme do mnozinovych zavorek. Tim ale v nékterych bunikach (zde
v jedné) dostaneme stav, ktery neni v oznaceni zadného fadku. To napravime jednoduse tak, Ze
priddme novy fadek tabulky s timto oznac¢enim a obsah bunék zjistime sjednocenim Fadki ptuvodni

tabulky oznac¢enych prvky mnoziny, se kterou pravé pracujeme:

(arl ... By .. {A} (B.C)

By|{p.EY| ... | {&v = {(BY] Ap.EN]| ... |[fic.HN
(e {7} .. | {H D ey \u# /| H,1

({B,.C.}) (D,E.FY| ... |{G HI}

Mize se stat, Ze sjednocenim mnozin v buiikdch opét vznikne mnozina, ktera se nenachazi v ozna-
¢eni zadného Fadku. Pak opét vytvorime novy fadek a pro buniky pouzijeme operaci sjednoceni
mnozin. Postup je tedy rekurzivni.

Takze k prikladu:

| o | | 0 |
< {q} || {a} < {qo} {1} 0
{ai} || {90, 02} | {00} = {a1} {40, 42} {0}
«— {e} — {2} 0 0
— {qo, @} | {a}ub={q} | DUD=10

Vlastnost ,,byt koncovym stavem‘ se také dédi v ramci sjednocen{ — pokud alespon jeden z prvka
mnoziny stavi je v puvodnim automatu koncovym stavem, stédva se koncovym stavem i cela tato

mnozina.
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Podivame se, jak se zméni vypocet slova 0000:

({q0}70000) F ({ql},OOO) - ({QO7q2}700) H ({QI}7O) + ({QO7Q2}75)
Jsme v koncové konfiguraci, slovo bylo pfijato.

Uvedeny postup je vlastné zkraceny. Ve skutec¢nosti bychom méli postupovat tak, ze bychom

jako stavy pouzili vS8echny mozné kombinace stavli a opét operaci sjednoceni mnozin:

| o |1
< {qo} {a} 0

{1} | {a0,a2} | {e0}
— {q2} 0 0

— {1} || {20, 01,62} | {q0}

S0 e
e
— {q, 2} {q1} 0
— {a, e} | {0, e} | {%0} 0 . 1 9
< {90, 91,92} || {20, 01,2} | {q0} 4’ 0

Ve stavovém diagramu miizeme vidét, Ze stavy, které jsou oproti predchozimu postupu navic,

jsou nedosazitelné z pocatecniho stavu a tedy se nenachéazeji na zZadné cesté pfi zpracovani slov

jazyka. Proto je vlastné muZzeme bez Gjmy na obecnosti z automatu odstranit.

M| Ukol

Uvedené nedeterministické koneéné automaty reprezentované tabulkami pievedte na ekvivalentni
deterministické. Ke kazdému vytvoite stavovy diagram puvodniho nedeterministického automatu

i vytvoreného deterministického a porovnejte.

o] ® | o | 1 | o [ b |
< X | Y — qo || 90,91 | 90,01 = Q| 9,2 | o
Y| Z — q a1, g2 ol @ | qe

Z | X | X, Z — Q@ < @ | q2

g

2.3 Totalni automat

Zatim jsme se setkavali s automaty, ve kterych bylo pfipustné, aby pro uréitou dvojici stav,vstup
nebyla definovana zadna reakce. Jenze v nékterych piipadech to miiZze byt $patné — pokud chceme
automat nasledné naprogramovat, pot¥ebujeme mit oSetifeny vSechny (postizitelné) eventuality,
véetné té, Ze uzivatel zada chybny vstup.

V totdlnim (dplném) automatu lze v kazdém stavu reagovat na jakykoliv symbol. Pfi pie-
vodu (netotalniho) automatu na totalni vytvorime novy stav (,,odpadkovy kos“, chybovy stav), do
kterého presmérujeme vSechny chybéjici prechody. Nesmime zapomenout, ze pozadavek moznosti

reakce na kterykoliv symbol se vztahuje také na tento nové pridany stav.
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Postup prevodu na totalni automat lze pouzit pouze na deterministicky kone¢ny automat,

proto u nedeterministického automatu je prvnim krokem vzdy prevod na deterministicky.

Priklad 2.4

K zadanému deterministickému koneénému automatu vytvorime ekvivalentni totalni automat:

[olb]e
< qo || 1
q1 || 92 | q1
AP q2

Tento automat urcité neni totalni — napiiklad ve stavu gg nelze reagovat hned na dva signéaly.
Pokud je vstup chybny, pak bude vypocet vypadat naptiklad takto:
(go,ab) F (q1,0) F (qu,€) F oo ab ¢ L, nejsme v koncovém stavu
(qo,aaab) = (q1,aab) F (qa,ab) b .o aaab ¢ L, nelze zpracovat zbytek vstupu
V druhém piipadé jsme se ,zasekli* pravé na vstupu, tfebaze automat je v koncovém stavu. Ve
stavu g9 neni definovana reakce na symbol a. Ziplnéni automatu znamena pravé pridani chybéjicich
prechodi, ovSem tak, abychom nezasahli do jazyka automatu.
Vytvoiime novy stav, ozna¢ime jej symbolem () a pfesmérujeme do tohoto stavu vechny chy-

béjici prechody:

[alo]e
“oqofq| 0|0
qala@|qal|0
Sl 0] 0] e
0o lo| 0

Novy stav nesmi byt koncovy!

Zpracujeme stejné vstupy jako u ptivodniho automatu:
(o, ab) F (q1,0) F (qu,e) F oo ab ¢ L, nejsme v koncovém stavu
(g0, aaab) F (g1, aab) - (g2, ab) = (0,b) F (B,e).oooeviiiii, aaab ¢ L, nejsme v koncovém stavu

I¥"|  Poznamka:

Zuplnit 1ze pouze deterministicky kone¢ny automat. Proto pokud jde o nedeterministicky, musime

ho nejdiiv prevést na deterministicky a pak teprve zuplnit.

Piiklad 2.5

V prikladu na strané 21 jsme k nedeterministickému automatu vytvorili ekvivalentni determi-
nisticky. Tento deterministicky automat nyni ziaplnime (pfevedeme na totélni). Stav {g2} neni

dosazitelny z pocatecniho stavu, proto jej také vypustime.
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Abychom trochu zjednodusili znaceni, budeme misto mnozin {...} pouzivat velkd pismena,

provedeme pfeznadeni:

Pivodni: Preznaceny: Totalni:
| o |1 [ o1 | o1
© {a} | {a} | 0 N < Al B0 N o A B0
{a} || {90, a2} | {90} B|C|A Bl C|A
<~ {q0, e} | {a} 0 «—~ C||B|0 — C||B|0
000

Stavové diagramy pieznaceného a ziplnéného automatu:

70 4 S0 4
Rololc

m| Ukoly

1. VSechny kone¢né automaty, které jste v tkolu na strané 22 prevedli na deterministické,
zupliite (prevedte na totalni).
2. Nasledujici koneény automat prevedte na totalni a nakreslete jeho stavovy diagram (signal

v zéhlavi posledniho sloupce je desetinné ¢arka):

lol1...,9],
—A| C B
«~B| B B D
+— C D
DI| E E
«~—E | E E

3. Nasledujici (nedeterministicky!) kone¢ny automat ziplite.

— A B H@
B|B,C| A
+ C A C A\

)
w1

30

2.4 Konec¢né jazyky

Vgechny konecné jazyky jsou regularni, proto pro né dokdzeme sestrojit konecny automat.
U konecného automatu pro konec¢ny jazyk byva obvykly pozadavek na rozlisitelnost nac¢itanych

slov podle koncového stavu, tedy pro kazdé slovo jazyka by mél existovat samostatny koncovy stav.
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Pak bez nutnosti porovnavani vstupu s jednotlivymi slovy jazyka snadno zjistime, které slovo bylo
nacteno — podle koncového stavu, ve kterém skoncil vypocet.

Postup je jednoduchy — pro kazdé slovo jazyka vytvorime ,vétev ve stavovém diagramu.
Jestlize chceme automat deterministicky (opét jde o obvykly pozadavek, pokud tento postup po-
uzivame pii programovani), staci slouc¢it pocatky téch vétvi, které stejné zacinaji (konce vétvi

nesmime slou¢it, nebylo by moZné rozpoznat slova jazyka podle koncovych stavii!).

Piiklad 2.6

Podle zadaného kone¢ného jazyka vytvorime koneény automat.
L = {hrad, hrom, polom, ohrada}

O OO0
h
e (1) (1) 2 ()
—(®)
() (@) )+ (1))
(B () () (1) )2 +(2)

Dale chceme, aby automat byl deterministicky se zachovanim moZnosti rozlisit rozpoznavana

slova podle koncového stavu. Prvni dvé slova jazyka zacinaji stejnym podietézcem, tedy zacatky

prvnich dvou vétvi slou¢ime:

QHQY

—(®) .
()2 (a0) (@) CH" @)=+
(00 ) ) () )2 +(20)

Kdybychom netrvali na podmince odliseni slov koncovymi stavy, bylo by mozné sloucit vSechny

V kone¢ném automatu pro kone¢ny jazyk nesmi (a ani nemize) byt zadna smycka (cyklus) — kdyby

koncové stavy v jeden, a také stavy q7 a qio.

byla, pak by bylo mozné tuto smycku jakykolivpocetkrat zopakovat a rozpoznavany jazyk by byl

nekonecny.
g Ukoly

1. Vytvoite kone¢ny automat pro nasledujici jazyky (deterministicky, a to tak, aby pro kazdé
slovo jazyka existoval jeden koneény stav):
(a) Lo = {strom, stroj, vystroj}
(b) Ly = {if, else, elif}
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(c¢) L. = {read, write, writeall, matrix}
(d) Lg = {delfin, ryba, velryba}

Pozndmka: V ptipadé (c) bude koncovy stav vétve pro druhé slovo soucasti vétve pro tieti
slovo (pokud vytvofime deterministicky automat). To je v pofadku, vlastnost rozpoznavani

podle koncového stavu zistava zachovéna.

2. Vytvoite konefny automat (stavovy diagram), ktery bude rozpoznavat vSechna slova nad

abecedou ¥ = {a, b, ¢}, jejichz délka je

(a) pravé 3 znaky,
(b) nejvyse 3 znaky (tj. 0, 1, 2 nebo 3 znaky).

Ndpoveda: Jde o koneéné jazyky. Vime, Ze v automatu pro koneény jazyk nesmi byt cyklus,

a také vime, Ze prechody ve stavovém diagramu mohou byt oznaceny vice nez jednim znakem.

s
m

2.5 Odstranéni nepotiebnych stavi (redukce)

Nepotiebné stavy jsou stavy, které nejsou pouZzity pii zddném tspésném vypoctu (tj. koncicim

v koncovém stavu). Jedna se o stavy

e nedosazZitelné — neexistuje k nim cesta z pocateéniho stavu,

e nadbytecné — neexistuje cesta z tohoto stavu do jakéhokoliv koncového stavu.

S odstranovanim (lépe fe¢eno ignorovanim, neuvedenim ¢i vypusténim) prvniho typu nepotiebnych
stavii — nedosazitelnych — jsme se setkali uz u zkraceného postupu pro prevod nedeterministického
automatu na deterministicky. Pokud nové fadky tabulky pfechodti tvofime jen pro takové mnoziny
puvodnich stavi, které se jiz vyskytly v nékteré buiice, vétsinu nedosaZitelnych stavi (ale ne vzdy
v8echny) automaticky odstraiujeme.

KdyZz chceme odstranit nepotiebné stavy, vZdy zac¢indme nedosazitelnymi stavy a az potom
odstranime nadbyteéné. V obou piipadech postupujeme rekurzivng, a to bud podle stavového

diagramu nebo podle tabulky pfechodi.

e NedosaZitelné stavy: jako bazi (zédkladni mnozinu) zvolime Sp = {go} (obsahuje pouze poca-
tecni stav), dalsi prvky pfidavame ,ve sméru Sipek® v stavovém diagramu, resp. v tabulce
pfechodi ve sméru oznaceni fadku — obsah bunék na Ffadku. Postupné vytvarime mnozinu
v8ech stavi, do kterych vede cesta z poc¢atecniho stavu o délce max. 0, 1, ..., n kroki (toto
¢islo je dolni index u oznaceni vytvaFené mnoziny S;).

Konéime tehdy, kdyz uz neni co pfidat (bud jsme ziskali celou mnoZinu stavi, nebo do
zadného dalsiho nevede cesta z téch, co jsme difv zafadili).

o Nadbytecné stavy: jako bazi naopak zvolime mnozinu koncovych stavii — Ey = F', dalsf prvky
pridavame ,,proti sméru Sipek* v stavovém diagramu, resp. ve sméru obsah nékteré buiiky
tabulky prechodi — oznaceni fadku. Vytvaiime mnozinu vSech stavii, ze kterych vede cesta

do nékterého koncového stavu o délce max. 0, 1, ..., n kroku.

Opét kon¢ime tehdy, kdyz uz nenf co pridat.
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Priklad 2.7

V zadaném kone¢ném automatu odstranime nedosazitelné a nadbytecné stavy.

[alb]e
— qo || 91 | G3
Q|| 91|92 g
qz || g3 q0
q3 || 93
< g4 || 95 | Q2 | 43
< 45 || 95

Odstranime nedosazitelné stavy (do kterych neexistuje cesta z pocéatecniho stavu):
So = {qo}
S1={q}U{q,q3} ={q,q,q3} (ze stavu gy vede piechod do ¢q; a g3)
S2 ={q0,q1,93} U{a5, 32} = {90, 01, 43,95, 32}
Ss ={40,91,93,95,q2} = S2 (konec, v poslednim kroku zadny stav do mnoZiny nepfibyl)

V mnoziné€ S3 neni stav qq, je tedy nedosazitelny z pocatecniho stavu a mtizeme ho z automatu
odstranit. V kazdé z mnozin S;, které jsme postupné vytvofili, najdeme vSechny stavy, které jsou
z pocatecniho stavu dosazitelné po nejvyse ¢ krocich.

Dale zjistime, ze kterych stavii nevede cesta do koncovych stavii. Budeme pracovat jiz s auto-
matem po odstranéni stavu gqy.

Ey=F ={q,q5}

Ei={q1,¢5}U{q} ={q1,95,9} (do stavi z Ey vede piechod pouze ze stavu qp)
Ey ={a1,¢5,90, 2}

Es ={q1,95, 90, ¢2} = E>

V mnoziné E3 neni stav ¢s, to znamena, Ze z tohoto stavu neexistuje zadné cesta do koncového
a tedy kdyz tento stav odstranime, neovlivnime vypocet zadného slova, které automat rozpoznéava.
Odstranime tento stav a také vSechny prechody s nim pifimo souvisejici.

Po odstranéni stavi nepatficich do mnozin S; a E; dostavame tento koneény automat:

[olb]e
— qo || 1
S Q|| 91|92 g5
q2 qo0
< Q5 | g5

m| Ukoly

1. Podle zadéani nasledujiciho automatu vytvofte tabulku prechodi a stavovy diagram. Potom
odstrante nepotiebné stavy. Takto upraveny automat pak zupliite (pfevedte na totalni au-

tomat).
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=({A,B,C,D,E,F}, {0,1,2}, 9, A, {A,C}) s funkei ¢:

5(A,0)=E 5(B,0) = C 5(C,0) =C §(E,1)=E S(F,1)=E
5(A,1) =B 5(B,1) =D 5(C1) =C 5(E,2) =E 5(F,2)=F
5(A,2)=E 5(B,2) = E 5(D,2) =C 5(F,0) = C

2. K nasledujicimu koneénému automatu vytvoite zbyvajici dvé reprezentace — §-funkci a ta-

bulku pfechodti. Potom odstraifite vSechny nepotfebné stavy.

/. XS

3. Podle nasledujicich koneénych automati uréenych tabulkami prechodii sestrojte stavové di-

agramy a pak odstraiite vSechny nepotfebné stavy.

[alb]e | alb]e
~<+A|A|A|B — qo || 94 | ©1
B|C — q | @ q0
C||C|B S @ 43| q1|
D|A|E|B q3 q4 | g3
+E|B|C]|C q4 q3

4. Zamyslete se nad témito piipady: jak by vypadal jazyk upraveného automatu (bez nepo-
tfebnych stavil), kdyby do mnoZin S; nebyly zafazeny zadné koncové stavy? Jak by vypadal

tento jazyk, kdyby do mnozin F; nebyl zafazen pocatecni stav?

s ]
m

2.6 Uzavérové vlastnosti — regularni operace

Trida jazyki je mnozina vsech jazykd s danou spole¢nou vlastnosti. Také regularni jazyky tvori
t¥idu — tfida regularnich jazyka je mnozina vSech jazyku, pro které lze sestrojit koneény automat.
Vime, Ze na Tetézce lze pouzit operaci zietézeni. Jazyk je mnozina fetézctl, a tedy na jazyk
miiZzeme pouZit rizné mnoZinové operace (sjednoceni, prinik, doplnék — zrcadleni, substituci),
a také operace odvozené z préace s Tetézci a znaky (signaly) — zfetézeni, dale iteraci (operace
,hvézdicka®) a dalsi.
Trida jazyku je uzaviena vzhledem k néjaké operaci, pokud po uplatnéni operace na jazyky

z této tridy vzdy vznikne jazyk patiici do stejné t¥idy.
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Postupné si ukazeme vSechny zakladni operace, a to na konecnych automatech. Pokud jde
o binarni operaci (uplatiiuje se na dva jazyky), je obvykou podminkou disjunktnost priniku mnozin

stavii automatt (Zadny stav existuje v obou automatech zarovei).

2.6.1 Sjednoceni

V pripadé sjednoceni vyuzijeme celou definici puvodnich automati. Pfiddme novy stav a z tohoto
stavu povedeme prechody do v8ech stavi, do kterych vede prechod z poc¢ateéniho stavu. Novy stav
nam tedy simuluje pouZziti po¢atecnich stavii v ptivodnich automatech.

Postup si mizeme predstavit tfeba tak, ze vezmeme vSechny prechody, které vedou z ptivodnich
pocatecnich stavii, a zkopirujeme (ne pieneseme, ty puvodni museji ztstat) jejich zacatky (tj.
u stavi, ze kterych vychazeji) k novému stavu.

Pokud néktery z pivodnich pocate¢nich stavi patii i do mnoziny koncovych stavi, pak také

tuto vlastnost pridame novému pocate¢nimu stavu.

Ozna¢me

o Ay =(Q1,%1,01,q1, F1) je prvni automat,
o Ay = (Q2,X2,02,q2, F2) je druhy automat,

pak automat rozpoznavajici jazyk, ktery je sjednocenim jazykt obou automatt, je
A=(Q1UQaU{sp}, X1 UX9, 0, sg, F1 U Fy), plati, Ze sg ¢ Q1 U Q2, piechodova funkce:
0(s0,x) = 01(q1, ) Uda(ge,z), =€ X1UX9

n(r,x) 5 reQ,x e Xy,
6(Ta ) =

52(7’,1') ;T € Ry, T € Yo
To znamena, Ze prechodovou funkci prakticky pfejmeme z ptivodnich automatii, zména bude jen

na zacatku.

Priklad 2.8

UkéZeme si operaci sjednoceni na nasledujicich jazycich a automatech:

Ly ={(ba)'(aUbb) : i>0}
Ly = {a'baa’ ; i,j > 0}

Konecné automaty pro tyto jazyky jsou nasledujici:

Ay = ({A, B,C}, {a,b}, 2, A, {C})
d2(A,a) = A
d2(A,b) = B
¥ (B,a)=C
52 (Cya)=C
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Pridame novy stav sg a vSechny prechody z tohoto stavu nasmérujeme a oznacime stejné jako
prechody z pocatecnich stavii ptivodnich automatu.

Postup je nejnazornéjsi na stavovém diagramu, ale je jednoduchy také v tabulce pfechodt —
staGi obé tabulky shrnout do jedné a pridat novy radek, jehoZz buiiky budou sjednocenim bunék
na tadcich pivodnich pocatecnich stavi a na prislusnych sloupcich. Protoze jeden z ptvodnich

pocatecnich stavi (go) patii do mnoziny koncovych stavii, také novy pocatecni stav so bude zaroven

koncovym.

T

so || q1, A | g2, B
q0

4

> %
mﬁg ﬂ
@

A = ({807 qo0, 41, qQ7A7 B7 C}? {CL, b}7 57 50, {QO7Q17 C})

(s0,a) = 61(qo, a) U 92(A, a) = {q1, A} 6(g2,b) = {q}
(s0,b) = 61(qo,b) U d2(A,b) = {q2, B} 6(A,a) = {A}
6(q0,a) ={q1} 6(A,b) = {B}
6(g0,0) = {q2} 6(B,a) ={C}
6(g2,a) = {qo} 6(C.a) ={C}

Je ziejmé, ze L(A) = L(A;) U L(As).

IS

Poznamka:

Pokud by zadny z ptivodnich pocatecnich stavi nepatiil do mnoziny koncovych stavi, pak ani stav
sg nesmime zafadit do mnoZiny koncovych stavi! Znamenalo by to, Ze do vysledného jazyka nema

patfit prazdné slovo.

™| Ukoly

1. Pouzijte operaci sjednoceni na nasledujici kone¢né automaty:

H®:f: - m
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2. Pouzijte operaci sjednoceni na nasledujici koneéné automaty (g3 zaroven koncovy!):

| o [® [olb]e
— 4o || 90,92 | q1 < 43 || 94 | G6
— q q2 44 a5
— @ q2 as qs3
< gs

3. Pro oba konecné automaty ze zadéni predchoziho piikladu a také pro vysledny automat
vytvoite zbylé dva typy reprezentaci — stavovy diagram a J-funkci véetné plné specifikace

automatu.

4. Zamyslete se nad tim, jak by vypadalo sjednoceni vice nez dvou kone¢nych automati.

30

2.6.2 Zrietézeni

Zietézeni dvou jazyku vytvorime tak, Ze ve vysledném jazyce jsou vSechny mozné fetézce, jejichz
prvn{ ¢ast je kterékoliv slovo z prvniho jazyka a druha ¢ast zase kterékoliv slovo z druhého jazyka.

Zalezi na poradi, ¢asti slova nemiizeme piehodit, idi se poradim zfetézovanych jazyki.

Piiklad 2.9

Princip zfetézeni jazyku si ukdzeme na téchto kone¢nych jazycich:
Ly = {e,abc,ba}
Ly = {ddb, dc}
Zietézenim téchto dvou jazyku ziskdme jazyk L = Ly - Lo:
L ={e-ddb,e - de,abc - ddb, abc - de, ba - ddb, ba - de} = {ddb, de, abeeeb, abede, baddb, badc}

P1i zfetézeni neni t¥eba ve vysledném automatu vytvaret novy stav. Opét vyuzijeme vSechny stavy
a prechody z puvodnich automatt a budeme pridavat nové prechody, které je propoji.

Pfi ukonceni vypoc¢tu prvni ¢asti slova (tj. v prvnim pivodnim automatu) je t¥eba ,plynule“
navazat na vypocet druhého ptvodniho automatu. Proto nové ptidavané prechody budou vést
z koncovych stavii prvniho automatu, jejich cilovy stav (stav, do kterého bude sméfovat Sipka
pfechodu) a oznaceni pifejmeme (zkopirujeme) od piechodi z po¢ate¢niho stavu druhého puavodniho
automatu.

Pocateénim stavem vysledného automatu bude samoziejmé pocateéni stav prvniho pivodniho
automatu.

Do mnoziny koncovych stavi zaradime

e koncové stavy druhého ptivodniho automatu,
e pokud pocate¢ni stav druhého automatu byl zaroven koncovym (to znamené, ze do druhého
jazyka patfilo slovo €), pak do mnoziny koncovych stavii vysledného automatu zaradime také

koncové stavy prvnfho pivodniho automatu.
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Oznacéme
o A = (Q1,%1,01,q1, F1) je prvni automat,
o Ay = (Q2,X2,02,q2, F2) je druhy automat, zde je jiz dulezité jejich poradi,
pak automat rozpoznavajici jazyk, ktery je zretézenim jazykd obou automati, je
=(Q1UQ2, X1 UXy, §, q1, F), koncové stavy:
e FF=Fy, pokud ¢ ¢ L(A3)
e F'=FUFy, pokud € € L(Ay)
(tj. jestlize v jazyce druhého automatu bylo prazdné slovo, tedy pocate¢ni stav patiil do mnoZiny
koncovych stavil, znamena to, Ze do vysledného jazyka budou patfit i vSechna slova rozpoznavané
prvnim automatem — zfetézena s e, lze skoncit také ve stavech z F)
Prechodova funkce:
o(r,z) ; reQ1— Fi,x € ¥y,
d(r,z) =< O1(r, ) Uda(qe,x) ; 7€ Fi,x € 31U,
do(ryx) 3 1€ Qax € X9
Znamena to, Ze v koncovych stavech prvniho pivodniho automatu budeme (kromé existujicich
puvodnich reakei) reagovat stejné, jako v pocateénim stavu druhého pivodniho automatu (coZ je

podle naseho znaceni ¢z).

Piiklad 2.10

Zietézime jazyky téchto konecnych automati:

a
B
a

({q0, a1, 92}, {a, b}, 01,90, {90, q1}) Az = ({4, B,C}, {a,b}, 02, A, {C})
61(q0,a) = ¢1 62(A,a) = A
01(q0,b) = q2 d2(A,b) =B
01(q2,a) = qo ¥ (B,a) =C
51((]2, b) = (q1 (52(0, a) =C

V automatu A; (prvnim) jsou dva koncové stavy. Z nich budou vést nové prechody ke stavim
automatu Ay — ke v8em stavim, do kterych vede pfechod z pocateéniho stavu A.
| o |

Q — qo | @1, A | @, B
A
H%@%@%’ o
\ l \/ G5
B C
C

S
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A= ({QO7 q1, 92, A) 37 C}a {aa b}’ 57 {C})

6(q0,a) = {q1, A} 6(q1,0) = {B} 6(A,a) = {A}
(g0, 0) = {2, B} 0(q2,a) = {qo} 6(A,b) = {B}
6(qr,a) = {A} 6(q2,0) = {1} §(B,a) ={C}

Plati L(A) = L(A;) - L(Ay).

0(Cya) ={C}

Piiklad 2.11

Nyni pouzijeme stejné zadéni jako v predchozim piikladu, jen obratime pofradi zietézovanych

automatii. Musime brat v tvahu to, Ze pocatecni stav automatu, ktery je ted druhy v poradi, je

zaroven koncovym stavem, coz bude mit vliv také na mnozinu koncovych stavi:

| o | b
— A A B
B C
«~C|Ca |
7 |Ca E
q1
q2 q0 q1
6(A,a) ={A} 6(C,a) ={C,q1} (g0, 0) = {q2}
6(A,b) ={B} 6(C,b) = {g2} 6(g2,a) = {qo}
§(B,a) ={C} (g0, a) = {q1} 6(q2,0) = {a}

Plati L(A') = L(As) - L(Ay).

m| Ukoly

1. Provedte operaci zietézeni jazykt nasledujicich konecnych automati:

.
~® @O ~®0)

0

2. Provedte operaci zfetézeni jazykt nasledujicich koneénych automati — nejdiiv v poradi podle

zadani (L(A;) - L(A2)) a potom v opacném potadi (L(As) -

diagramy.

L(Ay)). Sestrojte také stavovée
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.AlHa‘b AgHa‘b‘c
— qo || 90,92 | ©1 < g3 || 94 | g6
<~ Q1 q2 q4 ds
< Q2 q2 as q3
< Qo
2
m
2.6.3 Iterace (Kleeneho uzavér)
P1i iteraci zfetézujeme jazyk sam se sebou, a to 0x, 1x, 2%, ..., a pak v8echny vysledné jazyky

po zfetézeni sjednotime. Formalné to miZeme zapsat nésledovné:
oo
i=0

kde L' je i-nasobné zretézeni jazyka L sama se sebou (napiiklad pro i = 3 bylo L3 = L - L - L).

Zietézeni jsme jiz probirali.

Piiklad 2.12

Princip iterace jazyka si ukdZeme na tomto koneéném jazyce:
Ly = {abc, ba, cd}

Iteraci ziskdme jazyk L = Lj:

L o= e, 0x
abe, ba, cd, .. 1x
abcabce, abeba, abeed, baabe, baba, bacd, cdabe, cdba, cded, — ......... ... ... ... 2x
abcabcabe, abcabeba, abcabeed, abebaabe, abebaba, abcbacd, ...} .o oL 3X, ...
| Poznamka:

Vysledkem iterace je vzdy nekonecny jazyk obsahujici prazdné slovo €, i kdyby ptvodni jazyk L
byl koneény a i kdyby prazdné slovo neobsahoval.

Uprava konecného automatu pfi iteraci spociva v téchto krocich:

1. vytvorime novy pocatecni stav, prechody z néj vedouci uréime stejné jako ty, které vedou
z puvodniho pocatecniho stavu,

2. vytvorime nové prechody umoziujici ,navrat* z koncovych stavii na poc¢atek vypoctu (dalsi
slovo z jazyka),

3. novy pocate¢ni stav zarfadime do mnoZziny koncovych stavi (tim zarfadime do jazyka slovo €).

Prvni bod je nevyhnutelny predevsim tehdy, pokud v pivodnim automatu vede néktery pfechod

do pocateéniho stavu a zaroven tento stav nebyl v mnozZiné koncovych stavii; je tfeba zabranit



KaritoLa 2 KONECNE AUTOMATY 35

tomu, aby zafazeni poc¢atecniho stavu do mnoziny koncovych stavii mélo za néasledek rozpoznévani
takovych slov, ktera do jazyka spravné patiit nemaji.

Ozna¢me A; = (Q1,%, 01, qo, F1) ptvodni automat, pak automat rozpoznavajici jazyk, ktery
je iteraci ptivodniho jazyka, je

A= (Q1U{so}, X, 0, sg, F1U{so}), pFechodova funkce:

o1(ryx) 3 re@ — Fr,x el

01(r,z)Udi(qo,z) ; r€ Fl,x €,

01(qo, ) 5 r=s0, x€X

o(r,x) =

Nové prechody povedou z ptivodnich koncovych stavil, a to do vSech stavii, do kterych vede pfe-
chod z poc¢atecniho stavu. Princip je prakticky stejny jako u dfive probiranych operaci, kopirujeme

pocatky prechodi od pocatecniho stavu se zachovanim jejich cile i oznaceni (signalu).

Priklad 2.13

Vytvorime iteraci jazyka nasledujictho automatu:
A = ({A,B,C,D},{0,1,2},6:, A, {B, D})

[o]1]2 51(A,0) = A

H@ —A|A|B|C 01(A,1) = B
« B D|B 61(4,2) =C

C|D 61(B,1) =D

— D 51(B,2) = B

51(C,0) = D

Postup:

e Koncové stavy jsou dva. Z kazdého pfiddme pfechody do vSech stavi, do kterych sméruji
prechody z pocatecniho stavu.

e Vytvofime novy pocatecéni stav a prechody z néj vedouci ,,zkopirujeme* z ptivodniho pocatec-
niho stavu (tj. v novém pocateénim stavu se automat bude chovat stejné jako v ptivodnim).
Tento krok je sice u vét8iny automata zbytecny, ale u nékterych nutny — zamezime vzniku
smy¢ek pres pocatecni stav generujicich slova nepatiici do jazyka (takové smycky jsme mohli
vytvorit pfedchozim krokem).

e Potom (novy) pocatecni stav oznacime jako koncovy, aby automat pfijimal prazdné slovo e.

o] 1 | 2
< so || A B C
A |ICA B C)
«~BJ|A|D B|B,C
C| D
+~DJ| A B C
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"4 = ({807 A7 Bu 07 D}a {07 17 2}7 57 50, {507 Ba D})

5(s0,0) = A 5(A,0) = A 5(B,1) =D 5(B,0) = A 5(D,0) = A
5(so,1) = B 5(A,1) =B 5(B,2) = B 5(B,1) =B 5(D,1) =B
5(s0,2) = C 5(A,2) =C 5(C,0) = D 5(B,2) = 5(D,2) =

Kdyby stav A v ptvodnim automatu patfil do mnoziny koncovych stavi, tak by samoziejmé

koncovym stavem zistal.

5"l Poznamka:

Podle obecného (obecné platného) algoritmu je t¥eba vzdy vytvofit novy koncovy stav. Ovsem
v pripadé, ze do piuvodniho pocateéniho stavu nevede zadna cesta, to ve skute¢nosti délat ne-
musime, protoze v realu dostaneme stejny vysledek (pokud bychom v takovém pfipadé prece jen
vytvorili novy pocateéni stav, pivodni bychom néasledné odstranili jako nedostupny; vpodstaté

stejny vysledek, jen by se novy stav jinak jmenoval nez ten puvodni).

®| Ukoly

1. Zkonstruujte koneény automat jazyka, ktery je iteraci jazyka nésledujiciho automatu:

AlHa‘b
< qo || 91| 92
— qQ1

q2 || 90 | q1

2. Zkonstruujte kone¢ny automat jazyka, ktery je iteraci jazyka nasledujictho automatu:

00 1i> o1
H 1 :E E

Pro vysledny automat také vytvoite tieti typ reprezentace — d-funkci s plnou specifikaci.
%
m

2.7 Uzavérové vlastnosti — dalsi operace

2.7.1 Pozitivni iterace

Pozitivni iterace je podobné operace jako pfedchozi, ale zatimco iterace znamené fetézen{ 0x, 1x,

2x, ..., pfi pozitivni iteraci za¢iname pii fetézeni az 1x, 2x, .... Matematicky zapis obojiho:

9] . o )
L =r Lr=yr
=0 i=1
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Postup je stejny jako u iterace, ale pokud pocateéni stav ptivodniho automatu nepatfil do
mnoziny koncovych stavi (tj. slovo e nepatiilo do jazyka), nebude koncovym stavem ani po tpravé
automatu.

Oznatme A; = (Q1,%, 01, qo, F1) pivodni automat, pak automat rozpoznavajici jazyk, ktery
je pozitivni iteraci ptivodniho jazyka, je
A= (Q1U{so}, X, 0, so, F), kde F' = F; U{s¢}, pokud qp € F1, jinak F = F}.
Prechodova funkce:
o1(ryx) 3 re@r— Fr,x el
d(r,xz) =1 61(r,z)Udi(qo,x) ; 7€ F,z €,
01(qo,z) ; r=350, x€X

Piiklad 2.14

Vytvoiime pozitivn{ iteraci jazyka nésledujiciho automatu:
Ay = ({A7 B, C, D}7 {07 L, 2}7 51a A7 {Bv D})

[o]1]2 51(A,0) = A
—SAlA|B|C 61(4,1)=B
~B D|B 61(4,2)=C

cllD 0n(B,1)=D
—D 51(B,2) = B
81(C,0) = D

Pridavame pouze nové prechody, pocateéni stav nebudeme zafazovat do mnoziny koncovych

stavi, protoZze v puvodnim automatu také nebylo rozpoznavano slovo e:

///!;7 0 12 H 0 ‘ 1 ‘ 2
i Q A Y

0 1 — 50 || A B C
ORe nJAl B¢
? <B|lA|D B|B,C
C|D
«~DJ| A B C
A= ({807A5B307D}’ {Oa 172}’5a 507{B7D})
0(s0,0)=A §(A4,0)=A (B,1)=D 0(B,0)=A 5(D,0)=A
0(s0,1) =B (A, 1) =B 4(B,2)=B 0(B,1)=B 5(D,1) =B
0(s0,2) =C i(A,2)=C 6(C,0)=D 0(B,2)=C (D,2)=C
I¥"|  Poznamka:

Pokud pivodni jazyk L obsahuje slovo €, pak plati L* = L™, v opa¢ném piipadé se tyto jazyky
nerovnaji a plati L* = LT U {e}.
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®| Ukoly

1. Zkonstruujte kone¢ny automat jazyka, ktery je pozitivni iteraci jazyka nasledujiciho auto-

matu:
A H a ‘ b
< qo || 91 | G2
— q1
q2 || 90 | 91

2. Zkonstruujte konecény automat jazyka, ktery je pozitivni iteraci jazyka néasledujictho auto-

matu:

OO 1 | o]

1

@) 5T T
—

~— E E
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2.7.2 Zrcadlovy obraz (reverze)

Reverze je prevraceni. Zrcadlovy obraz slova sestrojime tak, Ze je zrcadlové ,prevratime®, tj. na-
piiklad ze slova abed ziskame slovo (abed)® = deba.

Zrcadlovy obraz jazyka je jazyk obsahujici vS8echna slova ptuvodniho jazyka, ale prevréicena.
Operace zrcadleni je sama k sobé inverzni — kdyZ slovo (nebo jazyk) revertujeme dvakrat, dosta-
vame puvodni slovo (jazyk). Zrcadleni miuZeme zapsat takto:

L ={w ; w?eL}

Pokud budeme pii reverzi pracovat s koneénym automatem, predevsim pfevratime vSechny
cesty, které v automatu existuji (tj. pfevratime vechny pfechody) a zaménime po¢atecni a koncovée
stavy.

Dale musime vytesit jeden problém — pocatecni stav musi byt vZdy jen jeden, ale koncovych
stavli mtze byt obecné jakykoliv pocet. Proto rozlisime dva piipady — pokud ptivodni automat
mé jen jediny koncovy stav, sta¢i postup naznaceny v predchozim odstavci. Jestlize vSak méa
vice koncovych stavi, musime zajistit, aby po reverzi existoval jen jediny pocate¢ni stav. Proto
vytvoiime novy stav, ktery v sobé bude shrnovat vlastnosti ptavodnich koncovych stavi (resp.
novych ,pocatecnich“ stavii) tykajici se pfechodi, které z nich po reverzi vychazeji.

Pokud poc¢ate¢ni stav ptivodniho automatu patfil do mnozZiny koncovych stavi, bude koncovym

stavem také pocatecni stav po reverzi.

Ozna¢me A; = (Q1,%, 01, qo, F1) pivodni automat, pak automat rozpoznavajici jazyk, ktery
je reverzi puvodniho jazyka, je

A= (Q1U{s0}, X, 9§, so, F'), mnozina koncovych stavi je F' = {qo, S0}, pokud ¢y € F7y, jinak
F = {qo} (zalezi na tom, zda do puvodniho jazyka patfilo ). Pfechodové funkce:

5(7’ IE): p ? (51(p,x>:T,$€E,
’ t ; r=sg01(t,z) € F1,z €%
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Na pfechodové funkci vidime, Ze podle prvniho fadku pfedpisu se vSechny prechody obrati
(tj. zameéni se zdroj a cil pFechodu), podle druhého fadku vytvorime ptechody vedouci z nového

(pocatecniho) stavu sg.

Priklad 2.15
Provedeme operaci zrcadleni jazyka tohoto koneé¢ného automatu:

Al = ({qo, q1, 42, q3}7 {CL, b7 C}u 617 q0, {ql})

H a ‘ b ‘ c 01(q0,a) = q1

— @ | o | @ d1(q0, ) = ¢

— q o d1(q1,0) = @

\» 92 || g3 Q1 01(q2,a) = a3
q3 7 01(g2,0) = @

61(q3,b) = g2

Obratime vSechny prechody. ProtoZze méme jen jediny koncovy stav, sta¢i pak jen zaménit
pocatecni a koncovy stav (nebudeme vytvaret novy stav sg). U tabulky se zaméhuji oznaceni

radkn s obsahem bunék na tomto radku.
AR - ({q()’ q1, 492, q3}7 {a7 b7 C}, 67 q1, {QO})

la| o | ¢ d1(q1,a) = qo

— qo d1(g2,b) = qo
= a1 | qi, ¢ 01(a1,¢) = a1
02 q0, 93 01(g3, @) = g2

a3 | a2 01(q1,€) = g2
01(g2,b) = g3

ol & |
—A|C B
~ B D
C A, D
«~D|D

Jsou zde dva koncové stavy. Nejdiiv prfesmérujeme vSechny prechody a ozna¢ime novy koncovy
stav, a az v druhém kroku vytvofime novy pocatecni stav podobné, jak jsme pouzili napfiklad

u sjednoceni (tam $lo také o ,simulaci — nahrazeni dvou pocatecnich stavii jedinym).
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FO e nExE
@%@@ ¢ A

Posledni pripad, na ktery se podivime, je kone¢ny automat s vice koncovymi stavy, kde také

pocatecni stav patti do mnoziny koncovych stavi.

Priklad 2.17
Pro operaci zrcadleni je dan kone¢ny automat A; = ({qo0, 1,92}, {a,b},d1,90,{90,01})

H a ‘ b 01(qo,a) =

( @
<o || @ | e 61(q0,b) = g2
— q d1(g2,a) = qo

e | 90| ¢ 61(g2,b0) = ¢

Na rozdil od pfedchozich piikladi budou ve vysledném automatu dva koncové stavy. Stav
qo bude koncovy, protoze v puvodnim automatu je pocateénim stavem, a stav sy bude koncovy,
protoze do jazyka ptuvodniho automatu patii slovo €, jehoz prfevracenim je opét slovo € pro jeho
rozpoznani musi byt pocateéni stav (tj. sp) v mnoziné koncovych stavii.

AR = ({807 40,41, q2}7 {aa b}7 57 50, {qo; 50})

H a ‘ b (s0,a) = {q0, 42}
< 50 || 90,9 | @ d(s0,0) = {a2}
— Q| @ 6(q1,a) = {qo}

el q | 6(q2,0) = {qo}
9 9 0(qo,a) = {q2}
6(q1,b) = {2}

m| Ukoly

1. Zkonstruujte koneény automat jazyka, ktery je reverzi (zrcadlovym obrazem) jazyka nasle-

dujiciho automatu:

of) 1i> DHE\;
7 : @ +— E E
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2. Vytvorte konecény automat jazyka, ktery je reverzi jazyka néasledujictho automatu. Pro oba

automaty (uvedeny i ten, ktery vytvorite) sestrojte tabulku pfechodii.

3. Vytvoite kone¢ny automat rozpoznavajici jazyk L = {e, tisk, tis, sito} tak, aby jednotliva
slova jazyka byla rozpoznévana koncovym stavem (tj. pro kazdé slovo vlastni koncovy stav).

Potom provedte reverzi tohoto automatu.

4. Vytvoite zrcadlovy obraz jazyka tohoto kone¢ného automatu (méa jediny koncovy stav, ktery

je zarovenh pocatednim stavem):

[l

< qo || 91 | Q2
g1 qz

qz || 92 | 90

30

2.7.3 Pruanik

Kdyz vytvarime koneény automat pro prinik dvou jazykt pomoci automati, které je rozpoznévaji,
tak vlastné simulujeme (paralelné) ¢innost obou téchto automati. Po pre¢teni kazdého signalu ze
vstupu provedeme jeden krok v obou automatech zaroven. Ve vysledném automatu jsou proto

stavy uspordadanymi dvojicems stavi z prvniho a druhého puvodniho automatu (zalezi na poradil).
Oznacme

o Ay = (Q1,%1,01,q1, F1) je prvnf automat,
o Ay = (Q2,X2,02,q2, F2) je druhy automat,

pak automat rozpoznavajici jazyk, ktery je prunikem jazykd obou automati, je
Ap = (Q1 X Qa, X1 NXa, 0, [q1,q2], F1 X Fy), kde operace x je kartézskym sou¢inem uvedenych

mnozin. Prechodova funkce:

0([p,r],x) = [61(p, x), d2(r, z)], kde p € Q1,7 € Q2,x € Xg,x € £1 N Xy

Piiklad 2.18

Sestrojime kone¢ny automat rozpoznévajici prunik jazyki nésledujicich dvou automati:
GO bO AT b/)
— (@)@ () — () ()
kb/ \—y
a
@)
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A1 = ({qo,---, a3}, {a,b},61,q0, {q2}) Az = ({po, - .., pa}, {a, b}, 02,p0,{ps})
61(q0,a) = {qo} 61(q2,a) = {g3} d2(po,a) = {p1,p3} d2(p2,b) = {po}
61(q0,b) = {q1} 61(q3,b) = {g2} d2(p1,a) = {p2} 62(p3,0) = {pa}
61(q1,b) = {q1, g2} d2(p1,0) = {p1}

Nejdriv si vyznacime prubéh ,simulace®. Ne-
ni to nutné (a u slozit&jsiho automatu je to prak- ‘ ‘ . ‘
—» 4>
ticky neproveditelné), ale na diagramu lépe po- | |
chopime paralelnost obou zpracovani téhoz slova | | Y ,
(Cervend jsou spojeny stavy, ve kterych jsou au- : :
tomaty ve stejném kroku zpracovani slova) — ob

razek vpravo. Napriklad pro slovo abbabab pa- : : '

ralelné prochézime dvojicemi stavi [qo, po], pak

[90, 1], [q1, p1], [q2, 1, (g3, P2l, [a2, po], dale [g3, p3]
a [qa, pal.
Protoze by bylo hodné naro¢né (a také ne-

deterministické a tézko naprogramovatelné) takto vyhledavat vSechny dvojice stavi, ve kterych
se nachazi vypocet v obou automatech ve stejném kroku, pouZijeme jinou (trochu ,otrockou‘)

metodu:

e jako mnozinu stavi pouzijeme mnozinu vSech usporadanych dvojic, kde prvni prvek je stav
prvniho automatu a druhy prvek je stav druhého automatu,

e vytvorime J-funkci nebo tabulku prechodi, ve které zachytime spole¢né pfechody na stejny
signal v obou automatech,

e odstranime nepotiebné stavy.

Pocateénim stavem bude usporadana dvojice ob-
sahujici pocate¢ni stavy obou puvodnich automati, koncové stavy budou vSechny usporddané
dvojice, ve kterych jsou oba pivodni stavy koncovymi.

Jednodussi je vyuziti tabulky prechodi. Podle tabulek piivodnich automatii vytvoiime tabulku

pro vysledny automat (kombinace fadki ve stejném sloupci).

[l b | o« [®
— qo || 90 q — Do || P1,P3
a1 q1,q2 p1 P2 P1
< g2 || 93 D2 Do
a3 qz p3 P4
P4
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Tabulka prechodii vysledného kone¢ného automatu méa 4 x 5 = 20 radku:

| N
— g0, po] | [q0,p1]; [q0, P3]

[q0, 1] [q0, p2] lq1, p1]

[q0, P2] [q1, o]
[q0, 3] [q1, p4]

[0, P4]

[q1, o]

[q1, 1] 1, 1], [q2, 1]
[q1,p2] [q1, o), [q2, Po]
[q1, p3] [1, pal; [q2, p4]
[q1, 4]

a

|

[Q3,p1], [Q37p3}

3, p2]

[q2, p1]

[Q2,P0]

[q2, P4

Nyni odstranime nepotfebné (tj. nedosazitelné a nadbytecné) stavy tak, jak jsme se uéili

v predchozich kapitolach, obsah mnozin je prubézné tfidén pro usnadnéni porovnavani.

So = {lqo, pol}
S1 = {[qo0, pol,
S2 = {l[qo0, pol;
S3 = {[q0, pol,
S1 = {lqo, pol,
S5 = {[qo, pol,
Se = {[g0, pol
St = {lg0, pol,
g3, 3],
Ss = {[q0, po],
[ ]

q3,D2],

—_ o o o — —

qo,P2|, |41, P1], |91, P4 }

q0,p3), (a1, 1], [q1, pal; [q1, pol, (g2, p1]}

q0, D3], |41, Po], |91, P1],

q1,P1

» 191, P4}, 192, P1], |43, P2 }

) [Q2, po]}

qo, P3|, |41, Po], |91, P1], |91, P4], |42, Po]; 92, P1 7[q3ap2]7 [q337p1]7 [Q37p3]}
qo,P3], |41, Po], |91, P1], |41, P4], |42, P0], |92, P1 )[q3apl]7 [Q3,P2]a

I a1, pls [
I g1, pls |
q0, 3 [q1, o, |
s a1, pol. [
Js a1, pol, [
s g1, pol. [

]
]
]
]
]
]

[
[
[
[
[

I, [g2, p1]

I, la2, pal, [
q1,pal; (42, p1]; (g3, P2
I, [g2: pol, [

I, [g2: pol, [

]
]
]
]

q0,P1 [CIO7P2] [QO7p3]a [qlvp(]]? [QIap1]> [pr4]7 [qQap()]a [q27p1]7 [Q2,p4]> [Q37p1]7

[q0, P1], [q0, P3]}
90, p1], [90, 3]
[0, p1], [90, 2]
[q0, P1], [q0, P2],
[q0, P1], [q0, P2];
[q0, P1], [q0, P2];
[0, p1], [90, 2]
[q2, P4}

[90, P1],
[q3,p3]} = S7

Odstranili jsme stavy [qo, pal, [q1, P2, [q1, 3], (a2, p2], [a2, p3], [43, pol, [43, P4], které jsou nedosazitelné
z pocateéniho stavu. Dale pracujeme s touto tabulkou piechodii:

H a b
— g0, 0] | [q0,p1], [q0, P3]
[q0, 1] [q0, P2] lq1, p1]
(90, 2] [q1, o]
[0, 3] [q1, 4]
[q1, o]
g1, p1] 1, 1], [92, 1]
[q1, 4]
[q2,p0] || g3, 1], (a3, D3]
2, 1] g3, P2]
g2, p4]
g3, 1] (g2, p1]
(g3, 2] (92, o]
(g3, P3] g2, P4l
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Odstranime nadbytecné symboly (ze kterych neexistuje cesta do koncového stavu):

Eo = {[q2,p4]}

Er = {lq2, pal, [g3, p3]}
By = {[q2,p4], [g3, p3]; [a2, pol }
Esz = {[q2, po], [a2, pal, [a3, p3], [a3, p2]}
E4 = {la2, pol, [a2, p1]; [a2, 4], [43, P2] [a3, P3]}
= {la2, pol; [92, p1], (92, p4l, (g3, P2], g3, P3], (a1, 1, a3, pa]}

Es = {[q1, 1], [92, pol, (g2, 1], (a2, P4, (a3, P11, [a3, p2], [93, p3], [q0, 1]}

E7 = {lqo, p1], [q1, p1], a2, pol, (a2, p1], [a2, pal; (43, p1], (a3, p2], (43, 3], [q0, Pol }

Es = {[q0, po], [q0, p1], [a1, P1], (a2, Pol, [a2, p1]; (a2, pa); [a3, 1], (a3, p2], (a3, p3]} = E7

Po odstranéni stavi [qo, p2], [q0, 3], [q1, Po], [q1, p4] dostavame tuto tabulku prechodi (s puvod-

nim oznacenim stavi a po pfeznaceni na pismena):

| | o | o
— [qo0, o] [q0, 1] —~A| B
90, 1] [q1,p1] B C
[q1,p1] [q1, 1], (g2, P1] C C, E
[q2, o] || g3, p1], 3, P3] D| GK
(92, p1] (g3, p2] E|| H
g2, p4] «~F
(g3, 1] (g2, 1] G E
(g3, p2] (92, Po] H D
g3, 3] [q2, pa] K F

Stavovy diagram (stavy jsou preznacené):

H@%H@H@H?
OR OB OO

m| Ukoly

1. Vytvoite deterministické konetné automaty pro jazyky L; = {if, then, else} a Lo = {if, iff,
elif}, v kazdém z automatt staci jediny koncovy stav pro viechna slova daného jazyka. Potom
pomoci automatt vytvorte prinik téchto jazyk.

2. Sestrojte kone¢ny automat, ktery je prinikem jazykit nasledujicich automatu (pracujte s ta-

bulkami pfechodit). Odstrafite vSechny nedosazitelné a nadbytecné stavy a sestrojte stavovy

diagram.
" [ol1 [o]1
—A|B|A —E F
«~B | C F| F|H
C D +~H| H|H
D| B
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Pro kontrolu: po odstranéni nepotfebnych stavii by mél automat mit osm stavi, z toho jeden

koncovy, jeden cyklus pres jeden stav a jeden cyklus pfes tfi stavy.

s
m

2.7.4 Homomorfismus

Homomorfismus je takové zobrazeni, které

e zachovava neutralni prvek (tj. u fetézci prazdny fetézec e zobrazi opét na )
e zachovava zobrazeni operace, pro kterou je definovan (u fetézci jde o zfetézeni, tj.
h(a-b) = h(a) - h(b))
e vysledkem zobrazeni prvku (signélu, znaku) je vzdy fetézec (u substituce, coZ je zobecnéni

homomorfismu, je vysledkem zobrazeni mnozina fetézci).

Kdyz konstruujeme koneény automat homomorfismu pro néktery jazyk, vyuZivame plné zptsobu
definice daného homomorfismu — pokud je v pfedpisu tohoto zobrazeni naptiklad h(a) = xyz, tj.
znak a mé byt zobrazen na fetézec ryz, vezmeme postupné vSechny prechody oznacené znakem
a a nahradime je cestami rozpoznavajicimi slovo xyz. Kazda z téch cest musi byt samoziejmeé
samostatné, vzdy jeden konkrétni prechod oznaceny signdlem a nahradime jednou samostatnou

cestou pro zyz.

Piiklad 2.19

Je dan automat A rozpoznavajici jazyk L(A) = {e} U {ab'ac’ ; i,j > 0}. Sestrojime kone¢ny

automat Aj, rozpoznévajici jazyk vznikly uplatnénim homomorfismu A na jazyk automatu A.

A H a ‘ b ‘ c Homomorfismus:
© Q|| ¢ h(a) = df,

Q@ a h(b) = ffd,
<@ q2 h(e) =d

Po upravé vypada koneény automat nasledovné:

An H d ‘ f Piivodnit abeceda: L

< qo | 95 ¥ ={a,b,c} d d
a1 || 96 | G3 Nowd abeceda:
— Q2| G2 Yo={d, f} i f i
a3 q4
q || @1
a5 q1
g6 || 92

Po tpravé dostavame automat rozpoznavajici jazyk {e} U {df (ffd)'dfd’ ; i,j > 0}.
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™| Ukol

Je dan konefny automat A s jazykem L = L(A) a homomorfismy h; a hs.

hi(a) =01 Ha‘b‘c

hi(b) = 110 = q || ¢ | ¢

h(c) =1 — q q —> ¢

ho(a) = dd q2 | a3 q1 k’ 4
ha(b) =g qs i3 @
ha(c) = dg 2

Zjistéte jazyky hi(L) a ho(L) a vytvorte také koneéné automaty pro tyto jazyky (apravou
automatu A). Jazyk automatu A je L(A) = {ac® ; i >0} U {b(ab)’cc’ ; i,j > 0}.
Dale pro vysledné automaty sestrojte jejich d-funkci véetné plné specifikace, nezapomente na

zménu abecedy.

s
m

2.8 Sestrojeni kone¢ného automatu podle regularniho vyrazu

Pfi sestrojeni konecného automatu podle zadaného regularniho vyrazu vyuzivime vztahu mezi
prvky regularniho vyrazu (+, -, *) a operacemi nad mnozinami fetézcu U, -, *). V predchozich pfi-
kladech jsme se naucili pracovat s regularnimi operacemi (coz, jak vime, jsou sjednoceni, zfetézeni

a iterace) a tyto postupy pouZijeme také zde.

Piiklad 2.20

Sestrojime kone¢ny automat pro regularni vyraz a*b + (b*a + bbc)*.

REGy =a REGy =b
—~@0 ~@-0Q
REG3 = (REG1)" = a” REG, = (REG3 - REGs) = a*b
a a
) O
REGs = ((REGs)* - REG)) = b*a REGg = bbe

()
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REG; = (REGs + REGg) = b*a + bbe e,

REGs = (REG7)* = (b*a + bbc)*

Stav 10 je nedosaZitelny z pocateéniho stavu, proto mize byt odstranén (v tabulce vpravo se

jiz nenachézi).

™| Ukol

Sestrojte koneéné automaty podle téchto regularnich vyrazi:
o (a+0b")-b*
e a- (b+(ab)*)+0
e (01 +10)*10*
e (abc)*-a- (ba+c)

30




Kapitola

Regularni gramatiky

3.1 Vytvarime regularni gramatiku

Nejdiiv si ujasnime, co to vlastné je (regularni) gramatika.

Obecné a neformdlné mtizeme Fici, ze gramatika je konstrukce, ktera popisuje strukturu daného
jazyka a jednotlivych slov tohoto jazyka. Rikd nam, co ma byt dffv, co pozdéji, co za ¢im ma
nésledovat, pifipadné jakym zpiisobem mé byt co v éem vnofeno, zalezi na slozitosti samotné
gramatiky. Cim je slozit&jsi jazyk, ktery mé gramatika popisovat, tim slozit&jsf bude samoziejms
i samotna gramatika.

Podle definice je regularni gramatika uspofadana ctverice G = (N, T, P,S), kde jednotlivé

prvky této posloupnosti (opravdu posloupnosti, zalezi na poradi) znamenaji:

e N je kone¢na nepriazdnad mnozina neterminalnich symboli, pro nés predstavuje obdobu pro-
ménnych,

e T je kone¢na neprazdna mnozina terminalnich symbolii, pro nés je to vlastné abeceda, z je-
jichz prvkil (znaki) jsou tvofena slova jazyka generovaného nasi gramatikou,

e P je konecné neprazdné mnozina pravidel, jejichZz formu probereme dale,

e S € N je startovaci symbol gramatiky (je to jeden z neterminalnich symboli, tak je jasné,
pro¢ je ta mnozina neprazdna).

V&imnéte si slov koneéna* a ,neprazdnéd“, kterd se v definici casto vyskytuji. Tato slova jsou

velmi dilezita a bez nich by definice byla netplna.

Pravidla v mnoziné P mohou byt v jednom z téchto tvart:

A — aB (3.1)
A — a (3.2)

kde A,b € N (jsou to neterminély) a a € T' (terminal). Zadny jiny tvar pravidel neni pifpustny,
uz by se nejednalo o regularni gramatiku.

Déle je piipustné pravidlo S — ¢, ale jen tehdy, kdyz je S startovaci symbol gramatiky a
nevyskytuje se na pravé strané zadného pravidla. Je ziejmé, Ze toto pravidlo bude pouze v takové

gramatice, ktera generuje jazyk obsahujici prazdné slovo.

48
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Piiklad 3.1

Vytvorime regularni gramatiku, ktera generuje tento kone¢ény jazyk:
L = {vlak, drak, vlek}
Postupujeme vzdy zleva doprava (tak jak ¢teme bézny text), budeme generovat jedno pismeno za
druhym. Musime se drzet tvaru pravidel podle pfedpist 3.1 a 3.2. Epsilonové pravidlo nepotiebu-
jeme, protoze jazyk neobsahuje prazdné slovo.
Nejdfiv se vénujme prvnimu slovu:
S —vA A—IB B — aC C—k
Druhé slovo (musime zacinat zase startovacim symbolem, ten je na zacatku generovani kazdého

slova gramatiky):

S —dD D —rE E — aF F—k
TTeti slovo:
S — vG G—IH H — eK K —k

Cela gramatika:
G=({SAB,C,D,E,F,G,H K}, {v,l,a,k,d,r,e}, P, S), kde P obsahuje tato pravidla:

S —vA|dD |vG A—IB D—rE G—IH
B — aC E — aF H — eK
C =k F—k K —k

Vsechna pravidla pfepisujici symbol S jsme shrnuli na jediny fadek, oddélili jsme je svislici |.
Nejde o lomitko ani zpétné lomitko, je to svisla ¢ara (na klavesnici ji obvykle najdeme vpravo nad
zpétnym lomitkem na anglické klavesnici). Tento symbol se v logice pouziva ve smyslu ,nebo*,
tentyz vyznam méa i zde — symbol S miuZeme piepsat podle prvniho nebo druhého nebo tietiho
pravidla. Jesté si ovéfime, zda v gramatice lze vygenerovat vSechna tii slova:

S = vA = vlB = vlaC = vlak

S=dD = drE = draF = drak

S = vG = vlH = vleK = vlek

| Poznamka:

V&imnéte si — jednoduchou Sipku pouzivame u pravidel, kdezto v odvozeni slov pouzivame dvojitou

Sipku. Toto pravidlo budeme bezvyhradné dodrzovat, v kazdém z téchto pfipadi jde o néco jiného.

=1

Piiklad 3.2

Gramatika v pfedchozim prikladu byla zbytecné slozita. Pokusime se ji zjednodusit tak, aby gene-
rovala i nadale tentyz jazyk, ale aby obsahovala mensi pocet pravidel.
Dvé ze slov jazyka stejné zacinaji. Proto bychom mohli stejné zac¢inat i pfi jejich generovani.
G =({S,AB,C,D,E,F,K}, {v,l,a,k,d,r,e}, P, S), kde P’ obsahuje tato pravidla:
S —vA|dD A—IB D —rE K —k
B —aC | eK E — aF
C—k F—k
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Slovo ,,vlek“ odvodime takto:
S = vA = vlB = vleK = vlek

Dala by se mnozina pravidel jesté vic zredukovat? Tteba takto:
G'"=({S,A,B,C,D,E}, {v,l,a,k,d,r,e}, P’ S), kde P” obsahuje tato pravidla:
S —vA|dD A—IB D —rE C—k

B — aC' | eC E — aC
Ovétime, zda se ndm nezménil generovany jazyk:
S = vA = vlB = vlaC = vlak
S =dD = drE = draC = drak
S = vA = vlB = vleC = vlek

Je zFejmé, Ze v gramatice lze vygenerovat opravdu jen tato tfi slova, zadné dalsi.

I5"|  Poznamka:

Vzdy bychom se méli presvéddit, jak gramatika ,funguje*, vyzkouSet vygenerovat par typickych
slov jazyka (alesponn nékolik nejkratsich). Nejde jen o to, aby gramatika generovala vSechna slova

prislusného jazyka, ale i o to, aby gramatika negenerovala slova do jazyka nepatfici.

Priklad 3.3

Sestrojime regularni gramatiku generujici jazyk L = ab* + cd*.
Slova jazyka zacinaji bud pismenem a nebo pismenem c. Tyto dvé , kategorie” oddélime hned
v pravidlech prepisujicich startovaci symbol.
S —aA|cB
Ted predevsim musime dat pozor, aby se nam pismena ve slovech ,,nepomichala® — za pismenem a
mohou nasledovat jen pismena b (jakykoliv pocet) a za pismenem ¢ mohou néasledovat jen pismena
d (taky jakykoliv pocet).
A—bA|D
B —dB|d
Jesté jsme neskondili. Do jazyka generovaného touto gramatikou totiz patii i slova o délce jedna:
S—=alc
Cela gramatika:
G = ({S,A,B}, {a,b,c,d}, P, S)
S—aAlal|cB]|c
A—bA|D
B —c¢B|c
Otestujeme gramatiku vygenerovanim nékolika slov:
S = aA = abA = abbA = abbb
S=a
S=cB=cb
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Pravidlo A — bA je rekurzuni, protoze se typicky pouziva v cyklu (je to obdoba cyklu v
automatu, ale cyklus probiha mezi neterminaly, ne mezi stavy). Kazd4a rekurze musi nutné skoncit,
k ukonéeni rekurze u nas slouzi pravidlo A — b. Tato rekurze je pfimé (pifes jediny neterminéal),

ale maze byt i nepfimé, jak uvidime na nasledujicim prikladu.

Piiklad 3.4

Vytvotfime regularni gramatiku generujici jazyk L = (ab)*

Vidime, Ze do jazyka patii i prdzdné slovo. Proto pouZijeme pravidlo
S —e
Jazyk L je nekone¢ny, proto zde urc¢ité bude rekurze. Ale ne pfima, budeme potfebovat jesté
dalsi neterminal. Musime stfidavé generovat pismena a a b:
A—aB
B — bA
Kazd4 rekurze se nékdy musi zastavit:
B—=b
Jesté tento cyklus napojime na startovaci symbol:
S —aB
Cela gramatika:
G = ({S,A, B}, {a,b}, P, S), mnozina P:
S —aB e
A—aB
B —bA|Db
Ovérime, jaka slova jsou gramatikou generovana:
S=c¢
S=aB = ab
S = aB = abA = abaB = ababA = ababaB = ababab, atd.

Piiklad 3.5

Mohlo by se zdat, ze bychom mohli gramatiku pro jazyk z predchoziho prikladu sestavit takto:
G' = ({S,B}, {a,b}, P’, S), mnozina P":

S—aB|e

B—bS|b

Sice bychom méli o dvé pravidla méné, ale pozor — pii pouziti e-pravidla se startovaci symbol nesmi

vyskytovat na pravé strané zddného pravidla, tato gramatika jiz nenf regulérni!

5"l Poznamka:

Je tfeba si uvédomit, Ze gramatika generuje slova jazyka, kdezto automat dostane slovo na sviij
vstup a ovéfuje, zda toto slovo patii do jazyka, ktery rozpozndvd. Presto je mezi gramatikami a

automaty velmi tuzky vztah — pro dany jazyk lze sestrojit gramatiku, ktera ho generuje (popisuje
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strukturu vsech slov patiicich do jazyka) a taky automat, ktery jeho slova rozpoznava (urcuje,
zda dané slovo patii do daného jazyka). V pripadé regularnich gramatik a koneénych automati
je celkem jednoduché provadét pfevody mezi nimi, tedy podle gramatiky sestrojit ekvivalentni

automat a podle automatu sestrojit ekvivalentni gramatiku.

-1
®| Ukol
Sestrojte regularni gramatiky generujici tyto jazyky:
e [; ={0100, 1011, 1110}
e Ly ={e, 0100, 1011, 1110}
o [3=a"
o Ly = (abc)*
o Ly={a"b" ; m>1, n>0}
o Lg = (ab)* + ba*
o L7 = (ab+ cb)*
g

3.2 Koneény automat podle regularni gramatiky

Pokud podle regulérni gramatiky vytvarime koneény automat, tak vlastné tento konecny automat
simuluje generovani svého vstupu v ptivodni gramatice. Jeden krok automatu sklddajici se z na¢tent
signélu ze vstupu a prechodu do nasledujictho stavu odpovida pouziti jednoho pravidla v gramatice,
a to takového, které generuje stejny terminal (signal).

Postupujeme takto:

e mnozinu terminald gramatiky pouZijeme pro abecedu automatu,

e mnozinu neterminald pouzijeme pro stavy,

e stav vytvofeny ze startovaciho symbolu gramatiky bude pocdtecnim stavem,

e do mnoziny stavi také pfidame novy stav (obvykle znaceny X), ktery se stane koncovym,

e pokud je v jazyce generovaném gramatikou slovo €, pak pocate¢ni stav automatu bude také
patfit do mnoziny koncovych stavi, aby automat rozpoznaval slovo e,

e J-funkci vytvorime podle pravidel gramatiky.

Priklad 3.6

Vytvorime kone¢ny automat rozpoznéavajici jazyk generovany touto gramatikou:
G = ({S, A, B}, {a,b}, P, S) s témito pravidly:

S —aS | bA

A—aA|aB|a

B —bB|b
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V gramatice neni zadné e-pravidlo (tj. pravidlo, na jehoz pravé strané je fetézec €), proto
pocatecni stav nebude patfit do mnoziny koncovych stavi (tato mnoZina bude jednoprvkova). Jako
abecedu pouzijeme mnoZinu terminali, stavy vytvorime z neterminali a pfidame jeden koncovy
stav X.

Prechody tvofime podle pravidel gramatiky — napfiklad podle pravidla A — aB pfidame do
d-funkce 0(A, a) > B. Postup je dobfe vidét na J-funkei:

A= ({S,A, B, X}, {a,b}, 6, S, {X})

0(S,a) ={S} podle S — aS

0(5,0) = {A} podle S — bA

0(A,a) ={A,B,X} podle A—aA|aB|a
(

d(B,b) ={B,X} podle B — bB |b
Podobné sestrojime stavovy diagram a tabulku prechodi:

R oRLe. | o |
—OW=@ s

® - X

Jazyk generovany gramatikou a rozpoznavany automatem je

L(G) = L(A) = a*ba*a(e + b*b)

Piiklad 3.7

Na rozdil od predchoziho prikladu zde méame gramatiku s e-pravidlem:
G = ({S,A, B}, {a,b}, P, S), v mnoziné P jsou pravidla
S—bAle
A—aBla
B —bA|b
V jazyce generovaném gramatikou je také prazdné slovo € a toto slovo musi pfijimat i koneény
automat, ktery vytvorime. To lze zajistit pouze tak, Ze pocatedni stav automatu priddme do
mnoziny koncovych stavi.

A= ({S,A,B, X}, {a,b}, 9, S, {S,X})

5(S,b) = {A} A H a ‘ b
5(A.a) = (B, X) ()0 s 1
5(B,b) = {A, X} dJ A B.x

Jazyk generovany gramatikou a rozpoznavany automatem je
L(G) = L(A) = ¢+ b(ab)*a + b(ab)*ab = € + b(ab)*a(c + b)
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™| Ukol

Podle néasledujicich gramatik sestrojte ekvivalentni koneény automat (tj. rozpoznéavajici jazyk ge-

nerovany touto gramatikou).

G1 = ({S,A, B}, {a,b,c}, P, S) Go = ({A,B,C}, {0,1}, P, A)
S—aS|bS|cA A—=0B|1C |¢e

A—aA|cB|a B —0C|1C

B —bB|cAl|b C—1B|0

Gs = ({R,Y,Z,W}, {a,b,c}, P, R) Gy = ({S,A,B,C}, {0,1,2}, P, S)
R—aR|bR|cZ S —0A|1B|2C | e

Y = cR[aY [b A—0B|0

Z = aY | aW B—1C|1

W —bR|b C — 24

30

3.3 Regularni gramatika podle kone¢ného automatu

P1i vytvoreni gramatiky generujici jazyk, ktery je rozpoznavan danym koneé¢nym automatem, je
nejjednodussi obratit postup, ktery jsme pouzili pro vytvoreni automatu podle gramatiky. Kdyz

jsme sestrojili koneény automat podle regularni gramatiky, automat mél vidy tyto vlastnosti:
e pokud v jazyce generovaném gramatikou neni slovo €, pak

— existuje jediny koncovy stav (nové pfidany), obvykle pojmenovany X,
— ze stavu X nevede zadny prechod (tj. kdyZz se vypocet dostane do koncového stavu,
nelze dale pokracovat).

e pokud v jazyce generovaném gramatikou je slovo e, pak

— kromé nové pridaného koncového stavu X je v mnoziné koncovych stavi i pocatecni
stav,

— ze stavu X nevede zadny prechod,

— do pocateéniho stavu nevede zadny piechod (ekvivalent k faktu, Ze pokud v gramatice
mame pravidlo S — &, pak se symbol S nesmi vyskytovat na pravé strané zadného

pravidla).

Abychom tedy mohli pouzit opa¢ny postup k postupu predchozimu, musime zadany automat
nejdifv upravit do tvaru odpovidajictho vyse uvedenym pozadavkim. Uprava spociva v téchto
krocich (jejich potadi je dilezité):

1. Jestlize pocatecni stav patii do mnoziny koncovych stavii a zaroven do tohoto stavu vede

néktery prechod:

e vytvofime novy pocatecni stav (také zarfadime do mnoziny koncovych stavii), do kterého
nebudou vést zZadné prechody, ale z ného budou vést tytéz prechody jako z ptvodniho
pocatec¢niho stavu,

e piivodni pocatecni stav ziistane v mnoziné koncovych stavi.
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2. Pokud je v mnoziné koncovych stavii vice nez jeden stav (pfipadné kromé pocatec¢niho stavu,

toho se tento bod netyka):

e vytvofime novy koncovy stav X (nebo jinak oznaceny),

e ze stavu X nepovede zadny prechod, ale do tohoto stavu povedou tytéz prechody, které
vedou do puvodnich koncovych stavi,

e puvodni koncové stavy sice v automatu nechame, ale vyfadime je z mnoziny koncovych
stavi (netyka se pocatec¢niho stavu).

3. Jestlize z koncového stavu vedou prechody, problém vyfesime stejné jako v predchozim bodé.

Piiklad 3.8

Nejdriv si ukidZzeme jednodussi pripad — kone¢ny automat odpovidajici uvedenym pozadavkim.

Jak vidime, stav gs zde vlastné zastupuje stav X podle pred- b O
choziho postupu. To znamené, Ze v gramatice bude mnozina a a ‘
— —
neterminalt dvouprvkova — {qo, ¢1 }, ze stavu ¢o Zadny netermi- ,
nél nevytvorime a pravidla, ktera s nim souviseji, budou slouzit V

k ukonceni generovani slova. Muzeme také pfejmenovat neterminaly.

H a ‘ b Podle automatu: Prejmenované stavy:
= Qo | @1 | @ G = ({q0,q1}, {a,b}, P, o) G = ({A,B}, {a,b}, P, A)
@l e|a qo —> aqi | b A—aB|b
— @ @ — albq B —a|bB

Gramatika, kterou jsme vytvorili, generuje jazyk L(G) = ab*a+ b, coz je také jazyk rozpozna-

vany zadanym automatem.

Priklad 3.9

Vytvorime regularni gramatiku generujici jazyk tohoto automatu:

Automat méa dva koncové stavy, z nichz zadny neni poca-
tecéni, proto musime redukovat pocet koncovych stavi. Navic

z obou koncovych stavi vychazeji prechody, to je dalsi diivod

pro transformaci.
Vytvorime stav X, do kterého nasmérujeme vSechny pie-
chody mifici do ptivodnich koncovych stavii. Stav X bude jedi-

nym koncovym stavem. Pak sestrojime regularni gramatiku stejné jako u predchoziho piikladu.

b/) H a ‘ b ‘ C G:({S,A,B,C},
{ ’b7 }7P7S)
H@$@L > SpAx S Sﬁa:\aC\bS

@ B — bC

C—cAlc

S
\0, '\ lb i A—aBla
B C
o
X
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Jazyk generovany gramatikou je L(G) = b*a(abc)*(e + a).

Priklad 3.10

Nasledujici automat nemusime upravovat, mizeme piimo napsat reguldrni gramatiku — startovaci

symbol pati{ do mnoziny koncovych stavii, ale do ného nevede zadny prechod.

0 lo]1 G = ({S,A}, {0,1}, P, S)
. 1 1 . < S A S 1A e
@ @ A||lA|B A—0A]1
~— B

Generovany (rozpoznavany) jazyk je L(G) = 10*1.

Piiklad 3.11

V poslednim piikladu si ukédZeme prevod automatu, jehoz

0 4
0
pocatecni stav je zarovenn stavem koncovym a vedou do ného @
w1 -

prechody. !

Nejdiiv automat upravime. P¥idame novy (pocatecéni) stav C, ktery také bude patiit do mno-
ziny koncovych stavi (aby automat mohl rozpoznat prazdné slovo ) — tento stav bude vyuzit
pouze na zacatku vypoc¢tu. Potom ptridadme novy koncovy stav X, ktery vyuzijeme na konci kaz-

dého vypoctu. Puvodni koncové stavy (kromé pocateéniho stavu C' vyfadime z mnoZiny koncovych

stavi.

~ C A
@ @ @ @ Al BX|X
w1 ~ w1l - T x

Ze stavu B nevede cesta do koncového stavu, proto miize byt odstranén. Vysledna gramatika
je nasledujici:
G=({C,S, A}, {0,1}, P, O)
C —0A
S —0A
A—0B|0]|1
Jazyk generovany gramatikou G vyjadieny regularnim vyrazem je

L(G) = 0(10)*(0 + 1).
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™| Ukol

K nésledujicim koneénym automatim vytvoite ekvivalentni reguldrni gramatiky:

of )

(a) @

(0 ()

30




Kapitola

Bezkontextové gramatiky

4.1 Vytvarime bezkontextovou gramatiku

Bezkontextové gramatiky maji obecnéjsi tvar pravidel nez reguldrni — na levé strané pravidla je
vzdy jeden neterminél (jako u regulérnich), ale na pravé strané je jakykoliv fetézec skladajici se
z terminéla a neterminala (véetné prazdného fetézce).

Kdyz chceme sestrojit bezkontextovou gramatiku pro zadany jazyk, pokusime se popsat struk-

turu tohoto jazyka s vyuzitim rekurze.

Priklad 4.1

Sestrojime bezkontextovou gramatiku pro jazyk L = {a"ba"b ; n > 0} a vytvoiime derivaci

(odvozeni) slova aabaab.
G=({S, A}, {a,b}, P, S)
S — Ab

A—aAalb

Neterminél A generuje témér celé slovo, az na posledni symbol b. Cast slova generované timto
netermindlem je symetrickd, proto pravidla jsou vlastné linearni (kazda linearni gramatika je za-
rovenl bezkontextova, tedy zadani je v tomto sméru splnéno). Nasleduje derivace slova aabaab:

S = Ab = aAab = aaAaab = aabaab
A

Piiklad 4.2

Sestrojime bezkontextovou gramatiku generujici jazyk
L ={wcw® ; w e {a,b}*}
Vidime, Ze uprostied slova je symbol c. Déle poloviny slova jsou navzajem symetrické, zrcadli
se. Gramatika tedy bude vypadat takto:
G = ({S}, {a,b}, P, S)
S — aSa | bSb|c
Podle gramatiky vygenerujeme nékolik slov:
S=c

o8



KariToLA 4 BEZKONTEXTOVE GRAMATIKY 59

S = aSa = abSba = abbSbba = abbcbba
S = bSb = bbSbb = bbcbb

I zde plati — v jednoduchosti je sila. Zde navic je jednoduchost nezbytna. Kdybychom pouzili dalsi
netermindly a napiiklad bychom pfidali pravidlo S — AcA a pak A — aA | bA a pak néco na

ukonceni rekurze, gramatika by generovala tplné jiny jazyk.

I5"|  Poznamka:

Vzdy, pokud potfebujeme synchronizovat dvé ¢asti slova (napiiklad zde pouziti symbolu a nebo

symbolu b), musime to provést v jediném pravidle! Jinak by synchronizace nefungovala.

g Ukol

Sestrojte bezkontextové gramatiky generujici tyto jazyky:
o Ly ={a"b" ; n>1}
o Ly ={ww? ; we{a,b}*}
(pozn.: v bezkontextovych gramatikdch mizeme pouZit e-pravidlo kdekoliv — u kteréhokoliv

neterminalu, a taky tento neterminél klidné muze byt na pravé strané jakéhokoliv pravidla)
o Ly={a"b"c" ; n,k >0}
o Ly={(0)"1* ; n>1}

30

4.2 Derivacéni strom

Derivace je odvozeni slova v gramatice. Kazdé slovo jazyka generovaného gramatikou mé tedy
(nejméné jednu) svou derivaci.
Derivacni strom je vlastné graf, ktery je stromem (m4 jediny kofen, kazdy uzel kromé kofene
mé pravé jednoho predka a hrany jsou orientované, i kdyZ orientaci neznacime), tvoreny podle
pravidel gramatiky pouzitych v derivaci, podle které je deriva¢ni strom vytvoren.

Pozor — ke kazdé derivaci lze sestrojit pravé jeden derivacni strom, je to vlastné grafické
znézornéni derivace daného slova. Pokud pro toto slovo existuje vic raznych derivaci (tj. slovo lze
v gramatice odvodit nékolika rtznymi zptsoby), miZe existovat pro jedno slovo vice deriva¢nich

strom.

Piiklad 4.3

Sestrojime bezkontextovou gramatiku pro jazyk L = {0"10?"1* ; 4,n > 1}, vytvoiime derivaci

slova 0010000111 a deriva¢ni strom k této derivaci.
G=({S,A, B}, {0,1}, P, 5)

S — AB

A — 0A00 | 0100

B—1B]|1
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Derivace slova 0010000111 je nasledujici:
S = AB = 04008 = 00100008 = 001000018 = 0010000118 =- 0010000111
Modfe je vyznacena prava ¢ast pravidla, které bylo v daném kroku odvozeni pouZito (naptiklad

v druhém kroku jsme pouzili pravidlo A — 0A00).
Derivacni strom se vzdy vztahuje ke konkrétni derivaci. Podle vySe uvedené derivace postupné

sestrojime derivani strom takto (jsou uvedeny i mezikroky):

S = AB S = AB = 0A00B

S — AB S

A — 0A00 S
/\ /\

A B

S = AB = 0A00B = 00100008 S = ...= 00100008 = 001000018B
A — 0100 S B — 1B S
AAB AAB
N N
0 A 0 0 0 A 0 0 l\B
TS TS
0 1 0 0 0 1 0 0
S = ...=00100001B = 0010000118 S = ...=001000011B = 0010000111
B — 1B S B—1 S
AAB AAB
N N
0 A 0 0 J\B 0 A 0 0 1’\3
TS TS
0 1 0 0 1’\3 0 1 0 0 1’\3

V jednotlivych krocich je kromé samotného stromu uvedeno pouzité pravidlo a také momen-
talni stav derivace. Modfe je vyznacena vétna forma, kterou jsme v daném kroku vytvorili. Muzeme

si v8imnout, ze v derivaénim stromé vzdy jde o obsah listti stromu v daném kroku. Deriva¢ni strom

dané derivace je posledni v poradi.

g Ukoly

1. Podle gramatiky a uvedené derivace z pfikladu 4.1 na strané 58 sestrojte deriva¢ni strom.
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2. Podle zadané gramatiky vytvorte derivaci slova ababa a k ni deriva¢ni strom.
G = ({S,A, B}, {a,b}, P, 5)

S —bAB |aBA| ¢
A — abAab | €
B — baBba | €

3. Podle gramatiky z predchoziho piikladu vytvorte derivaci jakéhokoliv slova o délce alespon

6 zacinajictho symbolem b a k této derivaci sestrojte deriva¢ni strom.
4. Sestrojte gramatiky generujici nasledujici jazyky. V kazdém jazyce vyberte jakékoliv slovo

o délce alespoii 3 symboly, vytvoite jeho derivaci a sestrojte k ni deriva¢ni strom.

a

b

(c
(d

Ly = {(ab)’d’ (ba)" ; i,j > 0}

Lo ={0™11" ; n>3}U{e}

Ly ={0°10" ; i>1}u{101° ; i>1}

Ly = {abc,bad, faa,diff} (bohaté stadi 1 neterminal, 4 pravidla)

(a)
(b)
)
)
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4.3 Upravy bezkontextovych gramatik

4.3.1 Prevod na nezkracujici bezkontextovou gramatiku

Nezkracujici bezkontextova gramatika bud vibec neobsahuje e-pravidla (pokud v jazyce gene-
rovaném gramatikou neni prazdné slovo), anebo existuje jediné takové pravidlo, a to pro startovaci
symbol gramatiky, pak se ale startovaci symbol nesmi vyskytovat na pravé strané zadného pravidla
(to znamen4, Ze v derivaci mizeme e-pravidlo pouZit na jejim zacatku, pak uz ne). Pti pfevodu na

nezkracujici gramatiku odstraiujeme e-pravidla tak, ze ,simulujeme* jejich pouziti.

Priklad 4.4

K nasledujici gramatice vytvorime ekvivalentni gramatiku s nezkracujicimi pravidly.
G = ({S,A,B}, {a,b}, P, 5)

S — aaB | bAb

A —aBa|e

B — AbAa | a

Témér viechna pravidla jsou nezkracujici, je zde pouze jediné e-pravidlo — A — ¢. Pfepisovany

symbol A se nachazi na pravé strané dvou pravidel — druhého a patého.
Obé tato pravidla nechame a p¥idame jejich varianty se ,simulovanym® pouzitim e-pravidla:
G' = ({S, A, B}, {a,b}, P, S)
S — aaB | bAb | bb
A — aBa
B — AbAa | bAa | Aba | ba | a
U prvniho ze zpracovavanych pravidel mame jen jeden vyskyt neterminalu A, tedy existuje

pouze jediné dalsi varianta (toto jediné A odstranime — pfepiSeme na €). U druhého zpracovavaného
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pravidla jsou dva vyskyty neterminélu A, proto musime vytvofit variant vice — odstranime jen prvni
A, odstranime jen druhé, anebo odstranime obé.

Derivace v gramatice G’ bude témé&r stejna jako v gramatice G, ale kroky s pouZitim e-pravidel
jsou ,,preskoceny*, napriklad
v gramatice G: S = aaB = aaAbAa = aabAa = aabaBaa = aabaaaa
v gramatice G': S = aaB = aabAa = aabaBaa = aabaaaa

Priklad 4.5

K zadané gramatice vytvoiime ekvivalentni nezkracujici gramatiku (tj. generujici tentyz jazyk).
G = ({S,A}, {a,b,c}, P, S)
S — aaS | bbA | €
A — ¢cSbSc| e

Gramatika generuje také prazdné slovo. Proto nejdfiv pouzijeme stejny postup jako v pied-
chozim piikladu, ale pak jesté musime zajistit, aby vysledna gramatika také generovala prazdné
slovo a pritom ztstala nezkracujici. Nejdiiv vytvoiime pomocnou gramatiku G’, ktera nem4 zadna
e-pravidla, jeji jazyk je L(G') = L(G) — {e}.
G' = ({S, A}, {a,b,c}, P, S)
S — aaS | aa | bbA | bb
A — ¢SbSc | cbSc | eSbe | cbe

Pridame novy startovaci symbol a vytvorime gramatiku ekvivalentni ptivodni gramatice.
G'=({95,8S,A}, {a,b,c}, P, S
S —S|e
S — aaS| aa | bbA| bb
A — ¢SbSc | ebSc | ¢Sbe | cbe
Derivace v gramatice G: S = aaS = aaaaS = aaaa

Derivace v gramatice G’:  S" = S = aaS = aaaa

Piiklad 4.6

Nékdy se miize stat, ze ,simulaci“ e-pravidla vytvofime dalsi e-pravidlo. Pak je tfeba postup
provadét rekurzivné tak dlouho, dokud nejsou vSechna e-pravidla odstranéna.
G = ({S, A, B}, {a,b}, P, 5)
S—bA|aS|bB|a
A—baB | e
B— AA b
Po odstranéni pravidla A — ¢ dostaneme tuto gramatiku:
G' = ({S, A, B}, {a,b}, P, 95)
S—bA|b|aS|bB|a
A — baB
B— AA|Ale|b
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Odstranénim obou symbola A v pravidle B — AA vzniklo dalsi e-pravidlo, které je také tfeba
odstranit:
G" = ({S,A, B}, {a,b}, P", S)
S—bA|b|aS|bB|b|a
A — baB | ba
B— AA|A|Db

Rekurze pfi tpravach pravidel se zbavime tak, Ze ji pfeneseme jinam. MiZeme pouzit feSeni
podobné tomu z redukce gramatiky — vytvorime (rekurzivné) mnozinu N, vSech neterminalua, které
lze (tfeba i po vice nez jednom kroku) pfepsat na prazdné slovo e.

V mnoziné N, budou neterminaly, pro které piimo existuje e-pravidlo. V dalsich krocich
pridavame netermindaly, které lze prepsat na fetézec skladajici se pouze ze symbolu piidanych do
této mnoziny v predchozich krocich, tj.

N.i=N.;i1U{XEN|X —a, a€N.j1}

Priklad 4.7

Podle pravidel gramatiky

G=({S,AB,C, D}, {a,b,c,d}, P, S)

S — aAa | aa

A— BC|b

B —aC|cD e

C— AAa|e

D — AAB | d

vytvorime tyto mnoziny:

N.o={B,C} podle B—e¢e, C—¢

N.1={B,C,A} podle A— BC

N.2={B,C,A,D} podle D— AAB
V dalsim kroku jiZz nelze dalsi netermindl pridat (ostatné vSechny uz v mnoziné jsou), proto

N. = N., = {B,C, A, D}.

Mnoziny pouzijeme takto: pokud je na pravé strané pravidla néktery z neterminéli obsaze-

nych v mnoziné N., pak vytvorime dalsi pravidla se ,simulovanym® pouzitim e-pravidel na tento
netermindl, e-pravidla odstranime.

Postup je prakticky stejny jako predchozi, ale zpracovani gramatiky jiZz neni tfeba provadét
rekurzivné (rekurze byla pouzita pii generovani mnoziny N.). Fialovou barvou jsou zvyraznény
neterminaly obsaZené v mnoZiné N; (a tedy vytvorime pravidlo, ve kterém je odstranime), modrou
barvou pak nova pravidla.

S — aAa | aa | aa (vlastné mame dvé stejna pravidla, jedno mize byt odstranéno)
A—BC|C|B|b

B—aClalceD|c

C — AAa| Aa | a

D — AAB | AB|B|d
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Piiklad 4.8

Postup predvedeny v predchozim piikladu pouZijeme na gramatiku z piikladu na konci strany 62.
G = ({S,A,B}, {a,b}, P, 5)
S —bA|aS|bB|a
A—baB | e
B— AA|b
Opét rekurzivné vytvorime mnozinu Ng:
Ne,O = {A}
Ne1={A,B}=N.2 =N,
Vychazi nam tato gramatika:
G' = ({S, A, B}, {a,b}, P, 5)
S—=bA|b|aS|bB|b]|a
A — baB | ba
B— AAJA|D

Oproti ptuvodnimu feSeni neni tfeba nékolikrat prepisovat pravidla gramatiky.

™| Ukol

K nasledujicim gramatikdm vytvoite ekvivalentni nezkracujici gramatiky.

Gi1= ({5, 4, B}, {a,b}, P, 5) Gs = ({S, A, B}, {a,b}, P, S)
S — aSbA | ab S — BAa|aS | €
A — aAbA | e A—aAle
B — bAbB | b B —-bBA | e
Go = ({5, 4}, {0,1}, P, 5) G4 ={S,A,B}, {a,b}, P, S)
S— S1S1[Ale S— AB|BA|b
A— 0401 A—aaA e
B — AA|bS |a

30

4.3.2 Redukce gramatiky

Ucelem redukce gramatiky je sniZzeni poctu neterminalii pfi zachovani generovaného jazyka.

Odstranujeme

e nadbytecné netermindly (tj. netermindly, ze kterych nelze vygenerovat Zadné terminalni
slovo),
e nedostupné symboly (terminalni i neterminalni — nelze je vygenerovat ze startovaciho sym-

bolu).

Zachovavame toto pofadi — nejdiiv nadbyteéné a pak teprve nedostupné. Pouzivime podobny

postup jako pfi redukci mnoziny stavi konecného automatu.
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Piiklad 4.9

Redukujeme nésledujici gramatiku:
G=({S,A B,C,D}, {a,b,c,d}, P, S)
S—=bS|bD|e

A — aCB | bAD

B —dB|d

C —bCC | aAbB

D —bA|cDb|aS |e

Nejdfiv odstranime nadbytecné neterminély. Rekurzivné vytvoiime mnozinu vSech symboli,
které jsou bud terminélni anebo z nich lze vygenerovat terminalni fetézec (v piipadé, ze jde
o neterminal). Bazi rekurze je mnozina vsech terminala. V dalsich krocich pridavame neterminaly
z levych stran pravidel, na jejichz pravé strané jsou pouze symboly, které jsme do nasi mnoziny
pridali v pfedchozich krocich (anebo pro né existuje e-pravidlo).

Ny ={a,b,c,d}
Ny ={a,b,c,d,S,B,D} (podle pravidel S — ¢, B—d, D — ¢)
Ny ={a,b,c,d,S,B,D} (podle pravidel S — bS | bD, B — dB, D — ¢Db| aS)

Protoze jsme do mnoziny Ny oproti mnoziné Nj nic dalstho nepiidali, rekurze konéi. Mnozina
neterminalid bude NN Ny = {S, B, D}, vyfadime neterminaly A a C v¢etné vSech pravidel, ktera je
obsahuji na levé nebo pravé strané. Gramatika po odstranéni nadbyte¢nych symboli je néasledujici:
G = ({S,B, D}, {a,b,c,d}, P, S)

S—=bS|bD|e
B —dB|d
D —cDblaS |e

Zbyvé odstranit nedostupné symboly. Postupujeme opét rekurzivné. Vytvorime mnozinu sym-
boli, které se nachazeji v n&jaké vétné formé v derivaci ze startovaciho symbolu. Za¢neme mno-
Zinou obsahujici pouze startovaci symbol, v kazdém kroku pridavame symboly, které se nachazeji
na pravych strandch pravidel piepisujicich symboly zafazené v pfedchozich krocich.

Vo = {5}

Vi ={S,b,D} (podle pravidel S — bS | bD)

Vo ={5,b,D,c,a} (podle pravidel D — ¢Db | aS)
Vi =V,

7 postupu vyplyva, ze pokud v nékterém kroku priddme pouze terminalni symboly, v nésle-
dujicim kroku jiz nelze nic pridat (protoze terminaly se nepiepisuji Zzadnym pravidlem) a rekurze
konci. Je zFejmé, Ze nedostupny netermindl je jeden (B) a terminal taktéz jeden (d).

Redukovana gramatika (tj. jiz bez nadbytecnych i nedostupnych symboli) je nasledujici:

G" = ({S,D}, {a,b,c}, P", S)
S—=bS|bD|e
D —cDblaS |e
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M| Ukol

Redukujte tyto gramatiky:

G1 = ({S,A,B,C,D}, {a,b,c,d}, P, S) Gs = ({S,A,B,C,D,E}, {0,1,2,3}, P, S)
S —aBa|bA|c| ABc S— ABO|2E | Al | ¢
A —aA|dD |bDa A—0A0|1B|1S
B~ aB | bA | bS B 01B|1D | EB
C —aSc|cC|c C—2A4115]|0
D — dD | aAb D — D1|3B
E — 0E1|1B

30




Kapitola

Zasobnikovy automat

5.1 Co je to zasobnikovy automat

Kone¢né automaty jsou uziteéné (to zjistime predevdim v predmétu Prekladace, kdy se naucime
pouzivat stavové programovani), nicméné nejsou zdaleka véemocné. Na nékteré ukoly nestaci, proto

vvvvvvvvvvvv

zasobnikovy.

5.1.1 Definice

Zasobnikovy automat dostaneme tak, Ze

e kone¢ny automat obohatime o zasobnikovou péasku,
e zajistime, aby vypocet byl fizen predevsim podle této zasobnikové pasky,

e netrvame na tom, aby byl v kazdém kroku ¢ten vstup.
Zdsobnikovy automat je usporadané sedmice A = (Q, 3, T, 4, qo, Zo, F'), kde

e () je kone¢na neprazdné mnozina stavi,

e Y je kone¢na neprazdna abeceda,

e [ je kone¢na neprazdné zdsobnikovd abeceda,
e J je prechodova funkce definovana nize,

® ¢ je pocatecni stav automatu, gy € Q,

e 7 je poCatecni zasobnikovy symbol, Zy € T,

e [ je mnozina koncovych stavi, F' C @ (muze byt i prazdna).

Prechodovd funkce ¢, ktera popisuje ¢innost automatu, je zobrazeni 0 : Qx (XU{e})xT' — QxTI'™*.
To muzeme také zapsat jako
3gi,a,Z) 3 (g5,7), ¢,.q5 €Q, ac€ (XU{e}), ZeT, yeI™

Konfigurace vyse definovaného zésobnikového automatu A je @ x ¥* x I'*, také miizeme zapsat
ve tvaru (¢, a,7), ¢ € Q, a« € ¥*, v eI

Pocatecéni konfigurace je (qo,w, Zy), kde w je slovo, které bylo dano na vstup automatu. Kon-

cova konfigurace zavisi na typu zasobnikového automatu.

67
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Prechod mezi konfiguracemi zasobnikového automatu je relace

(qi,aa,Zﬁ) H (Qjaa77/8) <~ (Qj77) € 5(Qi7a7Z)

kdea € (XU {e}), Z € (TU{e}), a € X*, B,y T

Zasobnikovy automat pracuje takto:

1. vyjme symbol na vrcholu zésobniku,
2. muZze/nemusi precist jeden symbol ze vstupni pasky, pokud piecte, posune se o policko dal,
3. dale se rozhoduje podle

e svého vnitiniho stavu,
e symbolu, ktery vyndal ze zasobniku,

e pokud cetl ze vstupni pésky, pak i podle prec¢teného symbolu,

4. akce automatu spociva v

e piechodu do nékterého dalsiho stavu

e a v uloZeni fetézce znaku do zasobniku.

5.1.2 Typy zasobnikovych automati

Rozeznavame tyto zakladni typy zasobnikovych automatii:

1. zésobnikovy automat koncéici pfechodem do koncového stavu,

2. zésobnikovy automat koncici prazdnym zasobnikem.

Existuje také jejich kombinace — zasobnikovy automat konéici pfechodem do koncového stavu pii

prazdném zasobniku.

Zasobnikovy automat kondici pfechodem do koncového stavu znadime Ap. Jeho

koncova konfigurace ma tento tvar:

(qr.6,7), ar € F, veI”
Rozpoznavany jazyk je
L(Ap) ={w e X" ; (q,w,Zo) V" (q1.€,7), ar € F, y €T}

To znamena, ze abychom mohli skoncit, musime precist cely vstup a dostat se do nékterého kon-
cového stavu. Mnozina koncovych stavii zde nebyvé prazdna (kdyby byla, automat by rozpoznéval

prazdny jazyk).

Zasobnikovy automat koncici s prazdnym zasobnikem znacime Ap. Koncova konfigu-
race vypada nésledovné:

(g.€,¢), € Q

Rozpoznavany jazyk je

L(Ap) ={we X" ; (q,w,20) " (q,¢,¢), q € Q}
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Abychom mohli skon¢it, musime precist cely vstup a vyprazdnit zasobnik. Koncové stavy nepotie-

bujeme, proto je mnozina koncovych stavi obvykle prazdné.

Zasobnikovy automat koncici pfechodem do koncového stavu pfi prazdném zasob-

niku znacime Apg. Jeho koncova konfigurace je

(gf,€,€), qf € F
Rozpoznavany jazyk je
L(Apg) ={we X" ; (q,w, Zo) F" (q7,¢,¢€), qf € F'}
Je tfeba splnit podminky obou pifedchozich typii zarovenn — aby automat mohl skonéit vypocet

(Gspé8né), musi precist cely vstup, vyprazdnit zasobnik a navic byt v koncovém stavu.

Vs8echny tii typy zésobnikovych automatti kon¢i samoziejmé vypocet i tehdy, kdyz nejsou
v zadné koncové konfiguraci, ale do zadné dalsi se nemohou dostat (prechodova funkce nedéava
moznost reagovat v daném stavu s danym obsahem zasobniku a vstupni pasky). V tomto pfipadé

vS8ak kon¢ime s tim, Ze zpracovavané slovo nepatii do jazyka rozpoznavaného automatem.

Piiklad 5.1

Sestrojime zasobnikovy automat (dale ZA) konéici s prazdnym zasobnikem rozpoznévajici jazyk
L= {wcwR ; w e {a, b}*}

Vytvoiime zasobnikovy automat rozpoznavajici prazdnym zasobnikem. To znamené, Ze koncit
budeme tehdy, kdyZ cely vstup bude precteny a cely zasobnik bude vypraznény (véetné sym-
bolu konce zasobniku Zj). Mnozina koncovych stavii bude prazdna, protoZze zadny koncovy stav

nepotiebujeme.

Automat bude pracovat takto:

e v prvni fazi bude ¢ist obsah vstupu (prvni polovina slova) a ukladat do zasobniku (vzdy
co v kazdém kroku vyjmeme, vratime do zasobniku zaroven se symbolem ze vstupu, tedy
ukladame dva symboly), jsme ve stavu qo,

e diky principu zasobniku (¢teme v opa¢ném potadi, nez jak byly symboly uloZeny) je ukladana
prvni polovina slova zaroven zrcadlové prevracena,

e kdyZ na vstupu narazime na ¢ (hranice, polovina slova), piejdeme do stavu ¢; a tim zménime
zpusob prace automatu,

e kdyZ jsme ve stavu gi, nic do zdsobniku neukladame, symbol, ktery v kazdém kroku vyjmeme,
porovname s tim, co je na vstupu — kdyz souhlasi, muzeme pokracovat (tj. v kazdém kroku

se posuneme na vstupu a zaroveii ubereme symbol ze zasobniku).

Nasleduje nakres s obsahem zasobniku, vstupu a stavem v jednotlivych krocich vypoctu:



KAriTOLA 5 ZASOBNIKOVY AUTOMAT 70

Pfed prvnim  Pfed druhym Pred tfetim Pred ¢tvrtym

krokem: krokem: krokem: krokem:
qdo — b
Go— | @ a
qo — a a a
g0 — | Zo Zo Zy Zo
vstup: aabcbaa  vstup: abcbaa vstup: bebaa vstup: chaa
Pfed patym Pfed Sestym  Pfed sedmym  Pfed osmym Po osmém
krokem: krokem: krokem: krokem: kroku:
qr — b
a g — | a
a a Qo — | a
Zo Zo Zy a1 — | Zo g2 —
vstup: baa vstup: aa vstup: a vstup: € vstup: €

V plné specifikaci uvedeme stavy, abecedu, zasobnikovou abecedu, pocatecni stav, symbol konce

zasobniku, d-funkci a mnozinu koncovych stavi (zde prazdnou), dale upfesnime piedpis o-funkce:

A@ = ({QO,Ch}, {(l,b}, {aab>Z0}a q0, ZO) 5a (D)

0(q0, a, Zy) = (g0, aZy) na zac¢atku vypoctu, slovo zadina a

0(q0,b, Zo) = (q0,b20) na zacatku vypoéctu, slovo za¢ina b

d(go,a, X) = (qo,aX), X € {a,b} jen nacitdme a ukladame do zasobniku, na vstupu je a
0(q0,0,X) = (o, bX), X € {a,b} dto., na vstupu je b

d(go,c, X) = (q1,X), X € {a,b}  jsme na hranici

é(q1,a a) (q1,¢) shoda a v obou polovinach slova

3(q1,b,0) = (q1,¢) shoda b v obou polovinach slova

qr,e,2o) = (q1,€) skon¢ili jsme na vstupu i v zasobniku

0(qo, ¢, Zy) = (ql, €) musime oSet¥it i pfipad, kdy je na vstupu nejkratsi slovo

Ukézka vypoctu automatu na slovo abcba:

(qo, abcba, Zy) F (qo, beba, aZy) F  qo : prenasime do zésobniku obsah vstupu

F (qo, cba, baZy) - hranién{ bod, pfejdeme do médu ¢

F (q1,ba,baZy) & (q1,a,aZp) - ¢1 : jen vybirame ze zasobniku a porovnavame
F(q1,¢, Zo) F (q1,€,€) konec

Nékolik nejkratsich slov patticich do jazyka rozpoznavaného automatem:
(90, ¢, Z0) & (q1,¢€¢)
(qo, aca, Zy) F (qo, ca,aZy) & (q1,a,aZ) & (q1,€, Zo) F (q1,¢,¢€)
(qo, beb, Zo) F (qo, cb,bZ0) F (q1,b,02Z0) & (q1,€, Zo) F (q1,¢,¢€)

Par slov nepatficich do jazyka rozpoznévaného automatem, tj. automat je musi odmitnout:
(qo, ac, Zy) F (qo,c,aZp) F (q1,€,aZy) F nelze pokracovat a zasobnik neni prazdny, tj. ac ¢ L
(qo, ca, Zp) F (q1,a,¢) - nelze pokracovat a vstup neni prazdny, tj. ca ¢ L

(qo, acb, Zy) F (qo,cb,aZy) F (q1,b,aZp) + nelze pokracovat, tj. acb
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5| Poznamka:

Zasobnikovy automat konéici v koncovém stavu (a vlastné i ,hybridni“ typ) bychom z predeslého

vytvorili jednoduse — staci posledni ¢ést definice § funkce prepsat takto:
6(Q175’ ZO) = (QZ75) s tim, ze Q = {QO7Q1,Q2}, F = {qQ}‘

Priklad 5.2

Vytvorime zasobnikovy automat koné¢ici v koncovém stavu reprezentovany stavovym diagramem
pro jazyk z pfedchoziho prikladu
L= {wcwR ; w e {a, b}*}

Na rozdil od koneé¢nych automatii, u zasobnikovych nam nesta¢i ohodnotit Sipky pouze sym-
bolem naéitanym ze vstupni pasky. Musime vzdy zadat tii udaje (ve spravném poradi!)
e symbol nacteny ze vstupu (nebo e, kdyZ ze vstupu nic nenaéitame),
e symbol, ktery vyjimame ze zasobniku (nesmi zde byt !, v kazdém kroku musime néjaky
symbol vyndat),

e Tetézec, ktery ukladame do zasobniku.

Diagram vytvofime podle § funkce v piikladu 5.1.2; jen navic zakomponujeme zménu zahrnutou

v poznamce nad timto piikladem. Vysledny diagram vidime na obrazku nize.

a, X,aX a,a, €
b, X,bX b,b, e
@ ¢, X, X €, 20,€
X e {CL, b, Zo}

5"l Poznamka:

U kone¢nych automatti byl diagram jesté celkem pouzitelny, ale u zasobnikovych automatt ho jiz

vvvvvv

d-funkece.

=1

®| Ukoly

1. Podle postupt v pfedchozich piikladech sestrojte §-funkci automatu konciciho v koncovém
stavu pro jazyk L = {wcwR ;W E {a,b}*}.

2. Sestrojte zasobnikovy automat pro jazyk L = {a"b™ ; n > 1}.
Néapovéda: prvni polovinu slova (stav ¢gp) ¢téte a pfitom ukladejte do zasobniku, v pfipadé
druhé poloviny slova (stav ¢;, tam pfejdeme, kdyZ narazime na prvni b) ze zasobniku vybirejte

ulozené symboly a jejich pocet srovnavejte s ¢tenymi symboly b (za kazdé a v zasobniku musi
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byt jedno b na vstupu). Pozor na ukonéeni — vyzkousejte, zda automat spolehlivé funguje

(musi pfijmout napiiklad slova ab a aabb, ale odmitnout prazdné slovo).

s ]
m

5.2 Vytvarime zasobnikovy automat

Pfi konstrukci zasobnikového automatu si predevSim musime promyslet, jakym zptisobem bude ve

kterém kroku zachézeno se zasobnikem.

Priklad 5.3

Sestrojime zasobnikovy automat rozpoznavajici jazyk L = {a"b*" ; n >0}

MiZeme postupovat podobné, jak bylo doporu¢eno v predchozim tkolu. Ale pozor — podcet

symbolt b je dvojnasobny. Aby nam ,nenadbyvaly“ symboly na vstupu, zvolime J-funkci takto:

e stav go: pokud je na vstupu a (a v zasobniku cokoliv), ulozime do zasobniku ptavodni vyjmuty
symbol a déle dva symboly a (tj. Fetézec aa),

e stav go: pokud je na vstupu b (na vrcholu zasobniku musi byt a, protoze jinak by slovo nepa-
tfilo do rozpoznévaného jazyka), symbol a jiz do zasobniku nebudeme vracet, ,sparujeme
ho s prec¢tenym symbolem b, pifejdeme do stavu qi,

e stav ¢1: pokud je na vstupu b (na vrcholu zasobniku musi byt a), reagujeme stejné jako v
predchozim pripadé,

e konéime s prazdnym zésobnikem, do jazyka patfi i prazdné slovo.

Pfed prvnim Pfed druhym Pred tfetim Pfed ¢tvrtym

krokem: krokem: krokem: krokem:
qo — a
a q — | a
qo — a a a
a a a
q0 — | Zo Zo Zo 70
vstup: a’b* vstup: ab®* vstup: b* vstup: b

Pfed patym Pfed Sestym Pfed sedmym Po sedmém

krokem: krokem: krokem: kroku:
q — a
a q1 — a
Zy Zy a1 — | Zo q2 —
vstup: b vstup: b vstup: € vstup: €

A: ({QO7q1}7 {a7b}’ {Z(Jaa}a 67 q0, ZO? ®)

0(qo,a, Zy) = (qo,aaZp) ...... za kazdé ,a“ na vstupu vlozime dvé ,jaa* do zasobniku (zacatek)
0(qo,a,a) = (qo,aaa) ..... za kazdé ,,a* na vstupu vlozime dvé ,aa“ do zasobniku (pokracovani)
0(g0,0,a) = (QUyE) wvvvneee hranice, ted budou na vstupu b, zména stavu
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0(q1,b,a) = (q1,€) evvvvnnnn. v druhé CGasti slova za kazdé b na vstupu smazeme a na zasobniku
0q1,e,2Z0) = (q1,€) vovnvnnn. ukonéeni vypoctu (pro pfipad, Ze na vstupu byly n&jaké symboly)
0(q0,8,20) = (q0s&) «vvvvvvnnn. ukonéeni vypoctu (pro pfipad, Ze na vstupu bylo prazdné slovo)

Posledni dva predpisy prechodové funkce urcuji chovani vedouci k ukonceni vypoctu. V okamziku,

kdy ze zasobniku vyjmeme Zj (za kterym uz zadny symbol byt nemize), nelze dal pokracovat,

protoZze v kazdém kroku vypoctu je nutno vyjmout symbol ze zasobniku (neni co vyjmout).
Podle sestrojeného automatu zpracujeme nékolik slov (to bychom méli vzdy udélat, abychom

méli jistotu, Ze automat pracuje spravné):

(qo, aabbbb, Zy) = (qo, abbbb, aaZy) F (qo, bbbb, aaaaZy) F (g1, bbb, aaaZy) - (q1,bb, aaZy) +

F(q1,0,aZ0) - (q1,¢, Zo) & (g1, €, €)

(qo, abb, Zy) F (qo,bb,aaZy) F (q1,b,aZp) & (q1,€, Zo) F (q1,¢,¢€)

(90, €, Zo) & (q0,€,¢)

(qo, ab, Zo) F (qo,b,aaZy) - (q1,€,aZy) konec, slovo ab ¢ L, tato konfigurace neni koncova

(qo, abbb, Zp) F (qo, bbb, aaZy) F (q1,bb,aZp) F (q1,b, Zo) F (q1,b,e) opét nejde o koncovou konfi-

guraci, proto abbb ¢ L (vSimnéte si posledniho provedeného kroku odvozeni)

A

m| Ukoly

1. Sestrojte zasobnikovy automat rozpoznavajici jazyk
L= {a™"c* ; n,k>1}.
Népovéda: slova se skladaji ze ti ¢asti. Prvni dvé ¢asti museji byt stejné dlouhé, tedy pro né
musime pouZit synchronizaci zasobnikem (stav go: symboly a ¢teme a ukladame do zasobniku,
stav g1: symboly b ¢teme a srovnavame se zasobnikem, stav go: uz zasobnik nepotfebujeme,
jen ¢teme symboly ¢ tak dlouho, dokud jsou na vstupu).
Nezapomeiite ovéfit, zda automat ptijima slova abe, a?b?c, abe? (to jen pro kontrolu), a jestli
nepiijimé slova €, a, ab, b, ¢, ac (ta nepatii do jazyka rozpoznavaného automatem).

2. Sestrojte zasobnikovy automat rozpoznavajici jazyk
L = {a"bkc™ ; n,k > 0}.

3. Sestrojte zasobnikovy automat rozpoznavajici jazyk
L={(01)™(10)" ; n>0}.

4. Sestrojte zasobnikovy automat rozpoznavajici jazyk
L={0"1""3 ; n>0}.
Pozor, budeme potiebovat dostatek stavi. Ovérte, zda automat ndhodou nepfijima i ta slova,
ktera nepatii do jazyka L.

5. Sestrojte zédsobnikovy automat rozpoznavajici jazyk

L= {a™"ca®t* ; n >0, k>1}.
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