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pohyb planet

e Zemeé obiha kolem Slunce v roviné ekliptiky, jez svira s
rovinou svetoveho rovniku uhel € = 23°27°

e pohyb Slunce béhem roku po hveézdné obloze se déje
prave po ekliptice,pohyb planet po hvezdné obloze v
prubéhu roku je mnohem slozitéjsi

* rozliSujeme nékteré vyznacné polohy:
1) konjunkce
2) opozice
3) nejveétsi elongace



. konjunkce

pohyb planet

planety hori konjunkee

e ad 1) nastdva pri shodné

rektascenzi dvou objektd,

wychodni
elongace

zépadid
elongace

dolnd konjunkee

N

opozice

u tzv. vnitrnich planet (Venuse,

Merkur) rozliSujeme k. dolni

(planeta je mezi Zemi a Sluncem)

Ievadratura lovadratura

a horni k. v opacném pripadé

e ad 2)je opakem 1) a nastava v okamziku, kdy se lisi rektascenze dvou téles
0 1809, je to nejpriznivejsi poloha k pozorovani; téleso kulminuje o pulnoci,
je-li v opozici se Sluncem, nem(Ze nastat pro vnitfni planety a Slunce

* ad 3) je to nejvétsi uhlova vzdalenost od Slunce, které dosahne néktera z
vnitrnich planet

* nékdy se lze setkat i s pojmem kvadratura, pro vnéjsi planetu nastava, je-li
jeji elongace 90°



pohyb planet

e sidericka perioda - 1 obéh planety kolem Slunce vzhledem
ke hvézdam

 synodicka perioda - Cas mezi dvéma po sobeé nasledujicimi
konjunkcemi planety se Sluncem. Pro vnitrni planety plati
Tsyn = sid/(1 - Tsid)' provnejsi T syn — sid/(Tsid _ 1)

 pfi pohledu ze Zemé vytvareji drahy planet na hvezdné
obloze v prubéhu roku ,,smycky“, blize ve cviceni v
JERIEAEIL



3.4 Ptolemaiova soustava

P pozorovan{ ze Zemé neni jasné, zda se t€leso a s nim 1 pozorovatel hybe, a to si
uvédomovali i nadi pfedkové. Re&ti uenci pfipouitéli ob& moZnosti, jak myslenku
geocentrickou, tak heliocentrickou.

Geocentrickd domnénka méla mnohem vice zastanci, ktefi se ohanéli dobrymi
argumenty:

a) Zems se nijak nechvéje, necuka, nehazi sebou — je nehybna

b) fyzikalni diivody — vie pada do stfedu Zemé& — Aristotelova fyzika

¢) hvézdy nejevi paralaxu (objevena aZ 200 let po vynalezu dalekohledu)

d) Cisté pragmatické hledisko — zajima nas poloha planet, Mésice a Slunce
na nasi, tedy geocentrické obloze. Proc¢ si tedy komplikovat situaci a hledat
jiny stfed pohledu. Transformace soufadnic byly mimo tehdej$i matematické
moZnosti.

UvaZime-li vySe zminéné argumenty, je zfejmé, Ze v té dobé byl dobfe matematicky
propracovan jen geocentricky model. Prvni dokonaly systém navrhl ve 2. stol. pf.n.l.
Hipparchos, ktery patfil k nejlepsim starovékym astronomim (jeho méFent byla za-
kladem i pro jeho nasledovniky). Hipparchos umistil Zemi do stfedu sféry hvézd,
planety, Mésic a Slunce se pohybovaly pak po komplikovaném systému kruZnic.

Tento model, ktery zname pravé pod nazvem Ptolemaiova soustava, viak sepsal
aZ v 1. stol. n.l. ve svém dile Megalé syntazis(Velka skladba, vydan kolem roku
140) pravé Ptolemaios. Nam se dochovalo diky arabskému pfepisu z 8. stoleti jako
Al-Magesto (Nejvétsi dilo), na ktery pak navazali st¥edovécl uéenci.

Model vychazi ze dvou jednoduchych pfedpokladi; povoleny je pouze pohyb
po kruznicich s kongtantni thlovou rychlosti a Ze je Zemé uprostfed.

Podivame-li se na pohyb Slunce mezi hvézdami, jiZz od dob egyptskych astro-
nomi se vi, Ze se Slunce pohybuje po ekliptice s riiznou thlovou rychlosti, v zimé
rychleji nez v 1été. U jeho pohybu neni pozorovan retrogradni pohyb. ReSenim




byvlo, Ze se stfed kruhové drahy Slunce kolem Zemé poloZil excentricky viiéi Zemi
a pfi zachovani rovnom&rného pohybu Slunce po takto vystfedéné kruZnici vidi
Zemi (deferent s periodou 1 roku) se podafilo tento pohyb pfedpovidat (viz obr. 7
vlevo).

Obrézek 34: Ptolemaiiv celkovy pohled na vesmir. Ji# v tomto pfehledném schématu
(stfedy epicykld Merkuru, Venuge a Slunce maji byt v tomto modelu na jedné piimce,
zde jde jen o celkové schéma) musel volit kruZnici pro sféru Slunce excentricky vii¢i Zemi

(Jachim (2003)).

Pro popis pohybu Mésice u# Hipparchos pou#il deferent s centrem v Zemi, ktery
se po epicyklu hybe v opafném smyslu hlovou rychlosti jen o malo men3f (cca. 3°
za obéh). Tim docilil, Ze se misto, kde se Mésic pfibliZuje nejvice Zemi, posouva
s periodou 9 let, coZ je potfeba k vypocttu zatméni. Ptolemaios zkomplikoval model
tim, Ze stfed deferentu se 0taéi rovnou po kruZnici za 1 synodicky mésic v opaéném
sméru, viz obr. 35. UZ Hipparchos sklonil rovinu drahy Mésice o 5° k deferentu
Slunce a nechal ji staZet s periodou 18 a 2/3 rokil smérem na zapad (pohyb uzli),
coZ bylo nezbytné pro pfedpovédi zatméni.

U vnitfnich planet bylo podobné komplikované schéma, jako tomu bylo u Mé-
sice, pro Venu#l viak nebylo nutné uvaZovat stfed deferentu obihajici po kruZnici
kolem Zemé& (Zemé byla jen excentricky viéi stfedu deferentu).

Pro vn&j#l planety si Ptolamaios vystadil pouze s epicyklem a deferentem, v je-
ho# stfedu byla umisténa Zem# (viz obr. 7 vpravo). Vngjsi planety se pohybuji
vBtiinu ¢asu v pFimém sméru (proti pohybu hvézdného pozadi), co? odpovida




mésiéni
deferent

pohybujici se stied
mésitniho deferentu

Obréizek 35: Schématicky diagram finalni verze Ptolemaiova modelu pohybu Mésice.
Nejenom epicykl ale i pohyb centra mésiniho deferentu kolem st¥edu Zemé jsou zapotfebi
k vysvétleni pohybu Mésice po nebeské sféfe v Ptolemaioveé systému.

piiblizng siderické periods (pohyb po deferentu). Tento pohyb se pak sklada s po-
hybem po epicyklu se synodickou periodou, ktery modeluje pohyb retrogradni.
Ptolemaitiv systém se skvéle osvédéil, bylo moZné podle néj pfedpovidat na de-
sitky let dopfedu, bohuZel neodpovidal na zakladni otazku, jak je v8e uspofadano
v prostoru. Vie vychazelo pouze z uhlovych vzdalenosti od centra, linearni rozméry
drah nebyly podstatné. Model selhal pfi pfesn&jich mé&Fenich, bylo nutné pfidavat

k jeho revizi a opradeni heliocentrické domnénky.

3.5 Kopernikiv systém

Mikulas Kopernik (1473-1543) pfina# op&tovné na uspofadani sluneéni soustavy
heliocentricky pohled. Zemé& je jen jednou z mnoha planet, které obihaji okolo
Slunce, nicméné planety stale obihaji po kruZnicich, pro zemskou trajektorii neni
Slunce v centru ob&hu.

Pocatek revoluce v pohledu na uspofadani svéta pak popsal ve svém dile De re-
volutionibus orbium coelestium, které vyslo v roce 1543. Uspofadani planet odpo-
vida dnefnimu modelu, stejné tak i proporce jejich drah. Rychlost planet je tim



vy, &m je planeta blize Slunci. Kopernikiiv model nazorné vysvétluje rozdé-
leni planet na vnit¥ni a vnéj3l i jejich vzajemné konfigurace viéi Slunci (elongace,
horni a dolnf konjunkce pro vnitini planety a opozice, konjunkce a kvadratura pro
planety vngjsi).

Doba, po které se kompletné vystifdaji vSechny aspekty planet, je periodou
synodickou, kterd je dana pozici planety vidi Zemi a Slunci. Naproti tomu pe-
rioda siderickd je vztaZena viéi hvézdam a odraZi pohyb samotné planety viéi
nim. V heliocentrickém modelu je tim v&t3{ sidericka perioda, ¢im je v&t5f polomér
trajektorie planety.

Lze nalézt také vetah, ktery svazuje periodu siderickou s periodou synodickou,
viz obr. 36, na kterém je znazornéno odvozeni vztahu ze vzajemnych pozic Venuie
a Zemé vii¢i Slunci. Nyni zavedeme synodickou periodu Venuse jako S (doba mezi

draha Zemé

draha Venuse

prvni dolni
konjunkce Slunce

druha dolni
konjunkce

N

Obrizek 36: Od prvni dolnf konjunkce Venuge k druhé uplyne pravé synodicka perioda,
tj. 583,92 dne.

prvni a druhou dolni konjunkei, viz obrazek 36), jeji sidericka perioda bude P
a sidericka perioda Zemé . Celkovy tihel, ktery opiSe planeta Venuse mezi dolnimi
konjunkcemi lze vyjadfit jako

27

Tento thel musi byt ten samy jako thel, ktery opiSe za tuto dobu planeta Zemé
s pFi¢tenim 360°. 5 )
i o
- 8= 1o 2
) Iz S = + 27 (82)




Odtud lze jednoduchou tpravou ziskat vztah
1 1 1

(83)

ktery plati pro vnitini planety a
L1 1
P E §
pro planety vngjsi. Jak je patmo z tabulky 3, nejvdtd synodickou periodu méa
planeta Mars, doba mezi dvéma opozicemi je néco pFes dva roky (780 dni), s ¢im¥
souvisi obdobi, kdy jej lze pozorovat.

(84)

planeta | sidericka perioda (roky) | synodicka perioda (roky)
Merkur 0,241 0,317
Venuse 0,615 1,599
Mars 1,881 2,135
Jupiter 11,86 1,092
Saturn 29,46 1,035
Uran 84,32 1,012
Neptun 164,8 1,006

Tabulka 4: Synodické a siderické periody planet v rocich.

planeta | Kopernik (AU) | sou¢asna hodnota (AU)
Merkur 0,38 0,387
Venuge 0,72 0,723
Zemé 1,00 1,000
Mars 1,52 1,52
Jupiter 5,22 5,20
Saturn 9,17 9,54

Tabulka 5: Vzdalenost planet od Slunce dle Kopernika a soutasné hodnoty (v astrono-
mickych jednotkach).

Zatimco Ptolemaios nedokazal v ramei svého modelu zdivodnit rozsah a rych-
lost retrogradniho pohybu, Kopernik to vykladal jako logicky diisledek toho, Ze se
Zemé piiblizila k planeté, pfi¢em# jeji thlova rychlost je vétsi. PFirozenym disled-
kem je rovné% vysvétleni, pro¢ ma Mars v8t8! retrogradni klicku neZ napf. planeta
Saturn. BohuZel se Kopernik stale driel kruhovych trajektorii, tak¥e byl nucen
pro shodu jeho modelu s pozorovinimi ponechat epicykly. Dodlo tak k pfevracent
role deferentu a epicyklu.

Hlavnim triumfem Kopernikova systému byla moZnost vyéislit relativni roz-
méry drahy vzhledem k rozmériim trajektorie Zem# kolem Slunce (v astronomic-
kych jednotkach) a rovnéZ vysvétleni, pro¢ se ¢as od &asu vyskytuji rizné ma-
ximéalni elongace vnit¥nich planet. V relativnich velikostech drah se Kopernikiv
systém tém&F shoduje se soufasnymi hodnotami.
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Obrézek 37: Kompromisni model Tycho Brahe slunetni soustavy.

3.6 Keplerovy zakony

Tycho Brahe (1546-1601) cestoval po neshodach s danskym kralem Kristianem IV.
od roku 1597 po celé Evropg, aZ byl Rudolfem II. v roce 1599 na radu TadeaSe
Hajka z Hajku pozvan do Prahy, kde plisobil u dvora jako cisafsky astrolog. Posta-
vil novou observatof v Benatkach nad Jizerou, kde mu poslednich nékolik mé&sici
Zivota délal asistenta Johannes Kepler (1571-1630).

Brahe se fadi mezi nejlepsi pozorovatele, ihlova pFfesnost jeho méfeni dosa-
hovala 1’. Brahe heliocentrismus nepfijal kvili nenaméfené paralaxe, i kdyZ byl
Kopernikiiv systém jednodussi. Podafilo se mu vSak zméfit denni paralaxu Mé-
sice, ktery se od svého vychodu aZ do zapadu zfetelnd posune mezi hvézdami.
Navrhl proto jiny model, kompromisni, uspofadani slunefni soustavy. V centru
zistala Zemé, kolem které obihalo Slunce. Ostatni planety pak obihaly ale kolem
Slunce (viz obr. 37). Aby si ovéfil platnost svého sytému, pozval do Prahy v roce
1600 Johannese Keplera, kterého povaZoval za schopného teoretika.
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Obrdzek 38: Parametry elipsy (vlevo) a Druhy Keplerfiv zdkon - zdkon ploch (vprava).

Kepler byl zastancem Kopernikova systému a na zakladé pozorovani Braheho
isvych zjistil, Ze prostorovou drahou Marsu nemize byt kruZnice, ale elipsa. Timto
revolu¢nim krokem postuloval svilj prvni zakon, tj. planety se pohybuji po elipsach
(v dnesni podobé se hovoH obecné o kuZelosetkach).

Pro elipsu (viz obr. 38 vlevo) plati, e LA + AFy = const, vedalenost O
je rovna dvojnasobku velikosti velké poloosy a. Vystfednost ¢ pak charakterizuje
zplo§téni elipsy, je-li vystfednost rovna nule, pak jde pravé o kruZnici. Vzdalenost
planety v perihéliu je ¢ = a{1 — &), pro afélium pak Q = a(1 + e).

Druhy Kepleriiv zakon ¥ka, #e plocha opsana privodi¢em planety je za stejny
Zasovy okamZik vZdy stejna. Tento zikon je jen jinym vyjadfenim zakona zachovani
momentu hybnosti. Plyne z n&j, %e pfi rostouci vzdalenosti planety od Slunce jeji
rychlost klesa, tj. pohyb po elipse je pohybem nerovnomérnym. Pro pomér rychlosti
v perihéliu a aféliu plati

vip:2afq22afa+ae_1+e (85)

Y q a—ae  1—¢
pro pomér thlovych rychlosti (w = v/r) v perihéliu a aféliu pak
wo _teTa _ (W)z (56)
wa VA TP 1—e

Budeme-li chtit porovnat excentrické Fefeni pohybu Slunce kolem Zemé v Piole-
maiové systému s Keplerovym druhym zikonem, vyjdeme z pfedpokladu, #e mame
kruZnici o poloméru E a jeji vystfedéni je dano p = BRe. Pomér thlovych rychlosti
je opét dan
flp  HE+p 1+«
QA B R - P B 1—¢
a uvaZime-li, #e se tento pomér musi shodovat s pomérem pro elipsu, porovnanim

dostaneme )
Qp  wp l1+e 1+¢
= = = .
l1—e 1—¢
Je-li excentricita elipsy mala ¢ << 1, miZeme provést rozvoj

(1+2)2:(<1+e>2)2:1+4e (89)

(87)
(88)
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a souéasné

1—¢
ze kterého vyplyva, Ze pro kruZnici bylo potfeba umistit stfed 2 krat dale od stfedu
Slunce, coZ je v dobré shodé s Ptolemaiovym systémem. Prvni dva zakony vydal
Kepler ve svém dile Astronomia nove v roce 1609.

Teprve aZ deset let po prvnich dvou Keplerovych zakonech se objevil jeho tfeti
harmonicky zakon popsany v dile Harmonices Mundi, které vyslo v roce 1619.
Pohyb planet se snaZil vysvétlit z hlediska hudebni harmonie a nalezl jednoduchy
vztah mezi periodou a velkou poloosou trajektorie

1
( +€):1+2€:>€:28, (90)

P? =4 (1)

kde P je perioda v letech a « je velkad poloosa v astronomickych jednotkach. Kepler
vé&Fil, Ze sila pohanégjici planety prameni ve Slunci, a i kdy# to neni pravda, patfil
mezi prvni, kteFl se snaZili nalézt model zaloZeny na fyzikilnim zakladu. Pfedchozi
pokusy vidy byly na filosofickych €& teologickych principech. Od této chvile se
snaZi astronomové také pochopit, co je pfi¢inou pozorovaného pohybu a ne jenom
popisovat a pfedpovidat polohy.

PrestoZe ani Kepler nezméfil hvézdnou paralaxu, elegance jeho modelu a pFes-
nost, se kterou daval vysledky, jasnd zvitézila, i kdyZ stale pozitivni dikaz tohoto
modelu chybél.

3.7 Galiletv pfinos

Galileo Galilei (1564-1642) byl prvnim astronomem, ktery po vynalezu daleko-
hledu zaéal s jeho pomoci objevovat taje vesmiru. Jeho pozorovani pfinesla pod-
poru Kopernikova heliocentrického systému, ktery byl v t& dobé pfijiman jen jako
moZny teoreticky model. JiZ na poéatku roku 1610 objevil v blizkosti planety Ju-
piter, do té doby nepozorované, &ty¥l mésice, které kolem ného obihaly. Z toho
mohl usoudit, Ze neni pouze jeden stfed obéhu (kolem Zemé), ale takovych stFedn
muZe byt daleko vice. Kepler po tomto objevu i zde potvrdil platnost hamonického
tfetiho zakona.

Galilei svym primitivnim dalekohledem (obr. 39 vlevo) pozoroval povrch Ms-
sice (obr. 39 vpravo), na kterém nalezl jeho rozmanity povrch (kratery, mofe,
pohofi, brazdy), coZ viak bylo proti tehdejdi vife, Ze nebeska télesa jsou perfektni
koule. Dal3i ranu pfinesla jeho pozorovani Slunce a jeho povrchu, na kterém na-
lezl sluneéni skvrny, které se navic po povrchu pohybovaly. Tento pohyb vysvétlil
tim, #e Slunce kolem své osy rotuje, stejné tak i Zemé (coZ usnadnilo pFijeti této
myslenky). PHi pozorovani planety Venuse objevil jejf faze, coZ by v Ptolemaiové
systému nebylo mo#né zcela vysvétlit (v kompromisnim systému Tychona Brahe
ale ano).

Kromé téles sluneéni soustavy Galileo pozoroval i Mléfnou drahu a pfestoZe
pouiival velice jednoduchy dalekohled, rozloZil jeji svétlo na tisice hvézd.

Viechny jeho objevy viak vyvolaly spor s cirkvi, kterd poZadovala, aby své
tvrzeni o pravdivosti heliocentrismu odvolal. Spor se tedy ze zadatku odehraval



Obrézek 39 Prvni Galileiho dalekohled (vlevo) a jeho pozorovani mésitnich [azi
(vprava).

mezi starou (aristotelovskou) koncepci a novou, ktera tvrdila, Ze pohyby nebeskych
téles jsou Fzeny stejnymi fyzikalnimi zakony, jaké platii na Zemi, pozdéji se zménil
hlavné na otazku zemské rotace. Nakonec byl Galilei nucen v roce 1633 odvolat,
zatratit a zoSklivit si svou praci a slibit, Ze odsoudi i jiné, ktefi budou zastavat jeho
pfedchozi pohled . Za to byl ,pouze” odsouzen k doZivotnimu domécimu vézeni.

Kromé astronomie se Galileo zabyval i fyzikou, studoval mechaniku (pohyb
a pad téles), na zakladé svého studia pak formuloval princip setrvadnosti: ,, Teleso
selrvdvd v pohybu rovnomérné piimodarém, pokud nent vnéjdimi silami pfinuceno
tento stav zménit.” Touto silou bylo v&t3inou t¥eni, co# popiralo uzniavanou Aristo-
telovu hypotézu, Ze objekty pfirozend zpomaluji a zastavi se, pokud na nénepisobi
sfla. Ve bylo zakladem pro dynamiku, kterou rozvinul Isaac Newton (1643-1727),
ktery pohyb popisoval jako vysledek setrvadnosti a plsobicich sil.

3.8 Newtonovy pohybové zékony

Pro rozvoj dynamiky bylo zapotFebi zavést pojmy sile a hmotnost, kromé& nich
zavedl Newton jeSté pojmy setrvadnost a interakce. Prvni Newtoniv zakon je za-
konem setrvacnosti, ktery pfevzal z Galileiho principu setrvagnosti, normalnim
stavem téles neni jejich klidovy stav. Musi byt sou€asné splnéno # = 0 ale sou-
Casné také > F = 0, co v pozemskym podminkich nenastava (stale je pfftommna
gravitaéni sila, t¥eni), ale cbecng ani nikde jinde ve vesmiru, protoZe jsou vidy
n&jaké sily pfitomny.




Druhy Newtontv zakon (pfedpokladame-li pro hybnost = mt/ = mF, zakon
sily, dava do souvislosti vyslednici plisobicich sil na téleso a jeho zrychleni, které
je touto vyslednici sil zpiisobeno.

Zﬁ:mc‘i:m?} (92)

Hmotnosti m se také fika hmotnost setrvadnd, ktera je mirou odporu proti zméné
stavu télesa, na které pisobi vyslednice sil. Je-li plsobici vyslednice sil kolma
na vektor rychlosti ¢, pak na zakladg vektorového poétu plati, Ze se absolutni
velikost vektoru rychlosti neméni, méni se pouze jeji smér. Tim lze velice jednoduse
vysvétlit kfivoéary pohyb po kruZnici.

T¥eti Newtonlv zikon, zdkon akce a reakce, Fikd, Ze plsobi-li jedno téleso
na druhé silou ﬁ, pak pilsobi druhé téleso na to prvni stejnou silou opacného
sméry —F. Aplikujeme-li princip akee a reakee na 2. Newtoniv zakon, pak jedno
téleso zrychluje téleso druhé. Velice ¢asto jsou viak poméry hmotnosti natolik roz-
dilné, Ze hmotnost jednoho télesa vii¢i druhému je zanedbatelna, proto i zrychlent
hmotngjifho télesa je zanedbatelné oproti zrychleni méné hmotného télesa.

Z Newtonovych zakonid mtiZzeme vysvétlit napf. 2. Kepleriiv zakon. Za pfedpo-
kladu, Ze pisobici sila (gravitaéni sila), je silou centralni, sméFujici vidy do stfedu
Slunce, miizeme definovat dostfedivou silu

F=iz, (93)
Py

kde r = |7] a podil f je jednotkovy vektor. Moment sfly je definovan jako M =
a pro pfipad centralni sily f = f(r)

(94)

(95)

Budeme-li uvaZovat ¢asovou derivaci momentu hybnosti pro pfipad s centraln{
silou, dostavame
E:%(Fxﬁ'):(?xm?’)—l—?x%:ﬁ. (96)
g —
Fx F=0
Casovd derivace momentu hybnosti je v poli centralni sily nulova, z toho plyne,
#e moment hybnosti je konstantni vektor, ktery je kolmy k roving pohybu (viz
obr. 40). Plocha trojihelnika je dvojnasobkem velikosti vektorového soufinu |7 x
7| = |r]|7] sin . ProtioZe plati, Ze vektorovy soudin polohového vektoru a vektoru
hybnosti je konstantni ¥ x p = coust, pohyb se déje v roviné a vektory Ghlové
rychlosti a momentu hybnosti jsou rovnobé#né o || L. MiiZeme ufinit tedy obecny
zavér: jde-li o pohyb télesa v poli centralni sily, pohyb se d&je vidy v roving.
Ptsobi-li na pohybujici se t8leso rufivé sily, napf. gravitatni sila Mésice na
pohyb Zemé, tasova derivace momentu hybnosti ji# nebude rovna nule % # 0.




Obréazek 40: Velikost plochy opsané privodiem za jednotku Zasu je plochou trojihel-
nika.

Tyto rusivé sily vytvaFeji moment sily M , ktery nuti osu Zemé vykonavat precesni
pohyb. Analogicky totéZ plati i pro nutaci.

Stageni roviny drahy Mésice a ostatnich planet (uzlovych pFimek) je jen di-
sledek toho, Ze podminka % = 6, neni pfesné splnéna, protoZe rudivé sily nejsou
gilami centralnimi.

3.9 Newtontliv gravitaéni zdkon

Zakladni mySlenkou, na které je zaloZen gravitacni zikon, je ta, Ze tataZ sila, ktera
nutf na Zemi k padu télesa, je pfi¢ginou pohybu téles ve vesmiru (sluneéni soustavé).
Uvaha zaala u Mésice. Ze znalosti jeho vzdalenosti a ob&né periody vychazi jeho
ob&%na rychlost, uvafujeme-li kruhovou trajektorii, rovna pfibliZzné 1 km/s. Aby
Mésic neodletél od Zemé&, musi byt za 1 sekundu urychlen tak, aby se pfiblizl
(spadl) na Zemi o 1,3 mm, v tomto pEipadé zistane jeho vzdalenost od Zem&
konstantni (viz obr. 41).
Vyjdeme z obr. 41. Pro A plati

2 192 2
A=virppior=r[ 142 1) =r(z2) =2 =1,310%km, (97)
re 272 2r

co¥ odpovida zrychleni 2,6 mm/s?. Proto¥e Newton znal zrychleni Mésice, mohl
rovné? vypodéitat jeho trajektorii, ¢im# mohl popsat i silu, ktera tento pohyb zpi-




r= 384 000 km

Obrézek 41: Aby Mégic mél stile stejnou vzdalenost od Zemé, musi se k Zemi
za 1 sekundu pfibliZit (spadnout) o 1,3 mm.

sobuje - zakon univerzalni gravitace

M2 7

] r’

(98)

F=—x
7

N
skalar

kde m; a may reprezentuji setrvaéné hmotnosti, které jsou rovny hmotnostem ti-
hovim a x = 6,672.107! Nm%kg =2 je gravitagni konstanta. Je mo¥no odvodit
gravitadni zakon z 3. Keplerova zakona aplikovaného na pohyb po kruZnici. K udr-
Zeni na kruhové draze, jak je znazornéna na obr. 41, je zapotfebi dostfedivé sily
F = md&. Dostediva sila mus{ byt v rovnovaze se silou odstFfedivou, jinak by Mésic
nemohl obihat po krunici tj.

v? 2y

ma = 'TTL? at = ?, (99)

N’
sila odstfediva

kde r je polomé&r drahy a P perioda. Po dosazeni vychazi
4w’y

m _P2 -

Pouzijeme-li nyni 3. Kepleriv zakon a dosadime za periody

(100)

ma =

Pz 3 a, TE
=== = —=- (101)
P2 r3 ap 1§

zjistime, Ze zrychleni je nepf{mo Gmérmé kvadratu vzdalenosti. Ttetf Keplertv
zakon pak mi¥eme zapsat také jako P? = kr®. Odtud pak

(102)




3.10 Problém dvou téles, upfesnénd podoba Keplerovych
zakoni

Ke gravita¢ni interakei je podle gravita¢éniho zakona zapotfebi alespon dvou téles
0 hmotnostech m; a mao, jejichZ polohy jsou popsany polohovymi vektory ) a 7.

Problém dvou téles je analyticky FeSitelny, nejvyhodndj$i je piejit do t8#istového
systému.

znalime F.

Teziste soustavy, hmotny stfed, je definovano polohovym vektorem ﬁf, ktery je

proto je vhodné do néj umistit pocatek vztaZné soustavy. Pro nase dvé télesa pak

plati
- = mT+ Mt B Mo
0=R=——1"""2 — 75— _23 (103)
my + Mma mi1
Teézisté lezi na spojnici téles a je bliZe télesu hmotngjiimu. ZapiSeme-li pohybové
rovnice pro obé télesa, ziskime dvé rovnice

e itto
IS
pd

(104)

mlﬁ = K

MMy
—T.

(105)

MaTe — —K ?"3

1. Kepleriv zakon: ,, Télesa se pohybuji v roviné po kuieloseckdch, v jejich? spo-
lecném ohnisku je t&3iste slunefni soustavy.”. Pro poméry velkych poloos a hmot-
nost! plati a1 /az = ma/m1 a pro excentricity elips pak e; = ez = e. Obé# télesa tak
spoleéné prochizeji pericentrem a apocentrem. K¥ivkou nemusf byt jen elipsa, ale
i dalsi kuzelosecky, parabola a hyperbola. Stejné tak plati pro pohyb dvou téles
i 2. Keplerliv zakon.

Pro obecné kuZelosetky 3. Keplertiv zakon neplati, jeho platnost se omezuje
pouze pro elipsy, kde

El?' = Pz(ml + ?TLQ). (106)




Obrézek 43: Pohyb dvou téles kolem spoleéného t&%igtE, jejich vzdjemny polohovy vek-
tor vidy prochazi t&#iStém (vlevo) a zdkon ploch (vpravo).

Pouzijeme-li restrikei, tj. vztahneme vzajemny pohyb k jednomu ze dvou téles

(prvnimu), definujeme vzajemny polohovy vektor 7 a v téZiStové soustavé pak
L =
F=fy — 7] —> fq—= ——F. 107
r 2~ 7T T2 - mZT (107)

Po derivaci a dosazenim do pohybové rovnice druhého t&lesa dostavame
1My T_"

A

MoTy = —K

e or
mimoy T_"

my -

Mo F=—k 3
My + Mo r r

m+ mar

2

(108)

.
T =—K

s T

Bude-li hmotnost prvniho t€lesa, vidi kterému jsme vztahli pohyb, daleko vEtsi
ne hmotnost druhého, tj. m1 = mg, pak plati ¥ = —x -2,

Nyni se miZeme podivat na aplikaci zakona zachovan{ energie pro pfipad této
soustavy. Celkova energie systému se neméni, tj. energie kineticka a potencialni je
rovna

1 LR LLS]
E==>Imuwi+ Zmenl—x

1
2 2 r (109)

kde prvni dva ¢leny jsou pifspévky kinetick¥ch energii obou téles a t¥eti €len pak
reprezentuje potencialni energii. Tato energie odpovida energii, kterd dr#i systém
pohromadé, jinymi slovy Fefeno, je potfeba dodat do systému pravé tolik energie,
aby se tento systém rozpadl. Provedeme-li pfevod na vzijemné soufadnice, tj.
pfejdeme-li opét na vztaZeni pohybu jen vié prvnimu télesu, dostavame

v

——— ath=———. 110
mi + Mo 4 M1 + Mo ( )

—
ot
mlﬁl = —ngg — ﬁl =

Po dosazeni do rovnice 109, dostaneme pro energii
N 2 MMy

E = — . 111
2(my + mg)v Ty (111)

) o

(redukovand
mi+imng

ZapiSeme-li pomér soudinu hmotnosti a jejich souétu jako u =
hmotnost), pFejde rovnice 111 do tvaru

2
73] 1My
F=— —r—.

. - (112)




Budeme-li mit p¥ipad, #e m; =» m, pak redukovana hmotnost bude pfiblizné rovna
hmotnosti druhého télesa, tj. i = ma, tehoZ miZe byt pfikladem tfeba Zemé, jejiZ
hmotnost ma = m je 333 000 krat mendf ne¥ hmotnost m; = M Slunce. Odtud
pak

1 ., mM

E:;mv R (113)

kde druhy ¢len odpovida gravitaénimu potencialu ¢ = —K%. Z toho vyplyva, Ze
pokud se Zemé pfiblizuje ke Slunci, klesa jeji vzdalenost r, ale tim padem musi
riist 1 jejf rychlost v, aby platil zakon zachovani energie.
Z energetického hlediska pak mi¥eme soustavu rozdélit podle celkové energie
na
1) E < 0, soustava je vizani, existuje maximalni vzddlenost r, trajektorii je
elipsa (pfipadné kruZnice)
2) E =0, soustava ma malou stabilitu, v nekone¢nu ma téleso nulovou rychlost,
trajektorii je parabola
3) E > 0soustava je nevizana, trajektorii t&lesa je hyperbola, v nekoneénu ma
téleso nenulovou rychlost.
Z teoretické mechaniky pro gravitaéni interakci dale plati (i obecnd pro li-
bovolny podet bodd) Viridlovy teorém, ktery svazuje stFedni hodnoty kinetické
a potencialni energie vztahem

2<FEx>+<Ep>=0. (114)

Porovname nyni kruhovou a parabolickou drahu. Pro parabolu plati, Ze celkova
energie je F = 0. Odtud plyne, Ze hodnota kinetické energie je rovna zaporné hod-
noté energie potencidlni £y = —Fp. Dosazenim za energie ziskime parabolickou

rychlost, ktera je rovna
wMAHE
v, = (2—) . (115)
r
Pro kruhovou drahu plati, Ze kinetickd energie je konstantni Fy = konst, stejné
tak i energie potencialni Fp = konst. Stfedni hodnoty kinetické i potencialni ener-

gie jsou pak rovny p¥imo jejim hodnotam, tj. < Fx »>= Ex a < Ep »>= Ep.
Pro kruhovou rychlost tak ziskime

2 172
v = (KT) = = V2. (118)

Jednou z moZnych aplikaci je vyuZiti pfi bridéni druZic v okoli Zemé.

3.11 Geometrie trajektorie, rychlost a poloha na trajekto-
rii

P#i gravitaénim piisoben{ (pole centralni sily) se pohyb dvou téles, kter na sebe
piisobi jen gravitatné, uskuteéhuje v roviné prochazejici jejich téZistém. Je-li hmot-

nost jednoho té&lesa vii¢i druhému zanedbatelna, pak je hmotngjsi téleso v t8Zisti




Obrizek 44: Eliptickd trajektorie télesa s vyznalfenfin pravé anomélie ;.

soustavy a kolem né&j obiha té&leso druhé, pro které je hmotn&js t&leso v chnisku
jeho eliptické drahy.
Elipsa patfi mezi kuZelosetky. V roviné x-y je jejim vyjad¥enim rovnice

2 P

Stm=L (117)
kde (obr. 44) ¢ = CO = OD je velkd poloosa a b = OB je poloosa mala. Ex-
centricita je definovana jako e = +/1 — 8?/a®. Ohniska elipsy maji soufadnice
Fy = {ae,0) a Fy = (—ae,0). Vzdalenost pericentra je ¢ = F1.D = a{l — ),
vzdalenost apocentra () = CF) = a1 +e). Uhlu ¢, se fika prava anomalie. Z troj-
Ghelnika F) FL A mame

risinty = resinv, a rpcosvy — 7 cosv = 2ae. (118)
Dale platf pro bod A(z,y) na elipse

rio=az—ael+yt=a—ex mp=y/lzta)t+yi=a+ter (119)

a tedy
T+ 7y = 2a. (120)

Ze vztaht (117) mi¥eme vyjadtit napt. r. a #» pomoci r; a %. Dosazenim za 2
do (119) a malou dpravou dostavime parametrické vyjadfeni rovnice elipsy (index




1 vynechan)
2
= M. (121)
1+ ecosv
Ve standardnich polarnich soufadnicich (g, ¢) je tvar rovnice elipsy do dosazeni

T = prose, ¥y = gsiny
b

{1 — 2 cos p)l/2’
Plocha, elipsy je ddna vztahem S = wab.

Pro vypocet rychlosti télesa na draze, vyjdeme z obrazku 45, na kterém je
znazornén rozklad vektory rychlosti o télesa do teéného v; a radialntho sméru ;.

o= (122)

planeta

k Slunce
I

perihel

Obrizek 45: Rozklad vektoru rychlosti na radialnf a tefnou sloZku pro planetu na elip-
tické dréze kolem Slunce.

Ze zakona ploch dostaneme

T
— = — —const = —

2 dt P’ (123)

kde dS je ¢ast plochy elipsy opsana privodifem za jednotku fasu, S = nab je
plocha elipsy a P je perioda. Velikost vektoru tefné rychlosti je ddna vztahem

dv 25 Zwab
2
— == 124
"# TP P (124)
a po dosazeni za b ziskdme pro ¢asovou derivaci pravé anomalie

2
% S ey (125)

Pro velikost radialni rychlosti plati

(126)




Parametricka rovnice elipsy je
_a{l -
1+ ecosv’
takZe po derivaci ziskame

2ra e

P

M = sin .

Pro velikost teéné rychlosti pak

27a {1 + ecosv)
=
TP 12

Ze vztahu pro tefnou rychlost miZeme okamZité vypoditat celkovou rychlost v pe-
rihéliu a aféliu, proto¥e zname i velikosti pravé anomalie (v = 0° pro perihélium
a v = 180° pro afélium).

(129)

N 2ra [1+e
Vper = vt(O ) = ? 1. (130)

2ra 1 —e
Vafe — vt(180”) = ? 1te (131)

Obecné pro kvadrat velikost rychlosti platf

2 s o dw%a? 1+ 2ecosu + e®
v=u vl = 2 o2

(132)

Dosazenim z parametrické rovnice elipsy

- S
ECOS’U:M (133)

T
a vyu#itim vetahu pro kvadrat periody

P dr? 3

= Wﬂ (134)

ziskame rovnici pro kvadrat rychlosti télesa, ktera bude vyjadfena jako funkce
vezdalenosti r a ne pravé anomalie

vt = k(M + m) (% - 1) . {135)

a

Rovn#Z si mi#eme piepsat rovnici zikona zachovani energie do polarnich soufadnic
(potatek v ohnisku elipsy)
wMm

1
E= vy +wl) — — (136)




Obrazek 46: Znazornéni excentrické F a pravé anoméilie v, které jsou reprezentovany
fhly POB' a PFB.

Mm
M+m

vektoru rychlosti v, =7 a v, = ri—j, pfejde rovnice na tvar

kde u je redukovana hmotnost y = . Dosadime-li za te¢nou a radialni slozku

E= % a7 4 RN 4 @l (137)

Cheeme-li zjistit pfesnou porici télesa na draze, musime si nejdfive najit jistou
velidinu, ktera plyne rovnomérné. Touto veli¢inou je tzv. stFedni anomdlie M, ktera
je definovand jako

M= %”r(f o, (138)

kde T je ¢asovy okam#ik priichodu perihéliem a ¢ = t' — T. Stfedni anomalie je
vlastné stfedni denni Ghlovy pohyb. Podle 2. Keplerova zdkona plati

AS t wab
— == = AS=—1 139
5 =5 7 b (139)
kde AS je plocha opsana privodi¢em za &as t. Je potfeba najit vztah mezi AS
a pravou anomalii v. K tomu vyuZijeme obr. 46, na kterém je znazornéna, trajekto-
rie télesa, které se pohybuje po elipse, a pravé se nachaz v bodé B. Pfes tento bod
je vedena kolmice na pfimku apsid (spojnice perihélia a afélia), ktera se protina




v misté B’ s kruZnici, ktera ma stejny stfed jako elipsa a jeji polomér je roven ve-
likosti velké poloosy elipsy r = a. Uhel, ktery sviraji tsetky PO a OB, se nazjva
excentrickd enomdlie £ a pro opsané plochy plati, Ze

b
AS = =ASg, (140)

kde ASge je kruhova vyseé bez trojuhelniku FB'O. Plocha kruhové vysefe je
amérna %Eaz, je-li excentricka anomaélie F v radidnech, pak je plocha FB'Q
~ %(a sin E)ae z ¢ehoZ dale plyne, e

1
ASg = §a2(E —esin E) (141)

a také 1 b
AS = - ab(E —esinE) = % t. (142)

Odtud pak plyne
2
EfesinE:%t:M — E-—esnE=M, (143)

coz je tzv. Heplerova rovnice, ktera nam dava do souvislosti neznamou excent-
rickou anomalii s anomélil st¥edni, kterou pro konkrétni ¢as umime vypoditat.
Tato rovnice 1ze nejrychleji fedit metodou postupnych iteraci. Prvni iteraci bude,
#e Ey = M a fefenim ziskime novou excentrickou anomalii £}, kterou opétovné
dosadime do Keplerovy rovnice a feiime. Po n&kolika iteracich se hodnota F jiz
nebude ménit, FeSenf rychle konverguje.

Ey=M
Ey =M + esin Fy... (144)
F,=M+esinFE,_;

Zname-li E(t), miifeme pak jiZ lehce vypoéitat vzdalenost r a pravou anomalii v.
Z obrazku 46 miZeme uréit vedalenost bodi F A jako

FA=0A—-0OF =a(cos E — ¢e) (145)
a bodi AR jako

AB:bAB’:EasinE:a\/lfezsinE. (1486)
a a

Uvazime-li, Ze plati jesté

b=avl—c® ar=/(FA?+{AB? =a\/(cos E — )2+ {1 —e?)sin £ (147)

pak nam vychaz, %e
r=a(l —ecos E). (148)

Pro pravou anomdlii pak plati, e jeji tangenta je rovna

— 1/2
A_B_a\/l e?sin I v (l—l—e) tang. (149)

tanw = tan — =
1—e

FA~ afcosE—e) - 2




P#i zjistovani polohy télesa v draze postupujeme nasledovné. Nejdfive musime zjis-
tit, jaké doba uplynula od priichodu télesa perihéliem drahy a musime znat periodu
obghu télesa P. Odtud pak vypoditdme stfedni anomalii M (rovnice 138), kterou
pouZijeme jako prvni aproximaci do Keplerovy rovnice (rovnice 143) a ze znamé
excentricity trajektorie pak miZeme touto rovnici vypodéitat excentrickou anomalii
E pro poZadovany ¢as. Ze zname excentrické anomalie, excentricity a velké poloosy
trajektorie, jiZz miZeme dale vypoéitat polohovy vektor r dle rovnice 148 a pravou
anomalii pak ze vztahu 149. Tim zname viechny parametry, které jsou potfebné
pro stanoveni polohy télesa v draze, tj. pravou anomalii v a vzdalenost od ohniska
r, 8imZ je poloha v draze (v roving) plng urfena.

Jako pfiklad si miZeme uvést drahu Zemé, kterd ma parametry ¢ = 1AU
(1,49598.10" m) a e = 0,0167. Pro vzdalenost Zem&-Slunce v perihéliu plati

r=a(l —e) =0,9833 AU (150)

a v aféliu pak
r=a{l+e)=1,0167AU. (151)

Nyni se miiZeme zeptat, kolik stupiil urazi Zemé na své draze po &tvrt roce od prii-
chodu perihéliem. Stfedni anomalie M je dle (138) rovna 7/2. Pro prvni iteraci
do Keplerovy rovnice proto volime Ey = M = 7/2.

E=M+esinE, = g + 10,0167 = 1,570% + 0,0167 = 1, 5875, (152)

odtud pak vypoéitame vzdalenost od Slunce
r=a{l —ecosE} = 1{1 — 0,0167 cos 1,5875) = 1,0003 AU (153)

a pravou anomalii

172 1
tan% = (1 —_f— z) tan (g) =1,0168tan ( ’52875) =1,604 = 91,9°. (154)

Stfedni tihlovy pohyb Slunce po ekliptice je pfibli#né 1 stupeh za den, takZe roz-
dil 1,9 stupfiim odpovida necelym dvéma dniim. Stejnd tak se miZeme zeptat,
za kolik dnf od prichodu perihéliem se zménf prava anomalie o 90 stupiid, tj.
v =90 tan = 1.

£ 22 ]
— = — — E =1,5b41 1
tan — (1 +ez) tanz  — , 95 (165)

Po dosazeni do Keplerovy rovnice dostaneme, ¢ M =1,5282rad a ¢as t=0, 2432F
= 88, 83d. Daldf &tvrtina pak ubghne za 93,79 dni. Tohoto rozdilu 5 dnf si viiml
u# i Hipparchos.

V ramci zapisu eliptické drahy v polarnich soufadnicich, se miiZeme je§té podi-
vat na extrémni zmény polohového vektoru a pravé anomalie. Derivace r a ¢ jsou




_all—é%)
14 ecosv

. 2ma e .
= ——— sinv

B ?\/1782

.ovy 2w (14 ecosv)®
= — = — 7
o P {1—e2)2s

P

Extrémnich hodnot nabyva derivace privodite pro hodnoty v = £90°
2ra e
N — 157
o (157)

a je-li excentricita mala, pak
= ﬁ% e (158)

R —
29,Tkm/s

a zména radialni rychlosti Zemé vii¢i Slunci je v rozmezi +0,5km/s. Extrémni
zmény pravé anomélie jsou pak pro hodnoty v = 0" a v = 1807

9r (1 2 9
PO L B g = 1,010 den

Ve TR e)ai2
2 {1 —e)?  2r

Ymin = ?m = ?(1 - 28) - 0,9856 /den

. 2
Ymax _ (11—2) = {1+4e)=1,069.

3.12  Drahové elementy

Draha télesa je uréena drahovymi elementy, mezi které patfi velki poloosa a a ex-
centricita drahy e. Tyto nam udévaji jeji tvar a velikost. K nim je zapotfebi znat
jesté Cas prichovu perihéliem 7. Toto jsou 3 zakladni parametry, které postacuji
pro pfipad pohybu t&lesa v roving. Obecné je ale zapotfebi fefit pohyb v pro-
storu, napf. viiéi roving ekliptiky, a proto je zapotfebi k popisu drahy jeSté dalsich
parametril. Dva z nich nam déavaji informace o poloze roviny drahy (smérnice nor-
maly), tj. sklon drahy ¢ a délka v¥stupného uzlu £2. Poslednim argumentem, ktery
je potfeba k drahy t&lesa v prostoru je poloha (argument) perihélia, viz obr. 47.

Délka sestupného uzlu je rovna 2 £ 180°, pokud je sklon drahy ¢ < 90°, pohyb
t&lesa je souhlasny s pohybem Slunce v roving ekliptiky, je-li ¢ > 90%, pak jde
o0 pohyb nesouhlasny (retrogradni).

U drah hyperbolickfch a parabolickych se misto velké poloosy ¢ uvadi veda-
lenost perihélia ¢, je-li drahou parabola, pak sta¢i pro popis pouze 5 parametri.
Tento pfedpoklad je v¥hodny jako prvni pFiblieni p#i popisu drahy neznamého
télesa.

Drahové elementy umélych druZic se vetahuji analogicky k Zemi.




Obrézek 47: Znazornéni drahovych elementd a rovin ekliptiky (zelend) a roviny ob&hu
télesa (modra).

Poloha télesa je na draze, jak jiZ vime, uréena, vzdalenosti r a pravou anomalii
v. Zakladni rovinou je rovina drahy télesa, zakladnim smérem je smér k perihéliu.
Chceme-li soufadnice télesa transformovat do soufadnicového systému s podatkem
ve Slunci, se zakladni rovinou v roviné ekliptiky a zakladnim smérem k jarnimu
bodu v, musime provést tF transformace.

Postup pfi transformacich od planetarnich k heliocentrickym ekliptikalnim sou-
Fadnicim je zfejmy dle obrazku 48 a je nasledujici:

1) otoéeni kolem osy 2’ o hel —w,

2) otofeni kolem osy z o ihel -0 a

3) otofeni kolem osy = = #’ o tthel —z.

3.13 Pohyb druZic Zemé

Ovéfeni moZnosti existence umélé druZice Zemé se uskuteénilo s jejim prvnim vy-
pudténim, které bylo 4. fijna 1957, kdy na obé%nou drahu kolem Zemé vynesla
sovétska raketa druZici Sputnik. Poéatetni parametry jeji drahy byly 215 km v pe-
rigeu a 939 km v apogeu se sklonem k rovniku 65,1° a ob&#nou periodou 96,2 mi-
nuty. Pro dosaZeni ob&iné drahy kolem Zemé byla druZici udélena 1. kosmicka




Obrézek 48: Zikladni sméry a zikladnf roviny pifi transformaci z orbitalnich (planetar-
nich) soufadnic do soufadnicové soustavy heliocentrickych ekliptikilnich soufadnic.

rychlost, ktera odpovida rychlosti na kruhové draze, tj. vektor rychlosti druZice
o L g. Pro kruhovou rychlost platf

wM gh?
“TVRvR VE+w (161)

kde g = kM /R?, R = 6,371.10°m a g = 9,81 m/s®. Pro h = 0 tak ziskame prvni
kosmickou rychlost rovnu 7,912 km/s.
Je-li rychlost rovna v ve vzdalenosti r, pak pro ni plati rovnice (135)

2 1
’UQIK,M(f—f).
rooa

Dosazenim do rovnice (162) dostdvame pro apogeum a perigeum vztahy

2_rwMg o KM@

UE—TQB.’UD— a q (163)

Pro trajektorii, jejiz velkd osa 2a = R + A je jen malo vétSi neZ polomér Zems,
dostavame pfi poéateéni rychlosti v na povrchu Zemé

5 KM M kM 2&M 2

1
Tt M - ) h=— 164
3" TR T R+r R T m T Ty (164)




tedy znamy vztah pro pohyb v homogennim gravitaénim poli. Pro obihajici télesa
v okoll Zemé miiZzeme najit analogicky vztah ke 3. Keplerovu zikonu

P =1,659 x 10 a*?, (165)

kde a je velkd poloosa trajektorie druZice v kilometrech a ob&Zna perioda P je pak
v minutach. JestliZe apocentrum je natolik vzdaleno od Zem&, Ze plati ¢ — oo,
pak téleso opousti oblast Zemé, ma parabolickou drahu a jeho rychlost je v&tsi nez
tzv. 2. komicka rychlost.

Stav na druZici je stavem beztiZe, jde o neustaly volny pad v gravitaénim
poli Zemé. Vazané drahy jsou elipsami nebo jejich tseky, coZ plati jak pro volny
pad stejné tak i pro vodorovny vrh (parabola je jen pfibli¥enim pro homogenni
gravitadni pole).

severni

zemapisny PR,

rovina rovniku

vzestupny
uzel

Obrazek 49: Znazornéni drahovych elementd druic Zemé. [E13)

Velice zvlastni je dynamika t&les na ob&iné draze. Zmény drahy jsou vidy jako
odezva na uréitou akci. Mame-li na poéatku velikost velké poloosy a

2 1 1 2

’USiK,M(***) - -==-—L (166)

g a a rg KM

a provedeme-li jeji malou zmému o Aa, coZ bude mit za nésledek i zménu rychlosti
0 Ay

¢ =a+Aa avy=y+Ay = v'g = 12 + 2updng, (167)

kde Awg zanedbavame.

L 1,&),3,i(1+m”0) _. Da_ ) A

a M g

(168)

[ a ry &M g

Z této rovnice vyplyva, Ze jestlize pfidame rychlost ve sméru pohybu, pak Aa > 0,
coZ znamenad, 7e se prodlouZi i perioda AP > 0, téleso zafne zaostavat a dostane se




dozadu (analogicky pro sniZeni rychlosti - t8leso se dostane dopfedu). Kolmy pohyb
prakticky neméni kvadrat vyslednice, perioda je tataz AP = 0, dochazi pouze
ke zménam viidi zakladnimu postaveni. Disledky dynamiky na obéZné draze jsou
pozorovatelné na pohybu kosmonauti, rozpadu télesa komety a divodu vzniku
meteorického vlakna.

Drahové elementy druZic (viz obr. 49) jsou obdobné jako je tomu u planet jen
8 tim rozdilem, Ze hlavni rovinou je rovina zemského rovniku. Drahovymi elementy
jsou g, e, 4, Q, wa I (prichod perigeem).

U druZic dochézi k velice v¥raznym sekuldrnim zménam, které vyplyvaji z faktu

Ze
a) Zem& neni hmotny bod nebo idealni koule (Zemé je zplodtéla) — stadeni
uzlové pifmky,
b) kromé Zems je v blizkosti i Mésic, Slunce a jina télesa sluneéni soustavy —
rugivé uéinky a
¢) vétdina druZic proléta pFes zbytky atmosféry, coZ ma za nasledek jejich br-
dénf (hlamé v okoli perigea), co¥ znamend, ¥e se postupng zmenfuje velka
poloosa a trajektorie se stava vice kruhovou (Zasem druZice sestoupi do hust-
sich vrstev atmosféry, kde vit¥inou zanikne).

I jiné planety maji druZice af uZ pfirozené ¢i umdlé (které tam poslal élovek).
Velké planety maji podetnou rodinu drufic jejichZ pozorovanim lze odhalit délku
velké poloosy druZice ¢ a jeji periodu P. Za pomoci zpFesn&ného 3. Keplerova
zakona pak miiZeme uréit hmotnost centralniho télesa. Pro systém Slunce - Zemd

plati
2

%‘; = Mg + My =1 v jednotkach Slunce (169)
&

a pro planety a jejich mésice pak my < my, plati

a3

P—} = (my +mg) = in, (opét v jednotkach Slunce). (170)
Hmotnost Jupitera je 1/1050M;, hmotnost Zemé je 1/333000M. Pro parame-
try mésiéni drahy ¢ = 384400km = 2,57 x 107° AU a periodu P = 27,3dne =
0,0747roku vychazi celkova hmotnost soustavy Zemd-Mésic 1/329000M . Sou-
stava Zemg-Mésic ma tedy pomér hmotnosti 1/81, coZ se projevuje tim, Ze se
kolem st¥edu soustavy (t82i8t8) tzv. barycentra pohybuje stfed Zems s polomérem
drahy cca. 4650 km. Tato vedalenost je v principu méfitelna, pfi blizkém pFiblizeni
planetky Eros v letech 1930-31 se tak podafilo zméfit hmotnost Mésice (Harold
Spencer Jones).

3.14 Problém t¥i a vice téles

Situace, kdy jsou v prostoru pouze dvé télesa, je vice méné akademicka. Ve sku-
teénosti je téchto téles velmi mnoho. Pfedstavime-li si pouze sluneéni soustavu,
tak kromé& Slunce, planet a jejich mésici tady mame trpasli¢i planety, asteroidy
a také komety. Vie na sebe plisobi gravitagnf silou, tj. dochazi ke vzijemnému



ovliviiovani, které se da pfesnymi méfenimi odhalit. Reseni problému u vzajemné
se ovliviiujicich V téles najdeme Fefenim 3 x N pohybovych rovnic

Z KT mJ (r: _TJ) (171)

_ 37
F=1,57¢ TJ)

Obecné tedy mame 3 x N diferencialnich rovnic a 6 x N integralti pohybu (za-
chovévajici se veli¢iny), pro pfipad 3 téles tak méme 9 diferencidlnich rovnic a 18
integrall pohybu. BohuZel viak zname ,jen“ 10! Sest z nich je dano polohou a rych-

losti t8#i5t& soustavy, které se pohybuje rovnomérng pfimoéafe (bez zrychleni), dale
zakon zachovani celkového momentu hybnosti

. Emz(migz - yzii)
Soma(Fi x7y) = konst & Do mu{md — k) (172)
Z mz(zziz - :Uzz.z)

dava dalsf t¥i integraly a je$té zakon zachovanf celkové energie

%Z mz(ﬁﬁ) + & = konst, (173)

kde ¢ je potencidlni energie dana vztahem

=y ™ mf (174)

i<j

Zakony zachovani dostavame seftenim rovnice (171) pro viechna ¢ = 1...V (rovno-
mérny pohyb t8%i3t8), vynaschenim vektorové 7 a sedtenim (zachovani momentu
hybnosti) a nakonec skalarné 7; a settenim (zachovani energie).

Zadné matematické postupy nevedou k nalezeni daliich integrald pohybu, z tcho
vyplyva, Ze nelze najit Zadné analytické feSeni tohoto problému. Lze nalézt pouze
analytické FeSeni pro specialni p¥ipad tzv. restringovaného problému t¥{ téles, kdy
hmotnost jednoho je 0 hodné mensi neZ zbyvajicich dvou ms < my; ma.

3.141 Lagrangeovy librai#ni body

Lagrange nalezl v roce 1772 v takovéto soustavé jisté vyjimefné body, které se
nachizeji v roving ob&hu. Téchto 5 bodl se nazyva Lagrangeovy libradni body,
pro které existuji relativng stabilni FeSeni (viz obr. 50). Okolo téchto bodd miize
,treti téleso vykonavat periodické pohyby.

Pokud do Lagrangeovych bodi téleso umistime, miiZe zde setrvat neomezeng
dlouho, nejstabilngjsi jsou libra¢ni body L4 a Ls, které leZi mimo spojnici stfedl
dvou hmotnéjsich téles a jsou umistény pro libovolny pomér hmot v obéZné roving
na vrcholech rovnostranného trojihelnika s obéma télesy ve zbyvajicich vrcholech.
Pfikladem téchto libraénich bodid L4 a L jsou Trojané, ktefi jsou takto zachycent
v systému Slunce-Jupiter 60° pfed a 60° za Jupiterem, jak je zndzornéno v obrazku
51 (vlevo), ale i pro systém Zemé-Slunce (vpravo). Ménd stabilnimi jsou pak body
Li, Ly a Ls, které leZi na spojnici mezi obéma hmotn&j$imi télesy a to tak, Ze




Obréazek 50: Lagrangeovy body v systému Slunce-Zemé a znazornéni ekvipotencialnich
ploch [E14].

L je umistén mezi télesy, Lo leZici vné méné hmotného bodu M, a L3 leZici vné
hmotnéjsiho bodu M;. Pro vzdalenost Lagrangeova bodu L; od stfedu hmotn&jsi
slozky plati aproximativni vztah [E16]

3.14.2 Ekvipotenciélni plochy

Velice dilleZité jsou tzv. ekvipotencialni plochy, tj. spojnice mist se stejnym poten-
cidlem. Pfi pohybu po téchto plochach se nekona prace, protoze plati

FF=0. (176)
Tekuta (plasticka) télesa drZena vlastni gravitaci nabyvaji v ustaleném stavu pravé
jejich tvaru. Jde-li o gravitaéni pole pouze jednoho télesa (repezentovaného hmot-
nym bodem), pak je povrch reprezentovan ekvipotencialni plochou koule, pro kte-
rou plati

M
r

P =—x« (177)
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Obrézek 51: Vlevo jsou Trojané v systému Slunce-Jupiter [E15]} a vpravo pak libragni
body v systému Zemé-Slunce [E18].

V obecném p¥ipadé t&lesa rotujiciho kolem pevné osy je

kde g je vzdalenost od rotaéni osy a w je uhlové rychlost. Téleso pak nabyva tvaru
rota¢niho elipsoidu.

Dalgim pfikladem jsou ekvipotencialni plochy systému s vazanou rotaci dvou
téles 0 hmotnostech M, a M,, které obfhaji po kruhovych drahach v korotujici

kde r je vzdalenost téles, ktera je neménni, nebot télesa obfhaji po kruhovych dra-
hach. Potencidlni energie v mistd o soufadnicich {z, y, z) se sklada ze souétu gra-




vitatnich potenciali vzhledem k ob&ma hvdzdam o hmotnostech A, a M, a ¢lenu
odpovidajicimu fiktivnimu potencialu odstfedivé sily

1

gravitainf srychlerd  rotace systému

kde p je vedalenost vybraného bodu od normaly k orbitalni roving prochagejict
t& m, a *; & s jsou vzdalenosti zvoleného bodu od prvniho a druhého télesa.
Mista, kde je potencialni energie rovna 0, odpovidaji singularnim bodim (Lagran-
geovy libracni body), ve kterych se ekvipotencialni plochy protinaji (viz obr. 53).

Obrizek 53: Rocheliv model s barevnym vyznadenim Rocheovych lalokil. [E17]

Vyznam ploch je dilezity hlavné u dvojhvézd, ekvipotencialni plochy, které
prochéazejl vnitfnim Lagrangeovym bodem L), dévaji za venik dvéma plocham,
pod kterymi je oblast, ktera nale# ur€itému té&lesu. Pfekroéi-li tuto plochu né&jaka
Castice, ztraci tak stabilitu, ¢astice bude patFit i t&lesu druhému.




3.14.3 Rocheiv model

Rochetiv model pfedstavuje nahrazeni skutetného potencialu dvojhv@zdy, které

v centrech sloZek dvojhvézdy a potencidlem odstiedivé sily ob&#ného pohybu. Tato
aproximace je vzhledem k vysoké koncentraci hmoty hvézd smérem k centru zcela
pfipustni. Ukazuje se, %e tvar ekvipotencidlnich ploch Rocheova modelu zavist
pouze na poméru hmotnost! ocbou hmotnych bodd. P#sluiné ekvipotencialni plo-
chy jsou nejprve uzaviené kolem obou hvizd, ale pro uréitou kritickou hodnotu
potencialu se slévaji v jakési bryle s thlem velmi pFiblizng 57 stupfil vidi spojnici
obou center. Dal3f ekvipotencialni plochy jiZz obklopuji ob& hvdzdy, poté se po-
stupné otviraji nejprve za méné hmotnou a poté za hmotngjii slozkou, a ve velké
vzdalenosti se limitné bliZ sférickym plocham kolem celé dvojhvézdy. Ona kriticka,
Lbrylovita® ekvipotenciala se nazyva Rocheova mez.
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Obrézek 54: Diferencialni zrychleni.

V soustavé planeta a jeji druZice pisobi planeta diferencialni zrychleni v mistéd
na povrchu druZice (obr. 54)

M M wM

které mifi k planeté. K tomuto diferencialnimu zrychleni je oviem je$té zapotiebi
pidist rozdil odst¥edivého zrychleni

Aag=u*r — R —u*r = —*R, (182)

0 hodné vétsi ne¥ drufice, proto je t&%isté pfiblizné v centru planety). UvaZime-li,
e pro korotujici systém plati podle (179)

M wM
Wt = K.ﬁ — Aa= 73? R. (183)




Rugivé pisobeni na téleso je nepfimo tmérné t¥eti mocninéd vzdalenosti, proto
vzdalendj3i t&lesa vytvafejl homogenn&jsi gravitaéni pole, u kterych se diferencialni
zrychleni neprojevi. Rozdil diferencialniho zrychleni musi byt vyrovnan soudrznosti
a gravitaéniho zrychleni druZice. Zanedbame-li prvni vliv (soudrZnost), pro gravi-
tadni zrychleni druZice plati

(184)

porovnanim s diferenénim zrychlenim pak pro p¥ipad stabilni existence druZice
mus{ platit

Vyjad¥ime-li vzdalenost r v jednotkach poloméru planety B, jako r = kR, po upravé
a dosazeni dostaneme

odkud pro kenstantu % plati

roztrieni ma pak lepsi pfedpoklady. Pro takovy pfipad plati vztah k. = 2,




finale ...



