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Kapitola

Konecné automaty a regularni jazyky

V této kapitole si zopakujeme ucivo o konecnych automatech a probereme véty a dukazy, které

jsme v minulém semestru brali jen okrajove.

1.1 Definice koneéného automatu

Nejdriv si zopakujeme vSechny definice tykajici se koneéného automatu.

Definice 1.1 (Koneény automat)
Koneény automat je usporadand pétice A = (Q,%, 6, qo, F'), kde je

Q ... neprdzdna koneénd mnoZina stavi

Y ... neprdzdnd konecnd abeceda (mnozina signali)
6 ... prechodovd funkce, definovand nize

qo ... pocdtecni stav, o € Q

F ... mnoZina koncovych stavi, FF C Q, F # ()

Pfechodova funkce § konecného automatu (dile KA) A= (Q,%, 4, qo, F) je definovdna takto:
0: QxXY—Q (zdpis pomoci mnozin)
d(q,a) =1, kde g7 € Q, a € X (symbolicky zapis)

Definice 1.2 (Konfigurace, pocateéni a koncova konfigurace)

Oznacme X* mnoZinu vsech slov, kterd lze utvorit ze symboli abecedy Y. Konfigurace KA je
usporddand dvojice (q,w), kde ¢ € Q, w € ¥* (neprectend cast vstupni pdsky).

Dadle definujeme tyto pojmy:

e Pocatecni konfigurace je konfigurace (qo,wy), kde qo je pocdtecni stav automatu a wq je

startovaci (pocdteéni) slovo

e Koncova konfigurace je konfigurace (qf,€), kde qf € F
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Definice 1.3 (Prechod mezi konfiguracemi)

Relaci prechodu mezi konfiguracemi znacime symbolem + a definujeme ji takto:

(gi,aw) F (gj,w) <d:ef> 0(gi,a) = q;, kdeqi,q; €Q, a€X, weX* (1.1)

Definice 1.4 (Vypocet slova v koneéném automatu)

Vypocet slova v konecném automatu je posloupnost konfiguraci zacinajici pocatecni konfiguraci

s danym slovem a koncici nékterou koncovou konfiguract, vztah mezi sousednimi konfiguracemi je

Reflexivni a tranzitivni uzavér relace pfechodu mezi konfiguracemi F oznacime F*, tranzitivni

dan relact prechodu .

uzéver .

Definice 1.5 (Rozpoznani (pfijimani) slova koneé¢nym automatem)

Konecny automat A = (Q,%,0,qo, F') rozpozndvd (prijimd) slovo w, pokud existuje posloupnost
vypoctu tohoto slova v automatu, tedy pokud se lze z pocdtecni konfigurace (qo,wo) postupnym

uplatriovdnim relact prechodu dostat do nékteré koncové konfigurace:

(g0, w) F* (gf.€), kdeqseF (1.2)

Definice 1.6 (Jazyk kone¢ného automatu)
Jazyk konecéného automatu A je mnoZina vech slov w, kterd automat prijima:

L(A) ={w e X" ; (q,w) F* (qr,¢), kde qr € F} (1.3)

Automat A rozpozndvd jazyk Lj, pokud prijimd pravé slova jazyka Lj; (tj. prijimd vSechna
slova jazyka, ale nepfijimd Zddné slovo do jazyka nepatiici).

Znacime Lj = L(A) (jazyk Lj je rozpozndvdn automatem A, je jeho jazykem).

Piiklad 1.1

Zopakujeme si vSechny mozné zapisy kone¢ného automatu. Zakladni specifikace je nasledujici:

A= ({qo, a1}, {a,b}, 6, qo0, {q1})

Diagram: S-funkce: Tabulka prechodii:
a m (5(610, a) =q stav\vstup H a ‘ b
% 0(q0,0) = 1 —q || 9 | ©1
b ~ d(q1,b) = qo —aq | - |

Jeden z moznych vypocétl v automatu:
(40, aab) F (qo, ab) F (q0,b) F (1) proto aab € L(A)
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Predchozi vypocet byl Gspésny, jednalo se o slovo patrici do jazyka rozpoznavaného automa-
tem. Nicméné automat miize mit na vstupu i slova nepatiici do jeho jazyka, napiiklad:
* (qo,bba) - (q1,ba) - (g0, a) - (qo,€)
tato konfigurace neni koncova: qg ¢ F', proto bba ¢ L(.A)
® (qo,ba) - (q1,a) = 777
dél nelze pokracovat, ale konfigurace neni koncova, proto ba ¢ L(.A)

Jazyk automatu:
L(A) = {a"b; n>0}- {(ba*b)" ; i >0} = a*b(ba*b)*

Dale jsme si definovali nedeterministicky koneény automat a ukazali, ze tfidy jazyku rozpoznava-
nych deterministickymi a nedeterministickymi automaty jsou navzajem ekvivalentni. Nasledoval

totélni (Gplny) automat a déle postup redukce stavii automatu.

1.2 K uzavérovym vlastnostem

V minulém semestru jsme se dtikladné zabyvali zejména uzévérovymi vlastnostmi tiidy jazyka ge-
nerovanych koneénymi automaty vzhledem k regularnim operacim — sjednoceni, zfetézeni a iteraci.

Nyni se zaméfime i na dalsi operace, véetné prislusnych dikazu.

1.2.1 Pozitivni iterace

Operace pozitivni iterace je podobnd operaci iterace (Kleeneho uzavéru, hvézdiéce) s tim rozdilem,
ze pokud do puvodniho jazyka nepatfilo prazdné slovo, nebude patrit ani do vysledného jazyka.

Srovnejme definici operace iterace a pozitivni iterace (ptvodni jazyk ozna¢me L):

o oo
iterace: L* = U L pozitivni iterace: LT = U L
1=0 =1

#| Véta 1.1

Trida jazyki rozpozndvangch konecnymi automaty je uzavrena vzhledem k operaci pozitivni iterace.
£

#<| Postup

Vezméme jakykoliv koneény automat A; = (Q, X, d1, qo, F) rozpoznéavajici jazyk Lp. Sestrojime
automat A = (Q,X,d,qo, F) takovy, ze L(A) = LT = (U2, Li. Tentokrat si nemusime ,hrat"
s pocatecénim stavem, protoze do jazyka explicitné nepfidavame prazdné slovo.

Postupujeme nasledovné:

e pouzijeme piivodni pocateéni stav, mnozinu stavil, mnozinu koncovych stavii,

e zajistime iteraci — v koncovych stavech pridame reakce stejné, jaké jsou v pocatecnim stavu.

Zapis prechodové funkce:

5( ) {61(pva’)7pEQ_F7a’EE
y ) =
P 01(p,a) Udi(qo,a) ; pEF, a € X
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Prvni fadek pfedpisu pouzijeme pro vSechny stavy kromé koncovych (jen pfejmeme chovani z pu-
vodniho automatu), druhy fadek plati pro koncové stavy. V nich nechdme ptivodni pfechody

a pfiddme ty ptfechody, které vedou z pocatecniho stavu.

>0
Priklad 1.2
Postup si ukdzeme na automatu rozpoznavajicim jazyk L; = {aibb ;1> 0} = a*bb (stejném

jako u iterace). Tento jazyk je rozpoznavan automatem Ay = ({po, p1,p2}, {a,b}, o1, po, {p2})

urcéenym takto:

- H - ‘ ’ 61(po, a) = po aO
—Po || Po | D1 81(po, b) = p1 b b .
- Pl b2 61(p1,b) = p2 4
b2

Sestrojime automat A rozpoznavajici jazyk L(A) = L: A= ({po,p1,p2}, {a,b}, &, po, {p2}).
Pfiddme nové ptrechody vedouci z koncovych stavi (v tomto pfipadé ze stavu pg) — ,zkopiru-

jeme“ prechody z pocatecniho stavu.

Alalv o)
— po || Po | P1 Po-y o (p2,a) = po LN
d(po, b) = p1 d(p2,b) =p1 4 @
D1 D2 (5(])1, b) = po
D2 | Po | P1

Dukaz (Véta 1.1): Tento dikaz bude velmi podobny dikazu pro iteraci. Dokézeme, ze
vySe popsany algoritmus vytvori automat rozpoznavajici jazyk, ktery je pozitivni iteraci jazyka
pivodniho automatu, tedy ze L(A) = L(A;)". Pouzijeme diikaz matematickou indukci. Protoze
plati LT = (J2, L*, matematicks indukce se bude tykat rtizného poétu zfetézeni jazyka, tedy
postupné probereme L!, L2, atd.
Ke koneénému automatu A; = (Q1, %, 01, qo, F1) rozpoznéavajicimu jazyk Lj sestrojime auto-
mat A = (Q, X, 9, qo, F') tak, jak bylo popsano v konstrukei pfed ptikladem.
Bdze: Dokazujeme L} C L(A): rozlisime dva piipady — |w| = 0 a |w| > 1. Prvni piipad je
trividlni. € € L; pravé tehdy a jen tehdy, kdyz ¢ € L(A), protoZe s po¢ateénim stavem gy se
v algoritmu nijak nemanipuluje, véetné toho, zda patii do mnoziny koncovych stavt.
Jestlize |w| > 1:
= v automatu A; existuje vypocet
(q0,w) ... (qr.€), gz € Q1, qr € 1
= protozZe vesSkeré piechody z §; existuji i v §, pak v automatu A existuje vypocet
(o, w) k... F(qr.€), @ €Q, gs€F
= weL(A) = LiCL(A
Predpoklad: Déle budeme predpoklddat, ze L¥ C L(A) pro n&jaké k > 1.
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Krok indukce: Dokazujeme, 7e LT C L(A).
Vezméme slovo w = wy - wg - ... w1, kde |w;| > 1, w; = a;-w}, w; € Ly pro1<i<k+1.
= pro kazdé i € {1,...,k + 1} existuje vypocet v A; :
(40> wi) & (quys wi) . = (a5,,€), Goy € Qu, ay, € F
= v A; existuji predpisy 61(qg,a:) D Gu;

4

v A existuji predpisy 0(qo, @i) 2 ¢az;, 6(qf,a:) 3 ¢z, pro nékteré qf € F
= pro kazdé i € {1,...,k + 1} v automatu A existuji podvypocty
(g0, wi) b (qzy,wh) b oo F (qy,,€), Gz €Q, qp, €F
(qf, wi) F (qu;,wi) F ... (g5,5€), oy €Q, qf, € F
= prvni pouZijeme pro slovo wy, druhy pro slova w;, i € {2,...,k+ 1}:
(s0,w1-wa ... wpg1) b (qey, Wy -wo .- wpgr) o
F(gp,wa- ... - wpyr) F (Qug,wh + oo~ wr1) F oo
F(qf,, wrs1) F (qul,w;CH) o F ()
= weLlA) = LM'cCLA

Zbyva dokazat opacny smér — pokud slovo w ¢ L7, pak také w ¢ L(.A). Do funkce § jsme pridavali
pouze takové prechody, které zajistily ,navrat“ na zacatek po ukonceni zpracovani jednoho slova
z jazyka L, proto mtzeme Fict, Ze pokud w ¢ L3, pak w ¢ L(A).

Z toho vyplyva, ze jazyk automatu A je pozitivni iteraci jazyka automatu A;. a

1.2.2 Zrcadlovy obraz

£ Véta 1.2

Trida jazyku rozpozndvanych koneénymi automaty je uzaviena vzhledem k operaci zrcadlového

obrazu (reverze).

£

Postup

Je dan reguldrni jazyk L; rozpoznavany kone¢nym automatem Aj, kde A; = (Q1,3, 61, ¢, F1),
L1 = L(Ay). Vytvaiime jazyk L = Lf a koneény automat A = (Q,X,0,q0, F), L = L(A).

Postupujeme takto:

e prevratime vSechny ptechody,

e vytvofime novy pocatecni stav qo, plati g0 ¢ Q1,

e ze stavu gg budou vést prechody, které (po prevraceni pfechod) vedou z byvalych koncovych
stavi (tj. z momentélnich ,virtudlnich po¢atecnich stava“),

e mnozina koncovych stavii bude obsahovat pouze piivodni poc¢atecéni stav, ale pokud do jazyka

L, patiilo i slovo ¢, pak tam zafadime i stav qg.
Takze plati:
e Q=0Q1U{q},
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1 .
{g5,q90} ; e € Ly
{r; di(r,a)>p, a€X}; pe

rechodova funkce: § =
e prechodové funkce: §(p, a) { {ri;61(ra)dqp, qf €F, a€X}; p=qo

Piiklad 1.3

Je dan tento jazyk a konec¢ny automat, ktery ho rozpoznava:
Ly = {abia{1’2} D1 > 0} U {abic P> O}
= {abi 54> 0} -{a,aa,c}

Al - ({QO,(]17Q2aQ3}7 {a,b,c}, 517 qo, {%a%})

Ay H a \ b \ ¢ 61(q0,a) = q1 Qb
—qo || q1 61(q1,a) = g2 —»L

Q|| ol 61(q1,0) = ¢
— g2 || g3 d1(q1,¢) = g3 a
— g3 1(g2,a) = g3

Sestrojime automat A rozpoznavajici jazyk L(A) = L. V diagramu zménime orientaci hran,
v predpisu prechodové funkce zaménime stav v zavorce se stavem za rovnitkem, v tabulce zamé-
nime umisténi stavu v oznaceni faddku a stavu v buiice na tomto Fadku.

Protoze automat .4; mé dva koncové stavy, je tfeba vytvorit novy stav sg, ktery ,,pfejme roli¢
téchto stavil na zacatku vypocétu kazdého slova v automatu A.
A= ({q0, 91,92, g3, 50}, {a,b,c}, §, s0, {q0})

Al o o] gmnT e

0.0) =} o e
= % (¢1,a) = {qo} a a 407%
6(q1,b) = {a1}

“l © L0 52, ) = {1} RNt
- d(gs,a) = {a2}
L N 5(gs ) = {m}

Je zfejmé, Ze stav g3 je nedosazitelny, tedy dalsim krokem by mohlo byt jeho odstranéni.

Ditkaz (Véta 1.2): Ke koneénému automatu A; = (Q1,3, d1, ¢§, F1) rozpoznavajicimu jazyk
L, sestrojime automat A = (Q, X, 4, qo, F') tak, jak bylo popsédno v konstrukeci pfed piikladem.
Dokazeme, Ze tento algoritmus vytvori automat rozpoznavajici jazyk, ktery je zrcadlovym obrazem
jazyka ptivodniho automatu, tedy ze L(A) = L(A;)%.

V diikazu budeme pocitat s tim, ze operace zrcadlového obrazu fetézctli je sama k sobé inverzni,
tj. (w)F = w.
Dokazujeme L(A1)F C L(A):
Necht w € L(A1), w® e L(ANE, w=a;---a,, n>1.
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= v A; existuje posloupnost konfiguraci
(a1 an—1an) b ... - (rya,) - (g7,€), kde r € Q1, q5 € I
A podle algoritmu

— pro vSechny pfechody podle d;(r,a) 3 p v automatu A; je vytvoreno §(p,a) > r v au-

tomatu A (otoceni vSech ptechodu),
— pro 01(r,a) 3 qf, v € Q1, a € ¥ jsme v A vytvofili §(qo,a) >

= v A existuje posloupnost konfiguraci
(40, @nan—1---a1) b (ryan_1---a1) ...+ (q5,€), kde r € Q1, ¢f € Fy
= wl e L(A)
Dokazujeme L(A1)" D L(A):
Necht w € L(A), w=a;---ap, n > 1.
= v A existuje posloupnost konfiguraci
(go,a1a2---an) F (s,a1a2---an) - ... F (sf,e), kde s € Q, sy € F
A podle algoritmu

— pro vSechny ptrechody podle d;(r,a) 3 p v automatu A; je vytvofeno §(p,a) > r v au-

tomatu A,
— pro 6i(s,a) 3 sy, s € Q1, a € ¥ jsme v A vytvotili 6(qgo,a) > 7

= v A; existuje posloupnost konfiguraci
(@b, an-aza1) b ... F (s,a1)  (sf,€), kde s € Q1, s € i
= wf ¢ L(A;)
Pro prazdné slovo w = ¢ tvrzeni o obou inkluzich plati také: pravé tehdy, kdyz e € L(A;), plati
podle algoritmu gy € F, tedy ¢ € L(A) <= ¢ € L(A;)". 0

1.2.3 Prunik

£ Véta 1.3

Trida jazykid rozpozndvangch koneénymi automaty je uzaviena vzhledem k operaci pruniku.

£

Nasledujici postup se nam bude hodit i pozdéji, podobny algoritmus totiZ budeme potifebovat

i u operace rozdilu jazyki.

Postup

Budeme predpokladat, Ze nékteré dva regularni jazyky L1 a Lo jsou rozpoznavany deterministic-
kymi konec¢nymi automaty

A1 = (Q1,%1,01,¢8, F1), L1 = L(A;) a

Az = (Q2,%2,02,45, Fa), Ly = L(Az), Q1N Q2 =10.

Vytvarime jazyk L = L1 N Le a automat
A= (Q, Y1 N X9,9,qo, F), L= L(.A)
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Potfebujeme, aby automat A rozpoznéval pravé ta slova, kterd rozpoznavaji automaty A;
a As. Toho docilime jednoduse tak, Ze totéz slovo nechame paralelné zpracovavat oba ptvodni au-
tomaty, resp. v automatu A spustime paralelni simulaci vypoc¢tu ptivodnich automati. Vyhledame
dvojice prechodti, jeden z automatu A1, druhy z automatu As, takové, ze oba tyto prechody lze
pouzit ve stejné situaci (v nasem piipadé pii stejném vstupnim signalu). Takze pokud v prvnim
automatu mame piechod d1(r,a) = s a v druhém d2(u,a) = v, pak v automatu .4 bude prechod
o([r,u],a) = [s,v].

Mnozinu stavi vysledného automatu bude tvorit mnozina usporadanych dvojic takovych, Ze
prvni prvek dvojice je stav z ()1, druhy prvek je stav z Q2. Tedy se vlastné jedna o vytvoieni
kartézkého souc¢inu mnozin @1 a Q2, ale ve skutecnosti nékteré jeho prvky (nové stavy) budou
v automatu A nedosaZzitelné ¢ nadbyteéné, tedy v redlu pujde pravdépodobné o podmnozinu

kartézského soucinu. Shriime, jak bude vysledny automat vypadat:

e mnozina stavli je mnozinou usporadanych dvojic:
Q=01 xQ2={[z,y]; z€Q1, y € Qa}

e pocateéni stav je usporadana dvojice qo = [qg, ¢3]

e mnozina koncovych stavii bude podmnozinou mnoziny ) obsahujici jen ty dvojice ptivodnich
stavi, které jsou v automatech A; a Ay koncové:
F=F xF,=A{[x,y]; v € F1, y € Fy}

e prechodova funkce § vychézi z prechodovych funkci d; a ds:
d([z,y],a) = [u,v], kde d1(z,a) = u, d2(y,a) =v, a € L1 N X9

)
©

Piiklad 1.4

Sestrojime automat rozpoznévajici prinik dvou jazykt, potfebujeme k nim ekvivalentni determi-
nistick€é automaty:
Ly ={ad'ba ; i,j >0} =a*ba* A1 = ({0,1}, {a,b}, 01, 0, {1})
Ly = {(ab)lad’ ; i,j > 0} = (ab)*aa* Az = ({2,3,4}, {a,b}, &2, 2, {3,4})
Automaty pro jazyky L; a Lo:
A1 || a| b 01(0,a) =0

a/) a
001 61(0,0) =1 @ b @
+—1 (51(1,(1) =

—_

Az [ a| b 52(2,a) =3
S92 3 52(3,a) = 4 /"_\ a4
—s3|a]2 52(3.b) = 2 —(2) @ a
44 52(4,a) = 4 b

Mnozina stavii bude mnozinou usporadanych dvojic ptvodnich stavi, ale z divodu zkra-
ceni a zjednoduseni zapisu nebudeme psat ¢arku oddeélujici prvky usporadané dvojice. Sestrojime
automat A = (Q, X, 4, [02], F), kde

e Q= Q1 x Q= {[02],[03],[04], [12], [13], [14]}
o ['=Fy x Fp ={[13],[14]}
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e prechodové funkce §:

Al a | b 5(02], a) = [03]
— 102 | [03] 5(03],a) = [04] a 0
[03] || [04] | [12] 6([03],b) = [12] . a a
[04] || [04] 5([04], a) = [04] .
12 | 3] 5([12], a) = [13]
13| 14 3((13), @) = 14 @2)——03)—(0a)
[14] || [14] 6([14],a) = [14]

Stav [04] je, jak vidime, nadbyteény, proto by nebyl problém ho odstranit.

[A]

Dukaz (Véta 1.3): Je tfeba dokazat, Ze pro jakékoliv slovo w € ¥] N 35 plati:
w e L(A1)NL(Ay) <= w € L(A). Budeme pouzivat stejné znaceni jako ve vyse uvedeném popisu
konstrukce. Predpoklddame, Ze automaty A; a Ay jsou deterministické.
Dokazujeme L(A1) N L(A2) C L(A):
Necht w € L(A1) N L(A2), |w|=n, n>1.
= v A; existuje vypocet (¢f,w) H* (q}, £), q} € Iy o délce n pres posloupnost stavi

@) =705+ Tn = qf
A v As existuje vypocet (qg, w) H* (q]%, £), qJ% € F5 o délce n pres posloupnost stavi
G = 50,150 = 47

A v mnoziné stavii ) budou dle algoritmu obsazeny obsazeny stavy [r;,s;], 0 <i<n
A pro prechodovou funkci § plati
d([z,y],a) = [u,v], kde §1(z,a) = u, d2(y,a) =v, a € L1 N Xy
= v A existuje vypocet ([¢}, ¢3], w) H* ([q}, q?], e) o délce n pies posloupnost stavi
(96, @8] = [ro. ol - -+ [rns 0] = [q]lf7 qJ%]
= w € L(A)
Dokazujeme L(A1) N L(A2) O L(A):
Necht w € L(A), |w|=n, n> 1.
= v A existuje vipocet ([q,q3], w) F* ([q}, qj%], £), q} € F, qj% € F5 o délce n pres posloupnost
stavi g}, a8) = [0y 50} - [Fus 0] = [}, )
= vzhledem k algoritmu existuje v automatu Ay vypocet
(g§,w) -* (q},e), q}' € Fy o délce n pres posloupnost stavii gf = 7o, ...,y = q]1c
a v automatu As vypocet
(qg, w) F* (q]%, £), qj% € F5 o délce n pres posloupnost stavi qg = 80,...,8, = q]%
= weL(A;) AN we L(Ag)
= w e L(A;) N L(Az)
Zbyvé provérit algoritmus pro |w| = 0. Zde si sta¢i uvédomit, Ze [¢f,¢3] € F pravé tehdy a jen
tehdy, pokud ¢} € Fy a zaroven g3 € F. Proto ¢ € L(A) <= ¢ € L(A;) N L(As). O



KaAaPiTOLA 1 KONECNE AUTOMATY A REGULARNI JAZYKY 10

1.2.4 Doplnék

£ Véta 1.4

Trida jazyki rozpozndvangch konecnymi automaty je uzaviena vzhledem k operaci doplnku jazyka

v dan€ abecedé.

Vo]

Postup

Sestrojeni kone¢ného automatu rozpoznavajiciho doplnék jazyka jiného konecéného automatu ne-
budeme podrobné probirat, jen si tento algoritmus stru¢né nastinime:
e vezmeme piivodni automat, budeme chtit, aby byl deterministicky a totalni,

e pokud F} je puvodni mnozina koncovych stavi, nova mnozina koncovych stava bude

F=Q-F.

\
Jb

5| Poznamka:

Dukaz této véty bude ponékud jiného druhu nez jiné, které v téchto skriptech najdeme. Bylo by
mozné sice vytvorit podobny dikaz jako u predchozich vét, ale zde si ukadzeme, ze v nékterych
pripadech to jde i mnohem jednoduseji. Jak vime z pfedchoziho semestru, jazyk je ve skutec-
nosti mnozina, se kterou mizeme provadét riizné mnozinové operace véetné sjednoceni, priniku

a doplnku, ¢ehoz zde vyuzijeme.

Duikaz: Pro jakékoliv dva jazyky L1, Lo plati De Morganovy zakony:
LiULy=1IL1NLy

A zaroven budeme predpokladat, Ze jazyky L1, Lo jsou regularni, tedy patii do tfidy jazykua
rozpoznavanych koneénymi automaty. Dikaz povedeme sporem.

Predpoklddejme tedy, zZe tfida jazykd rozpoznavanych konecnymi automaty neni uzaviena
vzhledem k operaci doplitkku. Zaroven vime z predchozich vét a dikazu, Ze tato tfida je uzaviena
vzhledem k ostatnim operacim, které se v uvedeném vztahu vyskytuji — sjednoceni a pruniku.

= Na levé strané uvedeného vztahu je rozhodné regularni jazyk, tedy L; U Lo patii do tiidy
jazykt rozpoznavanych koneénymi automaty.

A Pokud by tato t¥ida nebyla uzaviena vzhledem k dopliiku, pak by nebylo mozno tvrdit, ze
L1 a Ly jsou regularni, tedy by néktery z téchto jazykt nemusel byt regularni. Totéz plati
i 0 celé pravé strané L; N Lo.

= Na levé stran€ mame vzdy takovy jazyk, ktery patii do tiidy jazykt rozpoznavanych konec-
nymi automaty, ale na pravé strané nikoliv = spor.

= Ttida jazykd rozpoznavanych konecnymi automaty je uzaviena vzhledem k operaci doplitku.

d
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1.2.5 Rozdil

£ Véta 1.5

Trida jazykid rozpozndvangch koneénymi automaty je uzaviena vzhledem k operaci rozdilu.

£

Vysledkem rozdilu dvou jazykt je jazyk obsahujici pravé ta slova prvniho jazyka, kterd se nena-
chazeji v druhém jazyce. Jak bylo vyse naznaceno, postup bude velmi podobny tomu, ktery jsme

probirali u operace praniku, ale navic budeme pozadovat, aby oba ptvodni automaty byly totalni.

Postup

Budeme predpokladat, Zze dva regularni jazyky L; a Ls jsou rozpoznavany deterministickymi
uplnymi koneénymi automaty

A1 = (Q1,%1,01,¢8, F1), L1 = L(A;) a

Az = (Q2, 32, 02,63, F2), Lo = L(Az), Q1 N Q2 = 0.

Vytvarime jazyk L = L1 — Ly a automat
A=(Q,X1UX9,0,q,F), L=L(A).

Totéz slovo nechdme paralelné zpracovavat oba puvodni automaty, resp. v automatu 4 spus-
time paralelni simulaci vypoc¢tu puvodnich automatd. TakZe pokud v prvnim automatu mame
ptechod 01(r,a) = s a v druhém d2(u, a) = v, pak v automatu A bude pfechod §([r,u],a) = [s,v].
Mnozinu stavti vysledného automatu bude tvofit mnozina usporadanych dvojic takovych, ze prvni
prvek dvojice je stav z (1, druhy prvek je stav z Qo.

Odlisnost postupu oproti operaci priniku bude v mnoziné koncovych stavi. Zatimco u pri-
niku byly v mnoziné koncovych stavil vSechny takové dvojice, kde oba prvky byly v ptvodnich
mnozinach koncovych stavi (vysledny automat rozpoznaval pravé ta slova, kterd rozpoznavaly
oba ptuvodni automaty), v pfipadé rozdilu zafadime do mnoziny koncovych stavii takové dvojice,
kde prvni prvek je koncovy v prvnim automatu a zaroven druhy prvek neni koncovy v druhém
automatu.

Shriime, jak bude vysledny automat vypadat:

e mnozina stavi: Q = Q1 X Q2 = {[z,y] ; € Q1, y € Q2}

e pocatecni stav je uspoifddand dvojice qo = [qd, ¢?]

e mnozina koncovych stavi bude podmnozinou mnoziny @:
F=Fx(Q2—F)={[z,y]; v € F, ye€(Q2— I2)}
prechodova funkce § vychazi z prechodovych funkci §; a do:
([z,y],a) = [u,v], kde §1(x,a) = u, d2(y,a) =v, a € X1 N X9

N
b

Priklad 1.5

Sestrojime automat rozpoznavajici rozdil jazyku, k nimz mame deterministické totalni automaty:
Ly ={abd’ ; i,j >0} =a*ba* A; = ({0,1,X}, {a,b}, &1, 0, {1})
Ly = {(ab)’ad’ ; i,j >0} = (ab)*aa* A = ({2,3,4,Y}, {a,b}, &2, 2, {3,4})
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Uplné deterministické automaty pro jazyky Li a Lo:

A a | b
1| o 51(0,a) =0 61 (L,b) = X
—~0] 01 51(0,b) = 51(X,a) = X
clprX 51(1,a) = 51(X,B) = X
X[ x[x
A a | b
2| o 0o(2,a) =3 Oa(4,a) =
-2 3|Y
o
—3| 4| 2
52( a
il Bl 52(3,0) =2 Sa(Y,b) =
Y|y |y

Sestrojime automat A = (Q, X, 6, [02], F), kde

e Q= Q1 x Q= {[02],[03],[04], [0Y], [12], [13], [14], [1Y'], [X1], [X2], [X 3], [X 4], [X Y]}

o =1 x(Q2— F) ={[12],[1Y]}

e prechodova funkce §:

A a

H ‘ ' 5([02], a) = [03]

— [02] || [03] | [1Y] 5(020.5) = [1Y]
(03] || [04] | [12] 5([03]7 o) = 04

od o4 | Y] 5(103).6) = [12
0Y] || [0Y] | [1Y] 5([04], ) = [04]
—[12] | (3] | [xv] 51041, 5) — [17]
13 ] 04 | (X2 (0¥, a) = oY)
el WY 5(0Y1,b) = [1Y]
1Y) | o] | [xv] 5([12].0) = [13]
X2 | o) | LX) 6((12],4) = [XY]
X3 ) 1X4) | (X2 8([13], a) = [14]
X4] | [X4] | XY 8([13],b) = [X2]

(XY] || [XY] | [XY]

Diagram celého vysledného automatu nema smysl kreslit,
byl by velmi nepfehledny. Proto je lepsi nejdiiv provést
redukei (postup nechdme na étenéii), po které ndm z 12

stavii zbyva pouze 5:

0([14],a) = [14]
5([14],) = [XY]
3([1Y],a) = [1Y]
S([1Y],b) = [XY]
5([X2],a) = [X3]
3([X2],b) = [XY]
3([X3],a) = [X4]
3([X3],b) = [X2]
5([X4],a) = [X4]
o([X4],0) = [XY]
3([XY],a) = [XY]
o([XY],0) = [XY]

Dukaz (Véta 1.5):

Je tfeba dokazat, ze pro jakékoliv slovo w € ¥} U X3 plati:

w € L(A1)—L(A2) <= w € L(A). Budeme pouzivat stejné znaceni jako ve vyse uvedeném popisu

konstrukce. Predpoklddame, Ze automaty .41 a Ay jsou deterministické a totalni.

Dokazujeme L(A1) — L(Az) C L(A):
Necht w € L(A;) — L(A2), |w|=n, n> 1.
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= v A existuje vypocet (gf,w) F* (q}, £), q} € Iy o délce n pres posloupnost stavi

@) =705+ Tn = qf

A v Ay existuje vipocet (g2, w) (qg, £), qg € Q2 — Fy o délce n pfes posloupnost stavi
2 _ _ 2
QO —507-~-a5n—qm

A v mnoziné stavii ) budou dle algoritmu obsazeny obsazeny stavy [r;,s;], 0 <i<n
A pro prechodovou funkci § plati
([z,y], a) = [u,v], kde d1(x,a) = u, d2(y,a) = v, a € ¥1NEy
= v A existuje vypocet ([qi, ¢d], w) H* ([q}, qg},s) o délce n pies posloupnost stavi
[q(%7 qg] = [TO, 30]’ SRR [Tm STL] = [q}fa qg]
= we L(A)
Dokazujeme L(A1) — L(A2) 2 L(A):
Necht w € L(A), |w| =n, n > 1.
= v A existuje vypocet ([¢},qd],w) H* ([q},qﬁ],e), q} e Iy, qg € Qo — Iy o délce n pies
posloupnost stavil [q8, 3] = [r0, S0], - - - s [T, Sn] = [q}, q;]
= vzhledem k algoritmu existuje v automatu A; vypocet

(qé, w) F* (q}, £), q} € F1 o délce n pres posloupnost stavi qé =T0,...,Tp = q}

a v automatu As vypocet
(g3, w) F* (qz,s), qg € Q2 — I o délce n pies posloupnost stavit g3 = s, ..., 8, = qg
= weL(A) AN wé¢ L(Ay)
= w e L(A1) — L(A2)
Pro |w| = 0: plati [¢§, 3] € F pravé tehdy a jen tehdy, pokud ¢} € i A ¢ € Qo — Fy. Tedy
e € L(A) <= e € L(A) — L(Az). O

1.3 Kritéria regularnosti jazyka

Jak poznat, zda je dany jazyk regularni? Zatim vime, ze jazyk je regularni, jestlize

e ho lze reprezentovat pomoci reguldrniho vyrazu,

e k nému lze sestrojit ekvivalentni koneény automat,

e k nému lze sestrojit ekvivalentni regularni gramatiku.
Existuji vsak i jiné moznosti, které obvykle slouzi k popreni requldrnosti — dokazani, ze dany jazyk
neni regularni. To je uziteéné zvlasté tehdy, kdyz se nam nedaii vytvorit ekvivalentni regularni vy-
raz, koneény automat ani gramatiku, ale zaroveri si nejsme jisti, pro¢ — bud jazyk sice je regularni,

ale uvedené postupy jsou prilis slozité, nebo jazyk doopravdy regularni neni.

1.3.1 Pumping lemma pro regularni jazyky

Jednou z moznosti, jak dokazat, ze dany jazyk neni regularni, je Pumping lemma pro regularni
jazyky. Taky se nazyva lemma o vkladdni nebo pumpovaci véta pro regularni jazyky. Jedna se
o jednu z tzv. ,strukturdlnich vlastnosti“ regularnich jazykt, tedy jeji tvrzeni se vztahuje ke
strukture slov jazyka.

Nejdiiv si vysvétlime princip, ze kterého Pumping lemma vychazi, potom teprve prejdeme

k samotnému lemmatu.
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Predpokladejme, ze L je regularni jazyk. Vime, ze v tom pfi-
padé je mozné k nému sestrojit ekvivalentni koneény automat.
Jestlize je tento jazyk nekonecny, bude v diagramu tohoto auto-

matu nejméné jedna smycka. Na obrazku vpravo vidime diagram,

ve kterém je smycka pfes jeden stav ve stavu py (samotna smycka
generuje mnozinu slov a*), dale smycka pres dva stavy p1, p2 a navic smycka pres vSechny t¥i stavy.
I tak jednoduchy jazyk jako napiiklad ba* by mél v diagramu svého automatu smycku, protoze je
nekonecny.

Vezméme z takového jazyka ,dostatecné dlouhé slovo“. Co je to dostateéné dlouhé slovo?
Jednoduse takové, o kterém se da Tict, Ze neni kratké. Nejlepsi je zvolit nikoliv konkrétni slovo, ale
reprezentaci mnoziny slov s podobnou strukturou takovou, kde mame v zapisu index — ten nam
zajisti ,dostatec¢nou délku slova“. Napiiklad ba’ rozhodné pfedstavuje mnozinu, ve které mame
i ,dostatecné dlouha slova“, stac¢i si pod indexem ¢ pfedstavit néjaké hodné velké ¢islo.

Pro¢ potrebujeme dostatecné dlouhé slovo? U takového slova mame jistotu, ze pfi jeho vy-
hodnocovani kone¢nym automatem bude nutné piejit minimalné jednou pres nékterou smycku.
Kdyz vime, ze pres nékterou smycku urcité piijdeme, mizeme si s ni trochu pohrat — pfes tu
smycku pijdeme opakované vicekrat, obecné jiny pocet krat nez v piivodnim slové. Jestlize jsme
pofad v tomtéz koneéném automatu, pak musi platit, Ze slovo, které takto zpracujeme (jiny pocet
pruchodu pres smycku), taky bude patfit do jazyka automatu.
kp2,

Napriklad z jazyka automatu na obrazku vpravo si mizeme vybrat slovo a Pro rtzné

indexy k ziskdme tyto posloupnosti vypoctu:

k=0: (po,bb) - (p1,b) I (p2,€)

k =1: (po,abb) - (po, bb) - (p1,b) - (p2,¢)

k= 2: (po,aabb) & (pg,abb) - (po,bb) F (p1,b) F (pa, )

k =3: (po, aaabb) b (po, aabb) F (po,abdb) = (po,bb) b (p1,b) F (p2,e)  atd.

Od indexu 1 vede cesta v grafu vzdy minimalné jednou pres smycku ve stavu pg, pricemz vzdy

dané slovo patii do jazyka rozpoznavaného automatem. Opakovanym prochézenim smycky ,,pum-

pujeme® danou cast slova porad dokola, proto se probirané vété rikd Pumping lemma.
Vyzkousime jiné slovo pro tenty jazyk a automat, napiiklad abb(bb)*. Je zfejmé, ze ted cilime

na smycku pres stavy pi, pe. Pro rizné indexy k ziskame tyto posloupnosti vypoctu:

k =0: (po,abb) - (po,bdb) & (p1,b) F (p2,€)

k = 1: (po,abbbb) & (po, bbbb) = (p1,bbb) = (p2,bb) = (p1,b) = (p2,€)

k = 2: (po, abbbbbb) = (po, bbbbbd) = (p1, bbbbb) = (p2, bbbb) &= (p1, bbb) &= (p2,bb) &= (p1,b) - (p2,¢€)
atd.

Opét vSechna takto ,napumpovana“ slova patii do jazyka generovaného automatem.

7Z toho vyplyva, Ze typickou vlastnosti vsech regularnich jazyki je: pokud najdeme dostatecné
dlouhé slovo, mizeme jeho ¢ast (tu, kterd jde pfes jakoukoliv smycku) pumpovat — opakovat —
v jakémkoliv poé¢tu kroki (ovSem vzdy celou smycku, nestaci jen jeji ¢ast), a vysledné slovo bude
také pattit do daného jazyka.

Zbyva posledni otazka: jak zvolit ,,dostateénou délku“ slova? Podivejme se na nas automat na

predchozi strané. Staci, kdyz zvolime slovo o délce presahujici pocet stavii automatu, a uz mame
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,dostatecnou délku“, protoze v tom pripadé je jisté, ze vypocet pujde pies nejméné jeden stav

alesponi dvakrat. V nasem ptipadé potiebujeme slovo o délce vétsi nez 3.

4| Lemma 1.6 (Pumping lemma pro regularni jazyky)

Jestlize L je regularni jazyk, pak existuje prirozené cislo p > 0 takové, Ze pro kazZdé slovo w € L

takové, Ze |w| > p, existuje alespori jedno rozdéleni slova w ve formé w =x -y - z, kde

y#£e AN Jr-yl<p A VE>0 je z-yf-zeL (1.4)

£

V téchto vétach si mizeme vsimnout, Ze se ve skutecnosti stfidaji existenéni a obecny kvantifikator.

Uvedeme si totéz lemma v jiné formulaci, pfi¢emz podminku y # 0 zapiSeme jako |y| > 0:

4| Lemma 1.7 (Pumping lemma pro regularni jazyky — jiné znéni)

L je reguldrni jazyk = Ip € N, p > 0 takové, Ze Yw € L, |w| > p I rozdéleni

w=z-y-z A Jy>0 A Jz-y<p A VE>0 je z-yF-z€L (1.5)

Vo]

IS

Poznamka:

Vsimnéme si jesté jedné dtlezité véci — ve vété se nic nefikd ani o automatu, ani o stavech.
Je tam prosté podminka na ,néjaké“ cislo p, ale nic vic. Ve vété totiz vibec zadny automat
nepotiebujeme, sta¢i, kdyz zvolime dostatecné velké ¢islo p (idedlné s vyuzitim vhodného indexu).
Zminka o automatu a stavech by dokonce byla skodliva, protoze (jak si pozdéji ukdzeme) tuto vétu
pouzivame v ditkazech, Ze uréity jazyk neni reguldrni (a tedy pro néj vlastné ani zadny koneény
automat nelze sestrojit).

Jinymi slovy — pokud ve vété n€kdo zacne u zkousky mluvit o automatu ¢i stavech, leti. . .

=1

Pumping lemma pro regularni jazyky se da pouzivat dvéma zptsoby:
1. O jazyce L vime, Ze je regularni, chceme vystihnout strukturu dlouhych slov.

2. Chceme zjistit, zda je jazyk L regularni.

Nejdiiv se podivame na prvni moznost.

Piiklad 1.6
Vezméme jazyk L = {a - (abc)™ ; n > 0}. Tento jazyk je reguldrni, H a a

protoze lze sestrojit ekvivalentni reguldrni vyraz R = a(abc)*,

regularni gramatiku a konecény automat, jehoz diagram vidime lb
vpravo. Jazyk L je nekonec¢ny a v diagramu jeho kone¢ného auto- ‘
matu je smycka pres stavy qi, g2, g3-

Podle Pumping lemma pro regularni jazyky pro tento jazyk existuje p > 0 takové, zZe vSechna
slova jazyka delsi nez p dokazeme rozdélit na t¥i ¢asti spliiujici stanovené podminky. Muzeme

zvolit naptiklad p = 10, ale lepsi je jednoduse se spolehnout na vhodny index a jako zékladni
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slovo zvolit w = a(abc)® pro dostateéné velky index i (tento predpis mimochodem piedstavuje
v8echna dlouhd slova jazyka).

Ve vété se pise, ze pro kazdé takové slovo existuje alespon jedno rozdéleni, tedy staci najit
jedno. Miizeme zvolit tieba w = -y -z = a - abc - (abc)*~1, tedy prostiedni ¢ast y = abe.

Ovéfime, zda pumpovani pro toto rozdéleni funguje — ozna¢me wy, = x - y* - 2:
o wg = a - (abc)? - (abe)~! = a(abe)’

e wy = a- (abc) ) (abc)

e wy =a- (abc)? - (abc)~! = a(abc)™ € L
e w3 =a- (abc) ) (abc)
Rozdéleni jsme zvolili dobfe, pumpované slovo vzdy patii do jazyka L.

Pokud bychom zvolili §patné rozdéleni (zde napiiklad w = aa - be - (abc)*~1), po pumpovéani
bychom ziskali slova nepatfici do daného jazyka. Ve vété se totiz nepise, ze disledek plati pro
vSechna mozna rozdéleni, ale pro nejméné jedno mozné rozdéleni.

MozZnych spravnych rozdéleni ovSem miize byt vic neZz jedno, zde bychom napriklad jako
prostiedni ¢ast mohli zvolit tfeba (abc)?. Taktéz pokud najdeme vic riiznych smyécek, piidévaji se

dalsi moZnosti rozdéleni.

I5"|  Poznamka:

Uvédomme si, ze Pumping lemma mé formu implikace, nikoliv ekvivalence. Rika:
jazyk je regularni = jazyk spliiuje danou vlastnost

Proc je to tak dilezité? Existuji totiz jazyky, které sice nejsou regularni, ale danou vlastnost maji
také, a v jejich pfipadé tedy obrécené tvrzeni neplati. Napiiklad jazyk L = {(ab)™a"c" ; m,n > 1}
neni regularni (vyzaduje synchronizaci dvou ¢asti slova, coz kone¢ny automat nedokaze), ale presto
existuje p > 0 takové, Ze pro kazdé dostatecné dlouhé slovo jazyka dokazeme najit rozdéleni pro

pumpovani, napiiklad w = ¢ - ab - (ab)* " ta’cl.

&1

N

regularni. Zde vyuzivame nepiimy dukaz. Ptvodni implikaci
jazyk je regularni = jazyk splnuje danou vlastnost
ekvivalentné upravime, ¢imz vznikne tvrzeni

—(jazyk spliiuje danou vlastnost) = —(jazyk je regularni)

jazyk nespliuje danou vlastnost = jazyk neni regularni

I¥"|  Poznamka:

Pro¢ to miizeme provést? Vzpomerite si na ekvivalentni ipravy logickych vyrazi:

(A= B) <= (-B—-A)
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Je tfeba si uvédomit, jaky vliv mé negace na kvantifikdtory. Srovnejte piivodni tvar podminky ve
vété a tvar po prevraceni:
Le YREG)= 3p>0 VYw: |w|>p Irozdéleni... Vk>0: x-y*-2€ L
Vp>0 Jw: |w| >p Vrozdéleni... 3k >0: z-y*-2¢ L = L ¢ Z(REG)

=1

Postup

Pokud tedy pomoci této véty chceme dokazat, ze jazyk L neni regularni, postupujeme takto:

e vybereme dostatecné dlouhé slovo w € L,

e stanovime strukturu tohoto slova a uréime mozné rozdéleni vyhovujici podminkam
w=z-y-z AN yFe N |-y <p,

e ukizeme, e 74dné z téchto rozdéleni neodpovida podmince Yk > 0 je z-y* -z € L, tedy
pro kazdé rozdéleni najdeme &islo k takové, ze x - y* - z ¢ L (obvykle staci vyzkouset k = 0
nebo k = 2),

e pokud se to nepodaii, vracime se k prvnimu bodu a hleddme dalsi dostatec¢né dlouhé slovo.

Role cisla p je ve vété dvoji — predné nam tika, ze slovo ma byt opravdu dostatec¢né dlouhé,
a dale ve vztahu |z - y| < p stanovuje horni omezeni délky prvnich dvou ¢asti slova po rozdéleni.
Omezeni je zde proto, abychom v daném slové zvolili vzdy prvni ,smycku® zleva, ma to byt prvni
moznost opakovani, na kterou ve slové narazime. Z naseho pohledu je dusledek takovy, ze pokud
pri specifikaci dostateéné dlouhého slova pouzijeme pismenny index, pak by se tento index nemél

v prvnich dvou ¢astech viibec vyskytovat.

Priklad 1.7

Ukazeme pomoci Pumping lemma, ze jazyk L = {a

"p"™ ; n > 0} neni reguldrni.

Jako dostate¢né dlouhé slovo jazyka si zvolime w = a'b’ pro (nekonkrétni) velké ¢islo i. Déle
stanovime rtiznd mozné rozdéleni tohoto slova a ke kazdému zjistime, jestli se d4 pumpovat.
Rozdéleni w = x - y - 2 mé byt takové, Ze prostiedni ¢ast musi obsahovat alespon jeden symbol
(y # €) a prvni dvé ¢asti maji shora omezenou délku (tj. nemtizeme v nich pouzit index 7).

Postupujeme tak, ze ur¢ujeme misto ve slové, ve kterém by mohla byt prostiedni (tedy hra-
niéni) éast slova. Jsou tyto moznosti:

e prostredni ¢ast y bude na zacatku prvni ¢asti slova,

e prostredni ¢ast y bude v prvni ¢asti slova, ale ne zcela na zacatku.
Dalsi moznosti odpadaji, protoze musi platit |z - y| < p.

Nejdiiv tedy provéfime moznost © = ¢, y = a™, z = a'~"™b', kde m > 0 je ¢slo m < p

(nebudeme zvlast provétovat m =1, m = 2, ..., dikaz by se ponékud protahl). Pak je tedy
w=c¢c-a™m-a""b,
po pumpovani wy, = ¢ - a™k . gi=mpt = gmktimmpi — gmk=1)+ipi,

Napiiklad pro k = 0 dostdavame wg = a'~™b, pficemz m > 0. Je zfejmé, Ze wo ¢ L. K témuz

zévéru bychom dosli, kdybychom zvolili jakékoliv ¢islo k # 1, dobfe se pracuje napiiklad s k = 2.
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Druh4 moznost nam dava x = a”, y = a®, z = a'"°b’, kde r,s > 0, r + s < p. Pak plati

w=a"-a°- azfrfsbz7

s-k i—r—sbi

po pumpovéni wy = a’ - a -a T+8~k+i—r—sbi — as-k+i—sbi

—a — gStk=D)+ipi

Opét miizeme zvolit k = 0, dostavame wo = a'~*b’ ¢ L, protoze s > 0.

Vsimnéte si, Ze prvni moznost (rozdéleni slova w) je vlastné specidlnim pfipadem druhé moz-

nosti pro r = 0. Tento ditkaz by tedy bylo mozné jesté zkratit.

5|  Poznamka:

Pumping lemma by meélo platit pro vSechny regularni jazyky. Plati i pro koneéné jazyky? Vime, ze
kazdy konec¢ny jazyk patii do t¥idy reguldrnich jazykt a lze pro néj vytvofit ekvivalentni koneény
automat, takze by véta meéla platit i pro konecéné jazyky.

Podivejme se na znéni véty — ,pro kazdé slovo w € L takové, Ze |w| > p...“ Pokud ¢islo
p polozime rovno poctu stavi automatu, pak v koneéném jazyce L neexistuje zadné slovo delsi
nez p (samozfejmé — jinak by v diagramu automatu musela byt smycka a jazyk by nebyl ko-
neény), proto mnozina slov delSich nez p je prazdné. Jenze v tom pfipadé miuzeme tvrzeni ,pro
kazdé. . . existuje. .. povazZovat za platné, protoze pro prvky prazdné mnoziny vlastné plati jaka-
koliv podminka — klidné miizeme kazdé slovo mnoziny rozkladat na t¥i ¢asti atd., protoze v realu

to provedeme 0x (neni co testovat).

Dukaz (Pumping lemma pro regularni jazyky): Tato véta je implikace, tedy diukaz
povedeme pouze jednim smérem.

Piedpokladejme, Ze jazyk L je rozpoznavan koneénym automatem A4 = (Q, X, 0, qo, F'). Mame
dokazat, ze pro takovy jazyk existuje Cislo p takové, ze kazdé slovo delsi nez p lze rozdélit na tii
casti tak, jak je ve vété popsano.

Mame dokazat, ze takové ¢islo existuje, proto si mizeme zvolit — volime p = card(Q), tedy
pocet prvki mnoziny stavi.

Necht M = {w € L ; |w| > p} je mnozina vSech slov jazyka L delsich nez p. Pokud je tato
mnozina prazdna, tvrzeni véty plati, jak jsme si precetli v pozndmce pred timto dikazem. Déle
tedy pfedpoklddejme, Ze tato mnozina neni prazdna.

Tvrzeni véty ma platit pro vSechny prvky mnoziny M, tedy dale budeme pracovat s (jakym-
koliv) slovem w € M, ozna¢me |w| = n. Protoze w € L, musi v automatu A existovat akceptujici
vypocet tohoto slova, a to postupné pres n+1 stavi. Ponévadz n > p a p je pocet stavli automatu,
musi existovat minimalné jeden stav (ve skutecnosti minimélné dva stavy) takovy, ktery se v této
posloupnosti stavu vyskytuje vice nez jednou.

Oznacme ¢ € Q prvni takovy stav po-
sloupnosti vypoctu, ktery se v posloupnosti Y
vyskytuje vice nez jednou. Pak miiZeme nasi —»H H@—»
posloupnost stavt rozdélit na tii ¢asti, jak je T >

naznaceno na obrazku vpravo — prvni tsek oznaceny x povede od pocatecniho stavu ¢y k prv-
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nimu vyskytu stavu g v posloupnosti vypoctu, pak pokrac¢ujeme smyckou k druhému vyskytu ¢
v posloupnosti vypoctu (to je druhy tsek oznaceny y) a zbytek slova je zpracovan v tfetim tseku

oznaceném z (na néjz neklademe zadné pozadavky). Vypocet tedy mizeme zapsat takto:

(go.-y-2)F* (¢,y-2) Y (q.2) ¥ (g5, ¢)

Vipocet slova wy, = z - y* - 2z pro vSechna k > 0 bude pak nésledujici:

(g0, y" - 2)F (¢, 2) ... FT (q.2)F (gr,¢)

k-krat zpracujeme y
Tim jsme dokazali, ze pro jakékoliv slovo w € L delsi nez p lze najit rozdéleni toho slova w = z-y-2
takové, ze wy, = x-y*-z € L (protoze pokud pro slovo wy, dokézeme sestrojit posloupnost vipoétu,

pak toto slovo patii do jazyka L). O

1.3.2 Vyuziti uzavérovych vlastnosti

Ttida regularnich jazyki (resp. jazyki rozpoznavanych koneénymi automaty) je uzaviena vzhle-

Mevs

raci je v tomto smyslu prinik.

Priklad 1.8

Dokazeme, ze jazyk L = {w € {a,b}* ; |w|, = |w|p} neni regularni. Tento jazyk obsahuje vSechna

slova nad abecedou {a, b}* takova, kterd obsahuji stejny pocet symbolu a jako b.

Dtikaz povedeme nepfimo — budeme ptredpokladat, ze L je regularni, a postupné dojdeme ke
sporu.

Jestlize tedy je jazyk L regularni, pak by jeho prinik s jakymkoliv jinym regularnim jazykem
byl taky regularni jazyk (protoze t¥ida regularnich jazyku je uzaviena vzhledem k operaci pruniku).

Vime, 7e jazyk R = {a’t’ ; i,7 > 0} = a*b* je regularni. Jazyk L N R vypad4 takto:
LNR={we {a,b}*; |wl,=|w)p}n{a¥ ; i,j >0} ={a'd’; i >0}

Jenze jazyk L N R neni regularni (to jsme na predchozich strankich dokazali pomoci Pumping

lemma). Dosli jsme ke sporu a tedy jazyk L neni reguldrni.

1.3.3 Nerodova véta

V této sekci budeme potiebovat, aby konecné automaty, se kterymi budeme pracovat, byly deter-
ministické a mély redukovanou mnozinu stavii — predevsim odstranéné nedosazitelné stavy (idealné
i nadbytecné). Pro pfipomenuti: nedosazitelné stavy se odstranuji tak, Ze rekurzivnim algoritmem

zjistime, které stavy jsou dosazitelné:

So = {q}
Siy1 = SiU{qeQ; Ipe S, aeX: d(p,a)=gq}, i>0

A ted trochu algebry — budeme se zabyvat ekvivalencemi a kongruencemi. Vime, Ze ekvivalence

je takova relace, kterd spliiuje tyto tii vlastnosti: je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.
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Definice 1.7 (Rozklad na t¥idy ekvivalence)
Relace ekvivalence ~ je bindrni relace na dané mnozine M, kterda mnoZinu M deli na vzdjemné
disjunktni podmnoziny. Tyto podmnoziny nazyvame tiidy ekvivalence a proces jejich vytvorent je
rozklad mnoZiny na tridy ekvivalence.

Tridu ekvivalence ~ na mnoziné M znacime podle kteréhokoliv prvku této tridy: |a]~, kde
a € M. Plati [a]. = {b € M ; b ~ a}. Faktorovou mnozinu, tedy rozklad mnoziny M podle

ekvivalence ~, znacime M/~ a plati M /~= | cprla]~-

Priklad 1.9

Aby bylo jasné, jak se pouziva rozklad na tiidy ekvivalence, ukdZeme jej na této ekvivalenci:
Necht ¢ je relace na mnoziné prirozenych &isel s nulou Ny takova, ze

Va,b € N: aob < (a mod 5) = (b mod 5)

Provadime tedy rozklad mnoziny na t¥idy ekvivalence podle zbytku po déleni ¢islem 5. Jednotlivé

tridy vypadaji takto:

e [0], = {0,5,10,15,...}
o [1)o = {1,6,11,16,...}
}
}

3], = {3,8,13,18, ...

[
[
o
[
[4lo = {4,9,14,19,...}

]

2, = {2,7,12,17, ...
]
]

Jednd se o ekvivalenci — je reflexivni (kazdy prvek je ekvivalentni sdm se sebou), symetrickd (pro
kazdé dva prvky plati aob < boa) a tranzitivni (pro jakékoliv tii prvky plati (acboc) = (aoc)).

Faktorizaci jsme vytvorili celkem pét tfid rozkladu. Tyto t¥idy jsou navzajem disjunktni (ne-
najdeme zadny prvek, ktery by patfil do vice neZ jedné tiidy) a zaroven jejich sjednocenim je cela

puvodni mnozina: Ny = [0], U [1], U [2]o U [3]o U [4]s .

Definice 1.8 (Index ekvivalence)

Index ekvivalence ~ definované na mnoziné M je pocet trid rozkladu M /~. Pokud je pocet tiid

Index ekvivalence ¢ z pfedchoziho prikladu je 5, protoze rozkladem jsme ziskali pét t¥id rozkladu.

rozkladu mekonecny, je indexem ekvivalence oo.

V prikladu jsme si ukazali relaci ekvivalence definovanou na mnoziné prirozenych ¢isel s nulou,

dale se zamérime na ekvivalenci definovanou na mnoziné >* fetézct nad danou abecedou.

Definice 1.9 (Prava kongruence)

Necht' X je abeceda a necht ~ je relace ekvivalence na mnoZiné X*. Rikdme, Ze relace ~ je pravou

kongruenci (zprava invariantni), pokud pro kazdé u,v,w € ¥* platiu ~v = u-w ~v-w.
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5| Poznamka:

Vsimnéte si, ze vlastné viibec neodbocujeme od kone¢nych automatt — v definici pravé kongruence
vidime, Ze k prvkim (fetézctim) pridavame zprava dalsi prvky, a co asi provadi koneény automat

béhem vypoctu slova? Postupné zprava pridava dalsi a dalsi rozpoznané symboly.

#5] Lemma 1.8

Necht ~ je relace ekvivalence na mnoziné X*. Relace ~ je pravou kongruenci prdvé tehdy, kdyZ

Yu,v € X*, a€ X platiu~v = u-a~v-a.

£

Dukaz: Jedna se vlastné o variaci predchozi definice, kdy zprava pridavame misto fetézce
pravé jeden symbol. Dikaz jednim smérem (definice — véta) je trividlni, protoze tvrzeni lemmatu
je vlastné oklesténim tvrzeni z definice. Dikaz druhym smérem (véta — definice) lze provést
matematickou indukci dle délky slova w:

Bdze: |w|=0:trividlni —~u~v = u-e~v-¢e

Predpoklad: Predpokladejme, ze vztah plati pro w € ¥* takové, ze 0 < |w| < n. Zjistime, zda
vztah plati i pro w’' = w-a, a € ¥, tedy |w'| =n+ 1.

Krok indukce: Jestlize podle pfedpokladu u ~ v = wu-w ~ v-w, kde |w| = n, pak mizeme

vyuzit tranzitivitu a tvrzeni z lemmatu: v-w~v-w = v-w-a~v-w-a=u-w ~v-w. O

4| Véta 1.9 (Nerodova véta)

Necht L je jazyk nad abecedou L. Pak tato tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. L je rozpoznatelny koneéngm automatem (tj. je to requldrni jazyk).
2. L je sjednocenim nékterych trid rozkladu urcencého pravou kongruenci ~p, na X* s konecngm

indexem.

Vo]

Autorem Nerodovy véty je Anil Nerode. UkdZeme si, jakym zptisobem je mozné vétu pro testovani

regularnosti pouzit.

Priklad 1.10

Vezméme jazyk L = {a

"y 5 n > 0}. Pomoci Pumping lemma jsme dokézali, Ze tento jazyk neni
regularni, ted provedeme ditkaz téhoz tvrzeni pomoci Nerodovy véty.

Piedné uréime rozklad tfid ekvivalence vzhledem k abecedé jazyka, kterda je ¥ = {a,b}.
Dotyény rozklad je {a,b}*/~r, a kdyby jazyk L byl regularni, pak by podle Nerodovy véty byl
sjednocenim nékterych tiid rozkladu urceného pravou kongruenci s koneénym indexem. Tento
index pracovné oznac¢ime k (tj. existuje pravé k tfid rozkladu pro ekvivalenci ~p ), tuto konstantu
budeme pouzivat i v dalsi ¢asti dikazu. Relaci ~; nemusime pro tcely dikazu piimo urcovat,

staci védét, ze se jedna o pravou kongruenci.
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To, ze jazyk L neni regularni, tedy dokazeme jednoduse tak, ze najdeme dvé slova u,v € ¥*
takova, Ze sice patii do stejné t¥idy rozkladu, ale jedno z nich patii do L a druhé ne.

Vezmeme slova ab, ab, . ..,a"b,a*T'b € ¥*. Protoze rozklad ¥*/~; mé k t¥id, budou mini-
malné dvé z téchto k + 1 slov v téze tiidé — oznacme je a’b, a/b pro n&jaké 1 < i < j < k+1, tedy
a'b ~p, a’b. Protoze ~y, je zprava invariantni, mélo by platit a’b- b1 ~p a/b - b1, po zietézeni
a'b’ ~p, a’b', ale zaroveti plati i < j, tedy i # j. Proto a’b’ € L, kdezto a/b’ ¢ L.

Z toho vyplyva, Ze jazyk L neni regularni (nasli jsme dvé slova, kterd patii do stejné tiidy

Nerodova véta urcuje tvrzeni, které je ekvivalenci, stanovuje tedy nutnou a postacujici podminku

ekvivalence, ale jedno z nich patii do jazyka L a druhé ne).

pro regularnost jazyka. Jinymi slovy — podle toho, zda je ¢i neni splnéna podminka 2 véty, mtizeme
pfimo urcit, zda dany jazyk je ¢i neni regularni. Oproti tomu Pumping lemma neurcuje ekvivalenci

(je pouze implikaci), tedy jde o nutnou podminku, nikoliv postac¢ujici.

Piiklad 1.11

Pouzijeme opét abecedu ¥ = {a,b}. Definujeme ekvivalenci ~; na mnoziné ¥ pfimo uréenim

mnozin rozkladu:

[e] = {e}

e [a] — do této tFidy zarfadime slova odpovidajici vyrazu a(aa*b)*

e [b] — do této tF¥idy zafadime slova odpovidajici vyrazu ba*

e X — vSechna ostatni slova nad danou abecedou.

Vzhledem k posledni uvedené t¥idé muzeme tvrdit, Ze sjednocenim vsech ti¥id ziskame ptvodni
mnozinu ¥*, a zaroven jsou vSechny vytvorené t¥idy po dvou navzijem disjunktni (kazdé slovo
nad abecedou ¥ patii pravé do jedné tiidy).

Ovéfime, zda se jednd o pravou kongruenci. Nejjedno-
dussi to bude tim, Ze sestrojime konecny automat, jehoz jed-
notlivé koncové stavy budou odpovidat prvnim tfem t¥idam
rozkladu a dale jeden nekoncovy bude predstavovat posledni

t¥idu. Na obrazku vpravo vidime diagram takto sestrojeného

automatu. Tento automat je deterministicky a totalni (diky

stavu X, ktery plni roli ,odpadkového kose“), rozpoznavany jazyk je L = €+ a(aa*b)* + ba*. Diky
determinismu je zpracovani jakéhokoliv slova nad abecedou X ukonceno pravé v jednom stavu
(koncovém, pokud slovo patii do jazyka L).

Jak vidime, Nerodova véta vlastné vystihuje zakladni strukturalni charakteristiku regular-
nich jazykt, vychézi z toho, Ze regularni jazyk lze reprezentovat sjednocenim konecéného poctu
jednodussich regulérnich vyrazt. Kazda trida rozkladu pak odpovidé regularnimu vyrazu, jehoz
vyhodnoceni v konecném automatu je ukoncéeno v jednom konkrétnim koncovém stavu. Tako-

vou tfidu rozkladu miiZeme reprezentovat bud nékterym ze slov patficich do dané t¥idy, nebo

oznacenim prislusného koncového stavu.
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Ucelem vytvoreni nasledujici definice je moznost vytvoreni prehlednéjsiho zapisu vypoctu slova

v koneéném automatu, zapis vyuzijeme také v dikazu Nerodovy véty.

Definice 1.10 (RozSifena prechodova funkce)

Necht A = (Q,%,6,q0, F) je koneény automat. Rozsitend prechodovd funkce v tomto automatu je
parcidlni funkce 0*: QQ x X* — Q, kde

6*(¢:e) = ¢ (1.6)
(q,w-a) = (6"(¢q,w),a) (1.7)

pokud prechody na pravé strané predpisu jsou definovdny (pokud je A totdlni automat, pak jsou

Takto definovana funkce ndm zkrati zapis, napiiklad §*(q, w) = r v deterministickém automatu

vZdy definovdny).

znamena, ze vypocet slova w zacinajici ve stavu ¢ skoné¢i ve stavu r (po tolika krocich, jaka je

délka slova w). Takze jazyk rozpoznavany automatem A mizeme zapsat takto:

L(A) = {w e X*; §(q,w) € F} (1.8)

Dukaz (Nerodova véta): Jedna se o ekvivalenci dvou tvrzeni, tedy musime dokézat dvé
k sobé opac¢né implikace. Tvrzeni (1) ¥ikd, Ze jazyk L je reguldrni, tvrzeni (2) urcuje, ze L je

sjednocenim nékterych tiid rozkladu uréeného pravou kongruenci ~;, na %* s koneénym indexem.

(1) =(2): Necht je jazyk L je regularni, tedy lze sestrojit ekvivalentni deterministicky totalni
koneény automat A = (Q, 3, d, qo, F') bez nedostupnych stavi.

Definujeme relaci ~; na mnoziné ¥* pfedpisem Vz,y € ¥*: = ~p y Sger 0%(q0,2) =
0*(qo,y) — tj. dvé slova nad danou abecedou jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz jejich
vypocet v automatu A konéi ve stejném stavu (pozor, neni feceno, ze konci tspésné, dotycny
stav nemusi byt koncovy).

Je zfejmé, ze relace ekvivalence ~; ma konecny index, protoze tiid rozkladu je maximalné

tolik, kolik je stavii v automatu — card(Q), pficemz mnozina @) je kone¢na. Je to prava

kongruence, coz plyne z definice rozsifené prechodové funkce §*.
Jazyk L je sjednocenim né€kterych t¥id rozkladu uréeného pravou kongruenci ~jy na ¥*,
protoze muze byt zapsan nésledovné:
L=|J{wex; 6 (qw) =q} (1.9)
qeF

(2) =(1): Necht jazyk L je sjednocenim nékterych tiid rozkladu uréeného pravou kongruenci ~y,
na ¥* s koneénym indexem. Jednotlivé t¥idy oznacime [u], kde u € [u] je nékterym prvkem
tFidy [u].

Sestrojime koneény automat A = (Q, %, 4, qo, F') takto:

e () = ¥*/~p — stavy automatu budou jednotlivé tiidy rozkladu; protoze ekvivalence ~p,

ma& koneény index, také mnozina () bude kone¢na,
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e funkci ¢ uréime jako funkci pfechodu mezi t¥idami: §([u],a) = [ua]; motivace byla
ukézana v prikladu vyse, a protoze je ~; pravou kongruenci, nezdvisi nas zapis na
volbé reprezentanti tiidy,

* qo =[],
e [ obsahuje pravé stavy vzniklé ze t¥id rozkladu, jejichZ sjednoceni da jazyk L.

Pro jakékoliv slovo w € ¥* lze indukci podle délky slova ukazat, ze *([e], w) = [w], a plati

Vwel¥ & wel & [weF < §(e,w) e F (1.10)

Proto muzeme tvrdit, ze L(A) = L. O

1.4 Minimalizace koneéného automatu

Z minulého semestru vime, jak vytvorit redukovany automat, tedy redukovat mnozinu stavi au-
tomatu. OvSem neda se tvrdit, Ze takto vytvofeny automat je pro dany jazyk nejmensi mozny
(co se tyce mnozstvi stavil). Muze totiz existovat ekvivalentni automat s jesté mensim mnozstvim
stavii (napiiklad muze byt mozné jesté dal pracovat s nékterymi cykly ¢i sdruzovat konce cest
v automatu, ¢ehoz redukei nedosdhneme). Zatimco pii redukei pracujeme pouze se ,syntaxi“ (gra-
fem, kdy nebereme v ivahu ohodnoceni hran), nyni se soustfedime i na sémantiku (graf véetné
ohodnoceni).

Ucelem minimalizace nemusi byt nutné minimalizace samotna, mtize byt pro nas pouze pro-
stfedkem k jinému ucelu — napiiklad pokud chceme zjistit, zda dva (na pohled rtzné) konecéné
automaty rozpoznavaji tentyz jazyk, pak oba automaty minimalizujeme a pak jednoduse porov-
name podle stavi.

Nasledujici definice by pro nas méla byt trivialni, protoze pod pojmem ekvivalence automati

jsme i dfiv rozumeéli jejich jazykovou ekvivalenci:

Definice 1.11 (Jazykové ekvivalentni koneéné automaty)
Dva automaty Ay a Az jsou jazykové ekvivalentni, jestlize L(A;1) = L(Az).

Nyni mizeme definovat minimélni automat:

Definice 1.12 (Minimalni automat)

Konecény automat A je minimdlni (minimalizovany), jestlize neexistuje Zadny jiny konecény auto-

Jak lze provést minimalizaci? Algoritmus je zaloZen na myslence, Ze pokud cesty vedouci ze dvou

mat A’ s mengim mnoZstvim stavi, pro ktery by platilo L(A) = L(A").

ruznych stavii (do koncovych stavit) uréuji ekvivalentni mnoziny rozpoznavanych slov, pak jsou
tyto dva stavy zaménitelné a jeden z nich mtzeme odstranit (tedy takové dva stavy ztotoz-
nime/shrneme do jediného). Je ziejmé, Ze nemtzeme napiiklad ztotoznit dva stavy takové, ze
jeden z nich je koncovy a druhy ne. A pokud dva stavy ztotoznime (shrneme), musime ztotoznit

i jejich nasledniky na cesté grafem diagramu automatu.



KaAaPiTOLA 1 KONECNE AUTOMATY A REGULARNI JAZYKY 25

Definice 1.13 (Ekvivalence stava automatu)
Necht A = (Q,%,0,q0, F) je koneény automat. Definujeme mnoziny
Vge @Q: L(Ay) ={weX"; §(q,w) € F} (1.11)
jako jazyky pomocnych koneénych automati Ay = (Q,X,0,q,F), kde rizné stavy pouZijeme jako
pocdatecnt, s vyuZitim rozsirené prechodové funkce, jak je naznaceno na strané 23.
Stavy r, s € Q jsou (jazykové) ekvivalentni — zapisujeme r = s, jestlize L(A,) = L(Ay), tedy
Vr,se@: r=s < YweX' (0"(r,w)eF & §(s,w)€F) (1.12)

Uz je zfejmé kazdému jasné, Ze proces minimalizace kone¢ného automatu bude spocivat v sluco-

vani ekvivalentnich stavii. Vsimnéte si, ze vzhledem k platnosti Nerodovy véty mtizeme vyuzivat
rozklad tiid ekvivalence Fetézci vztaZeny na stavy automatu — definovali jsme konkrétni relaci
ekvivalence =, kde v oznaceni tiid pouzijeme pfimo ty stavy automatu, v nichz skonci vypocet

kteréhokoliv slova z dané tridy.

Definice 1.14 (Podilovy automat)

Necht A = (Q,%,0,qo, F) je deterministicky totdlni koneény automat bez nedosaZitelngjch stavi.
Podilovgm automatem automatu A je koneény automat A/= = (Q/=,2,n,[qo], F/=), kde

e mnozina stavi Q /= obsahuje tridy rozkladu [q], q € Q,

e prechodovou funkci definujeme pomoct reprezentantu trid jako nejmensi funkci takovou, Ze
splriuje vztah
Vr,se @, YaeX: d(rya)=s = n(r],a) =9

Mechanismus vytvoreni pocdtecniho a koncovych stavi je zrejmy, jednd se o tridy rozkladu.

43| Véta 1.10 (Minimalizace koneéného automatu)

Necht A = (Q,%,0,q0, F) je deterministicky totdlni koneény automat bez nedosazitelngch stavi
aA)==(Q/=,%,n,[q), F/=) jeho podilovy automat. Pak L = L(A) = L(A/=) a A/= je minimdlni

konecny automat rozpozndvagici jazyk L.

£

Pro vysvétleni postupu minimalizace budeme potiebovat jesté nasledujici:

Definice 1.15

Necht A = (Q,%,9,qo, F) je deterministicky koneény automat bez nedosaZitelniyjch stavi s totdlni

prechodovou funkci. Pro kaZdé i € Ny stanovime relaci =; na mnoziné Q takovou, Ze

Wa€Q: p=iq <L vwesr, jul<i: (5*(p,w)€F = 5*(q,w)ep) (1.13)

Podle definice plati p =; g tehdy, kdyz stavy p, ¢ nejsou rozlisitelné ve smyslu ekvivalence stavi

pro zadné slovo o délce maximélné i. Zfejmé plati p=q <= Viec Ny p=;q.
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Na nésledujicim lemmatu je zalozen navod na vytvoreni minimélniho automatu:

£ Lemma 1.11

Pro konecny deterministicky totdlni automat bez nedosazitelnych stavi A = (Q, %, 0, qo, F') a vyse

definovanou relaci =; plati:

e =={(p,q); pEF & qeF}
e =1={(p,q) ;s p=iq N Va€X: 0(p,a) =;0(q,a)}

£

TakzZe postup minimalizace spociva ve vyhledani skupin takovych stavi, které jsou ekvivalentni,
a z lemmatu vyplyva, Ze tento postup bude iterativni — za¢neme rozdélenim stavi na koncové
a nekoncové, a dale budeme ¢lenéni zjemrovat: ptjdeme po cestich v grafu automatu ,proti
sméru“ a budeme oddélovat do riznych skupin ty stavy (ptivodné ve spoleéné skupiné), které se
témito dosud probranymi cestami v dalsim kroku lisi. Kon¢ime po maximéalné tolika krocich, kolik
mame stavi, na konci jsou ve spole¢né skupiné pravée ty stavy, které jsou ekvivalentni a tedy patii

do stejné tridy rozkladu.

Postup (Minimalizace kone¢ného automatu)

Je dan deterministicky totalni koneény automat bez nedosazitelnych stava A = (Q, %, 6, qo, F).
Pro kazdy stav ¢ € @ je tieba vytvofit jazyk L(Ay) = {w € £* ; §*(q,w) € F'}, abychom mohli
tyto jazyky pro jednotlivé stavy porovnat a zjistit, které z nich jsou ekvivalentni. Pokud zjistime,
7e nékteré dva stavy jsou ekvivalentni, shrneme je.

Mohli bychom samoziejmé doopravdy ke kazdému stavu uréit jazyk L(.A,), ale pro nase ucely
to je zbytecna komplikace. Staci umét rozlisit, zda stavy jsou ¢i nejsou ekvivalentni, bez nutnosti
plného vycislovani jazyka.

Takze je tfeba urcit jednotlivé tiidy rozkladu podle ekvivalence =, tfidy pracovné oznacime
Fimskymi ¢islicemi. Algoritmus bude iterativni, dané kroky budeme provadét tak dlouho, dokud
jesté bude mozné provadét zmény. Jednotlivé kroky odpovidaji sestrojeni tiid =g, =1, =», - . .

1. V prvnim kroku (béazi) rozdélime stavy do dvou skupin — prvni skupina obsahuje nekoncové
stavy: I = Q— F', druha skupina koncové stavy: Il = F. Podle prechodové tabulky sestrojime
pomocnou tabulku skupin, do jejichz bunék vzdy misto cilového stavu zapiseme oznaceni
skupiny, ve které ten stav momentalné je. Dalsim krokem zacina rekurze.

2. Kazdou skupinu rozdélime na dil¢i skupiny tak, aby se ze vSech stavt v dil¢i skupiné pre-
chézelo do téze skupiny, tedy v ramci kazdé skupiny:

e srovname buriky v fadcich raznych stavi skupiny,
e stavy, jejichz fadky jsou ruzné (az na oznaceni fadku), oddélime do ruznych dil¢ich
skupin, nazveme je dal$imi (zatim volnymi) Fimskymi éislicemi,
tedy z jedné skupiny vytvorime vice novych skupin,
3. protoze jsme vytvorili nové skupiny a prerozdélili stavy, upravime podle momentalniho stavu

obsah bunék (k tomu potfebujeme jak tabulku skupin, tak i ptivodni tabulku pfechod).

Postup konéi tehdy, kdyz uz nelze provadét zadné zmény, po maximalné card(Q) krocich.
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Formalné se postup da zapsat takto:

Algoritmus 1: Minimalizace kone¢ného automatu

Vstup : A= (Q,%,0,qo, F) je deterministicky koneény automat bez
nedosazitelnych stavi s totalni prechodovou funkci

Vystup: A/= je podilovy automat automatu A

1 = 0

=0 := {(p,q); pe F & g€ F} (odpovida kroku 1);

repeat
=it1:= {(p,@); p=iq N Ya€X: §(p,a) = 6(g,a)};
1= 1+ 1

until =, = =i—1;

foreach r,s € ), a € ¥ do

urdi [r], [s] t¥idy rozkladu Q/=, r € [r], s € [s];
o(ria)=s = n(lr],a) = [s]

end

A/E = (Q/E727777 [qo]7F/E)

V cyklu repeat probiha opakované krok 2 postupu, tedy do stejnych (pod)skupin vzdy sdruzime

ty stavy ve skuping, které v nasledujicim kroku chovaji stejné, tedy prechézeji do téze skupiny na

tentyz signal na vstupu.

O
o

Piiklad 1.12

Postup minimalizace automatu si ukédZzeme na nésledujicim koneéném automatu:
=(Q,%,6,1,F)=({1,2,...,8,0},{a,b},0,1,{8}) je deterministicky bez nedosazitelnych stavii

s totalni pfechodovou funkci:

H@@@

i)

@@

Al alb
—12|4
21016
3138
41513
51017
61618
TI17|8
«— 8108
D00

Nasim tkolem je sestrojit automat A4/=, ktery je podilovym automatem automatu .A. VSechny

stavy jsou dosazitelné a automat je deterministicky, tedy ho nemusime nijak upravovat.
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V prvinim kroku sestrojime tabulku skupin, kde zachovame oznaceni fadkid a sloupcti a do
bunék misto cilovych stavii zapiseme skupiny cilovych stavii. Pouze jeden stav je koncovy, tedy
rozdéleni do skupin je zatim nasledujici:
skupina I = {1,2,3,4,5,6,7,0}
skupina IT = {8}

Po prvnim kroku vypad4 tabulka skupin takto (vlevo je pivodni tabulka prechodd, vpravo je

tabulka skupin se zdtivodnénim obsahu bunék tabulky):

Al albd skupina H a ‘ b ‘

124 I =111/ protoze24el
21016 2 I|T1I]|protoze®,6¢cl
31318 3 I|II| protoze 3 €1, 81l
4513 4| I | I | protoze 5,3 €l
51017 51 I| 1| protoze®, 7€l
6618 6 || I|II| protoze 6 €1, 8 € 11
7718 7| I |II| protoze 7€ 1, 8 €1l

«— 8108 0| I| 1| protozeel
000 I < 8| I[II|protoze7el, 8l

Jak vidime, v prvni skupiné se shoduje obsah bunék v fadcich pro stavy 1,2,4,5,0, to bude
v dalsim kroku podskupina, kterou oznacime I, a dale obsah bunék u stavt 3,6, 7, coz bude nova
podskupina III. TakZe v dalsim kroku budeme mit tii skupiny:
skupina I = {1,2,4,5,0} skupina II = {8}
skupina IIT = {3,6,7}

Za timto odstavcem vlevo je tabulka skupin v prvni verzi s prehozenymi radky tak, aby u sebe
byly fadky se stejnym obsahem bunék, uprostied pro porovnani prechodova tabulka s prehozenymi

rfadky, vpravo druhé verze tabulky skupin s prepsanymi butikami.

skup. H a ‘ b Allalb skup. H a ‘ b ‘

I — 1| I]|1I — 1124 I -1 I I | protoze 2,4 €1
21|11 21016 2| T |III | protoze ) €I, 6 € III
4| IT|1I 411513 4 I | III | protoze 5 €1, 3 € 111
511 5107 5 1 | 111 | protose § €1, 7 € I
O I]|I 0llolo @l T | I |protoze(el

III 3| I]|II 31318 IT1 3 || IIT | IT | protoze 3 € I1I, 8 € II
6| I]|II 61618 6 || IIT | IT | protoze 6 € I1I, 8 € II
71 I |1II 71718 7| III | IT | protoze 7 € III, 8 € II

I «s|r|m 8|08 I «8| I[1I]protoze7el, 81l

Tentyz postup pouzijeme znovu. Vidime, Ze ve skupiné I je jesté ,nekonzistence”, tedy ji
rozdélime na skupiny I a IV a celkem mame ¢tyri skupiny:
skupina I = {1,0} skupina III = {3,6, 7}
skupina IV = {2,4,5} skupina IT = {8}
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Opét nasleduje trojice tabulek — predchozi tabulka skupin s pfehozenymi fadky v prvni sku-

piné, tabulka prechodt a vysledna tabulka skupin pro tento krok.

skup. H a ‘ b Allalb skup. H a ‘ b ‘

I -1 I I — 1124 I — 1| IV | IV | protoze 2,4 € IV
0 I I Dol o 0| I I | protoze ) €1

v 2 I |III 201016 v 2| I |III | protoze ) € I, 6 € III
4 I | III 41153 4 || IV | IIT | protoze 5 € IV, 3 € III
5| I |III 501017 5| I |III| protoze ) € I, 7 € III

III 3 || IIT | II 31318 II1 3 || IIl | IT | protoze 3 € III, 8 € II
6 || IIT | II 616|838 6 || IIT | IT | protoze 6 € III, 8 € II
7| IIT | II TINT|8 7 || III | IT | protoze 7 € I, 8 € II

I 8| 1|1 <808 II 8| I |1II|protoze7el, €1l

Dale je tfeba rozdélit skupiny I a IV, coz zfejmé uz bude posledni krok. Po jejich rozdéleni

ziskame celkem Sest skupin:

skupina I = {1}

skupina IV = {2,5}

skupina III = {3,6,7}

skupina V = {0} skupina VI = {4} skupina IT = {8}
skup. H a ‘ b A H a ‘ b skup. H a ‘ b ‘

I 1w ~1] 214 I — 1] 1V | VI| protoze 2 € IV, 4 € VI

A% @H I ‘ I Doje \Y @H ‘V‘protoieV)GV

IV 2| T |1 2|06 IV 2 || V | III | protoze § € V, 6 € III
50 1 | 5107 5| V | III | protoze § € V, 7 € III

VI 4 1v|m 4]5)3 VI 4 [ v | 111 | protoze 5 € IV, 3 € III

IIT 3| I 3318 I 3| III | II | protoze 3 € I1I, 8 € 11
6| I | 11 668 6 || III | II | protoze 6 € III, 8 € II
7l I T8 7 | 111 | 11 | protoze 7 € I1I, 8 € II

+~— 81018
I 8| 1|1 II 8| I |1II|protoze7el, €1l

Algoritmus konci, protoze uvnitf kazdé skupiny je obsah bunék v ramci jednoho sloupce stejny.

Z tabulky skupin vyplyva, Ze stavy 2 a 5 jsou zaménitelné a dale stavy 3, 6 a 7 jsou zaménitelné.

Vysledny automat bude mit misto 9 stavi jen 6 stavi. Vyslednou tabulku pfechodi vytvoiime

bud s pouzitim puvodnich stavi (shrneme stavy ze stejné skupiny) nebo stavy oznac¢ime piimo

skupinami:

Al=

S

(0| W[ W | = |

SDWIN | =SSN

1
0
2
4
3
8

NORSORS

e

@b%b

b

A= H a ‘ b
— 1] IV | VI
VIV
Iv | vV | III
VI | IV | III
IIT || IIT | II
«— 1II I 1I

abQ

VO

1274

@@@”
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Dalsi informace:

V téchto skriptech nejsou nékteré dikazy uvedeny. Pfipadné zajemce odkazuji na zdroj [1], kde

jsou vSechny dtkazy ukazany a vysvétleny.

1.5 Vztah mezi kone¢nymi automaty a regularnimi vyrazy

Zatim jsme jednoduse predpokladali, ze trida jazykid rozpoznavanych koneénymi automaty je
ekvivalentni t¥idé jazyku reprezentovanych regularnimi vyrazy (napfiklad v tvrzeni, Ze pro kazdy
regularni jazyk lze sestrojit ekvivalentni koneény automat a regularni vyraz), ale toto tvrzeni jsme

si zatim nezdtvodnili ani nedokazali.

#5| Véta 1.12

Trida jazyku rozpozndvanych konecnymi automaty je ekvivalentni tridé jazyku reprezentovanych

reguldrnimi vyrazy.

£

Dukaz («<): Jestlize je dan regularni vyraz a tikolem je sestrojit k nému ekvivalentni koneény
automat, pak takovy tkol zvladneme uz se znalostmi, které jsme ziskali v minulém semestru —
staci si uvédomit, ze tfida jazykl rozpoznévanych konecnymi automaty je uzaviena vzhledem
k reguldrnim operacim (sjednoceni, iterace, zfetézeni) a tedy existuji deterministické postupy pro
sestrojeni konecéného automatu podle daného regularniho vyrazu.

Dikaz v tomto sméru tvrzeni (automat podle reg. vyrazu) tedy stoji na diikazech uzavienosti
tfidy jazykt rozpoznévanych konecnymi automaty vzhledem k operacim sjednoceni, zietézeni

a iterace. Tyto dukazy jiz byly provedeny. a

Postup (=)

Je dan redukovany deterministicky kone¢ny automat A = (Q, %, §, qo, F'). Ukolem je najit regularni
vyraz R = L(A).

Na strané 25 jsou v definici Ekvivalence stavli automatu definovany automaty .4, pro rizné
stavy ¢ € @ jako varianty automatu .4, pfiCemz stav ¢ je povazovan za pocateéni stav. Pro
zjednoduseni ozna¢ime stavy ¢isly, tedy Q = {1,2,...}.

Samotny postup zjisténi regularniho vyrazu je vlastné grafovy algoritmus, ve kterém postupné
(iterativné) tvofime mnozZinu Fetézcl, pii jejichz zpracovani postupujeme po cesté mezi dvéma
konkrétnimi stavy. V prvnich iteracich jsou tyto cesty zatim kratké, ale jejich prodluzovanim
a spojovanim se postupné dostaneme k vysledku, kterym je vyraz odpovidajici sjednoceni cest od
pocatecniho stavu k jednotlivym koncovym staviim. Mnozinu fetézcti pro cestu mezi dvéma stavy
1,] € @ oznacime takto: Ry = {we s (iw) oy (o)}

Tedy pokud v daném automatu postupujeme od stavu ¢ do stavu j, pak na cesté rozpoznavame

pravé slova z mnoziny R;;. Napiiklad Ro4 je mnozina slov rozpoznanych na cestach v grafu auto-
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matu vedoucich mezi stavy 2 a 4. Pokud za i dosadime pocatecéni stav a za j rtizné koncové stavy,

pak sjednocenim vytvorenych jazyki ziskdme jazyk automatu:

L(A) = U Ry g
fer
Budeme postupovat iterativné, zkonstruujeme mnoziny Rfj pro k£ = 0,1,... postupné pro

rizné indexy k. Rfj jsou podmnoziny mnoziny R;; takové, Ze na cesté v automatu, kterd je
zpracovanim slova z této mnoziny, se nachézeji pouze stavy s ¢iselnym oznacenim mensim nebo
rovnym ¢islu k& (neplati pro ,krajni stavy“ 7 a j, ty mohou byt oznaceny ¢islem vySSim nez k).
Naptiklad R3, je mnozina viech slov rozpoznanych na cesté v grafu automatu vedouci ze stavu 2
do stavu 4, ovSem cesta miize vést pouze pies stavy 1,2,3 (miZe na ni byt i smycka). Formalné:
Rfj = {w € R;; ; pokud existuje m € Q: (i, w) l—jti (m, u) l—j‘ (J,e), w#u#¢e, pakm <k}

Bazi iterace jsou nejkratsi cesty v grafu (tj. pfimé), R% je tedy
mnoZina vSech slov rozpoznanych na cesté v grafu automatu bez me- @A :}R£+1,k+1
zilehlych stavii. Take: ST,
Rk “ R

e pokud 4(i,a) = j pro jakékoliv a € X, pak a € R%’ '
X

e pokud i = j, pak € € R%. @ R @

Nic jiného nelze do R?j zatadit. V tabulce pfechodtl a v diagramu vy-

pada vztah z prvni odrazky takto:

e ]..
jestlize @L@ potom plati:xGR?j
V20| N N/ B

V dalsich krocich tyto cesty skladame tak, jak je naznaceno na obrazku vpravo, vzorec vypada

nasledovné:
REF = RS 4 (R (REpra) - Bigny) s 0k < card(Q) 1

Vysledkem je vzdy regularni vyraz, ktery se s kazdym krokem komplikuje. Z toho vyplyva, ze pro
krok k + 1 potfebujeme vysledky kroku k a nic jiného. Vzorec se pouzivéa az pro k + 1 = card(Q),
tedy musime na cestach ,dovolit® postupné vSechny stavy, pficemz v kazdém kroku se zvysuje
slozitost ziskanych regularnich vyrazt. OvSsem pro posledni iteraci ndm staci zjistit regularni vy-
razy pro cesty vedouci z pocatecniho stavu do jednotlivych koncovych stavi, vysledkem je pak

jejich sjednoceni.

O
o

Piiklad 1.13

Zjistime regularni vyraz odpovidajici jazyku koneéného automatu A = (@, X, 0,1,{2,3}):
Allalb

122 (1,a) =2 b)=1 a,b b
R R UG g o 8
< 0(2,a) =3 wb

3

+~— 3
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Tento automat je deterministicky a redukovany, takze neni tieba provadét zadné dalsi tpravy.
Nejdiiv zjistime regularni vyrazy pro béazi alogoritmu, které reprezentuji , jednokrokové“ cesty

v grafu automatu:

R), =¢ protoze u R?j plati i = j

R}y =a+b protoze §(1,a) =2, §(1,b) = 2 uréuji ohodnoceni cesty mezi stavy 1,2
R(1)3 =0 protoze mezi stavy 1,3 neni pfiméa cesta

RY =0 protoze 6(2,b) = 1 ur¢uje ohodnoceni cesty mezi stavy 2,1

R82 =¢c protoze u R?j plati ¢ =j

R =a protoZe §(2,a) = 3 urc¢uje ohodnoceni cesty mezi stavy 2,3

Rgl =0 protoze mezi stavy 3,1 neni pfimé cesta

RgQ =0 protoze mezi stavy 3,2 neni pfiméa cesta

R}; =b+e protoze je 6(3,b) =3 au R?j plati i = j

Nasleduje prvni iterace, ve které zjistujeme regularni vyrazy Rilj odpovidajici cestAm mezi stavy
1 a j, priCemz tyto cesty mohou vést nejvyse pres stav 1.

Rl = R), + R)-(R))"- R}, = ..

R, = e + e - & - ¢
Rly = a+b (a+0b) =
R}, 0
R,
Rsy
R53 -
R:}Il =
Réz =
Riy; = b

*

*
=
Il
_l_
=

*

*
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s

+ b(a + b)

*
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Vyuzili jsme tyto vztahy: e - X = X, e* =¢, 0+ X =X, (- X = (.
V druhé iteraci zjistujeme regularni vyrazy R?j pro cesty vedouci mezi stavy i a j, a to pouze

pres stavy 1 a 2.

R} = R}, + R (R3p)* Ry, =

R} = € + (a+10) (b(a+ )" - b = ((a+b)b)*

Ri, = a+b + (a+0b) (b(a+0b))* - (e+bla+b) = (a+0b)(bla+Db))"
R}, = 0 + (a+b) (b(a +b))* - a = (a+b)(bla+b) a
R% = b + (e+bla+b)) - (bla+b))" - b = (b(a+0b)"b

Ri, = e+bla+b) + (e+bla+b))-(bla+b)"-(e+bla+b) = (bla+b))"

R%, = a + (e+bla+b))- (bla+b)"- a = (bla+b)"a

R% = 0 + 0 (b(a+b))" - b =0

R:, = 0 + 0 (bla+0b)* - (e+bla+b) = 0

Ry =  b+e + 0 (b(a+))" a = b+e

Kromé vyse uvedenych jsme vyuzili vztah (e + b(a + b))* = (b(a + b))*. Taky je dobré si uvédomit,
ge plati X + (¢ +Y)-Y*X = Y*X.
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3

4 oivoar - P . cop " , ” ,
Zbyva tretl iterace, pri které vSak nemusime zjistovat vSechny vyrazy R;;, staci pouze vyrazy

odpovidajici cestdm z pocateéniho stavu do nékterého koncového.

R?j — R?j + R - (R35)" - jo

R}, = (a+b)(b(a+b)" (@+0b)(bla+b)a- b - 0 = (a+b)(bla+d))
R3, = (a+0b)(bla+b) a (a+b)(bla+b) a- b -(b+e) = (a+0b)(b(a+Db)" ab*

+
_|_
Kromé vyse uvedenych jsme vyuzili vztahy (b+¢)* = b* a b* - (b+¢) = b*. Zbyva zapsat vysledny
reguldrni vyraz:

L(A) = R = RHL+ R}, = (a+b)(bla+0b)* + (a+b)(bla+b)* ab*
(a+b) (b(a+0b)" - (c+ ab*)

I¥"|  Poznamka:

Koneény automat A mizeme minimalizovat také tak, ze zjistime pfimo regularni vyrazy pro jed-
notlivé pomocné automaty A, pro rizné (poc¢atecni) stavy ¢ a pak tyto regularni vyrazy porovnat.
Jak vyplyva z predchoziho piikladu, neni to ve skutecnosti az tak jednoduché — ¢asové tispornéjsi

je postup ukazany v predchozi sekci o minimalizaci.




Kapitola

Bezkontextové gramatiky a jazyky

V této kapitole si zopakujeme jazyky patiici do tridy jazyki L£(2) (resp. CF ) v Chomského hierar-
chii, tedy bezkontextové jazyky, a k nim ekvivalentni bezkontextové gramatiky. Budeme se zabyvat

pokrocilejsimi ulohami souvisejicimi s bezkontextovymi gramatikami, véetné riznych konverzi.

2.1 Definice bezkontextové gramatiky

Ptipomeneme si definici bezkontextové gramatiky:

Definice 2.1 (Bezkontextova gramatika)

Gramatika typu 2 (bezkontextovd, context-free — CF') je gramatika, jejiz vSechna pravidla jsou

v tomto tvaru:
A—pB, A€eN, pe(NUT)* (2.1)

Ovsem k definici bezkontextové gramatiky ve skutecnosti patii také souvisejici definice, které plati

pro gramatiky obecné — relace kroku odvozeni, reflexivni a tranzitivni uzavér této relace, jazyk

generovany gramatikou, vétna forma, véta.

Piiklad 2.1

Vytvorime gramatiku generujici néasledujici jazyk:
L ={0"1"; 1<n<m}

Ve slovech jazyka L; jsou nejdiiv symboly 0 a pak symboly 1. Dtlezitd je vSsak podminka,
ktera tika, ze pocet nul mé byt mensi nebo roven poctu jednicek. Splnéni podminky zajistime tak,
7e nejdriv v rekurzivnim pravidle generujeme nuly a jednicky tak, Ze jich je stejny pocet, a pak
v prostredni ¢asti mizeme pridat dalsi jednicky.

G1 = ({A},{0,1}, P, A), kde mnozina P obsahuje pravidla
A — 0A1] A1 01

Ukézka derivace:

A= 0A1 = 0A11 = 00111

34
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Priklad 2.2

Lo je jazyk matematickych vyraza obsahujicich
e cela cisla,
e operatory +, —, %, /, tentokrat s ohledem na priority operatort,
e zavorky.
Gramatika generujici tento jazyk je
G = ({E,F,G},{n,+,—,%,/,(,)}, P,E), kde mnozina P obsahuje pravidla
E—-FE+F|E-F|F
F—-F«G|F/G|G
G—(E)|n
Ukazka derivace:
E=F=F+«+G=G+«xG= (E)*xG=(E+F)«G= (F+F)«xG= (G+F)*xG =
=n+F)«G=nN+G)*xG=(n+n)«G= (n+n)*n

Tento jazyk se po urcité upraveé pouziva jako zéklad pro syntaktickou analyzu béznych programo-

matiky lze sestrojit jeji grafickou obdobu — deriva¢ni strom. OvSemze derivacni strom mutzeme

vacich jazyki.

e e vyw

sestrojit i pro derivaci v reguldrni gramatice, ale vzhledem k jednoduchosti pfedpisu regularnich
pravidel by to bylo zbytec¢né.

Dale se budeme zabyvat vlastnostmi bezkontextovych gramatik. Nékteré vlastnosti jsme si
jiz predstavili v minulém semestru, ale regulérni diikaz u nich jesté nebyl vyzadovan. To v tomto

semestru napravime.

2.2 Transformace bezkontextovych gramatik

2.2.1 Nezkracujici bezkontextova gramatika

Nezkracujici bezkontextova gramatika je takova bezkontextovd gramatika G = (N, T, P, S), kde
mnozina pravidel P bud neobsahuje zadné e-pravidlo, nebo existuje jediné e-pravidlo S — ¢

a zarovenl S neni na pravé strané zadného pravidla.

Definice 2.2 (Nezkracujici bezkontextova gramatika)

Nezkracugici bezkontextovou gramatikou je takovd gramatika G = (N, T, P, S), jejiz vSechna pra-

vidla jsou v tomto tvaru:
A—a, |a|>1, AeN, ae (NUT)" (2.2)

Ddle muze existovat pravidlo S — €, pokud je S startovacim symbolem gramatiky a zdroven se

nenachdzi praveé strané Zadnéeho pravidla.
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4| Véta 2.1 (Pfevod na nezkracujici gramatiku)

Necht G je bezkontextovd gramatika. Pak existuje bezkontextovd gramatika G’ nezkracujici takovd,
ze L(G") = L(G).

£

Deterministicky (kone¢ny a jednoznacény) exaktni postup si ukdzeme v nasledujicim postupu kon-
strukce. V ném se jedna predevsim o to, jak urc¢it vSechny netermindly, které lze (po rizném pocétu
krokt) prepsat na e. Tuto informaci dale vyuzijeme tak, Ze budeme na pravych stranach pravidel

postupné vynechévat riizné permutace/variace s opakovanim symboli majicich tuto vlastnost.

Postup konstrukce (Vytvoreni ekvivalentni nezkracujici gramatiky): Je ddna grama-
tika G = (N, T, P, S). Sestrojime k ni ekvivalentni nezkracujici gramatiku G' = (N', T, P', S").

Nejdiiv vytvorime nezkracujici gramatiku G, tak, Ze odstranime e-pravidla bez ohledu na to,
zda se jednd o startovaci symbol (tj. pokud ¢ € L(G), docasné toto slovo z jazyka odstranime).
Plati, ze L(G),) = L(G) — {e}. To znamena, ze pokud v jazyce gramatiky G je slovo €, budou se
jazyky gramatik lisit pravé o toto slovo, jinak budou ekvivalentni.

Nésledné vytvoriime findlni gramatiku G’ takovou, ze L(G’) = L(G). Pokud ¢ ¢ L(G), pak
tento krok nemusime fesit (platilo by L(G') = L(Gp) = L(G)), v opaéném piipadé je t¥eba do
jazyka nové gramatiky pridat prazdné slovo.

Vytvofime mnozinu N, coz je mnozina vSech netermindld, které lze (po jakémkoliv pocétu

krokti) prepsat na . Tuto mnozinu budeme tvofit iterativnim postupem.

e Jako bazi N, pouZijeme mnozinu vSech neterminalfi, které se piimo pfepisuji na €. Po-
kud takové netermindly neexistuji (Vo je prazdnd), algoritmus ukonéime, gramatika uz je

nezkracujici.
e V jednotlivych krocich postupujeme podle tohoto schématu:
Nej=NeiaU{X €N (X5 a)eP, ae Ny}
e Pokud N.; = N; ;1 = N,, kon¢ime, madme mnozinu vSech neterminéli, které lze po konec-

ném poctu krokt prepsat na €.

V kazdém kroku pridavame vSechny netermindly, které lze prepsat na fetézec skladajici se pouze
z téch neterminalt, které jsme do mnoziny pfidali v predchozich krocich — pfidame netermindly
s pravidlem, kde na pravé strané jsou pouze netermindly, pro které existuji e-pravidla, atd.

Mnozinu N pouzijeme pro urceni pravidel gramatiky G, — pfiddvame nova pravidla podle
puvodnich pravidel, ve kterych postupné vypoustime rizny pocet a rtizné kombinace neterminalt
umisténych v mnoziné N.. Pokud vznikne e-pravidlo, ignorujeme je.

Pro vSechna pravidla (B — «) € P, |a| > 0 provedeme:

1. zafadime toto pravidlo do mnoziny P,

2. urc¢ime na pravé strané pravidla vSechny prvky patfici do mnoziny Ng:
B — apAia1AsasAsas ... Ay 10 1Anan,, kde A; € Ne, 1 <i<n,q; € ((N U T) — Na)*

3. priddme do mnoziny P, tato nova pravidla:
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e vynechdme vzdy po jednom vyskytu symbola A;:
B — oy a1 AsasAzas ... An_ 101 Anan,
B — aoA1a1 a2A3a3 A Anfl()&nflAnan

B — OéoAlozlAQOéQAgOég c. An_lan_l (679
e vynechame dva vyskyty symbola A;:

B — Qo O O£2A3013 .. .AnflanflAnOén

B — ag a1Asas a3 ... Ap_1a—1An0,

B — OzoAlalAgaQAgOég oo Op—1 OQp
e atd.

e vynechdme vSechny vyskyty symbola A;:

B—aga; as ag ... ap_1 ap

4. Pravidla B — ¢ (tj. pro |a| = 0) ignorujeme, nebudou zafazena do mnoziny pravidel gra-
matiky G,.
Pokud ¢ ¢ L(G), pak jsme hotovi — vysledna gramatika je G’ = G, = (N, T, P',S) s pravidly
P’ = P, sestrojenymi podle pfedchoziho postupu.

Jestlize vSak ¢ € L(G) (to pozname podle toho, Ze se do mnoziny N. dostane startovaci
symbol), pokra¢ujeme nasledovné.

Piedpokladejme tedy, ze jsme jiz odstranili vSechna e-pravidla tak, jak je popsano vyse (i pra-
vidlo S — ¢). Mezivysledkem je gramatika G), = (N, T, P,,S). Potom vytvofime gramatiku
G' = (NU{S'}, T, P',9) tak, ze:

e piiddme novy startovaci symbol S’ (nové pfidany, tedy S’ ¢ N),

e piiddme pro tento symbol dvé pravidla: S” — S | € (pfi generovani neprazdnych slov se na-

pojime na vypocet v puvodni gramatice a pfiddme moznost vygenerovani prazdného slova):
P =P,U{S" — S|¢} 0

Priklad 2.3

Postup si ukdzeme na této gramatice:
G=({S,A,B}, {a,b,c}, P, S)

S —aBA | BB | ac

A— BS|aA|a

B —bB|aA|e

Sestrojime mnozinu neterminélt prepsatelnych na €.
Neo = {B}
N1 ={B}U{S}={B,S} (pravidlo S — BB)
N:.o={B,S} U{A} ={B, S, A} (pravidlo A — BS)
N.3={B,S,A}UD={B,S,A} = N.o = N,
Vsimnéte si, ze v mnoziné N, je i startovaci symbol gramatiky S. To znamené, ze v jazyce

gramatiky je prazdné slovo, tfebaze to na ptvodnich pravidlech nebylo na prvni pohled poznat.
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Ted nas ¢ekd pridavani novych pravidel — v pravidlech postupné vypoustime rizné variace
(s opakovanim) neterminali, které jsme ziskali v mnoziné V. (v tomto pfipadé vSech neterminal).
Zatim se nejedna o vysledek, pro gramatiku G, zatim plati L(G,) = L(G) — {¢}.
Gp=({S,A,B}, {a,b,c}, Py, S)
S —aBA|aA|aB|a|BB|B |ac
A— BS|S
B—bB|blaA|a

BlaAla (pravidlo A — a nemusime piidavat, uz tam je)

Protoze je v mnoziné N, startovaci symbol S, znamend to, ze do jazyka gramatiky patii
prazdné slovo. Proto je tfeba provést jesté jednu tpravu:
G =({95,S,A, B}, {a,bc}, P, 95
S'—S|e
S —aBA|aA|aB|a|BB|B|ac
A—BS|S|BlaA|a
B —bB|blaA|a

Dukaz (Véta 2.1): Je zfejmé, Ze vysledna gramatika G’ sestrojend podle vyse uvedeného
postupu konstrukce je nezkracujici (protoZze neobsahuje zddna e-pravidla). Ukdzeme, Ze zmény,
které jsme v gramatice provedli, jsou ekvivalentni, tj. nemeéni jazyk generovany gramatikou.
Nejdfiv probereme piipad, kdy ¢ ¢ L(G). Vychazime z gramatiky G = (N, T, P, S) a sestro-
jend gramatika je G' = (N, T, P', S).
Dokazujeme L(G) C L(G'):
Zde si staci uvédomit, ze misto e-pravidel jsme do gramatiky zaradili pravidla odpovidajici ptivod-
nim pravidlim gramatiky, kde jsme odstranili jednotlivé neterminaly pfepsatelné na e v rtiznych
kombinacich, ¢imz jsme simulovali pouziti e-pravidla na retézec, jehoz podfetézcem je prava strana
nékterého puvodniho pravidla. Disledkem je dokonce mozné zkraceni derivace.
V kazdém pripadé ke kazdé derivaci v gramatice G dokazeme sestrojit ekvivalentni derivaci
téhoz slova v gramatice G'.
Dokazujeme L(G) D L(G'):
V mnoziné pravidel gramatiky G’ mame kromé piivodnich neepsilonovych pravidel nova pravi-
dla, ktera vsak respektuji ptivodni pravidla v kombinaci s jiz odstranénymi e-pravidly. Tedy pro

kteroukoliv derivaci v gramatice G’ dokdzeme sestrojit ekvivalentni derivaci téhoz slova v G.

Zbyva ptipad, kdy ¢ € L(G). Pokud ¢ € L(G), pak podle vyse uvedeného postupu méame
vyslednou gramatiku G' = (NU{S"}, T, P,U{S" — S | ¢}, S').

Pro derivace slov w € L(G) takovych, ze |w| > 1, plati totéz co v pfedchozi ¢asti dikazu, jen
je odvozeni o jeden krok delsi:
S'=S5=*w

Zamé&ime se tedy na vygenerovani slova . V gramatice G’ pouZijeme derivaci S’ = ¢, tedy
e € L(G'"). Proto jestlize ¢ € L(G), pak ¢ € L(G").

Jestlize ¢ € L(G'), pak existuje pravidlo S’ — ¢ a to se do mnoziny P’ dostalo jen tehdy,
pokud S € N.. Do mnoziny N, se S dostalo jen tehdy, pokud v G existuje derivace S =* ¢, a tedy
e € L(@). Proto pokud ¢ € L(G"), pak také ¢ € L(G). 0
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2.2.2 Redukovana gramatika

Redukci bezkontextové gramatiky jsme v minulém semestru také zkouseli, opét se zde po zopako-

vani pojmu zamérime na spravné provedeni formalniho dukazu.

Definice 2.3 (Nadbyteény neterminal)
X € N je nadbytecny neterminal v gramatice G = (N, T, P, S), pokud neezistuje Zddné termindlni
slovo, ktere lze z tohoto symbolu vygenerovat, tj. neexistuje derivace

X="w, weT" (2.3)

Definice 2.4 (Nedostupny symbol)
Symbol X € (NUT) je nedostupny v gramatice G = (N, T, P, S), jestlize se nemuze objevit v Zadné
vétné formé, tj. neexistuje derivace

S="aXp, «opfe(NUT)" (2.4)

Definice 2.5 (Redukovana gramatika)
Bezkontextovd gramatika G = (N,T,P,S) je redukovand, pokud neobsahuje Zddné nadbytecné

a nedostupné symboly.

Po vété nasleduji postupné popisy konstrukce, piiklady a dikazy k obéma smértim redukce.

£ Véta 2.2 (Redukce bezkontextové gramatiky)

Ke kazdé bezkontextové gramatice G existuje redukovand gramatika (bez nadbytecnych a nedostup-

nych symboli) G’ takovd, Ze L(G) = L(G").

£

Postup konstrukce (Odstranéni nadbyteénych neterminala): Sestrojime mnozinu ne-
terminali Fg.p, ze kterych lze vygenerovat termindlni fetézec. Nadbytecné netermindly jsou pak
pravé ty prvky, které do této mnoziny nepatii. Pivodni gramatiku ozna¢ime G = (N, T, P, 5),
sestrojime gramatiku bez nadbyteénych neterminala G’ = (N', T, P', S).
e Jako bézi pouzijeme mnozinu terminalnich symbolt (z vysledné mnoziny je pak odstranime):
Ey=T
e V prvnim kroku iterace pridame vSechny netermindly, pro které existuje terminalni nebo
e-pravidlo:
Ei=FEU{XeN; (X—a)eP,aeT*'}=EU{XeN; (X —a)eP, ac Ej}
e V kazdém dalsim kroku iterace pridavame dalsi netermindly, pro které existuje pravidlo, na
jehoZ pravé strané jsou pouze symboly zarazené do mnoziny v predchozich krocich:
E;=E, 1U{XeEN; (X—>a)eP, acE,}
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e Pokud se uz mnozina neméni (neni co pridat), konc¢ime:
E;=FE; 1= Eg

V mnoziné E4.; madme pouze takové symboly, ze kterych je mozné vygenerovat terminalni slovo
(prézdné slovo je taky terminalni).

Stanovime novou mnoZinu netermindli: N’ = N NE 4. Nova mnoZina pravidel bude obsahovat
pouze ta pravidla, kterd maji na levé a pravé strané pouze symboly z mnoZiny Fgef:
P’:{(A—>a)eP;AeEdef,aeE;ef} O

5| Poznamka:

Poradi je diilezité — odstranujeme nejdiiv nadbytecéné neterminaly a az potom nedostupné symboly.
-1

Priklad 2.4

V nasledujici gramatice odstranime nadbyteéné netermindly:
G=({S,AB,C, D}, {a,b,c,d}, P, S)

S — aAbC | ¢

A—aA|Cec

B — c¢B|dD

C—cBl|aA|b

D — Bd

PouZijeme vySe uvedeny iterativni postup a sestrojime mnozinu Fy.;. Pak uréime novou mno-
Zinu neterminalti a novou mnozinu pravidel.
Ey=T ={a,b,c,d} (baze iterace)
E, ={a,b,c,d,S,C} (podle S — ¢, C — b)
Ey ={a,b,c,d,S,C, A} (podle A — Cc)
E3 = FEo = Egef
Novd mnozina neterminéli je N’ = {S, A, B,C,D} n{a,b,c,d,S,C, A} = {S,A,C}. Nova
mnozina pravidel P’ bude obsahovat pouze ta pravidla, kterd maji na levé i pravé strané pouze
symboly z mnoziny Egf, tedy celd vysledna gramatika vypada takto:
G = ({S,A,C}, {a,b,c,d}, P, S)
S — aAbC | ¢
A—aA|Cc
C—aAl|b

Dukaz (Odstranéni nadbyteénych neterminala): Je dana gramatika G = (N, T, P, S).
Vyse uvedenym postupem konstrukce jsme sestrojili mnozinu Egef a gramatiku G’ = (N', T, P, S).
Je tfeba dokazat, Ze gramatiky G a G’ jsou ekvivalentni.

Algoritmus konstrukce mnoziny F . je koneény (protoze v kazdém kroku pfiddvame nejméné

jeden prvek mnoziny N, pfiCemz mnozina N je konefnd) a vysledkem je mnozina symbolt, ze
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kterych lze vygenerovat terminélni slovo (to plyne z faktu, Ze algoritmus je iterativni, pfi¢emz
postupujeme podle pravidel — do mnoziny se dostanou pravé ty symboly, které lze v koneéném
poctu krokii pfepsat na terminalni fetézec).
Dokazujeme L(G) C L(G'):
Necht w € L(G).
= existuje derivace slova w v gramatice G:
S=ow=>oa1=>...=>a, =W
= do mnoZiny Fy.se fadi vSechny symboly, z nichZ 1ze generovat terminalni slovo, tedy vSechny
symboly v pouzitych vétnych forméach této derivace do ni patii,
= z principu konstrukce pravidel gramatiky G’ vyplyva, Ze pravidlo z mnoziny P pouZité
v kroku derivace a;_1 = «a;, 1 < i < n existuje také v mnoziné P’ a nebylo algoritmem
odstranéno,
= tatdz derivace slova w existuje i v gramatice G’,
= w e L(G).
Tataz avaha plati i v pripadé, ze w = €, slovo by bylo odvozeno v jednom kroku derivace.
Dokazujeme L(G) 2 L(G'):
Tento smér je trividlni, protoze vSechna pravidla z mnoziny P’ existuji v ptivodni mnoziné P (pfi
konstrukci mnoziny P’ jsme zadna nova pravidla nepfiddvali). Pro kazdé slovo w € L(G’) existuje

derivace v gramatice G’ a tataz derivace existuje i v gramatice G, tedy w € L(G). O

Postup konstrukce (Odstranéni nedostupnych symboli): Opét pouzijeme iterativni
metodu — sestrojime mnozinu symbolti Sgf, které jsou dostupné (vyskytuji se v nékteré vétné
formé v derivaci ze startovaciho symbolu). Nedostupné symboly jsou ty, které do této mnoziny
nepatii. Pivodni gramatiku ozna¢ime G’ = (N, T, P, S) (pfedpokladame, Ze jiz byly odstranény
v8echny nadbyte¢né symboly), sestrojime gramatiku G” = (N”, T, P",S).
e Jako bazi pouzijeme mnozinu obsahujici startovaci symbol gramatiky:
So = {5}

e V prvnim kroku iterace pfidadme vSechny symboly z pravé strany pravidel pro startovaci
symbol, protoze pravé tyto symboly jsou dostupné ze startovaciho jednim krokem:
S1=5U{Xe(NUT); (S—a)eP, |ax >1}

e V kazdém dalsim kroku iterace pfidavame dalsi symboly, které jsou v jednom kroku dosazi-
telné ze symboltl mnoziny z predchoziho kroku:

Si=8S1U{Xe(NUT); (A—a)eP, Ac Si_1, |ajx > 1}
e Pokud se uz mnozina nemeéni (neni co pfidat), konéime:
Si = Si—1 = Sdef
Stanovime novou mnozinu neterminali a termindlt: N” = N’ N Sges, T7 = T'NSgep. Nova mnozina
pravidel bude obsahovat pouze ta pravidla, kterda maji na levé a pravé strané pouze symboly
z MNoziny S gef:

p":{(A—>a)eP’; A € Sgef, aeSj}ef} -
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Priklad 2.5

Druhou ¢éast redukce (odstranéni nedostupnych symbolil) si ukdZzeme na této gramatice:
G=({S,A,B,C}, {a,b,c}, P, S)

S —aA|bB|c

A—cS|aA

B —bB|cAB|b

C—aAl|b

Gramatika zjevné neobsahuje zadné nadbytecné symboly, prvni ¢ast redukce tedy nemusime pro-
vadét a pouze odstranime nedostupné symboly. Sestrojime mnozinu S gef.
So={S5} (baze)
S ={S,a,A,b,B,c} (na pravych stranach pravidel pro symbol 5)
So ={S,a,A,b,B,c,b} (podle pravidel pro A a B)
S3 = 52 = Sqef
Nova mnozina neterminalt je N N Sqer = {S, A, B,C} N {S,a,A,b,B,c,b} = {S, A, B}, nova
mnozina terminala je T N Sqef = {a,b,c} N {S,a,A,b,B,c,b} = {a,b,c} (zde se nic neméni).
Mnozina pravidel P’ bude také protiidéna, vysledna gramatika je nésledujici:
G = ({S,A, B}, {a,b,c}, P, S)
S—aA|bB|c
A—cS|aA
B —bB|cAB|b

Dukaz (Odstranéni nedostupnych symbolua): Je ddna gramatika G' = (N',T, P, S) bez
nadbytecnych neterminélii. Vyse uvedenym postupem konstrukce jsme sestrojili mnozinu Sgef
a gramatiku G = (N",T", P",S).
Algoritmus konstrukce Sger je koneény ze stejného divodu jako 4. (maximalni pocet kroku
je roven po¢tu prvk mnoziny N’ UT). To, ze obsahuje pravé ty symboly z ptivodni mnoZiny P,
které jsou dosazitelné z pocatecniho stavu, plyne z algoritmu — v iterativnim postupu pridavame
symboly podle pravidel gramatiky.
Zbyvéa dokazat ekvivalenci jazykt gramatik G’ a G”.
Dokazujeme L(G") C L(G"):
Vezméme jakékoliv slovo w € L(G').
= existuje derivace slova w v gramatice G':
S=aww=>a01=>...>q, =W
= do mnoZiny Sges se fadi vSechny dosaZitelné symboly, tedy vSechny symboly v pouzitych
vétnych formach této derivace do ni patii,
= z principu konstrukce pravidel gramatiky G’ vyplyva, Ze pravidlo z mnoZiny P’ pouzité
v kroku derivace a;_1 = «;, 1 < i < n existuje také v mnoziné P” a nebylo algoritmem

odstranéno,
= tataZ derivace slova w existuje i v gramatice G”,

= we L(G").
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Tvrzeni plati i v pfipadé, ze w = ¢, protoze pokud € € L(G'), pak derivace S =* ¢ existuje v obou
gramatikach a e € L(G").

Dokazujeme L(G') 2 L(G"):

Tato ¢ast je trividlni. V mnoziné pravidel P” jsou pouze ta pravidla, kterd existuji v mnoZiné

pravidel P’. Proto kazda derivace v gramatice G” existuje v téze formé i v gramatice G’.

Tim jsme dokazali ekvivalenci gramatik G’ a G” a korektnost a tplnost postupu redukce

gramatiky. O

Piiklad 2.6

Ukazeme si, pro¢ je tieba nejdfiv odstranit nadbyte¢né a az potom nedostupné symboly.
G=({S,A,B}, {a,b,c}, P, S)

S— Aala

A — ABc

B —bB|b

V prvnim sloupci nésledujici tabulky je spravny postup (nejdiiv odstranime nadbyteéné a pak

nedostupné symboly), v druhém $patny postup (kdy tyto dva algoritmy zaménime).

’ Spravné: H Spatné:

Ey=T So ={S}

E, = EyU{S,B} S1=SoU{A,a}

Ey, =FE;, N'={S,B} Sy = S1U{B,c}

Pruni tprava: Sz = So U {b}

G'=({9,B}, {a,b}, P, S) Sy =S5, N'={S, A B}

S—a Proni uprava:

B—=bB|b G = ({S, A, B}, {a,b,c}, P, S)

So = {5} S — Aala

S1 = So U {a} A — ABc

Sy = S1, N" ={S} B —bB|b

Druhd dprava: Ey=T

G" = ({S}, {a}, P", 5) E, = EyU{S, B}

S—a Ey = FEy, N"={S,B}
Druhd dprava:
G" = ({S, B}, {a,b}, P", S)
S—=a
B —=bB|b

Jak vidime, po tdpravach v druhém sloupci ndm v gramatice ztstal netermindl B, ktery je ve

skutecnosti nedostupny ze startovaciho symbolu.
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2.2.3 Gramatika bez jednoduchych pravidel

Jednoduché pravidla v (jakékoliv Chomského) gramatice jsou takova pravidla, kde na levé a pravé

strané je jen jeden symbol, a to v obou pfipadech neterminal.

Definice 2.6 (Jednoduchéa pravidla, gramatika bez jednoduchych pravidel)
Jednoduchd pravidla v gramatice G = (N, T, P, S) jsou pravidla ve tvaru A — B, A,B € N (tedy

na pravé i levé strané je jediny netermindl).

Gramatika bez jednoduchiych pravidel je takovd mnezkracujici bezkontextovd gramatika, kterd

Tento typ pravidel ndm v nékterych pfipadech muze vadit (napiiklad tehdy, kdyz chceme mit

neobsahuje Zadnd jednoduchd pravidla.

co nejméné pravidel — jak vidime, tato pravidla vlastné nic negeneruji, jen ,predavaji Stafetu“

k jinému netermindlu). Proto formulujeme nésledujici vétu:

£ Véta 2.3

Ke kaZzdé bezkontextové gramatice G lze sestrojit gramatiku bez jednoduchych pravidel G' takovou,

se L(G) = L(G").

Voa)

Postup

Je déna nezkracujici bezkontextova gramatika G = (N, T, P,S), chceme sestrojit ekvivalentni
gramatiku G’ = (N', T, P’, S) bez jednoduchych pravidel.

Intuitivni postup by spocival v nahrazeni pravé strany jednoduchého pravidla pravymi stra-
nami pravidel neterminalu, ktery takto z pravé strany odstranime, tedy napiiklad u pravidla
A — B nahradime B postupné vsemi pravidly pro neterminal B, napiiklad jestlize je B — «,
pak vznikne pravidlo A — a. Potom misto derivace A = B = « bude existovat derivace A = «.
Jenze takto bychom mohli za uréitych okolnosti taky prendset jednoduché pravidla z jednoho
mista na druhé, a tedy intuitivni postup bychom museli provadét rekurzivné tak dlouho, dokud
néjakd jednoduché pravidla existuji. Proto budeme pouzivat iterativni postup popsany v dalSich
odstavcich.

Pro kazdy neterminal A € N sestrojime mnozinu N4 takovych neterminald, na které lze tento
netermindl prepsat pomoci jednoduchych pravidel. Napriklad jestlize v gramatice mame pravidla
A — B, B— C, pak by v mnoziné N4 pro neterminal A byly prvky A, B,C.

Pak probereme postupné vSechna pravidla z ptivodni mnoziny pravidel P a vSechna jedno-
duché (jejich pravé strany) nahradime fetézcem, na ktery se netermindl na levé strané postupné
prepisuje (tj. pfeskoéime kroky vyuzivajici jednoduché pravidla). Toho docilime tak, ze ke kazdé
pravidlu B — « z mnoziny P pfiddme do mnoziny P’ mnozinu pravidel A — « pro vSechny

netermindly A takové, ze B € Ny. Postup ukazuje algoritmus 2.
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Algoritmus 2: Odstranéni jednoduchych pravidel v gramatice

Vstup : G = (N,T,P,S) je nezkracujici bezkontextova gramatika
Vystup: G’ je gramatika bez jednoduchych pravidel takova, ze
L(G) = L(@)

foreach A € N do
1 = 0;
Nao = {A}
repeat

1= 1+ 1;

Nai=Ngi-1U{XEN; (B—>X)EP, BENy;_1};
until Ny ; = Na;—1;
Na = Nag;
end
P = ()
foreach (B — «) € P, které neni jednoduché, do

foreach C € N takové, Ze B € N¢o do

‘ zatad (C' — a) € P';

end

end

G' = (N,T,P',S) je vysledna gramatika bez jednoduchych pravidel.

Jak vidime, algoritmus méni pouze mnozinu pravidel, vse ostatni zustava. V prvnim cyklu for
sestrojime mnoziny Na postupné pro vsSechny netermindly, v druhém cyklu for tvofime novou

mnozinu pravidel.

O
o

Priklad 2.7

Odstranime jednoducha pravidla v gramatice G = ({5, A, B}, {a,b,c}, P, S) s pravidly
S —aAB | B|bb
A—aA|bS|aa
B— Alba|c
Podle postupu z algoritmu 2 nejdiiv sestrojime mnoziny Ny pro kazdy netermindl A € N.
Mnozina neterminaltt N = {S, A, B} je t¥iprvkovd, sestrojime mnoziny Ng, N4, Np.
Ngo = {5} Nao = {4}
Ns1 ={S}tu{B} podle S— B Nag = Nyo = Na={A}
Nso ={S,B}U{A} podle B— A Npo = {B)
Nog = Nsz = N = {5, B, 4} Np1 = {B}U{A} podle B~ A
Np2 = Np1 = Np ={B, A}
Pomocné mnoziny mame, ted projdeme vsechna ptvodni pravidla v mnoziné P a uréime

pravidla do mnoziny P’. Jednoduch4 pravidla ignorujeme.
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Pravidlo v P Pravidla do P’ ‘ Protoze ‘

S —aAB, S — bb S —aAB, S — bb S € Ng
A—aA, A—bS, A—aa | S—>aA, S—bS S —aa | A€ Ng
A—=aA, A—bS, A—aa | A€ Ny
B —aA, B—bS, B—aa | A€ Np

B —ba, B—c S —ba, S—c B € Ng

B —ba, B—c B e Np
Srovnejme puvodni gramatiku G a vyslednou gramatiku G’ bez jednoduchych pravidel:
G = ({S,A, B}, {a,b,c}, P, S) G' = ({S,A, B}, {a,b,c}, P, S)
S — aAB | B | bb S —aAB |bb|aA|bS |aa|ba|c
A—aA|bS|aa A—aA|bS|aa
B— Alba|c B —aA|bS|aa|balc

Piiklad 2.8

Odstranime jednoduché pravidla z nasledujici gramatiky:
G = ({E7 T7 F}? {7’7 n’ (7 )7 +7 *}7 P? S)

E—-E+T|T

T—TxF|F

Sestrojime pomocné mnoziny pro jednotlivé neterminély:

Ngo ={E} Nro ={T} Npo ={F} = Np
N1 ={E,T} Nry ={T,F} = Nrp

Ngo={E,T,F} = Ng

Neterminal F' se nachazi ve vSech tfech mnozinach, tedy pravidla pro pfepis tohoto neterminalu
pouzijeme v gramatice G’ pro prepis vsech t¥ neterminalti. Netermindl 7' najdeme v mnozinach
Ng a Np, proto pravidla ptivodné prepisujici neterminal T budou piepisovat neterminaly E a T'.
Vysledna gramatika je nasledujici:

G ={E,TF}, {i,n,(,),+,*}, P, S) s pravidly

E—SE+4+T|T«F|(E)|i|n

T—>TxF|(E)|i|n

Dukaz (Véta 2.3): Vstupem vysSe uvedeného algoritmu je nezkracujici bezkontextova gra-
matika G = (N, T, P, S), vystupem gramatika bez jednoduchych pravidel G' = (N, T, P’,S). Je
ziejmé, Ze algoritmus je konecny, protoze pocet opakovani ve vSech uvedenych cyklech je limitovan
poctem prvkl v mnozinach N a P, pficemz obé mnoziny jsou konecné. Taky je ziejmé, ze v mno-
ziné pravidel P’ nejsou zadné jednoduché pravidla (algoritmus piedepisuje jejich ignorovéni).
Zbyva dokazat, ze L(G') = L(G).
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Dokazujeme L(G) C L(G'):
Necht w € L(G), |w| > 0:
= v G existuje derivace slova w o délce n: S =* w. Oznacme
prvky posloupnosti derivace S = wg, wi,..., Wp—1, Wy = W,
pravidla pouzitd v jednotlivych krocich 4; — a;, A4; € N, a; € (NUT)*, 0<i<(n—1)
Nyni sestrojime ekvivalentni derivaci v gramatice G:
— v posloupnosti indext 0, . .., (n—1) najdeme vSechny souvislé (pod)posloupnosti indexti
Jy--,J + k takové, ze aj,..., a4, € N (tj. v téch krocich jsou pouzita jednoduché
pravidla, pravé strany pravidel jsou tvofeny pravé jednim neterminélem),
— pro kazdou souvisejici (pod)posloupnost pouzitych pravidel A; — oy, ..., Aj1p — ojqp
a derivaci w; = ... = wjyr = w;ik4+1 najdeme ekvivalentni posloupnost pravidel
a derivaci v gramatice G;
je zrejmé, ze v takové derivaci se kazdé dvé sousedni vétné formy lisi praveé v jednom symbolu
— neterminalu, pficemz minimélné posledni pouzité pravidlo neni jednoduché (je terminélni),
= podle algoritmu musi pro kazdou takovou (pod)posloupnost indexu platit:
{ajv s 7aj+k} = {Aj+1> s 7Aj+k+l} - NA]-
= pro kazdou (pod)posloupnost existuje v G’ pravidlo A; — o 41
= pro kazdou (pod)posloupnost existuje v G’ derivace w; = wjx+1
= v @ existuje derivace slova w, proto w € L(G").
Dokazujeme L(G) 2 L(G'):
Necht w € L(G'), |w| > 0:
= v G’ existuje derivace slova w: S =* w ve formé
S=wy=>wi=...=>w, =w
ozna¢me pravidlo pouzité v j-tém kroku (0 < j < n — 1) pravidlo A — «a,
= podle algoritmu existuje B € Ny (muze platit také B = A), pficemz v G existuje pravidlo
B — « a derivace A =* B
= v ( existuje derivace A =* B = «
= v G existuje derivace slova w, proto w € L(G).
Zbyvé pripad, kdy w = ¢, a tedy |w| = 0. Zde si sta¢i uvédomit, ze po celou dobu pracujeme
s nezkracujici gramatikou, ptricemz tuto vlastnost zachovava i algoritmus. Tedy plati:

ecl(G) & (S—eeP & (S—eeP & ecLGY O

2.2.4 Necyklické a vlastni gramatiky, substituce

Zatim vime, co je to bezkontextova redukovana a nezkracujici gramatika a gramatika bez jed-
noduchych pravidel. Dale definujeme jesté dalsi specialni formy bezkontextovych gramatik, které

budeme vyuzivat v dalsich dikazech a postupech.
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Definice 2.7 (Gramatika bez cyklu — necyklicka)

Gramatika bez cyklu je gramatika, ve které neexistuje Zddniy symbol A € N takovy, Ze A =T A.

I¥"|  Poznamka:

Nezkracujici gramatika bez jednoduchych pravidel je vzdy bez cyklu (pozor, implikace — mohou

existovat gramatiky bez cyklu, které nejsou nezkracujici nebo které obsahuji jednoduché pravidla).

1

Pokud tedy mame k dané gramatice G sestrojit ekvivalentni gramatiku bez cyklu, staci ji prevést

do formy nezkracujici gramatiky a odstranit jednoduché pravidla.

Definice 2.8 (Vlastni gramatika)

Bezkontextovd gramatika G se nazyvd vlastni gramatikou, pokud je bez cyklu, nezkracujici, redu-

Pokud mame k dané gramatice G sestrojit ekvivalentni vlastni gramatiku, pfevedeme ji do formy

kovand (bez nadbytecnych symboli).

nezkracujici gramatiky, redukujeme a odstranime jednoduché pravidla.

Nasledujici lemma pouzijeme v dikazech nékterych dalsich vét.

4| Lemma 2.4 (Lemma o substituci)

Necht G = (N, T, P,S) je bezkontextovd gramatika. Necht A — aBf je pravidlo v mnoZiné P

a ddle necht B — 1 | ... | 7 jsou vSechna pravidla prepisujici netermindl B € N.
Oznacme gramatiku G' = (N, T, P',S) takovou, kde
P'=(P—{A—aBB}) U {A—amb|...| anp} (2.5)

Pak L(G') = L(G).

Vo]

Lemma je zalozeno na podobném principu, jaky jsme pouzili pfi odstranovani jednoduchych pravi-
del — jen na pravé strané pravidla mame kolem nahrazovaného neterminélu urcity kontext (okoli)
navic, ktery musi byt zachovan. V lemmatu o substituci vSak neméame zadnou rekurzi, je definovan

postup pouze pro jeden krok, o to je dikaz jednodussi.

Dukaz: Dokazujeme L(G) C L(G'):

Pravidla A — B3 jsou jedinymi pravidly, ktera se nachézeji v P, ale nenachézeji se v G'. Jestlize
tedy v gramatice G pouzijeme v nékteré derivaci pravidlo A — aBf, pak v nékterém z dalsich
krokt musi byt takto vygenerovany symbol B prepsan nékterym pravidlem B — «;, tedy (az na
posloupnost krokt) opét dostavame derivaci slova w v gramatice G'.

Dokazujeme L(G) 2 L(G'):

Jestlize v derivaci v gramatice G’ pouZijeme pravidlo A — a~;3, pak na stejném misté v ekviva-
lentni derivaci gramatiky G pouZijeme postupné pravidla A — aBfS a B — ~;, proto k derivaci
A = av; v gramatice G’ existuje ekvivalentni derivace A = aBf = av; v gramatice G. O
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2.2.5 Rekurze neterminalu v gramatice

V pravidlech bezkontextové gramatiky G méme levou rekurzi pfes neterminal A, pokud v gra-
matice existuje derivace A =" Aa. Obdobné, v gramatice mame pravou rekurzi pres netermindl
A, pokud v ni existuje derivace A =* aA. Leva nebo prava rekurze nam muze vadit predevsim

v praktickém vyuziti pri programovani, s tim se setkdme v predmétu Prekladace.

Definice 2.9 (Gramatika bez levé rekurze, gramatika bez pravé rekurze)

Gramatika bez levé rekurze je gramatika, ve které pro Zadny netermindl A € N neexistuje derivace
A =7 Ao.

Gramatika bez pravé rekurze je gramatika, ve které pro Zdadny netermindl A € N neexistuje

derivace A =1 aA.

Pfima leva rekurze znamend existenci pravidla A — Acq, nepiima existenci pravidla A — 3, kde

B =71 Aa. Podobné pro pravou rekurzi.

£ Véta 2.5

Ke kazdé be. gramatice G existuje gramatika bez levé rekurze G’ takovd, Ze L(G) = L(G").

Postup (Odstranéni pfimé levé rekurze)

Je dana bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S). Predpokladejme, ze mnozina pravidel
A—)AOQ ‘ \Aan|51 ‘ ‘/Bm

je mnozinou vSech pravidel prepisujicich symbol A € N, pficemz zadny z Fetézci [5; nezacina

symbolem A (tj. rekurzivni zleva jsou pouze pravidla A — Aay | ... | Aay,). Pro postup jsou dvé

varianty. Prvni variantu pouzijeme tehdy, kdyz u gramatiky chceme zachovat vlastnost nezkracu-

jici gramatiky, druhou variantu pouzijeme, pokud ndm e-pravidla nevadi.

Varianta 1:
Sadu pravidel A — Aay|...|Aan |B1] -] Bm
nahradime sadou pravidel A — BiB|...| BB |B1]|--.|Bm
B — aiB|...|ayBlai|...|ay
Proc¢ to funguje:
e ukazka derivace v gramatice G: A= Aag = Aajaz = Aagaias = Bsasaias

e ukézka ekvivalentni derivace v gramatice G': A = 5B = fsasB = Bsaga1 B = Bsagaias

Levou rekurzi jsme vlasné prevedli na pravou rekurzi (coz je v poradku — ,vadi“ ndm vzdy jen

leva nebo prava rekurze, ne obé zaroven) a pfidali jsme jeden netermindl.

Varianta 2:
Sadu pravidel A — Aai|...|Aan |B1] -] Bm
nahradime sadou pravidel A — piB|...|BnB

B — aiB|...|lapBle
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Druh4é varianta je vlastné obdobou prvni, pricemz diky pouziti e-pravidla dostaneme mensi pocet
pravidel, navic nezhorSujeme nedeterminismus ve vybéru pravidel (u prvni varianty jsme vzdy
vytvéreli dvojice pravidel pfepisujicich tentyz symbol, které zacinaly stejnym podietézcem). Za-
timco prvni varianta je vyhodnéjsi pro dikazy v oblasti teoretické informatiky, druhou variantu

opét vyuzijeme pii praktickém pouziti pfi programovani (pfedmét Piekladace).

Algoritmus 3: Odstranéni piimé levé rekurze

Vstup : G = (N,T,P,S) je bezkontextovd gramatika

Vystup: G’ je gramatika bez piimé levé rekurze takova, ze L(G) = L(G’)
P' .= P; N := N;

foreach A € N do

necht A — Aay | ... | Aay, jsou vSechna levé rekurzivni pravidla pro A;
necht A — (31| ... | Bm jsou vSechna pravidla pro A bez levé rekurze;
if n > 0 then
odstran z P’ pravidla A — aq | ... | ap;
pridej do P’ pravidla A — 51 A" | ... | BnA;
ptidej do P’ pravidla A" — a1 A" | ... | a, A" | &
N' = N'u{4d'}
end
end

G' = (N,T,P',S) je vysledné gramatika bez pfimé levé rekurze.

Ve vySe uvedeném algoritmu je zpracovana druha varianta — pfidavame e-pravidla. Kdybychom

chtéli vytvorit algoritmus pro prvni variantu, stac¢ilo by upravit pouhé dva radky.

Dtikaz zde neuvedeme, protoze je trividlni — opét by spocival v konstrukci derivace téhoz slova

v gramatikach G a G'.

Piiklad 2.9

Odstranime pfimou levou rekurzi v pravidlech této gramatiky:
G = ({A,B,C}, {a,b}, P, S)

A— BC|a

B — BaC'| Ab| ba

C—CC|b|Cb

Ptimé leva rekurze je rozpoznatelnd na prvni pohled — levé rekurzivni jsou pravidla B — BaC,
C — CC a C — Cb. Uprava se tedy bude tykat mnozin pravidel p¥episujicich neterminaly B a C,

vytvofime dva nové neterminaly B’ a C’.
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Pro netermindl B: Varianta 1 Varianta 2
Sadu pravidel B — BaC | Ab]|ba B — BaC | Ab]|ba
nahradime sadou pravidel B — AbB'|baB'| Ab | ba —  AbB' | baB’
B — aCB'|aC B — aCB'|e¢
Pro neterminal C": Varianta 1 Varianta 2
Sadu pravidel C — CC|Cbl|b C — CC|Cb|b
nahradime sadou pravidel C — bC'|b — b’
' = calu|Clb ' - CC|bC e
Vysledna gramatika pro kazdou z variant je tato:
G'=({A,B,B,C.C'}, {a,b}, P, S) G"=({A,B,B,CC'Y}, {a,b}, P", S)
A— BCla A— BCla
B — AbB' | baB' | Ab | ba B — AbB' | baB’
B'— aCB' | aC B'— aCB' | ¢
C —bC"|b C — bC’
C'—=CC'|bC" | C|b C'—=CC"|bC | e

5| Poznamka:

Vyse je uveden postup a priklad na odstranéni primé levé rekurze. Pokud bychom chtéli odstranit
pfimou pravou rekurzi, opét by byly dvé varianty (podle toho, jestli nam vic vadi e-pravidla nebo

stejné koncici pravidla pfepisujici tentyz netermindl), a pievedli bychom ji na levou rekurzi:

Varianta 1:
Sadu pravidel A = oAl ... |aA|pi]... ] Bm
nahradime sadou pravidel A — Bfi|...|BBn|B1]--.|Om
B — Bajl|...|Bag|ai|...|ay
Varianta 2:
Sadu pravidel A = aAl|l...|aA|B1] -] Bm
nahradime sadou pravidel A — Bpfi|...| BBm
B — Baj|...|Bay|e

1

Zatim jsme si ukazali, jak si poradit s pfimou rekurzi, zbyva nepfima rekurze. Postup bude slozi-

t&jsi, a musime zajistit, aby byl konecny.

Postup (Odstranéni levé rekurze)

Je déana vlastni gramatika G = (N, T, P, S), chceme sestrojit gramatiku G’ = (N', T, P, S) bez

levé rekurze takovou, ze L(G') = L(G). Pokud G neni ve formé vlastni gramatiky, provedeme

nejdiiv transformaci, pfipadné gramatiku redukujeme.
Na mnoziné N definujeme uspofadani (tedy stanovime potadi prvki). Pokud card(N) = n,

mizeme oznacit N = {Ay,..., A,} s poradim dle indexti. Abychom postup nepopletli, je praktické
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netermindly prosté pfejmenovat na pismena s indexy, abychom méli jejich poradi neustéle na ocich.

Postup spociva v transformaci pravidel do takového tvaru, kde prava strana pravidla muze
zacinat neterminalem pouze tehdy, kdyz tento neterminal mé vyssi index podle stanoveného poradi
nez neterminél na levé strané (ktery prepisujeme).

P1i splnéni této podminky sice mize byt z netermindlu vygenerovan retézec zacinajici neter-
mindlem, ale vzdy jen takovym, ktery je ,v poradi dal“ — pokud existuje derivace A =* Ba, pak
jediné tehdy, jestlize B mé vys$i index nez A, a proto jiz pro zadny netermindl A € N nemuze
nastat v derivaci cyklus A =* Aa.

Prochézime postupné vSechny netermindly A; € {A41,..., A, }:

e zbavujeme se vSech pravidel prepisujicich A; takovych, jejichZ prava strana za¢ina netermi-
nalem s indexem mensim nez ¢, tj. A; — Ao, kde j < 7, a to s vyuzitim lemmatu o substituci
(v pravidle A; — A;a nahradime A; postupné tim, na co lze A; v jednom kroku piepsat) —

postup je rekurzivni, proviadime ho tak dlouho, dokud existuji takova pravidla,

Algoritmus 4: Odstranéni levé rekurze

Vstup : G = (N,T,P,S) je vlastni bezkontextova gramatika

Vystup: G’ je gramatika bez levé rekurze takova, ze L(G) = L(G")

P .= P; N := N;

Uréi usporadéni na N: N = {Aq,..., A, };

fori := 1ton do // nejd¥iv odstranime ,levé cykly" v derivacich:
forj ;= 1to(i—1)do

foreach (A; — Aja) € P’ do // vSimnéte si: pracujeme jen s j <i
necht A; — 31| ... | Bk jsou vSechna pravidla pro Aj;
odstran A; - Ajaz P’ ; // lemma o substituci
pridej A; — B | ... | Bra do P

end

end
if pro A; existuje pravidlo s primou levou rekurzi then
// odstranime p¥imou rekurzi:
necht A; — 1 | ... | vp jsou v8echna pravidla pro A; takova, ze prava
strana neza¢ina symbolem A; (bez pfimé rekurze);
foreach (4; — A;a) € P’ do

odstran A; — A;a z P’;

piidej A} — oA} | e do P';

N = N'U{A;
end
ptidej A; — M AL | ... | A, do P';

end

end

G' = (N, T, P',S) je vysledna gramatika bez levé rekurze.
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e pokud existuji néjaka pravidla A; — A;« (tj. pfimé leva rekurze), odstranime rekurzi podle

jedné ze dvou variant postupu odstranéni pfimé rekurze.

Postup je popsan v algoritmu 4, pficemz pro odstranéni piimé rekurze je pouzita varianta 2

(pFipoustime e-pravidla).

O
o

2.3 Normalni formy pro bezkontextové gramatiky

Normovani znamené pfevod do takového tvaru, ktery je uréitym zptisobem standardizovany. Pro

bezkontextové gramatiky mitizeme pouzit tyto normalni formy:

1. Chomského normalni forma (CNF),

2. Greibachové normélni forma (GNF).

Jejich el je podobny ucelu diive uvedenych specidlnich typt bezkontextovych gramatik — jejich
vlastnosti se nam za urcitych okolnosti mohou hodit — napiiklad v dikazech nebo u praktického

uplatnéni pfi programovani.

2.3.1 Chomského normalni forma

Nejdfiv se podivame na Chomského normalni formu. Pravé strany pravidel dodrzujicich tuto formu
maji bud délku 2 a sklddaji se jen z neterminald, nebo maji délku 1 a jsou terminélni. Aby bylo
mozné v gramatice vygenerovat i prazdné slovo, je za urcitych okolnosti povoleno i e-pravidlo pro

startovaci symbol (podobné jako u nezkracujicich gramatik).

Definice 2.10 (Chomského normalni forma)
Bezkontextovd gramatika G = (N, T, P, S) je v Chomského normdlni formé (CNF), jestlize kazdé

pravidlo z mnoziny P je v nékterém z téchto tvari:

e A—~ BC, AB,C€EeN,
e A—a, AeN,a€el.

Dadle mize existovat pravidlo S — € pro startovaci symbol gramatiky S, jestlize se S nenachdzi na

praveé strané Zadnéeho pravidla.

4| Véta 2.6 (Pfevod do Chomského normalni formy)

Ke kazdé bezkontextové gramatice G ezistuje gramatika G' v CNF takovd, Ze L(G) = L(G’).

Postup

Je dana gramatika G = (N, T, P, S). Budeme chtit, aby byla ve tvaru vlastni gramatiky (tj. podle
potfeby pievedeme na nezkracujici gramatiku a odstranime jednoduché pravidla).
Pravidla, kterd jiz vyhovuji pfedpisu pro CNF (tj. ve tvaru A — BC nebo A — a, ptipadné

e-pravidlo pro startovaci symbol), nechdme jak jsou, vSechna ostatni je tfeba transformovat. Takze
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nam zbyvaji pouze pravidla typu A — «, kde |o| = k& > 1 (je tfeba si uvédomit, ze v gramatice
nejsou zadna jednoduchd ani e-pravidla — pfipadné kromé S — ¢).

Ozna¢me A — z1x9 ... 21, ¥; € (NUT), 1 <i <k, k > 2 pravidlo, které pravé budeme zpra-
covavat. Na pravé strané pravidla mame Fetézec symboli (obecné termindlnich i netermindlnich),

nejméné dva. Postupujeme takto:

1. zajistime, aby na pravé strané pravidla byly pouze neterminaly,
2. zajistime, aby délka pravé strany byla 2 (tj. pravidla ,rozsekdme“ do formy A — BC),

3. priddme nové pravidla podle potieby.

Nejdiiv prvni krok, paralelné budeme fesit i tfeti krok. VSechny terminélni symboly a € T na
pravé strané pravidla nahradime pomocnymi neterminalnimi symboly N,, které pro tento tcel
vytvoiime (tj. N, ¢ N, musi to byt opravdu dosud nepouzité symboly). Takze napiiklad ptivodni
pravidlo A — bBacA transformujeme na A — Ny BN,N.A. Nasledné musime pridat nova pravidla
Va € T: N, — a, takze dle naseho prikladu ptvodni derivaci A = bBacA nahradime derivaci
s vice kroky: A = NyBN,N.A = bBN,N.A = bBaN.A = bBacA.

TakZe zatim mame pravidlo ve formé A — X1 X5 ... Xy, kde pro X; € N/, 1 <i < k plati:

e pokud x; € N, pak X; = x;,
e pokud z; € T, pak X; = N,, vytvoreny tak, jak je popsano vyse.

Pokud je k = 2, jsme s pravidlem hotovi. Jestlize je vSak k > 2, musime v druhém kroku postupu
toto pravidlo nahradit sadou pravidel, kterd budou mit na pravé strané pravé dva neterminaly
a pritom budou generovat totéz: pravidlo A — X1 X5 ... X} nahradime touto sadou pravidel:
A— X1Hy
Hy — X9H>
H. 2 — X3H 3

Hy—o — X1 Xk

Symboly H; jsou opét vSechny nové pridané, musime pouzit odlisné i pfi zpracovavani rtiznych

puvodnich pravidel. Takze derivace, ktera by po prvnim kroku vypadala takto:

A= X1X5... X,

bude po druhém kroku vypadat takto:

A= X1H = X1 XoHy = X1 XoX3Hs =* X1 XoX3... X oHj_ o= X1X0X3... X}, 92X _1X,
Vysledna gramatika G’ bude mit pozménénou mnozinu pravidel a také rozsahlejsi mnozinu

netermindli. Postup je podrobné ukazan v algoritmu 5 na strané 55.

O
o

Priklad 2.10

Nasledujici gramatiku prevedeme do Chomského normalni formy.
G = ({S,A, B}, {0,1}, P,S)

S— A|0SA e

A—1A]1|B1

B—0B|0|0SBA
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Algoritmus 5: Pievod gramatiky do Chomského normalni formy

Vstup : G = (N,T,P,S) je vlastni bezkontextova gramatika

Vystup: G’ je gramatika v Chomského NF takova, ze L(G) = L(G')

P :=0; N := N;

foreach (A — a) € P do

if (e =a, a€T) nebo (a« =BC, B,C € N) nebo (A— a)=(S—¢)

then
P':= PPU{(A— «)}; // tato pravidla neni t¥eba ménit
continue ; // na zacatek cyklu, dalsi pravidlo
end

oznaéme o = x1T2... Tk, x; € (NUT), 1 <i<k;
fort=1 to k do
X, = { x;, pokud z; € N

N, pokud z; € T; N, ¢ N (novy netermindl)

end

= vytvoreno pravidlo A — X1 Xo ... Xi;

if £ =2 then
ptidej do P’ pravidlo (A — X1 X5) ; // odpovida CNF
continue ; // na zalatek cyklu, dalsi pravidlo
end

// rozkouskujeme dlouha pravidla, kde k > 2:

pouzij Hy,...,Hy o ¢ N’ ; // tj. dosud nepouzité symboly
pfidej do P’ pravidla (A — XlHl) s (Hk,Q — kale);
if £ > 3 then

fori=1to k—3do
| piidej do P’ pravidlo (H; — Xi1Hit1);
end
end
N' =N'U{Hy,...,Hp o};
end
foreach a € T do
| pfidej do P’ pravidlo N, — a; N’ := N'U{N,};

end

G' = (N',T,P',S) je vyslednd gramatika v Chomského norméalni formé.

Vstupem algoritmu mé byt gramatika ve formé vlastni gramatiky, coz ta nase nesplnuje. Tedy
je potreba nejdiiv provést prislusné transformace.
Predbézna tprava 1: pfevod na nezkracujici gramatiku
G =({9,S,A, B},{0,1}, P, 9)

S"—S|e
S—A|0SA|0A
A—1A]1|B1

B—0B|0|0SBA|0BA
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Predbézna uprava 2: odstranéni jednoduchych pravidel
G'=({95,8S,A, B}, {0,1}, P",S")
S"—1A|1|B1|0SA|0A ¢
S—1A|1|B1|0SA|0A

A—1A1]1|B1

B—0B|0|0SBA|0BA

Redukovat tato gramatika nepotfebuje, tedy uz je ve tvaru vlastni gramatiky a mtzeme ptikrocit
k pouziti algoritmu. Néktera pravidla jiz pozadavkiim vyhovuji, tedy nasledujici pravidla jen
prevezmeme do vysledné mnoziny pravidel bez jakychkoliv dalSich tprav:

S —1]e

S—1

A—1

B—=0

Dale se zamérime na pravidla, jejichz prava strana ma délku 2. Zde pouze provedeme jednoduchou
transformaci — vSechny terminaly nahradime pfislusnymi neterminaly:

Ptvodni: Po nahrazeni:

S"—1A|B1|04A S’ — N1A| BNy | NpA

S—1A|B1|0A S — N1A | BN; | NoA

A—>1A|Bl A—>N1A’BN1

B — 0B B — NgB
Pravidla pro transformaci priddme do vysledné mnoziny pravidel.

Zbyvaji pravidla, jejichz prava strana je delsi nez 2. Pravé strany transformujeme jako v predcho-

zim pfipadé (nahradime terminély pifislusnymi neterminély) a upravime je na délku 2.

Ptvodni: Po nahrazeni terminali: Pravidla po zkraceni:

S"— 054 S — NoSA S — NoH, Hy — SA

S — 0SA S — N()SA S — N()HQ Hy — SA

B — 0SBA B — NySBA B — NyoHs Hs — SH, H, — BA
B — 0BA B — NyBA B — NyHs Hs; — BA

Vytvorena pravidla opét pridame do vysledné mnoziny pravidel.

Dale vytvorime pravidla pro nové zavedené neterminaly N, a zafadime k ostatnim:
No —0

N 1 —1

Vysledna gramatika v Chomského normalni formé:

GI” = ({S’, S, A, B, N(), Nl, Hl, Hg, Hg, H4, H5}, {0, 1}, P”/, Sl) S pravidly

S" = 1|e| NiA| BNy | NoA | NoH; Hy — SA Hs — BA
S — 1| NiA| BNy | NoA | NoH; Hy — SA No — 0
A= 1|NA| BN, Hs — SH, Ny — 1
B — 0| NoB | NoHs | NoHs Hy — BA
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5| Poznamka:

Na pfikladu vidime, Ze v konkrétnich pfipadech by se postup dal zoptimalizovat — naptiklad
netermindly H; a Ho generuji totéz, a tedy je mozné napiiklad vSude misto Hs pouzit H; (jsou
zaménitelné, podobné jako mohou byt stavy koneéného automatu, ktery je mozné minimalizovat).

TaktéZ netermindly Hy a Hs jsou zaménitelné. Optimalnéjsi gramatika by vypadala takto:

G”/ = ({S,,S, A7B7N07N1)H17H37H4}’ {07 1}7P”/75,) 5 pravidly

S/—>1|6|N1A|BN1|NOA|NOH1 Hl—)SA N()—)O
S—)l‘NlA‘BNl‘N()A’NQHl H3—>5H4 N1—>1
A—>1’N1A‘BN1 H4—>BA

B—0 ‘ N()B | NOH3 | NOH4
Nicméné, uéime se uplatniovat algoritmus a vyhybat se chybam, proto je tfeba s optimalizacemi

zachazet velmi opatrné.

Dukaz (Prevod do Chomského normalni formy): Budeme pouzivat znadeni stejné jako
v algoritmu a postupu. Je tfeba ukazat, Ze vysledna gramatika je v CNF, Ze algoritmus je konec¢ny
a ze L(G') = L(G).

To, Ze vysledna gramatika je v CNF, je zfejmé — transformujeme pouze pravidla, kterd v G
nevyhovuji CNF. Zaménime terminaly a € T na pravé strané za netermindly N,, v dal§im postupu
je zajisténo, Ze délka pravé strany téchto pravidel je pravé 2. VSechna pfidavana pravidla také
vyhovuji CNF.

Algoritmus je koneény, protoze vSechny cykly jsou provadény v koneéném poctu kroku —
odvozeném bud z poctu pravidel, délky pravé strany pravidel nebo poc¢tu terminalnich symboli.

Zbyvéa dokazat, ze L(G') = L(G). Zde si staél uvédomit, jakym zptsobem transformujeme
pravidla. Pravidlo A — z1...x; z mnoZiny P je transformovano na sadu pravidel

A— X1Hy

Hy — XoH>
Hy — X3Hg

Hyo — Xj1 Xy
Uvédomme si, ze vlastné poradd pouZivame variantu lemmatu o substituci! Srovnejme derivace
v gramatikach G a G’:
v gramatice G: A = z112...x%
v gramatice G': A= X1H; = X1 XoHs =* X1 Xo... X = 01 Xo. .. X =% 2170 . . 73,
pfi¢emz v poslednich krocich pouzivame pravidla X; — x;, pokud x; € T (jestlize z; € N, pak
samoziejmé takovy krok neprovadime).

Z toho plyne, Ze ptuvodni pravidla nahrazujeme sadou jinych pravidel takovych, ktera generuji
tentyz Fetézec (jen ve vice krocich). Proto L(G’") = L(G). O

I5"|  Poznamka:

Deriva¢ni strom gramatiky v Chomského normélni formé ma jednu velmi dtlezitou vlastnost — je

bindrni (aZ na konce vétvi), kazdy vnitini uzel mé bud jediného potomka, ktery je listem, nebo
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pravé dva potomky, ktefi maji potomky. Této vlastnosti se vyuziva nejen v riiznych algoritmech
(i pfi programovani), ale také v dikazech, protoze se snadnéji poéitaji rizné ¢iselné parametry

s gramatikou souvisejici, véetné hloubky rekurze.

Priklad 2.11

Vytvoiime deriva¢ni strom uvedené derivace v nasledujici gramatice. Je zfejmé, ze gramatika je

v CNF.

G=(N,T,P,S) T T

S — AB | a A K

A— AA|a A A B A

B BA|b | | |
a a a

S = AB = AAB = aAB = aaB = aaBA =

= aaBAA = aabAA = aabaA = aaabaa

2.3.2 Greibachové normalni forma

Greibachové normélni forma (autorkou je Sheila Adele Greibach) pfedepisuje na pravé strané
pravidla pravé jeden terminal nasledovany jakymkoliv (koneénym) mnozstvim netermindll, coz
v sobé zahrnuje i termindlni pravidla. Aby bylo moZné do jazyka zafadit i prazdné slovo, pripousti
se i e-pravidlo pro startovaci symbol v pripadé, ze se startovaci symbol nenachézi na pravé strané

zéddného pravidla.

Definice 2.11 (Greibachové normalni forma)
Bezkontextovd gramatika G = (N, T, P, S) je v Greibachové normdlni formé (GNF), jestlize kazdé

pravidlo z mnoziny P je v nékterém z téchto tvari:
e A—aBy...B,,n>0,A,B1,.. B,eN,a€eT,

e S — ¢, jestlize S neni na pravé stran€ Zadného pravidla.

) Véta 2.7
Ke kazdé bezkontextové gramatice G existuje gramatika G' v GNF takovd, Ze L(G) = L(G").

Postup

Je dana bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S), ktera je ve tvaru vlastni gramatiky (tj. je tfeba
prevést do tvaru nezkracujici gramatiky, odstranit jednoducha pravidla a redukovat) a bez levé
rekurze (tedy v rdmci pfipravy odstranime levou rekurzi. Leva rekurze v pravidlech je nepfipustna,
protoZe by nebylo mozné transformovat pravidla do tvaru, kde je prvnim symbolem terminal.
Sestrojime gramatiku G’ = (N, T, P’,S) v GNF takovou, ze L(G') = L(QG).
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Faze 1 — termindl na zacdtku pravé strany pravidla:
Zajistime, aby kazdé pravidlo zacinalo terminalnim symbolem. Faze bude iterac¢ni, budeme ho
provadét tak dlouho, dokud vSechna pravidla nebudou vyhovovat této podmince.

Ozna¢me pravidlo A — z1x3 ... xp. Jestlize k < 1 (pravidlo X — ¢ a pravidla, jejichz prava
strana je tvofena jednim termindlem), pak takové pravidlo mizeme zafadit do mnoziny P’, vyho-
vuje GNF. V této fazi se tedy zaméfime na pravidla, kde k > 2 a x; € N.

Pouzijeme lemma o substituci (str. 48) — netermindl x; nahradime pravymi stranami pravidel
prepisujicich tento symbol. Tedy pokud
1 —ar|ag|... | am
jsou vSechna pravidla prepisujici X1, pak pravidlo A — z12s ...z nahradime sadou m pravidel
A—ag-x9...xp |ae-mo... 2k | ... | Q- T2... 2k
To provadime tak dlouho, dokud v mnoziné pravidel jesté jsou pravidla, jejichZ prava strana zacina

neterminalem.

Algoritmus 6: Pfevod gramatiky do Greibachové normélni formy

Vstup : G = (N, T, P,S) je vlastni bezkontextova gramatika bez levé rekurze
Vystup: G’ je gramatika v Greibachové NF takova, ze L(G) = L(G")
P .= P; N := N;
while ezistuje (A — x-0) € P!, kdex € N, € (NUT)* do

necht © — 1 | ... | Ym, m > 1 jsou vSechna pravidla pro z;

odstran z P’ pravidlo A — x - 3;

pridej do P’ pravidla A — v1 - 8| ... | vmf;
end
// ted pravé strany vSech pravidel zacinaji termindlem
foreach (A — a) € P do
if (¢ =a, a€T) nebo (A — a)=(S —¢) then

‘ continue ; // neménime; na zalatek cyklu, dal8i pravidlo
end
oznafme o = r1x2...2Tk, ¢; € (NUT), 1 <i<k;
for i =2 to k do
X, = { xz;, pokud x; € N
novy netermindl N, ¢ N, pokud z; € T; N' = N' U{X,}

end
= vytvoreno pravidlo A — x1 X ... Xj;
odstran z P’ pravidlo A — z1x2 ... 2

pridej do P’ pravidlo A — 21 X5 ... X};
end
foreach a € T' do
| pridej do P’ pravidlo N, —a; N’ := N'U{N,};
end

G' = (N',T,P',S) je vysledné gramatika v Greibachové normélni formé.
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Faze 2 — netermindly na pravych strandch pravidel:
Zatimco prvni symbol na pravé strané kazdého pravidla mé byt terminél, vSechny ostatni symboly
napravo od néj maji byt neterminalni. Pouzijeme stejny postup jako u Chomského normélni formy;,
tedy vytvorime , pomocné* neterminaly N, pro vSechny terminalni symboly a € T'.
Vsechna pravidla A — 125 ...z, kde k > 2, transformujeme takto — pro vSechna 2 < i < k:
e pokud z; € N, pak X; = x;,
e pokud z; € T, pak X; = N,, vytvoreny tak, jak je popsano vyse.
Transformaci ziskdme pravidlo A — x1 X5 ... X}, které jiz vyhovuje GNF, tedy je zatadime do P’.
Zbyva pridat do mnoziny stavii P’ pravidla pro nové vytvorené symboly — N, — a pro kazdé

aeT.

O
o

Priklad 2.12

Nasledujici gramatiku prevedeme do Greibachové normalni formy.
G = ({E7F}v{(7)a+ai}7P7E)
E—-E+F|F

Protoze je vstupem algoritmu vlastni gramatika bez levé rekurze, provedeme prislusné transfor-

mace — odstranime levou rekurzi a jednoduché pravidla.

Predbézna uprava 1: odstranéni levé rekurze
G'=({E E, F}{(),+i}, P, E)
E—FE|F

E' - +FE' | +F

Predbézna uprava 2: odstranéni jednoduchych pravidel

G'={E,E,F}{(,),+,i},P" E)

E— FFE | (E)|i

E' — +FFE' | +F

Zacneme provadét algoritmus. Néktera pravidla jiz vyhovuji GNF, tedy je bez dalsich tprav za-
fadime do mnozZiny P’:

E—1

F—1

Jedno z pravidel za¢inad neterminédlem, proto provedeme nahrazeni podle véty o substituci:

Ptvodni: Po nahrazeni:
E — FFE' E — (E)F'
E —iF'

Zbyva u vsech pravidel, jejichz prava strana je delsi nez 1, nahradit terminaly prisluSnymi neter-

minaly (aZ na prvni symbol pravé strany pravidla).
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Ptvodni: Po nahrazeni:

E— (E)E'|iE'| (E) |1 E— (EN)E’ | iE" | (ENy | i
E' - +FE' | +F E' - +FFE' | +F
F—(E)|i F — (ENy|i

Jesté pfidame pravidla pro novy neterminél (pouzili jsme pouze jeden):
Ny —)

Vysledna gramatika v Greibachové normalni formé:

G" =({E,E,F,N\}L{(,),+,i}, P", E)

E — (ENyE' | iE' | (ENy | i

E' — +FE' | +F

F — (ENy|i

Ny =)

Dukaz (Pfevod do Greibachové normalni formy): Budeme pouzivat znaceni stejné jako
v algoritmu a postupu. Je tfeba ukazat, Ze vysledna gramatika je v GNF, Ze algoritmus je koneény
a ze L(G") = L(G).

To, ze vysledna gramatika je v GNF, je zfejmé — transformujeme pouze pravidla, kterd v G
nevyhovuji GNF, pficemz podle véty o substituci dostavame na pravé strany pravidel retézce za-
¢inajici termindlem, zbyvajici symboly (vlastné také s vyuzitim véty o substituci, jen ,opacné“)
nahrazujeme pro tento ucel vytvorenymi neterminaly. VSechna transformované i pfidavana pravi-
dla vyhovuji GNF.

Algoritmus je kone¢ny, protoze vSechny cykly jsou provadény v koneéném poctu kroki: prvni
cyklus (while) je koneény, protoze v gramatice nemame levou rekurzi (kdyby nékteré pravidlo bylo
zleva rekurzivni, pak by tento cyklus Sel do nekoneéna), pocet kroku v dalsich cyklech je odvozen
bud z poc¢tu pravidel, délky pravé strany pravidel nebo po¢tu terminédlnich symbola.

Zbyvé dokazat, ze L(G') = L(G). Transformace umistujici terminal na zacatek pravé strany
pravidla neméni vysledny generovany retézec, coz plyne z véty o substituci. Naslednd transformace
taktéz neméni generovany fetézec, pouze prodluzuje derivaci o kroky vyuzivajici nova pravidla
N, — a, a € T. Proto plati L(G') = L(G). O

5| Poznamka:

Zamysleme se nad tim, jak vlastné vypadda derivacni strom nékterého slova v gramatice, ktera je
v Greibachové normalni formé. Sice neni binarni, ale zato m4 jinou zajimavou vlastnost — kazdy
vnitini uzel m4a pravé jednoho potomka ohodnoceného terminalem, a to vzdy toho, ktery je nejvic

vlevo. Zbyvajici potomci jsou vZdy ohodnoceni neterminalem.
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2.4 Uzavérové vlastnosti bezkontextovych jazyku

Zatimco trida regularnich jazykt je uzaviena vzhledem k prakticky jakékoliv bézné pouzivané
operaci, u tfidy bezkontextovych jazyku tomu tak v nékterych pripadech neni. Na druhou stranu

byva konstrukce obvykle jednoducha, dikaz také.

2.4.1 Sjednoceni

#| Véta 2.8

Trida bezkontextovych jazyku je uzavrena vzhledem k operaci sjednocent.

Postup

Jsou dany bezkontextové gramatiky G; = (N1,T4, P1,S1) a G = (Na, 1o, P>, Ss). Je tieba, aby
N1 N Ny = (. Pokud tomu tak neni, musime v jedné z gramatik pfeznacit netermindly. Vytvoiime
bezkontextovou gramatiku G = (N, T} U T3, P, S) takovou, ze L(G) = L(G1) U L(G2). Symbol S,
ktery se méa stat startovacim symbolem gramatiky, nesmi byt pouzit v ptvodnich gramatikéch:
S ¢ N1 U No.

Vysledku docilime velmi jednoduse — pravidla z obou ptivodnich gramatik pfejmeme a pridame

dvé nova, které budou pouzita vzdy na zacatku derivace: S — Sy | Sy. Tedy
P=P1UP2U{S—>51 ’SQ}
Pfiddme pouze jediny netermindl: N = Ny U Ny U {S}.

O
o

Pozadavek na disjunktnost mnozin neterminalt ptuvodnich gramatik je dilezity a je v tlohach

typu ,,rozdél a panuj“ obvykly — aby se ndm prejaté derivacni cesty nepomichaly.

Piiklad 2.13

Jsou dany tyto gramatiky:

G1 = ({4, B,C}, {a,b,c}, P, A) G = {M,N,Q}, {a,b,c,u,x}, Py, M)
A — aBA|CbB M — aNc | e

B —bCh | c N — PbzM | Qu|b

C—cAle Q — MN | ab

Sestrojime gramatiku G takovou, ze L(G) = L(G1) U L(G2).
G - ({57 A7 B? C? M? N7 Q}’ a7 b7 c7 u? x}’ P7 S)

S—A|M M — aNc|e

A — aBA|CbB N — PbxM | Qu | b
B —bCh|c Q — MN | ab
C—cAle

Derivace jednoho ze slov v gramatice Gy:
A= aBA = acA = acCbB = acbB = acbc
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Derivace jednoho ze slov v gramatice Gs:
M = aNc = aQuc = aabuc

Derivace obou téchto slov v gramatice G:
S = A= aBA = acA = acCbB = acbB = acbc
S = M = aNc = aQuc = aabuc

Dukaz (Uzavienost tfidy bezkontextovych jazyku na sjednoceni): Pouzijeme stejné
znaceni jako ve vyse uvedeném popisu konstrukce. Postup spociva v pridani nového startovaciho
symbolu a dvou pravidel pro tento symbol, je tedy zjevné konec¢ny. Déle dokézeme korektnost
a Uplnost postupu.
Dokazujeme L(G1) U L(G2) C L(G):
Bez jmy na obecnosti vezmeme w € L(G1) (dikaz pro slovo z jazyka L(G3) by byl obdobny):

= pro w existuje v G1 derivace S; =* w

= podle algoritmu lze v G sestrojit derivaci S = 51 =" w

= w € L(G)
Dokazujeme L(G1) U L(G2) 2 L(G):
Pro startovaci symbol S existuji pouze pravidla S — S | S2. Vezméme nékteré w € L(G):

= pro w existuje v G derivace S = 51 =" w nebo S = Sy =% w

= v prvnim pfipadé existuje v G derivace S1 =* w a plati w € L(Gy),

v druhém piipadé existuje v Gy derivace Sy =* w a plati w € L(G2)
= weL(G1) VweL(G) = weL(G)UL(Gs) O

2.4.2 Zretézeni

4| Véta 2.9

Trida bezkontextovych jazyku je uzaviena vzhledem k operaci zretézent.

Postup

Jsou dany bezkontextové gramatiky G1 = (N1,T1, P1,51) a G2 = (Na, Ts, P3, S2). Opét budeme
vyzadovat, aby N1N Ny = (). Vytvoiime bezkontextovou gramatiku G = (N, T3 UT3, P, S) takovou,
ze L(G) = L(G1) - L(G2). Symbol S, ktery se ma stat startovacim symbolem gramatiky, nesmi

byt pouzit v pavodnich gramatikich: S ¢ Ny U N.
Pravidla z obou ptvodnich gramatik prejmeme a pridame jedno nové, které bude pouzito

vzdy na zacatku derivace: S — S1 - So. Tedy

P:P1UP2U{S—>S1'SQ}.

Pfiddme pouze jediny neterminal: N = Ny U Ny U {S}.

Vi
o
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Priklad 2.14

Jsou dany tyto gramatiky:

G1 = ({4, B,C}, {a,b,c}, P, A) G = {M,N,Q}, {a,b,c,u,z}, Py, M)
A — aBA|CbB M — aNc|e

B —bCh | c N — PbzM | Qu|b

C—cAle Q — MN | ab

Sestrojime gramatiku G takovou, ze L(G) = L(G1) - L(G2).
G = ({57 A7 B7 C? M7 N7 Q}? a7 b7 c7 u7 -:U}, P7 S)

S — AM M — aNc|e

A — aBA|CbB N — PbzM | Qu|b
B bCb|c Q — MN | ab
C—cAle

Derivace jednoho ze slov v gramatice Gy:
A= aBA = acA = acCbB = acbB = acbc

Derivace jednoho ze slov v gramatice Ga:

M = aNc = aQuc = aabuc

Derivace zietézeni téchto slov v gramatice G:
S = AM = aBAM = acAM = acCbBM = acbBM = acbcM = acbcaNc =

= acbcaQuc = acbcaabuc

Dukaz (Uzavienost tfidy bezkontextovych jazykt na zietézeni): Znaceni pfevezmeme
z popisu konstrukce. Postup spociva v pridani nového startovaciho symbolu a jednoho pravidla
pro tento symbol, je tedy koneény. Dokazeme korektnost a tiplnost postupu.
Dokazujeme L(G1) - L(G2) C L(G):
Vezmeme wy € L(G1) a wa € L(G2):
= pro wi existuje v G1 derivace S =* wi,
pro we existuje v Go derivace So =* wo
= podle algoritmu lze v G sestrojit derivaci S = S7 - Sy =" wy - we
= w; -wy € L(Q)
Dokazujeme L(G1) - L(G2) 2 L(G):
Pro startovaci symbol S existuje pouze pravidlo S — S - Sa. Vezméme nékteré w € L(G):
= pro w existuje v G derivace S = 5152 =* w
A S se nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla
= v derivacnim stromé k této derivaci existuji dva oddélené podstromy pro S7 a Ss, jejichz
vétné formy (v listech podstromi) jsou w; a wa, tedy w = wy - wo
= lze najit k nim ekvivalentni derivace v ptivodnich gramatikach:
vGi: S1="w
v Ga: SS9 =™ wy
= w1 € L(G1) N we € L(Gy) = we L(Gy) - L(G2) O
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2.4.3 Iterace

£3|  Véta 2.10

Trida bezkontextovych jazyku je uzaviena vzhledem k operaci iterace.

Postup

Je dana bezkontextova gramatika G; = (Ny,T1, P, S1). Vytvofime bezkontextovou gramatiku
G = (N, T, P, S) takovou, ze L(G) = L(G1)*. Symbol S, ktery se ma stat startovacim symbolem
gramatiky, nesmi byt pouzit v ptivodni gramatice: S ¢ Nj.

Pravidla z ptivodni gramatiky pfejmeme a pfidadme dvé nova — jedno rekurzivni, které zajisti
opakované retézeni slov puvodniho jazyka, druhé ukoncujici rekurzi a pripadné generujici prazdné
slovo: S — 515 | €. Tedy
P=PU{S — 515 |¢e}.

Pfiddme pouze jediny netermindl: N = Ny U {S}.

\
Jb

Priklad 2.15

Je déna tato gramatika:

G1 = ({4, B,C}, {a,b,c}, P, A)

A — aBA | CbB | abc

B —=bCb|c

C—cAle

Sestrojime gramatiku G takovou, ze L(G) = L(G1)*.
G=({S,AB,C}, a,b,c}, P, S)

S — AS | e

A — aBA | CbB | abe

B —=bCh|c

C—cAle

Derivace nékolika slov v gramatice G7:

A= aBA = acA = acCbB = acbB = acbc

A= CbB = cAbB = cCbBbB = cbBbB = cbcbB = cbcbe
A = abc

Derivace sekvence téchto slov v gramatice G:

S = AS = AAS = AAAS = AAA =

= aBAAA = acAAA = acCbBAA = acbBAA = acbcAA =

= acbcCbBA = acbccAbBA = acbccCbBbBA = acbccbBbBA = acbecbcbBA = acbecbebcA =
= acbccbebeabe

Pro ptehlednost jsme nejdiiv vygenerovali posloupnost ptivodnich startovacich symbola (pro tfi

slova jazyka L(G1)) a nésledné jsme z téchto symboltl vygenerovali fetézce acbe, cbebe a abe.
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Deriva¢ni strom takto vytvofené gramatiky bude mit smérem S w=w-wy-ws
vpravo doli ,,pater“ — uzly ohodnocené symbolem S, od nichz pi- S, S
jdou smérem vlevo dolti podstromy pro slova z piivodni gramatiky. A T
Pater bude koncit pouzitim pravidla S — €. i i AS
Vpravo vidime schéma péatefe derivacniho stromu pro pripad, wa S S
kdy jsme iterovali t¥i slova ptivodniho jazyka. A ‘

Dukaz (Uzavienost ti¥idy bezkontextovych jazyk® na iteraci): Znaceni pfevezmeme
z popisu konstrukce. Postup spociva v pridani nového startovaciho symbolu a dvou pravidel pro
tento symbol, je tedy konecny. Dokézeme korektnost a tplnost postupu.
Dokazujeme L(G1)* C L(G):
Vezmeme w1, ..., w, € L(G1), n > 1:
= pro vSechna w;, 1 <i < n, existuje v G1 derivace S1 =* w;
= podle algoritmu mtiZzeme v G sestrojit (sub)derivaci S = 515 = 51515 =* S1... 51, kde je
ve vétné formé celkem n symboli S;
AN PLCP
= v derivaci lze pokracovat tak, ze vzdy i-ty vyskyt S; postupné zpracujeme ekvivalentné
k derivaci slova w; v gramatice G
= v G existuje derivace
S=*51..51=wr ... wy
= wy ... w, € L(G)
Tento smér dikazu plati i pro n = 0 (tj. w = €, protoze toto slovo samoziejmé patii do L(G1)*),
protoze v G existuje pravidlo S — e.
Dokazujeme L(G1)* O L(G):
Vezméme nékteré w € L(G) takové, ze |w| = k, k > 1. Pro startovaci symbol S existuji pouze
pravidla S — S15 | €. Proto deriva¢ni strom takového slova w lze rozdélit na podstromy takové,
ze v koreni kazdého takového podstromu je S7 a nadfizenym uzlem ve stromé je néktery uzel
ohodnoceny symbolem S (viz obrazek nahofe).

Pocet téchto podstromi oznacime ¢islem n > 0 a véty vygenerované v téchto podstromech po-
stupné zleva wy, ..., wy,. Z principu konstrukce deriva¢niho stromu vyplyva, Ze celé vygenerované
slovo je w = wq « ... Wy.

V jednotlivych podstromech a ekvivalentnich (pod)derivacich se dle algoritmu vyskytuji pouze
symboly z gramatiky G (nikoliv symbol S) a jsou pouzivana pouze pravidla z mnoziny P;. Proto
plati w; € L(Gy), 1 <i<n, atedy L(G) C L(Gy)*.

Zbyva dokazat tento smér tvrzeni pro e. To je trividlni, protoze vzdy € € L(G1)*. a

2.4.4 Reverze

45| Véta 2.11

Trida bezkontextovych jazyki je uzaviena vzhledem k operaci reverze (zrcadleni).




KAPITOLA 2 BEZKONTEXTOVE GRAMATIKY A JAZYKY 67

Postup

Je dana bezkontextova gramatika G; = (Ny,T1, P1,S1). Vytvofime bezkontextovou gramatiku
G = (N1,T1, P,S1) takovou, ze L(G) = L(Gp)¥. Tentokrat nebudeme potiebovat zadny novy
symbol, ani nebudeme pridavat pravidla, ale zato vSechna pravidla transformujeme.

Budeme vychazet z definice reverze fetézce — v pripadé fetézce je tieba obratit poradi prvki
tohoto Tetézce. Reverze jazyka znamend provést tuto operaci na vsech slovech daného jazyka.
A protoze slova jazyka L(Gjp) jsou generovana pravidly z mnoziny P;, pficemz tato pravidla
urcuji i poradi symboli v generovaném slové, provedeme reverzi jazyka jednoduse reverzi pravych
stran pravidel.

Pravidla, jejichz prava strana je délky 0 nebo 1, beze zmény prejmeme, s delsimi pravidly

provedeme nasledujici: kazdé pravidlo A — «, |a| > 2 nahradime pravidlem A — oft.

O
o

Priklad 2.16

Je dana tato gramatika:

G1 = ({A,B,C}, {a,b,c}, P, A)

A — aBA | CbB | abc

B bCb | c

C—cAle

Sestrojime gramatiku G takovou, 7e L(G) = L(G1) - revertujeme (zrcadlové prevratime) viechna
pravidla.

G=({A,B,C}, a,b,c}, P, A)

A — ABa | BbC | cba

B —=bCb|c

C— Ac|e

Derivace dvou slov v gramatice G: Derivace reverzi téchto slov v gramatice G:
A= aBA = acA = acCbB = acbB = acbc A= ABa = Aca = BbCca = Bbca = cbca
A = abc A = cba

Dukaz (Uzavienost tfidy bezkontextovych jazyku na reverzi): Znadeni pfevezmeme
z popisu konstrukce. Postup je koneény: spoé¢iva v postupné transformaci pravidel (jichz je koneény
pocet a délka pravych stran pravidel je kone¢na). Dokazeme korektnost a tiplnost postupu.
Dokazujeme L(G1)® C L(G):
Vezmeme w € L(G1), tedy w!* € L(G1)*:
= v G existuje derivace S; =* w o délce n (pocet pouzitych pravidel), vétné formy v derivaci
oznacme postupné By, ..., O,
= v v kroku derivace 3; = f5i+1, 0 < i < (n—1) bylo pouzito pravidlo, které oznac¢ime A — «;
A v gramatice G lze sestrojit odpovidajici derivaci, ve které jsou pouzivany zrcadlené ekviva-

lenty ptivodnich pravidel — A — o, jednotlivé vétné formy oznaéme £, ..., 3,
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= jsou pouzita pravidla A — aﬁ; na pravych stranach pravidel ztstaly vSechny neterminaly,

jen byly preuspotradany, tedy posloupnost pouzitych pravidel (transformovanych) odpovidé,
v kazdém kroku jsou vygenerovany tytéz symboly, jen v opa¢ném potradi

= B =pF 0<i<n

K
= derivace v G je S = Bé% = ﬁfz =* Bl = wh
= wf € L(G)

Dokazujeme L(G1) D L(G):

Tento smér je trividlni (resp. Gplné stejny jako opacny smér), protoze operace reverze fetézcu je

dualni (sama k sobé inverzni): (wf)¥ = w. O

I¥"|  Poznamka:

Pokud sestrojime derivac¢ni stromy odpovidajicich si derivaci v pivodni a vytvorené gramatice,

pak i tyto stromy budou navzijem zrcadlové obracené.

2.4.5 Prunik a doplnék

Na rozdil od t¥idy regularnich jazykt neni tfida bezkontextovych jazyki uzaviena vzhledem k ope-
racim priniku a dopliiku (ale je uzaviena vzhledem k priniku s reguldrnim jazykem, coZ si doka-
zeme, a7z nastudujeme zdsobnikové automaty). Uvedeme si dikazy téchto tvrzeni — prvni dikaz

bude spocivat v nalezeni protiptikladu, v druhém dilkkazu vyuzijeme De Morganovy zakony.

4| Véta 2.12

Trida bezkontextovych jazyku neni uzaviena vzhledem k operaci priniku.

Voa)

Dukaz: Najdeme dva bezkontextové jazyky, jejichz prinik neni bezkontextovym jazykem — tim
dokéazeme, ze tiida bezkontextovych jazykt neni uzaviena vzhledem k operaci priniku. Vezméme
tyto dva jazyky:

L, = {a'b’cF ; i,k > 0} pocet symbolii a a b ve slové je stejny

L, ={a't*c* ; i,k > 0} pocet symbolii b a ¢ ve slové je stejny

Oba tyto jazyky jsou bezkontextové — sestrojime gramatiky, které je generuji:

G, = ({M,N, P}, {a,b,c}, P, M) Gy =({R,S5 T}, {a,b,c}, Py, R)
M — NP R — ST

N —aNb|e S —aS|e

P —cPle T —blc|e

Priinikem téchto jazykd je L = L, N L, = {a'b’c’ ; i > 0}, ktery vSak neni bezkontextovy (dé se

dokézat napiiklad pomoci Pumping lemma pro bezkontextové jazyky). a
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43| Véta 2.13

Trida bezkontextovych jazyku neni uzavrena vzhledem k operaci doplnku jazyka v dané abecedé.
£

Dukaz: Provedeme dtkaz sporem. Predpokladejme, Ze trida bezkontextovych jazykt je uza-
viena vzhledem k dopliiku v abecedé.
Podle De Morganovych zakont plati pro jakékoliv dva jazyky (mnoziny fetézct) L, a L,
LyNL,=L,UL,
Jestlize jazyky L, a L, jsou bezkontextové, pak v pripadé, ze tiida .Z je uzaviena vzhledem
k doplnku, bychom na pravé strané vyrazu méli také bezkontextovy jazyk. Podivejme se vSak na
levou stranu — vime, Ze tfida bezkontextovych jazyku neni uzaviena vzhledem k priniku, tedy na

levé strané nemame zarucenu existenci bezkontextového jazyka = spor. a

2.4.6 Homomorfismus a substituce

Bezkontextova substituce s uplatnénd na jazyk L je takové zobrazeni, které zobrazuje kazdy
symbol abecedy tohoto jazyka na bezkontextovy jazyk a pritom plati homomorfni podminky:

o s(e)=¢

e s(a-v)=s(a) -s(v), ac (NUT), ve (NUT)*
Homomorfismus je specialnim pripadem substituce, kdy symboly abecedy zobrazujeme na retézce,
nikoliv jazyky (a tedy mnoziny fetézci). Tedy pokud dokazeme, Ze tfida bezkontextovych jazyku

je uzaviena vzhledem k substituci, dokaZeme tim také, Ze je uzaviena vzhledem k homomorfismu.

4| Véta 2.14

Trida bezkontextovich jazyku je uzaviena vzhledem k operaci bezkontextové substituce.

Postup
Je dan bezkontextovy jazyk L nad abecedou ¥ = {aq,aq,...,a,} a gramatika G = (N, %, P, S)
takové, ze L(G1) = L.

Dale jsou dany bezkontextové jazyky Lg,, Lq,, - - ., Lq, nad abecedami 3, , 3q,, - . ., 2q,, & bez-
kontextové gramatiky, které je generuji: Go, = (Ng,, Xa;, Pa;, i), 1 < i < n. Pfedpoklddejme, ze

mnoziny neterminalt NV, jsou vzdy po dvou disjunktni a také jsou disjunktni s mnozinou N.
Uréime substituci jako zobrazeni s: ¥ — J;_; ¥g,, stanovime s(a;) = Lq,, 1 <14 < n. Protoze
zobrazeni zachovavd homomorfni podminky, definice plné postacuje k urceni jazyka L' = s(L).
Sestrojime gramatiku G’ = (N',|J;"; Xq,;, P’, S) generujici jazyk L’:
e N'=NUZX UL, N, — pivodni terminaly se stanou neterminaly, také pfiddme netermi-
naly z gramatik G,

e P'=P UJ, P, — jednoduse sjednotime pravidla vSech ,zuc¢astnénych“ gramatik
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Priklad 2.17

Je dan nasledujici jazyk a gramatika, kterd tento jazyk generuje:
L={a'¥c*; i,j,k>1, i=7jneboj=k}

G=(N,X,PS),kdeje N={S, A, B, X, Y}, ¥={a,b,c} amnozina P:
S— AX |YB

A — aAb | ab

B — bBc | be

X —=cX|c

Y —»aY |a

Dale uréime substituci s, a to stanovenim zobrazeni jednotlivych prvkd abecedy X.

s(a) = Lo, ={1"; n >0} s(b) = Ly ={1"0" ; n > 1} s(c) =L.={0"; n>0}
Pro tyto jazyky taky sestrojime bezkontextové gramatiky:

Ga = ({a}, {1}, P, a) Gy = ({b}, {1,0}, By, b) Ge = ({c}, {0}, P, ¢)
a—la|e b — 160 | 10 c—0cle

Vytvofime gramatiku G’ generujici jazyk s(L), tedy L(G") = s(L).

G' =({S,A, B, X,Y,a,b,c}, {0,1}, P', S) s mnozinou P’

S—AX|YB X —cX|c a—la|e
A — aAb | ab Y —aY |a b— 160 | 10
B — bBc | be c—0c|e

Generovany jazyk je L = s(L1) = 1*- {1"0" | n > 1}* - 0*

Dukaz (Uzavienost tfidy bezkontextovych jazykt na substituci): Znaceni pie-
vezmeme z popisu konstrukce. Postup je konecny, protoze prakticky jen sjednocujeme konec¢né
mnoziny. Dokazeme korektnost a tiplnost postupu.
Dokazujeme s(L(G)) C L(G"):
Vezmeme w € L(G), |w| =k > 1, tedy s(w) C s(L(G)). Je tfeba si uvédomit, ze s(w) neni slovo,
ale jazyk (mnozina slov). Ozna¢me symboly ve slové
w=ai...an, a; € (NUT), 1 <i<k.

= v (G existuje derivace slova w: S =* w

A zobrazeni s stanovuje s(a;) = Lg;, 1 <1i < k, pfi¢emz jazyky L, jsou generovany bezkon-

textovymi gramatikami G,

= sestrojime jazyk s(w) = s(a1)-s(ag)-...- s(a,); podle algoritmu lze v gramatice G’ vSechna
slova tohoto jazyka generovat néasledovné:
S =%aaz...a = pouzijeme pravidla prevzata z G
=*s(a1)ag...a = pouzijeme pravidla pfevzata z G,
=* s(a1)s(az)...ap = pouzijeme pravidla pfevzata z G,
=% s(ay)s(az)...s(ax) = s(w) pouzijeme pravidla prevzata z G,

= s(w) C L(G")
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5| Poznamka:

Zapis ... =" s(a1)... apod. neni ve skutecnosti zcela korektni, protoze s(a;) neni symbol ani
Fetézec, ale mnozina, tento zpusob zapisu byl zvolen pouze za tGcelem prehlednosti a zdiraznéni

vztahu k odvozeni téchto slov.

Dokazujeme s(L(G)) 2 L(G"):
Vezméme slovo w € L(G'), |w| > 1:
= v G’ existuje derivace S =* w, pfi¢emz podle algoritmu vypada derivacni strom prislusny
k této derivaci nasledovné:
— kazdou cestu v tomto stromé vedouci od korene (ohodnoceného S) k listu (ohodnoce-
nému nékterym termindlem z mnoziny |J;"; X4,) 1ze rozdélit na dvé ¢asti tak, ze
* na hranici téchto dvou cCasti je uzel ohodnoceny nékterym symbolem a z mnoziny
¥ (termindl v pavodni gramatice G),
x v prvni ¢asti cesty jsou pouze uzly ohodnocené neterminaly gramatiky G,
« v druhé ¢asti cesty jsou pouze uzly ohodnocené symboly z mnoziny N, U X, (list

je ohodnocen symbolem z ¥, ostatni uzly druhé ¢asti symboly z mnoziny N, )
— v deriva¢nim stromé urc¢ime podstromy takové, Ze v kazdém podstromé jsou sdruzeny

vSechny vysSe popsané cesty derivacniho stromu, které se shoduji v prvni ¢asti cesty
a hrani¢nim uzlu, v kofeni podstromu je (hrani¢ni) uzel ohodnoceny symbolem z 3
= oznaceni listu kteréhokoliv takto oznaceného podstromu (jehoz kofen je ohodnocen a € ¥)
¢tené zleva doprava dava slovo jazyka L,
= pokud tyto podstromy odstranime (nechdme jen jejich ptvodni kofenové uzly), ziskdme
derivacni strom, jehoz uzly jsou ohodnoceny pouze symboly z mnoziny N U X
= ze zpusobu konstrukce pravidel gramatiky G’ (pravidla pfejata z G) vyplyva, ze takto upra-
veny derivacni strom odpovida derivaci nékterého slova u € L ve tvaru S =* u
A kazdy symbol ze slova u je startovacim symbolem v nékteré z gramatik G,,, 1 <i<n
= s(u) C s(L(Q))
Pro |w| = 0 je dikaz trivialni — jestlize ¢ € L(G), pak podle homomorfnich podminek musi také
platit e € L(G’), a naopak. O

2.5 Kritéria bezkontextovosti

2.5.1 Vyuziti uzavérovych vlastnosti bezkontextovych jazyku

Podobné jako u regularnich jazyktd, i u bezkontextovych jazykt miZeme uzévérové vlastnosti

vyuzit jako kritérium pfislusnosti jazyka do dané ttidy.

Piiklad 2.18

Jazyk L = {cw,ill)“cﬁ'?l)i2 cooatb s g0, >0, k> 1} je mozné reprezentovat jako k-nasobné

zfetézeni jazyka L = {a"b" ; n > 0}. Proto je tento jazyk bezkontextovy.
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Priklad 2.19

Jazyk L = {aibjck i 4,jJ,k>1, i =7 nebo j = k} je sjednocenim téchto dvou jazyki:
o Ly ={dbc¥; i, j,k>1,i=j}
o Ly={a'ticr; i, jk>1 j=k}

Jazyky L; a Lo jsou bezkontextové, proto i jazyk L je bezkontextovy.

Jako kritérium neptislusnosti do t¥idy bezkontextovych jazyki se hodné pouziva operace priniku

s regularnim jazykem, se kterou se setkdme az v nasledujici kapitole u zasobnikovych automati.

2.5.2 Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

Dale budeme vychéazet z toho, ze uz ovladdame Pumping lemma pro regularni jazyky. U bezkon-
textovych jazyku bude princip podobny.

U regularnich jazyka jsme si smysl lemmatu vysvétlili na rekurzi (cyklech) v koneéném au-
tomatu, v pfipadé bezkontextovych jazykd budeme hledat rekurzi v pravidlech gramatiky. Pokud
existuje derivace
A =T yAu =* yzu, kde y,u, z € T*,
je ziejmé, Ze neterminal A je rekurzivni a s jeho pouZitim lze vygenerovat i velmi dlouha slova.
,2Pumpovani“ bude v takovém piipadé nésledujici:

A =Ty Augp =* gy Augur = yiypysAusugur =% .. =" yiypys ... 2. ugugu,
tedy ,,pumpujeme” netermindl a jeho podstrom.

Vezméme si jakykoliv neterminal A € N, ktery je rekurzivni. Pak derivace, v jejiz nékteré
vétné formé se vyskytuje symbol A a pouziva rekurzi, bude vypadat takto:
S =% zAv =* zyAuv =* ryzuv

V posledni vétné formé je vidét rozdéleni celého generovaného slova na pét ¢asti:

e Casti x a v, které jsou v druhé uvedené vétné formé pred a za symbolem A,

e Casti y a u, které jsou v tieti uvedené vétné formé pied a za symbolem A a zjevné pochézi

pravé z rekurzivni subderivace symbolu A: A =* yAu,

e Cast z, kterd je vygenerovana ze subderivace symbolu A aZ po rekurzi: A =* z

Také zde si uréime, co budeme rozumét pod pojmem dostatecne dlouhé slovo — pokud se jedné
o bezkontextovy jazyk a my umime sestrojit ekvivalentni bezkontextovou gramatiku, pak dosta-
tecné dlouhé slovo bude slovo delsi nez pocet neterminalt vynasobeny délkou pravé strany toho
pravidla gramatiky, jehoz prava strana je nejdelsi.

Bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme, Ze gramatika generujici bezkontextovy jazyk L je

v Chomského normdlni formé.

#1 Lemma 2.15

Pokud G = (N, T, P, S) je bezkontextovd gramatika v Chomského normdlni formé, pak derivacni
strom kazdého slova w € L(G) je bindrni aZ na hrany k listim na koncich vétvi stromu a plati

lw| < 2"=1 kde h je pocet uzlii na nejdelsi cesté z kovene do nékterého listu v derivacnim stromé.
“
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Dukaz: To, Ze deriva¢ni strom gramatiky v CNF je bindrni az na hrany k listim, je zfejmé,
protoze vSechna pravidla prepisujici neterminély jsou ve tvaru A — BC, A, B,C € N (tj. kazdy
vnitini uzel ma préavé dva potomky).

Nasledujici plyne préavé z toho, ze se jednd o binarni strom (kromé list1): pokud by byl
derivaéni strom slova w vyvazeny, tj. vSechny cesty v jeho grafu by byly stejné dlouhé (oznac¢me
pocet uzlii na takové cesté h), pak by délka slova w byla presné 2"~ (jedni¢ku odeéteme, protoze
pfi vytvafeni posledniho patra pouzivame ,nebinarni“ pravidla A — a, A € N, a € T). Obvykle
vSak deriva¢ni strom nebyva vyvazeny, tedy pokud je h délka nejdelsi vétve, pak je ¢islo 2°—1

hornim omezenim délky slova w. a

Ozna¢me n = card(NN) je pocet neterminali gramatiky. Potfebujeme, aby néktera cesta od kofene
k listu byla delsi nez n, aby se na této cesté vyskytoval néktery neterminal vice nez jednou, proto
budeme chtit, aby nase ,,dostate¢né dlouhé“ slovo w bylo delsi nez 2"~ !. Tim zajistime, Ze alespoii

jeden netermindl se v derivaci bude chovat rekurzivné (pravé na této cesté).

Situace je znazornéna na dvojici ob- S
razkt vpravo. Symbol A € N je rekur-
zivni (at uz jde o pfimou nebo neptimou A
rekurzi), pfi¢emz jsme pfi odvozovani
pouzili (nejméné) jednou rekurzivni po-
sloupnost pravidel pfepisujici symbol A

a druhy zobrazeny vyskyt symbolu A

je zpracovan nerekurzivni posloupnosti
pravidel.

Na druhém obrazku je ukazan pii-

pad, kdy jsme pti prepsani druhého zna-
zornéného symbolu A pouzili opét rekurzivni posloupnost pravidel a aZ na nasledny vygenerovany
vyskyt symbolu A nerekurzivni posloupnost.

V prvnim pfipadé je mozné rozd€lit vygenerované slovo na pét casti w = x-y-z-u-v tak, jak
je naznaceno, v druhém pripadé je druhd a étvrtd ¢ast ,,pumpovana“ diky opétovnému pouziti

rekurze.

£3|  Véta 2.16 (Pumping lemma pro bezkontextové jazyky)

Necht L je bezkontextovy jazyk. Pak existuji pFirozend ¢isla p a q takovd, Ze pro kaZdé slovo
w € L, |lw| > p existuje alespor jedno rozdéleni na pét éasti w =x -y - z-u-v, pricemZ

e |y-u|l >0 (v alesporn jedné z téchto dvou édsti musi byt alespon jeden symbol),

o ly-z-u|l <q (prostredni ¢ast ma omezenou délku),

o x'yk-z-uk-veLpro kazdé k > 0.

Vsimnéte si, Ze i zde se nam stfidaji kvantifikatory:
Jéslap,g... Ywel, |lw>p Jrozddleni... Vk>0 xz-yF z-uF-velL.
U regularnich jazyku jsme délili slovo na t¥i ¢asti a jedna (prostfedni) ¢ast byla pumpovéna,

u bezkontextovych jazyki délime slovo na pét ¢asti, pficemz druhé a ¢tvrta ¢ast jsou pumpovéany.
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Jinak je smysl podobny, véetné danych omezujicich podminek — dostateénéa délka slova, neprazd-
nost pumpované ¢asti, horni omezeni délky té ¢asti slova, které se tyka rekurze (pozor: nejen
pumpované ¢asti).

Podivejme se na vyznam podminek uréenych v Pumping lemma vzhledem k formé pravidel

gramatiky a tvaru derivac¢niho stromu. Pfipomenme, ze pracujeme s gramatikou v CNF.

e |w| > p jsme si vysvétlili, budeme chtit, aby p zajistovalo existenci cesty v deriva¢nim stromé
delsi nez n, proto miizeme stanovit p = 271,

e |y-ul > 0 je dilezité, abychom méli co ,pumpovat* — kdybychom pfipustili y - u = ¢, pak
bychom dovolili pouzivat jednoducha pravidla, ktera vSsak nevyhovuji CNF,

e |y-z-u| <q— v derivaénim stromé na té cesté od kofene k listu, na niz se opakuje néktery
netermindl, vybereme ten vyskyt doty¢ného netermindlu, ktery je nejblize listu; mtizeme

pouzit naptiklad ¢ = 2".

Dukaz (Pumping lemma pro bezkontextové jazyky): Jednd se o implikaci. Vychazime
z predpokladu, ze L je bezkontextovy jazyk, méme dokézat, ze existuji ¢isla p a ¢ vyhovujici
uvedenym podminkam.

Dtikaz opét povedeme tak, Ze zvolime hodnoty téchto ¢isel a do-
kazeme, ze tyto hodnoty odpovidaji pozadavku Pumping lemmatu.
Vybereme si v derivaénim stromé dostateéné dlouhého slova takovou
cestu, kterd bude obsahovat (ke svému konci blizko listu) dva uzly
oznacené timtéz netermindlem, coz znamena, Ze na prvni vyskyt byla

uplatnéna rekurze, kdezto na druhy ne. Pak provedeme tpravu de-

riva¢niho stromu — na druhy vyskyt pouzijeme stejnou posloupnost
pravidel jako na prvni, ¢imz zajistime pumpovani (pro k = 2).
L je bezkontextovy jazyk:

= existuje bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S) v Chomského NF takova, ze L = L(G);

= geard(N)=1 " — 9card(N) 3 yezmeme jakékoliv slovo w € L takové, Ze |w| > p

urc¢ime p
= v derivaénim stromé slova w existuje cesta delsi nez card(/N), na niz oznacime tyto uzly

(jako na obrazku vpravo nahote):

— ust je list na konci této cesty, je to list ohodnoceny terminalem,

— u1 a ug jsou oznaceny neterminalem A € N,

— wu1 je blize kofenu, usg je blize listu,

— cesta z u; do wujsy ma délku nejvyse card(N) + 1 (tedy na cesté mezi nimi zfejmé
neni zadna dvojice uzli, které by byly stejné oznacené, a jedinym uzlem na této cesté

s ohodnocenim A je us).

Je ziejmé, Ze uzel us je kofenem podstromu, jehoz listy tvoii podslovo z, tedy reprezentuje
derivaci A =* z, uzel uy je kofenem podstromu, jehoz listy tvofi podslovo yzu, a reprezentuje
derivaci A =* yAu =" yzu. Derivace z kofene stromu je S =* rAv =* xyAuv =* xyzuv.

= Protoze je G v CNF a vime, Ze cesta od u; do ujsy ma délku nejvyse card(N) + 1, je délka

2card(N) (

slova yzu shora omezena Cislem od délky cesty jsme odecetli 1, list), ¢imz mame

zduvodnénu volbu gq.
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A v gramatice G, kterd je v . CNF, nejsou zadnéd jednoducha ani e-pravidla, tedy ve slové
derivovaném z A v uzlu u; vzdy ziskame slovo, kde |y - u| > 0.
= Nyni upravime deriva¢ni strom a pfislusnou derivaci, vytvofime nasledujici varianty:

1. podstrom uzlu u; nahradime podstromem uzlu us, tedy na symbol A v uzlu u; uplat-
nime misto rekurzivniho zpracovani nerekurzivni zpracovani jako v uzlu us,
odpovidajici derivace: S =* rAv =* z2v = zy°2ulv,

2. podstrom uzlu us nahradime kopii podstromu uzlu u;, tedy na symbol A v uzlu us
uplatnime rekurzivni zpracovani stejné jako v uzlu u,
odpovidajici derivace: S =* zAv =* zyAuv =* xy? Au’v =* zy?zu’v,

3. vysledek predchoziho kroku zpracujeme naprosto stejnym zptisobem, tedy nerekurzivni
podstrom nahradime kopii rekurzivniho podstromu z nejblizsitho vyssiho uzlu oznace-
ného netermindlem A,

odpovidajici derivace: S =* rAv =* zyAuv =* zy? Au’v =* zy3 Audv =* zy3zudv,

k. atd., celkem k-krat — derivace pak maji formu S =* zyf AuFv =* zyFzuFv.

= pokud dokéZeme zkonstruovat derivaci a derivac¢ni strom, pak vysledné slovo také patii do
jazyka: zyFzuFv € L(G), k > 0. O

Piiklad 2.20

Vyznam tvrzeni v Pumping lemmatu si ukédZeme na nésledujici gramatice (jak vidime, je v CNF):
G = ({S,A,B}, {a,b}, P, S), v mnoziné P jsou pravidla
S — AB

A— BAla

B— AS|b

n = card(N) = 3, proto stanovime p = 22 = 4, ¢ = 23 = 8.

Potfebujeme slovo delsi nez 4, naptiklad bbaaab. Derivace tohoto

slova je nasledujici:
S = AB = BAB = bAB = bBAB = bbAB = bbaB = bbaAS = bbaaS = bbaaAB =
= bbaaaB = bbaaab

Vpravo je derivacni strom této derivace. Uzly u; a us bychom mohli vybrat vice zpiisoby, zde
jsme se rozhodli pro rekurzi v neterminalu A (na cesté v grafu stromu jsme nasli dva ,posledni*
vyskyty tohoto netermindlu). Jinou volbou by mohly byt uzly oznadené neterminalem B nebo S
(oboji na cesté z kofenového uzlu zcela vpravo).

V naSem pripadé jsme zvolili rozdéleni na pét casti w =b-b-a - € - aab, ve zkraceném zapisu
derivace: S =*b-A-aab="b-b-A-c-aab="b-b-a-c-aab

Upravime derivac¢ni strom a derivaci a vytvofime varianty podle Pumping lemmatu:
k=0: S=*b-A-aab="b-a-aab=>b-b"-a-£° - aab
k=1: S=*b-A-aab="b-b-A-c-aab=*b-b-a-c-aab
k=2: S=*b-A-aab="b-b-A-c-aab=>"b-b>-A-c%-aab=*b-b>-a-c%- aab
k=3 S=*b-A-aab="b-b-A-c-aab="b-b>-A-c%-aab=*b-b3-A-c3-aab =" b-b3-a-3-aab

obecné: S:>*b-A-aab:>*b-bk-A-ek-aab:>*b-bk-a-sk-aab, k>0
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Priklad 2.21

Je dan jazyk L = {a"b" ; n > 1}. UkdZeme, Ze tento jazyk splituje podminky Pumping lemmatu
pro bezkontextové jazyky. Nebudeme zde uvadét gramatiku a ani s ni nebudeme nijak pocitat.
Hodnoty p a ¢ nebudeme stanovovat pfesné, jen budeme pocitat s tim, ze jde o ,,dostatecné velka“
¢isla.

Vybereme ,dostateéné dlouhé“ slovo w € L, napiiklad w = a’b’ pro néjaké dostateéné velké
¢islo 4. Je tfeba najit néjaké rozdéleni tohoto slova na pét ¢asti splnujici podminky Pumping
lemmatu.

Cést y ani ¢ast u musi obsahovat bud jen a nebo jen b, protoze jinak bychom pumpovainim
ziskali stfidavé symboly a a b, coz neodpovidéd predpisu jazyka. Vime, Ze celd prostfedni Cast
yzu ma délku shora omezenou, tedy se zde nebude vyskytovat index i. Protoze slova jazyka
zachovévaji uréitou symetrii, musime tutéz symetrii pouzit i pfi uréovani rozdéleni (yzu zasahuje

do obou polovin slova w). V nasledujici tabulce je nazna¢eno vhodné rozdéleni:

’ x ‘ Y ‘ z ‘ u ‘ v H Podminky H Pumpovani ‘
asbs | br 2.r> 0’ 2. r+2-5< q H aifr+k-rbifr+k-r

Podarilo se ndm najit takové rozdéleni slova w na ¢asti w = x -y - z - u - v, které splituje podminky

1—r—Ss bifsfr

a?"

’ a

Pumping lemmatu, véetné moznosti pumpovéni z - y* - z - uF -v € L Vk > 0.

I¥"|  Poznamka:

Také tvrzeni v Pumping lemmatu pro bezkontextové jazyky je implikaci, proto se jedna pouze
o nutnou, nikoliv postacujici podminku bezkontextovosti. Proto lemma typicky pouzivime ve
formé ,kdyz jazyk nema danou vlastnost, neni bezkontextovy“, stejné jako u Pumping lemmatu

pro regularni jazyky.

Priklad 2.22

Je dan jazyk L = {cha"b" ;m,n > 1}. Tento jazyk sice neni bezkontextovy, ale presto spliiuje
podminku stanovenou v Pumping lemmatu. Pro slovo w = 2 alb pro dostatecné velka Cisla i, j
existuje napriklad rozdéleni cziaj*’"-aT-ab’Vbj*’", pricemz 2 @i T.ak e kT € [ Yk > 0. Proto
(stejné jako u reguldrnich jazykt) nemtizeme Pumping lemma pouzit jako postacujici podminku

bezkontextovosti.

#<| Postup (Diikaz, %e jazyk neni bezkontextovy pomoci Pumping lemma)

Postup vychézi z moznosti ekvivalentnich tprav logickych vyrazi:

(A= B) <= (-B—-A)
Podrobnéji k ¢asti vyrazu B s kvantifikatory:

Le Z(CF)= 3p,qeN Vw: |w|>p Frozdéleni... Yk >0: z-yF-2-uF-ve L
Vp,g €N Jw: |w|>p Vrozdéleni... Ik >0: z-y* 2-uF-v¢ L = L ¢ Z(CF)
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7 toho vyplyva, ze budeme postupovat takto:

e vybereme dostatecné dlouhé slovo w € L,

e stanovime strukturu tohoto slova a ur¢ime mozné rozdéleni vyhovujici podminkam
w=z-y-z-u-v AN y-uFte AN |y-z-ul<q,

o ukizeme, 7e 74dné z téchto rozdéleni neodpovida podmince Vk >0 je z-y*-z-u*-v e L,
tedy pro kazdé rozdéleni najdeme ¢islo k takové, ze x - y* - z - u¥ - v ¢ L (obvykle stagi
vyzkouSet k = 0 nebo k = 2),

e pokud se to nepodari, vracime se k prvnimu bodu a hledame dalsi dostatecné dlouhé slovo.

O
o

Priklad 2.23

Ukazeme, ze zadany jazyk neni bezkontextovy: L = {a"b"c™ ; n > 0}

Zvolime slovo w = a’b’c’ pro dostateéné velké &islo i. Moznéa rozdéleni tohoto slova jsou
v tabulce. g je konecné ¢islo, v ¢asti yzu se proto nesmi vyskytovat ,potencidlné nekonecné“ ¢
a tato ¢ast se bude pohybovat bud v prvni nebo tfeti tietiné slova, nebo na rozhranich mezi
tretinami. Pokud je na rozhrani, pak v ramci ¢ast y opét nemuzeme michat dva rdazné typy

symboltl, protoze pfi pumpovani by se tyto symboly stfidaly, totéz plati o ¢asti u.

x ‘ Y ‘ z ‘ U ‘ v H Podminky H zy' zu'v pro k=0 ‘
xyz je v prvni tfetiné slova: r+t > 0,
qi—r—s—t—m ‘ a | as | at ‘ a"bict r4stt<gq QiR+t —r—tpidi | gi-r—tpidi ¢ L
xyz je v treti tfetiné slova: r+t >0,
albiem ‘ oS ‘ et | gimmer=s—t ||y g1t < q atbiditk(rtt)—r—t | jipisi—r—t ¢ )’
xyz je na rozhrani prvni a druhé tretiny: r+m > 0,
aifrfs ‘ a’ asbt ‘ pm ‘ biftfmci H r+s+t+m < q aiJrkT'frbiJrktftci aifrbiftci ¢ L
zyz je na rozhrani druhé a treti tfetiny: r+m >0,
aibi—r—s ‘ b bsct ‘ am ‘ ci—t—m H r+s+t+m <gq aibi+kr—rci+kt—t aibi—rci—t gé L

Ve varianté uvedené v prvnim Fadku bychom také mohli dosadit » = 0 nebo s = 0 (jen jedno z
toho, jinak by rozdéleni nevyhovovalo podminkdm Pumping lemmatu), pfipadné m = 0, ale na
vysledku by se tim nic nezménilo. Podobné Ize tvofit ,podvarianty“ i pro dalsi fadky, ale byla by
to prace navic, pro dikaz naprosto dostacuji tyto ¢tyfi varianty.

V kazdé varianté jsme nasli ¢islo k, pro které je z-y* - z-uF - v ¢ L, proto L ¢ Z(CF).

Piiklad 2.24

(s . , . p , 2 [ . A
Ukazeme, ze zadany jazyk neni bezkontextovy: L = {a” ;n> 0} Tentokrat zvolime vypocetni
postup s feSenim soustavy (ne)rovnic.

. ;2 .« L . <1 ;2
Zvolime w = a* € L s dostatecné velkym indexem i. Slovo rozdélime: ¢'” = a*'a*2a*3a"a”5.

Aby toto rozdéleni spliiovalo podminky Pumping lemmatu, musi platit tyto vztahy:

1+ X2 +2x3+2x4+25 = i? (2.6)
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To+xa > 0 2.7
rotrzt+xs < g (2.8)
V>0 3Ir>0: mi+k-zotast+k-zatas = r (2.9)

Upravou posledni rovnice ziskame k(z2+ 4) + 21 + 23 + 25 = r2. Je tieba si uvédomit, ze v této
rovnici jsou proménnymi k£ a 7, se v§im ostatnim zachazime jako s konstantami, protoze se pro

dané slovo w neméni. Podivejme se, co je na levé a pravé strané této rovnice:

o k(xa+ x4) + 21 + x3 + x5 je linedrni funkce o proménné k,

e 72 je funkce s exponentem, ktera roste vyrazné rychleji nez linearni.

Dale vime, ze ¢islo xo+x4 u linedrniho ¢lenu levé strany rovnice je uréité rizné od nuly (to vyplyva
ze vztahu (2.7), tedy se rozhodné nejedné o konstantni funkci.

Leva a prava strana se sice mohou rovnat pro nékterad konkrétni ¢isla, kterd bychom dosadili
za k a r, ale obecné vztah (2.9) nemize byt platny (predstavte si graf linedrni a kvadratické funkce

— v kolika bodech se protinaji?), navic definiénim oborem obou funkei je mnozina N pfirozenych

¢isel. Z toho vyplyva, ze L ¢ Z(CF).




Kapitola

Zasobnikovy automat

V této kapitole se budeme zabyvat zasobnikovymi automaty, ktery jsme si strucné popsali jiZ na
zacdtku minulého semestru. Po definici zdsobnikového automatu se budeme zabgyvat jeho nékterymi

vlastnostmi a vztahem k bezkontextovym gramatikdm.

3.1 Definice zasobnikového automatu

Jak vime, zdsobnik je dynamicka struktura podobné fronté nebo seznamu, ktera se pouziva
stylem LIFO (Last-in First-out): ten prvek, ktery jsme vlozili jako posledni, jako prvni vyjmeme.
Zasobnikovy automat ziskdme tak, Ze koneény automat obohatime o zasobnikovou péasku

a zajistime, aby byl vypocet fizen predev§im obsahem zasobniku. Tento model pracuje takto:

e vyjme symbol na vrcholu zasobniku,
e miize nebo nemusi precist symbol ze vstupni pasky, pokud precte, posune se o pole dal,
e déle se rozhoduje podle

— svého vnitfniho stavu,
— symbolu, ktery vyndal ze zasobniku,
— pokud ¢etl ze vstupni pasky, pak i podle prec¢teného symbolu,

e ¢innost automatu v jednom kroku spociva v prechodu do nékterého dalsiho stavu a v ulozeni

fetézce znaku do zasobniku.

Definice 3.1 (Zasobnikovy automat)
Zasobnikovy automat je usporddand sedmice A= (Q,%, T, 9, qo, Zo, F), kde je

Q ... neprdzdnd konecnd mnoZina stavi

> ... neprdzdnd konecnd abeceda automatu

I' ... neprdzdnd konecnd zdasobnikovd abeceda

& ... prechodovd funkce, definovand nize

qo ... pocdtecni stav, qg € Q

Zy ... pocdatecni zasobnikovy symbol, Zg € T’

F ... mnozina koncovych stavi, F C Q (muze byt i prdazdnd)

79
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Pfechodova funkce § zdsobnikového automatu A = (Q, 3,1, 0, qo, Zo, F') je definovdna takto:
0: @Qx(XBU{e}) xI' = QxTI* (zdpis pomoci mnoZin)
q,a,2)> (r,y), kdeq,re@, ac(XU{e}), ZeT', yeI™ (symbolicky zdpis)

Zasobnikovy automat je obecné nedeterministicky. Oproti koneénému automatu mame navic za-

sobnikovou abecedu, pocatecni zasobnikovy symbol a bohatsi prechodovou funkci.

I¥"|  Poznamka:

Pocatecni zasobnikovy symbol mtzeme brat jako ,zardzku“ na dné zasobniku. Je to obdoba

ukazatele null (pfip. nil) v dynamickych datovych strukturach programovacich jazyki.

Definice 3.2 (Konfigurace, pocate¢ni a koncova konfigurace)
Konfigurace zdsobnikového automatu A = (Q, 2,1, 0, qo, Zo, F') je usporddand trojice (q,w,~), kde

q€Q, weX* (neprectend cdst vstupni pasky) a v € T'* (momentdlni obsah zdsobniku,).

Pocate¢ni konfigurace je konfigurace (qo, wo, Zy), kde qo je poédtecni stav automatu, wy je celé

Na zacatku vypocétu tedy mame na vstupu celé slovo, za¢indme v pocateénim stavu a v zasob-

zpracovdvané slovo a Zy je pocdtecni zdasobnikovy symbol.

niku mame pouze pocatecni zasobnikovy symbol. Definice koncové konfigurace zavisi na typu

zasobnikového automatu, definujeme ji proto az pozdéji.

Definice 3.3 (Pfechod mezi konfiguracemi)

Relaci prechodu mezi konfiguracemi zdsobnikového automatu A = (Q,%,T, 4, qo, Zo, F) znacime

symbolem + a definujeme ji takto:

(@naw, Z8) F (g,@,798) < 5(g,a,2) 3 (¢, 8), (3.1)

kde ¢i,q; € Q, a€ (XU{e}), weX*, Zel, B,yel*

Symbol F* znaéi reflexivni a tranzitivni uzavér relace -, symbol FT je tranzitivni uzavér této

relace, symbol F" znamend presné n prechodi mezi konfiguracemi.

Rozeznavame tii zakladni typy zasobnikovych automati:

e Zdsobnikovy automat koncici prechodem do koncového stavu — zpusob ukonceni vypoctu je
podobny jako u koneé¢ného automatu: je treba
— precist cely vstup a zaroven
— presunout se do nékterého ze stavii z mnoziny F' (do nékterého koncového stavu).
e Zdsobnikovy automat koncici s prazdnym zdsobnikem: je tfeba
— precist cely vstup a zaroven
— vyprazdnit cely zasobnik (véetné pocatecniho zasobnikového symbolu).
e Zdsobnikovy automat koncici prechodem do koncového stavu a s prdazdnym zdsobnikem: je
tieba splnit vSe, co je v pfedchozich odrazkiach (pieéteny vstup, koncovy stav, prazdny

zasobnik).
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Definice 3.4 (Typy ZA, koncova konfigurace a rozpoznavany jazyk ZA)
Zasobnikovy automat konéici pfechodem do koncového stavu je Ap = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F') s kon-

covou konfiguract  (qf,€,7), qf € F, v €TI™ a rozpozndvany jazyk je
L(Ap) ={w € X" ; (qo0,w, Z0) F* (¢f,€,7), qf € F, y €T} (3.2)

Zasobnikovy automat koncici s prazdnym zasobnikem je Ay = (Q,%,T, 0, qo, Zo, D) s koncovou
konfiguraci  (q,e,€), q € Q  a rozpoznavany jazyk je

L(Ag) = {w € X ; (qo,w, Zo) * (q,¢,¢€), q € Q} (3.3)

Zasobnikovy automat koncici prechodem do koncového stavu a s prazdnym zasobnikem je
Arg = (Q,%,T',0,q0, Zo, F') s koncovou konfiguraci  (qg,€,¢e), qr € ' a rozpozndvany ja-

zyk je
L(App) ={w € X*; (qo,w, Zo) " (qr,¢,¢), qr € F} (3.4)

Kdyz vytvarime zasobnikovy automat, musime pifedem védét, kterého typu bude, podle toho

konstruujeme prechodovou funkci. Nicméné — pokud vytvorime jeden z téchto typt, neni problém

sestrojit ekvivalentni zasobnikovy automat jiného typu.

5|  Poznamka:

.....

automatu. V8imame si struktury slov jazyka. Rozdélime (obecné) slovo na ¢asti a stanovime, jak
se v jednotlivych castech mé automat chovat. Priibéh zpracovani v téchto castech odlisime stavem

a urcime, co v kterém stavu ma byt v zasobniku a jak se ma se zasobnikem zachéazet.

Piiklad 3.1

Sestrojime zasobnikovy automat rozpoznavajici jazyk L = {wcwR ; w € {a, b}*}
Vytvorime zasobnikovy automat rozpoznavajici prazdnym zasobnikem:
A@ = (Q? {avb}a Fa q0, ZO) 5; @)
Slova tohoto jazyka se skladaji ze dvou ¢asti oddélenych symbolem c. Pro kazdou ¢ast uréime

stav, tedy potfebujeme dva stavy: @ = {qo,q1}. Jak se nas automat mé v téchto stavech chovat?

e Ve stavu gp nacitame prvni ¢ast slova, pouze uklddame do zasobniku:

— nacteme symbol ze vstupu,
— sice vyzvedneme symbol z vrcholu zasobniku, ale vratime ho zpatky beze zmény,
— nacteny symbol ulozime také do zasobniku.

e Ve stavu ¢; nac¢itame druhou ¢ast slova a kontrolujeme s obsahem zasobniku:

— nacteme symbol ze vstupu,
— vyzvedneme symbol z vrcholu zasobniku,
— pokud jsou tyto dva symboly shodné, pak je vse v poradku.

Prechod mezi stavy qp a g1 nastava pri nac¢teni ,,oddélujiciho“ symbolu c.
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Vytvorime prechodovou funkci. Nejdfiv budeme predpokladat, Ze je na vstupu slovo obsahujici

i jiné symboly nez jen ¢ (tj. délka > 2), pak pfiddme i moZnost zpracovani slova o délce 1.

Zactneme ve stavu o, na vrcholu zdsobniku je symbol Zy (v zdsobniku zatim nic jiného
nemame); zasobnikovy symbol sice vyjmeme ze zasobniku (musime), ale opét ho tam vratime
a priddme symbol, ktery jsme nacetli ze vstupu. Na vstupu mutze byt bud a nebo b.

(qo, a, Zo) = (qo, aZp)

6(q0, b, Zo) = (qo0,b2)

Stejné budeme reagovat i v dalsich krocich (jsme potad v prvni ¢asti slova). Af minimalizu-
jeme pocet fadkt, pouzijeme zastupny symbol X znamenajici a nebo b:

5(q0,a,X) = (qo,aX), X € {a,b}

6(q0, b, X) = (q0,bX), X € {a,b}

Jsme na hranici mezi dvéma ¢astmi slova, na¢teme ¢, zménime stav (zasobnik nechdme jak
je, vratime vyjmuty symbol a nebudeme ptidavat c):

5(q0,¢, X) = (q1,X), X €{a,b}

V druhé casti slova provadime synchronizaci obou ¢asti — prvni ¢ast mame v zasobniku
(v pfesné opa¢ném potadi nez jak tento Fetézec byl na vstupu), druhou na vstupu, budeme
kontrolovat, jestli je na obou mistech totéZ, do zasobniku nebudeme nic ukladat:
5(q1, X, X) = (q1,6), X € {a,b}

Zpracovali jsme celou druhou ¢ast slova ze vstupu, v zasobniku by mél ztistat uz jen symbol
Zy, tedy ukonéime vypocet:

6(q1,¢, Zo) = (q1,¢)

Jesté osetfime pripad, kdy bude na vstupu nejkratsi slovo jazyka, c:

d(qo ¢, Zo0) = (q1,¢)

Cela definice tohoto zasobnikového automatu je nasledujici:
A= ({0, a1}, {a,b}, T, qo, Zo, 9, 0)

0(q0, a, Zy) = (g0, aZy) 5(q0,¢,X) = (1, X), X €{a,b}
4(q0, b, Zo) = (90, bZ0) 6(qo, ¢, Zo) = (q1,¢€)
(g0, a, X) = (qo0,aX), X € {a,b} 6(q1, X, X) = (q1,¢), X €{a,b}
6(qo, b, X) = (q0,0X), X € {a,b} 6(q1,¢, Z0) = (q1,¢)

Zapis by se dal jesté vice zkratit, napiiklad u fadkd z prvniho bodu postupu. Zasobnikové abeceda

je I' ={Zy,a,b}, fadime tam vSechny symboly, které se mohou dostat do zasobniku.

Podivame se na zpracovani nékolika slov patficich do jazyka L. Nejdfiv slovo abcba:

V prvnim kroku pouzijeme ptedpis d(qo, a, Zy) = (o, aZp):
(o, abcba, Zo) = (qo, beba, aZy)
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V druhém kroku pouzijeme piedpis d(qo, b, a) = (qo, ba):

(qo, abeba, Zy) F (qo, beba, aZp) F (qo, cba, baZy)

V patém kroku to bude pfedpis d(qo, c,b) = (q1,b):

... F(qo,cba,baZy) F (q1,ba,baZy)

V dal$im kroku za¢neme synchronizovat — srovnéavat, piedpis d(q1,b,b) = (q1,¢):

... F(q1,ba,baZy) F (q1,a,a, Zy)

Pokracujeme piedpisem §(q1,a, a):

Hqsa,a,Zp) F (qr, e, Z0)

V poslednim kroku uklidime zasobnik predpisem §(q1,¢, Zo) = (q1,¢):

o Flq,e, Zo) F (q1,6,¢)

Cely vypocet:

(qo, abcba, Zo) + (qo, beba, aZy) & (qo, cba, baZy) F (g1, ba, baZy) - (q1,a,a, Zo) & (q1, €, Zo) F
= (q1,¢e,¢)

Ted trochu delsi slovo aabacabaa:

(qo, aabacabaa, Zy) & (qo, abacabaa, aZy) - (qo, bacabaa, aaZy) F (qo, acabaa, baaZy) +
F (qo, cabaa, abaaZy) = (q1, abaa, abaaZy) & (q1, baa, baa, Zy) & (q1, aa, aaZy) F
F(q,a,aZp) F (q1,e,Z0) F (q1,¢,¢)

Nejkratsi slovo jazyka c — staci nam jeden krok:

(qo, ¢, Zo) F (q1,€,¢)

Déame na vstup nékolik slov nepatficich do jazyka L(A):

(qo, ab, Zy) & (go,b,aZy) F (qo,€,baZp) - nelze pokracovat, ab ¢ L(.A)

(qo, ca, Zy) b (q1,a, Zo) F (q1,a,€) - nelze pokracovat, ca ¢ L(.A)

Vsimnéte si posledniho kroku — mizeme pouzit 6(q1,¢, Zo) = (q1,¢), tiebaze vstup neni prazdny.

(qo, €, Zy) b nelze pokracovat, € ¢ L(.A)

Piiklad 3.2

Sestrojime zasobnikovy automat konéici v koncovém stavu pro jazyk L = {a"b" ; n > 0}.
Promyslime si, jak ma vypadat prechodova funkce a které stavy budeme potiebovat. Pro prvni

polovinu slova budeme mit stav gy, pro druhou stav ¢;. Prvni polovinu slova budeme jen nacitat do

zasobniku, kdezto pfi nacitani druhé poloviny budeme naopak zasobnik vyprazdnovat a zaroven

srovnavat se vstupem (na jeden symbol b na vstupu musi byt jeden symbol a v zdsobniku).

e Pro prvni polovinu slova:

5((]07 a, ZO) = (q07 CLZ())
(g0, a,a) = (qo, aa) dohromady: (g0, a, X) = (qo,aX), kde X € {Zy,a}

e Prechod do druhé poloviny slova:
9(qo, b,a) = (q1,¢€)

e Druhié polovina slova:
6(q1,0,a) = (q1,¢)
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e Ukonceni:
5(q1,€, Zo) = (qr,¢)
e Automat mé rozpoznavat i prazdné slovo:
6(qo0, €, Zo) = (qf,¢)
Vysledny automat:
Ar = ({90, a1, 47}, {a,b}, {Zo,a}, 9, qo, Zo, {gr}) s pFechodovou funkci:
d(q0,a, X) = (qo,aX), kde X € {Zy,a}
9(g0,b,a) = (q1,¢)
5(q0,€, Zo) = (ar,¢)
(q1,0,a) = (q1,¢)
5(@11,8 Zo) = (ay,¢)

Vypocet nékolika slov patiicich nebo nepatticich do jazyka L:
(qo, aabb, Zy) t= (qo, abb, aZy) & (go, bb, aaZy) - (q1,b,aZo) & (q1,€, Zo) b (g1.¢€,€)
(90,€, Zo) F (g7, €)
(g0, aab, Zo) - (qo, ab,aZy) & (qo,b,aaZo) - (q1,€,aZp) F nelze pokracovat, aab ¢ L(.A)
(qo,abb, Zy) F (qo,bb,aZy) & (q1,b, Zo) F (qf,b,€) - nelze pokracovat, abb ¢ L(A)
(90,b, Zo) F (qf,b,€) - nelze pokracovat, b ¢ L(.A)
(qo,a, Zo) - (qo,&,aZp) - nelze pokracovat, a ¢ L(.A)
V tomto pripadé jsme sestrojili zasobnikovy automat, ktery nejen rozpoznava koncovym sta-
vem (tj. pokud jsme v koncovém stavu, zde gf, a zaroven je vstup pfecteny, je vypocet Gspésny),
ale zaroven je v kazdé koncové konfiguraci prazdny zasobnik. Tedy jsme sestrojili zasobnikovy

automat koncici zarovenn v koncovém stavu a s prazdnym zasobnikem.

3.2 Vztah mezi typy zasobnikovych automati

Nejcastéji vytvarime zasobnikové automaty rozpoznévajici prazdnym zasobnikem, ale obecné je
jedno, ktery typ pouzijeme. Kazdy z vysSe uvedenych typt zasobnikovych automat totiz dokazeme

prevést na kterykoliv jiny typ.

45| Véta 3.1 (Vztah mezi typy zasobnikovych automat)

Pro zdsobnikové automaty koncici s prdazdnym zdsobnikem, v koncovém stavu a kombinované

(s prdzdngm zdsobnikem a v koncovém stavu) plati ndsledugici:
Z(Ag) = Z(Arp) = Z(Arp) (35)
oa)

Postup konstrukce (Z(Ap) C Z(Ar)): Puvodni zdsobnikovy automat konéici prazdnym
zésobnikem ozna¢ime Ay = (Q, X, T, 6, qo, Zo, 0), novy automat konéici v koncovém stavu oznacime
A, = (Qla 27 F,7 5,7 q(/)7 Z(/)7 F)
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K zasobnikovému automatu koncicimu s prazdnym zasobnikem sestrojime ekvivalentni zasob-

nikovy automat koncici v koncovém stavu takto:

e vytvofime novy stav gy, ktery bude novym koncovym stavem,

e v konfiguraci, ve které bychom v ptivodnim automatu kon¢ili, provedeme jesté jeden prechod
— prave do stavu gy,

e aby tento pfechod vibec byl mozny, potfebujeme mit vlastni zadsobnikovy symbol jesté pod
zasobnikovym symbolem pouzZitym v ptivodnim automatu, a na to je tieba brat ohled i na

zacatku vypoctu.

Uvnitf nového automatu budeme simulovat ten ptivodni. Novy automat bude mit vlastni symbol

konce zasobniku, a v prvnim kroku vypoctu navaze na vypocet puvodniho automatu tim, Ze

e prejde do stavu, ve kterém zacéind pivodni automat,

e do zasobniku pfida symbol konce zésobniku ptivodniho automatu (svij tam nechd).

Srovname priibéh vypocétu v ptivodnim a novém zasobnikovém automatu:

Ptvodni automat: | o F
q0 | Zo qk | Zo dm
Novy automat: F @l Zo| & .. F ql| Zo| F +
Q6 Z(/) Z/ Z/ dm Z(/) af
0 0

Tedy potfebujeme, aby prvni pfechod mezi konfiguracemi vypadal takto: (g, w, Zg) F (qo, w, ZoZy)
(vstup se v prvnim kroku nezméni), ¢imz se napojime na vypocet puvodniho automatu. Na za-
vér vypoctu musime provést nasledujici: (gm,e, Z)) = (¢f,¢€,¢€), ¢imz se dostaneme do koncové
konfigurace nového automatu. Stavy g, a g jsou nové pridané, tedy musi platit ¢, ¢ Q, qr ¢ Q.
Ptechodovou funkci ptivodniho automatu prejmeme a pridame tyto prechody:
(g0, €. Zy) = (90, ZoZy)
8 (q,€, Zy) = (qf,€) pro viechny stavy ¢ € Q
Vysledny automat vypadé takto:
Ar = (QU{a,ar}, B, TU{Z}, &', a0, Zpy, {ar}) O

Piiklad 3.3

K zésobnikovému automatu z prvniho pfikladu této kapitoly (zac¢ind na strané 81) sestrojime

ekvivalentni zdsobnikovy automat kondéici v koncovém stavu. Pivodni automat je

A= ({QO7Q1} {CL b} {Z(),CL, b}v q0, ZOa 57 (D)

0(qo, a, Zo) = (g0, aZp) 3(qo0,¢, X) = (q1,X), X €{a,b}
(g0, b, Zo) = (qo0,bZ) (qo, ¢, Zo) = (q1,€)
(g0, a, X) = (qo0,aX), X € {a,b} 6(q1, X, X) = (q1,¢), X €{a,b}
6(qo, b, X) = (q0,0X), X € {a,b} 6(q1,¢, Z0) = (q1,¢)

Pfidame novy stav g, ve kterém bude zaéinat vypocet, stav ¢y, ve kterém bude konéit vypocet,
a novy zasobnikovy symbol Z|. Automat bude nésledujici:
Ar = ({90, q1, 95,95}, {a,b}, {Zo,a,b, 24}, b, Z4, 0, {qr}), pFechodové funkce &’ je
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6"(q0:¢: Zy) = (g0, Z0Zp)

5’(6] a, Zo) (90, aZp) (g0, ¢, X) = (q1,X), X € {a,b}
&"(go, b, Zo) = (q0,bZ0) &' (qo, ¢, Zo) = (q1,¢€)

8 (qo,a, X) = (qo,aX), X €{a,b} g, X, X) = (q1,¢), X €{a,b}
6'(q0, 0, X) = (q0,0X), X € {a,b} d'(q1,€, Z0) = (q1,¢)

&' (o, V,ZO) (qr.¢€) (g1, Z) = (qy,¢)

Ukézeme si zpracovani nékolika slov patficich nebo nepatiicich do jazyka ptivodniho automatu:
(g4, abeba, Z}) - (qo, abeba, ZoZ§) b (qo, beba, aZo Z)) = (qo, cba, baZo Z}) F (q1, ba, baZo Zj)
F (@1, a,a, Z0Zg) - (a1, €, ZoZ) & (a1, €, Zg) = (gr, €, €)

(90, ¢, Z0) = (90, ¢; Z0Zg) &= (a1, 6, Zp) b (a5, €, €)

(g0, ab, Z§) F (qo, ab, ZoZy) = (qo, b, aZoZy) - (qo, €, baZyZy) - nelze pokracovat, ab ¢ L(Af)

(46, ca, Z)) = (qo, ca, ZoZ)) & (@1, a, ZoZy) F (a1, a, Z)) F (qf,a,€) - nelze pokracovat, ca ¢ L(AF)

(g€, Zy) F (o, €, ZoZ}) b nelze pokracovat, ¢ ¢ L(AF)
A

Piiklad 3.4

Reprezentaci zdsobnikového automatu diagramem obvykle nepouzivame — dtivodem je horsi pte-
hlednost diagramu (v zasobnikovych automatech musime nékam zapsat i préaci se zasobnikem,
také mame pfechody bez zpracovani slova na vstupu). Nicméné vytvofeni diagramu je mozné,

napiiklad pro automat z predchoziho prikladu by vypadal takto:

a,a, e
b XX QU
H e, 2}, 202} X,

X € {a,b, Z}

Ke kazdému piechodu piseme ¢teny symbol ze vstupu, ¢teny symbol ze zasobniku a fetézec k ulo-

zeni na zasobnik.

IS

Poznamka:

Vsimnéte si, ze zasobnikovy automat, ktery jsme v druhém piikladu vytvorili, ve skutecnosti
konéi jak v koncovém stavu, tak i s prazdnym zasobnikem, tedy jsme zaroven dokazali vztah

ZL(Ap) € Z(Ary).

Postup konstrukce (Z(Ar) C Z(Ap)): Puvodni zdsobnikovy automat konéici v konco-
vém stavu oznacime Ay = (Q,%,T, 0, qo, Zo, F'), novy automat kon¢ici s prazdnym zasobnikem
ozna¢ime A" = (Q', X,IV,¥, g, Z}), 0).
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K zasobnikovému automatu konéicimu v koncovém stavu sestrojime ekvivalentni zasobnikovy
automat koncici s prazdnym zasobnikem takto:
e budeme mit vlastni symbol konce zasobniku,
e na konci vypoétu (az budeme v koncovém stavu ptivodniho automatu) pfejdeme do nové
pridaného stavu d (,,delete”), ve kterém nasledovné rekurzivné mazeme obsah zasobniku.
Uvnitf nového automatu budeme opét simulovat ten ptvodni. Srovndme prubéh vypoctu v pu-

vodnim a novém zasobnikovém automatu:

qf | T
Ptvodni automat: Foo.. kB Y
q | Zo :
Zo

qf dly
)

Novy automat: ) F g | Zo [P o : - : * J

4o 0 7 :

0 2

Zy ;

! ZO
Zy

Prvni pfechod mezi konfiguracemi ma vypadat takto: (g, w, Z§) F (qo, w, ZoZ),), ¢imz se napojime
na vypocet puvodniho automatu.

Na zavér vypoc¢tu musime provést nésledujici: (qf,e, ZvZy) & (d,e,v7Z) F* (d, €, €), ¢imz se
dostaneme do koncové konfigurace nového automatu. Stavy ¢ a d jsou nové ptidané, tedy musi
platit ¢y € Q, d ¢ Q.

Prechodovou funkci puvodniho automatu pifejmeme a pridame tyto prechody:

o ' (qh,e,2}) = (g0, Z0Z}) (napojime se na ptivodni vypocet v A),

e ' (qf,e,Z) = (d,e) pro vsechny ptvodni koncové stavy ¢y € F a zasobnikové symboly

Z eT u{Zj} (pfesun do ,mazaciho* stavu d),

e §'(d,e,Z) = (d,e) pro véechny Z e T U{Z|} (mazani).

Vysledny automat: Ay = (Q U {q,d}, X, TU{Z}, &, qb, Zy, 0). O

5| Poznamka:

Pokud bychom pfedchozi popsany postup obohatili o jeden koncovy stav: F' = {d}, ziskdme
zasobnikovy automat koncici s prazdnym zasobnikem a zaroven v koncovém stavu. Tim jsme si
ukazali, ze plati Z(Ar) C Z(Ap r), ¢imz jsme dokoncili postup konstrukce pro vSechny vztahy

zahrnuté v uvedené vété.

1

Piiklad 3.5

Sestrojime zasobnikovy automat konéici v koncovém stavu pro jazyk L = {a"b™ ; 1 < m < n}.

Symbolt b ma byt ve slové bud stejné nebo méné nez symbolt a. Automat mé pracovat takto:
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e Ve stavu gp nacitdme symboly a ze vstupu a ukladdme do zésobniku:
d(qo,a, X) = (qo,aX), kde X € {Zp,a}
e Prechazime do druhé c¢asti slova:
9(qo,b,a) = (q1,¢€)
e V druhé c¢asti slova postupné odstranujeme symboly a ze zasobniku:
6(q1,b,a) = (q1,¢€)
e Pokud mame cely vstup precteny, ukoncime vypocet, tfebaze v zasobniku jesté mohou byt
symboly a:
3(q1,e,X) = (g7, X), kde X € {Zy,a}

Vysledny automat:
A= ({q,q1,qr}, {a,b}, {Zo,a}, 6, qo, Zo, {qr}), piechodové funkce:

8(q0,a, X) = (qo,aX), kde X € {Zy,a}
(g0, b,a) = (q1,¢)

6(q1,b,a) = (q1,¢)

3(q1,e,X) = (¢r,X), kde X € {Zy,a}

Ukéazka zpracovéani nékolika slov patficich ¢i nepatiicich do jazyka L(A):

(g0, aab, Zo) & (qo, ab, aZy) = (qo, b, aaZo) & (q1,€,a20) - (g, €, aZo)

(qo, aabb, Zy) = (qo, abb, aZy) F (qo, bb, aaZy) - (q1,b,aZo) & (q1,€, Zo) & (ar, €, Zo)
(g0, abb, Zo) F (qo,bb,aZo) F (q1,b, Zo) - (q5,b, Zo) F nelze pokracovat, abb ¢ L(.A)
(go, €, Zo) F nelze pokracovat, ¢ ¢ L(A)

Sestrojime ekvivalentni zasobnikovy automat koncici s prazdnym zasobnikem:
Ap = ({40: 90, q1, g7, d}, {a, b}, {2, Zo,a}, qy, Zgy, 0) s prechodovou funkei:
§(q0, €, Zy) = (a0, Zo0Zp)

& (g0, a, X) = (qo,aX), kde X € {Zy,a}

§'(q0,b,a) = (q1,¢)

"(q1,b,a) = (q1,¢)

(

(

<

8 (q1,e,X) = (¢f,X), kde X € {Zy,a}

8 (qf.e,X) = (d,e), kde X € {Zy, Zp,a}

8 (d,e,X) = (d,e), kde X € {Z], Zy,a}

Ukézka zpracovani stejnych slov jako u automatu A:

(g0, aab, Zy) F (qo, aab, Zo Zy) t= (qo, ab, aZo Z}) - (qo, b, aaZoZ)) & (qu, €, aZ0Zy) - (g5, €, aZo Zy)
F(d,e, ZoZ}) & (d,e, Z)) F (d,e,¢€)

(g0, aabb, Zy) = (qo, aabb, Zo Z})  (qo, abb, aZy Z}) - (qo, bb, aaZoZy) F (q1,b, aZo Zy) -
F(q1,e, 2020) & (af,€, Z0Z)) - (dye, Z4) = (d, e,€)

(g0, abb, Zy) F (qo, abb, Zo Z}) t (qo, bb, aZoZ}) & (q1,b, ZoZ)) & (g, b, ZoZy) = (d, b, Zy) +
F (d,b,e) F nelze pokracovat, abb ¢ L(.Ap)

(9. €, Zy) F (qo, €, ZoZ|)) = nelze pokracovat, € ¢ L(Ap)
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5| Poznamka:

Kdybychom v piredchozim pfipadé chtéli vytvorit zdsobnikovy automat rozpoznévajici jak s prézd-
nym zasobnikem, tak i v koncovém stavu, jen bychom mirné pozménili zapis:
Ap = ({405 90, 01,95, d}, {a, b}, {Z), Zo,a}, g4, Zj, {d}). PFechodova funkce by byla stejna.

3.3 Vztah zasobnikovych automattu a bezkontextovych gramatik

3.3.1 Vytvoreni automatu podle bezkontextové gramatiky

Nadéle budeme pocitat s tim, Ze zésobnikové automaty vsSech tii zdkladnich typd jsou navzé-
jem ekvivalentni, a tedy generuji stejné tfidy jazykt. Proto v diikazech budeme volné tyto typy

zameénovat.

#5|  Véta 3.2 (Bezkontextova gramatika — zasobnikovy automat)

Ke kazdé bezkontextové gramatice G lze vytvorit zdsobnikovy automat A tak, Ze L(G) = L(A):
Z(CF) C Z(ZA) (3.6)

Postup konstrukce: Je dana bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S). Chceme sestrojit k ni
ekvivalentni zdsobnikovy automat A = (Q, 3, T, 4§, qo, Zo, 0) koncici s prazdnym zasobnikem.

Princip: potfebujeme rozpoznavat pravé ta slova, kterd jsou generovana gramatikou. Proto
vytvafeny automat bude na svém zasobniku provadét simulaci derivace pro slovo, které dostane
na svij vstup. Pokud zjisti, Ze slovo lze v ptivodni gramatice derivovat, pak je pfijme.

Postup bude odlisny od postupu pro regularni gramatiky a kone¢né automaty. Mame k dis-
pozici zasobnik a ten budeme vyuzivat. Naopak stavy pro nas nebudou dilezité, vystacime si
s jedinym stavem, ktery mutzeme oznacit q. Abeceda je 3 = T. Prechodova funkce bude mit dvé
casti:

e Prvni ¢ast odpovida pravidlim ptvodni gramatiky:

’ Pravidlo gramatiky ‘ Predpis v §-funkci ‘
’ A=« ‘ 0(q,e,A) 2 (q,«) ‘

Jak vidime, vstupu si nev§iméme (), ze zasobniku vyjmeme neterminél (zde A) a nahra-

dime Fetézcem z pravé strany pravidla pro tento netermindl («). VSe se odehrava pouze na
zasobniku, neméni se stav a nepohybujeme se na vstupu.
e Druhi c¢ast gramatiky urcuje, ze pokud je na vrcholu zasobniku termindl, pak zjistime, jestli

je tentyZ terminal na vstupu — kdyZ ano, posuneme se jak na vstupu, tak i na zasobniku:
d(g,a,a) = (q,¢) pro vSechny symboly a € T

Tato ¢ast je také dilezita, protoze v zasobniku mame samoziejmé kromé neterminali i ter-
mindly (dostévaji se tam se zapisem pravych stran pravidel, «). Zaroven kontrolujeme, jestli
simulace derivace podle gramatiky probiha spravné (tedy zda simulujeme odvozovani toho

slova, které je na vstupu, a ne jiného).
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Pocéateénim stavem bude stav ¢, po¢ateénim zasobnikovym symbolem bude S (startovaci symbol

gramatiky), protoze pokud mame na zdsobniku provadét simulaci derivace, musime tam na za¢atku

mit pocatecéni vétnou formu, coz je pravé jednoprvkovy fetézec obsahujici startovaci symbol.
Protoze cokoliv, co se nachazi v pravidlech gramatiky, se muze objevit v zasobniku, zasobni-

kovéa abeceda obsahuje vSechny neterminaly i terminaly pivodni gramatiky: I' = N UT. a

Priklad 3.6
Sestrojime zasobnikovy automat ekvivalentni gramatice G = ({S, A}, {a,b,c¢}, P,S), kde P ob-

sahuje tato pravidla:
S — aSbb | cAa
A—cAa e
Vytvofime zasobnikovy automat A = ({¢}, {a,b,c}, {S,A,a,b,c}, §, ¢, S, ) s pfechodovou
funkci urc¢enou takto:
4(q,e,8) = {(g,aShb), (q,cAa)} podle pravidel S — aSbb | cAa

0(q,e,A) ={(q,cAa),(q,e)} podle pravidel A — cAa | e
§(q,a,a) = {(g,¢)} protoze a € T
9(g,6,6) = {(¢:¢)} protoze b € T
d(q,¢,c) = {(q,¢)} protoze c € T'

Jazyk generovany gramatikou G a rozpoznévany automatem A je
L(G) = L(A) = {a"c*a"v® ; n >0, k > 1}.
Ukéazeme si vzdy derivaci nékterého slova v gramatice G a ekvivalentni zpracovani slova

v zasobnikovém automatu .A:
S = cAa = ccAaa = ccaa

(g, ccaa, S) F (q, ccaa, cAa) - (g, caa, Aa) F (q, caa, cAaa) - (q,aa, Aaa) - (q,aa,aa) - (q,a,a) -
F(q.e,¢)
= ccaa € L(G) a zaroveil caa € L(A)

S = aSbb = aaSbbbb = aacAabbbb = aacabbbb

(q, aacabbbb, S) + (q, aacabbbb, aSbb) + (q, acabbbb, Sbb) - (g, acabbbb, aSbbbb) t (g, cabbbb, Sbbbd)
- (g, cabbbb, cAabbbb) F (g, abbbb, Aabbbb) & (g, abbbb, abbbb) F (g, bbbb, bbbb) - (g, bbb, bbb) -

F (q,bb,bb) = (q,b,b) F (q,¢€,¢)

= aacabbbb € L(G) a zaroven aacabbbb € L(A)

Na vstup automatu dame néktera slova nepatfici do jazyka L(G):
(g, abb, S) - (g, abb,aSbb) F (q,bb, Sbb) - (g, bb, cAabb) I nelze pokracovat, abb ¢ L(.A)
(q,¢,5) F (q,e,cAa) - nelze pokracovat, € ¢ L(.A)

(g, acab, S) F (q,acab, aSbdb) - (g, cab, Sbb) - (q, cab, cAabb) + (q,ab, Aabb) & (g, ab, abb) F
F (g,b,bb) - (g, e,b) F nelze pokracovat, acab ¢ L(.A)




KAPITOLA 3 ZASOBNIKOVY AUTOMAT 91

Priklad 3.7

Sestrojime zasobnikovy automat jazykové ekvivalentni k této gramatice:
G = ({S}, {a,b,c}, P, S), kde P ={S — aSa | bSb| ¢}
Vytvotime zdsobnikovy automat A = ({q}, {a,b,c}, {S,a,b,c}, ¢, S, 0).
5(¢,2,5) = {(q,aSa), (4,bSb), (¢,0)}
(g, a,a) = {(q,¢)}
6(q,b,0) = {(q, )}

Jazyk generovany gramatikou G a rozpoznévany automatem A je L = {wcwR ; w € {a, b}*}

Ukézka rozpoznani slova abcba:

(g, abcba, S) = (q, abcba, aSa) = (g, beba, Sa) F (g, beba, bSba) - (g, cba, Sba) + (g, cba, cba) =
(g, ba,ba) & (g, a,a) - (g, &, ¢)

Ukézka netspésného vypoétu (slovo acb bude odmitnuto):

(q,ach,S) F (q,acb,aSa) F (q,cb, Sa) F (q,cb,ca) b (q,b,a)  nelze pokracovat, achb ¢ L(.A)

3.3.2 Vytvoreni gramatiky podle zasobnikového automatu

Nasledujici lemma vyuzijeme v dikazu dalsi véty o vztahu mezi bezkontextovymi gramatikami

a zasobnikovymi automaty.

£ Lemma 3.3

Ke kazdému zdsobnikovému automatu A existuje jednostavovy zdsobnikovy automat A’ takovy,

e L(A)) = L(A).

Vo]

Postup

Ptvodni a vytvafeny automat jsou:
A=(Q,%,T,6,q0, Zo, D) A= ({s}, 5,10, s, Z),0)

Zasobnikovy automat se v kazdém kroku obvykle rozhoduje podle tii kritérii — stavu vstupni
pasky, stavu zasobniku a svého vnitfniho stavu, ale kdyz ma k dispozici jen jediny vnitini stav,
musi se umisténi této informace nahradit né¢im jinym. Vstupni pasku nesmime pozménit, zbyva
jen zasobnik.

Tedy informaci ptivodné uloZenou ve vnitfnim stavu presuneme do zasobniku tak, Ze misto
»jednoduchych® zasobnikovych symboli budeme pouzivat usporadané trojice, jejichz druhy prvek

je néktery symbol piivodni zasobnikové abecedy, prvni a tfeti prvek jsou stavy:
I = {[qlaza q]] y 4iy 45 € Qa RS F}

e ¢; je stav, ve kterém je Z na vrcholu zasobniku ptivodniho automatu (a tedy se v tom stavu
vybira ze zésobniku),
e g; je stav, do kterého pfechdzime pfi vyjmuti vSeho, co miize byt vygenerovano pomoci Z,

ze zasobniku v puvodnim automatu.
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V zasobniku tedy kromé ptivodnich zasobnikovych symboli ukladame také informaci o tom, v ja-
kém stavu jsou tyto symboly zpracovavany a do jakého stavu prechazime po jejich plném zpraco-
vani v pivodnim automatu.

Nyni definujeme piechodovou funkci:

1. Na zacatku vypoctu pripravime simulaci ptivodniho automatu:
&'(s,e,Zy) = {(8 [qo,Zo,p]) ;P E Q}
2. Pro vsSechny predpisy A ve tvaru §(p,a, Z) 5 (g,¢) (do zasobniku nic nevkladaji) vytvorime
(5’(3,(1, [p, Z, q]) 3 (s,8), a€XU{e}
3. Pro vSechny ostatni funkce ve tvaru d(p,a, Z) 3 (¢, B1B2 ... By):
o’ (s, a,[p, Z, un]> D {(s, lq, B1, u1][u1, Ba, us]ua, B3, us] ... [un,anun]) ;
V kombinace stavti v; € Q,1 <1 <n, a€ XU {5}}

Nejnarocnéjsi je posledni bod. Nové zasobnikové symboly zde urcuji vSsechny mozné posloupnosti,
jakymi lze v ptivodnim automatu dojit ze stavu ¢, ve kterém vybirdme ze zdsobniku symbol Z,
do nékterého stavu u,, do kterého prechazime po zpracovani posledniho zde vkladaného symbolu,
B,,. Musi zde byt vSechny mozné kombinace n-tic ptivodnich stavi, protoze nemizeme predvidat,
jaka posloupnost zpracovavanych stavii bude v téchto n krocich pouzita.

V ptivodnim automatu je symbol Z vyjmut ve stavu p a hned prechazime do stavu q; zaroven
vkladame do zasobniku symboly By, Bs, ..., By, a to po¢inaje symbolem B,, (symbol By pak bude
na vrcholu zasobniku). Proto v novém automatu ze stavu g po vyjmuti symbolu B; pfechizime
do stavu wuj, atd. Az zpracujeme vSe, co bylo vygenerovano ze symbolu Z (tj. vSechny symboly

By, ..., By,), dostaneme se do stavu wuy,.

Piiklad 3.8

Postup ukazeme na jazyku L = {a”c ik s n>0, k> O}

Tento jazyk rozpoznava zasobnikovy automat A = ({0,1}, {a,b,c}, {Z,a}, 4, 0, Z, 0)
5(0,a,X) =(0,aX), X e€{a,Z}

5(0,¢,X)=(1,X), X e€{a,Z}

0(1,b,a) = (1,¢)

0(1,¢,2)={(1,2), (1,¢e)}

Vytvoiime automat A':
s,€, Z’) {( 0,7, 0]) (s, 0,7, 1])}

—{(5,10,,0110,x,0]), (s,[0,0,1)[1, X,0])}, X € {a. 2}
(S, [0,a,0][0, X, 1]), (s, [0,a,1]1, X, 1})}
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o (s.e,11,2,0]) = {(5.11,2,0])}

o' (s, 1,2,1]) = {(s,[1,2.1)), (s.2)}

Nové zasobnikové symboly jsou mozné piehledné z hlediska vytvoreni, ale bude lepsi nahradit

je krat$imi variantami podle nasledujici tabulky.

Dlouhé oznaceni— Krdtké oznacent

LI L L L
s I ECTICTISTESY IS IS

Upravime ¢’ funkci, uvedeme plnou specifikaci automatu:
= ({5}’ {a’ b, C}v {Z/,A,B,C,D7E,F7 G, H}7 6/7 S, Zlv ®)

'(s,e,2") ={(s, 4), (s,B)} (s, ¢, A) = {(s,C)}
§'(s,a, A) = {(s, EA), (s, FC)} §'(s,c, B) = {(s,G)}
§'(s,a,E) = {(s, EE), (s, FG)} §'(s,c,B) ={(s, D)}
§'(s,a,B) = {(s, EB), (s, FD)} (s ¢, F) = {(s, H)}
'(s,a, F) = {(s,EF), (s, FH)} §'(s,¢,C) = {(s,C)}
§'(s,b, H) = {(s,¢)} §'(s,c, D) ={(s, D), (s,¢)}

Ukézka zpracovani slova aacbbc automatem A:

(0, aacbbe, Z) + (0, acbbe, aZ) (0, cbbe,aaZ) b= (1,bbe,aaZ) = (1,bc,aZ) b+ (1,¢,Z) = (1,¢,¢)
Ukézka zpracovani slova aacbbc automatem A’:

(s,aacbbe, Z') b (s, aacbbe, B) F (s, acbbe, FD) \ (s,cbbe, FHD) = (s,bbe, HHD)

F(s,be, HD) & (s,¢,D) F (s,¢,¢)

Totéz, ale bez nahrazeni zasobnikovych symbolu krat$imi verzemi:
(s,aacbbe, Z') F <s, aachbe, [0, Z, 1]) H <s, acbbe, [0, a,1][1, Z, 1]) F
- <s, chbe, [0, a,1][1, a, 1][1, Z, 1]) - (s, bbe, [1, a,1][1, a, 1][1, Z, 1}) -
- <s,bc, 1,a,1[1, 7, 1]) - (s,c, 1,7, 1]) (s, ¢)

4| Véta 3.4 (Zasobnikovy automat — bezkontextova gramatika)

Ke kazdému zdsobnikovému automatu A lze vytvorit bezkontextovou gramatiku G takovou, Ze

L(G) = L(A), tedy
ZL(ZA) C L(CF) (3.7)

Vo)




KAPITOLA 3 ZASOBNIKOVY AUTOMAT 94

Postup

Kdyz jsme dokazovali, ze ke kazdé bezkontextové gramatice lze sestrojit ekvivalentni zasobnikovy
automat, vytvorili jsme jednostavovy zasobnikovy automat. Zde vyuzijeme pfesné opacny postup
— podle jednostavového automatu vytvorime gramatiku.
Prvnim krokem tedy bude vytvofeni jednostavového zasobnikového automatu A’ k automatu
A podle postupu popsaného v diukazu predchoziho lemmatu. V druhém kroku vytvorime grama-
tiku, jejiz netermindly vytvorime ze zasobnikovych symbolt.
KdyZ oba kroky shrneme, postup je nasledujici:
1. Inicializujeme vypocet:
VeeQ: S — lqo, Zo 4|
2. Pro vSechny pfedpisy ve tvaru d(p,a, Z) 3 (q,e) (do zdsobniku nic nevkladaji) vytvorime
[p.Z,q] = a
3. Pro vSechny ostatni pfedpisy ve tvaru d(p,a,”Z) 3 (¢, B1Bs ... By):
[p, Z,un| — alq, B1,u1][u1, B2, u2] ... [tun—1, By, uy]

pro kazdou kombinaci stavii u; € @, 1 <17 < n.

Priklad 3.9

Budeme pokracovat v predchozim piikladu. V zadani prikladu byl automat
= ({0,1}, {a,b,c}, {Z,a}, 4, 0, Z, 0)

5(0,a,X) =(0,aX), X e€{a,Z}

5(0,¢,X)=(1,X), X e€{a,Z}

0(1,b,a) = (1,¢)

0(1,¢,2)=A(1,2), (1,¢e)}

Podle popsaného postupu vytvofime gramatiku G = (N, T, P,S), T = X. V tabulce nizZe jsou

uvedena vsechna pravidla:

V automatu: V gramatice:
S —[0,2,0]]]0,Z,1]

5(0,a,7) =(0,a2) [0, Z,0] — a[0,a,0][0, Z,0] | a]0,a,1][1, Z, 0]
0,7,1] — a[0,a,0][0, Z,1] | [0, a,1][1, Z, 1]

5(0,a,a) = (0,aa) 0,a,0] — a0, a,0][0,a,0] | a[0,a,1][1,a,0]
0,a,1] — a0, a,0][0,a,1] | al0,a, 1][1, a, 1]

5(0,¢,2) = (1,2) 0,7,0] — ¢[L, Z,0]

[
[
[
[
[0,2,1] — ¢[1,2,1]
[
[
[
[
[

0(0,¢,a) = (1,a) 0,a,0] — ¢[1,a,0]
0,a,1] — c[1,a,1]
1,a,1] = b

1,2.0] = c[1, Z, 0]

1,Z,1] = c[1,Z,1] | ¢

0(1,b,a) = (1,¢)
011,¢,2)={(1,2), (1,¢)}
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Zjednodusime neterminaly podle tabulky z pfedchoziho ptikladu a shrneme pravidla prepisu-

jici stejny neterminéal:

S—A|B Odstranime pravidla, kde je na pravé strané G (protoze
A—aFEA|aFC | cC pro tento symbol neni zadné pravidlo) a redukujeme:
B — aEB |aFD |cD S B
¢l B — aFD | cD
D—eD|c D—cD]|c
E — aEE | aFG | cG F — aFH | cH
F — oFEF |aFH | cH
H—b

H—b

Ukazka generovani slova aacbbc:

S=B=aFD = aaFHD = aacHHD = aacbHD = aacbbD = aacbbcD = aacbbcc

Disledkem predchozich vét je ekvivalence tiid jazyki:

#51 Dusledek 3.5

Trida jazykid rozpozndvanych zdsobnikovymi automaty (£ (ZA)) je ekvivalentni tridé bezkontex-

tovgch jazyki (£ (CF)).

£

3.4 Zasobnikové automaty a uzavérové vlastnosti bezkontexto-
vych jazyku
V sekci 2.4 na strané 62 jsme probrali téméf vSechny operace, vzhledem k nimz je nebo neni t¥ida

bezkontextovych jazykt uzaviena, a dokazali jsme, Ze tfida bezkontextovych jazykt neni uzaviena

vzhledem k operaci priniku (str. 68). To vSak neplati pro prunik s regularnim jazykem:

#5] Véta 3.6

Trida bezkontextovich jazyku je uzaviena vzhledem k pruniku s requldrnim jazykem.

¢<| Postup

Na rozdil od jinych uzavérovych vlastnosti bezkontextovych jazykt, zde konstrukci nebudeme
provadét na gramatikich, ale na automatech. Postup bude podobny tomu, ktery jsme pouzili
v pfedchozim semestru pro priinik dvou regulérnich jazykt.

Je dan bezkontextovy jazyk reprezentovaného zasobnikovym automatem A; a reguldrni jazyk

reprezentovany koneénym automatem As:

A =(Q1,%1,T, 61, q(()l), Z(()l), F1) (rozpoznava koncovym stavem)
2

Ag = (Q2,22,52,Q(() )7F2)
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Sestrojime A = (Q, %, 1,4, qo, Zo, F'), L(A) = L(A;)N L(Az).

Polozme ¥ =X, UXy, I' =T, Zy = Z|,.

Vypocet v automatu A ma byt simultdnni simulaci obou ptivodnich automati — slovo w, které
mé byt rozpoznano, ddme zaroven na vstup obou puvodnich automati. Automat A pfijme slovo
w, pokud v obou automatech bude existovat tspésny vypocet od pocatecni k nékteré koncové
konfiguraci.

Stavy automatu A budou uspofddané dvojice stavi ptvodnich automatid, prvni prvek je
stav automatu A; a druhy je stav automatu Ay. Usporadana dvojice zachycuje, v jakém stavu
v ptavodnich automatech je pravé simulovany vypocet.

Q=0Q1xQ2=1{[q1,¢2] ; @1 € Q1, g2 € Q2}
Mnozina koncovych stavi: F' = Fy x F» = {[q1,92] ; ¢1 € F1, q2 € F»}
Definujeme prechodovou funkci:
1. V kazdém kroku, ve kterém je ¢ten symbol ze vstupu, se posouvame v obou simulovanych
automatech, v zdsobnikovém automatu také pracujeme se zadsobnikem — pro kazdé a € X,
q1,p1 € Q1, g2,p2 € Q2, ZETL, y€TIT:

6(lq1, @2l a, Z) 3 ([p1,p2l,y) <= d1(q1,a,Z) 3 (p1,7), d2(q2,a) 2 pa

2. Vyftesime odlisnost ptvodnich automatii pii praci se vstupni abecedou. Zasobnikovy auto-
mat nemusi v kazdém kroku ¢ist ze vstupni pésky, kdezto koneény ano. Proto umoznime
simulovanému koneénému automatu délat e-kroky, pri kterych nebude ¢ist ze vstupni pasky

ani provadét zménu stavu — pro kazdé qi1,p1 € Q1, 2 € Q2, Z €1, y€I7T:
6(lg1, 21,6, 2) > ([p1, @2l,7) = dilar,6,2) 3 (p1,7)

\
Jb

Priklad 3.10

Vezmeme bezkontextovy jazyk L, = {wwR ; w € {a, b}*} a regularni jazyk R = a*. Jejich prini-
kem je jazyk Lo = {a"a™ ; n >0} = {a2" in > 0}

Sestrojime automat Ay, L(A;) = Li:
A1 = ({90, ¢1, 22}, {a,b}, {Zo,a,b}, 61, qo, Zo, {q2}), kde

51((]07@’ ZO) = {(qmaZO)} 51((]0,@,&) = {(qo,aa)a (Q175)}
61(q0, b, Zo) = {(q0,bZ0) } 61(q0,b,b) = {(qo0,bb), (q1,€)}
61(qo0, @, b) = {(qo,ab)} 61(q1,a,a) = {(q1,¢)}
61(q0, b, a) = {(qo, ba)} 61(q1,6,0) = {(q1,¢)}

61(q1,¢, Z0) = {(q2,€)}

Kone¢ény automat pro jazyk R = a* je velmi jednoduchy:
Ay = ({r} {a}, 92, 7, {r}), kde do(r,a) =r
Vytvotime A = (Q, {a,b}, {Zo,a,b}, 9§, [qo,7], Zo, F).

0([qo, 7], a, Zo) = {[qo0, 7], aZp])} Jesté doplnime:
6([QO7T]7Q7Q) = {([qo,r],aa), ([‘hﬂr]ag)} Q= {[qo,r], [ql,r], [QQ,T]}
(lg1,7],a,0) = {lq1, 7], )} F = {[g2,7]}
6([q1. 7], e, Zo) = {(laz, 7], €)}
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Jak vidime, je jazyk Lo prunikem bezkontextového a regularniho jazyka, proto (i bez kon-

strukce automatu rozpoznéavajiciho tento jazyk) muzeme Fici, Ze je to bezkontextovy jazyk.

Piiklad 3.11

Pomoci uzavérovych vlastnosti dokazeme, ze nasledujici jazyk neni bezkontextovy:
L={we{ab,c}"; |wlo=|wp=|wl} (stejny poceta,da c)

Dtikaz povedeme sporem. Predpoklddejme, ze jazyk L je bezkontextovy. Pak by prinikem
tohoto jazyka s jakjmkoliv regularnim jazykem byl také bezkontextovy jazyk. Vezmeme regularni
jazyk R = a*b*c*. Jejich prinikem je
LNR=L ={a"b"c" ; n>0}

O tomto jazyce vsak vime, Ze neni bezkontextovy, proto L ¢ Z(CF).

3.5 Deterministické bezkontextové jazyky

3.5.1 Deterministicky zasobnikovy automat

U regulérnich jazykiu plati, ze ke kazdému (nedeterministickému) kone¢nému automatu lze sestrojit
ekvivalentni deterministicky. U bezkontextovych jazyk® tomu tak neni.

Definujeme deterministicky zasobnikovy automat a nasledné ukazeme, ze t¥ida jazyku rozpo-
znavanych deterministickymi zasobnikovymi automaty je vlastni podmnozZinou t¥idy bezkontex-

tovych jazyk.

Definice 3.5 (Deterministicky zasobnikovy automat)
Zasobnikovy automat A = (Q, X, 1,0, qo, Zo, F) je deterministicky, jestlize pro kazdé q € Q, Z € T
plati zdroven

e 6(q,a,Z) ma nejvyse jeden prvek pro kazdé a € ¥ U {c}.

e je-li 6(q,e,Z) # 0, pak 6(q,a,Z) =0 Va € X.

To znamena, Ze v deterministickém zasobnikovém automatu mame v kazdém kroku pravé jednu

moznost, jak reagovat (i véetné rozhodovani, zda mame nebo nemame ¢ist ze vstupni pasky).

Definice 3.6 (Deterministicky bezkontextovy jazyk)
Jazyk L je deterministickym bezkontextovym jazykem, jestliZe existuje deterministicky zdsobnikovy

automat (DZA) Ap takovy, Ze L(Ap) = L.

7 definice vyplyva, ze pro kazdé slovo patfici do jazyka existuje pravé jeden vypocet v Ap. Deter-

ministické bezkontextové jazyky budeme znac¢it DCF' a t¥idu jazyki, které generuji, £ (DCF).
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4| Véta 3.7

Trida jazyku generovanych determanistickymi zdsobnikovymi automaty je vlastni podmmnoZinou

tridy bezkontextovych jazyku:
Z(DCF) Cc Z(CF) (3.8)

Voa)

Dukaz: To, ze plati Z(DCF) C Z(CF), je zfejmé — vyplyva to z toho, ze deterministicky
zasobnikovy automat je vlastné specidlnim pfipadem (obecného) zasobnikového automatu, a vime,
Ze tfida jazykt generovanych bezkontextovymi jazyky je ekvivalentni t¥idé jazykt rozpoznavanych
zésobnikovymi automaty.

Vlastni inkluzi (tj. £ (DZA) C Z(CF)) lze dokazat tak, ze najdeme jazyk patfici do druhé,
ale nepattici do prvni tridy. Bezkontextovym jazykem, ktery neni deterministickym bezkontexto-
vym, je napiiklad
L = {ww?; we {a,b}*}.

Zasobnikovy automat pro tento jazyk je v pfikladu na strané 96, v kazdém pfipadé jde au-
tomat nedeterministicky — nevime, ve kterém okamziku vlastné prechazime do druhé poloviny
rozpoznavaného slova (nemdme moznost si predem tuto informaci zjistit a obé poloviny slova
maji podobnou strukturu), a proto v kazdém kroku pii nacitani prvni poloviny slova potiebu-
jeme moznost nedeterministicky zvolit bud pokracovani v prvni poloviné slova, anebo pfechod do
druhé. O

3.5.2 Uzavérové vlastnosti deterministickych bezkontextovych jazyki

“31  Véta 3.8
Pro tridu jazykiu £ (DCF) plati ndasledugici:

e je uzavrena vzhledem k operaci pruniku s reguldrnim jazykem,

e neni uzaviena vzhledem k operaci pruniku.

“
Postup i diikaz je stejny jako u (obecné) bezkontextovych jazyk.
Dale budeme potfebovat tuto pomocnou vétu:
£ Lemma 3.9
Ke kazdému DZA A lze zkonstruovat ekvivalentni DZA A', ktery kaZdy vstup docte do konce.
yea)

Diukaz je slozity, je tfeba vyfesit problém zacykleni v epsilonovych krocich (prace se zasobnikem).
Ovsem dusledek lemmatu je pro nas dilezity — znamend to, ze DZA lze zkonstruovat tak, aby
dokézal v kazdé konfiguraci reagovat, tedy se jedna o konstrukci totalni pfechodové funkce (jako

zGplnéni u konec¢nych automati), pficemz zaroven fesime problém zacykleni.
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45| Véta 3.10
Trida jazyki £ (DCF) je uzaviena vzhledem k operaci doplriku.

¢<| Postup
Podle predchoziho lemmatu lze pro jakykoliv DZA sestrojit takovy ekvivalentni DZA, ktery vstup

docte do konce, a tedy dokaze v koneéném poctu krokt rozhodnout, zda slovo patii nebo nepatii

do jazyka rozpoznavaného timto automatem. Proto je postup néasledujici:
e sestrojime k ptvodnimu automatu A deterministicky zasobnikovy automat A’, ktery cte
kazdy vstup az do konce (také ma totélni prechodovou funkei),

e zaménime koncové a nekoncové stavy.

2
41| Véta 3.11
Trida jazyku £ (DCF) neni uzaviena vzhledem k operaci sjednocent.
£
Dukaz: Vyplyva z De Morganovych zakont:
LiNLy=Li ULy (3.9)

Predpokladejme, ze tiida jazykt £ (DCF) je uzaviena vzhledem k operaci sjednoceni. Pak by na
pravé strané vztahu (3.9) byl jazyk ze t¥idy deterministickych bezkontextovych jazykt (protoze
podle predchozich vét je £ (DCF') uzaviena vzhledem k operaci doplitku), jenze na pravé strané
vztahu se muze vyskytnout i jazyk, ktery neni deterministicky bezkontextovy (tato tfida jazyku

neni uzaviena vzhledem k operaci priniku). Spor = tfida jazykt .2 (DCF) nemuzZe byt uzaviena

vzhledem k operaci sjednoceni. a

#5| Dusledek 3.12

Z(DCF) c Z(CF) (3.10)




Kapitola

Jazyky typu 0

vvvvv

dou jazykiu Chomského hierarchie s (témér) obecnym
tvarem pravidel, jazyky typu 0. Strucné se podivdime na gramatiky typu 0 a pak se budeme vénovat

predevsim zdkladni varianté Turingova stroje.

4.1 Gramatiky typu 0

Gramatiky typu 0 (frdzové gramatiky) maji v Chomského hierarchii nejobecnéjsi tvar pravidel.

Jedinym pozadavkem je existence alespon jednoho neterminalu na levé strané pravidla.

Definice 4.1 (Gramatika typu 0)

Gramatika typu 0 je takovd gramatika, jejiz vSechna pravidla jsou ve tvaru

a = B, aec(NUT)'N(NUT)*, Be (NUT)* (4.1)

4.2 Stroje rozpoznavajici jazyky typu 0
Existuji dva typy stroji (matematickych modelt), které rozpoznavaji jazyky typu 0 — zasobnikovy

automat rozsifeny o dalsi zasobnik a Turingiv stroj.

4.2.1 Zasobnikovy automat se dvéma zasobniky

Mizeme mit jakykoliv pocet zasobnikl, ale da se dokazat, Ze k rozpoznéavani jazyki typu 0 staci

dva zasobniky.

Definice 4.2 (Zasobnikovy automat se dvéma zasobniky)

Zasobnikovy automat se dvéma zasobniky je A = (Q,%,T1,T9,9, g0, Z1, Z2, F), kde
e I'y je abeceda pruniho zasobniku, Z, € I'1 je pocatecni zdsobnikovy symbol pruniho zdsobniku,
o I'y je abeceda druhého zdsobniku, Zy € 'y je pocdtecni zdsobnikovy symbol druhého zdsob-

niku,

100
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e § funkce je definovdna takto:
3 Qx(XBU{e})xI' xT'y —» QxTI'TxTI¥
5(q1,a,b1,b2) S (qz,’n,'yg), ac XU {6}, b eIy, bp ey, 71 € F’{, Yo € F;.

Vse ostatni se prejima z definice zasobnikového automatu (s jednim zasobnikem).

Definice 4.3 (Konfigurace a prechod mezi konfiguracemi)
Konfigurace zdsobnikového automatu se dvéma zasobniky A = (Q,%,T'1,12,9, g0, Z1, Z2, F) je
(¢, w,71,72) € Q x B* xI'T x I (4.2)
(stav, neprectend cast vstupu, obsah pruniho zdsobniku, obsah druhého zdsobniku). Pocdtecni
konfigurace je (qo,wo, Z1, Z2), konecnou konfiguraci uréujeme podle typu zdsobnikového automatu
(ukonéeni s prazdnymi zasobniky nebo koncovym stavem).

Relaci prechodu mezi konfiguracemi zdsobnikového automatu se dvéma zdsobniky znacime

a definujeme takto:

(¢i> apt, b171, bav2) (g5, 1, B1v1, Boye) <= 0(qi,a,b1,b2) > (g5, 51, B2) (4.3)
kde q;,q; € Q, a € X, p € ¥*, by €I'1, bo €Ty, f1 €T, B2 €T,

Podobné jako u zasobnikovych automatt s jednim zasobnikem je definovan také reflexivni a tran-

zitivni uzavér relace a jazyk rozpoznavany automatem, to nechavime na ¢tenaii, definice budou

prakticky stejné.

Piiklad 4.1

Vytvoiime zasobnikovy automat se dvéma zasobniky pro jazyk, o kterém vime, Ze neni bezkon-
textovy: L = {a"b"c" ; n >0}
A = ({QO7QI7QQ}7 {Cl, b7 C}7 {CL, Zl}a {b7 ZQ}? 57 Z17 227 @)

Prechodova funkce pracuje takto:

e v prvni fazi (stav ¢p) nacitdme symboly a a uklddame je do prvniho zasobniku, druhy
zasobnik zatim neni pouzivan,

e v druhé fazi (stav ¢;) naéitdme symboly b, pfitom vyjiméme z prvniho zasobniku symboly
a (tak je zajiStén stejny pocet a a b) a zaroven uklddame symboly b do druhého zésobniku,

e v tieti fazi (stav ¢o) musi jiz byt prvni zasobnik prazdny, nacitdme ze vstupu symboly ¢

a zaroven vyjimame z druhého zasobniku symboly b (tak je zajistén stejny pocet b a c).

6(q0, a, Z1, Z2) = (q, aZi, Z2) é(qr, ¢ Z1, b) = (@, 7%, e
5(q0, a, a, Zz) = (qo, aa, Z) g2, ¢, Z1, b)) = (q2, Z1, ¢)
6(qo, b, a, Z2) = (@, &  bZ2) (e, & Z1, Z2) = (qo, & ¢€)
é(gr, b, a, b)) = (¢, &  bb) 6(q2, &, Z1, Z2) = (g2, & ¢)

Ukézka zpracovani slova aabbcc:

(qo, aabbee, Z1, Z3) F (qo, abbee, aZy, Zs) F (qo, bbee, aaZy, Zs) & (q1, bee, aZy,bZs) =
F ((J1,CC, Zlabbzz) H (QQ,Ca ZlubZQ) F (Q275, Z1>Z2) F (q27€7€7€)
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4.2.2 Turingtv stroj

Cinnost Turingova stroje jsme si jiz trochu (zatim neformalng) osvétlili v predchozim semestru.

Shrneme si zdkladni vlastnosti:

e konecna (koneénéstavova) fidici jednotka,

e nekonecna péaska (obvykle smérem doprava nekonecénd),

e Cteci a zapisova hlava mtze ¢ist symbol z pasky, prepsat ho jinym symbolem, pohybuje se
o jedno pole doleva nebo doprava,

e vypocet konéi pii pfechodu do nékterého koncového stavu, nemusi byt prectena celd paska.

Formalni definice Turingova stroje je trochu podobné definici kone¢ného automatu, ale mame
zv1ast vstupni abecedu a paskovou abecedu (symboly ze vstupni abecedy mohou byt v pocateéni
konfiguraci), a ovSem je jina definice pfechodové funkce.

Zatimco v kone¢ném automatu je tfeba v kazdém kroku zpracovat jeden symbol, nelze za-
pisovat a vzdy se posouvame o jedno pole doprava, v Turingové stroji sice také v kazdém kroku

zpracovavame jeden symbol, ale miizeme ho pfepsat na jiny a moznosti pohybu jsou rtzné.

Definice 4.4 (Turinguv stroj)

Turingiv stroj je usporadand Sestice M = (Q,3,T,0, qo, F'), kde
e () je konecnd neprdazdnd mnozina stavi,
e Y je koneéna neprazdnd vstupni abeceda (symboly, ze kterych se skladd vstupni slovo), ¥ C T,
e I' je koneénd neprdzdnd pdskovd abeceda (symboly, které se mohou vyskytovat na pdsce),

e qo € Q je pocdtecni stav,

F C Q je mnozina koncovych stavi,

0 je prechodovd funkce:
b QxI' - @ xTI'x{-1,0,1},
6((]1,&) = (QJ7b7 P)a qis 4qj € Qa a’ab € F7 P e {_1707 ]-}

Z definice pfechodové funkce vyplyva, ze v kazdém kroku, kdy je pouzito d(g;,a) = (g;,b, P),
4,9 € Q, a,beT, Pe{-1,0,1}, jsou provedeny nasledujici akce:

e jsme ve stavu g; a na pasce Ctecl a zapisova hlava pravé ukazuje na policko oznacené a,

piejdeme do stavu gj,
e symbol a na pasce piepiseme symbolem b,

e posuneme ¢teci a zapisovou hlavu podle predpisu P.

Takto definovany Turingiv stroj je deterministicky.

Prazdné poli¢ka pasky se obvykle ozna¢uji symbolem LI (nebo pismenem B, Blank), slovo je
od prazdnych policek oddéleno (tedy obklopeno) symboly §, tyto symboly v pfechodové funkeci
poméhaji zjistit, zda jsme na zacatku ¢i konci slova. Je mozné stanovit také dva rtizné symboly —
jeden pro vymezeni zac¢atku a druhy pro vymezeni konce slova (napifiklad $ a #). Hrani¢ni symbol

(-y) je také soucasti paskové abecedy.
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Mnozina F' koncovych stavi byva casto tvofena dvéma stavy, jednim pro pfijeti a jednim pro

odmitnuti slova: F' = {qaccept Greject }, PFipadné misto greject je n€kdy pouzito gerror-

Definice 4.5 (Konfigurace Turingova stroje)

Konfigurace Turingova stroje M = (Q,X,T, 9, qo, F) w1 W2
je (w1, q,we), kde wy € T' je édst pdsky pred ctect ‘ a ‘ a ‘ b ‘ B ‘ . ‘ a ‘ b ‘ a ‘ a ‘
a zdpisovou hlavou, ¢ € Q je stav, ve kterém se N

ridici jednotka nachdzi, a wy € I" je cdst pdsky za

PR P konfigurace (w1,q, ws2),
ctect a zdpisovou hlavou, cteci a zdapisovd hlava

resp. ($wi, q, w29)

ukazuje na pruni symbol Tetézce wo. q
Pocate¢ni konfigurace je (g, qo, wo) nebo (8, qo, wo$) (pokud chceme zahrnout do konfigurace
i hranicni symboly), wy € X* je vstupni slovo, které md byt zpracovdno.

Koncova konfigurace je (w1, g, wa) (resp. (Swi,qp, we$)), g € F, wi,wy € T*.

Piiklad 4.2

Napfiiklad konfigurace (abbca, q, daab) znamend, ze se stroj nachézi ve stavu ¢, na pasce je slovo
abbcadaab a Cteci a zapisova hlava ukazuje na Sesty symbol slova — d.

Alternativné bychom tuto konfiguraci zapsali ($abbca, q, daab$).

Definice 4.6 (Relace pifechodu mezi konfiguracemi)

Relace prechodu mezi konfiguracemi je urcena takto:

(a,qi,aB) - (ab, g5, 8) < (g, a) = (¢;,0,1) (4.4)
(a,qi,aB) - (a,q;,b8) <= (g, a) = (¢;,0,0) (4.5)
(ac, Qi aﬁ) F (O" qj, Cbﬂ) <~ 6((11'7 a) = (Qja b, _1) (4-6)

V' pronim pripadé se cteci a zdpisova hlava posunuje doprava, v druhém zustavd na misté (tj.

v dalsim kroku bude ¢ist totéz policko jako v tomto) a v tretim pripadé se posunuje doleva.

Piiklad 4.3

Sestrojime Turingtv stroj rozpoznavajici jazyk L = {a"b"c" ; n > 0}

Budeme postupovat takto: oznac¢ime prvni a (tj. pfepiSeme symbolem a), najdeme prvni b, ozna-
¢ime ho, pak najdeme prvni ¢, taktéz oznacime, potom piejdeme na zacatek (postupujeme doleva,
dokud nenajdeme nejblizsi oznacené a), posuneme se o jedno pole doprava na prvni neoznacéené a,
oznac¢ime ho, atd. Tedy slovo zpracovavame v ,rundach“ (pruchodech) — v kazdé rundé zpracujeme
jedno a, jedno b a jedno c. Tim zajistujeme synchronizaci zpracovani vSech t¥i ¢asti slova.

Plné specifikace bude nasledujici (jeji ¢asti si dale postupné vysvétlime):

M = ({QOaqP?QA7QB7QC7Qf7QaCC6pt}7 {CL, b7 C}7 {avda b767c767|—|7$}7 57 {Qaccept})
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V rtiznych stavech bude TS provadét odlisnou ¢innost, takze podobné jako u zasobnikovych

automatt, i zde délime rtizné médy ¢innosti automatu pomoci rtiznych stavi. Jednotlivé stavy

znamenaji:

qo — zacatek vypoctu a zacatek prvni ,rundy“; oznac¢ime nejblizsi a (pfepiSeme na a) a
prejdeme do stavu q4; pokud nenajdeme zadné a, pak je zfejmé na vstupu prazdné slovo,
tj. pfechazime do findlnitho médu (stavu) gy,

qp — zacatek ,rundy*; ma podobnou funkci jako gg v prvni rundé, tedy oznacime nejblizsi a,
prejdeme do stavu g4 a posuneme se vpravo; pokud nenajdeme zadné a, pak jsou vSechna
oznacena (za poslednim @ bude l_)) a piejdeme do findlniho médu ¢,

ga — oznadili jsme a, preskakujeme symboly a,b, hleddme prvni neoznacené b,

qp — oznacili jsme b, preskakujeme symboly b, ¢, hleddme prvni neoznacené c,

qco — oznacili jsme ¢, vracime se na zacatek k poslednimu oznac¢enému a, pri pohybu doleva
preskakujeme vSechny symboly ¢, b, b, a,

qf — finalni mdéd, ve kterém musime zkontrolovat, jestli nAm v druhé nebo tieti ¢asti neztistaly

néjaké neoznacené symboly (kdyby ztstaly, pak slovo na vstupu je chybné) — prochézime

v8echna b a ¢, a az narazime na koncovou zardzku ($ na konci slova), konéime vypocet.

Definujeme ¢ funkci:

3(q0,$) = (qaccept, 0) (pfijali jsme prazdné slovo)

(g0, a) = (ga,a,1) (gs,b) = (¢B,b,1) é(qc,a) = (qr,a,1)
d(gp,a) = (qa,a,1) d(gp,¢) = (¢B,¢,1) d(gp,b) = (a5,b,1)
6(qa,a) = (qa,a,1) 6(gm,c) = (qc, ¢ —1) 5(qr,b) = (qr,b,1)
5(qa,b) = (qa,b,1) 6(qc, X) = (¢c, X, —1), (g, ¢) = (g5,¢,1)
5(qa,b) = (gB,b,1) X € {a,b,b,¢} 3(qs,8) = (Qaccept, $,0)

Ukazka zpracovani slova abc:
(87 q0, abc) - (d, qA, bC) = (d67 4B, C) - (da ac, Bé) - (Ea ac, a’Bé) - (a7 qo0, Bé) - (dB, qaf, é) -
+ (5567 qf, 5) H ((_LBE, Gaccept 5)
Jestlize zaznamendme i hrani¢ni symboly, zpracovani bude vypadat takto:
($7 qo0, a’bC$) - ($ZL, qA, bC$) - ($&B, 4B, C$) = ($EL, qc, BE$) + ($7 qc, ZL65$) - ($EL, q0, BE$) =
F ($C_LI_), qr, ES) F ($C_Zl_75, qr, $) F ($C_l557 Gaccept $)
Ukazka zpracovani slova aabbcc:
(¢, qo, aabbee) &= (@, qa, abbee) - (aa, g, bbee) - (aab, g, bee) = (@abb, g, cc) - (aab, qc, bec)
- (aa, qc, bbec) & (a, qc, abbec) & (g, qo, aabbec) - (a, qo, abbec) = (aa, qa, bbec) = (aab, qa, bee) =
I (aabb, qp, éc) - (aabbe, g, c) - (aabb, o, ce) F (aab, qo, bee) - (aa, qo, bbee) - (a, qc, abbee) -
~ (aa, qo, bbee) + (aab, g, bee) b= (aabb, qr, cc) & (aabbe, g5, €) b (aabbee, qf, ) b (Gabbee, qaccept, €)
Ukézka zpracovani slova ac:

(€,qo0,ac) F (a,qa,c) chyba = slovo ac neni piijato.
Ukazka zpracovani slova e:

(57 q0, 5) - (5’ Qaccept 5)
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5| Poznamka:

Vsimnéme si rozdilu mezi ¢innosti Turingova stroje a dfive definovanych automati:
e Turinglv stroj nejen ¢te vstupni pasku, muze ji i zapisovat,
e (teci a zépisova hlava se muze (nemusi) pohybovat riznymi sméry, nejen doprava,
e nepotfebujeme zasobnik, ale pfesto mizeme uchovavat i jinou informaci nez oznaceni stavu,
ve kterém pravé jsme — kamkoliv na pasku si mizeme cokoliv poznamenat a pozdéji tuto
informaci vyuzit,

e pomoci Turingova stroje lze provadét i vypocty.

Turingovymi stroji se budeme podrobnéji zabyvat v predmétu Teorie vy¢islitelnosti.

4.2.3 Varianty Turingova stroje

Rekli jsme si, ze Turingiiv stroj je v zédkladni definici deterministicky. Proto varianty miizeme

predevsim rozdélit podle tohoto kritéria:

o deterministicky — zékladni varianta,

e nedeterministicky — pro tentyz stav a obsah pasky lze definovat vice ruznych akci.

Podobné, jako zasobnikovy automat mutize mit vice zédsobniki, Turingtiv stroj mtze mit vice
pasek, pricemz s kazdou péaskou pracuje nezavisle:
e jednopaskovy — zékladni varianta,
e vicepdskovy — mame vice pasek, kazd4d mé vlastni ¢teci a zapisovou hlavu, tyto hlavy se
mohou pohybovat navzijem nezavisle (napfiklad prvni doprava, druhd doleva a tieti tieba

zustane na misté v tomtéz kroku zpracovani).
Na jedné péasce muze byt i vice stop, ale vSechny stopy na jedné pasce maji spolec¢nou cteci a
zapisovou hlavu:
e jednostopy — na (kazdé) pasce je jen jedna stopa,
e vicestopy — na pasce muze byt vice stop.
Vicestopy Turingtv stroj tedy svou cteci a zapisovou hlavou z pasky necte jen jeden symbol, ale
pfimo cely vektor (symboly ze vSech stop na stejném misté najednou).
Dale muzeme stanovit moznost pohybu Cteci a zapisové hlavy:
e moznost pohybu {—1,0,1} — ¢teci a zapisova hlava se mize pohybovat doleva nebo doprava,
a nebo zistat na misteé,

e moznost pohybu {—1,1} — ¢teci a zapisova hlava se musi pohybovat v kazdém kroku, a to

doleva nebo doprava, nesmi ztistat na misté.
Péska miize byt
e jednostranné nekonecnd — vstupni slovo je na zacatku vypoc¢tu umisténo na zacatek pasky,
pred né jiz neni mozné nic napsat,

e oboustranné nekonecna — zakladni varianta.
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Lze dokézat, ze vSechny vyse uvedené varianty jsou navzajem ekvivalentni, vSechny varianty lze
prevést na zakladni variantu — deterministicky jednopaskovy jednostopy automat, jehoz céteci
a zapisova hlava se mize pohybovat obéma sméry nebo ziistat na misté a lze zapisovat i pred

vstupni slovo.

4.3 Vztah Turingovych stroju k jazykam typu 0

Zde ukazeme, 7Ze jazyky rozpoznavané Turingovym strojem jsou pravé jazyky typu 0. Pro tuto
vlastnost se také jazyktlim typu 0 iikad rekurzivné spocetné jazyky, protoze Turingiv stroj vlastné

pracuje na principu rekurze.

Definice 4.7 (Rekurzivné spocetny jazyk)
Jazyk nazveme rekurzivné spocetny (rekurzivné wvycislitelny, castecné rekurzivni), pokud je pri-
jimén néjakym Turingovym strojem (tento Turingiv stroj se na slovo patiici do jazyka zastavi

v akceptujicim stavu, na slovo nepatiici do jazyka se bud zastavi v odmitajicim stavu nebo se

dostane do nekonecné smycky).

Definice 4.8 (Rekurzivni jazyk)

Jazyk nazveme rekurzivni, pokud je rozhodovan néjakym Turingovym strojem (tento Turingiv

stroj se pro jakekoliv slovo zastavi, a to: na slovo jazyka v akceptujicim stavu a na slovo nepatrici

do jazyka v odmitajicim stavu, pro Zadny vstup neprejde do nekonecné smycky).

Takze tu mame nasledujici vztahy:

e rekurzivné spocetny — prijiman TS — na slova patiici do jazyka TS se zastavi
e rekurzivni — rozhodovan TS — zastavi se na vSechna slova (na slova patfici do jazyka T'S

v pfijimajicim stavu, na zbyld v odmitajicim stavu).

4.3.1 Vytvoreni Turingova stroje podle gramatiky

4| Véta 4.1 (Gramatika — Turinguv stroj)

Ke kazdé gramatice G typu 0 lze sestroji Turingiv stroj M takovy, Ze plati L(M) = L(G).

Postup

Podle gramatiky G = (N, T, P, S) typu 0 sestrojime nedeterministicky dvoustopy Turingiv stroj
M = (Qa 25F75)q07F)‘
Postup stoji na tom, ze Turingtiv stroj bude simulovat derivaci slova v gramatice — prvni stopa

obsahuje vstupni slovo, neméni se, slouzi pro kontrolu; druhé stopa pak bude ,,pracovni“: obsahuje
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vétnou formu v derivaci v daném kroku (tj. na zac¢atku to bude pouze S). Kazdy krok derivace v
gramatice bude simulovan sekvenci krokt Turingova stroje (jednou rundou kroki) takto:
1. Nedeterministicky zvolime nékteré pravidlo a — 8 v gramatice.

2. Pokud se « nachéazi ve vétné formé, zvolime néktery vyskyt « a prepiSseme ho na [3;
pokud |f| # |a|, nejdfiv vhodné posuneme vSechny symboly za fetézcem a doleva nebo

doprava.

3. Porovname vstup na prvni stopé s obsahem druhé stopy — pokud je stejny, vstup pfijmeme,
jinak zpét k bodu 1.

Piiklad 4.4

Vytvofime gramatiku typu 0 pro jazyk L = {a"b"c"™ ; n > 1}. Gramatika generujici jazyk L je
G=({S,A,B,X}, {a,b,c}, P, S), kde v P jsou pravidla

S — aAbX

Ab — bA

AX — BXc

AX — ¢

bB — Bb

aB — aaAb

Ukézka odvozeni slova aabbce:

S = aAbX = abAX = abBXc = aBbXc= aaAbbXc = aabAbXc = aabbAXc = aabbcc

Podle této gramatiky sestrojime Turingtv stroj. Kazdy stav bude reprezentovat konkrétni
,od* ¢innosti stroje — v kazdém stavu bude stroj uréitym zpiisobem reagovat na dané vstupy.
Vyznam jednotlivych stavi:
qo nedeterministicky vybereme pravidlo,

41,42, ...,qs vybrali jsme 1., 2., ..., 6. pravidlo, ted nedeterministicky vybereme, kde ho chceme
pouzit,

q11 uz jsme si vybrali misto pro uplatnéni prvniho pravidla, zpracovali jsme prvni symbol pravidla
(prvni znak « pfepiSeme na prvni znak ),

q12 prepisujeme druhy symbol pravidla ...
q21 uz jsme si vybrali misto pro uplatnéni druhého pravidla, zpracovali jsme prvni symbol pravidla

qz prepsali jsme celé pravidlo, vracime se na zacatek vétné formy, bude dalsi pravidlo,
qx kontrola, jestli mame skondit,
gsN jesté ne (jesté neskonéit, stopy maji rizny obsah),

Qacc akceptujeme.

Ptechézeni mezi témito stavy je schematicky naznaceno na diagramu na obrazku 4.1.
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hledam levou
stranu pravidla

prepisuji prepisuji posouvam symboly, zpét kontrola, jestli
@ prvni @ druhy @ pokud |a] # |5| na za¢atek jsme hotovi
symbol symbol O O O
volba
—> .
prav1dla hledam levou
Q stranu pravidla /
jesté hotovo,
symbol symbol
Q it

na zacatek slova
Obrazek 4.1: Turingtv stroj podle gramatiky
Postup si nejdiiv ukdzeme na pribéhu vypoctu slova, které bylo v gramatice pro ukazku od-

vozeno. Na pribéhu vypocétu vidime, Ze horni stopa se neméni, zatimco na dolni probiha simulace

generovani slova v gramatice.

$ aabbcc$|_$ aabbcc$|_
$° s ¢ uu U U U $M s ¢ U U U U U
|_$ abbcc$|_$aa bbcc$|_
$ « '™ g U U U U U $ 0 A U U U U
$ a a b ¢ ¢ $ $ a a b b c $
|_<$aAb7q137l_|LILIIJ)I_<$aAbX’q14’LI|_||_|>|_
F$aa bcc$k$aa bbcc$F
$a A b x $ U U $ a Ay x $ U U
|_$a abbcc$|_$ aabbcc$|_
$ o' 4 b x $ U U $°% ¢ A b X $ U U
$ a a b b ¢ ¢ $ a a b b c ¢ $
F<$’qK’aAbX$uu>F |_<$’q0’aAbX$l_ll_l> -
$ a a bbb c c $
I_"'|_<$aabbcc’qacc’$>

Definujeme pfechodovou funkci — pro kazdé U € ¥ U {U}, V € T potfebujeme nasledujici
predpisy:

Nedeterministicky vybereme pravidlo gramatiky, které chceme uplatnit na druhou stopu:

U U U U U
6((]0) V) {(91, Vo 0>7<QQ7 174 70>7<q35 174 70>7-~-,<%‘7 174 70>}

Zpracovani prvniho pravidla — nejdfiv nedeterministicky vybereme, na kterém misté retézce

pravidlo uplatnime (najdeme néktery vyskyt «), a pak pro a — /3 za¢neme prepisovat « na [3:

o)l ) o )

6<q17 ]Uw):<q17 ]%71)7M7é5
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< Z ; 1> o <Q127 ‘[i > = (ql?)a [Z{ ) ]-)
B U U\ U
- <Q147 X 1) o <q147 174 > — <QZ, $ ’ 1)
U - s
v -1

U U (jesté neni konec, pfejdeme na zacatek pasky a zvolime
0| gk, =|\wn, [, ,-1), V#U ; .
Vv 14 dalsi pravidlo)

$ $
qJN, g > (QJNa v ,1> 0 <‘UN’ $ ) - (qO, $ 71)

= { (qg, , > <q21, ,1> } (zpracovavame druhé pravidlo)

Tteti pravidlo je typu |a| < ||, vSe za a posuneme doprava, aby se [ vesla:
U U U (symbol 3 je zarazka, abychom po posouvani vé-
o UED) = g3, 1), | gqp, ,1 o1 . “z Ly vogx
A A 3 deéli, kde mame zadit psat fetézec ()
U\ _ U
6((]37 M> - <Q37 M 71>3M#A

Funkce pro posun nasledujiciho fetézce o 1 policko doprava:

0| qgp, v > = (qp, g ,1) , V#§ (nejdiiv se pfesuneme na konec fetézce)

o
5<QPM7 g )Z(QPZ7 ]Uw 7_1>a MG{a,b,c,S,A,B,X,$}

U\ U (zapamatujeme si M, predchozi ¢asti 0 fce ho pak zkopirujeme
0| qrz, = | qrm, 1

M M vpravo)
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(zardzka 3 znamend, Ze jsme pii uplattiovani 3. pravidla gra-

mizeme zapsat pravou stranu pravidla, uz se vejde)

0 <q327 ‘U/ > = <QZ7 Z 7_1>

1) (6. pravidlo gramatiky vyzaduje posun o 2 policka, tedy musime

qrz, [?{ > = <Q31, g ,1 ] matiky posunuli vSe za timto mistem o 1 policko doprava, ted
funkci pro posun volat 2x)
a

qpPZz, [6j; > = <9617 U 71> Y <QG17 g > = <Q627 Zv 71)
d | g62, g > = <C]63, Z ,1> d <Q6‘3, g ) = <QZ, g ,—1>

Ctvrté pravidlo gramatiky vyzaduje posun nasledujicich symbolt doleva (3 je kratsi nez a):
U\ U
qa, A = | 441, 4 7]-
U\ U . . . .
a1, 5 | =\4ar y 1) (kontrolujeme, zda je ve slové pfitomna celd «)
Funkce pro posun nésledujiciho fetézce o 1 policko doleva:
U U U U
J (QR) 174 ) = (qRV7 v 51> d <QRV) M > = <qRD7 174 51>
U\ _ U U\ _ U
arDs v | = 4R g 1 0\arp, ¢ | =\4rz, |1
U\ U U\ U
Rz, 1, ) =Rz, 1,51 o\ qrz: 4 |=\az, _ -1

Pokud by B byla delsi nez 1 znak, museli bychom pro zpracovani celého pravidla pouzit stavy

442,943, - - -
atd. pro dalsi pravidla gramatiky.

4.3.2 Vytvoreni gramatiky podle Turingova stroje

#3| Véta 4.2 (Turinguv stroj — gramatika)

Ke kazdému Turingovu stroji M lze sestrojit gramatiku G typu 0 takovou, ze L(M) = L(G).

Q2

<| Postup

Miize se sice zdat zvlastni nechat gramatiku simulovat ¢innost Turingova stroje, ale u gramatik
typu 0 to jde.
Ptvodni Turingav stroj funguje tak, Ze prevezme svij vstup, ktery je nad abecedou ¥, a

ten urcitym zptsobem zpracuje. Pokud je na vstupu slovo patfici do pfijimaného jazyka, stroj
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toto slovo pfijme, jinak je slovo odmitnuto nebo vypocet bude pokracovat nekoneénou smyckou

(neskon¢i).

Sestrojime gramatiku, ktera bude pracovat podobné. Ptidéleny vstup nasimulujeme jedno-

duse tak, ze v prvni sadé krokt jednoduse vygenerujeme jakékoliv slovo nad abecedou ¥ (ve dvou

kopiich), bez ohledu na to, zda patfi nebo nepatii do daného jazyka. To bude nas ,ptidéleny*

vstup. V dalsim postupu budeme toto slovo postupné zpracovavat pravidly odvozenymi z pie-

chodové funkce Turingova stroje, po simulaci kazdého predpisu zkontrolujeme, zda mé byt slovo

(simulovanym strojem) pfijato. Budeme postupovat takto:

vygenerujeme dvé kopie téhoz slova,

prvni (horni) na konci generovani pouzijeme jako vystup gramatiky, na druhé (spodni)
budeme simulovat ¢innost TS,

vystup gramatiky bude sloZzen pouze z terminalnich symbold (a tedy ziskdme samotné vy-

sledné slovo) jen tehdy, pokud simulace na druhé kopii skonéi ve stavu gacc-

Neterminaly mame nékolika typi:

netermindaly ve tvaru sloupcového vektoru, jehoz horni prvek € T nebo je ¢,
neterminaly pro stav (zac. qp) a zacatek a konec fetézce $,

dalsi netermindly bez pfimého vztahu k TS (S, 7).

Pro lepsi predstavu se podivame na fragment ukazky odvozeni:

sG] LEI DI LE][E s = e

Postupné vytvorime pravidla gramatiky.

1.

Vygenerujeme dvé kopie téhoz slova:
S = q [ ; ] S’

S — [Z}S’ pro kazdé a € &

S = $

. Simulujeme ¢innost Turingova stroje:

(a) pro 8(gi,a) = (¢;,b,1), a,b €T, ¢;,q; € Q vytvoiime pravidla

i ‘Z — {i]qj, prox € YU {e}

(b) pro 6(gi,a) = (g;,b,0), a,b €T, gi,q; € Q vytvorime pravidla

qi z %qj[i], pro z € YU {¢}

(c) pro 6(gi,a) = (gj,b,—1), a,b €', ¢;,q; € Q vytvofime pravidla

[y]q[w] R qj[y] H] proz,y € XU el ceT

C a C

(d) pro 6(gi,U) = (gj,b,1), piip. 6(qi, $) = (g;,b,1), b € I, ¢;,q; € Q vytvofime pravidla
€
qi$ — [ b } Qj$
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(e) pro 6(g;,U) = (gj,b,0), piip. 6(qi, $) = (g;,b,0), b € I, ¢;,q; € Q vytvofime pravidla
qi$ — qj { 2 ] $
(f) prod(g,U) = (gj,b,—1), piip. 8(¢i, $) = (gj,b,—1),b €T, ¢;,q; € Q vytvorime pravidla

[Z]Qﬁ — q][i'é} {‘Z]& proy € XU{e},cel
3. Zakonc¢ime derivaci (vytvori se terminalni slovo):

(a) Posuneme g, na zacatek vétné formy:
M@ace — QaceM pro vsechny neterminaly M € N

(b) Tvofime terminaly:

a
Gacc z — QQacc, Prozr € XU {5}

(c) Mazeme vSe, co nevytvori terminal:
€

Gacc z — Qacc, Prox € ¥ U {5}

(d) Konec derivace:  gacc$ — €

7 poslednich dvou uvedenych vét plyne nésledujici diusledek:

#3| Dusledek 4.3

Tridy jazyku generovanych gramatikams typu 0 a prijimanych Turingovyma stroji jsou ekvivalentni,

odpovidaji jazykum typu 0.

£




Kapitola

Jazyky typu 1

V této kapitole se budeme zabyvat tridou jazykid gemerovanych gramatikami typu 1 Chomského
hierarchie. Nejdriv se podivame na tvar gramatik, které mohou generovat tyto jazyky a vztah mezi
nimi, ddle se budeme zabyvat modely — stroji rozpozndvajicimi tyto gramatiky, a take se budeme

vénovat uzdverovym vlastnostem jazyku typu 1 Chomského hierarchie.

5.1 Gramatiky typu 1

V predchozim semestru jsme si vysvétlili, ze tiebaze gramatiky typu 1 jsou nezkracujici, existuje

jiny typ gramatik generujicich tutéz tfidu jazykt — gramatiky kontextové.

Definice 5.1 (Gramatiky typu 1 v Chomského hierarchii)

Gramatiky typu 1 (nezkracugici, monotonni, rekurzivni) jsou gramatiky, jejichz viechna pravidla
zachovdvaji omezeni pro pravidla gramatik typu 0 (min. netermindl vlevo) a zdrover jsou v tomto

foaru: a8, lal<Ifl, wBeNUT) (5.1)

Ddle muze existovat pravidlo S — €, pokud je S startovacim symbolem gramatiky a zdroven se

nenachdzi pravée strané Zddného pravidla. Jazyky rozpozndvané gramatikami typu 1 jsou jazyky

typu 1, tridu jazykd typu 1 znacime Z£(1).

Definice 5.2 (Kontextové gramatiky)

Kontextové gramatiky (Context-sensitive, C'S) jsou gramatiky, jejichz vsechna pravidla odpovidagi

o
predpest aAB = avB, AEN, a,B,v€(NUT)", y#¢ (5.2)

Ddle muze existovat pravidlo S — €, pokud je S startovacim symbolem gramatiky a zdroven se
nenachdzi pravé strané Zddného pravidla.

Jazyky rozpozndvané kontextovymi gramatikami nazyvame kontextovymi jazyky, tridu téchto

jazyki znacime £ (CS).

113
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Je ziejmé, ze kazda kontextova gramatika je zaroven nezkracujici, vyplyva to pfimo z tvaru pra-

videl. Plati vSak i opacCna relace?

£ Véta 5.1

Ke kaZdé nezkracugici gramatice G (typu 1) lze sestrojit kontextovou gramatiku G’ takovou, Ze
plati L(G") = L(QG).

Vo]

Postup

Je dana nezkracujici gramatika typu 1 G = (N, T, P, S), chceme sestrojit kontextovou gramatiku
G = (N,T,P,S).

Ta pravidla, kter4 jiz spliiuji podminku zachovani kontextu, zafadime do P’ bez dalsi konverze,
zbyvajici pravidla musime transformovat. Protoze se jednd o nezkracujici gramatiku, mutzeme
predpokladat, Zze prava strana pravidel je stejné dlouhé nebo delsi nez jejich leva strana, coz ndm
trochu zjednodusi praci. Kazdé pravidlo typu

A1As... Ay — B1Bsy ... By,

které nema kontextovy tvar (pfi¢emz m < n), nahradime mnozinou pravidel:

A2A3...Am—>A2A3...Am
ClAg...Am—>ClA3...Am
Cy Co|Az|.. Ay — C1 Cy | Cs]... Ap,

C1 CQ...Cm_l —>Cl CQ-qu—l’CmBm-s-l.--Bn‘

Cl CQ...Cm_lBm+1...Bn—>Cl...Cm_1 BmBn
Cy Cy..{Con1|Bim Bpug1 - By = C1... | By1 By . By

Bg...Bn—>...Bn

Kde C; jsou nové pridané neterminaly, které se jinde nevyskytuji. Ptivodni derivaci
AlAz...Am = B1B>...B,
nahrazujeme derivaci
A1A0As .. Ay 1Ay = C1AAs .. Ay 1Ay = C1C0As .. Ay 1Ay = C1C5Cs .. Ay 1A =
= Ap_14m = C1C2Cs ... Cp—1Ap, =% C1C2Cs .. .Cpy—1CyBg1 - .. By =
= C105C5... Cm—leBm—H ...B, = CCC5. .. Bm—leBm+1 ...B, ="
=*C1B9Bs...Bp-1BnBm+1 ... B = B1B2Bs ... By 1By Byy1 ... Bn

Vi
o

I5"|  Poznamka:

Na nésledujicim ptikladu si ukdzeme nejen samotny prevod nezkracujici gramatiky na kontexto-
vou, ale také postup pfi vytvofeni (nezkracujici) gramatiky. U nezkracujici gramatiky muzeme
vyuzit princip jezdce — netermindlu, ktery je v generovaném slové pomoci pravidel postupné ,,po-

souvan“ v potrebném sméru.
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Priklad 5.1

Vytvofime nezkracujici gramatiku pro jazyk L = {ww ; w € {a,b}*}. Tento jazyk neni bezkon-

textovy (pozor, neplefte si ho s jazykem, kde je ww?), druh4 polovina slova je piesnou kopii prvni

poloviny.

Postupné sestavime nezkracujici pravidla gramatiky G.
S—XZ,Zy | XZpZp | aa | bb | e
pokud w konéi na a, zac¢indme prvnim pravidlem — ... Z,...Z,

pokud w konéi na b, zac¢indme druhym pravidlem — ... Z; ... 2,

XZ, = aZy Xy | 02Xy | aa X, | ba Xy,

v prvni poloviné jsme vygenerovali a, posleme info do druhé poloviny — ...aZ, X, ... Z,
v prvni poloviné jsme vygenerovali b, posleme info do druhé poloviny — ... 02, X} ... Z,

Xoa — aX, symbol X, nebo X} posilame doprava

Xb— bX,

Xpa — aXy

Xpb — X

XoZy = YaZ, | aa info doputovalo k zarazce na konci slova — ...aZ,...YaZ,

XoZy = YbZ, | ba b2y Y2,

aY - Ya symbol Y posilame doleva — zprava ,,pokracuj v prvni poloviné“

bY —Yb

ZY — XZ, prekrocili jsme zardzku na konci prvni poloviny slova

Dale totéz pro Z, misto Zg:
XZ(, — aZbXa ’ beXb | abXa | beb
XoZy = YaZy | ab
Xbe — Ybe | bb
ZbY — XZb

Ukézka odvozeni:

S=XZ,7Z,= aZ, X2, = al,Yal, = aXZ,al, = abZ,Xpal, = abZ,aXpZ, =
= abZ,aYbZ, = abZ,Y abZ, = abX Z,abZ, = abbXyabZ, = abbaXybZ, = abbabXyZ, =
= abbabba

5.2 Kurodova normalni forma pro gramatiky typu 1

Kurodova normélni forma (KNF, Kuroda Normal Form) je obdobou Chomského normélni formy
(ovSem pro gramatiky typu 1), a postup prevodu gramatiky do KNF je taky velmi podobny. Jediny
rozdil je v tom, Ze v KNF potrebujeme reprezentovat i takova pravidla, kde je na levé strané vice
nez jeden symbol.

V postupu transformace nezkracujici gramatiky typu 1 tedy vyjdeme z postupu pro CNF a

pridame variantu pro dalsi typ pravidel.
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Definice 5.3 (Kurodova normalni forma pro gramatiky typu 1)
Gramatika typu 1 G = (N, T, P, S) je v KNF, jestlize vSechna jeji pravidla jsou v nékterém z téchto

tvaru: A = BC
AB — CD
A — a

kde A,B,C,D e N,a€eT.

Ddle mize existovat pravidlo S — €, pokud je S startovacim symbolem gramatiky a zdroven

se menachdzi prave strané Zddného pravidla.

£ Véta 5.2

Ke kaZdé nezkracujici (i kontextové) gramatice G lze sestrojit gramatiku G' v Kurodové normdlni
formé takovou, Ze L(G') = L(QG).

o]

Postup

Je dédna nezkracujici gramatika typu 1 G = (N, T, P, S). Vytvofime k ni ekvivalentni gramatiku
v KNF G' = (N',T, P’, S). Budeme postupovat takto:

e pravidla v bezkontextovém tvaru: pouzijeme algoritmus pro prevod na Chomského NF,

e pravidla, kterd nejsou bezkontextoveého typu: upravime pravidla podle nésledujiciho algo-

ritmu.

Vstup: nezkracujici gramatika bez jednoduchych pravidel typu X — Y, XY € N (pro pfipad-
nou upravu pouzijeme stejny algoritmus jako u bezkontextovych gramatik).
Cely postup:

1. Pro vsechna pravidla neodpovidajici predpisu v KNF:

e vSechny termindly (na levé i pravé strané pravidla) a € T nahradime ,pomocnymi®
netermindly N,,

e pro vsechny netermindly vytvorené v predchozim bodu pfiddme pravidlo N, — a.
2. Podle CNF: pravidla A — B1B>...B,, n > 2 nahradime pravidly

A — Ble
X1 — BQXQ

Xn72 — anan
3. Pravidla A1As... A, — Bi1Bs...B,,, m > 2 nahradime pravidly

A1A2 — Ble
X1A3 — BQXQ

Xm—24m — DBn-1Bn
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4. Nezkracujici pravidla A1As... Ay, — B1Bs...B,, 2 <m < n nahradime pravidly

AlAg - B1X; Xm-1 — BnX,
X1A3 — B2X2 Xm — Bm+1Xm+1
Xm—ZAm — Bm—le—l Xn—2 — Bn—an
>0

5.3 Linearné ohranic¢eny automat

Tak jako jazykdm typu 0 mizeme pfifadit Turingiv stroj a napiiklad koneény automat rozpoznava
pravé regularni jazyky, k jazyktm typu 1 mizeme piifadit linedrné ohranic¢eny automat (LOA).
Definici LOA prejimame z definice Turingova stroje, jen pridavame zakaz pfepisu hrani¢nich

symbolti.

Definice 5.4 (Linearné ohranieny automat)
Linedrné ohraniceny automat (LOA, LBA — Linear Bounded Automaton) je jednopdskovy (nede-

terministicky) Turingiv stroj M = (Q, X, T, 6, qo, F'), ve kterém ¢teci a zapisovd hlava nesmi béhem

vypoctu prepsat hraniéni symboly $ pdasky (tj. slovo nesmi byt béhem vypoctu prodluzovdino).

Definice 5.5 (Konfigurace linearné ohrani¢eného automatu)

Konfigurace linedrné ohraniceného automatu je (c,q, ), kde q je stav, na pdasce je tetézec af3,

Prechod mezi konfiguracemi je definovan stejné jako u Turingova stroje, jen je tfeba zohlednit

Ctect a zapisovd hlava ukazuje na pruni symbol Tetézce 3.

nemoznost prepisu hrani¢nich symbolt.

#] Véta 5.3

Pro konkrétni linedrné ohraniceny automat M a dany vstup wg existuje konecny pocet riznych

konfiguract.

yoa)

Dukaz: ProtoZe mame koneény pocet stavi, koneény pocet paskovych symboli a omezenou
¢ast vstupni pasky, plati: jestlize oznacime

d ... délka pouzivané ¢asti pasky,

S ... pocet stavi v Q,

g ... pocet prvkil paskové abecedy T,

pak poéet vSech moznych riiznych konfiguraci je d - s - g® (hlava mtize bjit na d riiznych pozicich,

nabyva hodnot s riiznych stavii, pocet viech fetézcti nad abecedou I' o délce d je g?). a
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5| Poznamka:

Rekurzivni jazyky jsme definovali na zac¢atku kapitoly o jazycich typu 0, na strané 106. Na rozdil
od rekurzivné spocetnych jazyku je lze zpracovat Turingovym strojem tak, Ze pro jakykoliv vstup
vypocet skonéi prechodem do nékterého koncového stavu, bez prechodu do nekoneéné smycky,

a vypocet probiha na principu rekurze (rekurzivné uplatiiujeme ¢ funkei).

#3| Dusledek 5.4

LOA lze vidy navrhnout tak, aby vypocet skoncil nad jakymkoliv vstupem. Proto jazyky, které jsou

prijimany néjakym LOA, jsou prdvé rekurzivni jazyky.

£

Dukaz: Stadi pfi kazdém kroku vypocétu LOA zkontrolovat, jestli se nenachézi v konfiguraci, ve
které uz byl diive. Pokud ano, vypocet v piivodnim automatu se dostal do smycky a my mizeme
skoncit v chybovém stavu greject (Vstup nepfijmeme).

Pokud pro kazdy vstup LOA najdeme pocet poli¢ek pasky, se kterymi béhem vypocétu bude
pracovat Cteci a zapisova hlava (tj. délka ¢asti pasky pouzité pfi vypoctu, prostorova slozitost
vypoctu automatu nad danym vstupem), zjistime, Ze tato hodnota je linedrné zavisla na délce
vstupu, tedy existuje prirozené ¢islo k takové, ze délka pouzité ¢asti pasky je mensi nez k - |w|.

Odtud je odvozen také nazev tohoto automatu — automat s linedrné ohranicenym pracovnim

prostorem. O

| Poznamka:

V nékterych zdrojich je LOA definovan pfimo jako Turingiiv stroj s linedrné ohrani¢enym pracov-
nim prostorem, a je tedy dovoleno pouzivat pro vypocet kazdého slova w nejvyse k - |w| policek

pasky (tedy nejen pro k = 1).

“|  Véta 5.5

Jazyky typu 1 jsou prave jazyky prijimané linedrne ohranicenymi automaty.

Voa)

Dukaz (=): Mame nezkracujici gramatiku G = (N, T, P, S), ktera generuje jazyk L typu 1.
Derivace v této gramatice je ve tvaru
S = wi = wp = ... wy, kde |w;| < |w;| pro i < j.
Sestrojime LOA M takto:
1. Na vstupu je slovo, o kterém chceme zjistit, zda je generoviano gramatikou G.

2. Na tento vstup budeme uplatiiovat pravidla gramatiky takto:

(a) nedeterministicky zvolime pravidlo gramatiky (o — ),
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(b) najdeme v fetézci na pasce néktery vyskyt pravé strany tohoto pravidla (/) — pokud
je téchto vyskytt vice, nedeterministicky mezi nimi jeden zvolime,
(c) vyskyt B pfepiSeme fetézcem «, pokud je a kratsi, posuneme to, co nésleduje za f3,

doleva, aby zbytek pracovniho slova navazoval na «.
3. Vypocet ukoncime:

e ve stavu akceptovani (Gaccept), pokud na pasce bude pouze startovaci symbol gramatiky
a nic jiného,
e ve stavu odmitnuti slova (qreject, (error), POkud je na pasce néco jiného a jiz nelze pouzit
zadné pravidlo gramatiky.
Je ziejmé, ze tento LOA vytvaii derivaci slova podle gramatiky G zprava doleva (a tedy kon-

struuje derivacni strom pro toto slovo zdola nahoru ke kofeni stromu ohodnocenému startovacim

symbolem) a ve stavu akceptovani skon¢i pravé na ta slova, kterd generuje gramatika G. a

Dukaz («): Je dan LOA M. Vytvofime nezkracujici gramatiku G podobné jako v ob-
dobném dtkazu pro Turingovy stroje a gramatiky typu 0, jen musime pravidla upravit tak, aby

byla nezkracujici.

1. V gramatice G nejdfiv vygenerujeme Fetézec neterminéli, ktery predstavuje dvojici slov na
vstupu simulovaného LOA. Oproti gramatice typu 0 musime symboly pro zacatek a konec
pracovni c¢asti pasky a také symbol pro stav automatu umistit dovnitf neterminald pro

symboly slova, abychom nebyli nuceni na konci vypoc¢tu pouzit epsilonova pravidla.

a / g
S*{&qo,a]s [&m]

S’%[Q]S’ [ a }prokaédéaez
a a,$

Dostaneme fetézec neterminala

e Loz Lo ][t

2. Simulujeme pribéh vypoctu LOA:
Napt. pro kazdou ¢ast § funkce typu 6(¢;,a) > (g;,b,1)

[qfa] [g]%[ﬂ [qﬂ?{c} pro kazdé ¢ € T — {$}

Podobné pro ostatni sméry pohybu ¢teci a zapisové hlavy, navic musime oSetfit praci s ne-

terminaly, které obsahuji hrani¢ni znaky $.

3. Ukonceni vypoctu:

M I
FIENEEEN
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[K:faHb%}_my

Posuneme ¢,.. doptedu na zacatek retézce, pak prejdeme do ukoncujiciho stavu K a postupné

vSechny netermindly pfepiSeme na termindly. .

5.4 Uzavérové vlastnosti jazyku typu 1

Zatimco u jazykt typu 0 nemélo smysl probirat jakékoliv uzavérové vlastnosti (tfida jazykt typu

0 je totiz uzaviena na absolutné vse), u jazyku typu 1 nemusi byt tento fakt az tak ziejmy.

“|  Véta 5.6

Trida jazykid typu 1 je uzavrena vzhledem k operacim sjednocent, zietézent, iterace, pozitivni ite-

race, homomorfismu, substituce.

£

Dukaz: Pro jazyky typu 1 je dikaz stejny jako u bezkontextovych jazyki, provadi se drobnou
upravou gramatiky. Napiiklad pro sjednoceni pfiddme navic pravidlo S — S; | So, kde S je
nové pridany symbol, S je startovaci symbol prvni gramatiky a So je startovaci symbol druhé

gramatiky. a

#| Véta 5.7

Trida jazykid typu 1 je uzavrena vzhledem k operaci pruniku.

Voa)

Dukaz: Mame dva LOA M1, Ms. Sestrojime LOA M, ktery bude postupné simulovat vypo-
¢et obou téchto automatti, a pokud oba skonéi s akceptovanim vstupniho slova, toto slovo také
akceptuje.

1. Na vstupni pasce pro akceptovani slova w bude Fetézec $w#w$.

2. Nejdiiv M simuluje na prvni kopii slova w vypocet stroje Mj s tim, ze hrani¢ni symboly
jsou $ a #.

3. Pokud simulovany vypocet skonéi ve stavu akceptovani slova, posune ¢teci a zapisovou hlavu
na prvni symbol za znakem # (tj. na prvni symbol druhé kopie slova w) a simuluje vypocet
stroje Ma.

4. Pokud tento vypocet skonc¢i ve stavu akceptovani, M akceptuje slovo w.

V diikazu je vyuzito i faktu, ze pro jakykoliv jazyk typu 1 lze sestrojit LOA — TS, ktery nebude

prekracovat hranice dané vstupnim slovem. a
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#|  Véta 5.8

Trida jazyku typu 1 je uzaviena vzhledem k operaci doplnku.

yoa)

Dtikaz lze provést pomoci De Morganovych pravidel nebo konstrukéné. Dikaz pomoci De Morga-

novych pravidel mtizeme nechat na ctenari, konstrukéni dikaz je jednoduchy:

Dukaz: LOA lze vzdy sestrojit tak, aby jeho vypocet byl koneény (tedy aby nemoho dojit
k zacykleni). Pokud chceme vytvorit LOA takovy, ktery by pfijimal doplnék piivodniho jazyka,

pouze zaménime akceptujici a chybovy stav. O
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