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Predmluva

Co najdeme v téchto skriptech

Tato skripta jsou uréena pro studenty informatickych oborti na Ustavu informatiky Slezské univerzity
v Opave, do cviceni pfedmétt Teorie jazyki a automatu Il a Zdklady teoretickée informatiky I, jde
vlastné o jakousi cvicebnici a sbirku ptiklad.

Navazujeme na obdobné skripta pro cviceni z pfredmétu z piedchoziho semestru, tedy predpokladaji
se jiz zakladni znalosti v oblasti teoretické informatiky, ale ve skutecnosti se oboje skripta tematicky
ponékud prekryvaji. Je to z toho divodu, ze béhem nékolika let prochazeji oba predméty rozsahlymi
zménami, a snahou je pfi preskupovéani témat nepotrhat souvislosti.

V tomto pfedmétu pokracujeme pokrocilejsimi tématy tykajicimi se regularnich a bezkontextovych
jazykt a prechazime k jazykdm typu 0 a 1, kterymi jsme se v pfedchozim semestru téméf nezabyvali.
Cilem pfedmétu je nacvicit si zptisob mysleni pouzivany kromé jiného pfi provadéni ditkazti — vyuzivani

logické dedukce.

Znaceni
Ve skriptech se pouzivaji nasledujici barevné ikony:

° Nové pojmy, znaceni apod. jsou oznaceny modrym symbolem, ktery vidime zde vlevo. Tuto

ikonu (stejné jako nasledujici) najdeme na zac¢atku odstavce, ve kterém je novy pojem zavadén.

) Konkrétni postupy jsou znaceny také modrou ikonou. Jsou sice probirdny na prednéaskach,

ale mame je i zde, abychom si je pfi procvi¢ovani pripomnéli.

° Neékteré Casti textu jsou oznaceny fialovou ikonou, coz znamend, ze jde o nepovinné useky,
které nejsou probirany (vétsinou; studenti si je mohou podle zadjmu vyzadat nebo sami prostudo-
vat). Jejich tcelem je dobrovolné rozsifeni znalosti studentti o pokrocila témata, na kterd obvykle

pfi vyuce nezbyva moc casu.

° Zlutou ikonou jsou oznaceny odkazy, na kterych lze ziskat dalsi informace o tématu. Nejéas-
téji u této ikony najdeme webové odkazy na stranky, kde se dané tématice jejich autofi vénuji

podrobnéji.
° Cerven4 je ikona pro upozornéni a poznamky.
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Pokud je mnozstvi textu patriciho k urcité ikoné vétsi, je cely blok ohranicen prostfedim s ikonami na

zacatku 1 konci:

Priklad

Takto vypadé prostiedi s fesenym prikladem. Pt¥iklady jsou obvykle komentovany, aby byl jasny postup

jejich feseni.

E Ukol

Otéazky a tkoly, naméty na vyzkousSeni, které se doporucuje pfi procvi¢ovani uciva provadét, jsou

[2]

uzavieny v tomto prostiedi. Pokud je v prostredi vice tkold, jsou ¢islovany.

Definice

V takovém prostiedi definujeme pojem ¢i vysvétlujeme sice relativné znamy, ale komplexni pojem s vice

vyznamy ¢i vlastnostmi.
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Kapitola

Regularni jazyky

1.1 Opakovani

Nejdiiv si zopakujeme néco z toho, co jsme se naucili v minulém semestru. Zaklady musime znat

dokonale, protoze na nich budeme stavét po cely semestr.

Priklad

Jazyky zadané regularnim vyrazem zapiSeme v mnozinovém zapisu. Ke kazdému jazyku napiSeme

mnozinu vSech jeho slov, ktera jsou kratsi nez 5.

Ly = (ab)*

Mnozinovy zapis:

Ly ={(ab)™ : n>0}

Slova krat$i nez 5: {w € Ly : |w| <5} = {e,ab, abab}

Mnemotechnickd pomtcka: za index v mnozinovém zapisu dosazujeme postupné ¢isla od nejnizsi

hodnoty zadaného rozsahu, tj. od 0. VSimnéte si symbolického zapisu — nelze napsat rovnitko mezi

jazyk L; a mnozinu slov tohoto jazyka kratsich nez 5, je tfeba to zapsat jinak.

Lo = a*b*a

Mnozinovy zapis: Lo = {a"b"a : m,n > 0}

Vsimnéte si: je tfeba pouzit dva navzdjem nezéavislé indexy!

Slova krat$i nez 5: {w € Ly : |w| <5} = {a,aa,ba, aaa,aba,bba,a4,a2ba,ab2a,b3a}
Mnemotechnickd pomucka: za indexy m a n v mnozinovém zapisu dosazujeme ¢isla navzajem

nezavisle (m=n=0, m=1an=0, m=0an=1, atd.). Pozor, prazdné slovo do jazyka nepatfi!

Piiklad

Urcime typ zadaného jazyka v Chomského hierarchii. Pokud se jedna o regularni jazyk, vytvorime
ekvivalentni regularni vyraz. Vypiseme vSechna slova jazyka kratsi nez 5.
L1 = {(aa)'(bb)? : i,j >0}

Jde o regularni jazyk. Ekvivalentni regulérni vyraz: L1 = (aa)*(bb)*
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Slova krat$i nez 5: {w € Ly : |w| <5} = {E,az,bQ,a2b2,a4,b4}

Ly = {(aa)"(bb)" : i >0}

Tento jazyk je sice podobny predchozimu, ale neni to regularni jazyk (je bezkontextovy). Proto nelze
vytvorit ekvivalentni regularni vyraz.

Jak pozname, Ze neni regularni? Pokud je tfeba (pfi zpracovani slov jazyka automatem) synchroni-
zovat dvé nebo dokonce vice ¢asti slova (napiiklad proto, Ze totéz pismeno indexu se vyskytuje na vice
mistech v mnoZinové reprezentaci), nejde o regularni jazyk. To lze dokdzat napiiklad pomoci Pumping
lemmatu (budeme brat pozdéji).

Slova kratsi nez 5: {w € Ly : |w| <5} = {¢,a%?}

Srovnejte s obdobnou mnozinou pro jazyk L; z tohoto pfikladu.

Ly ={07170" : i>1}

Jde o jazyk typu 1 v Chomského hierarchii, neni to regularni ani bezkontextovy jazyk.

Slova kratsi nez 5: {w € Lz : |w| < 5} = {010}

(%] Priklad

Vypiseme vSechna slova jazyka kratsi nez 5.

le{aibj : 1§i§j}U{ck : k:§3}

Slova kratsi nez 5: {w € Ly : |w| <5} = {ab,ab? a?V? ¢, c,c? 3}

Pomérné castou chybou byva ,otoceni“ relacniho znaménka. V predpisu druhé mnoziny sjednoceni
mame symbol , mensi nebo rovno“, ne naopak, musime tedy vypsat slova o délce 0 az 3.

Lo={a'¥ : 1<i<jjn{a® : 1<j<i}

Kdyz se pozorné podivame na mnoziny, jejichz prinikem je jazyk Lo, zjistime, Zze tento jazyk muzeme
zapsat jednoduseji, protoze prvni mnozina nam déva podminku ,symbolti b ma byt stejné nebo vice
nez symbolt ¢, druhd mnozina predepisuje ,,symboli b ma byt stejné nebo méné nez symbolt a“:
Ly = {aibi D> 1}

Slova kratsi nez 5: {w € Ly : |w| <5} = {ab,a?V?}

Pozor na rozdil mezi sjednocenim a prinikem, zdména téchto dvou mnozinovych operaci je pomérné

¢astou chybou.

(%] Priklad

Pro zadané jazyky sestrojime kone¢ny automat ve vSech tfech reprezentacich.

Ll = ab*

S-funkce: Tabulka prechodii: Stavovy diagram:
A= ({0 o}, {0}, 6 a0, {m}) | a|® b
6(q0,a) = q1 - Q| ¢ H
6(q1,0) = q1 — @ ¢

Vsimnéte si, Ze u §-funkce je nutné uvadét plnou specifikaci, aby bylo ziejmé, ktery stav je pocatecni

a které stavy jsou koncové, u jinych reprezentaci jsou tyto informace zaznamenany jinak.
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Lo =ab* +¢

S-funkce: Tabulka pfechodii: Stavovy diagram:
-A2 = ({q07q1}7 {aa b}7 57 q0, {Q(LCII}) H @ ‘ b

6(q0,a) = q1 < Q|| @

6(q1,0) = ¢1 — @ Q

Ukol

Srovnejte automaty pro jazyky Lj a Lo z pfedchoziho piikladu a vSimnéte si, jaké disledky mélo

[2]

pridani prazdného slova k jazyku u jednotlivych reprezentaci automatu.

Piiklad

Pro zadany jazyk sestrojime konecny automat ve vsech tfech reprezentacich.

L=a*b+b*a

d-funkce: Tabulka ptrechodii: Stavovy diagram:
"4 = ({QO,(ILCD}, {aab}a 63 q0, {Q1»CI2}) H a ‘ b

(g0, a) = q1 - Q| @ | e

(5((]07 b) = Q2 — q1 q1

6(q1,0) = @1 - ol a

d(q2,a) = g2

Vsimnéte si, jakym zptsobem se v reprezentacich automatu projevila operace séitani regularnich
(pod)vyrazu. Jazyk lze zapsat také nasledovné — v mnozinovém zapisu s vyuzitim operace sjednoceni
mnozin:

L={abt : i>0}U{ba’ : i>0}

1.2 Konec¢né jazyky

Vsechny kone¢né jazyky jsou regularni, proto pro né dokazeme sestrojit koneény automat.

U konec¢ného automatu pro koneény jazyk byva obvykly pozadavek na rozlisitelnost nacitanych
slov podle koncového stavu, tedy pro kazdé slovo jazyka by meél existovat samostatny koncovy stav.
Pak bez nutnosti porovnavani vstupu s jednotlivymi slovy jazyka snadno zjistime, které slovo bylo
nac¢teno — podle koncového stavu, ve kterém skoncil vypocet.

Postup je jednoduchy — pro kazdé slovo jazyka vytvofime ,vé€tev“ ve stavovém diagramu. Jestlize
chceme automat deterministicky (opét jde o obvykly pozadavek, pokud tento postup pouzivime pii
programovani), sta¢i slou¢it pocatky téch vétvi, které stejné zacinaji (konce vétvi nesmime slouit,

nebylo by mozné rozpoznat slova jazyka podle koncovych stavil!).
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Piiklad

Podle zadaného koneéného jazyka vytvorime koneény automat.
L = {hrad, hrom, polom, ohrada}

O OO0
h
e (1) (1) 2 (1)
—(®)
(@) @) ()-+ (1))
1)+ (@) @) 1) (1))

Dale chceme, aby automat byl deterministicky se zachovanim mozZnosti rozlisit rozpoznavana slova

podle koncového stavu. Prvni dvé slova jazyka zacéinaji stejnym podietézcem, tedy zacatky prvnich

dvou vétvi slouc¢ime:

CHCY

—(®) () .
()@ e (@) @) ()
(1) ) ) () )2 +(20)

V koneéném automatu pro koneény jazyk nesmi (a ani nemuze) byt zadné smycka (cyklus) — kdyby
byla, pak by bylo mozné tuto smycku jakykolivpocetkrat zopakovat a rozpoznavany jazyk by byl

nekonecny.

E Ukoly

1. Vytvofte kone¢ny automat pro nasledujici jazyky (deterministicky, a to tak, aby pro kazdé slovo

jazyka existoval jeden kone¢ny stav):

(a) L, = {strom, stroj, vystroj}

(b) Ly = {if, else, elif}

(¢) L. = {read, write, writeall, matrix}

(d) Lg = {delfin, ryba, velryba}
Poznamka: V pfipadé (c) bude koncovy stav vétve pro druhé slovo soucasti vétve pro tieti
slovo (pokud vytvofime deterministicky automat). To je v poradku, vlastnost rozpoznavéani podle
koncového stavu zlstavéa zachovana.

2. Vytvoite kone¢ny automat (stavovy diagram), ktery bude rozpoznavat vSechna slova nad abece-

dou ¥ = {a, b, c}, jejichz délka je

(a) pravé 3 znaky,

(b) nejvyse 3 znaky (tj. 0, 1, 2 nebo 3 znaky).
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1.3 Uzavérové vlastnosti — operace nad regularnimi jazyky

V pfedchozim semestru jsme se zabyvali zdkladnimi uzavérovymi vlastnostmi regularnich jazykt, a to
uzavienosti vzhledem k reguldrnim operacim (sjednoceni, zfetézeni, iterace). V tomto semestru se

podivame na nékteré zbyvajici operace.

1.3.1 Pozitivni iterace

Pozitivni iterace se pouZivd podobné jako (béZnd) iterace, ale zatimco iterace znamend Fetézeni
Ox, 1x, 2x, ..

zapsat iteraci a pozitivni iteraci nasledovné:
o o0
r=r Lt=Jr
i=0 i=1

Postup je stejny jako u iterace, ale pokud pocatecni stav piivodniho automatu nepattil do mnoziny

., pTi pozitivni iteraci zacindme pfi fetézeni az 1x, 2x, .... Matematicky mtzeme

koncovych stavii (tj. slovo e nepatfilo do jazyka), nebude koncovym stavem ani po tpravé automatu.
Neni nutné vytvaret novy pocatecni stav.
Ozna¢me A; = (Q,%,01,q, F) puvodni automat, pak automat rozpoznavajici jazyk, ktery je
pozitivni iteraci pivodniho jazyka, je
A=(Q, %, 4, q, F).

Prechodova funkce:
5 z) = { 0(r,x) : re@ — F,x € ¥ (pfechody z jinych nez koncovych stavi zkopirujeme),

01(r,x) Udi(qo,x) : re FLx e X

Prechody vedouci z koncovych stavi také prejmeme, pfiddme kopie prechodt vedoucich z ¢p.

Piiklad

Vytvoiime pozitivni iteraci jazyka nasledujictho automatu:
A = ({Aa B, 07 D}7 {Oa 1, 2}7 01, A, {B, D})

lo|1]2 51(4,0) = A
—SA|A|B|C 61(A,1) =B
~ B D|B 61(4,2)=C

cllp 0 (B,1)=D
—D 51(B,2) =B
51(C,0) = D

Pridavame pouze nové prechody, pocatec¢ni stav nebudeme zarazovat do mnoziny koncovych stavi,

protoze v ptivodnim automatu také nebylo rozpoznavano slovo e:

o] 1 | 2
—AJ|(A] B C)
+«B|A|DB|B,C

C|D
+~D| A B C
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A= ({A,B,C,D},{0,1,2},0,A,{B,D})

5(A,0) = A §(B,1)=D 5(B,0) = A 5(D,0) = A
5(A,1) =B 5(B,2) =B 5(B,1) = B 5(D,1) =B
5(A,2) =C 5(C,0) = D 5(B,2) = C 5(D,2) =C

=3 Poznambka:

Pokud ptvodni jazyk L obsahuje slovo e, pak plati L* = LT, v opa¢ném piipadé se tyto jazyky
nerovnaji a plati L* = Lt U {e}.

E Ukoly

1. Zkonstruujte konecny automat jazyka, ktery je pozitivni iteraci jazyka nasledujiciho automatu:

./41 H a ‘ b
< qo || 91 | 92
— q

q2 | 90 | 91

2. Zkonstruujte koneény automat jazyka, ktery je pozitivni iteraci jazyka nasledujiciho automatu:
o) 1 o]t
1 @ —-D|D|E
—>
— E E

1.3.2 Zrcadlovy obraz (reverze)

m

Reverze je prevraceni. Zrcadlovy obraz slova sestrojime tak, ze je zrcadlové ,pfevratime”, tj. na-
piiklad ze slova abed ziskame slovo (abed)® = dceba.

Zrcadlovy obraz jazyka je jazyk obsahujici vSechna slova ptvodniho jazyka, ale pfevracena. Operace
zrcadleni je sama k sobé inverzni — kdyZ slovo (nebo jazyk) revertujeme dvakrét, dostavame ptivodni
slovo (jazyk). Zrcadleni muzeme zapsat takto:

L= {w cwh e L}

Pokud budeme pfi reverzi pracovat s koneénym automatem, piredevsim prevratime vSechny cesty,
které v automatu existuji (tj. pfevratime vSechny prechody) a zaménime pocatecni a koncové stavy.

Dale musime vyTtesit jeden problém — pocatecni stav musi byt vzdy jen jeden, ale koncovych stavi
mize byt obecné jakykoliv pocet. Proto rozlisime dva ptipady — pokud ptivodni automat mé jen jediny

koncovy stav, sta¢i postup naznaceny v predchozim odstavci. Jestlize vsak méa vice koncovych stav,
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musime zajistit, aby po reverzi existoval jen jediny pocatecni stav. Proto vytvofime novy stav, ktery
v sobé bude shrnovat vlastnosti pivodnich koncovych stavii (resp. novych ,poc¢atecnich“ stavi) tykajici
se prechodtl souvisejici s ukoncenim vypoctu.

Pokud pocatecéni stav pivodniho automatu patfil do mnoziny koncovych stavi, bude koncovym
stavem také pocatecni stav po reverzi.
Ozna¢me A; = (Q1,,01,qo, F1) pivodni automat, pak automat rozpoznavajici jazyk, ktery je
reverzi ptvodniho jazyka, je
A= (Q1U{so}, ¥, 0, sop, F), mnozina koncovych stavi je F' = {qo, S0}, pokud ¢o € F1, jinak
F = {qo} (zalezi na tom, zda do ptivodniho jazyka pattilo ¢). Pfechodova funkce:
5 z) = { p : O0i(p,x)=rx €Y,

t : 01(t,z) € Fy, pokud r = sg,x € X.

Na ptechodové funkci vidime, Ze podle prvniho Ffadku piedpisu se vSechny prechody obrati (tj.

zaméni se zdroj a cil pfechodu), podle druhého fadku vytvorime piechody vedouci z pfidaného stavu s

(zastupujiciho pivodni koncové stavy).

Piiklad

Provedeme operaci zrcadleni jazyka tohoto kone¢ného automatu:
A1 = ({0, @1, ¢2, a3}, {a, b, ¢}, 01, q0, {a1})

[alo]e 1(q0,a) = q1

— q | @1 | %@ 01(q0,0) = q2

c N a 61(q1,¢) = ¢
k 0 g | a3 g 01(q2, @) = g3
a3 % 01(g2,¢) = q1

e d1(g3,b) = 2

Obratime vSechny prechody. Protoze mame jen jediny koncovy stav, staci pak jen zaménit poc¢ateéni
a koncovy stav (nebudeme vytvafet novy stav sg). U tabulky se zaménuji oznaceni fadkt s obsahem

bunék na tomto radku.
AR - ({q()? q1,42, q3}7 {G, b7 C}, 57 q1, {CJO})

| H a ‘ b ‘ ¢ 61(q1,a) = qo
< — qo 91(g2,b) = qo
Q — q1 | 9 q1, G2 d1(qi,¢) = q

¢ a2 q0, 93 61(g3,a) = q2
/b\‘ q3 || 92 51(Q17 C) =q2
01(q2,b) = g3

Ukézka odvozeni slova v automatu A; a jeho reverze v automatu Ag:
Az (qo,babe) F (g2, abe) = (g3, bc) = (q2,¢) F (q1,€)
Agr: (q1,cbab) F (g2,bab) + (g3,ab) F (q2,b) F (qo,¢)
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Piiklad

~evs

@ o] b |
— A | C B
b] ~B D
a
C A, D
«~D|D

Jsou zde dva koncové stavy. Nejdiiv pfesmérujeme vSechny prechody a oznac¢ime novy koncovy
stav, a az v druhém kroku (automat vpravo) vytvofime novy pocatecni stav podobnym postupem,

jaky jsme pouzili napfiklad u sjednoceni (tam $lo také o ,simulaci® — nahrazeni dvou pocétec¢nich

™ [a] b |e

@ : ‘ T_sjz D A,CC B
ab Ic g ab Tc/b - N
O @5, OO [

stavi jedinym).

Ukéazka odvozeni slova v automatu Ay a jeho reverze v automatu Ag:

Ai: (qo,babb) F (g2,abb) F (qo,bb) F (g2,b) F (q1,¢)
Apr: (so,bbab) + (ga2,bab) + (go,ab) F (g2,b) F (qo,¢)

Posledni pfipad, na ktery se podivame, je koneény automat s vice koncovymi stavy, kde také pocatecni

stav patii do mnoziny koncovych stavi.

Priklad

Pro operaci zrcadleni je dan tento kone¢ny automat:

Al = ({QO7 qi1, QQ}, {CL, b}7 617 q0, {q07 Q1})

H a ‘ b 1(g0,a) = @1
< qo |l 91 | g2 61(q0, ) = g2
“ q d1(g2,a) = qo

e | | a 01(q2,b) = @

Na rozdil od predchozich prikladi budou ve vysledném automatu dva koncové stavy. Stav gg bude
koncovy, protoze v pivodnim automatu je pocateénim stavem, a stav sy bude koncovy, protoze do
jazyka ptvodniho automatu patii slovo €, jehoz prevracenim je opét slovo € pro jeho rozpoznani musi

byt poc¢atecéni stav (tj. sp) v mnoziné koncovych stavii.
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Ar = ({50, 90,91, ¢2}, {a, b}, 9, s0, {q0, 50})

| o |0 5(s0,) = {a0, 02}
< S0 | qo0,q2 | @2 6(s0,b) = {g2}
— q | @ 6(q1,a) = {qo}

Q1 q0 q2 6(g2,b) = {qo}
Q2 q0 (g0, a) = {q2}
6(q1,b) = {q2}

Ukoly

1. Zkonstruujte koneény automat jazyka, ktery je reverzi (zrcadlovym obrazem) jazyka nasledujiciho

automatu:

oﬁ 1 o1
—®-) T

2. Vytvorte koneény automat jazyka, ktery je reverzi jazyka nésledujicitho automatu. Pro oba au-

tomaty (uvedeny i ten, ktery vytvorite) sestrojte tabulku prechodd.

3. Vytvoite koneény automat rozpoznavajici jazyk L = {e, tisk, tis, sito} tak, aby jednotlivé slova
jazyka byla rozpoznavand koncovym stavem (tj. pro kazdé slovo vlastni koncovy stav). Potom

provedte reverzi tohoto automatu.

4. Vytvoite zrcadlovy obraz jazyka tohoto kone¢ného automatu (ma jediny koncovy stav, ktery je

zaroven pocateénim stavem):

| ol

< qo || 91 | 92
q1 q2

q2 | 92 | 90

m

1.3.3 Prunik

Kdyz vytvarime konec¢ny automat pro prinik dvou jazykt pomoci automati, které je rozpoznavaji,
tak vlastné simulujeme (paralelné) ¢innost obou téchto automati. Po pfec¢teni kazdého signdlu ze
vstupu provedeme jeden krok v obou automatech zaroven. Ve vysledném automatu jsou proto stavy

usporddanymi dvojicemi stavi z prvniho a druhého pivodniho automatu (pozor, zalezi na poradi).
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Oznacme
o A = (Q1,%1,01,q1, F1) je prvni automat,
o Ay = (Q2,32,02,q2, F2) je druhy automat,
pak automat rozpoznévajici jazyk, ktery je prinikem jazykd obou automat, je
Ap = (Q1 X Q2, 1N g, d, [q1,q2]), F1 x Fy), kde operace x je kartézskym soucinem uvedenych

mnozin. Prechodova funkce:

5(Ip.),2) = [51(p, ), 62(r,2)] ke p € Q1,7 € Qo € T, € T4 N T

= Poznambka:

Vsimnéte si, Ze v definici vysledného automatu mame kartézsky soucin ptivodnich mnozin stavi (a totéz
pro koncové stavy). Ve skuteénosti mnoho z téchto stavii je nedostupnych nebo nadbyteénych, coz

mizeme vyiesit redukci.

Priklad

Sestrojime kone¢ny automat rozpoznavajici prunik jazyka néasledujicich dvou automat:

GO . bn ) T bm
—@—=@—() ()t () ()
w v - \—y

=)

-/41 — ({QOa DRI q3}7 {aa b}7 51? q0, {Q2}) AZ = ({p07 cee 7p4}7 {Cl, b}7 52,]70, {p4})
01(qo,a) = {qo} d1(q2,a) = {qg3} 62(po, a) = {p1,p3} d2(p2,b) = {po}
01(q0,0) = {a1} 01(q3,0) = {q2} d2(p1,a) = {p2} 02(p3,b) = {pa}
01(q1,0) = {q1, 92} 02(p1,b) = {p1}

Nejdiiv si vyznac¢ime pribéh ,simulace“. Neni to nutné aO b .

na diagramu lépe pochopime paralelnost obou zpracovani téhoz

slova (Gervené jsou spojeny stavy, ve kterych jsou automaty ve E \\\\ bi ,’/ . ’//\1'/)‘\1 /,'l

stejném kroku zpracovani slova) — obréazek vpravo. . @ o | @ i’ @"/,’ /l://
Napftiklad pro slovo abbabab paralelné prochazime dvoji- R P //// f

cemi stavii [qo, pol, pak [qo, p1], [q1,p1]; (g2, p1]; [g3: p2]; g2, o], $ T

dsle [gs, p3] a (g2, pal. 256 ) -

Protoze by bylo hodné naro¢né (a také nedeterministické
a tézko naprogramovatelné) takto vyhledédvat vSechny dvojice stavii, ve kterych se nachézi vypocet
v obou automatech ve stejném kroku, pouzijeme jinou (trochu ,otrockou“) metodu:

e jako mnozinu stavi pouzijeme mnozinu vSech usporadanych dvojic, kde prvni prvek je stav

prvniho automatu a druhy prvek je stav druhého automatu,
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e vytvorime §-funkci nebo tabulku pfechodti, ve které zachytime spole¢né prechody na stejny signal
v obou automatech,
e odstranime nepotiebné stavy.
Pocatecnim stavem bude usporddana dvojice obsahujici poca-
tecni stavy obou pivodnich automatii, koncové stavy budou vsechny uspotddané dvojice, ve kterych
jsou oba puvodni stavy koncovymi.
Jednodussi je vyuziti tabulky pfechodti. Podle tabulek ptivodnich automatd vytvofime tabulku

pro vysledny automat (kombinace fadku ve stejném sloupci).

o b | o | ¥
— qo | 90 qa — Do | P1,DP3
q1 qi, 42 P1 P2 p1
< Q2 | g3 D2 Do
q3 qz pP3 P4
— D4

Tabulka pfechodt vysledného kone¢ného automatu mé 4 x 5 = 20 radk:

H a ‘ b (pokrac¢ovani) H a ‘ b
— [0, po] | [90,p1]; (90, P3] [g2,po] | [g3,p1], (g3, 3]

90, P1] (90, P2] lq1, 1] [q2, p1] g3, 2]

[0, 2] [q1, Po] [q2, p2]

[0, 3] [q1, P4l [q2, p3]

(90, P4 < [g2,p4]

[q1, o] (g3, o]

[q1, 1] [q1, 1], [q2, P1] g3, p1] g2, 1]
(g1, p2] g1, pol, [q2, po] (g3, p2] (g2, po]
[q1,p3] [q1,P4), [q2, P4] 43, p3] g2, P4
[q1, 4] (4¢3, P4l

Nyni odstranime nepotiebné (tj. nedosazitelné a nadbyte¢né) stavy tak, jak jsme se ucili v pfed-

chozim semestru, obsah mnozin je pribézné tiidén pro usnadnéni porovnavani.

So = {lq0, po]}
= {lq0, po], [q0, p1], [q0, P3]}
= {[q0, pol; (90, P1], [q0, 3], [90, P2]; [a1, P1], [q1, Pa] }
S3 = {lqo0,pol; [90, P1]; [90, P2]; [90, 3], [q1, P1], [q1, P4l, [q1, Po), [a2, P1]}
S1 = {[qo, o), [90, P1]; [90, P2]; [q0, 3], [q1, o, [q1, P1], [q1, P4l, (42, P1], [43, P2}
= {[q0,pol, [q0, P1], [90, P2]; [90, P3]; [q1, Po], [q1, P1], [q1, P4l, a2, P1), [43, P2]; [42, Po] }
Se = {[q0, o), [90, 1], [0, P2]; [q0, P3], [q1, Po], [q1, P1), [q1, P4l, (42, Pol, (a2, P1], (a3, p2], (43, 1], (43, P3]}
S7 = {lqo0,pol; [90, P1]; [90, P2]; [90, 3], [q1, o], [q1, P1], [q1, P4l; [a2, Pol; (a2, P1]; [g3, P1]s (g3, 2], (g3, 3], (g2, P4l }
Sg = {[ 0,]90], [QO,pl], [QO,pz], [QO7P3]7 [QhPO]a [Ch,pl], [Q1,P4], [QZJOOL [Q2,P1], [Q2,p4], [Q3,P1], [Q37P2], [Q3,P3]}
- S,

Odstranili jsme stavy [qo, pa], [q1, 2], [q1, p3], [a2, p2], [q2, P3], (43, o), [43, pa], které jsou nedosazitelné z po-
¢ate¢niho stavu. Zbyva odstranit nadbytecné stavy.
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Dale pracujeme s touto tabulkou piechodii:

| o | b
— [q0,po] | [qo0,p1]; [q0, P3]
[q0, 1] [q0, P2] [q1, 1]
(90, 2] [q1, Po]
[0, P3] [q1, 4]
[q1, o]
[q1,p1] [q1, 1], [q2, p1]
[q1, 4]
[g2, o] || la3,p1], [g3, p3]
(g2, p1] (g3, p2]
g2, p4]
(g5, p1] g2, 1]
3, p2] 2, o]
(g3, P3] g2, p4]
Odstranime nadbyteéné symboly (ze kterych neexistuje cesta do koncového stavu):
= {lg2, pal}
E1 = {lq2, p4], (a3, p3]}
Ey = {la2,p4], [93, p3], [92, pol }
E3 = {[q2, o], (a2, pal, [a3, p3], [a3, p2]}
Ey = {lq2, po], (a2, p1], [q2, p4], (a3, p2], [43, p3]}
Es = {lq2, po], (g2, p1], [q2, p4], (a3, p2], [43, p3]; [a1, p1]; [g3, p1] }
Es = {[q1, 1], [92, pol, (92, p1], (2, pal; [a3. P, [a3, p2), (93, p3], [q0, p1]}
E7 = {[qo0, p1], [q1, p1]; [a2, pol, [q2, P1], (92, pal; (a3, p1], (g3, 2], (93, P3]; (90, Pol}
Eg = {[q0, po], [90, p1], [q1, P1], [@2, Po), [a2, P1]; [a2, pal; [43, p1], (a3, p2], (a3, p3]} = E7

Po odstranéni stavi [qo, p2], [q0, P3], [¢1, Po], [q1, p4] dostdvame tuto tabulku pfechodu (s ptivodnim

oznacenim stavil a po pieznaceni na pismena):

R B | o | b
— (g0, Po] [q0, p1] — A B
[q0, 1] lq1, 1] B C
[q1,p1] lq1, p1], (g2, p1] C C,E
[q2,p0] | lg3, 1], (43, p3] D| G K
(92, 1] (g3, p2] E| H
<~ g2, p4] «F
g3, 1] [q2, p1] G E
43, p2] [q2, po] H D
(g3, p3)] (g2, pa] K F

Pteznaceni stavli neni povinné, zde jsme to provedli pouze kviili zvyseni pfehlednosti. Jak vidime,

ziskali jsme automat s deviti stavy.
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Stavovy diagram (stavy jsou pfeznacené):

O () (D)

Ukoly

1. Vytvorte deterministické kone¢né automaty pro jazyky L; = {if, then, else} a Lo = {if, iff, elif},
v kazdém z automatt sta¢i jediny koncovy stav pro vsSechna slova daného jazyka. Potom vyse
uvedenym postupem vytvorite automat rozpoznavajici prinik téchto jazyki.

2. Sestrojte kone¢ny automat, ktery rozpoznava prunik jazykt nasledujicich automati (pracujte

s tabulkami pfechodti). Odstraiite nedosazitelné a nadbyteéné stavy a sestrojte stavovy diagram.

o1 o1
—A|B|A — E F
+~B|C F|F | H

C D «~H|H|H
D| B

Pro kontrolu: po odstranéni nepotfebnych stavii by mél automat mit osm stavi, z toho jeden

m

koncovy, jeden cyklus pies jeden stav a jeden cyklus pies tii stavy.

1.4 Pumping lemma pro regularni jazyky

Pumping lemma ndm pomahé urcit, zda neni dany jazyk regularni. Zakladni znéni lemmatu je nasle-

dujici:

£ Lemma (Pumping lemma pro regularni jazyky)

Jestlize L je reqularni jazyk, pak existuje prirozené c¢islo p > 0 takové, Ze pro kazdé slovo w € L takové,
Ze |w| > p, existuje alespor jedno rozdéleni slova w ve formé w =z -y -z, kde

y#e AN Jr-yl<p A VE>0 je z-yf-zeL (1.1)
yoa)

V symbolickém zapisu:

4 Lemma (Pumping lemma pro regularni jazyky — symbolicky zapis)

L je reguldrni jazyk = 3p € N, p > 0 takové, zZe Yw € L, |w| > p I rozdélent

w=z-y-z A Jy>0 A Jz-y<p A VE>0 je z-yF.-zeL (1.2)
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Co z toho vyplyva?

e Pumping lemma je implikace — ika, Ze pokud je jazyk regularni, pak mé danou vlastnost. Ale
nemusi nutné platit, ze jazyk, ktery méa danou vlastnost, je regularni (protoze se nejedna o ekvi-

valenci).

e Jestlize chceme tuto vétu pouzit pro dikaz toho, ze dany jazyk neni regularni, musime znéni

upravit — srovnejte ptivodni a ,otocené“ znéni:

Le Z(REG)= 3p>0 Yw: |w| >p Irozdéleni... Vk>0: z-y* -2 € L
Vp>0 Jw: |w|>p Vrozdéleni... 3k >0: z-y*-2¢ L = L¢ Z(REG)

TakzZe najdeme jedno dostatecné dlouhé slovo, projdeme vsechna jeho rozdéleni x -y - z vyhovujici
podminkdm lemmatu a pro kazdé rozdéleni najdeme jedno ¢islo k > 0 pro pumpovani.

e Lemma pouzivame na ,dostatecné dlouhéa slova“, tedy delsi nez p.

e Podminka |z - y| < p je dilezita: dokaze ndm hodné redukovat pocet vyhovujicich rozdéleni slova.

V praxi to znamena, Ze v Castech = a y je omezeny pocet symbolti, tedy napiiklad se zde nesmi

vyskytovat zadny index blizici se délce vybraného slova.

= Poznamka:

Uvédomme si, z ¢eho véta vyplyva — pokud je jazyk regularni, pak existuje koneény automat, ktery
tento jazyk rozpoznava. Kdyz uz mame kone¢ny automat, miizeme si za Cislo p dosadit jednoduse pocet
stavii automatu. Pak podminka dostatecné dlouhé slovo (tj. |{w| > p) znamend, Ze vypocet slova se
bude sestavat z vice nez p krokt, a tedy musi existovat stav, pres ktery ptijde tento vypocet vice nez
jednou (protoze v kazdém kroku vypoctu je zpracovan pravé jeden symbol slova a dochéazi ke zméné
stavu).

Pokud tedy vypocet prochazi pres alespon jeden stav dvakrat, znamend to, ze ve vypoctu je smycka
(tj. v grafu automatu se ve smycce dostavame od prvniho vyskytu ,opakovaného stavu ve vypoctu
k jeho dalsimu vyskytu).

Tedy v nasem slové najdeme prvni smycku ve vypoctu, ¢ast slova zpracovanou na cesté k této
smyCce prohlasime za z, ¢ast slova zpracovaného ve smycce (jejim prvnim pribéhu) za y a zbytek
slova bude z. Opravdu hleddme prvni smycku na cesté a jako prostiedni ¢ast rozdéleni pouZzijeme

prvni prubéh smycky, to odpovidd podmince |z - y| < p.

Piiklad

Nejdiiv si ukazeme, jak ovérit, ze regularni jazyk tuto vlastnost ma. Postup si ukdZeme na jazyku

L:{baibj : i,jZO}

Pro tento jazyk dokazeme sestrojit konecny automat, tedy

b

vime, Ze se jedna o regulérni jazyk. Vlastnost popsanou v Pum- @
—

a

e vezmeme jakékoliv slovo jazyka delsi nez 3, napiiklad w = ba®b (ma délku 5),

ping lemma si mizeme predstavit takto:

e pouzijeme p rovno poctu stavil koneéného automatu, tedy p = 3,
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e w je delsi nez pocet stavii automatu, je tedy ziejmé, ze né€kterd ¢ast slova bude vyhodnocovana
v cyklu,
e pii pohledu na stavovy diagram automatu vidime, ze tento cyklus jde pres jediny stav, a to g,
e vhodné rozdéleni miize byt napiiklad w = (b)-(a)-(a?b), po pumpovani prostiedni ¢asti dostavame
slova (b) - (a)* - (a®b) = ba**2b, pro jakékoliv k > 0 tato slova patii do jazyka L.
Mohli bychom zvolit jiné dlouhé slovo, naptiklad b%. Odpovidajici rozdéleni by bylo (bb) - (b) - (b°).

Vidime, Ze prostfedni ¢ast slova vlastné odpovida ¢ésti slova, kterd prochazi cyklem (nejméné jednou).

Pumpovani s indexem k pak odpovida knasobnému prichodu cyklem v automatu.

Plati Pumping lemma pro vSechny regularni jazyky vcéetné koneénych? Samoziejmé
ano. Pro kazdy konecny jazyk existuje konecny automat, ktery ho rozpoznava. Jako p si u kone¢ného
jazyka zvolime opét bud pocet stavii tohoto automatu anebo &islo jesté vétsi. V Pumping lemma se

“, ale nepise se tam, Ze takové slovo opravdu

pise ,pro kazdé slovo w daného jazyka delSi nez p ...
mus? existovat. Opravdu zadné takové neexistuje, protoze kdyby existovalo slovo delsi nez pocet stavi
automatu, musel by byt v grafu stavového diagramu cyklus, a cyklus znamend nekonecny jazyk. Takze

Pumping lemma plati i pro koneéné jazyky.

E Ukol

U nasledujicich regularnich jazyki vytvorte stavovy diagram, vyberte ,,dostate¢né dlouhé slovo® — delsi

nez pocet stavii automatu, urcete nékteré vhodné rozdéleni slova na tii ¢asti podle podminek Pumping
lemmatu a ukazte, Ze pro jakékoliv ¢islo k jde opét o slovo z daného jazyka.
Pracujte s témito jazyky:
= {ab'a : i>0}
= {(ab)’ : i>0}
LC—{abb : z’>1}

(a) L
) L
)
) Lg={000(111)" : i >0}
)
)

(b
(c
(d
(e) L. = {dlSk data, plat}
(f

Ly = (mnozina pfirozenych ¢isel, zde véetné 0)

[2]

Obvyklejsim zptisobem pouziti Pumping lemmatu je jeji obrazena forma: misto tvrzeni
Regular(L) = Vlastnost(L, p)

dokazujeme
—Vlastnost(L, p) = —Regular(L)

tedy ,,Pokud neexistuje zadné p takové, ze pro kazdé slovo delsi nez p dokdzeme najit dané rozdéleni,
pak jazyk neni regularni”.

Abychom mohli dokézat, Ze pracujeme s opravdu jakkoliv dlouhym slovem, pouZijeme v urceni
slova ,proménnou” v exponentu, kterou v ptipadé potfeby muzeme jakkoliv zvySovat (do nekonecna),

napiiklad proménnou i ve slové (ab)’.
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Dale u zvoleného slova zkousime rizné moznosti jeho rozdéleni na tii ¢asti tak, aby prostredni ¢ast
nebyla prazdné slovo. Nemusime hledat absolutné vSechny moznosti (to bychom hledali do nekone¢na),
ale je tfeba vystihnout rtzné mozné zpusoby umisténi hranic mezi potencidlnimi ¢astmi. Pro kazdé
mozné rozdéleni pak najdeme alespoii jednu hodnotu k, pro kterou z - y* - z nepatii do jazyka.

Konc¢ime tehdy, kdyz se podafi najit slovo takové, ze pro jakékoliv jeho rozdéleni vzdy najdeme

alespoii jednu hodnotu k takovou, 7e x - y* - z nepatii do daného jazyka.

Piiklad

Ukézeme, ze jazyk L = {a

npno o > 0} neni regularni.

Vybereme , dostatecné dlouhé“ slovo jazyka. Protoze neméme zkonstruovan kone¢ny automat pro
tento jazyk (samoziejmé, vzdyt ve skutecnosti neexistuje), musime vybrat takové slovo, o kterém si
muizeme byt jisti, Ze je opravdu dlouhé. Napiiklad w = a’b* pro ,néjaké“ i, dostateéné velké. Pouzili
jsme konstantu i, o které vime jen jedinou konkrétni véc — je vétsi nez 0 (protoze musi byt vétsi nez
néjaké ¢islo p, které je vétsi nez 0).

Slovo mame, a to dostatecné reprezentativni, vlastné nam urcuje vsechna dlouha slova daného
jazyka. Zbyva projit vsechna mozna rozdéleni x - y - z tohoto slova a dokéazat, ze pro nékteré k > 0
slovo z - y* - z nepatii do jazyka L. U jednotlivich moznosti budeme volit & = 0 nebo k = 2.

Hledadme takova rozdéleni w = x - y - 2z, kde plati:

* |z] >0,

o |z-y| <p.
Ve skutecnosti miizeme vSechna takova rozdéleni popsat takto:
’ Ty z ‘Podmz’nky‘ z-yF .z ‘ k=0 ‘
’ a’-a®-atTTh% >0 ‘ arthstimr=sp2i | gi=sp2i ¢ [ protoze s > 0 ‘

Ve schématu a” - a® - a* "~ 5h2

mame zakddovana vSechna rozdéleni odpovidajici podminkdm Pumping
lemmatu, staci za r, s dosazovat vhodna ,mala“ cisla.
Pro kazdé mozné rozdéleni (tedy vlastné jediné ,multirozdéleni®) jsme nasli k takové, ze xy*z

nepatii do jazyka, proto L neni regularni jazyk.

I¥"|  Poznamka:

Vsimnéte si, ze ve schématu se index i nevyskytuje v prvnich dvou ¢éastech slova. Protoze |z -y| < p
a vime, ze 37 > p, mizeme bez Gjmy na obecnosti prohlésit, ze ve skutecnosti jsme zvolili dokonce
1 > p, a tedy by se ndm do prvnich dvou casti slova ,neveslo“. Takze si timto zpiisobem usnadnujeme

praci s hledanim vhodnych rozdéleni.

Piiklad

Dokazeme, ze jazyk L = {a™ : n je prvoéislo} neni regularni.
Kdyby tento jazyk byl regularni, pak by pro kazdé dostatecné dlouhé slovo jazyka existovalo roz-
déleni s vyse uvedenymi vlastnostmi. Zvolme slovo w = a’, kde i je nékteré dostatecné velké prvoéislo.

Nyni uréime rozdéleni pro w = z -y - z (v tomto pfipadé neni moc moznosti, jak volit). Zvolme

i—r—Ss

tedyx =da", y=4a°, z=a , se zachovanim podminek lemmatu (to znamend, ze s > 0, r+s < p).
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Pro pumpovéani uré¢ime index & = i + 1. To muZeme, protoze v modifikaci véty mame Vk > 0,

a Cislo 7 je z naseho pohledu konstantni (a dostateéné velké, urcité vétsi nez 0).

Uréime tedy wy, = a"tFsti=r=s = ghsti=s konkrétné w;,; = alitDstizs = gisti — gi(s+1),

Exponent lze rozlozit na soucin dvou cisel i, s+ 1, ktera jsou obé vétsi nez 2, proto se nejednd o prvocislo

a slovo w;41 nepatii do jazyka L. Z toho vyplyva, ze L neni regularni.

=3 Poznambka:

Vsimnéte si, ze jsme vlastné pouzili dikaz sporem. Predpokladali jsme, Ze dany jazyk je regularni, ale

ke konci diikazu jsme tento pfedpoklad popieli.

Piiklad

Dokazeme, zZe jazyk L = {a”2 n > 1} neni regularni.

Vezméme si ,dostatecné dlouhé“ slovo w = at’ (pro dostatecné velkou konstantu i). Toto slovo

T2 . g*3, tedy plati nasledujici rovnice a nerovnice:

s e v e s L 42
rozdélime na tfi ¢asti nasledovné: a* = a*! - a
2 = 1+ x9 + 3

e 10>0

° ]

e 1 +x2<p

Pumpovéni: wy, = a*' - a**2

. a,$3‘

Predpokladejme, zZe jazyk L je regularni. Pak by muselo platit, Ze pocet symboli a ve slové wy
je druhou mocninou nékterého piirozeného éisla, tedy a®! - a¥*2 . % = am pro nékteré ¢islo m > 1.
7 toho vyplyva nasledujici vztah: 1 + k - 29 + 23 = m?.

Uvédomte si, co je zde konstantou a co je proménnou: ¢isla ¢, 1, 2, x3 jsou pro nas konstantami,
protoZze je napevno volime (pro jedno dostatecné dlouhé slovo a konkrétni rozdéleni tohoto slova.
Naproti tomu k je proménné (protoze u reguldrniho jazyka by vztah mél platit pro vSechna k > 0),
a m je proménnd zavisla na proménné k (kdyz roste hodnota k, roste i hodnota proménné m).

Vztah x1+k-ro+23 = m? mizeme tedy prepsat takto: k-xo+ (21 +x3) = m?, pficemz na levé strané
rovnice mame linearni funkci proménné k, na pravé strané rovnice mame mocninnou funkei (zavislé)
proménné m, pfi¢emz se jednd o funkce na mnoziné piirozenych ¢isel (nebo celych nezapornych ¢isel).

Pokud by se opravdu jednalo o regularni jazyk, pak by muselo byt mozné ke kazdé hodnoté k najit
odpovidajici hodnotu pro proménnou m (tedy kazdé slovo wy by mélo patfit do jazyka L), ale jak

vime, linearni a mocninné funkce na kladné poloose se kryji v maximéalné dvou bodech = spor. Proto

Pumping lemma neni ekvivalence, ale pouze implikace. Proto mohou existovat jazyky, které sice nejsou

jazyk L neni regularni.

regularni, ale presto danou vlastnost splnuji. Muze se jednat naptiklad o jazyk vznikly zfeténenim

regularniho a neregularniho jazyka.

Piiklad

Jazyk L = {aibj o> O} neni regularni, pfesto spliuje Pumping lemma. MizZeme zvolit napti-

klad slovo w = a™ pro nékteré dostatecné velké cislo m.
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Toto slovo lze rozdélit na tii ¢asti x -y - 2 = a"a®a™"~° pfi zachovani podminek s >0, r+s <p

r+k-s+m—r—s k-s+m—s

a pumpovat na wi = a =a , pricemz i po pumpovani po dosazeni jakéhokoliv celého

nezaporného cisla za k dostaneme opét slovo patiici do jazyka L. TakZe jazyk L spliiuje podminky

Pumping lemmatu, tfebaze se nejedna o regularni jazyk.

= Poznambka:

Co z toho plyne? Kdyz jazyk spliiuje Pumping lemma, nemuzeme tvrdit, Ze je regularni. A naopak —
kdyZ se nepodafi pomoci Pumping lemma dokézat, Ze jazyk neni regularni, tak to jesté neznamena, Ze

je regularni.

E Ukoly
1

. Ukazte, 7e jazyk L = {ba(ab)™ : n > 0} spliiuje vlastnosti uvedené v Pumping lemmatu.
2. Pomoci Pumping lemmatu dokazte, ze jazyk L = {a"bc™ : n > 1} neni regularni.
3. Pomoci Pumping lemmatu dokazte, ze jazyk L = {wwR : w € {a, b}*} neni regularni. Mizete
zvolit napiiklad slovo v = a’b?*a’, které také patii do jazyka L, staci dokéazat, Ze pro toto slovo
neexistuje vhodné rozdéleni pro pumpovani.

4. Pomoci Pumping lemmatu dokazte, ze jazyk L = {baQn T n> 0} neni regularni.

[2]

1.5 Minimalizace koneéného automatu

Minimalizace kone¢ného automatu je snizeni poctu stavti pii rozpoznavani téhoz jazyka, a to na Groven
absolutné nezbytnou vzhledem k rozpoznavanému jazyku, pficemz vysledny automat by mél byt totdlns.
Uéelem miize byt samotné sniZeni poétu stavi (napiiklad z dfivodu snadnéj$iho naprogramovéani ¢i
snizeni slozitosti automatu) anebo zajisténi porovnatelnosti dvou automat.
Pfi minimalizaci automatu A postupujeme takto:
e automat A by mél byt deterministicky; pokud neni, pfevedeme ho do deterministického tvaru,
e odstranime nedostupné stavy (tj. stavy, do kterych nevede cesta z pocatecniho stavu) — prvni
¢ast redukce stavii automatu (druhou ¢éast nemusime provadét, je viceméné soucdsti algoritmu
minimalizace),
e pokud automat neni totalni, zaplnime ho (tj. pfiddme ,odpadkovy kos*),
e déle pracujeme se tfidami ekvivalence:

— vytvofime pomocnou tabulku, ve které budeme pro prehlednost oznacovat tfidy fimskymi
Cisly,

— rozdélime stavy do dvou skupin — nekoncové (t¥ida I) a koncové (tfida II), takto ozna-
¢ime tadky pomocné tabulky, sloupce budou oznaceny prvky mnoziny ¥ jako v puvodni
prechodové tabulce,

— doplnime obsah bunék tabulky: bud I (pokud se z daného stavu — fadek — prechdzi na dany
symbol — sloupec — do stavu ze t¥idy I) nebo II (pokud se z daného stavu na dany symbol

prechdzi do stavu patficiho do t¥idy II),
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— srovname Tfadky v ramci jednotlivych tfid: pokud fadky v ramci tfidy maji stejny obsah,
tuto t¥idu pro dany krok nedélime, ale pokud se fadky uvniti tfidy lisi obsahem bune¢k,
rozdélime t¥idu na ,,podtfidy*, obsah bunék prizptisobime novému rozdéleni,

— opakujeme predchozi bod tak dlouho, dokud je co délit.

Piiklad

Minimalizujeme nésledujici koneény automat:

4,@ @ al|b = Automat ziplnime:
2 [ a0

Q 21314 -1 2 |X
@ 3 234
41314 —3 | X | X
41 3|4

Automat je deterministicky, ale neni totalni.
XX |X

Sestrojime pomocnou tabulku se tfidami:
V prechodové tabulce mdme na fadku pro stav 1 v bunkach stavy 2

tida | a0
N UBEE a X, pfricemz oba patri do t¥idy I; proto do pomocné tabulky dame do obou
%
S T 1 bunék oznaceni tridy I.
AEaE; Na radku prechodové tabulky pro stav 2 vidime, ze se pfechazi do stavi
<111 3 a 4, které patii do tfid II a I. Tedy do pomocné tabulky dame oznaceni
tHid IT a 1.
I «3|1]1

Podobné pro dalsi stavy — podle prechodové tabulky a obsahu trid.

Jak vidime, z radkd v prvni t¥idé maji stejny obsah 1 a X, a pak rfadky 2 a 4. Proto t¥idu
I rozdélime na dvé ¢asti (stavy 1 a X nechame ve t¥idé I, stavy 2 a 4 presuneme do nové t¥idy III).
Protoze se zménila piislusnost stavi ve tiidach, musime zménit i obsah bunék, ¢imz vytvofime novou

verzi pomocné tabulky:
Postupujeme stejné jako u prvni verze pomocné tabulky — podle pu-

trllda 1 H I(IZI ‘ ZI) vodni prechodové tabulky a momentalniho obsahu tiid. Ze stavu 1 pfecha-
< 1 I zime do stavil 2 a X, pfi¢emz prvni z nich ted patii do t¥idy III a druhy

do tfidy I, tedy v bunkach budou III a I.
I 2| 1T Takto zpracujeme celou tabulku, véetné téch radku, jejichz t¥idy jsme
4] 1| v tomto kroku nedélili (tady ndm nédhodou vychdzi na fadku oznaceném

II «3 H I ‘ I 3 tentyz obsah, ale mohlo by to vyjit jinak).

V dalsim kroku postupujeme obdobné. Ve tiidé I mame dva fadky, kazdy z nich méa jiny obsah
bunék, tedy ji rozdélime. Ttidu III nebudeme délit, jeji fadky maji stejny obsah bunék.

trida H a ‘ b Po rozdéleni tiidy I opét prepiseme obsah bunék tak, aby odpovidal
I — 1 H III ‘ IV momentalnimu rozdéleni stavii do tiid.
v X H v ‘ v P1i pohledu na pomocnou tabulku zjistime, ze mame c¢tyfi t¥idy, pfi-
111 ol II | III ¢emz ve tridé III jsou sice dva stavy, ale obsah bunék na jejich fadcich

I | III je stejny, tedy je nebudeme délit. Ostatni tfidy jsou jednoprvkové. Z po-

I « 3 H IV ‘ IV mocné tabulky je zfejmé, Ze stavy 2 a 4 jsou navzajem zastupitelné.
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Algoritmus konéi a zbyva sestavit vyslednou pfechodovou tabulku. Mame dvé moznosti: bud po-
uzijeme puvodni oznaceni stavii a stavy 2 a 4 slou¢ime do jediného (pro ktery zvolime napiiklad

oznaceni 2), nebo prosté jako oznaceni stavii pouZijeme nazvy t¥id.

Puvodni oznaceni stavii: Oznaceni stavi tfidami:
|alb | o |0
-1 2| X — 1| III | IV
XXX v | IV | IV
201312 IIT || IT | III
+~ 3| XX «~II| IV |1V

Piiklad

Minimalizujeme néasledujici koneény automat (po¢ateéni stav je prvkem mnoZiny koncovych stavii):

alb
~1| 2|4
2101213
—3| 3|2
4115
—~5| 3|2

Automat je deterministicky a Gplny, tedy nemusime provadét zadné predbézné upravy. Vytvorime

sekvenci pomocnych tabulek, ve kterych budeme pracovat se tf¥idami:

titda | alo tiida | a | b
I o 1] I 2| 1 |1v
sl 11 4 H 1T \ vV

=
1T o1 1T 1T o1 1 |m
3|1 v <311
o5l —5|1v] 1

V druhém kroku jsme rozdélili obé ptivodni tfidy, mame tedy celkem ¢tyti rtizné tiidy. Dalsi déleni
uz se provadét nebude, protoze pouze ve tFidé IV mame vic nez jeden stav, a oba stavy z této t¥idy
maji shodny obsah bunék na fadku. Zbyva vytvorit vysledny automat:

Db
—0—@_, ©

Ptvodni oznadeni stavi: Oznadeni stavu t¥idami:

al|b H a ‘ b
~112|4 « II| I |III
201213 é C; I I IV
+~3(3]|2 @ b «~—IV|IV | I
4113 I || II | IV
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Piiklad

Minimalizujeme nasledujici koneény automat:

alb
—~ 126
4|5
6|3
114
3|2
—~6 5|1

Automat je deterministicky a tplny, nemusime provadét zadné predbézné upravy. Vytvorime sek-

venci pomocnych tabulek, ve kterych budeme pracovat se tfidami:

titda | alo tiida | o]
I ol 11 I o fur ] 1
sl 5 0m| 1
sl = 111 3 1 |
5011 4| 1|1

M <1 1] I o1 1]
—6| 1] c6| 1|1

Mame tii tiidy, v kazdé dva stavy, ale dal délit nemiizeme, protoze v rdmci t¥id je obsah bunék na

rtznych fadcich shodny. Vysledny automat mé tii stavy:

Ptvodni oznaceni stavii: Oznaceni stavi tfidami:
a|b H a ‘ b
~112]|1 ~II | I |1II
3|2 IT|III| I
113 IIT || IT | III

Zatimco v predchozich prikladech se viceméné dalo predem odhadnout, které stavy budou navza-

jem zameénitelné, tady uz to tak zfejmé nebylo. Podafilo se ndm minimalizovat automat na polovinu

ptvodniho poctu stavti a ztistal ndm jen jeden koncovy stav.

Ukoly
1. Minimalizujte nésledujici koneény automat (nezapomeiite ho pfedem upravit — neni totalni):

o ) _lalb
ROSNOES©  AEIE
20132

K N =

O Oy !

5

\V)
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2. Nasledujici (nedeterministicky) koneény automat

e prevedte na deterministicky (po pfevodu a odstranéni nepotfebnych stavii by mél mit ¢tyfi
stavy), podle potfeby pfevedte na totalni,
e minimalizujte ho.

Oy s | a |
PR =Pt
O

1.6 Vytvoreni regularniho vyrazu podle koneéného automatu

Pokud mame zjistit jazyk rozpoznavany zadanym koneénym automatem, obvykle vytvaiime regularni

vyraz (ktery pak muzeme prevést do mnozinové reprezentace).
Postupujeme takto:
1. Pokud je to nutné, pieznacime stavy (tak, aby byly oznadeny éisly od 1).

2. Jako bézi rekurze (indukce) pouzijeme pfimé cesty mezi dvéma stavy, na kterych se nenachdzi
zadny dalsi stav (tj. pfechody); znacime je R?j a dokézeme je jednoduse zjistit pfimo z automatu

(v jakékoliv reprezentaci), napiiklad:

H a ‘ b R).=a+e R?p:a

a b
B Oa ’/ajb\ O R?j:a Rgzzw
ilig| p @4'@ . @ Rj,=b Ry =a+b
: w R, =0 R =b+e
J| P Ji PP

0 _
Rjj—s

3. Indukci budeme postupné cesty prodluzovat (spojovat). Vytvafime mnoziny Rfj — je to regularni
vyraz odpovidajici cesté ze stavu ¢ do stavu j vedouci pouze pres stavy oznaCené maximalné

¢islem k. Postupujeme podle vzorce:
Rb = RE 4 (R (REY R

Pouzivame vyhradné mnoziny zjisténé v predchozim kroku (k — 1).

4. Postupujeme az k mnozindm s hornim indexem rovnym poc¢tu stavi (tj. v poslednim kroku vytvo-
Fime mnoziny pro cesty mezi stavy, které vedou pies jakékoliv stavy bez omezeni). V poslednim
kroku neni tfeba vypracovat mnoziny pro vSechny kombinace stavii (dolni index), ale pouze pro
cesty z pocatecniho stavu do koncovych stavi.

5. Vysledny regularni vyraz je soucet (tedy sjednoceni) reguldrnich vyrazi odpovidajicich cestam

z pocatecniho stavu do jednotlivych koncovych stavii.



KaPITOLA 1 REGULARNI JAZYKY 23

Piiklad

Zjistime regularni vyraz odpovidajici jazyku rozpoznidvanému nasledujicim automatem:

O :

/b\A

—~0_, OO
w_ a 1

— 2

:

Wl W N

+~— 3

c vz vs o 0 ) . vs . o
Nejdriv vytvorime mnoziny R;; — regularni vyrazy pro nejkratsi cesty bez mezistavi.

R(1)1:CL+€ Rglza Rglzm
RYy =1b Ry =¢ R3y =10
Rg)g:@ R(2)3:b Rg3:b+€

Horni index znamend maximalni ¢islo stavu, pres ktery miiZze vést cesta mezi stavy uvedenymi
v dolnim indexu (omezeni z horniho indexu se netyka okrajovych stavi cesty). Naptiklad R%3 je regu-
larni vyraz odpovidajici cesté ze stavu 1 do stavu 3 takové, Ze vede pres stavy s ¢islem maximalné 2,
tedy pfes stavy 1 a 2. Horni index budeme postupné zvysovat.

V prvnim kroku se setkdme se vztahem (a +¢)* = a* a dale (a +¢) - a* = a™.

Ri; = (a+e)+(ate)-(ate)-(ate) = Rly=e+a-(a+e)* b=¢c+aa*b
=ateta’=d Rly=b+a (a+e)-0=b

R, =b+(a+e) - (a+e) -b=b+a*b=a*b Ry =040 -(a+e) (at+e)=0

Riy=0+(a+e) (ate)-0=0 Rl=0+0 (a+e) b=0

Riy=a+a- (a+e)* (a+¢e)=a+aa* =aa* Rly=(b+e)+0-(a+e) - D=b+e

V druhém kroku budeme hodné pouzivat vztah (e + aa*b)* = (aa*b)*.
R} =a* +a*b- (¢ + aa*b)* - aa* = a* + a*b(aa*b)*aa*
R%, = a*b+a*b- (¢ + aa*b)* - (¢ + aa*b) = a*b+ a*b(aa*b)* = a*b(aa*b)*
R2, =0+ a*b- (e + aa*b)* - b = a*b(aa*b)*b
R%, = aa* + (¢ + aa*d) - (¢ + aa*b)* - aa* = (aa*b)*aa*
R%, = ¢+ aa*b + (¢ + aa*d) - (¢ + aa*b)* - (¢ + aa*b) = (aa*b)*
R%, = b+ (e + aa*b) - (¢ + aa*b)* - b = (aa*b)*b
R =0+0-(c+aa*b)* -aa* =0
R%L, =0+0-(c+aa*b)* - (¢ + aa*b) =0
R, =b+e+0-(c+aa*b)* - b=b+e

Protoze mame pouze tii stavy, treti krok je posledni. Zde neni tfeba vypocitavat vyrazy pres
vSechny dvojice stavi. Potfebujeme pouze ty cesty, které vedou z pocateéniho stavu do nékterého
koncového. V automatu jsou dva koncové stavy, dostaneme tedy dva regularni vyrazy.

R3, = a*b(aa*b)* + a*b(aa*b)*b- (b+¢)* - 0 = a*b(aa*b)*
R3, = a*b(aa*b)*b + a*b(aa*b)*b - (b+¢€)* - (b +€) = a*b(aa*b)*b + a*b(aa*b)*b - b* =
= a*b(aa*d)*b - (¢ + b*) = a*b(aa*b)*bb*
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Vysledkem je regularni vyraz odpovidajici jazyku rozpoznadvanému danym automatem:

R == R2+R13—

= a*b(aa™d)* + a*b(aa™b)"bb* = a*b(aa™b)*

(e + bb*) = a*b(aa*b)*b*

Priklad

Zjistime regularni vyraz odpovidajici jazyku rozpoznavanému néasledujicim automatem:

< 1vs vr s 0.
Nejdfiv vytvofime mnoziny Ry

R11*5 RZlfa
R} =0 Ry, =¢
R(l)gz(ﬁ RO3—b
R(l)4:a R24:@

al|b
4

Ve étyfech krocich (¢islo kroku je v hornim indexu) zjistime dalsi mnozZiny:

Rly=c+e-c*e=¢ Rij=a+a-e=a
Rly=b+e-e*-b=b Rly=c+acb=c+ab
Rly=0+e-e*0=0 Rl=b+0=0b
Rl,=a+e-a=a R}, =0+ aca = aa

R11 = ¢+ b(ab)*a = (ba)*

R3, = b+ b(ab)*(e + ab) = b(ab)*
R2, = 0+ b(ab)*b = b(ab)*b
R?, = a+ b(ab)*aa = a + ba(ba)*a = (ba)*a
R%, = a+ (¢ + ab)(ab)*a = (ab)*a
R3, = (ab)*

RZ, = b+ (e + ab)(ab)*b = (ab)*b
R%, = aa + (¢ + ab)(ab)*aa = (ab)*aa

R} = (ba)* + 0 = (ba)*

R3; = b(ab)* + 0 = b(ab)*

R35 = b(ab)*b + b(ab)*ba*(a + €) = b(ab)*ba*
R}, = (ba)*a+0 = (ba)*a

—1 2
2 3
~—3
— 14
Ry, =10 RY, =10
R, =10 Ry =10
Rg3:a+e R43—a
Ry, =10 Ry, =¢
R§1:® RL:@
R§2:® R4112:®

Rli=a+e+0=a+ec Riz=a+0=a

R:]é4:® Ri4:€+®:€
31—®+@ 0

R =a+e+0=a+e

R§4:®

R1211:®

R%, =10

Rig a—l—@-a

2
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R} =10 R =0
R§2:@ Rizz(b
Ri;=a+e+(a+e)a*(ate)=a* R}, =a+aa*(a+¢) = aa*

Ve ¢tvrtém kroku nas zajimaji pouze cesty vedouci z pocatecniho stavu do koncovych stavi:
R}; = b(ab)*ba* + (ba)*a - €* - aa* = b(ab)*ba* + (ba)*aaa* = (ba)*bba* + (ba)*aaa*
R}, = (ba)*a + (ba)*a -e* - = (ba)*a

Regularni vyraz odpovidajici jazyku zadaného automatu je

R = Riz+Riy =
= (ba)*bba™ + (ba)*aaa™ + (ba)*a = (ba)*(bba™ 4+ aaa™ + a)

Ukol

Zjistéte regularni vyraz odpovidajici jazyku nésledujicich kone¢nych automatii:

o J
—O—"=G
a %

®

I¥"|  Poznamka:

V predchozi sekci jsme pro minimalizaci automatu pouzili postup vyuzivajici poznatky z algebry. Jinou
moznosti by byl nasledujici postup:

e vezmeme deterministicky koneény automat a vytvorime k nému alternativni automaty takové,
ze jejich definice bude naprosto stejna, az na pocatecni stavy: za pocatecni stavy v téchto alter-
nativnich automatech budeme povazovat postupné vSechny stavy automatu (tedy ziskdme tolik
alternativnich automati, kolik je stavit v mnoziné @),

e sestrojime regulédrni vyrazy odpovidajici jazykiim postupné vSech alternativnich automatd,

e pokud reguldrni vyrazy pro nékteré stavy (coby pocatecni v alternativnim automatu) budou

ekvivalentni, pak je prohlasime za zaménitelné a slouc¢ime.

N 4

si ukdzeme na prikladu.

Priklad

Minimalizujeme nésledujici konecny automat — je to tentyz jako v pfikladu na strané 19.
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H@%@%@ Sk

— 1
Q 21314
@ +«— 3

4(13]4

Potitebujeme zjistit reguldrni vyrazy odpovidajici cestam z jednotlivych stavii do koncovych stavi.

Mame ¢tyti stavy, dojdeme tedy ke ¢tyfem regularnim vyraztm.

R} =¢ Ri=¢ Rf =¢ R =¢
R} =a Riy=a Riy=a Riy=a
Ry, =1 Ri; =10 R, =aa R}, = aa
Ry =0 R, =0 R?, = ab R}, = ab
Ry, =10 Ry =0 R3, =10 R3, =0
RY, =¢ R, =¢ R, =¢ RS, =¢
R =a Ris=a R3s =a R =a
Ry =1b Ry =1b R, =1b Ry =b
RS, =10 Ry =0 R 0 R} =0
Ry, =0 Rl =0 R2, =0 RS, =10
RY); =¢ Ri;=¢ R, =¢ R}, =¢
RY, =0 Rl =0 RZ, =0 R, =0
R41:® R}u:@ Rilzm R41:®
RY, =0 Rl, =0 R2, =0 RS, =0
Ry =a Rl;=a R, =a R} =a
Ry, =b+e Rl,=b+e R2,=b+e R}, =b+e

Zajimaji nas pouze cesty vedouci z jednotlivych stavii do koncovych stavi (coz je jen stav 3), proto

zjistime pouze tyto regularni vyrazy:

R}; = aa + abb*a = ab*a
R33 = a+ bb*a = b*a
4 _
R33=¢
Ri;=a+ (b+e)b*a=a+b*a=b*a
Pii porovnani zjistime, ze vyrazy R3; a Ri; se rovnaji, proto jeden z nich mtizeme odstranit. Je
jedno, ktery zvolime, jen nesmime zapomenout vSechny prechody vedouci do ruseného stavu presmé-

rovat do ekvivalentniho stavu.

(N, alb
O OOt
@ "D s

Vyhodou je, ze automat nemusi byt totalni, nevyhodou je slozita prace s regularnimi vyrazy, predevsim

jejich porovnavani neni jednoduché.



Kapitola

Bezkontextové gramatiky

2.1 Upravy bezkontextovych gramatik
2.1.1 Prevod na nezkracujici bezkontextovou gramatiku

Nezkracujici bezkontextova gramatika bud viibec neobsahuje e-pravidla (pokud v jazyce generova-
ném gramatikou neni prazdné slovo), anebo existuje jediné takové pravidlo, a to pro startovaci symbol
gramatiky, pak ale pak se startovaci symbol nesmi vyskytovat na pravé strané zadného pravidla (to
znamena, ze v kazdé derivaci se vyskytuje pouze na jejim zacatku, pak uz ne).

P1i pfevodu na nezkracujici gramatiku odstranujeme e-pravidla tak, ze ,simulujeme® jejich pouziti.
Kdybychom vsak pouze simulovali pouziti e-pravidel, mohli bychom se dostat do rekurze, které se vsak
chceme vyhnout.

Je déna gramatika G = (N, T, P, S). Vytvofime mnozinu N, v8ech neterminald, které lze (tfeba
i po vice nez jednom kroku) pfepsat na prazdné slovo €.

Postup je iteracni: mnozina N. o (baze) bude obsahovat pravé ty neterminaly, pro které existuje
e-pravidlo. V dalsich krocich do této mnoziny pridavdme netermindly, které lze piepsat na Fetézec
skladajici se pouze ze symbolii, které byly do této mnoziny piidany v pfedchozich krocich, tj.
Nei=N.iiU{XeN : X—>a ae N1}

Vytvofenou mnozinu N, pouzijeme nasledovné:

e postupné zpracujeme vSechna pravidla gramatiky kromé epsilonovych, ta odstranime (ignoru-

jeme), a to dle nésledujicich bod,

e na pravé strané pravidla hleddme vSechny vyskyty symbolt patficich do N,

e do vysledné mnoziny pravidel pfiddme ptivodni pravidlo a pak vSechny jeho varianty, ve kterych

je odstranén jeden, dva, tii,... vyskyty symboli z N, (postupné vSechny mozné variace).
Takto vytvorenou mnozinu pravidel ozna¢me P’.
Pokud v jazyce L(G) neni slovo ¢, jsme hotovi a vyslednd gramatika je G’ = (N, T, P’, S). Pokud
v8ak v L(G) je prazdné slovo, musime ho zafadit i do jazyka upravené gramatiky:
e priddme novy netermindl S’, S’ ¢ N, ktery se stane novym startovacim symbolem,
e piiddme dvé nova pravidla S" — S | e.

Vyslednd gramatika pak je G’ = (N U{S'},T, P’ U{S" — S| e}, S").

27
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Piiklad

Podle pravidel gramatiky
G=({S,A,B,C,D}, {a,b,c,d}, P, S)
S — aAa | aa

A—BC|b

B—aC|cD|e

C— AAa|e

D — AAB |d

vytvofime tyto mnoziny:

N.o={B,C} podle B—¢, C —¢
N.1={B,C,A} podle A — BC
N.2={B,C,A,D} podle D — AAB

V dalsim kroku jiz nelze dalsi netermindl pfidat (ostatné vSechny uz v mnoziné jsou), proto ziskdme
N. =N.2={B,C,A,D}.
Pokud je na pravé strané pravidla néktery z neterminald obsazenych v mnoziné N, pak vytvorime
dalsi pravidla se ,simulovanym® pouzitim e-pravidel na tento netermindl, e-pravidla odstranime.
Fialovou barvou jsou zvyraznény netermindly obsazené v mnoziné N, (a tedy vytvofime pravidlo,
ve kterém je odstranime), modrou barvou pak nova pravidla.
S — aAa|aa|aa (vlastné mame dvé stejnd pravidla, jedno mize byt odstranéno)
A—BC|C|B|b
B—=aClaleD |ec
C— AAa| Aa|a
D — AAB | AB | B |d

Piiklad

Podivejme se na nasledujici gramatiku. Na prvni pohled se mtze zdat, Ze si vystacime s postupem
pouzitym v pfedchozim piikladu. OvSem ve skutecnosti do jazyka generovaného gramatikou patii
prazdné slovo, tedy bude nutnd dodatecnd tprava, aby tuto vlastnost méla i upravend gramatika.
G = ({S,A, B}, {a,b}, P, S)
S — AB|aS |bB|a
A—baB | e
B— AA|b
Opét rekurzivné vytvorime mnozinu Ng:
Neo = {A}
N.1={A, B}
Neo={A,B,S} = N.3=N;
Sestrojime mnozinu pravidel P’ (nové pfidana pravidla jsou zbarvena modfe):
S—AB|A|B|aS|al|bB|b|a
A — baB | ba
B—AAJA|D
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Podle toho, Ze v mnoziné N, je také startovaci symbol gramatiky .S, pozname, Ze do jazyka grama-
tiky L(G) pat¥i i prazdné slovo. Proto je tfeba pfidat novy startovaci symbol S’ a pro néj dvé pravidla
— prvni, kterym se napojime na ptvodni startovaci symbol, a druhé epsilonové.

G'={9,8S,A,B}, {a,b}, P", S') s pravidly
S"—S|e

S—AB|A|B|aS|a|bB|b

A — baB | ba

B—AAA|D

(2] Ukol

K nasledujicim gramatikam vytvoite ekvivalentni nezkracujici gramatiky.

G1 = ({S,A, B}, {a,b}, P, 5) Gy = ({S, 4}, {0,1}, P, S)
S — aSbA | ab S — S1S1|Ale

A — aAbA | e A—0A0|1

B — bAbB | b

Gsz = ({S, A, B}, {a,b}, P, 5) G4 =1{S,A,B}, {a,b}, P, 5)
S — BAa|aS | ¢ S — AB|BA|b
A—aA|e A—aaA e

B - bBA | e B — AA|bS |a

G5 = ({S>AaB}> {aab}a P, S) G6: ({S,A,B}, {CL, b}, P, S)
S — aABa | bS | b S — aAA|bB | e

A— aAA|bB | e A— AaB|ale

B —bB|aS|b B — BbAA | a

m

2.1.2 Redukce gramatiky

Ucelem redukce gramatiky je snizeni po¢tu symbolt a pFipadné pravidel pii zachovani generovaného
jazyka (tedy mizeme provadét pouze ekvivalentni Gpravy). Odstrariujeme
e nadbytecné netermindly (tj. netermindly, ze kterych nelze vygenerovat zadné terminélni slovo),
e nedostupné symboly (termindlni i neterminalni — nelze je vygenerovat ze startovaciho symbolu).
Zachovavame toto poradi — nejdiiv nadbytecné a pak teprve nedostupné. Pouzivime podobny postup
jako pii redukci mnoziny stavi kone¢ného automatu.
V obou pfipadech rekurzivné (pouZijeme indukei) tvofime mnozinu obsahujici vSechny symboly,
které v gramatice maji zustat. Formalni zépis pro gramatiku G = (N, T, P, S):
e QOdstranujeme nadbytecné neterminaly:
Ey=T (baze indukce — pouzijeme mnozinu termindlii)
Ei=E_ U{AeN : (A—>a)eP, ac E |}

(do nésledujici mnoziny vlozime obsah pfedchozi mnoziny a pfidame vSechny symboly, pro které
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existuje pravidlo, kde na pravé strané jsou pouze symboly z mnoziny z pfedchoziho kroku, pozor,
a muze byt i € — prdzdné slovo!)
Konc¢ime tehdy, kdyZz v daném kroku nepfidame Zadny symbol, Ey 1 = Ey = Eg.p, kde k je
nejmensi takovy index, pro ktery dand rovnost plati. Pak zjistime novou mnozinu neterminali:
N’ = NN Egef (protoze v mnoziné Fg.f jsou také terminaly).

e Odstranujeme nedostupné symboly (terminédlni i netermindlni):
So = {S} (baze indukce, za¢indme startovacim symbolem)
S;i=8-1U{Xe(NUT) : (A-aXpB)eP, AcS;_1}
(pfiddme vSechny symboly, které se nachézeji na pravé strané pravidel piepisujicich jiz zarazené

neterminély )

Konc¢ime opét tehdy, kdyz nedochdzi ke zméndm, S,11 = S, = Sgef, kde r je nejmensi takovy
index, pro ktery dana rovnost plati. Pak zjistime nové mnoziny terminalt a neterminali:
N'"=N'n Sdef

T=TnNnS§5 def

Piiklad

Redukujeme nasledujici gramatiku:
G=({S,A,B,C,D}, {a,b,c,d}, P, S)
S—=bS|bD|e

A — aCB |bAD

B —dB|d

C — bCC | aAbB

D —bA|cDb|aS |e

Nejdiiv odstranime nadbytecéné neterminaly. Rekurzivné vytvorime mnozinu vSech symbolu, které
jsou bud termindlni a nebo z nich lze vygenerovat terminélni fetézec (v pfipadé, Ze jde o neterminal).
Bazi rekurze je mnozina vSech termindli. V dalsich krocich pfidavidme netermindly z levych stran
pravidel, na jejichz pravé strané jsou pouze symboly, které jsme do nasi mnoziny pridali v pfedchozich
krocich (a nebo pro né existuje e-pravidlo).

Ey ={a,b,c,d}
Ey={a,b,c,d,S,B,D} (podle pravidel S — &, B —d, D — ¢)
Ey ={a,b,c,d,S,B,D} (podle pravidel S — bS | bD, B — dB, D — ¢Db| aS)

Protoze jsme do mnoziny No oproti mnoziné Ni nic dalsiho nepridali, rekurze konc¢i. MnozZina
neterminalt bude N N Ny = {S, B, D}, vyfadime neterminaly A a C vcetné vSech pravidel, kterd je
obsahuji na levé nebo pravé strané. Gramatika po odstranéni nadbytecénych symbold je nasledujici:
G' = ({S,B, D}, {a,b,c,d}, P, S)

S—=bS|bD|e
B —dB|d
D —cDblaS | e

Zbyvé odstranit nedostupné symboly. Postupujeme opét rekurzivné. Vytvofime mnozinu symbold,
které se nachdazeji v néjaké vétné formé v derivaci ze startovaciho symbolu. Za¢neme mnozinou ob-
sahujici pouze startovaci symbol, v kazdém kroku pridavame symboly, které se nachazeji na pravych

strandch pravidel prepisujicich symboly zafazené v piredchozich krocich.
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So = {5}
S1={S5,b,D} (podle pravidel S — bS | bD)
So ={S5,b,D,c,a} (podle pravidel D — ¢Db | aS)
S3 =59
7 postupu vyplyvéa, ze pokud v nékterém kroku pfiddme pouze terminalni symboly, v nasledujicim
kroku jiz nelze nic ptidat (protoze termindly se nepfepisuji zddnym pravidlem) a rekurze konéi. Je
ziejmé, ze nedostupny netermindl je jeden (B) a termindl taktéz jeden (d). Redukovana gramatika (t;j.
jiz. bez nadbytecnych i nedostupnych symboli) je néasledujici:
G" = ({S,D}, {a,b,c}, P", S)
S —=bS|bD|e
D —¢Db|aS | e

E Ukol

Redukujte tyto gramatiky:

G1=({S,A,B,C,D}, {a,b,c,d}, P, S) G =({S,A,B,C,D,E}, {0,1,2,3}, P, S)
S —aBa|bA|c| ABc S — ABO|2E | Al | ¢
A — aA|dD | bDa A—0A0|1B|1S
B — aB | bA|bS B—01B|1D | EB
C —aSc|cC|c C—2A]15]|0
D — dD | aAb D - D1|3B
E — 0E1|1B
Gs = ({S,A,B,C,D}, {a,b,c}, P, S) Gs= ({S,A,B,C,D}, {a,b,c}, P, S)
S —aD|bBD |c S — BaD |a
A — bbB | aA A—aS|cc
B = bB | adb B —bSB|DC | ¢
C—aD|b C — aSDC | bSC
D — ¢S |aDD | ¢ D —aC | Da| BS

m

2.1.3 Odstranéni jednoduchych pravidel

Jednoduché pravidla jsou takova pravidla, na jejichz pravé strané mame jen jediny symbol, a to
netermindl, napriklad A — B. Jednoducha pravidla zbytecné prodluzuji vypocet a v nékterych algo-

ritmech mohou byt pfekazkou pri analyze ¢i programovani.

= Poznamka:

Piipadné e-pravidla by ndm mohla zajistit efekt jednoduchych pravidel dodateéné (napfiklad pokud
mame pravidla A — BC, B — ¢, pak je mozné derivace A = BC = C, coz je vlastné totéz, jako kdyz

pouzijeme pravidlo A — C), je t¥eba pfedem pfevést gramatiku na nezkracujici.
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Pokud jednoduché pravidla chceme odstranit, méizeme jednoduse nahradit symbol na pravé strané
jednoduchého pravidla celou mnozinou pravidel, na ktera se tento symbol pfepisuje. Naptiklad pokud
existuji pravidla B — a | 8 | 7, pak jednoduché pravidlo A — B nahradime pravidly A — o | 8 | v
(v derivaci to bude znamenat zkréceni odvozeni o jeden krok — zpracovani jednoduchého pravidla).
Protoze touto ndhradou mizeme opét pro dany netermindl dostat jednoduché pravidlo, postup je
rekurzivni a 1ze ho zjednodusit pfenesenim rekurze na mnoziny neterminélti podobné jako v pfedchozich
postupech. Vytvafime mnoziny N4 postupné pro vSechny netermindly A € N, které inicializujeme
jednoprvkovou mnozinou obsahujici netermindl v indexu oznaéeni mnoziny (tj. v tomto pfipadé A).
Jde o mnoziny neterminélii, jejichz pravidla se pomoci jednoduchych pravidel maji postupné pfipsat

do mnoziny pravidel pro dany neterminal A.

Piiklad

Odstranime jednoduché pravidla v nasledujici gramatice:

G=({S,A,B,C}, {a,b}, P, 5)

S —aBa| A

A—aA|B

B—bB|AB|C e

C—=bA|D

Nejdiiv prevedeme gramatiku do tvaru nezkracujici gramatiky:

N. ={B,A,S} = G ={95,S5A,B,C}, {a,b}, P, S
S’ —S|e
S —aBa|aa| A
A—aAla|B
B—bB|b|AB|A|B|C
C—0bA|b

Rekurzivné vytvorime mnoziny Ng, Ng, Na, Np, Nc. Na zacatku rekurze, v bazi, bude v dané

mnoziné pouze ten symbol, pro ktery mnozinu tvorime, tj. napiiklad Ngo = {S}.
NS/,O = {S/}

Ng1 ={5",S} (podle " — S)

Ngio={5",S,A} (podle S — A)
Ngr3={5",5,A,B} (podle A— B)

Ng 4 ={5,5,A,B,C} = Nyo3 =N (podle B— C)
Ngo={S}

Ng1={S,A} (podle S — A)

Ngo={S,A, B} (podle A— B)

Ng3={S,A,B,C} = N4 = Ns (podle B — C)
Nao={A}

Na1=1{A, B} (podle A— B

Na2={A,B,C} =Ny3= Ny (podle B— C)
Npo={B}

Np1={B,C} =Nps=Na (podle B— C)

Nego ={C} = Nca = No
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7 gramatiky odstranime vSechna jednoduché pravidla. Po jejich odstranéni pak pouzijeme vytvo-
fené mnoziny — pokud napftiklad pro neterminal A je Ny = {A, B, C'}, pak v gramatice pro neterminal
A pouzijeme vSechna pravidla, kterd v pivodni gramatice byla pro netermindly A, B,C' (konkrétné:
v pravidle bude pred Sipkou ten symbol, ktery mame ve spodnim indexu oznaceni mnoziny, za Sipkou
budou pravé strany pravidel pro neterminaly z dané mnoziny z ptivodni gramatiky, pficemz ptivodni
jednoduchd pravidla ignorujeme).

G'={9,S A, B,C}, {a,b}, P", 5

S’ — |aa|aA|a|bB|b| AB|bA|b]e
S — |aa |aAla|bB|b|AB|bA|b
A—aAla|bB|b|AB|bA|Db

B —bB|b|AB|bA|b

C—bA|b

Podivdme se na par derivaci v ptivodni gramatice G a nové gramatice G':
G: S=A=B=C=bA=0bb G: S=aBa= aa
G': S =0bA=0bb G': S =aa

(2] Ukol

Odstrante jednoduché pravidla z nasledujicich gramatik:

G1= ({5, 4, B}, {0,1}, P, S) G2 = ({S,A, B}, {a,b}, P, S)
S —0A1| B |e S —aA|bB|A
A—1S|S|B A—bAb| S | ¢
B—1A]S5|0 B —aBa|Ala

m

2.1.4 Leva a prava rekurze

Gramatika je rekurzivni zleva, pokud v ni existuje derivace A =1 Ac«, gramatika je rekurzivni
zprava, pokud v ni existuje derivace A =1 a A, kde A je néktery neterminal gramatiky, o je jakykoliv
fetézec z terminald a netermindli.

Leva nebo prava rekurze nam muize branit v nékterych dalsich tpravéach a nebo v naprogramovani
postupu popsaného gramatikou (ano, ¢tete dobie, piSe se tady o programovani podle gramatiky, blizsi
informace v pfedmétu Piekladace). Obvykle ndm vadi jen leva a nebo jen prava rekurze, proto jejich
odstranéni fesime jednoduse prevodem na tu, kterd ndm nevadi. Pfi odstranovani rekurze vychazime
z toho, ze k témuz Tetézci lze dojit vice rliznymi zptisoby.

Postup je nasledujici:
1. Pfedbézné tpravy: prevedeme gramatiku do tvaru vlastni gramatiky, tj.
e prevedeme do tvaru nezkracujici gramatiky,

e odstranime jednoducha pravidla,
e odstranime nadbytecné a nedostupné symboly.

2. Levou rekurzi prevedeme na pravou rekurzi.
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V druhém bodu vychézime z této myslenky: predpokladejme, ze mame sadu pravidel pro tentyz neter-
minal, oznac¢me
A— Aoy |Aag | ... Aay, | B | B2 | -+ | Bk
kde fetézce 5;, 1 < i < k zacinaji jinym symbolem nez A
Je zfejmé, zZe tato pravidla v rekurzi vygeneruji retézec, na jehoz zacatku bude néktery z podietézct
B; a bude néasledovat libovolny pocet podfetézcii oj, napiiklad:
A= Aag = Aasas = Aasasag = PByasaisa
Je tfeba tedy sestavit pravidla takova, aby byly generovany tytéz Tetézce, ale bez levé rekurze.
Ptvodni sadu pravidel nahradime jinou sadou:
A= BB |[BB|...[BB|B1]B2].. | B
B—-aBlwB|...|ay,Blaj|as|...|a,
Predchozi derivaci podle ptivodnich pravidel by odpovidala néasledujici derivace:
A = BB = [gasB = fBgasas B = Bgasasas

Vidime, Ze je generovan tentyz retézec, jen v opa¢ném poradi — zleva misto zprava, tedy levou
rekurzi jsme nahradili pravou rekurzi.
Vyse uvedeny postup pouzijeme tehdy, kdyz nam vadi e-pravidla. Pokud nevadi, mizeme postu-
povat takto:

Ptvodni sada pravidel:

A—)A(},l ’A(J/Q ‘ ...A()é"’51 |ﬁ2 ‘ ‘6k
Nahradime je touto sadou pravidel:

A= BB|BB]...| BB
B—aB|asB|...|a,B|e

Odpovidajici derivace by byla nasledujici:
A= ,BgB = ,88&2B = 68(12(153 = ﬁg()&g(%g)ong = 68(12(},’5(%3

Derivace pak bude o jeden krok delsi, ale na druhou stranu mame oproti vysledku piedchoziho

postupu zhruba poloviéni pocet pravidel.

=3 Poznambka:

Pozor — provedenim vyse naznacenych tprav mutizeme opét ziskat levé rekurzivni pravidla, tedy postup
je tfeba provadét tak dlouho, dokud se nezbavime levé rekurzivnich pravidel.
Jinou moznosti je tprava algoritmu tak, aby Fesil levou (nebo pravou) rekurzi obecné, nikoliv jen

primou levou (pravou) rekurzi.

Piiklad

Nasledujici gramatiku zbavime primé levé rekurze.
Gramatika je nezkracujici, neobsahuje jednoducha pravidla, neobsahuje ani nadbytecné a nedo-
stupné symboly, miizeme tedy pfimo prikrocit k odstranovani levé rekurzivnich pravidel.
G = ({S,A, B}, {a,b,c}, P, S)
S — aAb|b
A— Aa|bB | ab
B — Ba| Bb | ca
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Piimé leva rekurze je v pravidlech A — Aa a dile B — Ba | Bb. Nejdiiv vyfesime prvni z téchto

pravidel — pro netermindl A. Mnozinu pravidel A — Aa | bB | ab nahradime jinou mnozinou, kterd

generuje tentyz fetézec. Jak mize vypadat derivace z neterminalu A?

A = Aa = Aaa = Aaaa =* Ad’ = bBa' (generujeme zprava doleva, a to nejdiiv rekurzivnim

pravidlem, rekurze je pak ukonéena vlevo nékterym nerekurzivnim pravidlem).

Stejny fetézec lze generovat pravou rekurzi, a to pfidinim nového neterminalu a tipravou pravidel

(ptvodni pravidla jsou A — Aa | bB | ab):
A — bBA" | abA" | bB | ab
A= aA' la
Derivace ze symbolu A pak vypada néasledovné:
A= bBA' = bBaA' = bBaaA' =* bBa'~'A’ = bBa’
Pravidla B — Ba | Bb | ca nahradime pravidly
B — caB' | ca
B'—aB'|bB' |a|b
Vytvorili jsme tedy ekvivalentni gramatiku bez pfimé levé rekurze:
G'=({S,A A BB}, {a,b,c}, P, S)
S — aAb|b
A — bBA" | abA" | bB | ab
A —aA |a
B — caB' | ca
B'—aB'|bB' |a|b

Jak bude gramatika vypadat, pokud pouzijeme druhy postup (s e-pravidly)?
G"=({S,A A", B,B'}, {a,b,c}, P", S5)
S —aAb|b
A — bBA' | abA’
A= aA | e
B — caB’
B'"— aB'|bB' | e

Priklad

Odstranime levou rekurzi v nasledujici gramatice:
G = ({S,A,B}, {a,b,c}, P, S)

S —bAa|c|A

A — Bal|b| Abb

B — aBb | Bbc | cale

Tato gramatika neni vlastni. Je tfeba nejdiiv pfevést ji na nezkracujici, odstranit jednoducha

pravidla a teprve potom muzeme odstranit levou rekurzi.

1. Odstranime e-pravidla (resp. jediné, B — ¢):
G' = ({S,A, B}, {a,b,c}, P, S)
S—bAalc|A
A— Balal|b| Abb
B — aBb | ab | Bbc | be | ca
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2. Odstranime jednoduché pravidlo S — A:
G" = ({S, A, B}, {a,b,c}, P", S)
S —bAa|c|Ba|a|b| Abb
A— Balal|b| Abb
B — aBb | ab | Bbc | be | ca

3. Odstranime pfimou levou rekurzi. Pravidla A — Ba | a | b | Abb nahradime pravidly

A — BaA'|aA" |bA" | Ba|alb
A" — bbA" | bb

Daéle pravidla B — aBb | ab | Bbc | be | ca nahradime pravidly

B — aBbB' | abB' | aB' | beB' | caB’ | aBb | ab | be | ca
B' — beB' | be
Vytvorili jsme tuto gramatiku:
G" =({S,A,A",B,B'}, {a,b,c}, P", S)
S —bAa|c|Ba|al|b| Abb
A — BaA' | aA" |bA" | Ba|al|b
A =5 bbA | bb
B — aBbB' | abB’ | aB' | |bcB' | caB’ | aBb | ab | be | ca
B' — beB' | be

Alternativné druhym uvedenym postupem:
G" = ({S,A,A",B,B'}, {a,b,c}, P", S)
S —bAa|c|Ba|al|b| Abb
A — BaA' | aA" | bA’
A" — bbA | e
B — aBbB' | abB' | aB' | beB' | caB’
B beB' | e

Piiklad

Odstranime pfimou pravou rekurzi v této gramatice:
G = ({S,A, B}, {a,b,c}, P, S)
S — aAb| AB
A—abA|c|Sc
B —bbB | cB|a
Jde o vlastni gramatiku, nemusime ji pfedem do tohoto tvaru upravovat. Postupujeme stejné jako
u odstranéni levé rekurze, jen zaménime levou a pravou stranu. Pfidadme nové neterminaly a upravime
pravidla.
Z neterminalu A muze byt napiiklad tato derivace:
A = abA = ababA =* (ab)'A = (ab)‘c
Pravidla A — abA | ¢ | S¢ nahradime pravidly
A— Ac|ASc|clSe
A" — Alab | ab
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Derivace z neterminalu A se zméni:
A= A'c = Alabc = A'ababc =* A'(ab)""lc = (ab)'c

Vygenerovany fetézec je tentyz, ale zatimco u pravé rekurze byl generovan zleva doprava, u levé
rekurze je generovan opacné — zprava doleva.

Podobné upravime pravidla B — bbB | ¢B | a:
B— Bala

B"— B'bb | B'e | bb | ¢
Vychazi nam tato gramatika: Nebo pfi pouziti e-pravidel:
G/ = ({57 A7 A/7B7B/}7 {a’ b’ C}? P/7 S) G// = ({S’ A’ A,’ B’ Bl}’ {a7 b? C}’ Pl/? S)
S — aAb| AB S — aAb| AB
A— Alc| A'Sc|c] Se A— Alc| A'Se
A" — Alab | ab A — Alab | e
B— Bala B — B'a
B"— B'bb | B'e|bb|c B'— B'bb | B'c|e

Rekurze miize byt také neprimd, napiiklad v pravidlech
A — Bba | a
B — Aab| b
Levou rekurzi, véetné neprimé, odstranime tak, ze pravidla pfevedeme do tvaru, kdy prava strana

pravidla zac¢ina neterminalem pouze za presné urcenych okolnosti. Postup:

1. Stanovime poradi neterminédli. Muzeme si je napiiklad oznacit indexy, pfejmenovat nebo jed-
noduse urcit jejich potadi. Necht pofadi neterminalii je (Ay, As,. .., Ay,). Ugelem algoritmu je
upravit pravidla tak, aby mohla zacinat pouze neterminaly s vyssim indexem nez je index prepi-
sovaného neterminalu. Tim zcela odstranime levou rekurzi.

2. Pro netermindly A;, A;, 1 < 1,7 < n postupné transformujeme pravidla. Pro prvni krok stano-

vime i =1,5 = 1.

e Pokud j < i a existuje pravidlo 4; — Aja, kde « je jakykoliv Fetézec (tj. pravidlo pro A;
zaCind neterminalem Aj;), pak symbol A; v pravidle nahradime postupné vSemi pravymi
stranami pravidel pro A;, napiiklad
A; = AjabB
A; = bDAa | CAja
Prvni z uvedenenych pravidel nahradime pravidly A; — bdA;aabB | CAjaabB. Provedeme
j=7+1L

e Pokud j = 7, pak odstranime pfimou levou rekurzi podle postupu, ktery uz zndme. Prove-
deme j =35+ 1.

e Pokud j > ¢, provedeme t =i+ 1, j = 1.

3. Bod 2 postupu provedeme pro vsechna i, 1 < ¢ < n.

Aby byl postup pouzitelny, musi byt uplatnén pouze na vlastni gramatiku. Postup pro pravou rekurzi

je obdobny, jen zaménime levou za pravou stranu.
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(%] Priklad

Odstranime levou rekurzi véetné nepfimé v nasledujici gramatice:
G = ({S,A, B}, {a,b,c}, P, S)

S—aA|AB|b
A— SBa|a
B — Bb| Aa|c

Ptfima leva rekurze je zde jen v jednom pravidle, ale nepfimé rekurze se tyka vice pravidel. Grama-
tika je vlastni, neni tfeba ji do tohoto tvaru upravovat. Stanovime pofadi neterminalii: (Aj, Ao, A3) =
(S, A, B).

ei=1j=1:

neni tfeba upravovat, pravidla pro S neobsahuji pfimou rekurzi.
ei=2 j=1:
jedno z pravidel pro A za¢ind neterminalem s ,nizsim indexem*, S; upravime:
A — aABa | ABBa | bBa | a
e (=2 7=2:
feSime pfimou rekurzi (protoze i = j):
A — aABaA' | bBaA' | aA’ | aABa | bBa | a
A" — BBaA' | BBa

e =3, 57=1:
za4dné z pravidel pro B nezacina symbolem S
e =3, j=2:

zména se tyka druhého pravidla pro symbol B (za¢ind symbolem A, jehoz index je 2). Pfi na-
hrazeni symbolu A v tomto pravidle pouzijeme jiz upravena pravidla pro A:
B — Bb|aABaA'a | bBaA'a | aA’a | aABaa | bBaa | aa | ¢
°oi=3 j=3:
odstranime pfimou rekurzi:
B — aABaA'aB' | bBaA’aB' | aA’aB’ | aABaaB' | bBaaB' | aaB' | ¢B’ |
aABaA’a | bBaA'a | aA’a | aABaa | bBaa | aa | ¢
B'"—=bB'|b
Cela gramatika bez levé rekurze:
G'=({S,A A" B,BY}, {a,b,c}, P, S)
S—aA|AB|b
A — aABaA' | bBaA' | aA’ | aABa | bBa | a
A" — BBaA' | BBa
B — aABaA'aB' | bBaA'aB' | aA’aB' | aABaaB' | bBaaB' | aaB' | ¢B’ |
aABaA'a | bBaA'a | aA’a | aABaa | bBaa | aa | ¢
B'"—bB'|b

Odstranénim pfimé rekurze rozsirujeme mnozinu neterminali, proto je nutné dynamicky upravo-
vat také nadefinovanou posloupnost neterminald urcujici poradi. Neterminaly s pravidly, které takto

vytvofime, je tfeba zahrnout do algoritmu.
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Piiklad

Odstranime levou rekurzi v nésledujici gramatice:
G = ({S,A, B}, {a,b}, P, S)

S —aA|bB

A — BaA | ab

B — BaA|b

e { =1, 7 =1: neni tfeba upravovat, pravidla pro S neobsahuji pfimou rekurzi.
e ;=2 j=1,2: neni tfeba upravovat, pravidla pro A nezacinaji symboly S a A.
e i =23, 7 =1,2: neni tfeba upravovat, pravidla pro B nezacinaji symboly S a A.
e =23, j =3 : odstranime pfimou rekurzi.
B —bB'|b
B’ — AaB' | Aa
Ménime posloupnost: (Ay, A, A3, Ay) = (S, A, B, B)
e 1 =4, j =1 : neni tfeba upravovat, pravidla pro B’ neza¢inaji symbolem S.
o =4 j=2:
B’ — BaAaB' | abaB' | BaAa | aba
1=4, j=3:

B’ — bB'aAaB’ | baAaB' | abaB’ | bB'aAa | baAa | aba
e { =4, j =4: neni treba upravovat.

Vysledna gramatika:
G' = ({S,A,B,B'}, {a,b}, P, S)
S —aA|bB
A — BaA | ab
B—bB |b
B' — AaB' | Aa
B’ — bB'aAaB’ | baAaB' | abaB' | bB'aAa | baAa | aba

Ukoly

1. Odstraiite levou rekurzi v téchto gramatikach (zvazte, zda neni tfeba gramatiku pfedem upravit):

G1 = ({S,A, B}, {a,b,c}, P, 5) Ge = ({S, A, B}, {a,b}, P, S)

S —aAB|b|SB|e S — AB | BA

A —bA| Aac| AB | a A — ABbA | bA | e

B - BbA|c B SA|a|BbA

G3 = ({S’ A? B}’ {a7 b}’ P’ S) G4 = ({E’ T? F}’ {Z7 +? *7 (7)}7 P7 S)
S—AB|a E—-E+T|T

A — AaB | Sb | ba T—-Tx*xF|F

B — BB|b|Ab|¢e F—(E)|i
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2. Odstrante pravou rekurzi v téchto gramatikach (pfip. gramatiku pfedem upravte):

G1 = ({S,4,B}, {0,1}, P, S) G2 = ({S, A, B}, {a,b}, P, S)
S —11A|01B | e S — aAb|abB | ASA

A— 114 | B01| 10 A—bA|B|e

B — 013 | 00AB | 1A1 | 01 B — bbB | abAB | abb

[2]

2.2 Normalni formy bezkontextovych gramatik

Normalni formy (¢ehokoliv) slouzi k usnadnéni porovnavani a pfipadnych dalsich tprav, normované
gramatiky se také vyuzivaji pro zjednoduseni nékterych dikazt. V pripadé bezkontextovych gramatik

lze vyuzit Chomského normalni formu (CNF) a Greibachové normélni formu (GNF).

2.2.1 Chomského normalni forma

Gramatika G = (N, T, P,S) v Chomského normélni formé (znac¢ime CNF) mé vSechna pravidla
v jednom z néasledujicich tvari:

e A — BC, tedy na pravé strané dva neterminély,

e A — a, tedy na pravé strané jeden terminal, a nebo

e S — ¢ —pouzev piipadé, Ze S se nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla (tj. toto pravidlo

lze vyuzit pouze na zacatku derivace).

Postupujeme takto:
1. Prevedeme gramatiku do tvaru vlastni gramatiky (tj. pfevod na nezkracujici gramatiku, odstra-
nime jednoduché pravidla, odstranime nadbyteéné neterminaly).

2. Pravidla, kterd maji na pravé strané jen jeden symbol (ptjde vzdy o terminél, protoze jedno-
duché pravidla jsme jiz odstranili), nechdme — odpovidaji pozadavkim na normalni formu; dale

zpracovavame jen pravidla, jejichz pravd strana md deélku alesport 2.

3. Pro kazdé pravidlo A — «a, kde |a| > 1, provedeme tyto tGpravy:

e kazdy termindl a v fetézci o nahradime novym (nové vytvorenym) neterminalem N, (podle
dolniho indexu pozname, ktery terminal byl nahrazen), napiiklad pravidlo A — BaAbca
zaménime za pravidlo A — BN,ANyN.Ng,

e vytvorime nova pravidla N, — a pro kazdy terminal a.

4. Délku pravych stran vSech pravidel omezime na nejvyse 2 takto: pro kazdé pravidlo ve tvaru
A — B1ByBs...B,, n> 2, vytvorime mnozinu pravidel
A— Bi1 X,
X1 — By Xy

Xn—3 — Xn—2Bn—2
Xn—2 — Bn—an

Ptvodni pravou stranu pravidla vlastné generujeme po symbolech ve sméru zleva.
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Napriklad pravidlo A - BC DEF nahradime mnozinou pravidel

A— BX,
X — CXo
X9 = DX3
X3 — EF

Neterminaly X7, ..., X,,_o, které pouzivime pti propojeni generovani pravé strany ptivodniho pravidla,

musi byt nové, tedy rtizné pro riiznéd pravidla, kterd takto upravujeme.

Piiklad

Nésledujici gramatiku pfevedeme do Chomského normalni formy:
G = ({S,A, B}, {a,b,c}, P, S)

S — aBAc|c

A— Ab|e

B—bB|AS|a

Tato gramatika neni vlastni. Nejdriv odstranime e-pravidlo A — €.

S — aBAc|aBc|c
A— Ab|b
B—bB|AS|S|a
Jedno z pravidel je jednoduché (B — S), to je tfeba odstranit:
S — aBAc|aBc|c
A— Ab|b
B —bB|AS|aBAc|aBce|c|a

Vsechna pravidla, jejichz prava strana je dlouhd alespon 2 symboly, upravime — terminély nahra-

dime prislusnymi neterminaly:
S — NgBAN. | NgBN,. | ¢

A— ANy | b

B — NyB | AS | NyBAN,. | NyBN. | ¢ | a
N, —a

Nb—>b

N, —c

Vsechna pravidla s pravou stranou delsi nez 2 zkratime a ziskame tuto gramatiku:

GCNF = ({SaA’B’ NaaNb,Nm X17X27X33X4>X5aX6}’ {a,b,c}, Pl? S)

S — No X1 | N X3¢ B = NyB | AS | NoX4 | NoXg | c|a
X1 — BXy X4 — BX;
Xy — AN, X5 — AN,
X3 — BN, X¢ — BN,

Jedna z derivaci v ptivodni gramatice G:
S = aBAc = aaAc = aaAbc = aabc

Derivace stejného slova v gramatice G” (po predbézné upravé):
S = aBAc = aaAc = aabc

Obdobné ve vysledné gramatice Gonr:
S = N, X1 = aX| = aBXy = aBAN,. = aBAc = aaAc = aabc

A%ANb‘b
N, = a
Ny — b
N. — ¢
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Ukol

Nésledujici gramatiky prevedte do Chomského normélni formy:

Gi1=({S.A,B}, {a,b}, P, S) Go = ({S,A,B}, {0,1}, P, S)
S — AaB | ba | aA S—0B|1A|¢

A — aAB | aAb | ab A —10A1| AB | e

B — bBASbH | b B — A1B01|151|0

Gs = ({E,F,G}, {a,b}, P, E) Gy = ({S,A,B}, {0,1}, P, 5)
E — aaF | GF | b S — 01ABO | 10BA1 |

F — aFaa | ¢ A — 1AB1AB1| 111

G — aFGWG | e B—0B|0

Gs = ({S,A, B}, {a,b}, P, S) Gs = ({S,A, B}, {0,1}, P, S)
S — aAbB | ¢ S —0A1|1B0 | e

A —aA|al| Bba A— 00AB |1

B—blaSb| A B—15|0

m

2.2.2 Greibachové normalni forma

Gramatika je v Greibachové normélni formé (znac¢ime GNF'), pokud vSechna pravidla této grama-

tiky jsou v jednom z téchto tvari:

e A - aB1By...B,, n > 0, tedy na pravé strané je vizdy jeden terminal a néasleduji pouze
neterminaly (nemusi byt zadny netermindl),
e S — ¢ (S je startovaci symbol gramatiky), a to pouze v pripadé, ze S se nevyskytuje na pravé

strané zadného pravidla (tj. toto pravidlo lze vyuzit pouze na zacatku derivace).

Podobné jako u pfevodu na Chomského normalni tvar, i zde budeme gramatiku predem upravovat.
Moznost existence e-pravidla pouze pro startovaci symbol znamena nutnost prevést gramatiku na
nezkracujici. Déle odstranime jednoduché pravidla a pfipadné také nadbyte¢né symboly.

Kromé toho je zde pozadavek na termindalni symbol na zacatku pravidla. Pokud pravidlo zac¢inéa
neterminalem, logickym postupem by bylo dosazovat za tento neterminal postupné pravé strany vsech
pravidel, kterymi lze netermindl prepsat, a to rekurzivné tak dlouho, dokud neziskdme pravidlo zaci-
najici termindlem. Pokud je vSak v gramatice leva rekurze, dosazovali bychom do nekoneéna, proto je

treba pfedem odstranit levou rekurzi.
Cely postup je nésledujici:
1. Prevedeme gramatiku do tvaru vlastni gramatiky (pfevod na nezkracujici, odstranéni jednodu-
chych pravidel, odstranéni nadbyte¢nych symboli).
2. Odstranime levou rekurzi. Pokud jsme jejim odstranénim vytvorili e-pravidla nebo jednoducha
pravidla, opakujeme bod 1.
3. Pravidla, jejichz prava strana ma délku 1, jiz vyhovuji pozadavkim na normélni formu (a také

pfipadné e-pravidlo pro startovaci symbol).
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4. Pravidla, jejichz prava strana méa délku > 2, dale zpracovavame:

e pokud pravidlo za¢ina neterminalem, dosadime za tento netermindal vSechna pravidla, ktera
ho prepisuji, tj. napfiklad pravidlo A — BbAa pfi existenci pravidel B — « | 8 | 7 nahra-
dime pravidly A — abAa | fbAa | ybAa,

e to provadime rekurzivné tak dlouho, dokud vsechna pravidla nezacinaji terminalnim sym-
bolem,

e vSechny termindalni symboly a na pravych stranach pravidel, kromé prvniho terminalu v fe-
tézci, nahradime pfislusnymi symboly N, (podobné jako pii pfevodu na Chomského nor-

malni tvar).

5. Vytvofime nova pravidla N, — a pro vSechny terminaly a.

Piiklad

Nésledujici gramatiku pfevedeme do Greibachové normélni formy.
G=({S,A,B,C}, {a,b,c}, P, 5)

S — aBba | baA | e

A — BaAB | bb| ¢

B — CBab | abc

C—bCh|a

Sestrojime ekvivalentni vlastni gramatiku — odstranime e-pravidla.

Podle mnoziny N. = {S, A} je zfejmé, Ze existuji pouze dvé e-pravidla. Jedno z nich je pro
startovaci symbol, ktery se vSak nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla. Proto neni nutné
pridéavat novy neterminal a ménit startovaci symbol gramatiky.

G'=({S,A,B,C}, {a,b,c}, P, S)
S — aBba | baA|ba|e

A — BaAB | BaB | bb

B — CBab | abe

C—=bCb|a

Leva rekurze se v této gramatice nevyskytuje. Pti pfevodu do Greibachové normalni formy nejdiiv
zajistime, aby nejlevéjsim symbolem v pravych stranach pravidel byl vzdy terminal. To provedeme

prepsanim toho neterminalu, ktery je na zacatku upravovaného fetézce.

Pravidlo A — BaAB nahradime témito pravidly:
A — CBabaAB | abcaAB

Jedno z pravidel opét zacind netermindalem, tedy tpravu provedeme znovu:

A — bCbBabaAB | aBabaAB | abcaAB

Pravidlo A — BaB nahradime pravidly
A — CBabaB | abcaB

Po druhé aprave:
A — bCbBabaB | aBabaB | abcaB

Pravidlo B — C Bab nahradime pravidly
B — bCbBab | aBab
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V této fazi jsme ziskali nasledujici pravidla:
S — aBba | baA|ba|e
A — bCbBabaAB | aBabaAB | abcaAB | bCbBabaB | aBabaB | abcaB | bb
B — bCbBab | aBab | abe
C—=bCh|a
Zbyva splnit podminku, podle které v pravych stranach pravidel jsou vSechny symboly kromé
nejlevéjsSiho neterminalni.
Gonr = ({S,A,B,C, Ny, Ny, N.}, {a,b,c}, P", S)
S — aBNyN, | bN,A | bN, | &
A = bCNyBNgNyN,AB | aBNyNyN,AB | aNyN.NyAB | bCNy,BN,NyN,B |
| aBNgNyNyB | aNyN.N,B | bN,,
B — bCNyBN,Ny, | aBNyNy | aNy N,
C —bCNy | a
N, —a
Ny, — b
N, —c

Priklad

Nasledujici gramatiku prevedeme do Greibachové normalni formy.
G = ({S,A, B}, {a,b}, P, 5)
S—aA|AB|b
A— SBa|a
B — Bb|a

V gramatice nejsou zadna e-pravidla ani jednoduché pravidla, ale je tu leva rekurze, kterou musime
predem odstranit. Pfim4 rekurze je v jednom z pravidel pro B, nepfiméa rekurze je v pravidlech pro
neterminaly S a A. Budeme postupovat podle algoritmu popsaného na strané 37. Stanovime poradi
netermindla (Aj, As, As) = (S, A, B).

e i =1, 7 =1: neni tfeba upravovat, pravidla pro S neobsahuji pfimou rekurzi.

e i =2, 5 =1: dosadime pravé strany pravidel pro S do prvniho z pravidel pro neterminal A:

A — aABa | ABBa | bBa | a
e { =2 j=2: odstranime pfimou rekurzi:

A — aABaA' | bBaA' | aA’ | aABa | bBa | a
A" — BBaA' | BBa

e i =3, j=1,7 =2: beze zmény.

1 =3, j = 3 : odstranime primou rekurzi:

B—=aB'|a
B'—bB'|b
Upravend gramatika bez levé rekurze (také nepfimé) je nésledujici:
G = ({S,A, A B, B}, {a,b}, P, S)
S—aA|AB|b
A — aABaA' | bBaA’ | aA’" | aABa | bBa | a
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A" — BBaA' | BBa
B—aB'|a
B'"—bB'|b
Zajistime, aby pravé strany pravidel zacinaly vzdy terminalnim symbolem.
S — aA|aABaA'B | bBaA'B | aA'B | aABaB | bBaB | aB | b
A — aABaA' | bBaA' | aA’ | aABa | bBa | a
A" — aB'BaA’ | aBaA' | aB'Ba | aBa
B—aB'|a
B'—bB'|b
V dalsim kroku vSechny terminaly na pravych stranach pravidel, kromé nejlevéjsiho, zaménime za
prislusné neterminalni symboly.
Gonr = ({S,A, A", B,B',N,}, {a,b}, P", S)
S —aA|aABN,A'B | bBN,A'B | aA’B | aABN,B | bBN,B | aB | b
A — aABN,A" | bBN,A" | aA’ | aABN, | bBN, | a
A" = aB'BN,A" | aBN,A' | aB'BN, | aBN,

B—aB'|a
B —bB' | b
N, — a

Ukol

Pievedte nasledujici gramatiky do Greibachové normalni formy.

G1= ({5, A, B}, {a,b}, P, S) G2 = ({S, A, B}, {a,b}, P, S)
S —aAB | AB |¢ S — BAaB | aBA | ¢

A — BbA | ab A—adA|SB|a

B — Ba|b B — AbA | b

Gs = ({S,A,B,C}, {a,b,c}, P, S) Gy=({E,F}, {i,+,,)}, P, S)
S—CAale E—-FE+F|F

A—aCbh|c F— (B

B—cB|cS|b

C—caC|A|b

2.3 Uzavérové vlastnosti bezkontextovych jazyku

Ttida bezkontextovych jazyki je uzaviena vzhledem k operacim sjednoceni, zfetézeni, iterace, pozitivni
iterace, reverze a pruniku s regularnim jazykem. Vétsinou se u bezkontextovych jazykid tyto operace
daji vyuzit v souvislosti s gramatikami.

V nasledujicim prikladu jsou dany dvé gramatiky. Na nich si ukdzeme pouziti operaci sjednoceni,

zietézeni, iterace, pozitivni iterace a reverze jazykt.
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Piiklad

Jsou dény nasledujici bezkontextové gramatiky:

Gi = ({R,U, T}, {a,b}, P, R) Go = ({M,N, P}, {a,b,c}, P, M)
R—aUb|UT | & M — PM | be
U—aaU|TR|a N — aNa e
T —0bTh|e P — MNb|c

Ukazky derivaci slov patficich do jazyka L(G1) a L(G2):
G1: R=UT = aT = abTh = abb
Go: M = PM = MNbM = bcNbM = bcbM = bebbe

Provedeme operaci sjednoceni, tedy vytvofime gramatiku Gg generujici jazyk L(G1) U L(Ga2).
Pravidla z obou gramatik prejmeme a pouzijeme novy neterminal S nasledovné:
Gs=({S,R,UT,M,N, P}, {a,b,c}, Ps, S)

S—R|M

R—aUb|UT | €

U—alU]|TR|a

T —bTb|e

M — PM | be

N —aNale

P— MNb|c

V jazyce L(G) by méla byt vSechna slova z jazykt L(G1) a L(G3). Naptiklad slova abb a bebbe by
byla generovana takto:
Gs: S=R=UT = aTl = abTh = abb
Gs: S= M = PM = MNbM = beNbM = bcbM = bebbe

Hned v prvnim kroku jsme rozhodli, jestli chceme generovat slovo patiici do prvniho nebo druhého
puvodniho jazyka. Dulezitym predpokladem je, aby mnoZiny neterminald ptvodnich gramatik byly

disjunktni, coz vSak plati i pro nasledujici probirané operace.

Provedeme operaci zietézeni — vytvoiime gramatiku Gz generujici jazyk L(G1) - L(G3). Pravidla
z obou gramatik pifejmeme a pouzijeme novy neterminal Z néasledovné:

Gz={Z R,UT,M,N,P}, {a,b,c}, Pz, Z)

Z — RM

R—aUb|UT | €

U—aU]|TR|a

T —bTh|e

M — PM | bc

N —aNale

P— MNb|c

Kdyz zietézime vyse generovand slova abb a becbbe, ziskame slovo abbbcbbe, které v gramatice Gy
vygenerujeme takto:
Gz: Z=RM=UTM = aTM = abTbM = abbM =
= abbPM = abbM NbM = abbbcNbM = abbbcbM = abbbcbbe
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Dalsi operaci je iterace. Vytvofime gramatiku G generujici jazyk L(G1)*. Pravidla z prvni gra-
matiky pfejmeme a pouzijeme novy neterminél I nésledovné:

Gr={I,R,UT}, {a,b}, Pr, I)

I —-RI|e

R—aUb|UT | e

U—alU|TR|a

T —bTh|e

Zacatek derivace v gramatice G; by mohl vypadat naptiklad takto:
Gr: RI= RRI = RRRI=...= RRR---RI = RRR---R

Nasledné z vyskyti netermindlu R generujeme Fetézce, které jsou slovy z jazyka L(G1), v redlu tedy

ziskdme slovo z jazyka L(G1)* (préazdné slovo vygenerujeme v jednokrokové derivaci I = ¢).

Pozitivni iterace je podobna. Vytvofime gramatiku Go generujici jazyk L(G1)". Pravidla z prvni
gramatiky pfejmeme a pouzijeme novy neterminal O néasledovné:

Go =({O,R,U,T}, {a,b}, Po, O)

O— RO|R

R —aUb|UT | ¢

U—aU]|TR|a

T —bTh|e

S pravidly se zachazi stejné jako u iterace, jen pro startovaci symbol nemame e-pravidlo. Pokud

v jazyce L(G1) neni prazdné slovo, nebude ani v jazyce L(Gop).

Zatimco u pfedchozich operaci jsme vlastné jen pfedsunuli nova pravidla na zacatku derivace
a vSechna puvodni pravidla jsme nechali v ptuvodnim stavu, u reverze musime zasahnout do pravych
stran pravidel (ale na druhou stranu nepotiebujeme zadny novy netermindl). Vytvoiime gramatiku Gr
generujici jazyk L(G1). Pravé strany vSech pravidel obratime (pfevratime pofadi symbolt v Fetézcich
pravych stran).
Gr=({R,UT}, {a,b}, Pr, R)
R—bUa|TU |¢e
U—Uaa|RT |a
T —bTh|e

Srovnejte néasledujici derivace:
G1: R=UT = aT = abTbh = abdb
Gr: R=TU = Ta = bTba = bba

Ukol

Jsou dany gramatiky G a Ga:

Gi1 = ({AvB}7 {a’b}a Py, A) Gy = ({CaD}a {aab}a Py, C)
A—adA | AB | ¢ C—aClaD|aa
B —bBa| A D —bDC | e

Vytvoite gramatiky pro sjednoceni, zfetézeni, iteraci, pozitivni iteraci a reverzi jazykt L(G1) a L(G2).

m
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2.4 Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

S Pumping lemmatem jsme se seznamili uz u regularnich jazykt. U bezkontextovych jazykt narusta
slozitost pravidel gramatiky a proto je slozitéjsi i tato véta.
Kdyz pomoci Pumping lemma dokazujeme, Ze jazyk L neni bezkontextovy, postupujeme takto:
1. vybereme vhodné slovo w € L, a to tak, aby bylo ,dostatecné dlouhé“ — mélo by tedy byt urceno
vyrazem, ve kterém je index (,,proménna“) potenciilné jdouci do nekone¢na,
2. vybereme vhodné rozdéleni w = x -y - z - u - v tak, aby
o |y-z-u| < g, kde ¢ je nékteré konecné ¢islo, to znamend, ze v celé prostiedni ¢asti slova
miuzeme jako indexy pouzit pouze konecénd ¢isla (poptipadé konstanty, u kterych pocitame,
Ze jsou relativné malymi ¢isly),
e |y-u| >0 (v téchto dvou ¢astech dohromady musi byt alespon jeden symbol),
3. zvolime ¢islo k > 0 (vétsinou staci vybrat & = 0 nebo k = 2) a vytvotime slovo wy = z-y*-z-u* v
4. pokud wy ¢ L, vracime se k bodu 2 a vyzkou$ime dalsi rozdéleni, pokud wy € L, vracime se
k bodu 1 a hledame jiné vhodné slovo,
5. konc¢ime tehdy, kdyz se v bodu 2 nedafi najit dalsi rozdéleni.
Uéelem je pro vybrané slovo otestovat vSechna mozné rozdéleni a pro kazdé dojit k zavéru, ze wy, ¢ L,

pak dokézeme, ze jazyk L neni bezkontextovy.

Piiklad

Dokazeme, ze jazyk L = {a

np2nat - op > ()} neni bezkontextovy.
Vybereme si slovo w = a’b*a’ a predpokladame, Ze i je dostatecné vysoké (muiZe riist do neko-
nec¢na). Dale si uréime mozna rozdéleni tohoto slova —w=x-y-z-u-v:
1) y -z - u obsahuje pouze symboly 'a’ z prvni ¢asti slova,

! 7z druhé &asti

2) y -z -u v sobé zahrnuje hranici mezi symboly ‘a’ z prvni ¢asti slova a symboly ’b
slova,

3) y -z - u obsahuje pouze symboly ‘b’ z druhé ¢asti slova,

4) y -z - u v sobé zahrnuje hranici mezi symboly ‘b’ z druhé ¢4sti slova a symboly 'a’ z tieti ¢asti
slova,

5) y - z - u obsahuje pouze symboly 'a’ z tieti ¢asti slova.

Dalsi rozdéleni jiz nejsou mozné, protoze musi byt splnény podminky omezeni |y -z - u| shora a nenulové
délky Fetézce y - u (proto napfiklad do ¥ - z - u nemohou patfit symboly ze vSech tii ¢asti slova — tento
fetézec by obsahoval cely podietézec b%, ktery ale nelze shora omezit).
Provéfime vSechny moznosti:

ad. 1) z-y-z-u-v=(a")- (a*)- (a’) - (a") - (ai_(r+3+t+h)b2iai), kdes+t+h<gqg,s+h>0

Wy = -yFzuF v = a” ks at - aFhaim st R2igi = ghestlhtios—hy2igi

pro k=0: wy = a'*"b*a’ ¢ L (protoze s+ h > 0)
ad. 2) (z)-(y-2z-u)-(v) = (a"™)- (@™2b™3) - (b™a')

k.v; v prostfednich t¥ech ¢astech sice mohou byt symboly 'a’ a 'b usporadéany

sestrojime z-y*-z-u
vice zptsoby, ale vzdy se pfi pumpovani zméni bud podet 'a’ v prvni ¢asti slova nebo pocet 't/

v druhé ¢asti slova nebo oboji, tedy vysledek nebude souhlasit s tieti ¢asti slova.
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ad. 3) x-y-z-u-v=(a'b") - (b°)- (b') - (b") - (p¥-(rFsHtthlgl), kde s+t+h<gq, s+h >0
Wy = xoyF -z ouF v = abTBESpER RIS trh) i giphesth bt 2ies—hyi
pro k = 0: wy = a’b* 57! ¢ L
ad. 4) dokazujeme podobné jako bod 2)
ad. 5) dokazujeme podobné jako bod 1)
Pro vSechna mozna rozdéleni ndm vyslo, ze pro alespon jednu hodnotu k slovo wy nepatii do jazyka

L, proto jazyk L neni bezkontextovy.

Vsechny moznosti rozdéleni si mizeme prehlednéji zapsat do tabulky:

’ ad. ‘ x ‘ Yy ‘ z ‘ U ‘ v H podminky H Wy, Wo ‘
1) a” a’ Cl,t ah aifrfsftfhb%ai s4+h>0 ak-s+k-h+ifsfhb2iai
s+t+h<gq ai=shp?at ¢ L
2) ai—'r—s—t a” a’ atbh b2i—hai r4+t+h>0 ai—r—t+kr(atbh)k62i—hai
r+s+t+h<gq|a el ¢ L
ai—r—s a” asbt bh b2i—t—hai r+h>0 ai—r+k-rbk-h+2i—hai
r4+s+t+h<q|a ¥ " ¢L
ai—'r a’bs bt bh b2i—s—t—hai r+s+h>0 ai—r(arbs)kbkh—l—%—s—hai
r+s+t+h<q|a V¥l ¢ L
3) aibr bs bt bh b2i—r—s—t—hai s+h>0 aibk~s+k-h+2i—s—hai
s+t+h<gq alb?—5"hat ¢ L

4) | Dokazuje se podobné jako bod 2)
5) | Dokazuje se podobné jako bod 1)

U obdobného piikladu pro Pumping lemma pro regularni jazyky jsme si obvykle vystacili s jed-
nim (patfiéné zobecnénym) fadkem. Zde jich je vic, protoze je taky vic moznosti, jak slovo rozdélit.
OvSem princip je stejny — pfi uréeni slova pouzivame ,dostatecéné velky“ index (zde naptiklad i, ktery
povazujeme za konstantu, a obvykle pocitame s tim, ze plati i > ¢ (tudiz se tento index nemize pouzit
v Castech y, z,u, protoZe |z -y - u| < q). Po¢ty jednotlivych symbola v éastech pak oznacujeme jinymi
indexy, které jsou pro nas taky konstantami, ale tentokrat pro né nemame zadné spodni omezeni (takze

potencidlné ,mald“ ¢isla). Naopak k pro pumpovani je pro nas proménna.

Piiklad

Dokazeme, ze jazyk L = {a”2 tn > ()} neni bezkontextovy.

Opét zvolime néjaké slovo w = a?’ € Ls n,dostatecné velkym“ indexem p a rozdélime je nasledovné:
aP’ = a®1a®2q%3q% g
Pokud z téchto dvou reprezentaci téhoz slova (na dvou strandch rovnice) vezmeme pouze délky, ziskdme
jiz ,¢iselnou® rovnici
p? =1 + 29 + 23 + T4 + T5.
Podle podminek Pumping lemmatu musi zaroven platit nerovnice

e 1o+ x4 >0 podle podminky |y - u| > 0

e 9+ 23+ x4 < q podle podminky |y-z-u| <gq

Po pumpovéni ziskdme wy, = a*'a**2a"3aF %145,
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Dale postupujeme diikazem sporem. Predpokladejme, ze jazyk L je bezkontextovy. Pak by slovo
wy muselo patfit do jazyka L, protoze to pfedpokladaji podminky v Pumping lemmatu, tedy muselo
by platit:
14+ k-xo+ax3+k-24+x5 = m?, kde m je nékteré nezdporné ¢&islo, jehoz hodnota je zavisla na
hodnoté k (¢im vyssi k, tedy ¢im vic pumpujeme, tim vyssi bude také m). Je tfeba si uvédomit, jak
je to s konstantami a proménnymi: ¢isla p, z1, ..., x5 jsou konstantami, protoze jsme volili jedno slovo
a pevne jsme stanovili jeho rozdéleni. Oproti tomu &, m jsou proménné, protoze za k dosazujeme rizna
celd nezaporna cisla, a m by méla byt proménné zavisla na k. Pro prehlednost nasi rovnici upravime:
k- (224 x4) + (21 4+ 23+ 25) = m?

Ziskali jsme rovnici, v jejichZz obou ¢astech oddélenych rovnitkem jsou funkce. Zatimco prava ¢ast
rovnice roste s mocninnou fadou, prava linedrné (je to linedrni funkce), a tedy mnohem pomaleji.
Uvédomme si, Ze na obou strandch rovnice musi byt vysledkem pfirozené ¢islo (oborem hodnot obou
funkci jsou pfirozena ¢isla), a pro jakoukoliv hodnotu & bychom méli najit odpovidajici hodnotu m.
Jenze to neni mozné — neexistuje dvojice linedrni a mocninné funkce, jejichz grafy by se prekryvaly.

Dospéli jsme ke sporu, proto jazyk L neni bezkontextovy.

Piiklad

Dokéazeme, 7e jazyk L = {ww : w € {a,b}*} neni bezkontextovy. Tento jazyk se sklada ze slov, jejichz
obé poloviny jsou stejné.
Pro dikaz si vybereme slovo w = a’b'a’b’, pricemz i je dostatecné velké éislo (poéitejme i >
q), a dokdzeme, Ze pro toto slovo neexistuje zadné rozdéleni, které by umozniovalo ,pumpovani“ dle
Pumping lemmatu.
Zamysleme se nad tim, kam p¥i rozdéleni na ¢asti x-y-z-u-v miize ,,padnout” trojice y-z-u. Vime,
ze jeji délka je shora omezena hranici ¢, proto sem nebudeme umistovat index 4. Jsou tyto moznosti:
1) zahrnuje pouze symboly ‘a’ z prvni poloviny slova,
2) je na rozmezi mezi symboly ‘a’ a 'b’ v prvni poloviné slova,

)

3) zahrnuje pouze symboly ‘b’ z prvni poloviny slova,

4) je na rozmezi mezi polovinami slova, zahrnuje tedy symboly ‘b’ a ‘a’ na tomto rozmezi,
)

5) nachézi se v druhé poloviné slova — bez Gjmy na obecnosti mtizeme tuto ¢ast ditkkazu vynechat,

byla by obdobné jako v predchozich bodech.
Podivame se na jednotlivé moznosti.

ad. 1) Pokud y - z - u zabird pouze symboly 'a’ z prvni poloviny slova (samozfejmé ne vSechny), pak
by pfi pumpovani doslo k nesouladu mezi prvni a druhou polovinou slova (prvni polovina by se
meénila, druha nikoliv), proto wy ¢ L.

ad. 2) Tentyz pfipad, ménil by se pocet a struktura znaki pouze v prvni poloviné slova. Poloviny slova
by byly shodné pouze pro k = 1, ale Pumping lemma vyzaduje, aby byly shodné V& > 0.

ad. 3) Stejny ptipad.

!, v druhé poloviné slova zase pocet symboli

ad. 4) V prvni poloviné slova by rostl pocet symbold b

'a’. Opét by se nerovnaly a tedy wy ¢ L.
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m

Ll

Ukoly

Dokazte pomoci Pumping lemma, Ze jazyk L; = {a"b"c™ : n > 1} neni bezkontextovy.
Dokazte pomoci Pumping lemma, zZe jazyk Lo = {a2n P n > ()} neni bezkontextovy.

Dokazte pomoci Pumping lemma, Ze jazyk L3z = {wcw : w € {a,b}*} neni bezkontextovy.
Dokazte, ze jazyk Ly = {a"b™a™ : 0 < m < n} neni bezkontextovy. Pouzijte podobny postup
jako je v ptfikladu na strané 48, a také nerovnosti v zadéni jazyka.

Ukazte, ze pro jazyk Ly = {a”bzna"bm D om,n > 0} podminka z Pumping lemmatu plati, tfebaze

m

nejde o bezkontextovy jazyk. Proc¢?




Kapitola

Z:asobnikovy automat

Se zasobnikovymi automaty jsme se seznamili v minulém semestru, v tomto semestru se podivime na

nékteré jejich typické vlastnosti a zaméfime se na zplsoby jeho vytvareni.

3.1 Pripomenuti — jak pracuje zasobnikovy automat

Zasobnikovy automat pracuje takto:

1. vyjme symbol na vrcholu zasobniku,
2. mize/nemusi preéist jeden symbol ze vstupni pasky, pokud pfecte, posune se o policko dél,
3. dale se rozhoduje podle

e svého vnitiniho stavu,
e symbolu, ktery vyndal ze zasobniku,

e pokud cetl ze vstupni pasky, pak i podle prec¢teného symbolu,
4. akce automatu spociva v

e piechodu do nékterého dalsiho stavu

e a v uloZeni Fetézce znaku do zasobniku.

Rozeznavame tyto zakladni typy zasobnikovych automatii:

1. zasobnikovy automat koncici pfechodem do koncového stavu,
2. zasobnikovy automat kondici prazdnym zasobnikem.
Existuje také jejich kombinace — zésobnikovy automat koncici pfechodem do koncového stavu pfi

prazdném zasobniku.

Zasobnikovy automat konéici prechodem do koncového stavu znac¢ime Ap. Jeho koncova

konfigurace méa tento tvar:

(qfvgv/y)a qf € F7 Y€ r

Rozpoznéavany jazyk je

L(AF):{ZUEZ* : (QO,W,ZO) + *(Qf7€7’7)7 QfEFv ’YGF*}

92
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To znamend, ze abychom mohli skoncit, musime precist cely vstup a dostat se do nékterého koncového
stavu. Mnozina koncovych stavii zde nebyva prazdna (kdyby byla, automat by rozpoznaval prazdny

jazyk).

Zasobnikovy automat konéici s prazdnym zasobnikem znacime Aj. Koncova konfigurace

vypada nasledovné:
(¢.€,¢), 4€Q

Rozpoznavany jazyk je

L(Ag) ={w € X" : (q,w,Z0) F *(g:€.¢), ¢ €Q}

Abychom mohli skon¢it, musime precist cely vstup a vyprazdnit zasobnik. Koncové stavy nepotiebu-

jeme, proto je mnozina koncovych stavt obvykle prazdna.

Zéasobnikovy automat konéici v koncovém stavu pii prazdném zasobniku znacime Apg.

Jeho koncova konfigurace je
(ar,€,€), qr € F

Rozpoznéavany jazyk je
L(AF,@) = {w €ex” . (qovwsz) + *(qf7€7€)7 qf € F}

Je tfeba splnit podminky obou pfedchozich typt zaroven — abychom mohli skonéit vypocet (ispésné),

musi byt precten cely vstup, vyprazdnén zasobnik a navic musi byt automat v koncovém stavu.

18>

Poznamka:

Vsechny tfi typy zasobnikovych automattt konéi samoziejmé vypocet i tehdy, kdyz nejsou v zadné
koncové konfiguraci, ale do zadné dalsi se nemohou dostat (pfechodova funkce nedéva moznost reagovat
v daném stavu s danym obsahem zasobniku a vstupni pasky). V tomto ptipadé vSak konc¢ime s tim, Ze

zpracovavané slovo nepatii do jazyka rozpoznavaného automatem.

Priiklad
Sestrojime zasobnikovy automat (dale ZA) konéici s prazdnym zasobnikem rozpoznavajici jazyk
L ={wcw?® : we {a,b}*}
Automat bude pracovat takto:
e v prvni fazi (stav qo) ¢te obsah vstupu (prvni polovina slova) a uklada do zasobniku (co v kazdém
kroku vyjmeme, vrati do zasobniku zaroven se symbolem ze vstupu, tedy ukldada dva symboly),
e diky principu zésobniku (¢teme v opa¢ném potadi, nez jak byly symboly ulozeny) je ukladané
prvni polovina slova zaroven zrcadlové prevracena,
e kdyZz na vstupu narazime na ¢ (hranice, polovina slova), piejdeme do stavu ¢; a tim zménime
zpusob prace automatu,
e kdyz jsme ve stavu ¢i, nic do zasobniku neukladame, symbol, ktery v kazdém kroku vyjmeme,
porovname s tim, co je na vstupu — kdyz souhlasi, mizeme pokracovat (tj. v kazdém kroku se

posuneme na vstupu a zaroven ubereme symbol ze zasobniku).
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V plné specifikaci uvedeme stavy, abecedu, zasobnikovou abecedu, pocate¢ni stav, symbol konce za-

sobniku, 0-funkci a mnozinu koncovych stavii (zde prazdnou), dale upfesnime ptedpis d-funkce:
‘A@ = ({QO,QI}, {CL, b, C}> {aab7 Zo}, q0, Zo, 5a (D)

d(qo,a, Zo) = (qo,aZp) na zacatku vypoctu, slovo zaciné a

3(q0,b, Zo) = (q0,b20) na zac¢atku vypoctu, slovo zac¢ina b

d(qo,a,X) = (go,aX), X €{a,b} zatim jen nacitdme a uklddame do zasobniku
d(q0,0, X) = (90, 0X), X € {a,b}

d(qo, ¢, X) = (q1,X), X € {a,b}  jsme na hranici

é(q1,a, a) (q1,¢) shoda a v obou polovinach slova

d(q1,b,0) = (q1,¢) shoda b v obou polovinach slova
aq1,e,Z0) = (q1,¢) skonéili jsme na vstupu i v zasobniku

3(qo, €, Z0) = (q1,€) potfebujeme pfijmout i prazdné slovo

Ukéazka vypoctu automatu na slovo abcba:

(o, abcba, Zy) + (qo,bcba,aZy) =  qo : prendsime do zasobniku obsah vstupu
F (qo,cba,baZy) + hraniéni bod, pfejdeme do mdédu q;
F (q1,ba,baZy) F (q1,a,aZy) F  qi: jen vybirdme ze zdsobniku a porovnavame
F (q1,e,20) F (q1,¢,¢) konec

Prazdné slovo na vstupu zpracujeme takto:

(qo,8,20) + (q1,¢,¢)

Slova nepatfici do jazyka:

(qo, abca, Zy) F (qo,beca,aZy) b (qo,ca,baZy) b (q1,a,baZy) = chyba

(qo, acaaa, Zy) + (qo,caaa,aZy) + (q1,a0a,aZy) = (q1,aa,Zy) F (q1,0a,e) = chyba
(g0, bc, Zo) F (qo,c,bZ0) F (q1,e,bZ0) F chyba

Piiklad

Zasobnikovy automat konéici v koncovém stavu (a vlastné i ,hybridni“ typ) bychom z automatu
z predchoziho prikladu vytvorili takto:
e priddme novy pocatecni stav, novy koncovy stav a novy zasobnikovy symbol,
e prvni krok vypoctu bude spocivat v tom, zZe se napojime na piivodni automat, jehoz vypocet pak
budeme ,simulovat“ (tj. jeho pfechodovou funkci také vyuzijeme),
e ovSem pod jeho symbolem konce zasobniku budeme mit vsunuty svij, ktery ndm pomuze dete-
kovat konec vypoctu simulovaného automatu, po cemz piejdeme do koncového stavu.
Puvodni automat je tedy Ay = (Q, 3, T, qo, Z0,90,0), kde Q = {q0, 1}, X ={a,b,c}, T ={a,b, Zy}.
Sestrojime novy automat Ap = (Q U {qg,qf}, S, Tu{zly, o, 28, 6t {q?}) takto:
e celou piivodni prechodovou funkci prejmeme: 67 (q,z, 2) = §(q,z,2), ¢ € Q, x € %, Z €T,
e pro prvni krok bude §7'(¢{", ¢, Z&") = (qo, ZoZ{"), takze prvni dvé konfigurace ve vipoctu jsou
(@ w, 2§) + (q0,w, Z0Z{) +
od druhého kroku se napojujeme na vypocet ptivodniho automatu a pouzivame predpisy pfejaté

prechodové funkce,
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e kdyZ vypocet simulovaného automatu konéi (tj. jeho zasobnik by byl prazdny), v nasem auto-
matu bude v zasobniku , pomocné zarazka“ Zéw , kterd byla od samého zacatku podsunuta pod
symbolem Zj, podle toho pozname, Ze mame udélat posledni krok pomoci predpisu
6" (q,e,28) = (qf, ¢) (pro vSechny stavy puvodniho automatu g € @),
¢imz prejdeme do koncového stavu a nddavkem opravdu vyprazdnime zasobnik.

V naSem ptikladu:

5F(qO,X Z()) = (qO,CLZ()), X € {CL, b}
5F

6F(q(l):’5? Z(‘)F) = (QO7Z0Z(§7)
CJO,G X) = (q0,aX), X € {a,b} 6" (q0,¢,24") = (af » €)
5" (q0,0, X) = (g0, bX), X € {a,b} 5 (q1,e,25") = (af  €)

(
(
5 (q0,¢,X) = (q1, X), X € {a,b}
B
(

(

(

) Q1,a a) (q1,¢)
6" (q1,b,b) = (q1,¢)
(5F q1,¢, Z()) ( )
5 (qo, €, Z0) = (q1,¢)

Srovnejte vypocet téhoz slova v pivodnim a novém automatu:
Ag: (qo,aca, Zp) b (qo,ca,aZy) + (q1,a,aZy) F (q1,¢,%Z0) b (q1,¢,¢)
Ar: (¢t aca, ZE) + (qo,aca, ZoZL) + (qo,ca,aZoZ{) + (q1,a,aZ0ZE) + (qu,e,20ZE) +
= (a6, 28) F (ar.e¢)

15>

Poznamka:

Zasobnikova abeceda se nemusi nijak kryt se vstupni abecedou automatu. Zatim jsme do zasobniku
vkladali tentyz symbol, ktery jsme pfecetli na vstupu, ale ve skutecnosti tyto abecedy mohou byt

navzajem nezavislé, jak uvidime v nasledujicim prikladu.

Priklad

Sestrojime zasobnikovy automat konéici v koncovém stavu rozpoznéavajici jazyk
L= {anb2” Tn > 1}
Nejdiiv si promyslime, jak budeme v jednotlivych stavech zachéazet se zasobnikem:
e ve stavu gy budeme nacitat vstup a za kazdy symbol a ze stupu ulozime dva symboly z na
zasobnik,
e pokud ve stavu gy najdeme na vstupu symbol b, pfejdeme do stavu q; a ze zasobniku vyndame
jeden symbol z,
e ve stavu ¢; budeme nacitat vstup a srovnavat se zdsobnikem (za kazdy symbol b ze vstupu
vyndame jeden symbol x ze zasobniku,
e pokud ve stavu ¢ narazime na dno zasobniku, piejdeme do koncového stavu g;.
Predevsim musime zajistit, aby nam sedély pocty. Ke kazdému symbolu a ze vstupu patii dva symboly

x na zasobniku (o to se stardme ve stavu qp), a ke kazdému symbolu b na vstupu pfislusi jeden symbol
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x ze zésobniku. Diky tomu ke kazdému symbolu a z prvni ¢asti vstupu pfifazujeme dva symboly b
z druhé ¢asti vstupu.

Nas zasobnikovy automat je definovan takto:

A]:: ({QO7Q17Qf}7 {a7b}7 {.T,ZQ}, 57 q0, Zo, {Qf})

d(qo, a, Zy) = (g0, xxZp) prvni symbol ze vstupu; vyndany symbol Zy vratime do zasobniku

d(q0, a, x) = (qo, z2X) za kazdé a na vstupu pfidame zx do zdsobniku, plus vratime vyndané x
5(q0,b, ) = (q1,¢) prechdzime do druhé ¢asti slova

0(q1,b,2) = (q1,¢) za kazdé b na vstupu vyndame jedno z ze zasobniku

3q1,¢e, Zo) = (qr,¢€, Zo) konec, pfechod do koncového stavu

Ukéazeme si zpracovani ne€kterého slova jazyka:
(qo, aabbbb, Zy) + (qo,abbbb,xxZy) + (qo,bbbb, zxxxZy) F (q1,bbb,xxxZy) F (q1,bb,xxZy) F
F(q1,b,220) & (q1,6,Z0) & (ar,¢, Zo)
Slova nepatfici do jazyka:
(qo,ab, Zy) F (qo,b,zxZy) + (q1,e,2Z) F chyba
(qo,e,Zp) F chyba

(pokud neni nic na vstupu, da se pouzit jen e-pfechod, jenze ten pro stav gy neméme)

Piiklad

Kdybychom trochu upravili jazyk z pfedchoziho piikladu (zaradili do néj prazdné slovo):
L= {a”bQ" rn> 0}
Zasobnikovy automat by byl skoro stejny, jen bychom museli navic pridat jeden predpis do pre-

chodové funkce: 6(qo, €, Zo) = (q¢, Zo)

Pak by zpracovani prazdného slova bylo mozné:
(90,€, Z0) + (g5.¢, Zo)

= Poznamka:

Na ,krajni podminky“ si davejte pozor. Vzdy, kdyZ navrhnete automat (jakykoliv), vyzkousejte, jak
reaguje zejména na nejkratsi slova, kterd by mél pfijimat, nebo naopak na takova kratka slova, ktera

by pfijimat nemél.

Priklad

V ptikladu na strané 55 jsme sestrojili zdsobnikovy automat rozpoznavajici koncovym stavem pro jazyk
L= {a”b2” T n > 1}.
Tento automat prevedeme na zasobnikovy automat rozpoznavajici prazdnym zasobnikem (plus
koncovym stavem).

e piiddme novy pocatecni stav, novy ,ukoncéujici“ stav (ten bude zéroven koncovym stavem) a novy

zasobnikovy symbol,
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e prvni krok vypoctu bude spocivat v tom, ze se napojime na ptivodni automat, jehoz vypocet pak
budeme ,simulovat®,

e pod jeho symbolem konce zasobniku budeme mit vsunuty sviij, ktery nam pomize detekovat
konec vypoctu simulovaného automatu, po ¢emz vymazeme obsah zasobniku a ukonc¢ime vypocet.

Pavodni automat je tedy Ar = (Q,%,T', qo, 20,6, F), kde Q = {qo0, q1,9¢}, ¥ = {a,b}, T = {z, Zo}.
Sestrojime novy automat Ay = (Q U {qg, d}, 2, T U {Zg)}, qg, Zg, 8, {d0}> takto:

e celou puvodni prechodovou funkci prejmeme: 5@((], x,Z)=90(q,m,Z), g€ Q, me X, ZeT,

e pro prvni krok bude 5®(q07 VA @) (qo, ZOZ ), takze prvni dvé konfigurace ve vypoctu jsou
(q07 w, Zo) = (g0, w, ZOZO) -
od druhého kroku se napojujeme na vypocet ptivodniho automatu a pouzivame predpisy prejaté
prechodové funkce,

e kdyz vypocet simulovaného automatu kon¢i (tj. jsme ve stavu ¢y), pfejdeme do ,mazaciho”
stavu d? a postupné vyndame vSechny zbyvajici symboly ze zdsobniku, ¢im# umoznime ukonéeni
vypoctu:

(50(qf, e, 7) = (dw, e) (pro vSechny stavy ptvodniho automatu ¢f € F a Z €T),
6%(d,e, Z) = (d°, ¢) (pro vSechny symboly Z € T'U {Zg})

V nasem prikladu:
Ay = (Qu{d.d, =T U {Zg},q‘é’,zg,a@,{d@})
8%(qo, a, Zo) = (g0, 22 Z0) 8%(ah). e, Z8) = (q0. ZoZD)

( (ah
8%(qo, a, z) = (qo, xxx) 8 (qy,e,x) = (d,¢)
8%(qo, b, z) = (q1,€) 8%(qy,e. Zo) = (d°,e)
8 (q,b,7) = (q1,¢) 3(d e, x) = (d,e)
5®(Q1,€ Zy) = (ay,¢€, Zo) 3%(d, e, Zo) (d°,¢)

Srovnejte vypocet téhoz slova v pivodnim a novém automatu:

-AF: (qﬂvabbaz()) H (qmbbvxeO) H (QI>b7ajZO) H (Q1757ZO) H (qf757ZO)

Ap: (), abb, Z0) F (qo,abb, ZoZ0) + (qo,bb,xx20Z8) + (qu,0,22020) + (q1,¢, Z0Z0) +
Fo(gf,6,2020) F (A6, 20) + (d0e,¢)
Ukoly

1. Zamyslete se nad tim, jak by vypadal zasobnikovy automat pro jazyk L = {a"bFc® : n,k >
1}. Prostfedni éast bychom zpracovéavali prakticky podobné jako u koneéného automatu — bez
zésobniku.

2. Sestrojte zasobnikovy automat konéici s prazdnym zasobnikem pro jazyk L = {a"b"cc : n >
0}. Pak podle postupu ukdzaného na piikladu provedte zménu na zasobnikovy automat koné¢ici
v koncovém stavu.

3. Podle postupti v pfedchozich piikladech sestrojte zadsobnikovy automat koncici v koncovém stavu

pro jazyk L = {wwR : w € {a, b}*} Pak podle postupu ukdzaného na prikladu provedte zménu

m

na zasobnikovy automat koncici s prazdnym zasobnikem.
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3.2 Zasobnikovy automat podle bezkontextové gramatiky

Mezi zasobnikovymi automaty a bezkontextovymi gramatikami existuje podobny vztah jako mezi ko-
neénymi automaty a regularnimi gramatikami. Existuje algoritmus, jak podle bezkontextové gramatiky
sestrojit ekvivalentni zasobnikovy automat (ten si za chvili ukdzeme) a naopak jak podle zasobnikového

Postup bude zaloZen na tplné jiném principu nez u regularnich jazykt. Cokoliv se bude dit, to
se bude dit na zasobniku. Budeme potfebovat jen jediny stav (resp. stav pro nas nebude predstavo-
vat zaddnou relevantni informaci, ten jeden mame jen proto, Ze né&jaky stav byt musi). Podle zadané

gramatiky sestrojime zasobnikovy automat koncici prazdnym zasobnikem.
Postupujeme takto:
e jediny stav ¢, je zaroven pocatecni,
e abecedu automatu vezmeme z mnoziny terminalnich symbold,
e zasobnikovou abecedu utvorime z mnozin terminalnich a neterminalnich symbola (vSe se déje na
zasobniku, tj. musime sem zatradit vSechny ,stavebni kameny*),
e J-funkci sestrojime piedevsim podle pravidel, jak uvidime o néco daéle,
e jako symbol konce zasobniku pouzijeme startovaci symbol gramatiky,

e mnozina koncovych stavii bude prazdnéd (kon¢ime prazdnym zasobnikem).
Zbyva urcit prechodovou funkci. Jeji predpis se bude skladat ze dvou ¢asti:

1. prvni ¢ast sestrojime podle pravidel gramatiky, pouzijeme tehdy, kdyZ je na vrcholu zasobniku
neterminal:
A=« = 5(g,e,A) 3 (q,)
znamena:
pokud je na vrcholu zasobniku netermindl A, nebudeme si v8§imat vstupu, vyjmeme A ze zasob-
niku a misto néj tam dame « (pravou stranu pravidla)
2. druhéa ¢ast se pouzije tehdy, kdyz bude na vrcholu zasobniku termindlni symbol:
d(q,a,a) = (q,¢)
znamena;
pokud je na vrcholu zasobniku terminal a¢ a na vstupu bude tentyz termindl, vyjmeme a ze

zasobniku a nic tam uz davat nebudeme.

Priklad

Podle zadané gramatiky sestrojime zasobnikovy automat:
G = ({S,A, B}, {a,b,c}, P, S)

S — abSba | A

A — cAc|aB

B —aB ¢

Budeme chtit automat kondéici s prazdnym zésobnikem, ten je v téchto pfipadech vhodnéjsi. Pou-
zijeme jediny stav g, zadsobnikovéa abeceda bude obsahovat vSechny termindly a neterminaly. Vysledny
automat bude nasledujici:

A: ({q}7 {a’7 b,C}, {S,A,B,a,b,c}, 57 q, Sv ®)
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Prvni ¢ast — podle pravidel: Druhéa cast — podle terminalii:
d(q,€,5) = {(q,abSba), (q,A)} (q,a,a) = {(q,¢)}
6(q,¢,A) ={(q, cAc), (¢;aB)} 6(q,b,6) = {(g, )}
6(q,e,B) = {(q,aB), (¢,¢)} 6(q,¢,¢) ={(g¢)}

V gramatice odvodime slovo a totéz slovo rozpozname ve vytvofeném automatu:

S = abSba = abAba = abaBba = abaaBba = abaaba

Ekvivalentni zpracovani (téhoz) slova v automatu:

(¢, abaaba, S) + (q,abaaba,abSba) + (q,baaba,bSba) F (q,aaba,Sba) + (q,aaba, Aba) +
F (¢,aaba,aBba) + (q,aba, Bba) - (q,aba,aBba) - (q,ba, Bba) + (q,ba,ba) + (q,a,a) F (q,e,ﬁ

I¥"|  Poznamka:

Co se vlastné déje v takto zkonstruovaném automatu? Vsimnéte si obsahu zasobniku, srovnejte ho
s odvozenim slova v gramatice. KdyZ si odmyslime manipulaci s terminély v zésobniku (zleva je ,,uma-
zavame“), je jasné, ze vlastné provadime simulaci. V zdsobniku simulujeme odvozeni slova, a pokud se
podaii v simulaci dojit v zédsobniku ke slovu, které jsme méli na vstupu (pfesnéji celé ho v zasobniku
po odvozeni ,zlikvidovat®), mazeme tvrdit, Ze slovo ze vstupu lze vygenerovat gramatikou, podle které

byl automat sestrojen.

Ukoly

1. Podle odvozeni (derivace) na konci posledniho piikladu sestrojte deriva¢ni strom. V tomto deri-
vacnim stromeé sledujte, co se déje v souvislosti s rozpoznavanim slova v ekvivalentnim automatu.

Da se fict, ze automat prochézi urc¢itym zpisobem tento derivaéni strom?

2. Sestrojte zasobnikové automaty ekvivalentni s témito gramatikami:

Gi1 = ({S}, {a,b}, P, S) Gy = ({S,A, B}, {a,b}, P, 5)
S —aSa|bSb|c S — bAB |aBA | ¢

A — abAab | €

B — baBba | €




Kapitola
Jazyky typu 0

Jazyky typu 0 v Chomského hierarchii ndm popisuji vSe, co je vypocitatelné, algoritmizovatelné. Pro-
blém je vypocitatelny (algoritmizovatelny), pravé kdyz existuje jazyk typu 0, ktery jej popisuje. Protoze
jazyky typu 0 jsou rozpoznavany Turingovymi stroji, mtizeme fict, ze problém je vypocitatelny prave

tehdy a jen tehdy, pokud lze sestrojit Turingtiv stroj, ktery jej pocita.

4.1 Turinguv stroj

4.1.1 Co je to Turinguv stroj — pojmy a znaceni

7 ptednések vime, ze Turingliv stroj je abstraktni vypocetni model. Je urcen takto:
M = (Q7 X, T 67 0, F, {_la 0, 1})a kde

e () je neprazdnd konecnd mnoZina stavi,

e 3 je neprazdné konecné vstupni abeceda,

e I' je neprazdna koneéna pdaskovd (pracovni) abeceda a plati ¥ C T,

0 je prechodovd funkce, kterd musi byt vypocitatelna,

e I je neprazdna mnozina koncovych stavi, plati F' C Q,

{—1,0,1} je ureni moznych pohybi cteci a zapisové hlavy na pasce (vlevo, stat, vpravo), také
mize byt naptiklad {L, S, R}.

Vstupni abeceda obsahuje ty symboly, ze kterych se mtze sklddat vstupni slovo, jazyk rozpoznavany
Turingovym strojem je pravé nad touto abecedou. Je zfejmé, ze paskova abeceda obsahuje i takové
symboly, které nejsou ve vstupni abecedé. Je to predevsim specialni paskovy symbol oznacujici bunku,
ve které neni nic zapsano, obvykle se zna¢i B (ze slova Blank — | prazdny“) nebo LI. Déle tam mohou
byt symboly urcujici zac¢atek a konec obsazené ¢asti pasky (pokud jsou pouzivany), obvykle symboly
$ nebo #.

Pfechodova funkce mé formu d(p, a) = (¢, b, M), kde

e p,q € Q je vychozi a cilovy stav prechodu,

e a,b € T jsou symboly paskové abecedy, pfedpis urcuje, ze precteny symbol a ma byt piepsan
symbolem b,

e M € {—1,0,1} uréuje pohyb hlavy — uréujeme, zda se mé pokracovat vlevo, zustat na misté nebo

se posunout o pole doprava.

60
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Piiklad

Naptiklad konfigurace (abbca,q,daab) znamend, ze se stroj nachazi ve stavu ¢, na pasce je slovo

Konfigurace je (o, q, 8), kde a- 3 je slovo na péasce, a, B € I'*, vypocet je ve stavu g € @Q a ¢teci/zapisova

abbcadaab a Cteci a zapisova hlava ukazuje na Sesty symbol slova — d.

hlava ukazuje na prvni symbol fetézce 5. Také lze zapsat jako aqf.

Pocétecni konfigurace je (g, qo, wo), kde qo je pocatecni stav a wy € X* je slovo na vstupu. Koncova
konfigurace je (w1, ¢f, w2), kde g5 € F, wi,ws € I'*. Slovo wy - wa 1ze brat jako vystupni fetézec, pokud
je néjaky vystup pozadovan. Turingtuv stroj totiz nejen urcuje, zda dané slovo patii do jazyka jim
rozpoznavaného, ale mize provadét také nejriznéjsi vypocty vcéetné slozitych matematickych operaci
— vzdyt pro cokoliv vypocitatelného lze vytvorit Turingiiv stroj.

Pfechod mezi konfiguracemi (pfesnéji — jde o relaci, vzpomerite si, co to znamené v feéi mate-
matiky) je definovdn pomoci prechodové funkce, podobné jako u jinych typt automatd, jen je trochu
komplikovanéjsi, protoze existuje vice moznosti posunu ¢teci/zapisové hlavy. Relace pfechodu mezi

konfiguracemi je urcéena takto:

(, g, af) = (ab, g5, 8) < 6(qi,a) = (g;,b,1) (4.1)
(v, q5,aB) F (o, q5,08) < 0(qs,a) = (g4,b,0) (4.2)
(ac,gi,apf) (o, qj,cbB) < (g, a) = (¢5,b,—1) (4.3)

V prvnim pfipadé se ¢teci a zdpisova hlava posunuje doprava, v druhém zistéava na misté (tj. v dalsim

kroku bude ¢ist totéz policko jako v tomto) a v tFetim se posunuje doleva.

4.1.2 Navrhujeme Turingiiv stroj pro dany jazyk

P1i navrhu Turingova stroje postupujeme nasledovné:
e zjistime si, které ¢asti slova maji byt ,,synchronizovany“ — pokud je jejich délka nebo typ symbolu
v néjakém vztahu, a také jakym zpisobem,
e uréime stavy a odpovidajici reakce, promyslime si ,strategii“ zpracovani slova vcetné prechodu
do koncovych stavi,
e sestavime d-funkci,

e otestujeme pro nékolik typickych slov rozpoznavaného jazyka, pfedevsim pro nejkratsi slova.

Piiklad

Sestrojime Turingtv stroj rozpoznavajici jazyk L = {a"b"c" : n > 0}

M = ({QO7qpvQAvQB7qC7Qf>qaccept}a {CL, b,C}, {a>a7b7570a67|—|7$}a 67 {Qtlccept}7 {_17071})

Budeme postupovat takto:

1. oznaéime prvni symbol a na péasce (tj. pfepiSeme symbolem a),

2. najdeme prvni b, oznacime ho,

3. pak najdeme prvni ¢, taktéz oznacime,

4. ptrejdeme na zacatek (postupujeme doleva, dokud nenajdeme nejblizsi oznacené a),
5

. posuneme se o policko dale na prvni neoznacené a,
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6. pokud takové existuje, pak navrat k bodu 1, jinak bod 7,
7. po oznaceni vSech symbol a a k nim prislusejicich b a c jesté zkontrolujeme, zda neexistuji
nékteré neoznacené symboly b a ¢ a ukonc¢ime vypocet.
Cyklus naznaceny v bodech 1 az 6 bude probihat postupné pfes vSechny symboly a ze vstupu, tedy
n-krat.
Jednotlivé stavy funguji jako ,béhova informace“ (sdéluji ndm, ve které fazi cyklu se vypocet
nachdzi), znamenaji:
e ¢4 — oznadili jsme a, preskakujeme symboly a, b, hleddme prvni neoznacené b,
e gp — oznacili jsme b, preskakujeme symboly b, ¢, hleddme prvni neoznacené c,
e go — oznalili jsme ¢, vracime se na zacatek k poslednimu oznac¢enému a, pri pohybu doleva
preskakujeme vSechny symboly ¢, b, b, a.

Definujeme prechodovou funkei:

3(qo,$) = (qaccept; 0) (pfijali jsme prazdné slovo)

6(qo, @) = (qa,a,1) d(qm,b) = (¢5,0,1) d(qc,a) = (qp,a,1)
d(qp,a) = (qa,a,1) 6(gp,¢) = (4B,¢,1) 3(q0,0) = (g7,b,1)
6(qa,a) = (ga,a,1) é(¢n,c) = (qc,¢,—1) (g, b) = (qr,b,1)
8(qa,b) = (qa,b,1) 6(qc, X) = (g9, X, -1), (g, ¢) = (gr,¢,1)
5(qa,b) = (gB,b,1) X €{a,b,b,c} 3(qr, %) = (qaccepts $,0)

Ukéazka zpracovani slova abc:
(¢,qo,abc) = (@,qa,bc) F (ab,qp,c) F (a,qc,be) = (e,qc,abe) + (a,qo,be) (ELZ_),Qf,E) -
F (dBE,Qf,E) = (@Béa%wceptyg)

Jestlize zaznamendme i hrani¢ni symboly (nékdy to muze byt piehlednéjsi), zpracovani bude vy-
padat takto:

($, g0, abc$) + ($a,qa,bc$) F ($ab,qp,c$) + (3@, qc,b88) F ($,qc,abe$) - ($a,qo,be8)
- ($ab, qs,c8) F ($abe, qf,$) b ($DE, qaceept $)

Ukéazka zpracovani slova aabbcc:

(¢, qo, aabbcc) = (@,qa,abbec) & (aa,qa,bbec) F (aab, qp,bec) = (aabb,qp,cc) F

+ (aab, qc,bec) F (aa,qc,bbéc) + (a,qc,abbec) = (g, qc,aabbec) F (a,qo,abbéc) +
- (aa,qa,bbec) F (aab,qa,béc) - (aabb,qp,cc) & (aabbe,qp,c) - (aabb,qc,cc) +
+ (a@ab,qc,bee) v (aa,qc,bbee) v (a,qc,abbee) - (aa, qo,bbee) - (aab, gy, bec) +

- (@abb, qr,cc) + (aabbe,qr,¢) b (@abbec, qp,e) b (@abbee, qaccept, €)

Ukézka zpracovani slova ac:
(e,q0,ac) F (@,qa,c) chyba = slovo ac neni piijato.
Ukazka zpracovani slova &:

(57 q0, 5) - (5, Gaccept 5)
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Priklad

Vytvofime Turingtv stroj rozpoznéavajici jazyk L = {wcw : w € {a,b}*}

Opét si nejdiiv promyslime, jak by mél stroj postupovat. Pfedpokladejme, Ze na vstupu je slovo

abbcabb. Nejdiiv oznacime symbol v prvni poloviné slova, pak se presuneme do druhé casti slova

a najdeme parovy symbol. Potom je tfeba se pfesunout zpét do prvni ¢asti slova, oznacit dalsi symbol,

atd. Mize to vypadat naptiklad takto:

zacatek zpracovani: abb ¢ abb
oznacime prvni symbol: xbb ¢ abb
oznacime k nému parovy symbol: xbb ¢ xbb
podobné po druhém kroku: xxb c xxbh
po tretim kroku: TTX C TTX

V ptedchozim piikladu jsme pocitali s tim, Ze slovo na vstupu je ohrani¢eno symboly $. Nyni si

ukézeme postup, ve kterém slovo neni témito symboly ohraniceno, ale za poslednim symbolem slova

jsou symboly LI. Kdyz se nad tim zamyslime, obé Teseni jsou ekvivalentni, protoze LI mizeme také

chapat jako hraniéni symboly a stejné s nimi zachézet.

Pouzijeme tyto stavy:

go — ozna¢ime symbol v prvni ¢asti slova, na ktery ukazuje ¢teci/zapisova hlava, pfejdeme do

stavu g4 nebo gp podle toho, zda jsme oznacili symbol a nebo b, posun vpravo,

g4 — byl oznacen symbol a, posunujeme se v cyklu doprava a hleddme polovinu slova (symbol c,
tedy preskakujeme vSechny symboly a a b, které jsou pied c),

qB — totéz pro b,

qac — pokracovatel stavu g4, prechazime do néj, pokud ve stavu ¢4 najdeme symbol ¢, hle-
ddme péarovy symbol (symbol a v druhé &asti slova, tedy preskakujeme vse, co bylo oznaceno —
symboly x),

qBc — podobné ze stavu qp,

gzc — v druhé &asti slova jsme ve stavech gac nebo gpc nasli parovy symbol, oznadili, ted se
v cyklu posunujeme zpét doleva a hleddme polovinu slova (symbol ¢, pfeskakujeme vSe oznacené
— symboly z),

qz — ve stavu gzc jsme nasli polovinu slova, nyni budeme pokracovat doleva a hledat posledni
oznaceny symbol, preskakujeme symboly a a b, az najdeme nejpravéjsi x, zménime stav na gy,
posuneme se o krok doprava (tj. ¢teci/zapisova hlava bude ukazovat na prvni neoznaceny symbol
nebo v ptipadé vSech oznacenych na ¢) a v cyklu se vracime na za¢atek tohoto postupu,

qr — do tohoto stavu pfechazime, pokud jsme ve stavu go misto neoznaceného symbolu a nebo b
nasli pfimo symbol ¢, tj. prvni ¢ast slova je celd oznacend; nyni musime v cyklu smérem doprava
projit zbytek slova, zda tam neziistaly neoznacené symboly,

accept — do tohoto stavu pfejdeme, pokud ve stavu ¢y najdeme konec slova (symbol L), coz

znamena, ze je oznacena i celd druhé ¢ast.

Turingtv stroj bude definovan nasledovné:

M =

({QO7qA7qACaunqBC)anqZC7qf7qaCC€pt}a {a,b,c}, {a,b,c,x,l_l}, 5) {qaCCEPt}v {_17031})
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Nalezeno a:

(g0, a) = (qa,z,1)

6(qa,Y) = (qa,Y,1), Y € {a,b}
(qa,¢) = (qac, ¢, 1)
(
(

S

qac, ) = (qac, =, 1)
(5QACa ) (QZC7:C>_1)

Navrat doleva:

Nalezeno b:
q0, ) (qu:Ua 1)
4B, ) (QBa Y7 1)a Y e {CL, b}

o(
o(
(QB ¢) = (¢BCc, ¢, 1)
(
(

S O

qc, ) = (¢Bc; x, 1)

d QBC7b) (qZCax7_1)

Ukonceni s kontrolou:

5(QZCa ) = (QZCaxv _1) 5((1070) = (qfacv 1)
6(qzc,c) = (gz,¢,—1) 6(qr, ) = (g5, 2,1)
6(92,Y) = (qz,Y,-1), Y € {a,b} (g, L) = (qaccept, U, 0)
6(qz, ) = (qo,7,1)

Ukéazka zpracovani slova aca:
(e,q0,aca) F (x,qa,ca) &= (zc,qac,a) b (x,q9zc,cx) F (e,q9z,xcx) = (x,q0,cx) F (vc,qp,2) F
H (.’L‘CZL’,(]f,U) H (xcx>Q(Lccept7|—|)

Ukazka zpracovani slova ¢ (to je nejkratsi slovo jazyka):

(57QOaC) + (C7Qf>u) H (CyQacceptal—l)

= Poznamka:

Zatimco kone¢né a zasobnikové automaty primarné slouzi spise jen k rozpoznavani slov jazyka (urcu-
jeme, zda slovo patii nebo nepatii do jazyka), Turingv stroj muZe byt i nastrojem transformace —
slovo na vstupu zpracuje na fetézec, ktery pak bude vystupem (vysledkem vypoctu). MiZe zpracovavat

textové Fetézce nebo tfeba provadét matematické vypocty.

Piiklad

Sestrojime Turingtv stroj, ktery pro zadany vstup vytvori jeho reverzi (tj. pro slovo w na vstupu bude
na vystupu w’?). Na vstupu mohou byt jakakoliv slova nad abecedou {a, b}.

Predpokladejme, Ze na vstupu je slovo aabab. Nejdriv na konec slova pridame symbol #, kterym
oznacime rozhrani mezi ptivodnim a novym slovem, a pak za¢neme kopirovat ptvodni slovo na pasku
za #. Puvodni nacitdme zprava (od konce, pfitom pfepisujeme symboly, abychom poznali, co uz je

zkopirovano), nové slovo naopak tvofime zleva, aby bylo revertovano (pfevraceno):

zacatek zpracovani: aabab
oznac¢ime hranici: aabab #
oznacime prvni symbol: aabax #
zapiseme k nému parovy symbol: aabaxr # b
podobné po druhém kroku: aabxz # ba

po tietim kroku: aaxxx # bab
po ¢tvrtém kroku: axrxx # baba
po patém kroku: rxxxrx # babaa

po ukonéeni (proveden tuklid): babaa
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Stavy:
e o — projdeme celé slovo, na konec pridame #, pak ,couvnuti“ pfed # a prechod do stavu ¢z,

e ¢z — v cyklu postupujeme doleva a preskakujeme oznacené symboly, zastavime se na nejblizsim
neoznaceném symbolu, pak pfechod do g4 nebo ¢p,

® g4 — pravé jsme oznacili a, v cyklu postupujeme doprava a preskakujeme oznacené symboly,
zastavime se aZ na symbolu #, prechod do g4y,

e ¢p — podobné jako g4, ale pro symbol b,

e gay — v cyklu postupujeme doprava a preskakujeme vSechny zapsané symboly z pravé ¢asti slova,
hledame konec, pak zapiSeme a a prechazime do stavu gz g,

e ¢y — podobné jako q4p, ale pro symbol b,

e gz — v cyklu postupujeme doleva az k symbolu #, pfeskakujeme vsechny zapsané symboly a
a b, pak prejdeme do stavu qz,

e gy — uklid po kopirovani, smazeme ptivodni slovo a dodany hrani¢ni symbol #,

® (accept — koncovy stav.

M = ({QOaQA7QAH7QBaQBH7QZ7QZH7(]f7Qaccept}? {CL?bac}’ {(l,b,l‘,u,#}, 57 {Qaccept}a {—1,0,1})

Zacatek — priprava: Ukonceni s tklidem:
0(qo,Y) = (q0,Y,1), Y € {a,b} 6(qz,U) = (qr,U, 1)
(5((]07'—’) = (QZa#v_l) (S(Qf,fﬁ) = (Qf7|—|71)

5(Qf7 #) = (Qaccepta L, 0)

Posun zpét — doleva: 6(qz,b) = (¢B,x,1)
6(qz, ) = (qz,2,-1) 6(azm,Y) = (qzm,Y, —1)
6(gz,a) = (qa,x,1) 6(gzm, #) = (az, #.—1)
Nasli jsme a: Nasli jsme b:

6(qa,z) = (qa,z,1) 6(gp,z) = (98, ,1)
6(qa, #) = (qam, #,1) 6(qp, #) = (qBH, #,1)
0(qam,Y) = (qam, Y, 1) 6(¢pm,Y) = (¢Bm, Y, 1)
6(qam,U) = (qzH,a,—-1) 6(gm,U) = (qzH,b, 1)

= Poznamka:

Vsimnéme si rozdilu mezi ¢innosti Turingova stroje a diive definovanych automati:

e Turingtv stroj nejen ¢te vstupni pasku, muze ji i zapisovat,

e C(teci a zépisova hlava se mize (nemusi) pohybovat riznymi sméry, nejen doprava,

e nepotiebujeme zasobnik, ale presto mizeme uchovéavat i jinou informaci nez oznaceni stavu, ve
kterém pravé jsme — kamkoliv na pasku si mizeme cokoliv poznamenat a pozdéji tuto informaci
vyuzit,

e na Turingové stroji lze provadét i vypocty.

Turingovymi stroji se budeme podrobnéji zabyvat v navazujicim predmeétu Teorie vycislitelnosti a slo-

zitosti.

€l
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Ukoly
1

. Sestrojte Turingovy stroje rozpoznavajici jazyky

o Ly ={a"b" : n>0}
o Ly={a"*"a" : n>1}
o L3 ={wecwcw : w € {a,b}*}
o Ly={wcwfcw : we {a,b}*}

2. Navrhnéte (alespon ramcové, popisem ¢innosti) Turingiv stroj, ktery zdvoji svij vstup (tj. na-

priklad pokud je na vstupu slovo abb, na vystupu bude slovo abbabb).
3. Navrhnéte Turingtv stroj, ktery bude mit na vstupu ¢islo v desitkové soustavé a jeho vystupem

m

bude toto ¢islo vynasobené dvéma.

4.2 Gramatiky typu 0

4.2.1 Navrh gramatiky typu 0

Gramatika typu 0 je takova gramatika, jejiz pravidla jsou ve tvaru
a = f, ac(NUT)N(NUT)*, Be(NUT)*

Jde tedy o obecné gramatiky, kde v predpisu mame jediny pozadavek — na levé strané pravidla musi

byt Fetézec termindalnich a neterminalnich symbold obsahujici alespon jeden neterminal.

Priklad

Nasledujici gramatika generuje jazyk L = {a2n Tn> 1}.
G=({S,AB,C,D,E}, {a}, P, S)

S — ACaB

Ca — aaC

CB— DB

CB—FE

aD — Da

AD — AC

aF — Fa

AE — ¢

Odvodime nejkratsi slovo generované gramatikou:
S = ACaB = AaaCB = AaaE = AaFa = AFEaa = aa

15>

Poznamka:

Vsimnéte si ,stéhovani“ symbolu E doleva pomoci pravidla AE — E A. Takovy postup neni v bezkon-
textovych gramatikich mozny, naopak v gramatikach typu 0 a 1 je bézny, ,,posouvany“ symbol plni

podobnou funkci jako stav v automatech.
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Piiklad

Sestrojime gramatiku generujici jazyk L = {a"b"c"™ : n > 1}.

Na zacatku vytvorime neterminalovou ,kostru“. Pouzijeme neterminaly H; a Hs jako hranice ¢asti
slova obsahujicich rizné symboly, dale neterminaly A a B jako ,béZce“ urcujici pravé zpracovavanou
¢ast slova (pfidavame bud zaroven symboly a a b, a nebo symbol ¢), déle netermindl Z pro navrat, kdy
se pfipravujeme na generovani dalsi trojice symbolil a, b, ¢, a koneéné netermindl F zajistujici spréavné
ukonceni generovani slova a odstranéni hrani¢nich symboli.

Postup si mizeme nastinit na sekvenci vétnych forem, které by podle pravidel gramatiky byly

generovany — viz tabulku 4.1.

zacatek generovani dalsi trojice a, b, ¢ aaaA Hy bbb Hs ccc
vygenerujeme a, b, posun zpracovani doprava aaaa Hi bBbbb Hy ccc
posun zpracovani doprava aaaa Hy bbBbb Hy ccc
postupné , preskocime” vSechna b ... aaaa Hy bbbbB Hy ccc

vygenerujeme c za symbolem Hs, posun doleva aaaa Hy bbbbZ Hy cccc

posun doleva, preskoc¢ime b aaaa Hy bbbZb Hy cccc
porad doleva ... aaaa Hy Zbbbb Hy cccc
navazeme na zacatek aaaaA Hy bbbb Hs ccce

Tabulka 4.1: Postup generovani slova v gramatice typu 0

Budeme postupovat takto:

e Nejdiiv vygenerujeme hrani¢ni symboly a neterminal A.
S — AHHs

e Vygenerujeme a a b, presun doprava.
AH; — aH1bB

e Posouvani symbolu B doprava:
Bb — bB

e Konec rekurze z predchoziho bodu, vygenerujeme c, posun zpét doleva.
BHy; — ZHsc

e Posun symbolu Z doleva:
bZ — Zb

e Konec rekurze z predchoziho bodu, navazeme na prvni bod.
HZ — AH;

e Zajistime spravné ukonceni generovani terminalniho slova.
AH, — abE
Eb— bE
FEH; —c

Cela gramatika:
G=({S,A,B,H,,Hy,Z,E}, {a,b,c}, P, S)
S — AHH; | abE

AHy — aH.bB
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Bb— bB

BHy — ZHsc

bZ — Zb

HZ — AHl

Eb— bE

FEHy; — ¢
Vygenerujeme slovo a?b?c?, modie je vyznacena ¢ast slova prepisovana v dal$im kroku nékterym pra-
vidlem:

S = AHHy = aH1bBHy = aH1bZHoc = aH1ZbHyc = aAH1bHyc = aabEbHyc =

= aabbFE Hyc = aabbee

(2]  Ukoly
1. V prvni gramatice této sekce (str. 66) vygenerujte slovo a? = a4,
2. Ke gramatice z téhoz ptikladu pfidejte jesté jedno pravidlo tak, aby generovala jazyk
L={a®" : n>0}.
3. V gramatice z posledniho piikladu (str. 67) vygenerujte slovo a3b3c3.
4. Gramatiku z téhoz prikladu upravte tak, aby generovala jazyk
o Ly ={a"b"c" : n>0}
o [y = {a2"b”c2" :n> 1}

[2]

4.2.2 Kurodova normalni forma

Obecny tvar pravidla mize byt trochu problém piedevsim v dikazech. Proto v pfipadé, Zze grama-
tiku 0 chceme vyuzit pro néktery acel, ji pfevedeme do normalni formy. Pro gramatiky typu 0 existuje
Kurodova normadlni forma (anglicky Kuroda Normal Form).

Gramatika typu 0 je v Kurodové normalni formé (KNF) pro jazyky typu 0, jestlize pro vSechna
jejl pravidla a — 3 plati
laf <2, [f] <2
(a samozfejmé musi spliiovat pfedpis pro pravidla gramatiky typu 0, tedy alesponi jeden netermindl na
levé strané pravidla). Obvykle se predpokladd, Ze vSechna pravidla gramatiky G = (N, T, P, S) v KNF
splnuji jeden z téchto tvari:

e AB—CD, A/B,C;DeN

e A—»CD, A C.DeN

e A—a, AeN,acT

e A—e, A€EN

Vsimnéte si, Ze se pripousti i jeden typ zkracujiciho pravidla (posledni typ), protoze gramatiky typu 0

obecné nejsou nezkracujici (to jsou az gramatiky typu 1).
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Vidime, Ze predpis druhého a tietiho typu pravidla je podobny predpisu pro Chomského normalni
formu. Pokud se jedna o pravidlo bezkontextového typu (i takovd mohou byt v gramatice typu 0), pak

pro takové pravidlo mizeme pouzit algoritmus pro prevod do Chomského normalni formy.

Postup prevodu gramatiky typu 0 do KNF":
1. Odstranime jednoduché pravidla.
2. Vsechny termindly a € T' (na levé i pravé strané pravidla) nahradime ,,pomocnymi“ neterminaly
N,.
3. Pro vSechny neterminaly vytvorené v pfedchozim bodu pfidame pravidlo N, — a.
4. Pravidla A — B1Bsy...B,, n > 2 nahradime pravidly
A = BiXi
X1 — ByXo

Xn72 — anan

Tedy pravidla bezkontextového typu zpracovavame stejné jako pro Chomského NF.

5. Pravidla A1As... A, — Bi1By...B,,, m > 2 (obé strany pravidla stejné dlouhé) nahradime

pravidly
A1A2 — Ble

X1A3 — By X5

Xm—ZAm — Bm—le

6. Nezkracujici pravidla A1As ... A, — B1B>...B,, 2 <m < n nahradime pravidly

A1A2 — Ble Xm_1 — Bme
X143 — DXy Xm — Bpy1Xmi

meQAm — Bmlemfl an2 — anan

7. Zkracujici pravidla A1As ... A, — B1Bsy... By, n < m nahradime pravidly
A1Ay — B1Xy XnAnye — Xpp1
X1A3 — B2X2 :

. Xm—BAm—l — Xm—2
Xn—lAn+1 — Ban Xm—QAm — €

Priklad

Postup si ukdzeme na gramatice

S — AaBC ©)
C — cBAa | bS @),
AaBe — d @

BA — abed ®)
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V pravidlech (4) a (5) provedeme nahradu terminalt a € T' novymi netermindly N,. Pravidlo (3),
nyni C' — NS, nemusime dale zpracovavat, uz odpovida KNF.
Nejdfiv zpracujeme pravidla bezkontextového typu (1) a (2).

S — AXl C— NcX3
X1 = N, Xo X3 — BXy
X2 — BC X4 — ANa

Zbyvaji pravidla 3) a (4) — jedno je zkracujici a druhé nezkracujici:

BA — N,Xs ANg = NaX7
NaX5 — NbXG X7B — XS
Xg — NNy XgN,. — ¢

Cela gramatika po prevodu do KNF:

S — AX, X3 — BXy Xe — NNy N, —a
X1 — N, X5 X4 — AN, AN, — Ny X7 Ny — b
X5 — BC BA — NaX5 X7B — Xs NC — C
C — N.X3 Ny X5 — NpyXg XgN, — ¢ Ng—d

Ukoly

1. Zpracujte nasledujici pravidla tak, aby odpovidala pozadavkiim na KNF a pfitom generovala
ekvivalentni fetézec:
e A— BCabD

e BA — acbA
o CaD — b

2. Prevedte do KNF gramatiky z pfiklad na stranach 66 a 67.

3. Prevedte do tvaru KNF nésledujici gramatiku:
G=({S,A,B,C}, {a,b,c,d}, P,S)

S —aAB|BA|C
aAa — bCha | B
AC — d
B—aB|CC|b
C—cS|d
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