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Uvod

Mezi klasické ¢asti teoretické informatiky patfi teorie jazykti a automatda.
Tato skripta jsou zamyslena jako studijni opora pro pfedmét Teoretické zi-
klady informatiky studijniho oboru Informacni a knihovnickd studia. Skripta jsou
samoziejmé pouzitelna i pro dalsi pfedméty, jejichZ naplni je teorie jazykl
a automatt. Dany text je vhodny jak pro prezenc¢ni typ studia, tak i pro typ
kombinovany. Cilem je, aby studenti pochopili dtleZité pojmy z oblasti teo-
rie jazyki a automat.

Text je ¢lenén logicky do jednotlivych kapitol, ve kterych jsou zietelné
vyznaceny definice, véty, algoritmy a v kazdé kapitole je nemalé mnoZstvi
feSenych prikladi. V zavéru jednotlivych kapitol jsou uvedeny nefesené pii-
klady vztahujici se k dané kapitole.

V kazdém védnim oboru mame k dispozici urcité néstroje, pomoci kte-
rych zkoumame objekty naseho zajmu, snazime se popisovat jejich chovani,
vlastnosti, modelujeme je. Pokud danymi objekty budou pocitace (jejich fun-
govani, omezeni), ddle pfekladace vyssich programovacich jazykt je jednou
z disciplin tzv. Teorie formélnich jazykt a automatu.

Podivejme se trochu do historie. Zéklady této teorie polozil v roce 1956
americky matematik Noam Chomsky, ktery v souvislosti se studiem pfi-
rozenych jazykt vytvofil matematicky model gramatiky jazyka. Phvodni
predstava formalizovat popis pfirozeného jazyka tak, aby mohl probihat au-
tomaticky preklad z jednoho pfirozeného jazyka do jiného, nebo aby pfiro-
zeny jazyk byl prostiedek komunikace ¢lovéka a pocitace, se ukazala jako
velmi slozitd. Pfesto byl tento pokus velmi dtilezity, protoZe vytvofeni gra-
matiky reprezentujici formdlni jazyk (napfiklad néktery programovaci ja-
zyk) se ukdzalo jako proveditelné a uZzite¢né.

Jak jsme jiz uvedli, teorie formélnich jazykt nasla uplatnéni v progra-
movacich jazycich. Podivejme se znovu trochu do historie. Chomsky defi-
noval gramatiky formalniho jazyka a provedl klasifikaci formdlnich jazykd.
Backus a Naure pouZili zakladni objekty gramatiky pro definici syntaxe pro-
gramovaciho jazyka ALGOL 60. Dalsi vyvoj vedl k aplikaci teorie jazykt do
oblasti pfekladac¢ti programovacich jazykt. Musime si uvédomit tu velikou
zménu pii konstrukei prekladact umozZnujici do zna¢né miry automatizovat
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naro¢nou programatorskou praci spojenou s implementaci programovacich
jazykda.

V tvodu této kapitoly jsme napsali, Ze teorie jazykii a automatti spadéa do
oblasti teoretické informatiky. Ale vymezeni pojmu teoretickd informatika
neni jednoduché. Jako hlavni ¢asti teoretické informatiky z jistého tihlu po-
hledu m@Zeme chdpat pravé teorii jazykti a automatti, teorii vycislitelnosti
a sloZitosti, ale také ¢ast logiky. V tomto skriptu se doc¢teme piedevSim o
dvou matematickych formalismech, o gramatikach a automatech, které bu-
dou predstavovat abstraktni modely. Zatimco gramatika umoZnuje popsat
strukturu vét formalniho jazyka, automat dovede tento jazyk rozpoznavat.

Poznatky z teorie formdlnich jazyk® nemaji jen vyznam v oblastech infor-
matiky, informacnich technologii. Diky této teorii mame algoritmy, jeZ jsou
zékladem pro konstrukci redlnych programfi ¢i zafizeni, kterd zpracovavaji
informace ve tvaru vét formdlniho jazyka. Diky poznatkiim jsme schopni sta-
novit moZnosti a omezeni algoritmickych postupti feSeni problémt a také
nam slouzi k odhalovéni problémfi, které jsou algoritmicky nerozhodnu-
telné.

Nesmime zapomenout také uvést vyznam pro kybernetiku a umélou in-
teligenci, a bez dané teorie jazyk by stézi existovaly tak vykonné a efektivni
produkty informatiky jako jsou vyvojové nastroje, databdzové dotazovaci ja-
zyky, znackovaci jazyky XML, HTML a dalsi.

Nyni uz jen zbyva jediné — popfat ¢tendfi mnoho zaujeti a trpélivosti pii
¢teni nasledujicich kapitol a zkoumani jednotlivych vlastnosti jazyki a auto-
matt a jejich vzdjemnych vztahti.



Kapitola

Abeceda, slovo, jazyk

V této kapitole sezndmime ¢tenafe se zakladnimi pojmy teorie formalnich ja-
zyk. Terminologie vychézi z analogie s pfirozenymi jazyky. Zakladnim sta-
vebnim kamenem jsou symboly, pismena jeho abecedy. Z pismen Ize tvorit
slova jazyka. Nékteré posloupnosti pismen tvoii slovo jazyka , jiné ne. Jazyk
je mnoZina spravné vytvofenych slov.

1.1 Abeceda

Zakladnim stavebnim kamenem mluveného slova jsou hlasky, psaného textu
pak pismena, stavebnice se sklddd z jednotlivych kosti¢ek, dtim z cihel, oken,
trubek atd. V teoretické informatice témto zdkladnim prvkam fikdme sym-
boly. Obvykle jsou to pismena latinky, mohou to v8ak byt rtizné znacky, ge-
ometrické utvary ... Pokud sestavime mnoZinu vSech typt symbolti, které
se v daném textu, skladance, atd. vyskytuji, dostdvdme abecedu.

Definice 1.1

Abeceda je konetnd mnozina. Jeji prvky nazyvdme symboly, znaky nebo
pismena.

Abeceda

Def
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Abecedou miiZe byt jakdkoli kone¢na mnozina, {a} je pfiklad jednoprv-
kové abecedy a & je prdzdnéa abeceda.

Q Piiklad 1.1 P

Uved'te sedm ptikladii riznych abeced.

1. A={a,b,c,d,e, f,...,y,z} —abeceda tvofend malymi pismeny latinky,
bez diakritiky;

2. B={A, AE E1100,U0U,Y, Y} — abeceda tvofend samohlds-

kami i s diakritikou;

C={a,B,...,w} —abeceda tvofend malymi pismeny fecké abecedy;

D = {a,b, c} — tfiprvkova abeceda;

E = {a} - jednoprvkova abeceda;

F={a m ¢ x @} -abeceda tvofena grafickymi symboly;

N oUW

G = {-,-} — abeceda pro morseovku.

()

1.2 Slovo

Zfetézenim urcitého poctu symbolh abecedy ziskdme slovo. ProtoZe vzniklo Slovo
zietézenim, nazyvame ho také nékdy fetézec. Pradzdné slovo, které neobsa-
huje Zzadné symboly, zna¢ime «.

()
Definice 1.2 Def

Slovo (fetézec) nad abecedou ¥ je posloupnost symbolt ajas . . . a,, kde
a;€X,1<i<n.
Slovo nad abecedou X je definovano takto:

(1) prazdné slovo ¢ je slovo nad abecedou %,
(2) je-liwslovonad ¥ a a € ¥, pak wa je slovo nad %,
(3) wjeslovonad ¥, kdyz a jen kdyZ 1ze w ziskat aplikaci pravidel (1) a (2).

)
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O slovech, ktera jsou sloZena ze symbolt z abecedy ¥, fikdme, Ze jsou
vytvofena nad abecedou X.

Q Piiklad 1.2 P

Vytvoite po jednom slové ze symbolti abeced uvedenych v predchozim pfi-
kladé.

1. 54 = sobota je slovo vytvotfené ze symbol abecedy A;

2. sp = E je slovo vytvorené ze symboli abecedy B;

3. 5¢ = dwg je slovo vytvorené ze symbol abecedy C;

4. sp = aaabbbaaa je slovo vytvorené ze symbolt abecedy D;

5. sg = aaaaaaaaaaaa je slovo vytvorené ze symbolt abecedy E;
6. sp = & x ¢ x ¢ je slovo vytvofené ze symbolti abecedy F;

7. sg = ——- je slovo vytvofené ze symbolii abecedy G.

()

Pocet symbold, jejichz zfetézenim slovo vzniklo, nazyvdme délkou slova. Délka slova
Prazdné slovo ¢ mé nulovou délku.

IJ/E)
Definice 1.3 Def
Délka slova je nezaporné celé &islo udédvajici pocet symbolii slova. Délku
slova w zna¢ime symbolicky |w|. Je-li w = ajag...ap, a; e Eproi =1,...,n,

pak |w| = n.
(=
Q P¥iklad 1.3 P

Uved'te délky slov z pfedchoziho piikladu.

1. |sal| = |sobotal = 6;
. ssl=|E|=1;
- Iscl = 0wl = 3;

. |sp| = laaabbbaaal = 9;

g1 &=~ W N

. |sE| = laaaaaaaaaaaal = 12;
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6. |sp|=|exexe|=5;
7. lsol =1~ =3

®)

Slovo (nebo podslovo), které sestava pravé z k vyskyt symbolu a, budeme
symbolicky znatit a*. Nap¥. a® = aaa,b? = bb,a’ = ¢.

Pfi prdci se slovy nas ne vzdy zajima pocet vSech symbolti, ale potfebu-
jeme znét pocet konkrétnich symbolii ve slové. Pocet vyskytt symbolu a ve
slové w znat¢ime |w),.

@ Piiklad 1.4

Uved'te |w|, pro zadané slovo w a symbol a:

1. w=ayzzyrrzr, a=x

- pocet symbolt = ve slové xyzzyzrzzz je 4 a tedy |vyzzyrazal, = 4;
2. w=nhoapBapbu, a=p

- pocet symbolii 5 ve slové m3oapSapfije 3 atedy | BdapBapBuls = 3;
3. w=HUFEQIMH=S o=

- pocet symbolii & ve slove #&£Z Q¥4 je 1 a tedy

WG Qs HGE S| = 1.
()

Znaceni V textu budeme pouZivat ndsledujici znaceni:

* maléd pismena ze zacatku latinské abecedy - a,b,c,... — pro symboly
abecedy

¢ velkd pismena fecké abecedy — nejcastéji 3, I — pro abecedy
* mald pismena fecké abecedy — nejcastéji w, o, 5 — pro slova

Toto oznaceni pouZivdme jako obecné. Abecedou ¥ nebudeme myslet jednu
konkrétni abecedu, ale prosté jen ,néjakou” obecnou abecedu. Stejné tak to
platii pro symboly. Napiiklad pokud pouZijeme konstrukci ,pro kazdéa € ¥
plati ...” neznamena to, Ze fyzicky symbol a je prvkem abecedy X. V této
souvislosti a pfedstavuje proménnou, za kterou mtizeme dosadit jakykoli
tyzicky prvek abecedy.

Vyrazem ¥* zna¢ime mnoZinu vSech slov nad abecedou ¥; ¥ je ozna-
¢eni pro mnoZzinu vSech neprazdnych slov nad abecedou X. Plati tedy

Yr=Y"u{etaXt=2"-{e}.

MnozZina
vSech slov
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Déle pro prazdnou mnozinu plati o* = {¢} a g* = @.

MnoZina vsech slov nad kone¢nou abecedou je sice nekonecnd, ale spo-
¢etnd. Slova v dané abecedé muiZeme sefadit (usporadat): nejprve podle dél-
ky a v ramci stejné délky podle abecedy, tj. podle zvoleného uspofddéni na
prvcich abecedy. Tak jsou slova sefazena do jedné posloupnosti, ve které je
lze po fadé o&islovat pfirozenymi ¢isly, kterd tak predstavuji pofadova ¢isla
slov v posloupnosti.

1.3 Jazyk

Lingvisté definuji jazyk jako znakovy systém, pomoci kterého se popisuji
véci, akce, myslenky a stavy, pfipadné jako soubor gramaticky spravnych
vyjadfeni. Druhd definice se bliZi definici formalniho jazyka nejvice.

()
Definice 1.4

Formalni jazyk, stru¢né jazyk, nad abecedou ¥ je mnoZina kone¢nych slov
(tj. slov konec¢né délky) vytvofenych ze symbolh abecedy 3.

=

Jazyk na abecedou ¥ je tedy libovolnd podmnoZina mnoZiny X*. Jazykem
nad abecedou ¥, ktery ma nejvice slov, je pravé ¥*. Naopak jazykem, ktery
ma slov nejméné, je jazyk prdzdny. Poznamenejme jen, Ze prazdny jazyk
miiZze byt nad libovolnou abecedou. Dal$im takovym piikladem jazyka je
jazyk, ktery obsahuje jediné slovo (mtze jit i o prazdné slovo). Pokud bude
ziejmé, nad jakou abecedou je jazyk definovédn, budeme jednoduse pouZzivat
pojem ,jazyk”.
Pro definici toho, jakd slova patii do jazyka, pouZivame tfi zplisoby zéapi-
su. Jazyk zapisujeme:
1. Vyétem prvki — uvadime dplny seznam vsech prvkd, které do jazyka
patfi, nebo dostate¢né mnozZstvi slov sefazenych tak, aby bylo zfejmé,
jakd slova ve vyctu chybi.

¢ {leden, tunor, bfezen, duben}
e {dvefe, okno, sttil, postel, zidle}
e {ABC,ACB,BAC,BCA,CAB,CBA}

e {aa,aaaa,aaaaaa,a®,a', ...}

Def
Jazyk
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2. Vyjadfenim zavislosti — definujeme obecny tvar slova a podminky, kte-
ré urcuji, kterd slova definovaného tvaru do jazyka patii.

{z | podminka}

Jazyk definovany v predchozi &asti {aa,aaaa,aaaaaa,a®, a'’, ...} lze
zapsat pomoci zavislosti nasledujicim zptisobem:

{a*|i=2k,i,ke N}

Cteme ,Do jazyka patif slova tvaru a na i-tou, kde i je sudé &islo rtizné
od nuly”. Jind interpretace je ,Do jazyka patfi neprazdna slova tvofena
symboly a, kterd maji sudou délku”.

Vysvétleni z4pisu:

* N je mnozina pfirozenych &isel — {1,2,3,...}. V textu naleznete
také znaceni Ny — mnoZina pfirozenych ¢&isel s nulou.

* a'je tvar, ktery maiji slova, ktera patfi do daného jazyka. V nasem
pfipadé jsou to slova, kterd se sklddaji ze symbolii a. Pocet sym-
bolti a je dan cislem «.

* ¢ = 2k definuje pravé onu zavislost nebo podminku. Pocet sym-
bolti a ve slové musi byt roven dvojnasobku jiného ¢isla, neboli
musi byt sudé. ProtoZe je definovano, Ze k je celé ¢&islo vétsi nez

nula, pak nejkrat§im slovem jazyka je a”.

3. pomoci tzv. reguldrnich vyrazt — tomuto zptisobu zdpisu se budeme

vénovat na konci této kapitoly.

V dal$im textu budeme predpoklddat, pokud neuvedeme jinak, Ze pro-
ménné pouZité v definicich jsou pfirozena c¢isla (mohou nabyvat pouze hod-
noty z mnoZiny Np). Misto {a’ | i = 2k, i,k € Ny} tedy mtizeme zapsat {a’ | i =
2k, k > 0}, nebo misto {a’ | i = 2k,i,k € N} mliZzeme zapsat {a’ | i = 2k, k > 1}
nebo {a’ | i = 2k, k > 0}.

@ Piiklad 1.5

Zadejte dané jazyky vyctem prvki:
1. Ly={d"|1<i<4}

Jazyk L, obsahuje slova nad abecedou {a}, kterd maji pocet symbol
od jedné do ¢tyf. Proto L; = {a,aa, aaa, aaaa}.
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2. Ly={ad'|i>6}

Na rozdil od jazyka L; je pocet symbolti slov nélezicich do jazyka Lo
omezen pouze zdola. Tento jazyk tudiZ neni kone¢ny.
Ly={a",a%d% ...}

3. Ly={a'b"|i<2}
Tento jazyk je tvoren slovy, kterd se sklddaji ze dvou ¢ésti. Prvni ¢ast je
sloZena ze symbolti a a druhé ze symbolii b. ProtoZe ve vyrazu a'b’ je
pouZity stejny index i, je pocet symbolti a a pocet symboli b ve slové
vzdy stejny. Index i je podminkou omezeny shora. Pokud budeme
vycet slov, kterd jazyk L3 obsahuje, uvadét opét od nejkratsiho slova,
nesmime zapomenout na prazdné slovo. Ls = {a’ = ¢, ab, aabb}.

4. Ly={a' |i<2;5€{3,4}

Do jazyka L4 stejné jako do jazyka L3 patfi slova sloZend z ¢asti ob-
sahujici pouze symboly a a z na ni navazujici ¢asti obsahujici pouze
symboly b. Kazd4 z ¢asti ma v definici (a'd’) pouZity jiny index (i, j).
Zatimco pocet symbolii a je mensi nebo roven dvéma, pocet symbolti b
je roven tfem nebo ¢tyfem. Proto tedy

Ly = { bbb, bbbb, abbb, abbbb, aabbb, aabbbb}.

5. Ly = {a'b/ ¥ | i = j;i,7,k > 0}
Jednd se o jazyk nekone¢ny, slova jsou sloZena ze tii ¢asti, jako prvni je
¢ast sloZzend ze symbolt a, druhd ¢ast je sloZend ze samych symbol b
a slovo kon¢i symboly c. Protoze vSechny indexy i, j i k jsou nenulové,
ani jedna z ¢asti nemtiZze chybét. Navic podminka ¢ = j uréuje, Ze pocet
symbolii a a b je ve slové stejny.
Ls = {abc, abee, abeee, aabbe, abeece, aabbee, abeecee, aabbece, . . . }

6. Lg={a'VV/ |i#7;i,5>0}
Slova jazyka Lg se opét skladaji ze dvou casti — ,nejdfive sama a-cka
a potom sama b-¢ka”. ProtoZe jsou indexy nenulové, ani jedna z ¢asti
nemtiZe chybét. Zbyla ¢ast podminky urcuje, Ze indexy musi byt rtizné,
tzn. pocet symbolii a je rizny od poctu symboli b.

Lg = {aab, abb, aaab, abbb, aaaab, aaabb, aabbb, abbbb, aaaaab, aaaabb,

aabbbb, abbbbb, . .. }
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Ijazyk, kterym hovofime, ¢estina, ma s formalnimi jazyky mnoho spolecné-
ho. Uméli byste ur¢it nad jakou abecedou? Jak vypadaji slova tohoto jazyka?
Na prvni otdzku nejspi§ nebude problém odpovédét. Jako abecedu pouZi-
vame latinku, stfedoevropsky skript. U¢ime se ji uz v prvni ttidé zdkladni
gkoly. Ale jak vypadaji slova jazyka? Sta&i opravdu jen nase slova? Cim je
tvofen jazyk? Neni to jen slovni zdsoba, ale také pravidla, kterd urcuji, jak
skladat slova do vét, aby véty davaly smysl. Nejblize sloviim formalniho
jazyka maji opravdu véty jazyka pfirozeného.

1.4 Operace se slovy a jazyky

ProtoZe jazyky jsou mnoziny, provadime s nimi stejné operace jako s ostatni-
mi mnozinami (napfiklad ¢iselnymi), jako jsou sjednoceni, priinik, doplnék
a mnozinovy rozdil. Pokud jsou abecedy jazyki rtizné, abeceda vysledného
jazyka je sjednocenim abeced jazykt ptivodnich.

()
Definice 1.5

Sjednoceni jazykt L1, Ly zna¢ime L U Ly. Vysledkem operace sjednocenti je
jazyk, ktery obsahuje vSechna slova jazykt L1 i Lo.

Formélné: Ly u Ly ={w|we L; vwe Ly}

Cteme: Do sjednocenf jazykti L; a Ly patii slova w takovd, Ze w nalezi do

jazyka L1 nebo w nélezi do jazyka Lo.
S

L1UL2

Obrazek 1.1: Znazornéni sjednoceni jazykt

@ Piiklad 1.6

Urcete Ly U Lo:
* [y ={a,aa,aaa}, Ly ={b,bb,bbb} = Ly U Ly = {a, b, aa,bb, aaa, bbb};

Def

Sjednocent
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e [y ={e,a,aa}, Ly = {a,aaa,aaaaa} = L1 U Ly = {¢, a,aa, aaa, aaaaa};

o Ly={a"|i=2k; k>0},Lo={d’ | j=2k+1; k>0}

:>L1UL2:{CLi|’L'ZO}. @

Definice 1.6 Def

Prinik jazyk® Ly, Ly zna¢ime L1 n Ly. Vysledkem operace pruniku je jazyk, Pranik
ktery obsahuje vSechna slova, ktera patii soucasné do obou jazykt Li i Lo.
Formélné: Ly n Ly ={w|we L; Awe Ly}

Cteme: Do priniku jazykiti Ly a Ly patii slova w takova, Ze w nalezi do jazyka

L1 a soucasné w nalezi do jazyka Ls. O
=1

LlﬂLQ

=

Obrazek 1.2: Zndzornéni priniku jazykt

Q P¥iklad 1.7 P

Urcete L1 n Lo:

e Ly ={a,aa,aaa}, Ly = {a%,a*,a®} = L1 n Ly = {aa};

e [y ={¢e,a,aa}, Ly = {aaa,aaaaa} = L1 n Ly = &;

o [y ={e,a,aa},Ly={e,b,bbb} = L1 nLy={e};

o Ly={a"|i=2k; k>0},Ly={a’ |j=3k; k>0}
= LinLy={a"|i=6k; k>0};

o Li={a'¥cF|i=j;i,5,k>0},Lo={a'¥c*|j=k;ijk>0}
= LinLy={a'¥c* |i=j=k;ijk>0}

()
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()
Definice 1.7 Def

Rozdil jazyka Lq, Ly zna¢ime Ly — L. Vysledkem operace rozdilu je jazyk, Rozdil
ktery obsahuje vSechna slova patfici do jazyka L, a nepatfici do jazyka Lo.
Formélné: L; - Lo ={w|weLiAw¢ Ly}

Cteme: Do rozdilu jazykti L1 a Ly patii slova w takové, Ze w nélezi do jazyka

L; a soucasné w nendleZi do jazyka L.
Q

Li- Lo

Obrézek 1.3: Znazornéni rozdilu jazyku

Q P¥iklad 1.8 P

Urcete L1 — Lo:
e [y ={a,aa,aaa}, Ly = {a2,a4,a6} = L1 - Lo = {a,aaa};
e Iy ={d?a*a%}, Ly ={a,aa,aaa} = L1 — Lo = {a*,a%};
e L1 ={¢,a,aa}, Ly ={aaa,aaaaa} = L1 — Ly = Ly;
e Ly ={e,a,aa}, Ly ={e,b,bbb} = Li — Ly = {a,aa};
o Ly={a"|i=2k; k>0},Ly={a’ | j=3k; k>0}

=Ly -Ly={a"|i=2kni#6l; k,1>0}. Q
)
Definice 1.8 Def

Doplnék jazyka Ly do jazyka Ls znatime L 1,. Vysledkem operace doplitku Doplnék
je jazyk, ktery obsahuje vSechna slova, kterd nepatfi do jazyka L, a patfi do

jazyka Lo. Doplnék je definovdn pouze pro takové jazyky, pro které plati

Ly c Ls.

Formélngé: Ly, = {w|w ¢ L1 Aw € Lo}
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Cteme: Do doplitku jazyka L; do jazyka Lo patii slova w takova, Ze w nena-
lezi do jazyka L; a souc¢asné w naleZi do jazyka Lo. O
=1

Lyp,

Obrézek 1.4: Znazornéni doplriku jazyka
Nechf L je jazyk na abecedou Y. Misto Ly« budeme psét pouze L.

Q P¥iklad 1.9 P

Urcete L_1L2:
e [y ={a,aa,aaa}, Lo = {e,a,az,a3,a4,a5,a6} = L_1L2 = {6,@4,a5,a6};
e L= {S,CL,CLCL},LQ = {a}* = L1L2 = {CL3,G4,G5, - };

* Ly ={e,a,aa}, Ly = {¢,a,bb, aaa, bbbb, aaaaa} = nelze, protoze L1<$§.

Daéle uvedeme zdkladni operaci se slovy, a to operaci zfetézeni. Ztetézeni

()
Definice 1.9 Def

Zietézeni slov u = ajaz...an,v = biby... b, oznacujeme u - v, strucnéji uv,

a definujeme uv = ajaz . ..a,b1ba ... by,
©,

Plati, Ze w-e=e-w=w, kde w ¢ ¥*

Q P¥iklad 1.10 P

Nechf u = abba a v = babb. Uved'te u-vav-u.
® u-v = abba - babb = abbababb;

® v-u = babb - abba = babbabba. Q
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Operace zfetézeni je asociativni, to znamenad, Ze plati (u-v) - w =u- (v-w).

Q P¥iklad 1.11 P

Ovéfte asociativitu operace zfetézeni pro u = abb, v = aaa, w = bbb.
® (u-v)-w=(abb-aaa)-bbb = abbaaa - bbb = abbaaabbb;
® u-(v-w)=abb-(aaa-bbb) = abb - aaabbb = abbaaabbb.
(#)
Jiz dfive jsme se zminili o tom, Ze slova vznikla zfetézenim. Ted, kdyZz Podslovo,
jsme definovali operaci zfetézeni, mtizeme ptejit k dalsim pojmtim, a to jsou  prefix a sufix
podslovo, prefix (pfedpona) a sufix (pfipona).

Y

€=

Definice 1.10 Def
Slovo v je podslovo slova w, jestliZe existuji slova u a w takova, Ze plati:
W=u-v-w

Pokud u = ¢, pak v je prefix (pfedpona).
Pokud w = ¢, pak v je sufix (pfipona).
)

Specidlnimi podslovy (resp. prefixy, sufixy) jsou: celé ptivodni slovo
a prazdné slovo. Pokud se podslova (resp. prefixy, sufixy) nerovnaji ptivod-
nimu slovu, fika se jim vlastni. Kazdé podslovo se da vyjadrit jako prefix
sufixu nebo sufix prefixu.

Q P¥iklad 1.12 P

Urcete néjaké podslovo, prefix a sufix slova aabab.

¢ vlastni podslova jsou napfiklad ab, ba, aba;
¢ dalsi podslova jsou € a aabab;

¢ vlastni prefixy jsou napfiklad a, aa, aab;

¢ vlastni sufixy jsou naptiklad b, ab, bab.
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Q P¥iklad 1.13 P

Uved'te vechna podslova slova 0011. Najdéte takova slova délky 2 a 3, ktera

nejsou podslovy slova 0011.
e Podslova: ¢,0,1,00,01, 11,001,011, 0011.
* Nejsou podslovem: 10, 000,010, 100,101,110, 111. Q
Dalsi operaci, kterou se budeme zabyvat je mocnina slova. Vznika tehdy,
kdyz fetézime opakované jedno slovo. Tuto operaci definujeme rekurzivné.
)
Definice 1.11 Def

n-tou mocninu slova w pro pfirozené n znac¢ime w" a definujeme nésledovné:

1. ¥ =¢,
2. W =w" 1w
@)
Plati tedy:
o =g
o wl =w;

e W=w-w;

o W=w? w=w-w-w;atd.

Mnohé operace, které jsou nadefinovany nad slovy, je mozné rozsifit i na
jazyky. Jako prvni uvedeme operaci zfetézeni.

m/ =

Definice 1.12 Def

Zietézenim jazyki L; nad abecedou X; a Ly nad abecedou X3 nazyvame

jazyk
&)

Ll-LQZ{U"U|u€L1/\U€L2}

nad abecedou X7 U .
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Do zfetézeni jazykli patfi vSechna slova vznikl4 zfetézenim vSech kom-
binaci slov obou jazykli v pofadi stanoveném zietézenim jazykt. V praxi
vypada L; - Ls tak, Ze si vytvofime na obou jazycich L; a Ly uspofadani
(sefadime slova) a zfetézime prvni slovo prvniho jazyka postupné se viemi
slovy druhého jazyka, pak vezmeme druhé slovo prvniho jazyka a opét zie-
tézime se vSemi slovy druhého jazyka, ... Timto zptisobem ziskdme nejvyse
|L1| - |L2| slov, kde |L| je mohutnost neboli pocet prvkit mnoziny L.

Q P¥iklad 1.14 P

Definujte vysledek zfetézeni jazykt L - Ly a Lo - Lq:
1. Ly = {On | n 2> 0},L2 = {1} = Lq1-Ly = {Onl |TL > 0} alo L= {10" | n > 0},
2. Ly ={1"|n>0}, Ly = {0,00} = Ly - Ly = {10,100 | n > 0}
a Ly- Ly ={01",001" | n > 0};
3. Ly ={01,11}, Ly ={0,00} = L, - Ly = {010,0100, 110, 1100}
alLs-Li=1{001,011,0001,0011}.

®)
)
Definice 1.13 Def

Je-li L jazyk nad abecedou 3, pak L™ znaci n-tou mocninu jazyka L a plati:

LV={e}, L"=L""1 L.
@)
Q Ptiklad 1.15 P

Vytvoite druhou a tfeti mocninu jazyka L
1. L={0};
L? = {0%};
L= {0°};
2. L=A{e,a};

L?={c-ce-a=a-c,a-a} ={e,a,a®};

L3 = {¢,a,aa,aaa};
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3. L={a,ab};
L?={a-a,a-ab,ab-a,ab-ab} = {a?, aab, aba,abab};

L3 = {aaa, aaab, aaba, abaa, abaab, aabab, ababa, ababab}.

®)

Jazyk vSech slov, ktera 1ze rozdélit na nékolik ¢ésti, z nichz kazd4 patii
dojazyka L, nazyvame iteraci.

Definice 1.14 Def

Iterace jazyka L se znaci L™ a je definovéna jako
L=r’uvL'vr?u-.-=|JL"
n=0
Pozitivni iterace jazyka L se zna¢i L* a je definovana jako

L*=r'vr*ulPu---=JL"
n=1

=1

Oznaceni pro iteraci resp. pozitivni iteraci jiz pozorny ¢tenaf zna. Po-
uzili jsme je pro mnoZzinu vsech slov nad abecedou s resp. bez prazdného
slova. Nové pouziti neni v rozporu s jiz dfive uvedenym, protoZe i abecedu
miiZeme povaZovat za jazyk, ktery obsahuje slova délky jedna. Déle jsme
pro mnoziny vSech slov nad danou abecedou uvedli, Ze plati vztahy: ¥* =
Y u{e}aX® = X" —{e}. Jakje to s platnosti téchto vztahti pro jazyky obecné?
Odpoveéd vyplyne z nésledujiciho ptikladu.

Q Piiklad 1.16 P

Pro jazyky L; = {0} a Ly = {¢,0} uved'te iteraci a pozitivni iteraci.

ProtoZe plati L* = L°u L' uL? U = U3 L"a Lt = L' UuL?u--- =
Use, L™ uved me nejdfive, jak vypadaji mocniny jazykd, poté provedeme
jejich sjednoceni.
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Ly Ly
=0 {e}  {e}
{0} {e,0}

{00}  {,0,00}
{000} {e,0,00,000}

Il
W N = O

T3S 3 33 S
I

n=i {0} {e0,00,...,0"}

Nyni si ukdZeme, jak vypadaji iterace a pozitivni iterace jazykt L a Lo.
L*=I°uvL'ul?u-- =2, L" =

L7 ={e} u{0} u{00} u{000}--- = {e,0,00,000,...}

L; = {e} u{e, 0} U {e,0,00} U {e,0,00,000}--- = {&,0,00,000,...}
Lt=L'ul?yu---=U>2,L" =

LT ={0}u {00} u{000}---={0,00,000,...}

L% ={e,0} u{e,0,00} U {,0,00,000}--- = {¢,0,00,000,... }

Zatimco iterace a pozitivni iterace jazyka L; se lisi o prvek ¢, pro jazyk Ls se
jednd o tu samou mnozinu. Navic iterace obou jazykt se rovnaj. Q

Ze srovnani vyslednych iteraci a pozitivnich iteraci jazykd vyplyva pro
platnost vztahtt ¥* = X" u {¢} a ¥* = ¥* — {¢} nasledujici. Prvni vztah je
platny. Pokud k mnoZing, ktera obsahuje ¢, pfiddme prazdné slovo, mnoZina
se nezméni a dostavame stejny vysledek jako projazyk L, z ptikladu 1.16. Co
se ty¢e druhého vztahu, ten plati pouze pro jazyky, které neobsahuji prazdné
slovo.
Dalsi operaci, kterou nadefinujeme, je operace zrcadlového obrazu nazy- Zrcadlovy
vand téZ reverze. obraz

&)
Definice 1.15 Def

Zrcadlovy obraz (reverze) slova w = ajas . .. ap-1ay, je slovo

wR = anldn-1...0a201.
ER =&

Zrcadlovym obrazem (reverzi) jazyka L se nazyvé jazyk L = {w® |we L}.

)




KAPITOLA 1 ABECEDA, SLOVO, JAZYK 19

Uvedeme nékolik prikladii reverze jak slov tak jazyki.

Q Ptiklad 1.17 P

Vytvofte reverzi danych slov.

1. w=aab = W = baa;
2. w=00=wl=00=w;

3. w = abba = W' = abba = w. @
Q P¥iklad 1.18 P

Vytvorite reverzi jazyka.
1. L ={a'c"|i>0} = L ={c'b'a’|i>0};
2. L={00,11} = L% ={00,11} = L;
3. L = {abba,abab, aabb} = LT = {abba, baba,bbaa}. Q
A

Nyni piistoupime k posledni definici této kapitoly — definici substituce.

()
Definice 1.16 Def

Substituce (nahrazeni) je zobrazeni f : ¥ - 2" abecedy ¥ do podmnozin Substituce
mnoziny A*. Pro kazdé a € ¥ definujeme f(a) ¢ A*.
Substituce se nazyva nevypoustéjici, jestlize Va € X plati,ze € ¢ f(a).

Substituce slova vznika rozsifenim substituce f : ¥ - 22 na f: % - 227
a definujeme ji takto:

L f(e)=¢;

2. f(z-a) = f(x)- fa).
Cili substituce prazdného slova je opét prazdné slovo a substituce fetézce
odpovida zfetézeni substituci.
Substituci jazyka definujeme tak, Ze pro kazdé L € ¥* je substituce sjedno-
cenim substituci slov jazyka, ¢ili: f(L) = Uper, f(w). Rikdme, Ze jazyk f(L)

vznikl z L substituci f.
&)
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Jak takové substituce vypada v praxi, si ukdzeme na piikladé.

Q Ptiklad 1.19 P

Urcete f(ab), jestlize plati:
L. f(a) ={1}, f(b) = {2} = f(ad) = f(a)- f(b) = {12};
2. f(a) ={1,3}, f(b) = {2} = f(ab) = f(a) - f(b) = {12,32};
3. fla) ={1,2}, f(b) = {3,4} = f(ab) = f(a)- f(D) = {13,14,23,24};
4. f(a) ={aa,bb}, f(b) ={ab,ba} =;
f(ab) = f(a) - f(b) = {aaab, aaba, bbab, bbba};
7(a) = {,a}, F(b) = {aa} = f(ab) = £(a) - /(b) = {aa, aaa};
6. f(a) = {07 | n > 1}, f(b) = {111} = f(ab) = f(a) - F(b) = {0"1™ | n >

I,me{1,2}};
()

JestliZe pro kazdy symbol abecedy je jeho substituce jednoprvkova mno-
Zina, pak substituci nazyvdme homomorfismem. Je-li ~ homomorfismus,
pak definujeme inverzni homomorfni obraz slova w jako

W (w) = { | h(z) =w}
a pro jazyk L definujeme inverzni homomorfismus jazyka jako
R (L) = {w]|h(w) e L}.

o

1.5 Regularni vyrazy

Jak jsme jiz uvedli na zac¢atku casti vénované jazykiim, jednou z moZnosti
zapisu je pouZiti reguldrnich vyraza.

o
Definice 1.17 Def

Regularni vyraz v nad abecedou ¥ je definovéan takto:

1. @, €, ajsou regularni vyrazy pro vSechna a € ¥;
2. Jsou-li z, y reguldrni vyrazy, pak (z + y) — sjednoceni , (x - y)
zietézeni a (x)* — iterace — jsou reguldrni vyrazy. O
a
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()
Definice 1.18 Def

Hodnota i (v) reguldrniho vyrazu v nad abecedou ¥ je definovan takto:
1. k(@) =@, h(e) ={e}, h(a) = {a}, pro vechna a € 3;
2. Jsou-li z, y reguldrni vyrazy, pak h(z +y) = h(z) U h(y), h(z-y) =

h(x) - h(y) a h((x)*) = h(z)*. @

Hodnotou reguldrniho vyrazu je tedy mnoZina slov — jazyk. Aby bylo
mozné vynechat nékteré zdvorky, byly zavedeny priority reguldrnich ope-
raci. Nejvyssi prioritu ma operace iterace a nejnizsi priorita byla pfidélena
operaci sjednoceni. Je zvykem znaménko - v jasnych pfipadech vypustit.

Obrazek 1.5: Priorita reguldrnich operaci

Nyni uvedeme piiklady zdpisu jazykti pomoci reguldrnich vyraza.

Q P¥iklad 1.20 P

Urcete jazyk, ktery reprezentuje dany reguldrni vyraz:

* u = (a+b)* —jedna se o iteraci sjednoceni mnozin {a} a {b}, tedy ojazyk
h(u) = {a,b}* —jazyk vSech slov vytvofenych nad abecedou tvofenou
symboly a, b;

e u =00(0+1)*111 — u reprezentuje jazyk tvofeny slovy nad abecedou
{0,1}, ktera za¢inaji dvéma nulami a kon¢f tfemi jedni¢kami;

* u = a(aa)* - jazyk reprezentovany regularnim vyrazem u je h(u) =

{a'|i=2k+1;k>0}.
(®)
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s |
m

Ijkoly

1. Vypiste vSechna slova v abecedé {a, b}, kterd maji délku 3.

2. Napiste explicitné slovo u (posloupnost pismen), které je urc¢eno vyra-

11.
12.

zem v - ba - (bba)?, kde v = ab.

. Vypiste vSechna slova jazykt délky mensi nez 5:

L4 L1 = {ab*},

o [y={a,b}* ¢

o Ly={d'ctV |i,j>1},

® [y= (ab)*,

* Ls=(a"b)",

o Lg=(ab)*c,

* L7=(a"b)"c

o Lg={(ab)'¥/ |i>0,j>1},
® Lg=a"(ba)*b.

. Vypiste v8echna slova délky 2, které jsou podslovy slova 00010 (v abe-

cedé {0,1}).

. Vypiste vSech pét prefixti slova 0100.
. Vypiste vSech pét sufixti slova 0100.
. Vypiste prvnich deset slov z jazyka L = {w € {a, b} | kazdy vyskyt pod-

slova aa je ve w ihned nésledovédn znakem b}.

. Ktera slova jsou zaroven prefixem i sufixem slova 101110110? (Najdete

vSechna tfi takova?)

. Vypiste slova ve zfetézeni jazykt {110,0111} - {01,000}.
10.

Uvazujme jazyky L; = {w € {0,1} | w obsahuje sudy pocet vyskyti
symbolu 0} a Ly = {w € {0,1} | w za¢ind a kon¢i stejnym symbolem }.
Vypiste prvnich sedm slov (uspofddanych podle délky a abecedné) po-
stupné pro jazyky L1 U Ly, Lin Ly, L1 — Lo, Ly — Ly a L.

Naleznéte dva rtazné jazyky pro které plati Ly - Ly = Lo - L.

Uvazujme jazyky nad abecedou {a,b}. Vypiste vSechna slova ve zieté-
zeni jazyka Ly = {e,abb,bba} a Ly = {a,b, abba}.

s
m




Kapitola

Konecna reprezentace jazyku

V dnesni dobé pocitacich stroji vznikd potfeba zpracovavat jazyky mecha-
nicky. Napfiklad kontrolovat spravnost jejich syntaxe, provadét piikazy, kte-
ré jsou zakédované v jednotlivych slovech, atd. Vznikd otdzka, jak takovy ja-
zyk, ktery mtZe byt nekone¢ny (ale spocetny), miizeme reprezentovat pravé
pro potieby poéitacti.

Uvedeme si jednoduchy piiklad: Méjme jazyk, jehoz slova se skladaji
pouze z jednic¢ek a nul. Podminky pro to, aby slovo patfilo do jazyka, jsou:

1. stejny pocet jednic¢ek a nul,

2. slovo zac¢ind posloupnosti 001 a

3. délka slova je suda.

Asi nikomu z néds nedd velkou praci predstavit si, jak vypadaji slova tohoto
jazyka a pro slova rozumné délky i ovéfit, jestli ndlezi nebo nendleZzi do ja-
zyka. Jak si s takovym tkolem poradi pocitac? Obecné je nemozné udélat
pro néj slovnik slov, kterd patii do jazyka, a nechat ho jen porovnavat, jestli
takové slovo znd. Manualni tvorba takového slovniku ovSem mitze byt ni-
kdy nekoncici proces (stejné jako u slovnikti pouZzivanych pro kontrolu pra-
vopisu v textovém editoru nebo v T9 pii psani SMS v telefonech). Vzdy
je tu moznost, Ze nalezneme slovo jazyka, které ve slovniku neni. Pro ne-
kone¢né jazyky pak dostdvame nekonec¢né slovniky. Jak ulozit takovy ne-
konec¢ny slovnik?

Jako kratsi se jevi zptisob zapisu pomoci vlastnosti, které slova musi spl-
novat. Pokud najdeme zptisob, jak pravidla zapsat, pocitac jizZ mtiZe ovéfit,
jestli slovo pravidla spliiuje. Existuji dva pfistupy k této kontrole:

23
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1. Najdeme takovy postup (proceduru), ktery je schopny vygenerovat
vSechna slova (nédsledné mtize zkontrolovat, jestli ptivodni slovo vy-
generoval ¢i nikoliv).

2. Najdeme takovy algoritmus, ktery ndm déa odpovéd,, jestli dané slovo
patii dojazyka, ¢inikoliv (rozpozn4, jestli dané slovo nédleZi do jazyka).

Algoritmus je vypocetni proces, ktery se zastavi pro kazdy vstup. Pro-
cedura se pro nékteré vstupy zastavit nemusi. Z toho vyplyva, Ze kazdy al-
goritmus je i procedura, ne kazda procedura je vsak algoritmus.

Do prvni skupiny patfi systémy, které pomoci pfepisovacich pravidel
um{ vygenerovat z jednoho specidlniho symbolu vechna slova jazyka. Rika
se jim generativni gramatiky, zkrdcené gramatiky. Specidlni symbol pouzity
pro start generovani se nazyva pocatecni nebo také startovaci. Pomocnych
symboli miize gramatika pouZivat vice (jen kone¢né mnoho), ale jen jeden
z nich miZe byt pocatecni.

Prepisovaci pravidla se skladaji ze dvou ¢asti — levé a pravé strany. Na
obou strandch mohou byt fetézce ,smiSené” ze symbolt abecedy i pomoc-
nych symbolt. Generovéni slov jazyka se provadi tak, Ze na poc¢ate¢ni sym-
bol aplikujeme kterékoliv z existujicich pravidel tak, Ze nahradime vzdy
néjakou cast fetézce, kterd odpovida levé strané pfepisovaciho pravidla jeho
pravou stranou. Tento postup opakujeme na fetézec, ktery jsme ziskali, a tak
dale, az ziskdme fetézec tvofeny pouze z abecedy jazyka, jiZ bez pomocnych
symbold.

@ Ptiklad 2.1

Nechf gramatika obsahuje dvé pravidla S - aAa a A » bSab. Pomocné sym-
boly jsou S, A, kde prvni z nich S je startovaci symbol. Pak zacatek odvozeni
slova bude probihat nasledujicim zptisobem. Odvozeni za¢neme se symbo-
lem S, na ktery aplikujeme prvni pravidlo S — aAa.

S = ada

Nové vznikly fetézec obsahuje pomocny symbol A, ktery je na levé strané

druhého pravidla A — bSab.

S = aAa = abSaba

Generativni
gramatiky
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Jednou z realizaci algoritmu, ktery da odpovéd, jestli dané slovo patti do
jazyka, jsou automaty — stroje, které maji vstupni pasku, z niz nacitaji symbol
po symbolu vstupni slovo. Disponuji kone¢nou mnoZinou stavii, ve kterych
se mliZze automat nachdzet, a pravidly, kterd urcuji, co méd automat v daném
stavu udélat. Pokud automat celé slovo pfecte a bude se nachazet v jednom
z tzv. koncovych stavii, vstupni slovo pfijme. Existuje mnoho réiznych stroja,
které maji rtizné ,schopnosti”. Budeme se jimi v dalsim textu zabyvat.

Automaty



Kapitola

Gramatiky

V minulé kapitole jsme ¢tendfe neformdlné sezndmili s pojmem gramatiky.
Proto nyni za¢neme rovnou s jeji formalni definici.

n/ =

Definice 3.1

Generativni gramatika (zkrdcené gramatika) je usporddand ctvefice
G=(N,T,PS), kde

* N je neprdzdnd kone¢nd mnoZzina netermindlnich symbolti (netermi-
nalt);

* T jeneprazdna kone¢nd mnozina termindlnich symbolti (termindla), je
to abeceda generovaného jazyka;

Mnoziny N a T musi byt disjunktni (N n T = @);

e PCc(NUT)*N(NuT)*x (NuT)* je neprazdna konetnd mnozina
prepisovacich pravidel. Kazdé prepisovaci pravidlo pfifazuje néjaké-
mu fetézci a € (N UT)*N(N uT)*, ktery obsahuje alespori jeden ne-
terminalni symbol, né&jaky fetézec 5 € (N uT)* termindlnich a neter-
minalnich symboli. Pravidlo («, #) obvykle zapisujeme ve tvaru o — 3
(a ¢teme jako ,« pfepis na 5“);

* S e N je vybrany pocatecni symbol, ktery je vZdy netermindlnim sym-

bolem.
S

26

Def

Gramatika
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Necht o - j je n&jaké prepisovaci pravidlo gramatiky G. Pak a nazyvé-
me levou stranou pravidla a 3 stranou pravou. Pravidldm typu A — ¢ fikdme
e-pravidla. Pokud 3 € T, tedy pokud je prava strana pravidla tvofena pouze
termindlnimi symboly, nazyvame toto pravidlo ukoncujici.

Obsahuje-li mnoZina pravidel P pfepisovaci pravidla tvaru a — i,
a— [, ..., a > By, pak pro zkraceni 1ze pouZzit zépisu a - 51 | f2 | ... | Bn-

Retézce, které se skladaji z termindlnich i netermindlnich symboli se na-
zyvaji vétné formy. Pokud nebude feceno jinak, vétné formy budeme znacit
malymi pismeny fecké abecedy nebo malymi pismeny z konce ¢eské abe-
cedy.

Mechanizmus generovéni vétnych forem a slov se nazyva odvozeni. Z jed-
né vétné formy miizeme pfimo odvodit vétnou formu druhou jednim pouZi-
tim jednoho prepisovaciho pravidla. Tomuto také fikdme krok odvozeni.

Definice 3.2

Kazda gramatika G = (N, T, P, S) urcuje bindrni relaci =¢ pfimého odvozeni
na mnoziné (N uT)* definovanou takto:

u=qg?v
pravé kdyz existuje pravidlo o - 3 € P aslovan,pe (N uT)" takova, ze

nao=u a npo=".
Rikéme, Ze § 1ze v gramatice G pfimo odvodit z 7.

=) |

Pokud je zifejmé, které gramatiky se odvozeni tykd, mizeme oznaceni G
vynechat a misto 7 =g § miZeme tedy psat v = 6.

Z definice pfimého odvozeni vyplyva, Ze pokud v = 6, pak v obsahuje
alespon jeden netermindl. Je-li o — 3 pravidlo v gramatice G, pak v této
gramatice plati « =  poloZzime-lin =p =«.

Vétné formy

Def
Pfimé
odvozeni
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Q P¥iklad 3.1 P

Nechf G je gramatika definovana takto: G = (N, T, P,S), kde N = {A, B, S},
T ={a,b}, P={ S — aABb,
A - dA,
B - Bb,
aABb — &,
aA - b}

Netermindlni abecedu gramatiky G tvofi netermindly A, B a S. Posledni
zminény - S - je startovacim (pocate¢nim) netermindlem gramatiky. Termi-
nélni symboly jsou a, b.

Uvedeme piiklad tfi vétnych forem, které lze vytvofit nad abecedou
N uT, neboli fetézct, které jsou tvofeny termindlnimi i netermindlnimi sym-
boly. Plati, Ze vétnymi formami jsou i fetézce tvofené vyhradné netermindly,
nebo slova tvofend vyhradné terminalnimi symboly.

e v =aSAb
* 2=AS
® 3 =abaaB

Vétné formy bASBB a baASBB jsou v relaci pfimého odvozeni, protoZe gra-
matika obsahuje pravidlo A — aA alzejenapsat ve tvarubASBB = b-A-SBB,
baASBB =b-aA-SBB a tedy plati:

bASBB =g baASBB

Dalsi ptiklady vétnych forem, které jsou v relaci pfimého odvozeni:
* v=S,=aAB0b (pravidlo S - aABb)
* v=aaBa, § = aaBba (pravidlo B - Bb)
* v=aaABb, ¢ = a (pravidlo aABb — ¢€)

Na mnoziné (N uT')* definujeme také dalsi relace odvozeni:

n/ =

Definice 3.3 Def

k
Nechf G je gramatika. Odvozeni v k krocich pro k > 0 znatime = a definu- Odvozeni
jeme je induktivné takto:
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* = jeidenticka relace

0
=
k k-1
=

* =G = 26 =¢

. p o P e <k .
Relaci odvozeni v nejoyse k krocich, kterou znac¢ime =, definujeme pro
kazdé k € Ny predpisem

* . . , LR z 2z 4
Relace = je reflexivni a tranzitivni uzaveér relace =¢.

. * 7z 7 z Y 7 + . . z ~ .
Relace netrividlniho odvozeni, kterou zna¢ime =, je definovana pfedpisem

+

7
=G = 46

s

Il
—_

2

+ . . . P
Relace = je reflexivni uzavér relace =¢.

Aplikace pravidel na jednotlivé vétné formy probiha postupné za sebou
—sekven¢né (to znamend, Ze v kazdém kroku bude pouZito pravé jedno pra-
vidlo). Do relace odvozeni v k krocich z vétné formy v patii vSechny vétné
formy, které Ize odvodit z této vétné formy postupnym pouzitim k ne nutné
rtznych pravidel. Do relace odvozeni v nejvyse k krocich z vétné formy ~
patfi vSechny vétné formy, které 1ze odvodit z této vétné formy postupnym
pouZzitim nejvyse k ne nutné rtznych pravidel. Posledni tvrzeni plati i pro
pouZiti pouze jednoho pravidla nebo dokonce i v piipadé, kdy nepouzijeme
pravidlo zadné.

Ve druhé c¢asti definice je zminén reflexivni a tranzitivni uzavér relace.
UkaZeme sinyni, co si pod pojmem reflexivni a tranzitivni uzdvér predstavit.

Prvnim pojmem, ktery je potfeba ,pfelozit”, je pojem relace, resp. bindrni
relace. Jedna se vlastné o mnoZinu dvojic prvka. Relaci » miiZzeme interpre-
tovat tak, ze do relace patii takové dvojice (a,b) prvka mnoziny A, které
,mezi sebou maji vztah”. Dvojice osob patii do relace rodic-dité tehdy, po-
kud pro né plati, Ze druhy z dvojice je potomkem prvniho. Dvojice celych

Binarni relace
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¢isel patfi do relace délitel pravé tehdy, kdyz prvni ¢islo je délitelem druhého.
Jinym piikladem je relace ,<”, do které patfi takové dvojice ¢isel, kde prvni
je mensi neZ druhé. Neustdle zde zminiujeme dvojice prvki, kde je ale spo-
jeni s krokem odvozeni? Relace 1ze zapisovat také takovym zptisobem, Ze
misto (a,b) € r napiSeme arb. Proto (a,b) € =¢ a a = b vyjadiuji tu samou
skutecnost.

Nyni se budeme vénovat vlastnostem binarnich relaci - reflexivité a tran-
zitivité.

Reflexivni je takovd relace, ve které je kazdy prvek v relaci sdm se sebou.
Ptikladem mtiZe byt relace rovnost, protoZe plati, Ze kazdy prvek je roven
sam sobé, zapiSeme a = a nebo (a,a) € =.

Tranzitivni relace je takova relace pro kterou plati, Ze pokud (a,b) € r a
soucasné (b,c) € r, pak musi i (a, ¢) € r. Pfikladem tranzitivni relace je relace
,mensi rovno” <. Pro tfi ¢isla 2,5, 8 plati: 2 < 5 a soucasné 5 < 8 a pak tedy i
2<8.

Uzdvérem relace je také relace, kterd je uzaviena vzhledem ke stanovené
vlastnosti. To znamend, Ze pokud M4 byt uzavér relace reflexivni, musi pro
kazdy prvek a mnoziny, na které je relace definovand, platit, Ze (a, a) patfi do
uzédvéru. Pokud bychom hledali tranzitivni uzavér, pak pro kazdé tii prvky,
pro které plati, ze (a,b) a (b,c) patii do relace, pak musi do relace patfit i
(a,c).Jak vypada reflexivni a tranzitivni uzévér relace ukdzeme na piikladé.
Nejdfive potfebujeme mnoZinu prvkd, napt. {a,b,c,d}, a relaci definova-
nou nad touto mnozinou, napf. r = {(a,b); (b,c);(c,d)}. Nyni budeme do
relace priddvat takové dvojice, aby vyslednd relace byla uzdvérem. Refle-
xivni uzavér relace r ziskame tak, Ze pfidame do relace takové prvky, které
vyjadiuji vztah jednotlivych prvkéi mnoZziny sebou samymi. Znamena to, Ze
pfidame do relace prvky (a,a), (b,b), (c,c) a (d,d). Tranzitivni uzévér vy-
jadfuje uzavienost relace rozsitené vzhledem k vlastnosti tranzitivity.

Resenf nageho ptikladu si ukazeme graficky. To, Ze (a,b) nélezi do relace
r znazornime Sipkou vedouci z bodu a do bodu b. Pokud je relace tranzitivni,
pak ke kazdym dvéma Sipkam, které tvofi cestu z bodu a do bodu b a odtud
do ¢, pfidame také zkratku — Sipku z bodu a rovnou do bodu c.

Reflexivni uzévér relace r ziskdme tak, ze pfidame ,Sipky” vedouci z prv-
ku do sebe samého. Do obrazku tedy pfidame smycky ke vsem prvkim.
plati, Ze pokud vede Sipka z bodu a do bodu b a z bodu b do bodu ¢, tak
vede i z bodu a rovnou do bodu c. Tuto kontrolu provedeme pro vSechny
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@

Obrézek 3.1: Grafické zndzornéni relace r.

cesty” v grafickém znadzornéni relace a piipadné pfiddme ,zkratky” mezi
jednotlivé body.

ﬁ/j

(a) Reflexivni uzavér (b) Tranzitivni uzavér

Obréazek 3.2: Grafické znadzornéni reflex. a tranzit. uzavéru relace r

Rekneme, Ze vétnd forma v je odvozena z u (u =* v), pokud existuje po-
sloupnost fetézcti u = wy, wo, ..., w, = v takova, Ze w; = wy = -+ = wy,. Po-
kud je u startovaci netermindl gramatiky a v je slovo (fetézec neterminalit),
fikdme, Ze slovo v patfi do jazyka generovaného gramatikou. Jazyk gene-
rovany gramatikou je tedy mnoZina vsech slov, kterou lze ze startovaciho
symbolu pomoci pravidel gramatiky odvodit.

()
Definice 3.4 Def

Necht G = (N,T,P,S) je gramatika. Jazyk generovany gramatikou G je

mnozina L(G) — {w € T* | S :>>(-G w} .
)
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Gramatiky G a G2 nazveme jazykové ekvivalentni (zkrdcené ekviva-
lentni), pokud generuji stejny jazyk. Tedy plati L(G1) = L(G2).

@ Ptiklad 3.2

Méjme gramatiku G = ({S, X, Y },{0,1}, P, S) s mnozinou pravidel:
P ={ S - XYS&S,
S g,
XY YX,
VX XY,
X 0,
Y - 1}
NapiSeme dvé vétné formy, které Ize, a dvé vétné formy, které nelze ze star-
tovaciho slova odvodit.

® X10Y lze odvodit: S = XY S = XYXYS = XYXY = X1XY =
= X10Y

e X0YX1YS lze odvodit: S = XY S = XYXYS = XYXYXYS =
= XXYYXYS=XXYXYYS=X0YXYYS=X0YX1YS

* XYO0S nelze odvodit: S = XYS = XYXYS = XY0YS —jedno Y
navic

Vo

¢ SS nelze odvodit: neexistuje pravidlo, které by vygenerovalo druhy
neterminal S

Nyni popiSeme prvky relace =(,, jinymi slovy budeme zkoumat, jakou ,funk-
ci” plni jednotliva pravidla pfi generovani slov jazyka.

Prvni pravidlo
S — XY S slouzi ke generovani dvojic neterminalt XY

S=XYS=XYXYS=XYXYXYS.. .,

prvky relace obsahuji netermindl S a 1isi se o dvojici neterminalt XY, které
pfibudou pfimo pfed netermindlem S.

Pravidlo S — ¢ ukondi fazi generovani dvojic XY tim, Ze smaZe neter-
mindl S. Prvky relace p¥i pouZiti tohoto pravidla se lisi od sebe pravé o jedno
S.

Treti a ¢tvrté pravidlo zajisti zménu pofadi neterminalt X a Y. Prvky
relace obsahuji po sobé jdouci neterminédly XY nebo Y X. V jednom prvku
v obrdceném potadi.
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Posledni dvé pravidla pfepisuji netermindly X a Y na terminélni sym-
boly 0 a 1. Prvky relace se lisi tim, Ze misto netermindlu X resp. Y je ve
nasledujici vétné formé symbol 0 resp. 1.

Nejkratsi slovo, které gramatika generuje, je slovo ¢.

Pokud se tedy zamyslime nad tim, kterd slova patfi do jazyka genero-
vaného gramatikou G, zjistujeme, Ze jsou to vSechna slova, kterd obsahuji

stejny pocet symboli 0 jako symbolti 1.

L(G)= {W €{0,1}" | |W|0 = |W|1}
Jak funguje generovani slov gramatikami, ukdZeme i na dals$im piikladeé.

Q Ptiklad 3.3

Méjme gramatiku G = ({S}, {a, b}, P,.S) s mnoZzinou pravidel:
P ={ S - aSb,
S - ab}
NapiSeme dveé vétné formy, které Ize, a tii vétné formy, které nelze ze starto-
vactho neterminalu odvodit.

® qaSbblze odvodit: S = aSb = aaSbb
* aaaabbbb 1ze odvodit: S = aSb = aaSbb = aaaSbbb = aaaabbbb

* aSSb nelze odvodit: S = aSb = aaSbb — Z&ddné pravidlo negeneruje
dva netermindly S

* aaSbnelze odvodit: kazdé pravidlo pfida do slova jedno a a jedno b

* abab nelze odvodit: pravidla jsou koncipovéana tak, Ze generuji vlevo
od stfedu a a na pravou stranu b, nelze vygenerovat ,mix” termindla.

Nejkratsi slovo generované gramatikou G je slovo ab.
Do jazyka generovaného gramatikou G patfi takova slova, ktera se skla-
daji ze dvou stejné dlouhych ¢asti, prvni ¢ast je sloZena ze symbolii a a druha

¢ast ze symbolit b.

L(G)={a'b"|i>1}
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Pfi ur¢ovani jazyka, ktery gramatika generuje, je vhodné zapsat posloup-
nost prvnich par slov, kterd gramatika generuje, v pofadi rostouci délky.
P¥i této Einnosti si rozt¥id'te pravidla na ukoncujici (ta, kterd neobsahuji na
pravé strané netermindl) a ostatni. P¥icemZ se snaZte nalézt postupy, jak se
pomoci pouZiti pravé téch ostatnich pravidel dostanete k aplikaci pravidel
ukoncujicich.

3.1 Omezeni tvaru pravidel a Chomského hierarchie
gramatik a jazykt

Prepisovaci pravidla gramatik tak, jak jsme je nadefinovali v pfedchozi ¢asti,
mohou mit téméf libovolné fetézce jak na levé tak na pravé strané. Jedinym
omezenim je pfitomnost alespon jednoho netermindlniho symbolu v levé
¢asti pravidla. V této ¢asti si ukdZeme dalsi omezeni, kterd mtizeme na tvar
pravidel klast.

Otdzkou omezeni tvaru pravidel se zaobiral lingvista Noam Chomsky,
ktery rozdélil gramatiky do ¢ty skupin — typti oznacenych 0,1,2 a 3.

Gramatika typu 0 je libovolna gramatika. Na tvar pravidel neni kladen
zadny dalsi pozadavek (kromé pozadavku na existenci minimalné jednoho
netermindlu na levé strané pravidla). Tyto gramatiky se nékdy nazyvaji fra-
zové (anglicky phrase grammars) nebo neomezené.

@ Ptiklad 3.4

Méjme gramatiku G = ({S, 4, B}, {a,b}, P, S), kde
pP={ S - SAB,
AB - aABb|¢,
Sa — af,
sSb - b }
Uvedend gramatika je typu 0.

(%)

Gramatiky typu 1 je takovad gramatika pro jejiz pravidla o — f plati
a=uAvapf =uy kde u,v e (NUT)*, Ae N, v e (NuT)* Vyjimku
tvofi pravidlo S — ¢ pod podminkou, Ze netermindl S se nevyskytuje na
pravé strané Zadného z pravidel. Tyto gramatiky jsou nazyvany kontextové
(anglicky Context-Sensitive grammars, CS).

Gramatika

typu 0

Gramatika

typul
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V literatufe se také mlizeme setkat s gramatikami monoténnimi. Jedna
se o takové gramatiky pro jejiz pravidla oo — f plati |a| < |5] s vyjimkou pro
e-pravidlo S — ¢ stejné jako je tomu uvedeno vyse.

Q P¥iklad 3.5 P

Méjme gramatiku G = ({S, A}, {a,b}, P, S), kde
P={ S - a4,

aA — abA,

bA - bAa,

aA - ab }
Uvedena gramatika je kontextova.

()

Gramatiky typu 2 jsou nazyvany bezkontextové (Context-Free grammars, Gramatika
CEF). Levou stranu pravidel tvofi pouze netermindl. Pravidla jsou tedy tvaru typu2
A - 3 ,kde A e N, |B| > 1. Pro tento typ gramatiky opét plati vyjimka pro
pravidlo § — ¢.

Poslednim typem gramatik jsou gramatiky typu 3 neboli gramatiky re- Gramatika
guldrni (Regular grammars). Pravidla reguldrni gramatiky mohou mit pouze typu3
dva tvary:

1. A — aB nebo
2. A—a,kde A,B e N aacT svyjimkou pro pravidlo S — ¢

Q P¥iklad 3.6 P

Méjme gramatiku G = ({S, A}, {a,b}, P, S), kde
P={ S - daA,

A - bS,

A - b }
Uvedena gramatika je typu 0.

()

Je zfejmé, Ze reguldrni gramatika je také bezkontextovd, bezkontextova
gramatika splituje podminky kladené na kontextovou gramatiku a kazda
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kontextova gramatika je typu 0. Gramatika se oznacuje podle nejvétsiho ome-
zeni, kterd spliuji vSechna jeji pravidla.

@ Ptiklad 3.7

Rozdélte pravidla podle toho, ke gramatice kterého typu by mohli néleZet.

1. aA — AaB - pravidlo nepatfi gramatice regularni, protoZe neni ani
typu A - aB ani A — a, nepatii ani gramatice bezkontextové, protoze
leva strana je tvofena dvéma symboly. Pravidlo také nesplnuje pod-
minku pro pravidlo kontextové gramatiky. Protoze plati [aA| < |AaB|,
patii toto pravidlo gramatice monoténni.

2. aA — B - pravidlo nepatii gramatice reguldrni, protoZe neni ani typu
A — aB ani A — a, nepatii ani gramatice bezkontextové, protoZe leva
strana je tvofena dvéma symboly. Protoze plati |aA| > |B|, patii toto
pravidlo gramatice typu 0.

3. AA - AaB - pravidlo nepatii gramatice reguldrni, protoZe neni ani
typu A - aB ani A — a, nepatfi ani gramatice bezkontextové, protoZze
leva strana je tvofena dvéma i kdyZ netermindlnimi symboly. Protoze
plati uw = A,v = ¢ a tim padem v - A-v - u - aB - v|, patfi toto pravidlo
gramatice kontextové.

4. A — AaB - pravidlo nepatfi gramatice reguldrni, protoZe neni ani typu
A — aB ani A - a, patii gramatice bezkontextové, protoZe leva strana
je tvofena jednim netermindIlnim symbolem.

5. A - Aa - pravidlo nepatfi gramatice reguldrni, protoZe neni ani typu
A — aB ani A - q, patii gramatice bezkontextové, protoZe lev4 strana
je tvofena jednim neterminalem.

6. A — aA - pravidlo patfi gramatice reguldrni, protoZe je typu A - aB.

7. A - A - pravidlo nepatfi gramatice reguldrni, protoZe neni ani typu
A — aB ani A — q, patii gramatice bezkontextové, protoZe levd strana
je tvofena jednim neterminalnim symbolem. Takové pravidlo mtZzeme
z gramatiky vypustit.

8. A - B - pravidlo nepatfi gramatice reguldrni, protoZe neni ani typu
A — aB ani A — q, patii gramatice bezkontextové, protoZe levd strana
je tvofena jednim netermindlnim symbolem. Takovy typ pravidel na-
zyvame jednoducha pravidla.
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9. A — ¢ - pravidlo by mohlo patfit gramatice reguldrni, bezkontextové i
kontextové, pokud je A startovaci netermindl. V pfipadé, zZe A starto-
vacim neterminalem neni, pravidlo nalezi gramatice typu 0.

Jazyk L se nazyva reguldrni (bezkontextovy, resp. kontextovy), pokud
existuje regularni (bezkontextové, resp. kontextovd) gramatika G takova, ze
L(G) = L. Jazyky, které generuji gramatiky typu 0, nazyvame jazyky typu 0
nebo také rekurzivné vycislitelné jazyky.

3.2 Prazdné slovo a e-pravidla

Pozastavme se nyni nad podminkou e-pravidla pro startovaci neterminal.
Pokud bychom v definici typti gramatik vynechali dodatek o tomto pravidle,
kazdy jazyk, ktery obsahuje prazdné slovo, by byl automaticky typu 0. Jinak
feceno pridani prazdného slova do regularniho jazyka by zptisobilo, Ze novy
jazyk by byl neomezeny. Jak velkd zména v jazyce nastane, pokud do néj toto
prazdné slovo pfiddme? Pokud existuje kone¢ny popis jazyka L (a to je to,
o0 co se snazime, viz 2. kapitola), pak pfidanim jednoduché véty , ¢ patii do
jazyka” ziskame koneény popis jazyka L U {e}.

A
Véta 3.1

Nechf L je kontextovy, bezkontextovy resp. reguldrni jazyk, pak i jazyky
Lu{e} a L - ¢ jsou kontextové, bezkontextové resp. reguldrni jazyky.

Dukaz: Nejdfive vysetiime pfipad, kdy jazyk L neobsahuje prazdné slovo.

Necht G = (N, T, P, S) je kontextové gramatika, pro kterou plati L(G) = L
a S’ je netermindl, ktery nepatii do N.

Navrhneme gramatiku G’ = (N u {S"}, T, P, S") tak, Ze do mnoZiny pra-
videl pfiddme pravidla S - « pro vSechna pravidla S - a z mnoziny pra-
videl P. Protoze S’ ¢ N uT, nemuZe se vyskytovat na pravé strané zddného
z pravidel gramatiky G'.

Nyni ukdZzeme, ze L(G) = L(G").
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Predpoklddejme, Ze v gramatice G existuje odvozeni S =7, w. Necht
v prvnim kroku odvozeni je pouZito pravidlo S — a. Pak plati § =¢ o =, w.
Podle definice gramatiky G’ existuje v mnoZziné P’ pravidlo S’ - « a tedy
v G’ existuje odvozeni S’ = o =, w. Dostavame L(G) ¢ L(G").

Pfedpokladejme nyni, Ze v gramatice G’ existuje odvozeni ' =7, w.
Prvni pouzité pravidlo je S - «. Pak plati " = a ={, w. Podle definice
gramatiky G’ se netermindl S’ nevyskytuje na pravé strané zadného pravi-
dla a proto nelze v gramatice G’ odvodit vétnou formu obsahujici S’. Také
v P existuje pravidlo S — «a a tedy v G existuje odvozeni S =¢ o = w.
Dostavame L(G') ¢ L(G).

Protoze plati L(G) ¢ L(G") a soutasné L(G') ¢ L(G), pak L(G) = L(G").

Nalezli jsme tedy gramatiku, ktera je jazykové ekvivalentni s ptivodni
gramatikou, jeji startovaci netermindl se nevyskytuje na pravé strané Zadné-
ho z pravidel a nova gramatika je stejného typu jako gramatika ptivodni.

Pokud chceme vytvoftit kontextovou gramatiku G jazyka L u {e}, staci
do gramatiky G’ pfidat pravidlo S’ — ¢. Vysledna gramatika G| = (N', T, P'u
{S" - €},5") generuje slovo e pfi pouZiti pravidla S’ — ¢ jako jediného pti
odvozeni slova, nebo pii pouZiti jakéhokoli jiného pravidla generuje slova
zjazyka L(G"). Plati tedy L(G1) = L(G") u {e}.

Pokud kontextova gramatika G = (N, T, P, S) generuje jazyk, ktery obsa-
huje prazdné slovo, pak musi obsahovat pravidlo S — ¢ a S se nesmi vysky-
tovat na pravé strané zddného pravidla gramatiky G. Vytvofime gramatiku
G' = (N,T,P-{S - ¢},5). Protoze pravidlo S — ¢ nelze pouzit k odvozeni
jiného neZ prazdného slova, dostdvame L(G') = L(G) - {¢}.

Pokud je jazyk L bezkontextovy nebo regularni, dtikaz je analogicky.

O

Na zédkladé véty 3.1 Ize postupovat pii tvorbé gramatik tak, Ze pokud
jazyk L obsahuje prazdné slovo, vytvoiime nejdiive gramatiku generujici
jazyk L—{e} a pak gramatiku dopInime o pravidlo pro prdzdné slovo (a novy
startovaci neterminal).

@ Piiklad 3.8

Zapiste gramatiku generujici aritmeticky vyraz s identifikatory a operatory
+a-.

MnoZina terminélnich symbol{i gramatiky generujici aritmetické vyrazy
je tvofena identifikdtorem id a operdtory + a —. MnoZinu neterminaldi sta-
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novime aZ po sestrojeni pravidel gramatiky. Za¢neme prvnim pravidlem,
které bude mit na levé strané startovaci neterminal.

Nejkratsi aritmeticky vyraz obsahuje pouze identifikator. Pravidlo, které
jej generuje, mé tvar S — id. Pravidla pro generovani souctu a rozdilu jsou
analogickd a maji tvar S - S+Sa S - S - S. Sestrojili jsme gramatiku
G1=({S},{id,+,-},{S—id| S+ S|S-S5},S5) Tato gramatika je bezkontex-
tova.

Vytvoime odvozeni v gramatice GGy, které bude generovat slovo id + id —
id + id postupné zleva doprava.

S = S+S=id+S=id+S5S-S=id+id-S=id+id-S+S =
= dd+id-id+ S = id+id—id+1id

V kazdém kroku, kdy gramatika generuje + nebo —, vznikaji vZdy dva neter-
mindly S, z nichZ prvni v nésledujicim kroku pfepiSeme na terminal id.

Navrhnéme ted pravidla mirné zménéna: S — id | id + S | id — S a opét
vytvoime odvozeni pro slovo id + id — id + id.

S=>id+S=>1id+id-S=>id+id—id+S = id+1d—-1id +id

Vidime, Ze odvozeni ma mensi pocet krokti a v kazdém kroku vznikd nejvyse
jeden netermindl. Gramatika G2 = ({S}, {id,+,-},{S = id|id+ S | id- S}, 5)
je opét bezkontextova.

Protoze kazdé pravidlo, které neni ukoncujici, obsahuje nanejvys jeden
netermindl a ten je situovan na konec pravé strany pravidla, je moZzné pravi-
dla zménit tak, aby byla reguldrni. Pro odvozeni S =¢, id+Sa S =¢, id- S
vytvofime reguldrni pravidla takovd, aby platilo S =, id+ S a S =¢,
id — S. Nejprve pravidlo typu A — aB, které piepiSe netermindl S. Protoze
odvozujeme slovo zleva doprava, musi prava strana pravidla zacinat ter-
mindlem id. Po ném musi ndsledovat netermindl. NemtiZe to byt jiZ exis-
tujici netermindl .S, protoze tim bychom dovolili gramatice generovat slova
typu (id)’. Nové pravidlo bude nésledujici: S — idA. V dal$im kroku od-
vozeni musi byt netermindl A pfepsdn na druhy termindlni symbol tzn. +
nebo -. Pfiddme tedy pravidlo A - +S a A - -S. Nové vznikld grama-
tika Gz = ({S,A},{id,+,-},{S —» id | idA, A - +S | - 5},5) je jazykové
ekvivalentni s pfedchozimi gramatikami (dikaz ponechdme na ¢tenafi) a je

reguldrni. Q
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K poznatktim teorie formélnich jazykh patii tvrzeni, které definuje tzv. Chomského

Chomského hierarchii formélnich jazykf. hierarchie
jazykl

@ Véta 3.2 VvV

Nechf L;, i = 1,2,3 znadi tiidu vSech jazykt typu i. Pak plati

Pokud budeme chtit znazornit vztah z pfedchozi véty (3.2), dostdvame
nasledujici diagram:

LoDLlDLQDLg.

Ly | Ly Lo

Obrazek 3.3: Chomského hierarchie jazykt

m | Ukoly

1. Zapiste gramatiku pro aritmeticky vyraz:
(a) sidentifikatory a operatory +, *
(b) s identifikatory a operatory +, *, " a zavorkami
(c) sidentifikatory a operdtory +, *, ", undrnim +, — a zdvorkami
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2. UvaZujte gramatiku G s mnozinou neterminalt N = {5, A, B}, mnozi-
nou termindlt 7" = {0, 1}, startovacim symbolem S a s pravidly:

S - 0A1]1B0
A - 140|1
B - 1B]|L.

Ozna¢me L jazyk generovany gramatikou G. Rozhodnéte o pravdi-
vosti ndsledujicich tvrzeni:
(a) L je konec¢ny jazyk.
(b) L obsahuje prazdné slovo.
(c) L obsahuje pravé dvé slova délky nejvyse 3.
(d) L obsahuje pouze slova liché délky.
(e) Kazdé slovo z L obsahuje znak 0.
(f) Kazdé slovo z L obsahuje alespori dva znaky 0.
(g) Zadné slovo z L neobsahuje souvisly fetézec 01010.
(h) Existuje slovo z L, které obsahuje fetézec 11011.
(i) Pokud dvé slova z L maji stejnou délku, pak zac¢inaji stejnym sym-
bolem.
(j) Pokud dvé slova z L za¢inaji stejnym symbolem, pak maji stejnou
délku.

3. Ovéfte, ze jazyk (10)* Ize generovat regularni gramatikou.

%
m




Kapitola

Konecné automaty a reguldrni

jazyky

Zatimco gramatiky pfedstavuji generativni zafizeni, tj. umoZnuji vygenero-
vat cely jazyk, opaény piistup, tzv. akceptujici, reprezentuji automaty: au-
tomat ,analyzuje” fetézec predloZeny na jeho vstupu. Pokud tento fetézec
patfi dojazyka, automat signalizuje tuto skute¢nost dohodnutym zptisobem.

Rozdilnost generativniho a akceptujiciho pfistupu vynikne zejména pfi
feSeni tlohy, zda konkrétni slovo w patfi do zadaného jazyka L. Pokud je L
zadéan napft. gramatikou G typu 0, kterd jej generuje, jediny obecné pouZi-
telny postup spocivd v postupném generovdni slov z jazyka L(G) a jejich
porovnavani s w. Pokud je v8ak L uréen automatem A, staci dat slovo w au-
tomatu A na jeho vstup a ¢ekat, jestli ho automat akceptuje.

Existuje velké mnoZstvi automati — nazyvanych téz také stroje, napft.
kone¢né automaty, Mealyho automaty, Mooreovy stroje, zdsobnikové auto-
maty, Turingovy stroje, stroje RAM, .... Zdkladni rozdil mezi jednotlivymi
typy spociva v moznosti vyuzivat néjaky druh paméfového zafizeni, p¥i-
padné v jeho uspofddéni a zptisobu prace s uloZenymi daty.

V této kapitole se budeme zaobirat kone¢nymi automaty a jejich vztahem
k regularnim jazyktm.

42
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4.1 Konecny automat

Konec¢ny automat je nejjednodussi z formalnich model pocitace. V redlném
svété se velmi casto setkdvame s takovymi piistroji, jejichz funkce sestava
z piijimani informaci s okolim a reakce na né. Jednoduchym pfikladem miize
byt vyhybka. Vyhybka je draZni zafizeni, které se nachazi v misté, kde se
dréhy rozchézeji nebo sbihaji, a umoziuje jizdu napf¥. vlaku ve spravném
sméru. UvaZzujme ilustrativni situaci, kdy se se drdha rozdvojuje a vlak je-
douci po koleji miize pokracovat vlevo nebo vpravo. Stejné tak se vyhybka
muZe nachdzet ve stavu, kdy umoZnuje vjezd na levou nebo pravou kolej.
Podle pokynu, na kterou kolej vlak pojede, ziistane vyhybka bud ve sté-
vajicim stavu nebo se pfestavi na stranu opacnou. Jeji funkci lze jednoduse
popsat nasledujicim diagramem.

doprava

doleva @ doprava

doleva

Obrazek 4.1: Grafické zndzornéni funkce vyhybky

Popiseme nyni kone¢ny automat neformalné. Je to abstraktni stroj, ktery
ma konecny pocet stavii, v nichZ se mlize nachazet. Kone¢ny automat zpra-
covava posloupnost symbold, které jsou umisténé na vstupni pasce. Takova
posloupnost se nazyva vstupni slovo. V redlné situaci se nemusi nutné jed-
nat o posloupnost psanych symbold, ale napfiklad o posloupnost vhazo-
vanych minci a stisknutych tlacitek. Automat pracuje v jednotlivych krocich.
V kazdém kroku precte jeden symbol vstupniho slova a na zdkladé stavu, ve
kterém se nachézi, a pravé ¢teného symbolu zméni svij stav.

Mezi stavy, kterych je vZdy kone¢né mnoho, existuje jeden, ktery se nazy-
vé pocatecni. Je to stav, ve kterém automat vstupni slovo za¢ind ¢ist. Dalsimi
specidlnimi stavy jsou ty, které se nachazi v mnoZziné koncovych stavii.

Po pfecteni posledniho symbolu vstupniho slova se automat nachazi bud
v koncovém stavu, pak fikdme, Ze automat slovo pfijimé, nebo ve stavu,
ktery koncovy neni, kdy slovo nepfijima.
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Predstavme si jednoduchy automat na kavu, ktery umi pfipravit jen je-
den druh kévy. ProtoZe se jednd o star$i model, automat mince nevraci a p¥i-
jiméa pouze pfesnou ¢astku. Automat, ktery je v klidovém rezimu, se nachazi
v pocatecnim stavu. Oznac¢me tento stav 0, protoZe nebyla vhozena zadna
mince. Nechf $alek kdvy méd hodnotu 6 K¢ a automat rozeznd mince v hod-
noté 1, 2 a 5 K¢ - to je jeho vstupni abeceda. Automat bude akceptovat
takovou posloupnost vhazovanych minci, které budou mit celkovou hod-
notu rovnu 6 K¢. Vytvofme diagram (obrazek 4.2), ktery bude zachycovat
pfechody mezi stavy automatu tak, jak budou postupné vhazovany mince.
Stavy automatu budou zachycovat hodnotu jiZ vhozenych minci.

Obréazek 4.2: Grafické zndzornéni automatu na kdvu

Znacka s za hodnotou pravé vhozené mince, kterd je umisténd nad Sip-
kami, znamend, Ze automat vydal kdvu. Sipka smé&fujici ke stavu 0 oznatuje
pocatecni stav.

Aby byl automat tiplny, je zapotfebi rozhodnout, které stavy budou kon-
cové. Pfipomerime, Ze aby automat slovo pfijal, musi se po zpracovani ce-
lého slova nachazet pravé v jednom z koncovych stavii. ProtoZe automat
vydé kdvu pouze pokud soucet hodnoty vhozenych minci je roven 6 K¢ a
automat vyda kavu, bude koncovym stavem stav 0. Do jazyka, ktery auto-
mat pfijima, tak patfi i prazdné slovo, coZ neni v rozporu s funkci automatu
na kdvu. V diagramu oznacime koncovy stav dvojitou kruznici (viz obrazek
4.3).
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1/%

Obrazek 4.3: Grafické zndzornéni automatu na kdvu s koncovym stavem

Konec¢ny automat je sice abstraktni stroj, miizeme si ho vSak predstavit
jako zafizeni, které obsahuje fidici jednotku (kone¢néstavovou), ¢teci hlavu
a vstupni pasku (viz obrazek 4.4).

Neformélné popiSeme ¢innost kone¢ného automatu: Na zacatku vypoctu
je na vstupni pasce zapsano vstupni slovo (to slovo, u kterého potiebujeme
urdit, jestli patfi do daného jazyka). Slovo se sklada za symbolli abecedy,
kterd se nazyva vstupni. Paska je rozdélend na jednotlivéd policka, do kaz-
dého policka je zapsdn jeden symbol slova. Automat je na poc¢atku vypoctu
ve stavu, ktery se nazyva pocatecni, a kazdy automat mtize mit pouze jeden
pocatecni stav. Cteci hlava je nastavena na prvni policko (nejvice vlevo).

0 1 0 1 1 0

¢teci hlava A\ vstupni paska

Ridicf jednotka

Obrazek 4.4: Zatizeni ,konecny automat”
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Vypocet probihd v jednotlivych krocich. V kazdém kroku se opakuji na-
sledujici ¢innosti: Automat nacte symbol ze vstupni pasky, na zdkladé tohoto
symbolu a aktudlniho stavu zméni svijj stav a posune ¢teci hlavu o jedno
policko vpravo. To, jaky stav bude novym aktudlnim stavem, je uréeno pie-
chodovou funkci, kterd je soucasti definice automatu. Pokud automat pfecte
celé slovo, ¢teci hlava je nyni na prvnim prazdném policku za polickem,
které obsahuje posledni symbol vstupniho slova. Nyni zkoumédme, v jakém
stavu se nachazi automat. Pokud je to jeden ze stavii, které jsou oznaceny
jako koncové, vypocet skoncil taspésné a slovo do jazyka patii — podle pred-
choziho pfikladu byla vydédna kava. V jiném pifipadé (stav neni koncovy
nebo automat slovo nedocetl) vypocet skonéil netispésné a vstupni slovo do
jazyka nepatii — milovnik kdvy se tedy svého oblibeného ndpoje nedocka.

Uvedeme nyni formalni definici.

Definice 4.1 Def
Kone¢ny automat (Finite Automaton, FA) M je pétice (Q, X, 9, qo, F'), kde Koneény
automat

* (je neprazdnd kone¢nd mnoZina stavii;
¢ 3 je kone¢nd mnoZina vstupnich symbolti, nazyvand také vstupni abe-
ceda;

0:Q x X - @ je parcidlni pfechodova funkce;
* ¢o € Q je pocatetni stav;

F c @ je mnoZina koncovych stavii.

@

Pfechodova funkce § kone¢ného automatu definuje chovani automatu p¥i
¢tend vstupniho symbolu. Na zakladé aktualniho stavu ¢ € Q a pravé ¢teného
symbolu vstupniho slova a € ¥ automat zméni sviij stav na ¢’ € ) a posune
¢teci hlavu o jedno poli¢ko doprava.

Konec¢ny automat je také c¢asto definovan stavovym diagramem. Je to ori-
entovany ohodnoceny graf doplnény o specidlni znaky. Uzly grafu predsta-
vuji stavy automatu a orientované (smér urcuje Sipka) ohodnocené (hod-
notu udava popisek) hrany zachycuji pfechodovou funkci. Pocéate¢ni stav
oznacime Sipkou, kterd nemd ohodnoceni a sméfuje do tohoto stavu z pro-
stfedi automatu, koncovy stav je oznacen dvojitym ohrani¢enim. Takovy sta-
vovy diagram je uveden napi. na obrazku 4.3.
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Treti zptisob definice kone¢ného automatu je jeho zadani tabulkou. V za-
hlavi (oznaceni) sloupcti jsou uvedeny symboly vstupni abecedy a v zdhlavi
fadkt pak stavy automatu. Do bunék tabulky jsou doplnény stavy tak, aby
kombinace oznaceni sloupce a fadku a obsahu buriky na jejich priseciku
odpovidala pfechodové funkci. Pocate¢ni stav je oznacen Sipkou, kterd uka-
zuje na oznaceni stavu a Sipky vedouci od oznaceni stavil pak oznacuji stavy
koncové.

@ Piiklad 4.1

Méjme kone¢ny automat M = (Q, X, 0, qo, F') definovany nédsledovneé:

* Q={q,01,92,06};

e ¥ ={a,b};

* F={g};

* §(qo0,a) = q1
6(q1,b) = q2
(g2,b) = g3
6(g3,a) = g3
d(gs,b) = g3

Stavovy diagram sestavime tak, Ze nejdfive zakreslime pocétecni stav. Déle
budeme pokracovat tak, Ze podle pfechodové funkce budeme p¥idavat Sipky
a uzly.

—>2
=_>=

Tabulka pfechodové funkce je tvofena tolika sloupci, kolik symboli ob-
sahuje vstupni abeceda, a tolika fadky, kolik stavii m4 automat.
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al|b
- qo || 91
q1 q2
q2 a3
< 4343|493

(%)

Situace, ve které se kone¢ny automat nachazi, je mozné jednozna¢né po-
psat aktudlnim stavem a dosud nepfectenou ¢asti pasky. Tato dvojice tvoii
konfiguraci kone¢ného automatu.

=
Definice 4.2 Def
Konfigurace kone¢ného automatu M = (Q, X, 4, qo, F') je kazdd dvojice Konfigurace
FA
(q;w) eQx X",

kde g je aktudlIni stav kone¢ného automatu M a w je nepiectend ¢ast vstupni
pasky.
=1

Pocatecni konfigurace je takovéa konfigurace, ktera obsahuje pocate¢ni
stav: (go,w), w € ¥*. Koncova konfigurace je takovd, kdy je automat v kon-
covém stavu a precetl celé vstupni slovo: (qf, 5) , ¢y € F'. Na mnoziné vSech
konfiguraci kone¢ného automatu M zavedeme bindrni relaci krok vypoctu.

=)
Definice 4.3 Def

Krok vypoctu kone¢ného automatu M = (Q,3,4,qo, F') je bindrni relace Krok vypoctu
Fue (Q x X*) x (Q x X*) definovand predpisem FA

def
(q,CLU}) M (paw) g d (Q7a’) =D,

kde (¢,aw) a (p,w) jsou dvé konfigurace konetného automatu M, ¢,p € Q,

aeXaweXx”.
S
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Symbolem %, ozna¢ime k-tou mocninu relace -y, tranzitivni uzavér re-

lace ) zna¢ime +j,. Reflexivni a tranzitivni uzavér relace kroku vypoctu
znacime +},.

Pokud je z kontextu zfejmé, o ktery kone¢ny automat se jednd, budeme
urelaci -y, H5, -1, a7, index M vynechavat.

m/ =

Definice 4.4
Jazyk pfijimany (akceptovany, rozpozndvany) koneénym automatem
M =(Q,%,6,q0, F'), oznatovany L(M), je tvofen pravé takovymi slovy, po
jejichZ precteni se automat nachdzi v koncové konfiguraci:

L(M):{w62*| (q0,w) +~ (qf,s),qfeF}.

=D |

Dva kone¢né automaty nazveme jazykoveé ekvivalentni (zkrdcené ekvi-
valentni), pokud se jazyky jimi akceptované rovnaji. Tedy kone¢né automaty
M a M’ jsou ekvivalentni, pokud L(M) = L(M").

@ Piiklad 4.2

Méjme koneény automat M = ({qo,q1,92},{a,b},d, g0, {q2}), kde § je defi-

novéno nasledovné: §(qo,a) = q 5(q1,b) = o
5((]17 CL) = q 6((]2’ b) = 42
6(q2,a) = @

Abychom si lépe pfedstavili, jaka slova kone¢ny automat pfijimd, uve-
deme jeho stavovy diagram.

I N

Nyni ukdZeme, jak bude vypadat zpracovani vstupniho slova aaba ko-
neénym automatem M. Poate¢ni konfigurace automatu je (qo, aaba). Ko-
ne¢ny automat se nachdzi ve stavu ¢y a na vstupu ¢te prvni symbol slova
aaba, symbol a.

Def

Jazyk akcep-
tovany FA

Ekvivalence
koneénych
automatt
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_> ab

Protoze pro stav qo je pfechodova funkce definovana d(qo,a) = ¢, tak
(go,aaba) + (qi1,aba) je krok vypoctu kone¢ného automatu M z pocate¢ni
konfigurace. Po prvnim kroku se automat nachézi v konfiguraci (¢1, aba).

a

—( 90 afq%b@ a,b

-/

Automat se tedy nachdzi ve stavu ¢;, na vstupu ¢te symbol a a podle
prechodové funkce ziistdva ve stavu ¢;. Druhy krok vypoctu: (¢i,aba) +
(q1,ba). Nova konfigurace je (q1,ba).

a

— % b)ab
O/ ’

Konec¢ny automat se nachdzi ve stavu g, na vstupu ¢te symbol b a podle
prechodové funkce pfechdzi do stavu ¢o. Tfeti krok vypoctu: (q1,ba) - (g2, a).
Nové konfigurace je (g2, a).

a

aAb
—(® ) “’b

Konec¢ny automat se nachazi ve stavu ¢y, na vstupu ¢te symbol a a podle
piechodové funkce zfistava ve stavu go. Ctvrty krok vypoctu: (go,a) - (qz,¢€).
Nova konfigurace je (g2,¢). Kone¢ny automat precetl slovo celé a skoncil
v koncovém stavu. Slovo aaba tedy patii do jazyka rozpozndvaného konec-
nym automatem M, aaba € L(M).

Jako dalsi vstupni slovo pouZijeme slovo aaa a zjistime, jestli ho kone¢ny
automat M akceptuje. Pocate¢ni konfigurace automatu je (qo, aaa). Kone¢ny

automat se nachazi ve stavu ¢p a na vstupu ¢te prvni symbol slova aaa, sym-
bol a.

_> a.b
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Automat se nachdazi ve stavu ¢p, na vstupu ¢te symbol a a podle pfecho-
dové funkce piechdzi do stavu ¢;. Prvni krok vypoctu: (qo,aaa) + (q1,aa).
Nova konfigurace je (¢1,aa).

a

_)@ a é b @Davb

Automat se tedy nachézi ve stavu g, na vstupu ¢te symbol a a podle pfe-
chodové funkce ztistava ve stavu ¢;. Druhy krok vypoctu: (¢1,aa) + (q1,a).
Nova konfigurace je (g1, a).

a

—( 90 afq%b@ a,b

-/

Kone¢ny automat se nachazi ve stavu ¢i, na vstupu cte tieti symbol a
a podle pfechodové funkce opét zistava ve stavu ¢;. Treti krok vypoctu:
(q1,a) + (q1,¢). Nova konfigurace je (q1,¢). Kone¢ny automat pfecetl slovo
celé a skoncil ve stavu jiném nez koncovém. Slovo aaa tedy nepatii do jazyka
rozpozndvaného konetnym automatem M, aaa ¢ L(M).

Jako posledni vstupni slovo pouZijeme slovo baa a zjistime, jestli ho ko-
ne¢ny automat M akceptuje. Pocate¢ni konfigurace automatu je (qo, baa).
Konec¢ny automat se nachazi ve stavu ¢p a na vstupu ¢te prvni symbol slova
baa, symbol b.

a

—( 0 a%b@ a,b

N

ProtoZe kkone¢ny automat M pro tuto situaci nema nadefinovanou pie-
chodovou funkci, zlistdva stat. Vypocet skoncil aniZ by automat docetl vstup-

ni slovo do konce a plati baa ¢ L(M). @

Vratme se jesté k piikladu 4.1 a konetnému automatu v ném uvedenému.
Prazdnd mista v tabulce pfechodové funkce znamenaji, Ze pro odpovidajici
kombinaci stavu a vstupniho symbolu neni definovdna pfechodova funkce.
Pokud se pfi vypoctu dostane automat do stavu ¢;, ze vstupni pasky nacita
symbol a, nema definovanou pfechodovou funkci. Vypocet skon¢i netispés-
né aniz by automat docetl slovo do konce. Tato situace neni pro programatory
pfilis vhodna. Predstavte si, Ze méte slovo zapsdno napt. na dérné pdasce. Po-
kud naprogramovany automat nemd pro nékterou kombinaci stavu a vstup-
niho symbolu nadefinovanou pfechodovou funkci, mtiZe se stat, Ze se vypo-
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et zastavi uprostied slova a paska ztistane uvnitt stroje. Jinym piikladem je
naditani jakéhokoli vstupu programem. Uprostfed nacitani program zastavi
svou ¢innost a dale nereaguje. Je proto vyhodné&jsi definovat pfechodovou
funkci takovym zptisobem, aby byl automat schopen zareagovat vzdy (pro
kaZzdou kombinaci stav, symbol). Takova prechodové funkce se nazyva to-

talni. Kone¢ny automat s totdlni pfechodovou funkci se nazyva taplny.

O
Véta 4.1

Ke kazdému kone¢nému automatu M existuje ekvivalentni kone¢ny automat

M', ktery je aplny.

Idea dtikazu: Nechf M = (Q, X%, 4, qo, F') je kone¢ny automat, ktery neni upl-
ny. Sestrojime koneény automat M’ = (Q’,%,¢’, qo, F) tak, Ze do mnoziny
stavli pfiddme novy nekoncovy stav p ¢ @, Q" = Q u {p}. Timto stavem
doplnime prvky pfechodové funkce. Pfechodovou funkci ¢’ definujeme pro
vSechny g € Q" a a € ¥ takto:
/ 6(q,a)

0(g,a) = { p, pokud d(q, a) neexistuje

Protoze je pfechodové funkce ¢’ definovand pro vSechny dvojice (g, a)
je kone¢ny automat M’ aplny. Pro kazdé slovo w € L(M) existuje posloup-
nost krokti vypoctu kone¢ného automatu M, kterd konci v koncové konfigu-
raci. Pak existuje posloupnost stejnych krokii vypoétu v automatu M’, ktera
zpuisobi akceptovani slova w a tudiz w € L(M'). ProtoZe neexistuje posloup-
nost krokd, ktera by pfevedla automat M’ z nového stavu p do stavu kon-
cového, nevznikla pfiddnim hodnot pfechodové funkce zddné posloupnost
kroku takovd, aby platilo w ¢ L(M)Aw € L(M") a kone¢né automaty M a M’
jsou jazykové ekvivalentni. O

@ Piiklad 4.3

Ke kone¢nému automatu z piikladu 4.1 vytvotte ekvivalentni tiplny konecny
automat. Kone¢ny automat M = (Q, 3, §, qo, F') je definovany nésledovné:

* Q={q,q0,92,q};
* X ={a,b};

Totalni
pfechodova
funkce a
aplny FA

\"
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* F={g};

* §(qo.a)=q
5(Q17b) =q2
6(q2,0) = q3
6(g3,a) = g3
(q3,0) = q3

Pokud sestrojime automat M’ podle postupu uvedeného ve vété 4.1, dosta-
vame nasledujici: M’ = (Q u {p},%,d', qo, F) je definovan nasledovné:
* d(qo,a) =q (q0,b) =p

0(q1,b) = q2 o(q1,a) =p

0(g2,b) =q3 (q2,0) =p

0(g3,a) =q3  d(p,a) =p

0(g3,b) =g3  d(p,b) =p
Dodefinovani nového stavu a chybéjicich hodnot pfechodové funkce vypada
ve stavovém diagramu ndsledujicim zptisobem: (v prvnim fadku je ptivodni
automat, ve druhém automat tplny)

M
ﬁ@i@ (@0
b \Ij/v

a,b

Pro tplnost uvedeme tabulku pfechodové funkce obou automatti:

b al|lb

M: ~ q|a M': > g || p
q1 q2 q1 || P | 42

q2 q3 Q| P |43

< {43193 |43 < 43143 | 43
pi|pP| P
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4.2 Nedeterministicky kone¢ny automat

V této ¢asti zavedeme pojem nedeterministicky kone¢ny automat. Je to uzi-
te¢ny pojem pii navrhu koneénych automatti, které rozpoznavaji dany jazyk,
bude uzite¢ny v diikazech vét.

Kone¢ny automat definovany v pfedchozi ¢asti se nazyva determinis-
ticky, protoZze v kazdé konfiguraci existuje nejvyse jeden zptisob jakym po-
kracovat ve vypoctu. Jinak feceno stavem a ¢tenym symbolem je jednoznac-
né urcen stav, do néhoZz md automat piejit. Na rozdil od kone¢ného automatu
nedeterministického, ktery se v nékterych konfiguracich musi rozhodnout
mezi vice variantami, jak pokracovat ve vypoctu.

Na obrédzku 4.5 uvddime jednoduchy ptiklad prechodového diagramu
nedeterministického kone¢ného automatu .

a,b

Obréazek 4.5: Pfiklad nedeterministického koneéného automatu

Nedeterminismus kone¢ného automatu spociva v definici pfechodové
funkce, pomoci které miize automat pfejit z jednoho stavu pfectenim stejné-
ho symbolu do rtiznych stavii. V naSem piipadé se jednd o stav ¢, ze kterého
je mozné prectenim symbolu a pfejit do stavu ¢; nebo ztstav ve stavu qp.
Jak se tato skute¢nost projevi v tabulce pfechodové funkce, si ukdZeme na
stejném automatu.

a b

—> 4o || 90,41 | 90
q1 a2

q2 a3

< 43 q3 q3

Jisté si kazdy vS§imne, Ze se v jedné burice nachdzi dva stavy. Nyni uvedeme
formalni definici nedeterministického kone¢ného automatu.
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()
Definice 4.5

Nedeterministicky kone¢ny automat (Nondeterministic Finite Automaton,
NFA) M je pétice (Q, %, 6, qo, F'), kde
* () je neprdzdna konetnd mnoZina stavi;

* 3 je kone¢nd mnozina vstupnich symbolti, nazyvand také vstupni abe-
ceda;

e §:Q x X — 29 je parcidlni pfechodova funkce;
* o € Q je pocatecni stav;
¢ F c @ je mnoZina koncovych stavii.

Pozndmka: MnoZina 2% je mnoZina viech podmnoZin mnoZiny @, nazyva
se potenéni mnozina. 29 = {A| A c Q}

Formalni definice kone¢ného automatu, jehoz tabulku pfechodové funk-
ce jsme uvedli vySe vypada takto:
M = ({q0,q1,92,93},{a,b},d,q0,{q3}) s pfechodovou funkci

6(q0,a) = {qo, 1 }

6(q0,b) = {qo}

0(q1,b) = {qa}

6(q2,b) = {qs}

6(g3,a) = {qs}

0(g3,b) ={as}
Krok vypoctu nedeterministického kone¢ného automatu definujeme jako

binarni relaci + (na mnoZziné vSech konfiguraci) takto: Pro vSechna p,q € @,
ae, zeX”je(p,ax) + (¢ ,z), pokud 6(p,a) obsahuje ¢ (q € 6(p, a)), kde x je
fetézec oznacujici zbyvajici ¢ast vétné formy.

Reflexivni a tranzitivni uzadvér oznacime +*.

V piipadé, Ze §(q,a) = {p1,p2,p3}, pak v relaci kroku vypoctu jsou nasle-
dujici konfigurace: (q,ax) - (p1,2), (q,az) ~ (p2,2) a (¢, az) + (p3,z). NFA
v takovém piipadé miize pokracovat ve vypoctu tfemi moznymi zptisoby.
Jak se tato situace projevi na akceptovéni slov a definici jazyka rozpoznéva-
ného NFA? Rekneme, 7e NFA M = (Q,X, 4, g0, F) pfijimé slovo w € X*, pravé
kdyZ existuje alespori jeden vypocet (posloupnost krokt) za¢inajici v konfi-
guraci (go, w), ktery konéi v nékteré koncové konfiguraci.

Def

Nedetermi-
nisticky
kone¢ny
automat
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Jazyk akceptovany NFA je tvofen vSemi akceptovanymi slovy w nad abe-
cedou X. Pro jedno slovo, které nélezi do jazyka akceptovaného NFA, miize
tedy existovat vypocet (i vice vypocti), ktery neskoncil iispésné. Dilezita je
ta skutecnost, Ze alespori jeden akceptujici vypocet existuje.

O
Véta 4.2

Ke kazdému nedeterministickému konetnému automatu M = (Q, 3, 4, qo, F')
existuje jazykové ekvivalentni deterministicky kone¢ny automat. O

Idea dikazu:
Pro sestaveni deterministického FA (DFA) M’ = (Q',%,0',¢{, F') vytvoiime
oznaceni takové, Ze kazdy stav DFA bude tvofen sloZzenymi mnoZinou stavii
ptvodniho NFA.

Pocate¢ni stav ¢y = {go}. Budeme nyni tvofit pfechodovou funkci DFA
a zdroven dopliiovat mnoZinu stavii nového automatu. Pro kazdy novy stav
DFA {stavy NFA}, budeme zaznamendvat, jak se zméni jednotlivé stavy
NFA, které stav DFA obsahuje, na¢tenim vstupniho symbolu. Takto vytvore-
nd mnoZina stavi je stavem DFA. Koncovym stavem DFA bude takovy stav,
ktery obsahuje alespori jeden koncovy stav ptivodniho NFA. O

Pro lepsi pochopeni principu pfevodu NFA na DFA je dobré pfedstavit
si nedeterministicky vypocet takto: spustime vypocet automatu na daném
vstupnim slové. Pokud nastane situace, kdy automat mtize zareagovat na
vstupni symbol vice zptisoby, spustime dalsi automaty tak, aby kazdy z nich
pouZil jinou moznost, to znamen4, kazdy z nich bude po nacteni aktudlniho
symbolu v jiném stavu. Déle pak budou vSechny tyto automaty pracovat pa-
ralelné. Pokud v priabéhu vypoctu je v aktudlni konfiguraci vice automatt
ve stejném stavu, miizeme z nich vybrat jen jeden, ktery bude déle zpra-
covavat vstup, ostatni mohou kon¢it ¢innost. Stejné tak ukon¢i ¢innost i au-
tomat, ktery na dany vstupni symbol neumi zareagovat (neexistuje p¥islusna
pfechodové funkce).

V algoritmu pouZzijeme nésledujici oznacent:

* Done — mnoZina obsahujici prozkoumané stavy DFA, tedy jsou takové

stavy, pro které je jiZ stanovena pfechodova funkce, kazdy prvek mno-
ziny Done je mnozina stavit NFA, Done ¢ @',
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* A - pravé zpracovdvany stav DFA, jednd se o mnozinu stavii NFA,
Aeq),
* N —nové vytvoreny stav DFA, opét se jednd o mnoZinu stavi NFA,
Nedq',
e p—stavNFA, pe Q.
Nejdfive uvedeme formélni popis algoritmu pfevodu NFA na DFA a poté
si pfevod ukdZeme na konkrétnim piikladeé.

q_)
Q Algoritmus 4.1 Transformace NFA na ekvivalentni DFA

Vstup:  Nedetministicky kone¢ny automat M = (Q, %, 6, qo, F)
Vystup: Ekvivalentni deterministicky kone¢ny automat
M'= (Qla X, 5,7 {qO}v F,)

Q" ={{q}}; &' :=2; I :=&; Done := ;
dokud (@' — Done) # @ délej
pro A € Q' - Done;
jestlize An F' # @ pak
F':=F u{A};
konec jestliZze
pro vSechna a € X délej
N := UpeA (5(]?, a)/'
Q' =Q u{N};
8" :=6"u{((A,a),N)};
konec pro vSechna
Done := Doneu {A};
konec dokud

M :=(Q, 5,8, {q}, F);
*®)

Méjme nedeterministicky automat uvedeny vyse. Znovu zde uvedeme
jeho pfechodovy diagram.
a,b
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Postupné budeme vytvaret ekvivalentni deterministicky kone¢ny auto-
mat M’ = (Q', 3,6, {q}, F"). Nejdfive vytvotime pocatecni stav.

Na zakladé prechodové funkce vytvorime seznam stavit NFA M, které
patti do 6(qo, a).
a,b

Automat M se mtZe po nacteni symbolu a nachazet ve stavu go nebo q;
a po nacteni symbolu b ve stavu go. Do mnoziny N’ ptidame stav {qo, q1},
do mnoziny Done pfidame stav {qo}. Zména pfechodového zobrazeni je
zndzornéna v nasledujicim diagramu.

b

a
—

Pro novy stav {qo, ¢1 } sestavime opét seznam stavti nedeterministického
automatu M pro symbol a i b, ale tentokrat budeme sledovat stavy dva, g
a ¢q1. Prvni obrazek mé zesilené Sipky pro symbol a a druhy obrdzek pro
symbol b.

a,b

a,b
—(1 ()

Ze stavu ¢ neexistuje pfechod pro symbol a. Tuto skute¢nost nemusime
v seznamu nijak zapisovat. Vypocet NFA M, ktery by obsahoval konfigu-
raci (qi,ax),z € ¥*, skondi netspésné. Po tomto kroku vypadd DFA M’
nasledovné:
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b a

O
—

Do mnoziny N’ pf¥idame stav {qo,¢2} a do mnoziny Done stav {go, q1}-
Nyni budeme pfedpoklddat, Ze je DFA M’ ve stavu {qo, g2}, a budeme sledo-

vat, do kterych stavti by se dostal NFA M ze stavil gp a g2 nac¢tenim symbolt
a nebo b.

@ DD
a,b
DD D

Deterministicky kone¢ny automat M’ vypada po dalsim kroku konstrukce
nasledovné:

b a
b
()
a
Do mnoziny N’ pfiddme stav {qo, g3} a do mnoziny Done stav {go, g2}-
Nyni budeme pfedpoklddat, Ze je DFA M’ ve stavu {qo, g3}, a budeme sledo-

vat, do kterych stavti by se dostal NFA M ze stavii gp a g3 nac¢tenim symbolt
a nebo b.

a,b
O DD Do
a,b

@@ D
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Deterministicky kone¢ny automat A/’ vypadd po dalsim kroku konstruk-
ce nasledovné:

{90, 01,43}

Do mnoziny N’ pfiddme stav {qo, ¢1, g3} a do mnoziny Done stav {go, g3 }.
Nyni budeme ptedpoklddat, ze je DFA M’ ve stavu {qo,q1,q3} a budeme
sledovat, do kterych stavii by se dostal NFA M ze stavil qo, ¢1 a g3 nactenim
symbolt a nebo b.

_,_a,@ b @ b @ a,b
a,b
ﬁab

Deterministicky kone¢ny automat M’ vypada po dalsim kroku konstrukce
takto:

&e:..p

a {CIOthCB}

Do mnoziny N’ pfiddme stav {qo, q2,93} a do mnoziny Done p¥iddme
stav {qo, q1,¢3}. Budeme pfedpokladat, ze je DFA M’ ve stavu {qo,¢2,q3}, a
budeme sledovat, do kterych stavti by se dostal NFA M ze stavil qo, ¢2 a g3
nactenim symbolt a nebo b.
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a,b
DD
a,b

Deterministicky koneény automat M’ vypada po dalsim kroku konstrukce
nésledovné:

a
b
a {QOaQ17Q3}

Do mnoziny Done ptidame stav {qo,q2,gs}. Protoze N’ = Done, kon-
strukce pfechodové funkce deterministického kone¢ného automatu M’ kon-
¢i. Nyni uz zbyvé jen urcit, které stavy budou koncové. Budou to viechny
ty mnoziny stavi pivodniho NFA, které obsahuji alespori jeden koncovy
stav NFA M. Do mnoziny koncovych stavit DFA M’ tedy patfi stavy {qo, g3},
{q0,q1,93} a{qo0, ¢2, ¢3}. Kompletni diagram pfechodové funkce vypada takto:

b b
< b

a b
b
a
:

b
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4.3 Konecné automaty a regularni jazyky

V této ¢asti budeme studovat vztah reguldrnich jazykd a jazykt akcepto-
vanych kone¢nymi automaty.

O
Véta 4.3

Ke kazdé regularni gramatice G existuje nedeterministicky kone¢ny automat

M takovy, ze L(G) = L(M).
&)

Idea dikazu: Necht G = (N,T, P, S) je libovolna reguldrni gramatika. Se-
strojime nyni NFA M = (Q, %, 0, qo, F), ktery pfijima jazyk L(G).

Zakladni idea konstrukce spoc¢ivé ve ztotoZnéni netermindli gramatiky
G se stavy automatu M. Vygenerovani termindlniho symbolu v jednom kro-
ku gramatiky G odpovida pfecteni téhoZz (vstupniho) symbolu v jednom vy-
pocetnim kroku automatu M. Pokud odvozujeme slovo v reguldrni grama-
tice, pfechazime od jedné vétné formy ke druhé aZ nakonec vygenerujeme
slovo. Charakteristickym rysem vétnych forem odvozenych v regularnich
gramatikdch ze startovactho netermindlu je to, Ze vSechny obsahuji nejvyse
jeden netermindl (pokud se nejednd o slovo pak je to pravé jeden neter-
mindl). Je zfejmé, Ze kdyZ gramatika G konc¢i odvozeni slova, neni v od-
vozeném fetézci Zddny netermindl. Této situaci vSak musi u automatu M
odpovidat nové zavedeny koncovy stav.

Polozime

* Q=N ugqys kdegs ¢ N (tzn. ¢y je nové zavedeny stav),
* q=15
{ {qf,S}, pravé kdyz S - ce P
o = ..
{gqy} jinak.

¢ Déle provsechna A, BeQ,aecX

1. pro kazdé pravidlo A — aB € P polozime B € §( A, a);

2. v piipadé A — a € P polozime q; € 6(A, a).

Pro dokonceni ditkazu by bylo potieba jesté ukazat, ze L(G) = L(M). O

V
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Q P¥iklad 4.4 P

Méjme reguldrni gramatiku G = ({5, A, B}, {a, b}, P, S) s mnozinou pravidel
P definovanou takto:

S = aA,
A - aS|bB,
B - bBI|b

Vytvofime kone¢ny automat M = (Q, X, 0, qo, F'), ktery pfijima stejny ja-
zyk, jaky gramatika G’ generuje.

b
® Q:NU{Qf}; a
3T N ONNG
* q=5; ~
* F={qr}; b
e S>aA = A € §(5,a),
A-aS = S € §(4,a),
A-bB = B ¢ (5(14,()),
B-bB = B ¢ §(B,b),
B-b = qr € (S(B,b) Q

Nyni uvedeme tvrzeni opacné a opét nastinime myslenku diikazu.

@ Viéta 4.4 \Y%

Ke kazdému kone¢nému automatu M existuje regularni gramatika G takova,

ze L(M) = L(G).
&)

Idea dtkazu: Necht M = (Q,X,4,qo, F) je libovolny koneény automat ak-
ceptujici jazyk L(M). Sestrojime nyni regularni gramatiku G = (N, T, P, S)
takovou, ze L(G) = L(M).

Zakladni idea konstrukce gramatiky G bude spocivat ve ztotoZnéni ne-
terminali gramatiky G se stavy automatu M. Pfe¢teni vstupniho symbolu
v jednom kroku vypoctu automatu M bude v G odpovidat vygenerovéni
terminédlniho symbolu v jednom kroku odvozeni. Pfechod do koncového
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stavu bude zachycen pomoci ukoncovaciho pravidla (neobsahuje na pravé
strané netermindl). Pokud je v ptivodnim automatu pocate¢ni stav i stavem
koncovym je pro gramatiku zapotiebi provést posloupnost krokt, které jsou
uvedeny v ditkazu véty 3.1.

Sestavime gramatiku G = (N, T, P, S) takovou, Ze:

* N=@Q;
o T =3
* S=qo;

e déle pro vsechny prvky ¢’ € 6(q,a):

1. pro vSechny prvky ¢’ € §(¢,a) vytvotime pravidlo ¢ - aq’;

2. v pfipadé ¢’ € F ptidame dalsi pravidlo ¢ — a;

3. v pfipadg, Ze q € F' postupujeme podle diikazu véty 3.1 - pfiddme
pravidlo S” — ¢ a takova pravidla, kterd maji na levé strané pii-
vodni startovaci symbol, ktery zménime na S’. Do mnoZiny ne-
termindla pfiddme novy netermindl S, ktery prohldsime za novy
startovaci netermindl. Tedy S = S’

Pro dokonceni ditkazu by bylo potfeba jesté ukazat, ze L(M) = L(G). O

@ Ptiklad 4.5

Méjme koneény automat M = ({qo,q1},{a,b}, 6,90, {q0}) s pfechodovou funk-
ci definovanou nésledovné:

0(q0,a) = {qo},

(q0,0) = {a},

6(q1,a) = {a},

o(q1,0) = {a}-
Sestrojime reguldrni gramatiku G = (N, T, P, S) takovou, ze L(G) = L(M):

i NZ{QO;Ql}}

* T'={a,b};

e P={0(q0,a) = {0} = @ - aqo,
5(q0,0) = {a} = @ - baq,
6(q1,a) = {q} = @ - aqo,
6(q1,0) = {a} = a1 - baq,
6(go,a) = {@} = @ - a,
é(qr,a) = {a} = @ - a}
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ProtoZe g je stavem pocatecnim i koncovym, musime pfidat pravi-
dlo, které vygeneruje prazdné slovo. Upravime tedy mnoZinu pravidel

nasledujicim zptisobem:

* P={ q
q0
q1
q1
a0
q1

Sl
S/
SI
S/

e upravime mnozinu netermindlti - N = N u {S'},
e jstartovaci symbol - S = 5".

—

Vool b

¥

Pyl

—

a qo,
baq,
a qo,
baq,

a qo,
bqi,
a

}

Jako dusledek uvedenych vét ziskdme nasledujici:

()

O
Véta 4.5

Ttida regularnich jazykt je ekvivalentni s tfidou jazykh akceptovanych ko-

nenymi automaty.

4.4 Lemma o vkladani pro regularni jazyky

&)

Predstavme si, Ze jsme postaveni pfed tkol zjistit, jestli je zadany jazyk re-
guldrni. Nejspi8 se pokusime sestrojit kone¢ny automat, ktery jej bude ak-
ceptovat, pfip. navrhnout reguldrni gramatiku, kterd bude tento jazyk gene-
rovat. Pokud se ndm ani pfi nejlepsi snaze nevede automat ¢i gramatiku na-
vrhnout, je moZzné, Ze takovy automat resp. gramatika neexistuje a zadany

V
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jazyk reguldrni neni. Nyni ale potfebujeme né&jaky nastroj, pomoci kterého
dany fakt dokdZeme. Pravé takovym néstrojem je lemma o vkladani (nékdy
nazyvané pumping lemma) pro regularni jazyky vyjadiujici nutnou (nikoli
postacujici) podminku pro regularitu jazyka.

O
Véta 4.6

Lemma o vkladéani. Nechf L je reguldrni jazyk. Pak existuje n € N takové, Zze
libovolné slovo w € L, jehoz délka je alespoti n, 1ze psét ve tvaru w = xyz, kde

1. |zy| <n,
2. y+ca
3. xy'z € L pro kazdé i € Ny.

&)

Jinymi slovy: Kazdé dostate¢né dlouhé slovo regularniho jazyka 1ze roz-
délit na tfi ¢asti. Prvni podminka omezuje délku prvnich dvou ¢ésti, je pod-
statna pro delsi slova. Podle druhé podminky nesmi byt prostfedni ¢ast slova
rovna prazdnému slovu. Tteti podminka dala ndzev tomuto lemmatu. Vzta-
huje se totiz k pumpovani - jednd se o to, Ze pokud prostfedni ¢ést slova
zopakujeme (i vicekrat), dostaneme nové slovo, které opét bude pattit do
jazyka. ProtoZe cislo @ mtZe mit i hodnotu nula, bude do jazyka L patfit i
slovo, které vznikne vypusténim prostfedni ¢ésti.

ProtoZe se lemma poskytuje podminku nutnou, vyuZziva se ho pravé k
dikazim toho faktu, Ze zadany jazyk reguldrni neni. Dfive neZ ukdZeme na
prikladé, jak dokazujeme neregularitu jazyka, uvedeme ideu dikazu lem-

matu o vkladani.

Diikaz. Jelikoz L je regularni, existuje deterministicky KA M = (Q, %, qo, F)
rozpozndvajici jazyk L. Polozme n = |Q|. Pro libovolné slovo w € L délky
alesponin (tj. w = ay ... am, m > n) plati, Ze automat M projde pfi akceptovani
slova w m + 1 stavy. Kone¢ny automat M provede nésledujici vypocet:

(90,01 -..am) - (q1,a2...am) F -+ (¢m,€), kde g, € F.

ProtoZe automat projde m + 1 konfiguracemi, kterych je vice neZ n, musi
projit jednim ze stavti alespori dvakrat (podle Dirichletova principu). Existuji



KAPITOLA 4 KONECNE AUTOMATY A REGULARNI JAZYKY 67

tedy dva indexy i a j, takové, Ze 0 <i < j <ma ¢; = ¢; = ¢q. Graficky miZeme
znazornit vypocet kone¢ného automatu zptisobem uvedenym na obrazku

4.6.
at...a; : Qjt1 ... A5 :aj+1...am

Obrazek 4.6: Zobrazeni vypoctu KA

ProtoZe jsou v této linii dva stejné stavy, mtiZeme vypocet zobrazit i zptiso-
bem jako na obrazku 4.4.

Obrazek 4.7: Zobrazeni vypoctu KA se smyckou

Zpracovavané slovo je tedy rozdéleno na tfi ¢asti w = zyz tak, Ze y # ¢
(mezi dvéma priichody tim samym stavem automat nacetl alesporni jeden
znak ze vstupni pasky). K tomu, aby kone¢ny automat prosel jednim sta-
vem dvakrat potiebuje nacist nejvyse n znaklt z pasky — pfipomerime, Ze
po nacteni n znakti je automat ve své n + 1 konfiguraci. Z vyse uvedeného
znazornéni je vidét, Ze kone¢ny automat pfi zpracovani slova xz vynecha
a pti zpracovéani slova zy'z, i > 1 naopak i-krat zopakuje prtichod smyckou
a nakonec skon¢i v koncovém stavu — tedy takova slova pfijme. ]

Jak jsme jiZ zminili lemma o vkladdani obsahuje nutnou podminku pro to,
aby jazyk byl reguldrni. Proto se pouZziva spiSe k tomu, abychom doké&zali,
Ze ,jestliZze nelze dostatecné dlouhé slovo rozdélit na tfi ¢asti tak, aby byla
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splnény tfi podminky v lemmatu, pak jazyk neni reguldrni.” Ilustrujeme
pouziti lemmatu na piikladé.

@ Ptiklad 4.6

Dokazte, ze jazyk L = {a i > 0} neni reguldrni.

Budeme postupovat nasledujicim zptisobem: Nalezneme dostate¢né dlou-
hé slovo (del$i nez n € Ny - konstanta pro dany jazyk). Vyzkousime vSechny
moZné zpusoby jeho rozdéleni a pro kazdé z nich nalezneme takové k, pro
které zy*z ¢ L. Neni nutné zkoudet exaktné viechna rozdéleni slova, ale
pouze typy rozdéleni.

Nechf takovym dostatetné dlouhym slovem je a/*3b’ pro né&jaké dosta-
tecné velké j € Ny.

Pti rozdéleni slova aP*3bP na t¥i ¢asti , y, z nds bude zajimat hlavné struk-
tura slova y.

i+3bi|

1. Nechf je y = a?,p < 4,0 < p < n. Pak rozdélené slovo lze napsat jako
a"aPa’t/, kder +p+s = j+3.Plati tedy, Ze x = a”, y = a” a z = a*}’.
Pokud zvolime ve slové zy*z k = 0, pak dostavame slovo zz = a"a’t’,
kde platir +s<j+3atudizzz ¢ L.

2. Obdobna situace nastdva v okamzZiku, kdy je y sloZeno pouze ze sym-
bold b. Nechf je y = b2, p < j,0 < p < n. Pak rozdélené slovo lze napsat
jako a/*3b"bPb%, kde r + p + s = j. Plati tedy, Ze x = a’ 30", y = bP a z = b°.
Pokud zvolime ve sloveé xykz k =0, pak dostdvame slovo zz = al*3a’b®,
kde platir + s < jatudiZz zz ¢ L.

3. Posledni moZnosti je vytvorit prostfedni ¢ast slova jak ze symboli a
tak ze symbold b. Nechf je y = aPb?, z = /™3P a z = /9. Je ziejmé,
Ze opakovdnim podslova y (to znamend, pokud zvolime k vétsi nez
jedna) dostdavame slovo zy*z = a/*3P(aPb?)kpI~4, které strukturou ne-
odpovida sloviim z jazyka L. U tohoto rozdéleni slova nardZzime jesté
na jeden problém. Pokud prozkoumédme prvni podminku lemmatu o
vklddani uvédomime si, Ze stfed ,dlouhych” slov se méni z jejich dél-
ze samych a-Cek a za¢ina tsek sloZzeny ze symbolti b. Toto ovsem odpo-
ruje podmince, kterd tvrdi, Ze délka slova zy je omezena konstantou,
kterd je dana pro cely jazyk.

Jiné rozdéleni neni moZné, proto neni jazyk L reguldrni.
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()

4.5 Vlastnosti regularnich jazykt

V této casti se budeme zaobirat uzavienosti tftidy reguldrnich jazykt na rizné
operace nad jazyky. Také ukdZeme, Ze existuje podminka, podle niZ pozname,
Ze zadany jazyk nemtize byt reguldrni.
Ttida jazyki je uzaviena vzhledem k dané operaci, pokud pfi pouZiti této
operace na jazyky z dané tiidy ziskame vzdy opét jazyk z této tiidy.
Dilezitost uzaveérovych vlastnosti spo¢iva nejen ve zkoumani vlastnosti
dané tiidy jazykt, ale ma i fadu praktickych aspektii. Dany jazyk lze casto

vyjadfit pomoci nékolika jazykt jednodussich, pro kazdy z nich navrhnout
kone¢ny automat a na jejich zdkladé sestrojit zddany vysledny automat.

s
Véta 4.7

Ttida reguldrnich jazyk je uzaviend na doplnék.

&)

Idea diikazu: Ke kazdému reguldrnimu jazyku L existuje tplny determi-
nisticky koneény automat M, pro ktery plati L = L(M). Sestrojime nyni
kone¢ny automat, ktery pfijimd doplnék jazyka L. ProtoZe M je tplny a
deterministicky, pro kazdy vstupni fetézec existuje vypocet, ktery pfecte
vstupni slovo az do konce a vypocet skon¢i v koncovém stavu, pokud slovo
nélezi do jazyka L, a v jiném stavu, pokud slovo do jazyka L nepatii. Pokud
se zamyslime nad pfedchozi vétou, dochazime k zavéru, Ze pokud mame se-
strojit kone¢ny automat, ktery akceptuje doplnék jazyka L, sta¢i z koncovych
stavil vytvorit stavy nekoncové a stavy, které nejsou koncové, ptifradime do
mnoziny koncovych stavii nového FA.

Poznamka: Kone¢ny automat, ktery rozpoznava jazyk L musi byt deter-
ministicky. A to proto, aby pro kazdé slovo existoval pouze jeden vypocet,
bud’ tspésny nebo netspésny. Pokud by automat byl nedeterministicky,
mohl by pro slovo, které do jazyka patfi, existovat Gspésny i netspésny
vypocet. Po zméné stavii z koncovych na nekoncové a obrdcené, by takové
slovo bylo automatem opét akceptovano.
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A
Véta 4.8

Ttida reguldrnich jazykt je uzaviend na sjednoceni.

&)

Idea dikazu: Méjme dva reguldrni jazyky L; a Lo, ke kterym existuji tiplné
deterministické kone¢né automaty M a My, které je akceptuji (plati tedy
Ly = L(M;) a Ly = L(M>)). Sestrojime kone¢ny automat, ktery akceptuje
jazyk L u L. Postup konstrukce kone¢ného automatu, ktery akceptuje sjed-
noceni dvou danych jazyk, je podobny postupu hledani deterministického
kone¢ného automatu ke kone¢nému automatu nedeterministickému. Pfed-
stavme si, Ze mdme k dispozici oba kone¢né automaty M; i M», a oba tyto
automaty dostanou na spole¢nou vstupni pasku slovo, o kterém maji roz-
hodnout, jestli patfi do jazyka jimi akceptovaného. Oba automaty budou
synchronné nacitat symbol po symbolu a ménit stavy, ve kterych se nachézi.
Pokud na konci vypoctu bude alespori jeden automat v koncovém stavu, pak
dané slovo nalezi do jazyka L U Ls.

Jak tedy takovy automat M3 akceptujici sjednoceni dvou jazyk sestrojit?
Necht M; = (Q1,%1,01, 90, F1) a M2 = (Q2, X2, 62, po, F») jsou konecné auto-
maty akceptujici Ly a Lo. Zkonstruujeme M = (Qs, X3, 03 qo, po |, F). Kazdy
stav automatu M3 je tvofen dvojici stavh — prvni stav automatu My, druhy
stav automatu M,. Vstupni abeceda X3 je tvofena sjednocenim abeced 3;
a Yo. Mnozina koncovych stavii je tvofena takovymi dvojicemi stavti, kde
alespor jeden z nich je koncovy v ptivodnim automatu.

Konstrukce pfechodové funkce probiha nasledujicim zptisobem. Nejdfive
zakreslime pocate¢ni stav. Pro vSechny vstupni symboly zapiSeme dvojice
stavii, do kterych se ptivodni automaty dostaly. ProtoZe jsme na pocatku
pfedpoklddali, Ze oba kone¢né automaty jsou deterministické a iplné, jedna
se vzdy o dvojici stavi, kterd tvofi stav novy. V pripadé netplnosti auto-
matu by se mohlo stét, Ze dany vstup umi zpracovat pouze jeden automat —
novy stav by byl tvofen pouze jedinym stavem automatu ptivodniho, nebo
dokonce zadny stav — novy automat by nemél definovanou pfechodovou
funkci pro tuto kombinaci stavu a vstupniho symbolu. Pokud bychom ne-
poZadovali deterministicky kone¢ny automat, bylo by mozné, aby novy stav
tvofilo vice stavi ptivodnich automatti neZ pouze dvojice. Pokracujeme v pii-
déavani novych stavli a konstruovani pfechodt mezi nimi, dokud neméame
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vyfeseny pfechody pro vSechny nové stavy a vSechny vstupni symboly z ¥3.
To, Ze konstrukce pfechodové funkce automatu M3 je proces konecny, je
déano kone¢nym poctem rtiznych dvojic stavii ptivodnich automatt, ktery
je roven |3q] - [3a]. O

q_)
Q Algoritmus 4.2 FA akceptujici sjednoceni reguldrnich jazyk

Vstup:  Uplné deterministické kone¢né automaty
My = (Q1,%1,61,q0, F1) a My = (Q2, 2,62, po, F2)
Vystup: Uplny deterministicky kone¢ny automat

M3 = (Q37 23753>7 F3)

Q3 := {}, 03 := @; F3:=@; Done:=@; Y3 := 31 U Xo;
dokud (Q' — Done) # @ délej
M := prvek mnoziny Q' — Done;
jestlize M :, kde g € F} v p e Fy, pak
Fy:= FyU{M);
konec jestliZe
pro vSechna a € X délej
N :=3(g,a),(p, a) §
Q3:=Q3U{N};
d3:=03u{((M,a),N)};
konec pro
Done := Done u {M};
konec dokud

M3 = (Q372375377F3); O
£

Nyni uvedeme piiklad konstrukce kone¢ného automatu pro sjednoceni
jazykda.

Q P¥iklad 4.7 P

Méjme dva tplné kone¢né automaty M; a Ms. Tyto automaty akceptuji ja-
zyky:

Ly ={abaw | w e {a,b}*} a Ly = {w € {a,b}" | |w|, mod 3 =0}.
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Sestavime kone¢ny automat, ktery akceptuje sjednoceni téchto dvou ja-
zykd, tedy Lg = Ly U Ly = {w € {a,b}" | w = abaz, x € {a,b}" v|w|, mod 3 = 0}.
M, = ({0,1,2,3, P}, {a,b},01,0,{3}), kde:

51: (51(0,&)21, (51(0,b)=P,
51(1,a) = P, 51(1,b) = 2,
(51(2,&) = 3, 51(2,5) = P,
51(3,a) = 3, 51(3,b) = 3,
51(4,a) = P, 51(4,b) = P

M, = ({A, B,C},{a,b}, 82, A, {A}), kde:

(52: (52(14,&):3, 52(A,b):A,
(52(3,0)20, (52(B,b)=B,
52(C,a) = A, 5>(C,b) = C

Znazornime automaty graﬁcky.

q@iﬁ L ()"
N
a
&

a,b

Postupné konstruujeme piechodovy diagram na zékladé pfechodovych
funkdi jednotlivych kone¢nych automatti. Postupné pro dvojici stavii a vse-
chny symboly ze vstupni abecedy piidavame nové prechody do stavajicich
nebo novych dvojic stavi.

a,b

©
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b b
—>0Aa@b@aéa3fl
A
bPAa@aPB b

Clb b

Nyni stanovime, které stavy nového automatu budou koncové. Protoze
do sjednoceni dvou mnoZin patfi pravé ta slova, ktera jsou v jedné nebo ve
druhé mnoziné, bude postacujici, pokud stav automatu M3 bude obsaho-
vat oznaceni alespori jednoho koncového stavu ptivodnich kone¢nych auto-
matt. Vysledkem je tedy kone¢ny automat:

M; = ({0A,1B,2B,3A,3B,3C, PA, PB, PC},{a,b}, 53,04, {34}), kde:

(53 : (53(0A,(1) = 1B, 53(0./4,[)) = PA,
83(1B,a) = PC, 83(1B,b) = 2B,
53(23,0,):3C, (53(23,1)):PB,
53(3A, a) = 3B, 53(314, b) = 3A,
(53(3B,a)=3C, 53(3B,b):3B,
53(3C, a) = 34, 55(3C,b) = 3C,
53(PA,a) = PB,  635(PA,b) = PA,
83(PB,a) = PC, 83(PB,b) = PB,
53(PC,@)=PA, (53(PC,()):PC.

()

M
Véta 4.9

Ttida reguldrnich jazykt je uzaviend na prinik.

&)

Idea diikazu: Piistup k tvorbé kone¢ného automatu pro priinik reguldrnich
jazykt je obdobny jako pro sjednoceni reguldrnich jazykt. Jedind zména
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nastdva v konstrukci mnoZiny koncovych stavii. Do mnoZiny koncovych
stavil kone¢ného automatu akceptujictho prinik dvou reguldrnich jazykt
patii takové stavy, které se sklddaji ze dvou koncovych stavii. Jinak fe¢eno
novy kone¢ny automat je v koncovém stavu praveé tehdy, kdyz jsou v kon-
covém stavu oba dil¢i kone¢né automaty.

Algoritmus pro konstrukei FA akceptujictho prinik dvou regulédrnich ja-
zyki je nasledujici:

C'_>
Q Algoritmus 4.3 FA akceptujici prinik reguldrnich jazykt

Vstup:  Uplné deterministické kone¢né automaty
My = (Q1,%1,01, 0, F1)a My = (Q2, X2, 62, po, I2)
Vystup: Uplny deterministicky kone¢ny automat

My = (Q4, 34,64 g0, Po |, F4)

Q4= {}, 04 :=@; Fy:=@; Done:=@; ¥y =21 UXo;
dokud (Q' — Done) + @ délej
M := prvek mnoziny Q' — Done;
jestlize M =, kde g € Fy Ap e Fy pak
F4 = F4 @] {M},
konec jestliZze
pro vSechna a € 3 délej
N :={ (g, a),6(p, a)
Qi=Quu{N};
04 =040 {((M,a),N)};
konec pro
Done := Done u {M};
konec dokud

My = (Q4,%4, 41 qo, Po |, F1); O
<_P

4

ProtoZe postup konstrukce kone¢ného automatu akceptujiciho prinik re-
guldrnich jazykt je obdobny tomu pro konstrukci kone¢ného automatu ak-
ceptujicimu sjednoceni, uvedeme zde ptiklad, ktery navazuje na piiklad uve-
deny k vété 4.8.
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Q Piiklad 4.8

Méjme dva tplné kone¢né automaty M; a M, z piikladu 4.7. Tyto automaty
akceptuji jazyky:

Ly ={abaw | w e {a,b}*} a Ly = {w € {a,b}" | |w|, mod 3 =0}.

Sestavime kone¢ny automat, ktery akceptuje pranik téchto dvou jazykd,
tedy Ly = L1 U Ly = {w € {a,b}* | w = abazx, x € {a,b}* A|w|, mod 3 =0}.

Pfipomeneme grafické znazornéni obou automatt a vysledny automat
bez oznacenych koncovych stavi.

@ (D (D)
N

a

b

b b
—»? @b@aéasfl
\\[/ \\F a
a
b b
a
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Nyni stanovime, které stavy nového automatu budou koncové. Protoze
do priiniku dvou mnozin patfi pravé ta slova, ktera jsou v souc¢asné v bou
mnoZindch, bude nutné, aby stav automatu M, bude obsahovat oznaceni
koncovych stavii obou ptivodnich kone¢nych automatti. Koncovym stavem
je tedy stav 3A. Vysledkem je tedy konecny automat:

M, = ({0A,1B,2B,3A,3B,3C, PA, PB, PC},{a,b}, 51,04, {34}), kde:

(54 : (54(014,@) = 1B, (54(014,[)) = PA,
54(1B,a) = PC, 54(1B,b) = 2B,
64(2B,a) = 3C, 64(2B,b) = PB,
54(3A,a) = 3B, 54(3A,b) = 34,
54(3B, CL) = 30, (54(33, b) = 3B,
54(3C,a) = 34, 54(3C,b) = 3C,

51(PA,a) = PB,  §4(PA,b) = PA,
54(PB,a)=PC,  6,(PB,b)=PB,
54(PC,a) = PA, 54(PC,b) = PC
b b

N

b a
a

a

bPAava

b
a

b

()

M
Véta 4.10

Ttida reguldrnich jazykt je uzaviend na rozdil.

&)

Idea dikazu: Konstrukce kone¢ného automatu akceptujiciho rozdil dvou re-
gularnich jazykt L — L, je obdobna, jako v pfedchozich dvou vétach. Rozdil
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je pouze v urceni koncovych stavi. Do mnoziny koncovych stavh patii ta-

kové stavy (p, ¢), kde pje koncovy stav FA akceptujiciho jazyk L, a ¢ nepatii

do mnoziny koncovych stavii FA akceptujiciho jazyk Lo. O
Budeme pokracovat s kone¢nymi automaty z ptikladu 4.7.

@ Ptiklad 4.9

Méjme dva tplné kone¢né automaty M, a M z ptikladu 4.7. Tyto automaty
akceptuji jazyky:

Ly ={abaw | w € {a,b}*} a Ly = {w € {a,b}" | |w|, mod 3 =0}.

Sestavime kone¢ny automat, ktery akceptuje rozdil téchto dvou jazyk,
tedy Ls = L1 — Ly = {w € {a,b}* | w = abax, z € {a,b}* A |w|, mod 3 # 0}.
Pfipomeneme grafické zndzornéni obou automatt.
a,b

a,b

Nyni stanovime, které stavy nového automatu budou koncové. Protoze
do rozdilu dvou mnozin patii praveé ta slova, kterd nélezi do prvni mnoZiny a
soucasné nendlezi do mnoZziny druhé, bude nutné, aby stav automatu M5 ob-
sahoval oznaceni ptivodnich koncovych stavii prvniho automatu a oznaceni
takovych stavii druhého automatu, které nejsou koncové.
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Vysledkem je tedy konecny automat:

Ms = ({04,1B,2B,3A,3B,3C, PA, PB, PC},{a,b}, 85,04, {3B,3C}), kde:

(55 : 55(0A,a) = 1B, (55(0./4,[)) = PA,
85(1B,a) = PC, 65(1B,b) = 2B,
(55(23,(1)230, (55(2B,b):PB,
55(314, (I) = 3B, 55(314, b) = 3A,
55(3B,a):30, 55(3B,b):3B,
55(3C, a) = 34, 85(3C, b) = 3C,

55(PA,a) = PB,  05(PA,b) = PA,
65(PB,a)=PC,  65(PB,b)=PB
85(PC,a) = PA, 85(PC,b) = PC

(oA (1B /&
b PA @ ‘3

b
Nechdme na ctenéfi, aby sestrojil kone¢ny automat akceptujici jazyk

Lo— L.
(®)
M
Véta4.11

Ttida reguldrnich jazyk je uzaviend na zfetézeni.

&)
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Idea dikazu: Méjme dva reguldrni jazyky Ly a Lo. Ke kazdému z nich exis-
tuje dplny deterministicky koneény automat M; a My, ktery jej akceptuje.
Zkonstruujeme kone¢ny automat M3, ktery akceptuje jazyk Ly - Lo.

Nechf M1 = (Ql, 21, (51, qo0, Fl) a M2 = (QQ, 22, (52,p0, FQ) takové, Ze plati
1 nQ2=a.

Kone¢ny automat M3 = (Q1 U Q2, X1 U X9, 03, o, F2), kde

53:51U52U5,

Cast prechodové funkce oznatena ¢’ zodpovida za ,spojeni” obou automatt
a je definovéna takto: Vd2(po, a) = p pfidej ¢'(qf, a) = p, Vqy € F1. Pro véechny
pfechody, které vedou z pocédtec¢niho stavu druhého automatu, pfidame pie-
chody ze vSech koncovych stavii tam, kam vedou ty z poc¢atecniho stavu.
Graficky zndzornéna by situace vypadala ndsledovné:
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A
Véta 4.12

Ttida reguldrnich jazyk je uzaviend na iteraci.

&)

Idea dtikazu: Nechf L je regularnijazyk a M = (Q, %, §, qo, ') koneény auto-
mat, ktery jej akceptuje. Sestrojime koneiny automat M’ = (Q',%,4’, g0, F),
ktery bude akceptovat iteraci jazyka L, tedy L*. Prvni ¢4st konstrukce je
obdobnd konstrukci automatu pfijimajictho zfetézeni jazykd, jen budeme
zietézovat automat se sebou samym, a to v cyklu. Opét pfiddme pfechody
od koncovych stavii takové a do téch stavti, jaké vedou z poc¢atecniho stavu.

Tento automat pak pfijima pozitivni iteraci jazyka L. Je potieba doresit
situaci, kdy automat, pro ktery plati g9 ¢ F, ma pfijmout jazyk L°, tedy
prazdné slovo. Situaci vyfe$ime ptidanim nového pocate¢niho stavu ¢, ktery
bude zaroven patfit i do mnoZziny koncovych stavii, a pfiddme také precho-
dy z tohoto nového pocate¢niho stavu takové, jaké ma ptivodni pocatecni
stav.
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Sestrojili jsme tedy kone¢ny automat M’ = (Q u {qg},%, 0", ¢4, F u {g)}),
kde:

* Vi(q,a) = p ptidej §'(q,a) = p,
* Vd(qo,a) = p ptidej ¢'(¢r,a) =p, Vg € Fu{qy}.

O
Véta 4.13

Ttida reguldrnich jazykt je uzaviend na zrcadlovy obraz.

&)

Idea diikazu: Nechf L je reguldrni jazyk, ktery je rozpoznavan né&jakym ko-
ne¢nym automatem M. Sestrojime s nim ekvivalentni nedeterministicky ko-
neény automat M'. FA M’ obdrzime tak, Ze:
¢ v pfechodovém grafu M obratime orientaci pfechodt,
¢ piidame novy pocétecni stav,
¢ z nového pocétecniho stavu povedeme takové prechody, které vedou
ze vsech koncovych stavli automatu M
* pocétecni stav automatu M bude koncovym stavem konecného auto-
matu M’
Sestrojili jsme tedy koneény automat M’ = (Q u {qg\},%,d", ¢, {qo}), kde:
* Vi(q,a) =pptidej ¢ do §'(p, a),
* Yi(p,a) = qf piidej do 0'(g(, a) stav p, Vgs € F.
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4.6 Redukce a minimalizace kone¢ného automatu

Pfi navrhu kone¢ného automatu rtiznymi zptsoby miize byt vysledkem na
pohled zcela odlisné automaty, které se mohou lisit nejen vlastnostmi pie-
chodové funkce, ale i pocty stavii. Za pfedpokladu, Ze vSechny akceptuji
stejny jazyk, ktery z nich je lepsi? Zachycuje néktery z nich zcela jiny pfistup
nebo jsou viechny zaloZené na stejném principu? Odpovéd na tuto otdzku
nam miiZe poskytnout tzv. redukce a minimalizace kone¢ného automatu.

Pfi redukci odstrafiujeme nedosaZitelné a nadbyte¢né stavy. Minimali-
zace kone¢ného automatu pak spocivd ve snizovani poctu stavli takovym
zpusobem, Ze budeme nachazet ekvivalentni stavy.

Nyni pfistoupime k redukci kone¢ného automatu.

©
Definice 4.6 Def

Stav g kone¢ného automatu M = (Q, X, 0, qo, F') se nazyva dosazitelny, jestlize DosaZitelny
existuje slovo w € X takové, Ze pro které existuje vypocet kone¢ného auto- stav
matu (QO>w) = (p,E).

Stavy, které nejsou dosaZitelné, se nazyvaji nedosaZzitelné.

=1

Postup, jakym odstranime nedosaZitelné stavy, je pomérné jednoduchy.

q_)
Q Algoritmus 4.4 Odstranéni nedosaZitelnych stavi FA

Vstup:  Kone¢ny automat M = (Q, %, 6, qo, F')
Vystup: Ekvivalentni kone¢ny automat M’ = (Q’,%, ', qo, F') bez ne-
dosazitelnych stavi

So={q};i=1;
délej
Si=8i-1u{q|d(p,a)>q, pe Si-1,a€ X}
dokud plati S; # Si—1;
Q'=5;
F'=Fn Si,'
pro vSechna §(p, a) pokud p € Q" poloz ¢'(p,a) = 6(p,a) N S;;

@)
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PopiSeme jednotlivé kroky vytvoieni mnoZiny S;.

¢ Vytvofime mnoZzinu Sy, do ni pfifadime pocate¢ni stav automatu,
So={ao};

¢ vytvofime mnoZinu S tak, Ze do ni ddme prvky mnoziny Sy a dale
vSechny stavy, do kterych vede pfechod ze stavi mnoziny Sy, tzn.
pridame vSechny stavy, do kterych se da dostat pfimo z qo;

* postupné vytvafime mnoziny S, ..., S; tak, Ze do S; zafadime nejdfi-
ve obsah mnoZiny S;_; a pak pfiddme vSechny stavy, do kterych vede
pfechod z nékterého stavu z mnoziny S;_i;

¢ Vytvéafeni novych mnozin ukonéime tehdy, kdyZ se do mnoZiny neda
pfidat Zddny novy stav, tedy S; = S;_1.

¢ Novy kone¢ny automat ziskdme tak, Ze z ptivodniho kone¢ného auto-
matu odstranime stavy (z mnoziny () a F'), které nendleZzi do mnoziny
S; —jsou nedosaZitelné, a dale odstranime vSechny prechody, které ve-
dou z nebo do téchto stavti.

@ Piiklad 4.10

Mgjme konetny automat M = ({40, a1, 62} {a,b},6, 40, {a1,42}) s prechodo-

vou funkci definovanou nésledovné:
0(qo,a) = {qo,q2}

6(q0,0) = {g2}
6(q1,a) {90}
d(q1,0) = {q1,q2}
6(q2,a) = {q2}

6((]2’ b) {QO}
Pokud zndzornime automat M graficky, dostdvdme nésledujici schéma:
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Zkonstruujeme ekvivalentni kone¢ny automat M’ bez nedosaZitelnych
stavi.

1. So={q};
2. 51 ={q} u{g}, pfidame stav go, protoze pokud je automat ve stavu ¢
a nacita vstupni symbol b, dostdva se do stavu g¢o;
3. S2 = {qou,q2}, nepfidavame Zadny stav, protoze ze stavu qo i g2 se pfe-
¢tenim a nebo b dostava automat zase do stavu gg nebo gs;
4. Q' =59 F' = {q2};
5. 5(Q07a) = {QO7q2}
6(qo,0) = {g2}
Herer=Laot
Harb)="arazt
6((1270‘) = {q2}
6(q2,0) = {qo}

Vysledny automat ma ndsledujici pfechodovy diagram:

a b
ﬁgi\ a
b

V dal$im kroku je zapotifebi odstranit nadbyte¢né stavy.

()
Definice 4.7 Def

Stav g kone¢ného automatu M = (Q, %, 6, qo, F') se nazyva nadbytelny, jest- Nadbytecny
lize neexistuje slovo w € 3 takové, pro které existuje vypocet konecného stav

automatu (¢, w) +* (qf,€),qs € F.
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Postup, jakym odstranime nadbytecné stavy, je uveden v nasledujicim
algoritmu.

q_)
Q Algoritmus 4.5 Odstranéni nadbyte¢nych stavi FA

Vstup:  Kone¢ny automat M = (Q, %, 6, qo, F')
Vystup: Ekvivalentni kone¢ny automat M’ = (Q',X,0’, qo, F') bez nad-

byte¢nych stavii

Ry=F;i=1,;
délej

Ri=Ri.1u{p|d(p,a)3q, g Ri_1,a e X}

dokud plati R; # R;_1;

Q' =R;

F'=Fn RZ’;

pro v8echna §(p, a) pokud p € Q" poloz §'(p,a) = 6(p,a) N R;

®

PopiSeme jednotlivé kroky vytvofeni mnoZiny R;.

Vytvofime mnoZinu Ry, do ni pfifadime vSechny konecné stavy auto-
matu,

Ry =F;

vytvofime mnoZinu R; tak, Ze do ni ddme prvky mnoziny R, a dale
vSechny stavy, ze kterych vede pfechod do stavii mnoZiny Ry, tzn.
pfiddme vSechny stavy, ze kterych se da dostat pfimo do koncovych
stavu;

postupné vytvaiime mnoziny Ry, ..., R; tak, Ze do R; zafadime nejdfi-
ve obsah mnoZiny R;_; a pak pfidame vSechny stavy, ze kterych vede
pfechod do nékterého stavu z mnoZziny R;_1;

Vytvéareni novych mnoZin ukon¢ime tehdy, kdyZ se do mnoZiny neda
pfidat Zddny novy stav, tedy R; = R;_.

Novy kone¢ny automat ziskdme tak, Ze z ptivodniho kone¢ného auto-
matu odstranime stavy (z mnoZiny @) a F'), které nendleZi do mnoziny
R; — jsou nadbytecné, a dale odstranime vSechny pfechody, které ve-
dou z nebo do téchto stavti.
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@ Piiklad 4.11

Méjme kone¢ny automat M = ({qo,q1,q2},{a,b},0,q0,{q1,q2}) s pfechodo-
vou funkci definovanou nasledovné:

6(q0,a) = {qo,q2}

6(q0,0) = {a2}

6(Q17 G) = {QO}

3(q1,0) = {aq1, a2}

5((]27 a) = {q2}

6(q2,b) {ao}

Pokud zndzornime automat M graficky, dostavame nasledujici schéma:

Zkonstruujeme ekvivalentni koneény automat M’ bez nedosaZitelnych
stavi.

1. So={q};

2. 51 ={q} u{g}, pfidame stav go, protoze pokud je automat ve stavu ¢
a nacita vstupni symbol b, dostava se do stavu g¢o;
3. S2 = {qo,¢2}, nepfiddvame zadny stav, protoze ze stavu qo i g2 se pfe-
¢tenim a nebo b dostava automat zase do stavu gy nebo ¢o;
4. Q' = 52; FI = {QQ};
5. 0(qo,a) = {qo, 92}
6(q0,b) = {q2}
grra)y=—got
Harbr="ara2t
0(q2,a) = {q2}
5(q2,b) ={qo}
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Vysledny automat ma nésledujici pfechodovy diagram:

()

Nyni se pustime do druhé ¢ésti redukce kone¢nych automatt.

()
Definice 4.8

Uplny deterministicky kone¢ny automat je minimalni, jestliZe neexistuje Zzad-
ny jazykové ekvivalentni Gplny kone¢ny automat, ktery ma mensi pocet
stavi.

=1

V kazdém kone¢ném automatu je ddno zakladni rozliseni stavii na kon-
cové a ostatni stavy. Dva stavy je ddle moZzné rozlisit pomoci fetézce vstup-
nich symbolti a to tak, Ze automat za¢ina zpracovévat fétézec v jednom nebo
druhém stavu, po precteni fetézce se pak v prvnim pfipadé nacazi automat
ve stavu, ktery patii do cilové mnoZiny a ve druhém ptipadé je ve stavu
mimo tuto mnozinu. Stavy, které takto nelze rozliit, se nazyvaji ekviva-
lentni.

()
Definice 4.9

Necht M = (Q,X, 4, g, F) je kone¢ny automat a p,q € Q. Rekneme, Ze stavy
p, q jsou ekvivalentni (p ~ ), jestlize pro kazdé w e ¥* palti:

(p,w) + (qr,¢) = (q,w) - (¢},€), 45,4 € F.
<=1

Relace ~ je relaci ekvivalence na mnoziné (). UkdZeme nyni, jak pro libo-
volné dva stavy urcit, zda jsou ekvivalenti.
Pro kazdy kone¢ny automat M = (Q, %, d, qo, F') definujeme posloupnost

L0012 i
relaci ~, ~,~ ... na mnoziné () takto:

* p9q<=>dfpeF<:>qu;

Def
Minimalni FA

Def

Ekvivalence
stavl
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0piq@dfpillqaprovéechnaaeil 5(p,a)i:15(q,a), i>1.

Z predchoziho vyplyva, Ze p Lq praveé tehdy, kdyz libovolné slovo délky
nepfesahujici ¢ pfevede automat ze stavli p,q v obou piipadech do kon-
cového nebo v obou pfipadech do nekoncového stavu.

O
Véta 4.14

Necht M = (Q,X,d,q0, F) je konetny automat. Potom plati néasledujici tvr-
zeni:

1. Kazds z relaci * je relaci ekvivalence na ). Ozna¢me R; = Q/ % rozklad
Q podle ~.

2. Pro kazdé i > 0 je R;+1 zjemnénim rozkladu R;, tzn. pokud pro p,q € Q

. i+l fes i

platip ~ g, pak plati také p ~ q.

3. Pokud pro néjaké i > 0 plati R;1 = R;, pak také R;,; = R; pro libovolné
t>1.

4. Jestlize |Q| = n, pak existuje k <n — 1 takové, Ze Ry = Rj;1.

v 12 P . k . 2 .
5. Pro kazdé k takové, Ze Ry = Ry.1, je relace ~ totoZna s relaci ~, tzn. pro

&)

Podle pfedchozi véty sestavime algoritmus rozkladu mnoziny stava @
na ~-tfidy.

libovolnép,qujepr]zqc»qu.

C|_>
Q Algoritmus 4.6 Rozklad mnoZiny stavti () na ~-tfidy

Vstup:  Kone¢ny automat M = (Q, %, 4, qo, F')
Vystup: @/~
Ro = {{gflay € F'},{g € Qlg ¢ F'};
délej
R; : dva stavy patii do stejné mnoziny rozkladu @/ 3 pokud
néalezely do stejné mnoziny rozkladu @)/ a pro kazdé a € X plati
8(p,a) patif do stejné mnoZiny rozkladu Q/ ‘~' jako §(g,a), jinak
patfi do dvou novych mnozin, které vzniknou rozdélenim mnoziny
ptvodni.
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dokud plati R; + R;—1;

Q/ ~=R;;
(®)

Nyni jiz mtzeme piejit k samotné minimalizaci.

@ Véta 4.15 V

Ke kazdému konecnému automatu lze sestrojit jazykové ekvivalentni mi-

nimdlni kone¢ny automat.

UkdZzeme, jak takovy automat zkonstruovat. Budeme pfedpoklddat, ze
mame libovolny kone¢ny automat (nedeterministicky, netplny).
Postup:

1. Vytvoiime ekvivalentni deterministicky automat;

2. Zbavime ho nedosaZitelnych staviy;

3. Pokud vysledny automat neni tplny, pfevedeme kone¢ny automat na
aplny;

4. Postupné vytvarime rozklady mnozZiny stavti podle relace ekvivalence
i,i >0;

5. Pokud ill:i, ziskali jsme findlni rozklad. Jednotlivé mnoZiny rozkladu

jsou novymi stavy minimdalniho automatu. Vhodné je pfezna¢ime preformulujeme
prechodové zobrazeni.

Tento postup demonstrujeme na nasledujicim pfikladé:

Q Piiklad 4.12 P

Necht M = ({1,2,...,8},{a,b},d,1,{8}) je kone¢ny automat deterministicky
a bez nedosazitelnych stavi.
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Pfi konstruci miniméalniho automatu je vyhodné pracovat s tabulkou pfechodové
funkce.

a|b

- 1124

211 P|6

3318

415 |3

5P|

6 6|8

TI7]8
P|P|P Doplnime automat na tplny

< 8 8

Nyni rozdélime mnoZinu stavi na koncové a ostatni. Obé mnoZiny oznacime
I a I1. ZapiSeme, do které z mnoZzin vedou pfechody z jednotlivych stavi.
Pokud jsou hodnoty navzajem rizné, vytvofime mnoZziny z téch stavi, které
maji hodnoty stejné navzajem. Mnoziny nikdy neslu¢ujeme!

lalb lalb | a| b

I - 1(2]|4 I - 1|11 I - 1 1 1
21| P|6 20 1|1 2 I II
31318 3 I |II 41 I 17

4151 3 4| I |1 5 I II

51 P |7 501 1 |1 P I I

6 6|8 6| I |11 11 3| II | IIT

TIN7 |8 T |IT 61 II |III
P|P|P P|TI |1 T\ 1T | 11T

I1I <« 8| P|8 11 <« 8\ II|II 111 <« 8| IIT|1II
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| a [ b ol
I - 1|11l I - 1|Irf[iv 29 5y PO
Pl 1|1 I b7 (7 Sledni krok. Dalsi
II 2| 1 | 111 III 5177 [ rozdéleni mnozin
4 11 II7 5 II V StaVﬁ neni nutné,
50\ I |III IV 4\ IIT|V prOtOZG uvnitf
117 3\ III| 1V v sl v [vI g;zgi;r;i . ;;c,agz
S §§ § gj S g gf stejnych mnoZin

IV « 8 I | IV VI < &I 17 VI stavi.

Kone¢ny automat pireznacime a dostadvadme vysledny minimalizovany ko-

ne¢ny automat M’ = ({1,...,6},{a,b},0’,1,{6}) %pfechodovou funkci:
a7

alb
- 1134 a
21212 b
3215 — a "
41315 b a
51516
y M,
SR D)o
g kaoly
1. M&me kone¢ny automat M1 = ({qo,q1,92,9r},{0,1},0,q0, {qr}) s pre-
chodovou funkci:
5(Q050) = {QOafh} 5((1071) {QO7q2}
6(q1,0) = {qi,qr} 0(q1,1) = {aq1}
5(q2,0) = {q2} 3(q2,1) {q2,qr}
(5(qF,0) = g 5(qF,1) =

O jaky konetny automat se jedna? Uvéd'te alternativni zptisoby zapisu
pfechodové funkce.

. Méjme koneény automat M; = ({¢1,¢2,93},{a,b,c},0,q1,{q3}) s pfe-

chodovou funkci:
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o(q,a) = @ o(q,b) = 3 da,0) = @

6(q2,a) = @3 6(g2,b) = 1 d(g2,0) = @

o(gz,0) = @ o(gs,0) = 2 O(gsc) = @

(a) Napiste pfiklad tii poc¢atecnich konfiguraci. Jak vypada koncova
konfigurace?

(b) Vypiste 10 nejkratsich slov, ktera automat pfijima.
(c) Vypiste pét slov nad abecedou {a, b, c}, kterd automat nep¥ijme.

3. UvaZujme nedeterministicky koneény automat

M, = ({S, A, B,C},{a,b,c},0,S,{A}): 0:0(S,a) = {A},
6(S,c) = {B},
5(B,b) = {B,C},
6(C,a) = {B},
8(C,c) = {A}.

Sestrojte deterministicky Gplny kone¢ny automat, ktery bude ekviva-
lentni s automatem M.

4. Sestrojte kone¢ny automat generujici jazyk:
(@ L={we{0,1}*}
(b) L={we{0,1}* | wjesudé délky }
() L={we{0,1}*|pocet symbolt 1 ve slové w je lichy }
(d) L = {w € {0,1}" | za kazdym podslovem 11 ve slové w ihned
nasleduje 0}
(e) L={we{0,1}* | wje sudé délky a pocet 1 je délitelny tfemi }
(f) L={we{0,1}* | wzacind podslovem 1101 nebo kon¢i 0000}
(g) L={ue{0,1}*-ve{0,1}* ujeliché délky a obsahuje podslovo
0110, v = (100)%, i > 1}
5. Navrhnéte kone¢ny automat rozpoznavajici jazyk vSech slov nad abe-
cedou {a, b, c}, ve kterych je soucet poctti vyskytt znakt a a b sudy.
6. Navrhnéte kone¢ny automat pfijimajici pravé ta slova nad abecedou
{a,b,c,d}, kterd nemaji jako prvni znak a, nemajf jako druhy znak b,
nemaji jako tfeti znak c a nemaji jako ¢tvrty znak d. Jejich délka mtze

byt i < 4.
7. Minimalizuje kone¢né automaty zadané tabulkou:
(a) 01
- 1|12
< 232
312|2
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1

2|1

0 J

(b)

«~ 3|65

(©)

1

—

~ 3515
<~ 41315

(d)

1

—

~ 3|35

<~ 5|63
«~ 6616




Kapitola

Zasobnikové automaty

Dalsim automatem, se kterym se sezndmime, je zdsobnikovy automat. Jedna
se o stroj, ktery si mtiZeme piedstavit jako kone¢ny automat rozsifeny o pa-
méf, tzv. zasobnik.

Zasobnik pfedstavuje takovy typ paméti, jenZ umoziiuje ukladat sym-
boly z jisté abecedy; pfi ¢teni je vSak pfistupny pouze naposledy uloZeny
symbol. Jedn4 se tedy o paméf typu LIFO - last in, first out. P¥istup k libo-
volnému symbolu v zdsobniku ziskdme, odebereme-li ze zdsobniku vSechny
pozdéji ulozené symboly. Co se tyce ¢teni symbolil ze zdsobniku, jednd se
o zplisob podobny destruktivnimu ¢teni paméti pocitace - ¢tenim se uloZzena
hodnota zni¢i - nabity kondenzéator uchovévajici hodnotu 1 se ¢tenim vybije,
po precteni m& hodnotu 0. Jinak fec¢eno, aby symbol v zdsobniku mohl byt
precten, je potfeba jej ze zasobniku odebrat.

V souladu s béZné uZivanou konvenci budeme nazyvat posledni obsa-
zené policko vrcholem zdsobniku — vychdzime z pfedstavy svislého uspofa-
déni paméfovych bunék, pficemz je zaplitujeme odspodu nahoru. Schéma
zasobnikového automatu je na obrdzku 5.1.

Zasobnikovy automat mtizeme chépat jako zafizeni, které se sklada z na-
sledujicich ¢4sti:

¢ fidici jednotka, kterd se mtize nachazet v nékterém z kone¢né mnoha

stavi,

¢ vstupni paska stejné délky jako vstupni slovo, které je na ni zapséano,
e ¢teci hlava, kterd umoZnuje fidici jednotce ¢ist symbol z policka vstu-
pni pasky, nad nimZ se nachdzi ¢teci hlava,

94
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vstupni paska
0 1 0 1 1 0 o

o ¢teci a zapisovaci hlava
¢teci hlava \

B | Vrchol zédsobniku
q 5
I8 Zasobnik
5 A
Ridici jednotka 2

Obrazek 5.1: Zatizeni ,zdsobnikovy automat”

¢ zasobnik pfedstavovany potencidlné nekonecnou paskou (délenou na
jednotliva policka, pficemZ na kaZdém policku miZe byt nejvyse jeden
symbol z takzvané zasobnikové abecedy),

e (teci a zapisovaci halva, kterd umoZziuje fidici jednotce ¢ist i odstra-
fiovat symbol z vrcholu zdsobniku a zapisovat symboly ,nad vrchol
zasobniku”.

V nésledujicim se budeme vénovat neformédlnimu popisu funkce zdsob-
nikového automatu. Nejdfive probereme vychozi pfedpoklady:

1. Na vstupni pédsce bude zapsano slovo tvofené ze symboli vstupni abe-
cedy zdsobnikového automatu. Paska (délend na jednotlivd policka)
bude mit na kazdém policku pravé jeden symbol a délka pasky bude
stejnd jako délka vstupniho slova, tj. paska je kone¢né délky a na jejim
konci nejsou Zaddna nevyuzitd policka.

2. Cteci hlava je umisténa nad prvnim (4. nejlev&jsim) polickem vstupni
pasky (a je nachystana ke ¢teni 1. symbolu).

3. V zasobniku je uloZen jediny symbol - takzvany pocéate¢ni zasobniko-
vy symbol.

4. Cteci a zapisovaci hlava je umisténa nad vrcholem zasobniku.

5. Zasobnikovy automat se nachdzi v pocatecnim stavu.

Nyni popiSeme jednotlivé faze pribéhu vypoctu. Vychazime z pfedpo-

kladu, Ze fidici jednotka ma (diky ¢teci i ¢teci a zapisovaci hlaveé) vzdy k dis-
pozici informace o vstupnim symbolu a vrcholu zdsobniku. Vypocet probiha
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nedeterministicky, pficemz v kazdém okamziku mé zasobnikovy automat na
vybér nékolik moZnosti krokl vypoctu.

1. V prvni fadé ma moZznosti plynouci ze znalosti vstupniho symbolu,
aktudlniho stavu a symbolu z vrcholu zdsobniku. Kazda z téchto moz-
nosti zahrnuje novy stav fidici jednotky a (pfipadné prazdny) fetéz
zasobnikovych symbolt, jimiZ bude ,pfepsan” vrchol zdsobniku.

V uvedeném piipadé automat pfesune ¢teci hlavu nad vstupni paskou
ojedno policko doprava, pfejde do nového stavu, odstrani symbol z vr-
cholu zdsobniku a do zasobniku zapiSe pfislusny fetéz, tj. je-li prazdny,
nezapisuje nic, je-li délky 1, zapiSe jej namisto odstranéného symbolu,
a je-li délky alesponi 2, jeho prvni symbol zprava zapiSe do zasobniku
nejdfive, pak zapiSe druhy symbol zprava atd. (tzn. po provedeni za-

wev s

pisu se nejlevéjsi symbol ocitne na vrcholu zdsobniku).

2. V druhé fadé md moznosti obdobné predchozimu bodu, ale liici se
tim, Ze neni vyZadovédna Zadna znalost vstupniho symbolu. Tzn. auto-
mat pro sviij vypocetni krok potfebuje znédt pouze aktudlni stav a sym-
bol z vrcholu zasobniku. Vysledkem je pak pfechod do nového stavu a
Jprepsani” vrcholu zasobniku — jinymi slovy, automat v daném kroku
necetl vstupni symbol, neposunuje hlavu po vstupni pasce, pouze mé-
ni svijj stav a obsah zasobniku.

Jako posledni ¢ast neformdlniho popisu funkce zdsobnikového automatu
uvedeme, jakym zptlisobem je vyhodnocen vypocet. Uvedeme si dva zpt-
soby, jak mtiZe zasobnikovy automat pfijimat vstupni slovo.

1. Prvni zptisob je analogicky pfijeti vstupniho slova nedeterministickym
kone¢nym automatem, tj. je vyZadovéna existence vypoctu, ktery konéi
po precteni celého vstupniho slova v nékterém z vyznacenych kon-
covych stavti.

2. Druhy zptisob vyuziva pfitomnosti zdsobniku a vyZaduje existenci ta-
kového vypoctu, ktery konci po precteni celého vstupniho slova a vy-
prazdnénim zasobniku.

U kazdého zasobnikového automatu pochopitelné vyslovné uvedeme, ktery
z popsanych zpusobt pfijiméani vstupnich slov pouZiva.
Nyni piejdeme k formalni definici zdsobnikového automatu.
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()
Definice 5.1 Def

Zasobnikovym automatem (zkrdcené ozn. ZA) nazyvadme uspofddanou sed- Zasobnikovy

mici

automat

M = (Q? 27]‘—‘757 qO? ZO’ F)I kde

@ je kone¢na neprazdnd mnoZina stavii,

¥ je vstupni abeceda,

I' je zdsobnikova abeceda,

J je pfechodové zobrazeni; 6 : Q x (X u{e}) xI' > Q@ xI'*,
qo € () je pocatecni stayv,

Zy €I je pocate¢ni symbol,

F ¢ @ je mnoZina koncovych stavii.

)

Stejné jkao u kone¢ného automatu nadefinujeme dale konfiguraci a krok
vypoctu.

()
Definice 5.2 Def

Méjme libovolny ZA M = (Q,%,T',0, qo, Zo, F'). Kazdou uspotfddanou trojici Konfigurace
(¢, w,a) € @ x ¥* x ' nazveme konfiguraci zdsobnikového automatu M. ZA

=1

=

Definice 5.3 Def

Krok vypoctu M definujeme jako bindrni relaci - na mnoZiné vsech konfigu- Krok vypoctu
raci takto: Pro vSechnap,qe Q,aeXu{c}, zeX*, Z €T, a,B " je ZA

(p,ax, Za) v (g, x, far),

pravé kdyz é(p, a, Z) obsahuje (¢, 5).
Symbolem +* budeme oznacovat reflexivni a tranzitivni uzavér relace +,
symbolem +* tranzitivni uzaveér relace .

)
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Vypocet zasobnikového automatu definujeme prostfednictvim relace *.

Podobné, jako tomu bylo u koneénych automatti a nedeterministickych
kone¢nych automatt, i v piipadé zasobnikovych automatti konfigurace jed-
noznacné popisuje situaci, v niz se stroj nachdzi v prtbéhu vypoctu. Tuto
situaci zfejmé urcuje aktudlni stav, dosud nepiectend ¢ast vstupniho slova
a aktudlni obsah zdsobniku. Tj. konfiguraci (¢, w, a) odpovida situace, kdy
se dany zdsobnikovy automat nachazi ve stavu ¢, dosud neprectend cast
vstupniho slova je rovna w a v zasobniku je zapsan fetéz a, pficemz vrchol
zasobniku obsahuje nejlevéjsi symbol fetézu a.

V definici kroku vypoctu si vSimnéte poZadavku na neprazdny obsah
zéasobniku. Jinak fec¢eno, dojde-li v priibéhu vypoctu k vyprazdnéni zdsob-
niku, neni daldi vypocetni krok definovan.

Pokud si dobie prohlédneme definici zdsobnikového automatu, docha-
zime k faktu, Ze je definovany jako nedeterministicky. Nedeterminismus
spociva nejen v definici pfechodové funkce - podobné jako tomu bylo u
kone¢ného automatu, ale také v moZnosti necist vstupni symbol a zpraco-
vavat ,pouze” symboly ze zdsobniku a ménit aktudlni stav.

@ Ptiklad 5.1

d(p,a,2) ={(q1,a),(q2,¢)} a d(p,e,Z) = {(g3,Z),(qs,aZ)} mame v bindrni
relaci + nésledujici dvojice konfiguraci:

(pv a, Z) = (q1,€, a)v

(pv a, Z) = (Q2, &, 8)7

(pva7Z) F (Q37a7 Z),

(p,a,2) v (q4,a,a2).

Vypocet obsahujici konfiguraci (p, a, Z) bude tedy zahrnovat ¢tyti rizné

vypocty, z nichz kazdy pokracuje po konfiguraci (p, a, Z) jinou z vyse uve-

denych konfiguraci.

Jak bylo jiz dfive pfedesldano, pro zasobnikovy automat lze zavést dva
rtizné zptsoby pfijeti vstupniho slova, coZ obecné vede ke dvéma riiznym
jazyktim, jeZz pfijimd tentyZz zdsobnikovy automat. Budeme mezi nimi roz-

P
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liovat tak, Ze v definici zasobnikového automatu, ktery pfijima prazdnym
zasobnikem budeme uvadét prazdnou mnoZzinu koncovych stavti.

I.L//{\x")

Definice 5.4
Necht M = (Q,X,T, 4, q0, Zo, F) je zésobnikovy automat. MnoZinu

L(M) = {w e X*|(qo,w, Zo) " (qs,€,) pronéjaké qs € F,a eI'"}

nazveme jazykem piijimanym (rozpozndvanym) zdsobnikovym automatem

M koncovym stavem.
&)

n/ =

Definice 5.5
Necht M = (Q,%,T,6, o, Zo, D) je zdsobnikovy automat. MnoZinu

L.(M) ={w e X*|(q0,w, Zp) +* (g,€,¢) pronéjaké g € Q}

nazveme jazykem pfijimanym (rozpoznavanym) zadsobnikovym automatem

M prazdnym zasobnikem.
)

Uvedeme nyni pfiklady zdsobnikovych automati a jazyki, které akcep-
tuji.

Q Ptiklad 5.2

Sestrojte zasobnikovy automat, ktery pfijimd jazyk L = {0"1" | n < 1} kon-
covym stavem.

Nejdiive navrhneme ¢innost zdsobnikového automatu neformélné. Do-
kud bude ZA &ist symboly 0, setrva v pocdte¢nim stavu gp a za kazdy precte-
ny symbol 0 uloZi do zdsobniku jeden symbol 0. Tim bude zajisténo zkopiro-
vani vSech symbolt 0 do zdsobniku. Pfi pfecteni prvniho symbolu 1 piejde
ZA do stavu q; a ze zdsobniku odebere jeden symbol 0. Ve stavu ¢; ZA se-
trva, dokud bude ¢ist symboly 1 — pfitom bude odstrariovat symboly 0 ze

Def
Jazyk
pfijimany
koncovym
stavem

Def
Jazyk
piijimany
prazdnym
zasobnikem
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zasobniku. Zistane-li v zadsobniku pouze symbol Zj, pfejde do koncového
stavu, nebot pravé docetl fetézec ve tvaru 0"1".

Definice pfislusného zasobnikového automatu vypada nésledovné:

M = (Q, Z,F, (5, q0, Z(), F), kde:

* Q={q 0 ¢}

e ¥ ={0,1},

o ['= {Zo,O},

o F'={q},

* 1 0(qo,0,Zo) ={(q0,0Z0)}
2 6(q0,0,0) = {(q0,00)}
3 0(q0,1,0) = {(q1,8)}
4 6(q1,1) ={(q1,¢)}

5 5((]1757 ZO) = {(QQ, ZO)}

Nyni uvedeme ptiklady vypoctu zadsobnikového automatu s riznymi slovy
na vstupni pésce.

Symbolem ~,1 > i > 5 oznadime krok vypoctu a prechodovou funkci
v ném pouZzitou.

Nechf (o, 000111, Zy) je pocatedni konfigurace ZA M. Pak dalsi vypocet
probiha nésledujicim zptisobem:
(g0, 000111, Zo) = (qo, 00111,0%Z0) & (g0,0111,00Z0) & (go, 111,000Z0) &
3 4 4 5
= (qla ]-]-a OOZO) = (qla ]-a OZO) = (qlvea ZO) = (q238) ZO)

Pokud slovo na vstupni pasce nepatii do jazyka akceptovaného ZA M,

zasobnikovy automat skonci vypocet v jiné konfiguraci nez koncové. Uve-
deme vypocty se slovy 000110, 00111, 00011 a 1100.

1. 000110:
1 2 2 3
(40, 000110, Zo) = (qo, 00110,0%Z0) & (g0,0110,00Z0) £ (go, 110,000Z0) &
2 (q1,10,0020) & (q1,0,07%0)

2. 00111:
(40,0011, Z) & (q0,0111,020) ¥ (g0,111,00Z0) & (qu,11,0%) ©
* (g1,1, Z0)

3. 00011:
(90,00011, Zg) + (q0,0011,0Z0) ~ (go,011,00%Z0) ¥ (go,11,000%) -

3 4
+(q1,1,0029) + (q1,€,0Zp)
4. 1100:

(qo, 1100, Zy)
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Z definice ptechodového zobrazeni vyplyva, Ze vytvofeny zdsobnikovy

automat je deterministicky. Q
@ Ptiklad 5.3

Sestrojte zdsobnikovy automat, ktery ptijim4 jazyk L = {ww® | w € a,b*}
prazdnym zdsobnikem.

Nejdiive navrhneme ¢innost zasobnikového automatu neformalné.

Hlavni princip zpracovani slova, které se skldda ze dvou ¢asti w a w
bude spocivat v zapsani prvni ¢asti do zdsobniku (zapis ,8ablony”) a uma-
zavani symbolt ze zdsobniku v pribéhu ¢teni druhé ¢asti slova v pfipadé,
Ze se bude shodovat symbol ¢teny na vstupni pasce a symbol na vrcholu
zasobniku (kontrola zrcadlového obrazu). ZA bude nacitat symboly a za-
pisovat je do zasobniku. V momenté, kdy narazi na dva stejné symboly za
sebou, bude mit moznost volby, jestli druhy symbol zapsat do zdsobniku,
nebo zacit zasobnik umazavat. Vypocet skonci tispésné, pokud ZA po zpra-
covani celého slova umaZe v poslednim kroku vypoctu zdsobnikovy symbol
Zy. ProtoZe do jazyka patfi i prazdné slovo, musi mit automat moZnost uma-
zat tento zdsobnikovy symbol i hned v prvnim kroku vypoctu.

Definice pfislusného zasobnikového automatu vypada nésledovné:

M=(Q,%,T,0,q0, Zo, ), kde:

R

* Q={q,q1},
* ¥ ={a,b},
L4 FZ{Z(),CL,Z)},

e 1 4(q.a,2)={(q0,aZ)}

2 6(qo,b,Z0) = {(q0,b, 20)}

3 6(qo,a,a) ={(qo,aa),(q1,€)}
4 6(qo,a,b) = {(qo0,ab)}

5 6(qo,b,a) ={(qo,ba)}

6 0(q0,b,b) = {(qo,bb),(q1,¢}
7 0(q,a,a) ={(q1,¢)}

8 6(q1,b,0) ={(q1,¢)}

9 (q1,e,%0) = {(q1,¢)}

10 0(qo,&, Zo) = {(q1,¢)}
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Nyni uvedeme piiklady vypoctu zdsobnikového automatu s rtiznymi
slovy na vstupni pdsce.

Symbolem 1> i > 10 ozna&ime krok vypoctu a pfechodovou funkci
v ném pouZzitou.

Necht (qo, abaaba, Zy) je potatetni konfigurace ZA M. Pak dalsi vypocet
probiha nésledujicim zptisobem:

4
(q0, abaaba, Zy) = (90, baaba,aZy) 2 (90, aaba,baZy) + (qo,aba,abaZy) i
3 8 7 9
= (q1,ba,baZo) - (q1,a,aZo) = (q1,€, Zo) - (q1,€,€)

ProtoZe je ZA M nedeterministicky, mtiZe probéhnout s jednim vstupnim
slovem vice vypocti. Pro slovo abaaba existuji vypocty dva. Prvni, akcep-
tujici jsme jiz uvedli. Nyni ukdZeme, jak vypadd druhy, neakceptujici vypo-
Cet.

1 4 3
(qo, abaaba, Zy) + (qo,baaba,aZy) e (g0, aaba,baZy) + (qo,aba,abaZy) +

®)

E (g0, ba, aabaZy) li (g0, a, baabaZy) é (g0, €, abaabaZy)

s
Véta 5.1

Jazyk L = L.(M) pro néjaky ZA M = (Q,%,1, 6, qo, Zo, D), F + @ praveé tehdy,
kdyz L = L(M") pro n&jaky ZA M' = (Q',X,1",¢, ¢, Z|, F").
Idea dukazu:

1. «<=:k danému ZA M’ zkonstruujeme ZA M simulujici jeho ¢innost. Kdy-
koli M’ pfejde do koncového stavu, bude mit M moznost volby, zda po-
kratovat v simulaci automatu M’ nebo ptejit do svého, nové ptidaného stavu
¢, v némz vypréazdni sviij zasobnik.

V pribéhu vypocétu ZA M’ muliZze nastat situace, kdy dojde k vymazani
zasobniku. Takovy vstup by novy ZA M pfijal bez ohledu na to, Ze automat
M’ nebyl v koncovém stavu a vstupni slovo by neakceptoval. Musime tedy
zabranit tomu, aby M v tomto bodé vstup (prdzdnym zdsobnikem) akcepto-
val. Redeni spotivé v tom, Ze jesté pied zahdjenim simulace vypoctu ZA M’
uloZime na dno zdsobniku ZA M novy symbol, ktery nedovolime odstanit
jinak, nez kdyZ stroj M’ piejde koncovém stavu ¢ € F nebo do stavu ¢..
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Necht' M’ = (Q',%,1",¢', qy, Zo, F'") je ZA takovy, ze L = L(M"). Sestro-
jme M = (Q,%,T,4,q0, 2", @) takovy, ze L = L.(M).

Polozme M = (Q' u{qo,q:}, 8, T" U{Z'},8,q0,9), kde Z' ¢ " a ¢}, q- ¢ Q a
kde ¢ je definovéna takto:

L. 6(q0,¢,2") = {(90, Z02")},

2. jestlize 0'(q,a,Z) obsahuje (r,v), pak d(q,a,Z) obsahuje (r,7), pro

véechnage Q,aeXu{c}aZeTl,

3. Vge F,VZ eT'u{Z'} : 0(q,e,Z) obsahuje (¢.,¢),

4. VZ eT{Z'} : 6(qeye,Z) ={qc,€)}.
2. =: M’ simuluje ¢innost M a ma opét nové pfidany symbol jako své dno
zasobniku. Jakmile je M’ schopen ¢ist tento symbol (4. zasobnik automatu M
je prazdny), pak M’ pfejde do nové pfidaného stavu gy, ktery je koncovym
stavem.

Necht M = (Q,%,T,0,q0,Z0,@) je zéasobnikovy automat takovy, Ze
L = L.(M). Sestrojme M' takovy, ze L = L(M").

Polozme M’ = (Q u {q},qr}, 2, T u{Z'},8",40, 2", {qs}), kde & je defi-
novéna takto:

1. 6"(ap,e,2") = {(q0, Z02")},

2. jestlize 0(q,a,Z) obsahuje (r,7), pak ¢'(¢,a,Z) obsahuje (r,7v) pro
véechnage Q,aeXu{c}aZeTl,

3. VgeQ:8(q,e,2") = {(45,¢)};

30

Ukoly

1 Mé]me Zé.SObl’lﬂ(OVY automat M = ({q07 q1, QQ}7 {a7 b}7 {CL, bv ZO}(Sa q0, @)
s pfechodovym zobrazenim definovanym takto:

6(qo,a,Z0) = {(qo,aa)},
6(qo0,a,a) = {(qo,aa),(q,a)},
5(q1,b,a) = {(g2,9)},
6(q2,a,a) {(q1,¢)}

¢ Urcete, zda se jednd o deterministicky nebo nedeterministicky za-
sobnikovy automat.

¢ Jakym zptisobem M akceptuje jazyk?

¢ Urcete jazyk akceptovany zasobnikovym automatem.
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2. Sestrojte zdsobnikovy automat, ktery bude akceptovat jazyk
L={a' |i>0,j=2i} prazdnym zdsobnikem. Upravte tento zasobni-
kovy automat tak, aby pfijimal jazyk L koncovym stavem.

3. Sestrojte zdsobnikovy automat, ktery bude akceptovat jazyk
L ={a'¥ |0 < i< j} koncovym stavem. Upravte tento zdsobnikovy
automat tak, aby pfijimal jazyk L prazdnym zasobnikem.

4. Sestrojte zdsobnikovy automat, ktery bude akceptovat jazyk
L = {wew® | w € {a,b}",|w| < 3} prazdnym zdsobnikem. Upravte tento
zasobnikovy automat tak, aby pfijimal jazyk L koncovym stavem.

@
m




Kapitola

Bezkontextové gramatiky a
jazyky

V této kapitole se budeme podrobnéji zabyvat bezkontextovymi gramati-
kami (CF gramatikami) a jazyky jimi generovanymi — bezkontextovymi ja-
zyky (CF jazyky). Pfipomeneme definici bezkontextovych gramatik.

n/ =

Definice 6.1

Bezkontextova gramatika je gramatika G = (N, T, P, S), jejiz pravidla jsou ve
tvaru A - 3 ,kde Ae N, fe (NuT)*, |8 <1. Vyjimku tvoii pravidlo S — ¢
pod podminkou, Ze netermindl S se nevyskytuje na pravé strané Zadného

z pravidel.

Odvozeni slov v bezkontextové gramatice probihd stejnym zptisobem,
jak jsme popsali u gramatik reguldrnich. V odvozeni v reguldrni grama-
tice, bylo v kazdém kroku odvozeni vybirdno pravidlo z mnoZiny pravidel,
které mély na levé strané totozny neterminal. Kazda vétnd forma totiZ ob-
sahovala netermindl pouze jeden. Nyni u bezkontextovych gramatik miize
vétna forma obsahovat vice netermindlti (i riznych) a je proto nejdfive nutné
provést vybér neterminalu, na ktery budeme aplikovat piepisovaci pravidlo
a teprve poté vybirat pravidlo. Z uvedeného vyplyv4, Ze i pro jedno slovo

105

Def

Bezkontexto-
va gramatika
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miiZe existovat vice odvozeni, kterd se 1isi pravé tim, v jakém poradi jsou
vybirdny netermindly pro aplikaci pravidel. Osvétlime si tuto problematiku
na pfikladé.

Q Piiklad 6.1

Méjme gramatiku G = ({S, A}, {a,b},{S - aSA|a, A - bAS |b},S). Uve-
deme dvé rtiznd odvozeni téhoz slova aabbba.
S = aSA = aaSAA = aaaAA = aaabA = aabbAS = aabbAa = aabbba
S = aSA = aSbAS = aSbAa = aaSAbAa = aaaAbAa = aaabbAa =

aabbba
(%)

Specidlnim pfipadem odvozeni jsou tzv. kanonické odvozeni. Jsou to ta-

kova odvozeni, kde v kazdém kroku je pfepsan vzdy nejlevéjsi piip. nej-

pravéjsi netermindl. Takové odvozeni se nazyvé levé prip. pravé.

()
Definice 6.2

Necht G = (N, T, P, S) je bezkontextova gramatika. Rekneme, Ze fetézec o
lze piepsat na fetézec 5 v gramatice G levym pfepsdnim, jestlize existuje
v gramatice G pravidlo A — v € P takové, ze a = £An, B = {yn, pricemz
EeT*, ne (NuUT)*. Jestlize plati £ € (NuT)* an e T*, pak hovofime
0 pravém prepsani.

Odvozeni se nazyva levé (pfip. pravé), pokud je kazdy krok odvozeni
levym (pfip. pravym) pfepsanim.

=1

Odvozeni slova aabbba v gramatice G z pfikladu 6.1 nejsou ani leva ani
prava. UkdZeme, jak vypadd levé a pravé odvozeni.

S = aSA = aaSAA = aaaAA = aaabA = aabbAS = aabbbS = aabbba

S = aSA = aSbAS = aSbAa = aSbba = aaSAbba = aaSbbba = aabbba

Def

Levé a pravé
pfepsani

Levé a pravé
odvozeni
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6.1 Strom odvozeni, nejednoznacné gramatiky

Abychom mohli porovnat, do jaké miry jsou si tato odvozeni podobn4, ptip.
jak moc se 1isi, zavddime grafické zobrazeni odvozeni, které se nazyva de-
rivacni strom. Grafické zndzornéni svou strukturou pfipomind graf, ktery se
nazyva strom a pfivlastek derivaéni pochazi ze slova derivace, jak se také
nékdy nazyva odvozeni.

)
Definice 6.3 Def

Necht’ G = (N, T, P, S) je bezkontextova gramatika. Strom H nazveme de-
rivaénim stromem v G pravé, kdyz plati tyto podminky: Deriva¢ni
strom

1. kazdy uzel ma navésti, které je symbolem z N uT u {€},

2. kofen méa navésti S,

3. ma-li vnitfni uzel naveésti A, pak Ae N,

4. méa-li uzel n navésti A a jeho vSichni potomci ny, ..., n; maji v uspora-
déni zleva doprava navésti Xq,..., X, pak A - X;... X € P,

5. mé-li uzel n navésti ¢, pak n je list a je jedinym potomkem svého otce.

Vysledkem deriva¢niho stromu H nazveme slovo vzniklé zietézenim ndveésti
listti v uspofddani zleva doprava.
Q
V nésledujicim pfikladé vytvofime derivaéni strom.

@ Ptiklad 6.2 P

Vytvofme derivaéni strom k prvnimu odvozeni slova aabbba v bezkontex-
tové gramatice G = ({S, A}, {a,b},{S - aSA|a, A - DAS | b},S), které je
uvedeno pted definici deriva¢niho stromu.
S = aSA = aaSAA = aaaAA = aaabA = aabbAS = aabbAa = aabbba
Podle odvozeni sestavime deriva¢ni strom. Nejdfive umistime kofen stro-
mu - uzel s ndvéstim startovacitho symbolu.

S
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V prvnim kroku odvozenti je startovaci neterminal piepsan podle pravi-
dla S — aSA.

S

Ve druhém kroku je pouZito stejné pravidlo S - aSA tentokrat na nové
vznikly netermindl S.

/l\
//l

Ve tfetim kroku je opét pifepsan neterminal S. Tentokrét je pouZito pravi-
dlo s - a.

/l\
//l

Ve ¢tvrtém kroku je prvni vyskyt neterminalu A pfepsan pomoci pravidla
A —b.

/l\
//l

l

a b
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V patém kroku je pravidlo A — bAS aplikovédno na jediny zbyvajici ne-
terminal A.

V Sestém (predposlednim) kroku je pfepsan neterminal S pomoci pravi-
dla S - a a v poslednim, sedmém kroku je odvozeni dokonceno aplikaci
pravidla A - b.

Odvozené slovo ziskdme prectenim termindlnich symboli postupné zle-
va doprava. Aby bylo zfejmé, jaké slovo vzniklo odvozenim, které zndzornuje

deriva¢ni strom, mtZeme listy stromu ,protdhnout” aZ na spodni hranici
stromu.
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Toto znazornéni se pouZivd pouze tehdy, pokud potfebujeme zdhraznit
existenci terminalnich symbolt nebo symbolu e. Q

Pokud vytvofime deriva¢ni strom i pro druhé odvozeni slova z piikladu
6.1, dostavame stejny derivacni strom jako pro odvozeni prvni. Mohou v gra-
matice existovat pro jedno slovo tak rozdilna odvozeni, Ze maji kazdé ma jiny
strom odvozeni? Odpovéd nalezneme v nasledujicim p¥ikladé.

Q Piiklad 6.3

Méjme gramatiku G = ({S},{a,+,*},{S - S+ S| S * S |a},S). Odvodime
v gramatice G slovo a +a * a.
S=85+5=5+5+*S=a+S+*S=>a+a+xS=a+ax*a
Vidime, Ze jsme jako prvni pravidlo pouzili pravidlo S — S+ 5. Je moZzné
zacit odvozovani jinym pravidlem?
S=85+8=>5+5+S=>a+S*«S=>a+axS=>a+ax*a
Vytvofime k témto dvéma odvozenim deriva¢ni stromy. Vlevo je deriva-
¢ni strom prvniho odvozeni a vpravo pak derivacni strom druhého odvo-
zeni.
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/l\ /l\
l /l\ /l\ l

-
-«
-«
-

()

Pokud budeme studovat deriva¢ni stromy dojdeme k poznatku, Ze ke
kazdému deriva¢nimu stromu existuje jediné levé odvozeni a ke kazdému
levému odvozeni existuje jediny deriva¢ni strom. Na zdkladé této myslenky
muiZeme vyslovit ndsledujici definici.

Definice 6.4

Bezkontextova gramatika G se nazyva nejednoznacna, jestliZe existuje slovo
w € L(G) takové, Ze v gramatice G existuji alespon dveé rtiznd levd odvozeni
tohoto slova. Jinak se gramatika G nazyva jednoznacna.

=1

Z uvedeného vyplyvé, Ze ke slovu w € L(G) v nejednoznaéné gramatice
G existuje vice derivaénich stromti. Nejednoznac¢nost gramatiky s sebou nese
praktické problémy. Napiiklad nejednoznaénd gramatika umoZziiuje provést
vice rtiznych rozbort jednoho fetézce a pokud by rozbor umoZrioval inter-
pretaci vyznamu fetézce, vznika problém, kterou interpretaci zvolit. Proto se
vzdy, pokud to jde, snaZime sestrojit gramatiku jednoznac¢nou. Existuji vSak
jazyky, které zddnd jednozna¢nd gramatika negeneruje.

Q Piiklad 6.4

Méjme gramatiku G = ({S, A4, C, X, Y}, {a,b,c}, P, S) s mnoZinou pravidel:

Def

Nejedno-
znacna
gramatika
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XC|X|C|AY|Y|Ale

aXblab

bY c|be

aAla

- ¢Cle

Bezkontextova gramatika G generuje jazyk

R

Q< >0

L={a't’c*i,j,k>0,i=jneboj=k}.
Tato gramatika je nejednoznacné protoze slova tvaru a"b"c",n > 1 mo-
hou byt generovana dvéma rtznymi zptlisoby - dvéma rtiznymi levymi od-
vozenimi. Pfedvedeme tuto skute¢nost na slové a?b?c?.

S = XC = aXbC = aabbC = aabbecC = aabbcc
S =AY = aAY = aaY = aabY ¢ = aabbcc

/ \ / \
/¢\ i\ /i /i\
/ \b i b/ \C

~— Q

I kdyZz jsou odvozeni na prvni pohled riznd, pro tplnost jsme zde uvedli
i stromy odvozeni.

Vzhledem k charakteristice jazyka - sjednoceni dvou jednodussich ja-
zykil - nemtZe existovat jednoznacna gramatika, kterd tento jazyk generuje.
Problémem jsou slova, kterd patfi do priniku obou jazykt, nemtze byt jed-
noznacné déno, jestli ma byt generovano ¢asti generujici prvni nebo druhy

jazyk. @

| Ukoly

1. Mé&jme strom odvozeni zobrazeny na obrazku 6.1.

* Zjistéte, odvozeni kterého slova strom zachycuje.
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¢ Zapiste pravidla gramatiky G, kterd byla k odvozeni tohoto slova
zapotiebi.

¢ Napiste levé a pravé odvozeni tohoto slova v gramatice G.

N
A/ \A S/ \
NG /ANA
ANWAN

Obrazek 6.1: Strom odvozeni v gramatice G

2. Napiste tfi slova generovana gramatikou G = ({5, 4, B}, {a,b,c}, P, S)
s mnoZinou pravidel
P={ S - aAB|aBa|bABa
A — bAal|bab|SS
B — c¢bc|aBaa|bSSc }

Vytvofte pro tato slova stromy odvozeni.

30
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6.2 Upravy bezkontextovych gramatik

Pfi tvorbé gramatik akceptujicich urcity jazyk zejména vyuzitim rtiznych au-
tomatizovanych ¢innosti mtize vzniknout gramatika, ktera obsahuje velké
mnoZstvi pravidel a symbolt. Ne vSechny musi byt k akceptovéani slov da-
ného jazyka potiebné, ne pouZitim vSech netermindlti musi jit vygenerovat
termindlni slovo. Takové pravidla a mnoZstvi jak termindlnich tak netermi-
nalnich symbola gramatiku pouze znepiehlediiuji.

Definice 6.5
Rekneme, 7e symbol X ¢ N u T je nepouZitelny v bezkontextové grama-
tice G = (N, T, P,S) pravé tehdy, kdyz v gramatice G neexistuje odvozeni
S =" wXy =" wxy, pro néjaké w,z,y € T”. Rekneme, Ze gramatika G je
redukovani, jestlize neobsahuje zddny nepouZitelny neterminal.
Vyse uvedend definice postihuje dvé podminky nepouZitelnosti:
1. neexistence prvni ¢4sti uvedeného odvozeni ma za nasledek, Ze symbol

X € N uT se nevyskytuje v Zadné vétné formé odvoditelné z S (jedna
se o tzv. nedosazitelny symbol),

2. neexistence druhé ¢asti odvozeni vyjadfuje skutecnost, Ze z netermi-
nélnitho symbolu X nelze odvodit zddny termindlni fetézec (tzv. re-
dundantni neterminal).

Poznamenejme jesté, Ze existence obou vySe zminénych odvozeni jesté
neni postacujici podminkou pro pouzitelnost symbolu. VZdy musime gra-
matiku zkoumat jako celek. Symbol X se mtiZe objevit tfeba jen v takové
vétné formé, ktera obsahuje jiny redundantni neterminal.

&)
Lemma 6.1

Necht G = (N, T, P, S) je bezkontextova gramatika. Pak existuje algoritmus,
ktery zkonstruuje bezkontextovou gramatiku G’ bez redundantnich sym-

bolu takovou, Zze L(G) = L(G").

Def
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Idea algoritmu spociva v sestrojeni mnoZiny neredundantnich symbolt a
z nasledné tpravy gramatiky.

q_)
Q Algoritmus 6.1 Odstranéni redundantnich symbolt

Vstup:  Bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S)
Vystup: Ekvivalentni bezkontextova gramatika G’ = (N', 7", P', S)
bez redundantnich symboli

1=0; Ny =g;
délej
1=1+1;

Ni = Nifl U{A | A—-ace P;Oé € (Nifl UT)*};
dokud plati N; # N;_y;

G'=(NnN;,T,Pn(N;x(N;uT)*),S);
(#)

Funkci algoritmu Odstranéni redundantnich netermindli ukdZeme na
prikladé. Pro lepsi pochopeni iteracniho vytvafeni mnoZin neredundantnich
netermindli budeme postupovat krok po kroku i vysvétlivkami.

@ Ptiklad 6.5 P

Méjme gramatiku G = ({S, A, B,C, D},{a,b,c,d}, P, S) s mnozinou pravidel:
S - aACh|c

A - bAdC
B - bB|De
C - BcaAl|d
D — Ba

Pfi sestavovadni mnoZin /V; budeme postupovat pfesné podle algoritmu.

1. inicializace — 7 = 0; Ny = @;

2. prvni prachod cyklem - i = 1; Ny = {A| A - oo € T*} = {S,C}.
Prochdzime pravé strany pravidel a zkoumame, které umime sestavit
pouze s termindlnich symboli. Pokud takovou pravou stranu nalez-
neme, levou stranu téhoZ pravidla pfidame do mnoZziny Ny;

3. test na rovnost — Ny # Ny - pokrac¢ujeme v cyklu;
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4. druhy prichod cyklem - = 2;
Ny ={S,C}U{A| A~ asae(TU{S,CH*} = {S,C A}
Prochazime pravé strany pravidel a zkoumame, které umime sestavit
s termindlnich symbolt a neterminali S a C. Pokud takovou pravou
stranu nalezneme, levou stranu téhoZ pravidla pfidime do mnoZiny
No;

5. test na rovnost — Ny # V| — pokracujeme v cyklu;

6. druhy priichod cyklem —i = 3;

N3 ={S,C,A}u{A|A—>a;ae(Tu{S,C,A})*} ={S,C, A}
Prochdzime pravé strany pravidel a zkoumame, které umime sestavit
s termindlnich symbolt a neterminalti S a C. Pokud takovou pravou
stranu nalezneme, levou stranu téhoZz pravidla pfiddme do mnoZiny
Ns.

7. test na rovnost — N3 # Ny — ukonceni cyklu;

8. sestaveni gramatiky — vyslednd gramatika obsahuje pouze takové ne-
termindly, které jsou v mnoziné N3, a takovéa pravidla, na kterd ,mame
stavebni materidl” - G’ = ({S,A,C},{a,b,c,d}, P',S), kde mnozina
pravidle obsahuje pravidla:

S - aACblc
A - bAldC
C - aAld

()

Nésledujici véta se tykd diilezité otazky a to jestli je gramatika schopna
vygenerovat byf i jediny termindlni fetézec.

O
Véta 6.2

Existuje algoritmus, ktery pro kazdou bezkontextovou gramatiku ovéfi, jestli

generuje neprazdny jazyk.
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Algoritmus, ktery da odpovéd na otazku, jestli jazyk, ktery generuje da-
né bezkontextovd gramatiky je prazdny nebo ne, vychazi z algoritmu odstra-
néni redundantnich symbolt. Pokud po skonéeni cyklu mnoZzina N; neobsa-
huje startovaci netermindl, pak je tento netermindl redundantni a nelze z néj
odvodit Zddné terminalni slovo a tudiZ jazyk generovany touto gramatikou
je prazdny.

Oy
Algoritmus 6.2 L(G) 7 @

Vstup:  Bezkontextovd gramatika G = (N, T, P, 5)
Vystup: ,ANO” jestlize L(G) # @, ,NE” jinak

1=0; Ny =g
délej
1=1+1;

Nz’ = Ni—l U{A | A-ace P;Oé € (Ni—l UT)*}}
dokud plati N; # N;_y;
jestlize S € N;, pak vystup= ,ANO”, jinak vystup= ,NE”; O
<_P

ProtoZe algoritmus je aZ na posledni krok totozny s algoritmem odstra-
néni redundantnich symboli, nebudeme jeho funkci rozebirat na piikladé.

&)
Lemma 6.3

Nechtf G = (N, T, P, S) je bezkontextova gramatika. Pak existuje algoritmus,
ktery zkonstruuje bezkontextovou gramatiku G’ bez nedosazitelnych sym-

bolu takovou, ze L(G) = L(G"). O

Idea algoritmu spocivd v iterativnim sestrojeni mnoziny dosaZitelnych
symbolii a s nasledné tpravy gramatiky.
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C|_>
Q Algoritmus 6.3 Odstranéni nedosazitelnych symboli

Vstup:  Bezkontextovd gramatika G = (V,T, P, 5)
Vystup: Ekvivalentni bezkontextova gramatika G’ = (N',T", P', S)
bez nedosazitelnych symboli

i=0;Vo={S}
délej
1=1+1;

Vi=Viequ{X |3JA:A>aXpBePArAecV,_1};
dokud plati V; # V;_y;

G =(NnV,,Tnuv;,Pn(V;xV>),S); O
“P

Funkci algoritmu opét ilustrujeme na piikladé.

@ Ptiklad 6.6 P

Méjme gramatiku G = ({S, A, B,C, D},{a,b,c,d}, P, S) s mnozinou pravidel:
S - aB
A - bSldDa
B - 0bSa|Cb
C - BceSCle
D - aAdld
Pfi sestavovdni mnoZin V; budeme postupovat pfesné podle algoritmu.

1. inicializace —i = 0; Vy = {S};

2. prvni priichod cyklem —i = 1;
Vi={X]34:A->aXprAecVy}={S,a B}
Prochéazime tentokrét levé strany pravidel a hleddme takovou, ktera
obsahuje néjaky netermindl z mnoZziny V;. Pokud nalezneme pravidlo

s takovou levou stranou, symboly tvofici pravou stranu pfiddme do
mnoziny V; a to jak termindly tak netermindly;

3. test na rovnost — V; # Vj — pokracujeme v cyklu;
4. druhy priachod cyklem —i = 2;
Vo={S,a,B}u{X |3A: A—>aXpArAec{S a,B}}={Sa, B,bC}
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MnoZinu V5 tvofi symboly z pravych stran téch pravidel, které maji na
levé strané netermindly S a B.
test na rovnost — V, # V; — pokracujeme v cyklu;

. druhy prtichod cyklem —i = 3;

V3 ={S,B,C,a,b} u {X|JA: A—>aXpArAec{S B,C}}=

= {S’ B? C? a? b’ C}

Mnozinu V3 tvoii symboly z pravych stran téch pravidel, které maji na
levé strané netermindly S, B a C.

test na rovnost — V3 # V; — pokracujeme cyklu;

. tfeti prichod cyklem —i = 4;

Vi={S,B,C,a,b,c} u{X |3JA: A—>aXBAAe{S B,C}}=
={S,B,C,a,b,c}

. test na rovnost — V4 = V3 — ukonéeni cyklu;
10.

sestaveni gramatiky — vysledna gramatika obsahuje pouze takové sym-
boly, které jsou v mnoZiné V, a takova pravidla, na kterd ,mame sta-
vebni material”.

G' = ({S,B,C},{a,b,c}, P, S), kde mnozina pravidel obsahuje pravi-
dla:

S - aB

B - bSa|Cb

C - Bc|ceSC|c Q

O
Véta 6.4

Ke kazdé bezkontextové gramatice G existuje redukovand gramatika G”,
takova ze L(G) = L(G").

&)

Z gramatiky G nejdfive podle lemmatu 6.1 odstranime netermindly, ze
kterych nelze odvodit termindlni slovo. Ziskdme tak gramatiku G'. Z grama-
tiky G’ podle lemmatu 6.3 odstranime nedosazitelné symboly. Tvrdime, Ze
takto ziskana gramatika G” je redukovana.
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Kazdy netermindl X € N" je v gramatice G’ dosaZitelny v néjakém odvo-
zeni A = aX . Toto odvozeni je také odvozenim v G”, protoZe jsme odstra-
nili jen nedosaZitelné netermindly, které se v odvozeni nevyskytuji. Pak X je
v gramatice G" dosazitelny.

Analogicky libovolny netermindl A € N” patiii do N'. To znamend, Ze
v G pro néj existovalo odvozeni termindlniho slova. Toto odvozeni je podle
lemmatu 6.1 i odvozenim v G'. Pak ze stejného dtivodu, jako v pfedchozim
odstavci je to i odvozeni v G”. Proto i z A 1ze odvodit v G” termindlni slovo.

O

Nyni jiz vime, Ze ke kaZzdé bezkontextové gramatice existuje gramatika,
ktera neobsahuje nadbyte¢né a nedosazitelné symboly. velmi ¢asto se stavé,
Ze pii navrhu gramatiky sledujeme urcité myslenkové postupy a pravidla,
kterd vytvorime jsou sice bezkontextové, ale gramatika nesplituje podminku
pouZiti e-pravidel. zamysleme se nyni nad tim, jak se projevi pouziti e-pra-
videl v odvozeni slova.

UvaZuje napiiklad gramatiku s pravidly S — Ab | AbA, A - a | . Odvo-
zeni slova miiZze vypadat nasledujicim zptisobem:

S = AbA = bA = bnebo S = AbA = Ab=D

Ve druhém a tfetim kroku odvozeni je pouzito pravidlo A = ¢. Pokud
bychom chtéli odstranit toto pravidlo z gramatiky, musime zabezpecit, Ze
odvozeni véty bA, Ab a slova b bude v gramatice stadle mozné. Proto do-
plnime gramatiku o pravidla S = bA, S = Aba S = b. Srovnanim prvniho
pouzitého pravidla a novych tii pravidel dostdvdme navod, jak upravit pra-
vidla gramatiky, kterou zbavujeme e-pravidel. Z pravé strany pravidel po-
stupné vypoustime vSechny vyskyty neterminalti, které mohou ,zmizet” po-
uzitim e-pravidel.

Nejdfive definujeme pojem nevypoustéjici gramatiky.

()
Definice 6.6

Bezkontextova gramatika se nazyva nevypoustéjici (e-free), jestlize neobsa-
huje zadné pravidlo typu A — ¢ neboli zddné e-pravidlo (s vyjimkou pro
pravidlo S — ¢).

=

Def
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Nasleduje algoritmus pro odstranéni e-pravidel.

q_,
Q Algoritmus 6.4 Odstranéni e-pravidel

Vstup:  Bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S)
Vystup: Bezkontextovd gramatika G' = (N',T,P’,S") takovd, Ze

L(G") = L(G)
1=0;Ey=;
délej
1=1+1;

Ei=Eiw{A|A—>aecP;acE’ };
dokud plati E; + E;_q;
E=FE;
pro vSechna pravidla A — «; ... «a, délej:
pridej do P’ v8echna pravidla ve tvaru A — ... 3, odvozend
z A - aj...ay, kterd spliiuji nasledujici podminky:
1) pokud «; ¢ E, pak §; = ay;
2) pokud o € E, pak ; € {a,e};
3) B # € alesporni pro jedno j,1 < j <n;
jestlize S € E
pak pfidej do P’ pravidla S - S|ea N' = Nu{S'};

jinak N'=N; §"=S;
)

V prvni fazi provadéni algoritmu vyberete vSechny neterminély, které Ize
v rdmci odvozeni piepsat na ¢, po té projdete vSechna pravidla ptivodni gra-
matiky a pokud jejich prava strana obsahuje vybrany neterminal, vloZite ta-
kova pravidla, jejichZ pravé strany tento netermindl obsahuji i neobsahuji.
Pokud je takovych netermindlt na pravé strané pravidla vice, je potfeba
obsdhnout vSechny kombinace vypousténych netermindlt. Vyjimku tvoii
takova kombinace, kdybychom vypustili vSechny neterminaly a vzniklo e-
pravidlo. (Ne vZdy musi vypusténim vSech neterminélt vzniknout e-pravi-
dlo!)
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Jak probiha aplikace algoritmu si opét ukdzeme na piikladu.

Q Piiklad 6.7

Upravte bezkontextovou gramatiku G = (N, T, P, S) tak, aby neobsahovala
e-pravidla, kdyz:
1. N={S,A,B,C};
2. T={a,b,c};
3. P= S - aA|aAB|AAC
A - aB|CaA|CC
B - aS|bB|AB
C - cle

Nejdiive sestrojime mnoZzinu E. Za¢neme tim, Ze zvolime Ej = @. V prv-
nim kroku pfiddme do mnoziny E; vSechny netermindly, které se objevuji na
levé strané e-pravidel. Dostdvame tedy F; = {C'}. V dalsich krocich pfidavame
do mnoZiny E; takové netermindly, které jsou na levé strané takovych pravi-
del, jejichZ prava strana obsahuje pouze prvky mnozZiny E;_;.

Ey = @
Ey = {C}
E, = {C A}

Es = {C,AS}
E, = {C,AS}
E, = E3=E

Timto jsme ziskali seznam neterminaldi, které 1ze po kone¢ném poctu
krokt pfepsat na prazdné slovo ¢.

Nyni pro kazdé pravidlo uréime, jestli obsahuje na pravé strané pravidla
netermindly z mnoziny E. Jestlize ano, pfidame do mnoZiny pravidel ta-
kova pravidla, ktera vzniknou vypusténim nékterého z téchto netermindla.
Vynechame vSechna e-pravidla.

P’ = - aAla
aAB |aB
AAC|AC |AAA|C
aB
CaAlaA|Cala
cec|c
aS|a
bB
AB|B
c

N I 2

(@R vvRivellve Ji N N MRV G IV
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Pokud do mnoZiny E patfi i startovaci netermindl, vytvofime novy starto-
vaci netermindl S’ a pfiddme do mnozZiny pravidel S’ - ca S' - S.
P =P'u &

S/

- £

- S

Pak dostavame gramatiku G’ = (N', T, P', S") bez e-pravidel, pro kterou plati
L(G) = L(G") adale:

1. N'={S",S,A,B,C};

2. T={a,b,c};
3. PF= § =
S —>
A -
B -
C -

Sle
aAla|aAB|aB|AAC | AC|AA|A|C
aB|CaA|aA|Cal|a|CC|C
aS|a|bB|AB|B

C (#)

Pfejdéme nyni k posledni tipravé bezkontextovych gramatik. Jednd se
o odstranéni takzvanych jednoduchych pravidel. Jsou to pravidla typu
A - B, kde A a B jsou netermindly. Pro¢ se zbavovat jednoduchych pravi-

2Nz v 2

del? Ve své podstaté totiz nepfinasi zddnou pfidanou hodnotu. Provedenim
pravidla A — B dojde k zdméné neterminalu A za netermindl B, nevypro-

z A

dukuje se Zddny symbol ,navic”.

q_>
Q Algoritmus 6.5 Eliminace jednoduchych pravidel CF gramatiky

Vstup:  Bezkontextova gramatika bez e-pravidel G = (N, T, P, S)
Vystup: Bezkontextovd gramatika G = (N,T,P’,S) bez jedno-
duchych pravidel
pro kazdé A € N délej:
i=0;No ={A};

délej

1=1+1;
N;=N;q U{C|B—>C€P;B€Ni,1};
dokud plati N; # N;_y;

Na =N

konec délej pro kazdé

pro kazdé A € N délej:
pridej do P’ vSechna nejednoducha pravidla A — « takova, ze
B—>aePABeNy;

konec délej pro kazdé;
@
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Princip algoritmu odstranéni jednoduchych pravidel je pomérné jedno-
duchy. Nejprve pro kazdy netermindl vytvofime mnoZinu netermindlt Ny4,
na které lze pouZitim jednoduchych pravidel tento neterminal piepsat. Pak
nahradime jednoducha pravidla (s netermindlem A na levé strané) pravidly,
kterd maji na levé strané zkoumany netermindl A a na pravé strané vSechny
pravé strany pravidel neterminald, které patii do vytvofené mnoziny N 4.

Realizaci algoritmu pfedstavime na jednoduchém ptikladé:

@ Piiklad 6.8

Upravte bezkontextovou gramatiku G = (N, T, P, S) tak, aby neobsahovala
jednoducha pravidla, kdyz:
1. N={S,A,B,C};
2. T ={a,b,c};
3. P= S - aA|aAB|C
A - aB|CaA|CC
B - aS|bB|A
C - cl|A

Nejdiive sestrojime ke kazdému netermindlu A jeho mnoZinu Ny4. Zac¢-
neme netermindlem S a vytvafenim mnoZiny Ng.

V prvnim kroku poloZime Ny = {S}. Ve druhém kroku p¥iddme do mno-
ziny N vSechny netermindly, které se objevuji na pravé strané jednoduchych
pravidel pro startovaci netermindl (maji S na levé strané). Dostdvame tedy
Np = {S,C}.V dalsich krocich pfiddvame do mnoziny N; dal$i netermindly,
které jsou na pravé strané takovych jednoduchych pravidel, které maji na
levé strané netermindly z mnoziny N;_;. Pokracujeme tak dlouho, dokud
dveé za sebou vytvorené mnoZiny nejsou ekvivalentni.

No = {S}

Ny = {5,C}

N2 = {S7ch}

NS = {Svch}

N3 = Nz = Ng

Timto zptisobem vytvofime i dal$i mnoZiny netermindlc.

No = {A} No = {B} No = {C}
N, = {4} Ny = {B,A} Ny = {C,A}
Ny = Ny =Ny Ny = {B,A} Ny = {C A}

Ny N, = Ng Ny = Ny = Ne
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Nyni za¢neme sestavovat novou mnoZzinu pravidel. Vyjdeme z mnoZiny pra-
videl P, ze které odstranime vSechna jednoduché pravidla.

S — SaA|aAB P'= S - SaA|aAB|c|aB|CaA|CC
A - aB|CaA|CC A - aB|CadA|CC

B - aS|bB B - aS|bBlaB|CaA|CC

cC - ¢ C - claB|CaA|CC

Tim je vytvofena mnoZina pravidel nové gramatiky.

®)

30

Ijkoly

1. Vytvoite redukovanou gramatiku k bezkontextové gramatice
G=({S,A,B,C,D},{a,b,c}, P,S) s mnozinou pravidel

P={S — aSb|aAbb|e

A > aAB|bB
B — aAb|BDB
C - CC|DcS

D - abalcS}
2. Vytvofte redukovanou gramatiku k bezkontextové gramatice
G=({S,A,B,C},{a,b,c,d},P,S) s mnozinou pravidel

P={S - ABc|AA|BB
A - aB|aAlaa
B - bB
C - dB|dd}

3. Vytvoite redukovanou gramatiku k bezkontextové gramatice
G=({S,A,B,C},{a,b}, P,S) s mnozinou pravidel

P={S - AB|CA]|e
A - a
B - BC|AB
C - aB|b}
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4. Vytvofte nevypoustéjici gramatiku k bezkontextové gramatice
G=({S,A,B,C,D},{a,b,c}, P,S) s mnoZinou pravidel

P={S - AB]|e
A - aAAb|SB|CA
B — BbA|CaC|e
C - aBB|bS}
5. Vytvofte nevypoustéjici gramatiku k bezkontextové gramatice
G =({S, A, B},{a,b}, P,S) s mnozinou pravidel

P={S - AAa|BBb
A - aaB|AA|e
B — bWA|BB]|e)
6. Vytvofte nevypoustéjici gramatiku k bezkontextové gramatice
G=({S,A,B,C},{a,b,c}, P,S) s mnozinou pravidel

P={S - ABC

A > Ab|BC|CA
B — bB|b|Ab|e
C - cC|c|Acle}

30
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6.3 Normalni tvary bezkontextovych gramatik

Protoze definice bezkontextovych pravidel neklade Zddnd omezeni na pra-
vou stranu pravidel (kromé omezeni pro ), mohou se gramatiky generujici
jeden a tyZ jazyk pomérné zna¢né nejen v poctu pravidel, ale také v délce
pravych stran. Jak porovnat takové gramatiky? Jak porovnat jazyky z hle-
diska velikosti gramatik, které jej generuji? Je mozné nalézt omezeni pro pra-
vou stranu pravidel takové, které by nezizilo mnozinu jazyki, kterou jsou
schopny vygenerovat gramatiky s takto omezenymi pravidly? Odpovéd na
tyto otazky je zaloZend na nalezeni tzv. normélnich tvarti gramatik. Kazdou
gramatiku lze na takovy tvar pfevést. Normalni tvary pak také slouzi jako
vychozi pfedpoklad pro vedeni dikazt, odrazovy mftstek pro programova-
ni algoritmi, které vyuZivaji existenci bezkontextovych gramatik.

V tomto textu se zminime o dvou normalnich tvarech: Chomského a Gre-
ibachové normalnim tvaru.

()
Definice 6.7

Rekneme, Ze bezkontextova gramatika G = (N,T,P,S) je v Chomského
normdlnim tvaru (Chomsky normal form — CNF), pokud kazdé pravidlo z P
ma jeden z téchto tvart:

1. A- BC,

2. A—a,kde A,B,C € N,a €T, s vyjimkou pro pravidlo S — ¢ diskuto-
vanou v ¢ésti 3.2.

Vsimnéme si, jak vypada derivacni strom odvozeni slova v gramatice,
ktera je v CNF. KaZdému odvozeni v gramatice v CNF odpovid4 bindrni
strom odvozeni — bud pouzijeme pravidlo typu A -~ BC' a dostaneme dva
podstromy, nebo pravidlem A — a vétev ukon¢ime.

Jak pfetransformujeme bezkontextovou gramatiku na gramatiku v CNF
je uvedeno v nasledujicim algoritmu.

Def

Chomského
normalni tvar
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C|_>
Q Algoritmus 6.6 Transformace CF gramatiky na CNF

Vstup:  Bezkontextovd gramatika bez jednoduchych pravidel
G=(N,T,P,S)
Vystup: Bezkontextové gramatika G’ = (N', T, P, S) v CNF

N' =N,
pfifad do mnoziny P’ vSechna pravidla typu A > a, kdea €T, A€ N;
pro kazdé pravidlo A € o, kde |a| > 2 délej:
pro vSechna a € T, kterd jsou obsaZena v o;
nahrad vsechny vyskyty a za[a];
ptifad [a]do mnoziny N’;
pro pravidlo A - Ny ... N, déle;j:
X=A B=N,...Ny;
dokud je |3] > 2

pravidlo X — N;| Nj11 ... N, | ptidej do P’;
| Nis1...N, |ptidej do N';
X = Ni+1...Nn;
f=Nit1...Ny;
konec dokud
pravidlo X — 3 ptidej do P’;
pro vSechny netermindly [a]e N’ takové, Ze a € T'

pridej do P’ pravidlo [a] - a. @

Funkce algoritmu je pomérné jednoduchd. Z bezkontextové gramatiky
bez jednoduchych pravidel vytvofime novou bezkontextovou gramatiku,
ktera bude v Chomského normalnim tvaru a to na zdkladé faktu, Ze pokud
pravd strana pravidla ma délku jedna (na pravé strané je jen jeden symbol),
pak to musi byt termindl. Tato pravidla a eventudlné e-pravidlo pfidame do
mnoziny pravidel nové gramatiky beze zmény. Ostatni pravidla (z délkou
pravé strany vétsi neZ jedna) maji na pravé strané vétnou formu. V této
vétné formé provedeme nahrazeni vSech termindlnich symbolt za ,zaba-
lené” termindly, které jsou novymi netermindlnimi symboly. Tato pravidla
maji po Gpravé pravou stranu sloZenou ze samych neterminalti. Dals{ krok
pro tpravu pravidel spoc¢iva v ,balickovani” netermindlt tak, aby prava
strana byla tvofena vzdy dvéma netermindly. Pokud je délka pravé strany
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vétsi nez dvé, zabalime vSechny netermindly kromé prvniho. Vznikne tak
novy netermindl, ke kterému vytvofime ,odbalovaci” pravidlo. Pokud ma
obsah balicku délku vétsinez dvé, postup opakujeme. Pokud je fetézec, ktery
rozbalujeme, délky dvé, miZeme pravidlo pfidat do mnoZiny pravidel beze
zmény. Timto zptisobem pokracujeme, dokud nezpracujeme vSechna pravi-
dla ptivodni gramatiky.

Nakonec pfidame pravidla, kterd slouZi k rozbaleni terminalnich sym-
bold, to je pravidla typu[a]— a.

Opét ilustrujeme funkci algoritmu na pfikladé.

@ Piiklad 6.9

Upravte bezkontextovou gramatiku G = (N, T, P, S) na Chomského normdl-
ni tvar, kdyz plati:
1. N={S,A,B,C};
2. T={a,b,c};
3. P= S - aAB|e
A - Cadb|CC
B - bB|aba
C - cl|cAce

Pfevedeme tedy gramatiku G, ktera je bezkontextovd, bez jednoduchych
pravidel, na gramatiku G’ = (N', T, P’, S) v CNE Vidime, Ze pravidlo S — ¢
a C' - ¢ miizeme pfifadit do mnoziny pravidel gramatiky P’. Nyni budeme
brat jedno pravidlo po druhém a aplikovat na né postup z algoritmu.

Zatneme s pravidlem S — aAB. Nejdfive ,zabalime” termindl a. Do-
stdvame upravené pravidlo S — [a]AB, které budeme dale ,balickovat” a
vytvéret nova pravidla.

puvodni pravidlo S - aAB

nové pravidla S - @
> AB
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Podobné pokracujeme pro dalsi pravidla:

pavodni pravidlo A - CaAb

nové pravidla A - C @A@
[a]Ab]] ~ [a]jA[b]
Alp]| - Alb]

Pravidlo A - CC'jiz v poZadovaném tvaru je.

pavodni pravidlo B - B
nové pravidlo A - @ B @
pavodni pravidlo B - aba

nové pravidla B - [a] @@
[bl[a]] ~ [b][a]

nové pravidlo A - @ B @
pavodni pravidlo C - cAcc
nova pravidla c - A

Ale]e]] - A|lclle]
-

V posledni fazi transformace pfiddme pravidla pro ,rozbaleni” termindld.
@ - a, @ - b, - ¢

Timto krokem jsme dokon¢ili transformaci bezkontextové gramatiky na

Chomského normalni tvar. Q
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Druhym zmifiovanym normdlnim tvarem je Greibachové normalni tvar.

n/ =

Definice 6.8

Rekneme, Ze bezkontextova gramatika G = (N,T,P,S) je v Greibachové
normdlnim tvaru (Greigach normal form — GNF), pokud kazdé pravidlo z P
ma tvar :

1. A»aB1By...By;;n>0,A,B1,Bs,...,.B,e N,aeT,
2. S — ¢, pokud se S nevyskytuje na pravé strané Zadného pravidla.

&)

Uvedeme ptiklady bezkontextovych gramatik, u kterych uréime, jestli
jsou v Greibachové norméalnim tvaru.

Q Piiklad 6.10

G1 (N1, T4, P, S) Vsechny pravé strany pravdilel grama-
Ny {S,A, B} tiky G zacinaji termindlnim symbolem.
Ty {a,b,c} Navic je tento terminalni symbol na pra-
P {§ - aBC vé strané jediny. Gramatika G je tedy
A - bBB|b v GNF.
B - c¢Slc }
Go (No, Ty, P2, ) Gramatika G2 obsahuje e-pravidlo, které
No {E,F,G} spliiuje kritéria stanovené pro bezkon-
Ty {(,),3} textovou gramatiku (pro startovaci sym-
P, {E - (Fli|e bol a tento symbol se pak nevyskytuje
F - G na pravé strané Zadného z pravidel).

G - )|iFG )

ProtoZe pro vSechna ostatni pravidla plati
to, co bylo napsano ke gramatice G, je i
gramatika G2 v GNFE

Def

Greibachové
normalni tvar
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Gs = (N3,T5,P3,K) Gramatika G3 je regularni gra-
N3 = {K,L} matika. Reuldrni pravidla spliuji
T3 = {0,1,2,3} vSechny poZadavky na to, aby gra-
pP; = {K - 0K|1L matiky mohla byt v GNF

L - 3K|2}

()

6.4 Pumpinglemma pro bezkontextové jazyky

Pumping lemma pro bezkontextové jazyky bude podobné obdobnému lem-
matu pro reguldrni jazyky (viz sekce 4.4). Toto lemma udava nutnou a nikoli
postacujici podminku toho, aby jazyk byl bezkontextovy. Proto dokazujeme,
Ze kdyz dany jazyk nema tuto vlastnost, pak nemftiZe byt bezkontextovy).

s
Véta 6.5

Lemma o vkladéni. Nechf L je bezkontextovy jazyk. Pak existuji p,q € N
takové, Ze libovolné slovo w € L, jehoz délka je alesponi p, 1ze psat ve tvaru
w = uvwxy, kde

1. jvwz| <q,
2. lvz|>0a
3. w'wz'y € L pro kazdé i € Np.

&)

Jinymi slovy: Kazdé dostate¢né dlouhé slovo bezkontextového jazyka lze
rozdélit na pét ¢asti. Prvni podminka omezuje délku prostfednich ¢ésti slova.
Podle druhé podminky musi mit alespori jedna ,pumpovana” ¢ast nenulo-
vou délku. Treti podminka se vztahuje opét k pumpovani — jedna se o to, Ze
pokud casti slova v a x zopakujeme (i vicekrat), dostaneme nové slovo, které
opét bude patfit do jazyka. Protoze ¢islo ¢ mtiZze mit i hodnotu nula, bude do
jazyka L patfit i slovo, které vznikne vypusténim téchto casti.

Uvedeme ideu ditkazu lemmatu o vkladani.

Idea diikazu: JelikoZ L je bezkontextovy, existuje bezkontextova gramatika
v Chomského normdlnim tvaru G = (N, T, P, S) generujici jazyk L. Polozme
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n = |P|, p =2""' g = 2" Pokud vezmeme libovolné slovo jazyka, které ma
délku vétsi nez p, Pak v libovolném derivaénim stromu pro odvozeni tohoto
slova existuje cesta ze startovaciho symbolu délky vétsi nez n. Na této cesté
musel byt jeden netermindl pfepsan alespon dvakrét (protoZze v gramatice je
jen n neterminal{i, ale na cesté délky n je jich pouZito n+1). Na obrazku 6.2 je
zobrazen strom odvozeni slova w . Zvyraznény jsou opakujici se neterminély
A ajejich souvislost s jednotlivymi podslovy.

S

7N

Obrézek 6.2: Strom odvozeni slova uwvwzxy

Y

Posloupnost aplikaci pravidel, kterd vede k tomu, Ze z netermindlu A
odvodime vétnou formu, kterd obsahuje ten stejny neterminadl, 1ze znovu zo-
pakovat nebo vypustit (viz obrazek 6.3).

Opakovéanim posloupnosti aplikovanych pravidel mezi prvnim a dru-
hym vyskytem netermindlu A dostdvame posledni tvrzeni véty:

uv'wz'y € L,i >0

O

Pumping lemma pro bezkontextové jazyky se pouziva pii dikazech, Ze

zadany jazyk neni bezkontextovy. Uvedeme piiklad pouZziti pumping lem-
matu.

@ Piiklad 6.11

DokaZeme, Ze jazyk L = {a" | n > 0} neni bezkontextovy. Zvolime slovo

2 b4 b4 v . w1z Z
w =a” e Ls ,dostatecné” velkym indexem p. Toto slovo rozdélime nésle-
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AN

Obrazek 6.3: Stromy odvozeni slov uwy a uvvwzzy

U Yy v

W 2 z 7 z
dovné: a?” = a™a"a"a"a"™ a plati xo + x4 > 0, 22 + 23 + 24 < ¢. Dale plati
p? = x1 + X9 + 3 + T4 + 5. Pokud vytvofime iterované slovo w = wv'wz'y
dostdvame w = a™ a"*2a"?a""*a"5 a pro horni indexy rovnici:

(p+j)2:a:1+i'x2+x3+z’-x4+x5:i(x2+x4)+a:1+a:3+x5, 1,720

Ziskali jsme rovnici, kde na levé strané je kvadratickd funkce, kdeZto na
pravé strané je funkce linedrni. Af stanovime indexy z3 a x4 jakkoliv, vzdy
najdeme &islo i, pro které soucet indexti i(xg + x4) + 1 + 3 + 5 neni dru-
hou mocninou Zadného pfirozeného ¢isla. Z toho tedy vyplyva, Ze L neni

bezkontextovy jazyk. Q
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6.5 Bezkontextové gramatiky a zasobnikové automaty

V této casti uvedeme véty, které hovoii o vztahu bezkontextovych jazyki a
jazyktl akceptovanych zasobnikovymi automaty.

O
Véta 6.6

Necht G je libovolna bezkontextova gramatika. Pak Ize sestrojit zdsobnikovy

automat M takovy, ze L(G) = L(M). O

Idea dtkazu: Ke gramatice G' zkonstruujeme (jednostavovy) zasobnikovy
automat tak, aby ve svém zasobniku simuloval levé derivace v G.

Zasobnikovy automat zacne sviij vypocet se vstupnim slovem w a starto-
vacim symbolem S jako pocdte¢nim obsahem zasobniku.

Stejné jako je v gramatice G v jednom kroku levého odvozeni nahra-
zen netermindl A pravou stranou pravidla A — «, tak zdsobnikovy auto-
mat nahradi symbol (korespondujici s neterminalem gramatiky) na vrcholu
zasobniku fetézcem ov.

Pokud se na vrcholu zdsobniku nachédzi symbol odpovidajici termindlni-
mu symbolu, provede automat kontrolu, zda se odpovidajici terminél nacha-
zi i na vstupni pasce. ProtoZe zdsobnikovy automat simuluje levé odvozeni,
objevuji se termindlni symboly gramatiky na vrcholu zdsobniku ve stejném
poradi, v jakém by mély byt v akceptovaném vstupnim slové.

Vypocet zasobnikového automatu M konci v akceptujicim piipadé vy-
prazdnénym zasobnikem a doétenym vstupnim slovem — simulace odvozeni
skoncila vygenerovanim termindlnich symbolti a vSechny termindlni sym-
boly zapsané do zdsobniku byly vymazény.

Pfejdéme nyni ke konstrukei takového zésobnikového automatu. Nechf
G = (N,T, P, S) je bezkontextovd gramatika. Sestrojime zdsobnikovy auto-
mat M =(Q,%,T,4,qo, Zo, ), kde:

e Q={¢X=T;T=NUT;
* qo=qZp=15;

¢ a pfechodové zobrazeni definujeme takto:
6(q7€7A) = {(q,a) ’ A—>Oé € P}
0(q,a,a) ={(q,¢e)};YaeT
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Uvedeme nyni pfiklad transformace bezkontextové gramatiky G na za-
sobnikovy automat M, takovy, ze L(M) = L(G).

Q Pfiklad 6.12 P

Kbezkontextové gramatice G = ({S},{0,1}, P, S), kde: P = {S - 0S0|151|1}
sestavte zdsobnikovy automat, ktery bude akceptovat jazyk L(G).
Sestrojime zasobnikovy automat M = (Q,%,T", 6, g0, Zo, @), kde:

* Q={q}
¥ ={0,1};
r'={s,0,1};
®* GQ=¢
Zo=S5;
a pfechodové zobrazeni vypada takto:
pravidlo S - 050
6(g.e,8) = {(¢,050)}

pravidlo S - 151
3(g,e,5) = {(¢,151)}

pravidlo S -1
0(g,6,9) = {(a; 1)}

pro terminaly
9(¢:0,0) = {(¢,)}
0(¢:1,1) = {(¢,9)}
Uvedeme zde piiklad odvozeni slova 0101010 v gramatice G a odpovidajici
vypocet zdsobnikového automatu M.
G: S=050=01510= 0105010 = 0101010
Barevné odlisime znak + pro takovy krok odvozeni, kdy probéhlo ¢tent
ze vstupni pésky.
M:  (g,0101010,5) - (g,0101010,0S50) + (¢, 101010, SO) +
+ (¢,101010, 1510) + (¢,01010, 510) + (¢,01010,05010) +
- (g,1010, S010) + (g, 1010, 1010) - (g,010,010) -
+(q,10,10) + (q,0,0) + (q,€,¢)

()
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Obrécenou vétu, to znamend, Zze ke kazdému zasobnikovému automatu
M existuje bezkontextova gramatika takovd, Ze generuje jazyk L(M) zde
uvedeme bez dal$itho komentéfe. Dtikaz véty i konstrukce takové gramatiky
piesahuje rozsah tohoto textu. Ctena¥ mtiZze nalézt vice naptiklad v [1].

O
Véta 6.7

Ke kazdému zasobnikovému automatu M existuje bezkontextova gramatika

G takovd, ze L(M) = L(G).
&)

1. Vytvoite zdsobnikovy automat, ktery akceptuje jazyk generovany gra-
matikou G = ({S, 4, B,C, D},{a,b,c}, P,S) s mnoZzinou pravidel

30

Ukoly

P={S — aSb|aAbb|e
A - aAB|bB
B - aAb|BDB
C - CC|DcA

D - abal|cD}
2. Vytvofte zadsobnikovy automat, ktery akceptuje jazyk generovany gra-
matikou G = ({S, 4, B,C},{a,b,c,d}, P, S) s mnoZinou pravidel

P={S - ABc|ASA|BB
A - aB|aAlaa
B - bB
C - dB|dd}
3. Vytvoite zadsobnikovy automat, ktery akceptuje jazyk generovany gra-
matikou G = ({5, 4, B,C}, {a, b}, P, S) s mnoZinou pravidel

P={S - AB|CA]|e
A - a
B - BC|AB
C - aB|b}

30




Kapitola

Uvod do teorie vy¢islitelnosti

Vy¢islitelnost je oblast teoretické informatiky zabyvajici se zkouméanim, které
problémy lze feSit pomoci algoritmti a které ne.

V pfedchozi vété se objevili dva pojmy, algoritmus a problém. Podivejme
se nejdfive na to, co vlastné znamenaji.

7.1 Algoritmus, problém

Na otdzku, co je to algoritmus jsme jiz odpovidali na zac¢dtku tohoto textu.
Pfipomerime si, Ze pokud chceme tento pojem néjak podrobnéji popsat, pou-
zivame slova a slovni spojeni jako ,postup”, ,navod”, ,posloupnost krokt”
a podobné. PoZadujeme také, aby takovy postup bylo mozné provadét opa-
kované a aby jeho jednotlivé kroky byly kone¢né. Poslednim kritériem je,
aby stejné vstupni tidaje vedly opakovaneé ke stejnym vysledkém.

Pojem algoritmus je zakladnim pojmem, ktery neni definovdn pomoci
jednodussich pojmt, je jen objastiovan svymi vlastnostmi na konkrétnich
prikladech.

K ¢emu takové algoritmy slouzi? Obecné se da fici, Ze algoritmy se po-
uzivaji k feSeni problém.

Slovo problém md v pfirozeném jazyce vice vyznamt. Na piikladech
si piiblizime ten, o ktery se zajimdme v teoretické informatice. Pf¥ikladem
je problém nalézt soucet dvou cisel, zjistit, zda je dané ¢islo prvocislem,
vyndsobit dvé matice, setfidit seznam slov podle zvoleného kli¢e apod.

138

Algoritmus



KAPITOLA 7 UVOD DO TEORIE VYCISLITELNOSTI 139

Konkrétni problém definujeme ndzvem, vstupem a poZadovanym vystu-
pem.

=

Definice 7.1

Problém je urcen trojici (IN,OUT,p), kde I N je mnozina (pfipustnych) vstu-
pa, OUT je mnozina vystuptia p: IN — OUT je funkce pfifazujici kazdému

vstupu odpovidajici vystup.

Algoritmy jsou pak navrzeny tak, aby fesily takovéto problémy. Co zna-
mend, pokud fekneme, Ze algoritmus A fesi problém P? Stru¢né to vyjadii-
me takto:

Algoritmus A pro kazdy vstup z mnoziny IN problému P vypocte a
vydd vystup z mnoziny OUT. Jak vstup tak vystup jsou vétSsinou vhodné
zapsany tak, aby jim ,stroj”, ktery bude algoritmus realizovat, ,rozumnél”.

I kdyZ to tak na prvni pohled nevypada (a zdplava detektivnich seridlii
s dokonalou vypocetni technikou nas chce presvédcit o opaku) existuje mno-
ho problémf, které nejsou algoritmicky fesitelné.

Mtizeme zde zminit dva druhy problémt. Prvnim typem je problém roz-
hodovaci. Jedné se o takovy problém jehoZ vystupem je ANO nebo NE.
V zadani takového problému pak vétsinou figuruje otazka — napiiklad Nalezi
slovo w do jazyka L? Druhym typem, neméné vyznamnym, je problém opti-
maliza¢ni. Ke kaZzdému vstupu existuje mnoZina vystupi, které 1ze ohodno-
tit redlnym ¢islem (na zdkladé kriteridlni funkce). Ukolem optimaliza¢niho
algoritmu je nalézt takové feSeni z mnoZziny vystupti, aby ohodnoceni bylo
maximdlni (nebo minimadlni, zalezi na zadani). P¥ikladem takového problé-
mu je nalezeni nejkratsi cesty pro dané dva vrcholy orientovaného grafu.

7.2 Turingav stroj a Church-Turingova teze

Vratme se zpét k algoritmim. Definice pojmu ,algoritmus” nijak nespecifi-
kuje, jak ma vypadd jeho zapis, jaké instrukce miizeme pouzit. K popisu al-
goritmu se tak pouZiva pfirozeny jazyk, rozhodovaci tabulky, obrazky, na¢r-
tky atd. Se vznikem poéitacti vyvstala potfeba definovat instrukce takovym

Def

Problém

Rozhodovaci
problém

Optimaliza¢ni
problém
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zplisobem, aby tyto algoritmy mohly provadét pocitace. Vznikly proto pro-
gramovaci jazyky.

JiZ ve tficatych letech dvacatého stoleti se objevil pfi snaze prokazat algo-
ritmickou nerozhodnutelnost nékterych problémt névrh stroje, ktery pouZi-
val velmi jednoduché instrukce. Jednalo se o tzv. Turingtv stroj. Jednd se o
abstraktni stroj, podobné jako tomu bylo u kone¢ného nebo zdsobnikového
automatu. Zakladni odliSnosti Turingova stroje od kone¢ného a zdsobniko-
vého automatu je vyuZivani vstupni pasky coby paméfového média. Paska
je nekone¢né dlouha a kromé vstupniho slova zapsaného pred zahdjenim
vypoctu stroje na kone¢né mnoha poli¢cich budou vSechna ostatni policka
pasky obsahovat tzv. prazdny znak. Cteci hlava je rovnéz i zapisovaci a
bude moci ¢tené symboly pfepisovat na jiné a poté se posunout na sousedni
politko bud' vlevo nebo vpravo — podle ptikazu pfechodové funkce. Dalsi
zménou, kterd vyplyva z moZnosti obousmérného pohybu hlavy po pasce,
je zptisob akceptovani slova. Aby Turinglv stroj slovo akceptoval, nemusi
ho nutné celé precist, ,stac¢i” kdyZ pfejde (v libovolném okamZiku vypoctu
nad danym slovem) do koncového stavu.

Nez uvedeme formdlni definici Turingova stroje poznamenejme jesté, Ze
v literatufe je moZzné nalézt rtizné varianty Turingovych stroji. Lisi se nejen
strukturou, ale i definici funkce. VSechny varianty jsou vzajemné ekviva-
lentni.

n/ =

Definice 7.2
Turingovym strojem (zkracené TS) nazyvame uspofddanou Sestici
M=(Q,%,T,0,q0,F), kde
* () je konetna neprazdnd mnoZina stav,
* 3 je vstupni abeceda,
¢ I' je kone¢nd neprdazdna mnoZina paskovych symbolii, paskova abe-
ceda, ¥ ¢ I', do I" - ¥ patfi minimdalné symbol prazdného policka L,
* §je pfechodova funkce; 0: (Q - F) xI' > @ xI' x {-1,0,1},
* o € (Q je pocatecni stav,
¢ F c @ je mnoZina koncovych stavii.

Tring v stroj

Def

Turingav stroj



KAPITOLA 7 UVOD DO TEORIE VYCISLITELNOSTI 141

Pfechodovou funkci §(p,a) = (¢, b, 2) interpretujeme takto: Pokud je stroj
ve stavu ¢ a na pdasce ¢te symbol a, pak pfejde do stavu g, na pasku zapise
(na misto, kde ¢etl symbol a) symbol b a pokud je z rizné od nuly, posune
hlavu - pro z = -1 doleva, pro z = 1 doprava.

Nadefinujeme dale konfiguraci Turingova stroje.

()
Definice 7.3

Méjme libovolny Turingtv stroj M = (Q, %, T, 9, qo, F'). Kazdou uspofddanou
trojici (u, ¢, v) € I'" x Q x I'* nazveme konfiguraci Turingova stroje M.
®)

Konfigurace (u, ¢, v) popisuje takovy stav Turingova stroje, kdy Fetézec u
leZi na pésce nalevo od hlavy a v pak napravo od hlavy. V aktudlné ¢teném
policku je prvni znak fetézce v. Policka obsahujici prazdny znak U nebereme
v tvahu.

©
Definice 7.4

Krok vypoctu M definujeme jako bindrni relaci - na mnoZiné vsech konfigu-
raci takto: Pro vSechna p,q € Q, a,b,c,del’, a, S e I'" je

(ac,p,ap) = (acb,q, B),

pravé kdyz é6(p,a) = (¢,b,1);

(acvpa aﬁ) = (OZC, q, bﬁ))
pravé kdyz é(p,a) = (¢,0,0);

(ac7p7 aﬂ) = (a7 q7 Cb/B)?

praveé kdyz (p,a) = (¢,b,-1).
Symbolem ~* budeme oznacovat reflexivni a tranzitivni uzavér relace +,
symbolem +* tranzitivni uzaveér relace .

=1

Def

Konfigurace
TS

Def

Krok vypoctu
TS
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Pro jistotu jesté zopakujme, Ze kazdy vypocet Turingova stroje zac¢ina
v pocate¢ni konfiguraci, tj. konfiguraci (e, go,w), kde ¢o je pocateéni stav a
w je slovo nad vstupni abecedou.

Vypocet je bud nekoneény nebo skon&i v koncové konfiguraci, tj. kon-
figuraci uqv, kde ¢ je jeden z koncovych stav stroje a slovo uv reprezen-
tuje obsah pasky. Obsah pasky uv v koncové konfiguraci ugv chapeme jako
vystup, ktery stroj vydd pro zadané vstupni slovo, tedy pro zadany vstup.

()
Definice 7.5

Nechfje dan TS M = (Q, 3, T, 6, qo, F'). Jazyk pfijimany TS je definovén takto:

@

Pokud se navic pro kazdy vstup Turingliv stroj zastavi (af v koncovém
nebo jiném stavu), fikime, zZe TS rozhoduje jazyk L(M). Pokud Turingtv
stroj rozhoduje néjaky jazyk, fikdme, Ze fesi problém, neboli je algoritmem.
Nésledujici tvrzeni je znamé pod ndzvem Church-Turingova teze.

Ke kazZdému algoritmu je moZné zkonstruovat s nim ekvivalentni Turingiiv stroj
(s rozumnym kédovdanim vstupii a vystupii fetézci v urcité abecedé).

Tohoto tvrzeni se vyuZziva pii dtikazech, Ze dany problém je algoritmicky
rozhodnutelny (existuje TS, ktery ho rozhodne) nebo algoritmicky feSitelny
(existuje TS, ktery akceptuje vstup, pro nekorektni vstup se nemusi zatavit).
S trochou nadsazky miizeme tvrdit, Ze pokud problém neni feSitelny pomoci
Turingova stroje, pak neni mechanicky fesitelny.

L(M)={weX"|(e,q,w) " (u,qf,v), kdeu,v eI, gr e F}

Def
Jazyk
pfijimany
TS
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