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informatiky

pro Informačnı́ studia
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Opava, 2014
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Bezručovo nám. 13, Opava
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čı́slo CZ.1.07/2.2.00/28.0014, ”Interdisciplinárnı́ vzdělávánı́ v ICT s jazy-
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3 Gramatiky 26
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4.5 Vlastnosti regulárnı́ch jazyků . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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6.4 Pumping lemma pro bezkontextové jazyky . . . . . . . . . . . . . 132
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Úvod

Mezi klasické části teoretické informatiky patřı́ teorie jazyků a automatů.
Tato skripta jsou zamýšlena jako studijnı́ opora pro předmět Teoretické zá-
klady informatiky studijnı́ho oboru Informačnı́ a knihovnická studia. Skripta jsou
samozřejmě použitelná i pro dalšı́ předměty, jejichž náplnı́ je teorie jazyků
a automatů. Daný text je vhodný jak pro prezenčnı́ typ studia, tak i pro typ
kombinovaný. Cı́lem je, aby studenti pochopili důležité pojmy z oblasti teo-
rie jazyků a automatů.

Text je členěn logicky do jednotlivých kapitol, ve kterých jsou zřetelně
vyznačeny definice, věty, algoritmy a v každé kapitole je nemalé množstvı́
řešených přı́kladů. V závěru jednotlivých kapitol jsou uvedeny neřešené přı́-
klady vztahujı́cı́ se k dané kapitole.

V každém vědnı́m oboru máme k dispozici určité nástroje, pomocı́ kte-
rých zkoumáme objekty našeho zájmu, snažı́me se popisovat jejich chovánı́,
vlastnosti, modelujeme je. Pokud danými objekty budou počı́tače (jejich fun-
govánı́, omezenı́), dále překladače vyššı́ch programovacı́ch jazyků je jednou
z disciplı́n tzv. Teorie formálnı́ch jazyků a automatů.

Podı́vejme se trochu do historie. Základy této teorie položil v roce 1956
americký matematik Noam Chomsky, který v souvislosti se studiem při-
rozených jazyků vytvořil matematický model gramatiky jazyka. Původnı́
představa formalizovat popis přirozeného jazyka tak, aby mohl probı́hat au-
tomatický překlad z jednoho přirozeného jazyka do jiného, nebo aby přiro-
zený jazyk byl prostředek komunikace člověka a počı́tače, se ukázala jako
velmi složitá. Přesto byl tento pokus velmi důležitý, protože vytvořenı́ gra-
matiky reprezentujı́cı́ formálnı́ jazyk (napřı́klad některý programovacı́ ja-
zyk) se ukázalo jako proveditelné a užitečné.

Jak jsme již uvedli, teorie formálnı́ch jazyků našla uplatněnı́ v progra-
movacı́ch jazycı́ch. Podı́vejme se znovu trochu do historie. Chomsky defi-
noval gramatiky formálnı́ho jazyka a provedl klasifikaci formálnı́ch jazyků.
Backus a Naure použili základnı́ objekty gramatiky pro definici syntaxe pro-
gramovacı́ho jazyka ALGOL 60. Dalšı́ vývoj vedl k aplikaci teorie jazyků do
oblasti překladačů programovacı́ch jazyků. Musı́me si uvědomit tu velikou
změnu při konstrukci překladačů umožňujı́cı́ do značné mı́ry automatizovat
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ÚVOD 2

náročnou programátorskou práci spojenou s implementacı́ programovacı́ch
jazyků.

V úvodu této kapitoly jsme napsali, že teorie jazyků a automatů spadá do
oblasti teoretické informatiky. Ale vymezenı́ pojmu teoretická informatika
nenı́ jednoduché. Jako hlavnı́ části teoretické informatiky z jistého úhlu po-
hledu můžeme chápat právě teorii jazyků a automatů, teorii vyčı́slitelnosti
a složitosti, ale také část logiky. V tomto skriptu se dočteme předevšı́m o
dvou matematických formalismech, o gramatikách a automatech, které bu-
dou představovat abstraktnı́ modely. Zatı́mco gramatika umožňuje popsat
strukturu vět formálnı́ho jazyka, automat dovede tento jazyk rozpoznávat.

Poznatky z teorie formálnı́ch jazyků nemajı́ jen význam v oblastech infor-
matiky, informačnı́ch technologiı́. Dı́ky této teorii máme algoritmy, jež jsou
základem pro konstrukci reálných programů či zařı́zenı́, která zpracovávajı́
informace ve tvaru vět formálnı́ho jazyka. Dı́ky poznatkům jsme schopni sta-
novit možnosti a omezenı́ algoritmických postupů řešenı́ problémů a také
nám sloužı́ k odhalovánı́ problémů, které jsou algoritmicky nerozhodnu-
telné.

Nesmı́me zapomenout také uvést význam pro kybernetiku a umělou in-
teligenci, a bez dané teorie jazyků by stěžı́ existovaly tak výkonné a efektivnı́
produkty informatiky jako jsou vývojové nástroje, databázové dotazovacı́ ja-
zyky, značkovacı́ jazyky XML, HTML a dalšı́.

Nynı́ už jen zbývá jediné – popřát čtenáři mnoho zaujetı́ a trpělivosti při
čtenı́ následujı́cı́ch kapitol a zkoumánı́ jednotlivých vlastnostı́ jazyků a auto-
matů a jejich vzájemných vztahů.



Kapitola 1
Abeceda, slovo, jazyk

V této kapitole seznámı́me čtenáře se základnı́mi pojmy teorie formálnı́ch ja-
zyků. Terminologie vycházı́ z analogie s přirozenými jazyky. Základnı́m sta-
vebnı́m kamenem jsou symboly, pı́smena jeho abecedy. Z pı́smen lze tvořit
slova jazyka. Některé posloupnosti pı́smen tvořı́ slovo jazyka , jiné ne. Jazyk
je množina správně vytvořených slov.

1.1 Abeceda

Základnı́m stavebnı́m kamenem mluveného slova jsou hlásky, psaného textu
pak pı́smena, stavebnice se skládá z jednotlivých kostiček, dům z cihel, oken,
trubek atd. V teoretické informatice těmto základnı́m prvkům řı́káme sym-
boly. Obvykle jsou to pı́smena latinky, mohou to však být různé značky, ge- Abeceda
ometrické útvary . . . Pokud sestavı́me množinu všech typů symbolů, které
se v daném textu, skládance, atd. vyskytujı́, dostáváme abecedu.

R

Definice 1.1 Def
Abeceda je konečná množina. Jejı́ prvky nazýváme symboly, znaky nebo
pı́smena.

L
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KAPITOLA 1 ABECEDA, SLOVO, JAZYK 4

Abecedou může být jakákoli konečná množina, {a} je přı́klad jednoprv-
kové abecedy a ∅ je prázdná abeceda.

M
Přı́klad 1.1 P

Uved’te sedm přı́kladů různých abeced.

1. A = {a, b, c, d, e, f, . . . , y, z} – abeceda tvořená malými pı́smeny latinky,
bez diakritiky;

2. B = { A, Á, E, É, I, Í, O, Ó, U, Ú, Ů, Y, Ý} – abeceda tvořená samohlás-
kami i s diakritikou;

3. C = {α,β, . . . , ω} – abeceda tvořená malými pı́smeny řecké abecedy;
4. D = {a, b, c} – třı́prvková abeceda;
5. E = {a} - jednoprvková abeceda;
6. F = {▲,∎,◆,★, } – abeceda tvořená grafickými symboly;
7. G = {⋅,−} – abeceda pro morseovku.

M

1.2 Slovo

Zřetězenı́m určitého počtu symbolů abecedy zı́skáme slovo. Protože vzniklo Slovo
zřetězenı́m, nazýváme ho také někdy řetězec. Prázdné slovo, které neobsa-
huje žádné symboly, značı́me ε.

R

Definice 1.2 Def
Slovo (řetězec) nad abecedou Σ je posloupnost symbolů a1a2 . . . an, kde
ai ∈ Σ, 1 ≤ i ≤ n.

Slovo nad abecedou Σ je definováno takto:
(1) prázdné slovo ε je slovo nad abecedou Σ,
(2) je-li ω slovo nad Σ a a ∈ Σ, pak ωa je slovo nad Σ,
(3) ω je slovo nad Σ, když a jen když lze ω zı́skat aplikacı́ pravidel (1) a (2).

L



KAPITOLA 1 ABECEDA, SLOVO, JAZYK 5

O slovech, která jsou složena ze symbolů z abecedy Σ, řı́káme, že jsou
vytvořena nad abecedou Σ.

M
Přı́klad 1.2 P

Vytvořte po jednom slově ze symbolů abeced uvedených v předchozı́m přı́-
kladě.

1. sA = sobota je slovo vytvořené ze symbolů abecedy A;
2. sB = E je slovo vytvořené ze symbolů abecedy B;
3. sC = δωφ je slovo vytvořené ze symbolů abecedy C;
4. sD = aaabbbaaa je slovo vytvořené ze symbolů abecedy D;
5. sE = aaaaaaaaaaaa je slovo vytvořené ze symbolů abecedy E;
6. sF = ◆ ★ ◆ ★ ◆ je slovo vytvořené ze symbolů abecedy F ;
7. sG = − − ⋅ je slovo vytvořené ze symbolů abecedy G.

M

Počet symbolů, jejichž zřetězenı́m slovo vzniklo, nazýváme délkou slova. Délka slova
Prázdné slovo ε má nulovou délku.

R

Definice 1.3 Def
Délka slova je nezáporné celé čı́slo udávajı́cı́ počet symbolů slova. Délku
slova ω značı́me symbolicky ∣ω∣. Je-li ω = a1a2 . . . an, ai ∈ Σ pro i = 1, . . . , n,
pak ∣ω∣ = n.

L

M
Přı́klad 1.3 P

Uved’te délky slov z předchozı́ho přı́kladu.

1. ∣sA∣ = ∣sobota∣ = 6;
2. ∣sB ∣ = ∣E∣ = 1;
3. ∣sC ∣ = ∣δωφ∣ = 3;
4. ∣sD ∣ = ∣aaabbbaaa∣ = 9;
5. ∣sE ∣ = ∣aaaaaaaaaaaa∣ = 12;
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6. ∣sF ∣ = ∣ ◆ ★ ◆ ★ ◆ ∣ = 5;
7. ∣sG∣ = ∣ − − ⋅ ∣ = 3.

M

Slovo (nebo podslovo), které sestává právě z k výskytů symbolu a, budeme
symbolicky značit ak. Např. a3 = aaa, b2 = bb, a0 = ε.

Při práci se slovy nás ne vždy zajı́má počet všech symbolů, ale potřebu-
jeme znát počet konkrétnı́ch symbolů ve slově. Počet výskytů symbolu a ve
slově ω značı́me ∣ω∣a.

M
Přı́klad 1.4 P

Uved’te ∣ω∣a pro zadané slovo ω a symbol a:

1. ω = xyzzyxxzx, a = x
- počet symbolů x ve slově xyzzyxxzx je 4 a tedy ∣xyzzyxxzx∣x = 4;

2. ω = πβδαφβαρβµ, a = β
- počet symbolů β ve slově πβδαφβαρβµ je 3 a tedy ∣πβδαφβαρβµ∣β = 3;

3. ω =�#E�ÀE���E, a =#
- počet symbolů# ve slově�#E�ÀE���E je 1 a tedy
∣�#E�ÀE���E∣

#
= 1.

M

Značenı́ V textu budeme použı́vat následujı́cı́ značenı́:

• malá pı́smena ze začátku latinské abecedy – a, b, c, . . . – pro symboly
abecedy

• velká pı́smena řecké abecedy – nejčastěji Σ,Γ – pro abecedy
• malá pı́smena řecké abecedy – nejčastěji ω,α, β – pro slova

Toto označenı́ použı́váme jako obecné. Abecedou Σ nebudeme myslet jednu
konkrétnı́ abecedu, ale prostě jen ”nějakou“ obecnou abecedu. Stejně tak to
platı́ i pro symboly. Napřı́klad pokud použijeme konstrukci ”pro každé a ∈ Σ
platı́ . . .“ neznamená to, že fyzický symbol a je prvkem abecedy Σ. V této
souvislosti a představuje proměnnou, za kterou můžeme dosadit jakýkoli
fyzický prvek abecedy.

Výrazem Σ∗ značı́me množinu všech slov nad abecedou Σ; Σ+ je ozna- Množina
všech slovčenı́ pro množinu všech neprázdných slov nad abecedou Σ. Platı́ tedy

Σ∗ = Σ+ ∪ {ε} a Σ+ = Σ∗ − {ε}.
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Dále pro prázdnou množinu platı́ ∅∗ = {ε} a ∅+ = ∅.
Množina všech slov nad konečnou abecedou je sice nekonečná, ale spo-

četná. Slova v dané abecedě můžeme seřadit (uspořádat): nejprve podle dél-
ky a v rámci stejné délky podle abecedy, tj. podle zvoleného uspořádánı́ na
prvcı́ch abecedy. Tak jsou slova seřazena do jedné posloupnosti, ve které je
lze po řadě očı́slovat přirozenými čı́sly, která tak představujı́ pořadová čı́sla
slov v posloupnosti.

1.3 Jazyk

Lingvisté definujı́ jazyk jako znakový systém, pomocı́ kterého se popisujı́
věci, akce, myšlenky a stavy, přı́padně jako soubor gramaticky správných
vyjádřenı́. Druhá definice se blı́žı́ definici formálnı́ho jazyka nejvı́ce.

R

Definice 1.4 Def
Formálnı́ jazyk, stručně jazyk, nad abecedou Σ je množina konečných slov Jazyk
(tj. slov konečné délky) vytvořených ze symbolů abecedy Σ.

L

Jazyk na abecedou Σ je tedy libovolná podmnožina množiny Σ∗. Jazykem
nad abecedou Σ, který má nejvı́ce slov, je právě Σ∗. Naopak jazykem, který
má slov nejméně, je jazyk prázdný. Poznamenejme jen, že prázdný jazyk
může být nad libovolnou abecedou. Dalšı́m takovým přı́kladem jazyka je
jazyk, který obsahuje jediné slovo (může jı́t i o prázdné slovo). Pokud bude
zřejmé, nad jakou abecedou je jazyk definován, budeme jednoduše použı́vat
pojem ”jazyk“.

Pro definici toho, jaká slova patřı́ do jazyka, použı́váme tři způsoby zápi-
su. Jazyk zapisujeme:

1. Výčtem prvků – uvádı́me úplný seznam všech prvků, které do jazyka
patřı́, nebo dostatečné množstvı́ slov seřazených tak, aby bylo zřejmé,
jaká slova ve výčtu chybı́.

• {leden, únor, březen, duben}
• {dveře, okno, stůl, postel, židle}
• {ABC,ACB,BAC,BCA,CAB,CBA}
• {aa, aaaa, aaaaaa, a8, a10, . . .}
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2. Vyjádřenı́m závislosti – definujeme obecný tvar slova a podmı́nky, kte-
ré určujı́, která slova definovaného tvaru do jazyka patřı́.

{x ∣ podmı́nka}
Jazyk definovaný v předchozı́ části {aa, aaaa, aaaaaa, a8, a10, . . .} lze
zapsat pomocı́ závislosti následujı́cı́m způsobem:

{ai ∣ i = 2k, i, k ∈ N}
Čteme ”Do jazyka patřı́ slova tvaru a na i-tou, kde i je sudé čı́slo různé
od nuly“. Jiná interpretace je ”Do jazyka patřı́ neprázdná slova tvořená
symboly a, která majı́ sudou délku“.

Vysvětlenı́ zápisu:

• N je množina přirozených čı́sel – {1,2,3, . . .}. V textu naleznete
také značenı́ N0 – množina přirozených čı́sel s nulou.

• ai je tvar, který majı́ slova, která patřı́ do daného jazyka. V našem
přı́padě jsou to slova, která se skládajı́ ze symbolů a. Počet sym-
bolů a je dán čı́slem i.

• i = 2k definuje právě onu závislost nebo podmı́nku. Počet sym-
bolů a ve slově musı́ být roven dvojnásobku jiného čı́sla, neboli
musı́ být sudé. Protože je definováno, že k je celé čı́slo většı́ než
nula, pak nejkratšı́m slovem jazyka je a2.

3. pomocı́ tzv. regulárnı́ch výrazů – tomuto způsobu zápisu se budeme
věnovat na konci této kapitoly.

V dalšı́m textu budeme předpokládat, pokud neuvedeme jinak, že pro-
měnné použité v definicı́ch jsou přirozená čı́sla (mohou nabývat pouze hod-
noty z množiny N0). Mı́sto {ai ∣ i = 2k, i, k ∈ N0} tedy můžeme zapsat {ai ∣ i =
2k, k ≥ 0}, nebo mı́sto {ai ∣ i = 2k, i, k ∈ N}můžeme zapsat {ai ∣ i = 2k, k ≥ 1}
nebo {ai ∣ i = 2k, k > 0}.

M
Přı́klad 1.5 P

Zadejte dané jazyky výčtem prvků:

1. L1 = {ai ∣ 1 ≤ i ≤ 4}
Jazyk L1 obsahuje slova nad abecedou {a}, která majı́ počet symbolů
od jedné do čtyř. Proto L1 = {a, aa, aaa, aaaa}.
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2. L2 = {ai ∣ i > 6}
Na rozdı́l od jazyka L1 je počet symbolů slov náležı́cı́ch do jazyka L2

omezen pouze zdola. Tento jazyk tudı́ž nenı́ konečný.

L2 = {a7, a8, a9, . . .}
3. L3 = {aibi ∣ i ≤ 2}

Tento jazyk je tvořen slovy, která se skládajı́ ze dvou částı́. Prvnı́ část je
složena ze symbolů a a druhá ze symbolů b. Protože ve výrazu aibi je
použitý stejný index i, je počet symbolů a a počet symbolů b ve slově
vždy stejný. Index i je podmı́nkou omezený shora. Pokud budeme
výčet slov, která jazyk L3 obsahuje, uvádět opět od nejkratšı́ho slova,
nesmı́me zapomenout na prázdné slovo. L3 = {a0b0 = ε, ab, aabb}.

4. L4 = {aibj ∣ i ≤ 2; j ∈ {3,4}
Do jazyka L4 stejně jako do jazyka L3 patřı́ slova složená z části ob-
sahujı́cı́ pouze symboly a a z na ni navazujı́cı́ části obsahujı́cı́ pouze
symboly b. Každá z částı́ má v definici (aibj) použitý jiný index (i, j).
Zatı́mco počet symbolů a je menšı́ nebo roven dvěma, počet symbolů b
je roven třem nebo čtyřem. Proto tedy

L4 = {bbb, bbbb, abbb, abbbb, aabbb, aabbbb}.
5. L5 = {aibjck ∣ i = j; i, j, k > 0}

Jedná se o jazyk nekonečný, slova jsou složena ze třı́ částı́, jako prvnı́ je
část složená ze symbolů a, druhá část je složená ze samých symbolů b
a slovo končı́ symboly c. Protože všechny indexy i, j i k jsou nenulové,
ani jedna z částı́ nemůže chybět. Navı́c podmı́nka i = j určuje, že počet
symbolů a a b je ve slově stejný.

L5 = {abc, abcc, abccc, aabbc, abcccc, aabbcc, abccccc, aabbccc, . . .}
6. L6 = {aibj ∣ i ≠ j; i, j > 0}

Slova jazyka L6 se opět skládajı́ ze dvou částı́ – ”nejdřı́ve samá a-čka
a potom samá b-čka“. Protože jsou indexy nenulové, ani jedna z částı́
nemůže chybět. Zbylá část podmı́nky určuje, že indexy musı́ být různé,
tzn. počet symbolů a je různý od počtu symbolů b.

L6 = {aab, abb, aaab, abbb, aaaab, aaabb, aabbb, abbbb, aaaaab, aaaabb,
aabbbb, abbbbb, . . .}

M
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I jazyk, kterým hovořı́me, čeština, má s formálnı́mi jazyky mnoho společné-
ho. Uměli byste určit nad jakou abecedou? Jak vypadajı́ slova tohoto jazyka?
Na prvnı́ otázku nejspı́š nebude problém odpovědět. Jako abecedu použı́-
váme latinku, středoevropský skript. Učı́me se ji už v prvnı́ třı́dě základnı́
školy. Ale jak vypadajı́ slova jazyka? Stačı́ opravdu jen naše slova? Čı́m je
tvořen jazyk? Nenı́ to jen slovnı́ zásoba, ale také pravidla, která určujı́, jak
skládat slova do vět, aby věty dávaly smysl. Nejblı́že slovům formálnı́ho
jazyka majı́ opravdu věty jazyka přirozeného.

1.4 Operace se slovy a jazyky

Protože jazyky jsou množiny, provádı́me s nimi stejné operace jako s ostatnı́-
mi množinami (napřı́klad čı́selnými), jako jsou sjednocenı́, průnik, doplněk
a množinový rozdı́l. Pokud jsou abecedy jazyků různé, abeceda výsledného
jazyka je sjednocenı́m abeced jazyků původnı́ch.

R

Definice 1.5 Def
Sjednocenı́ jazyků L1, L2 značı́me L1 ∪ L2. Výsledkem operace sjednocenı́ je Sjednocenı́
jazyk, který obsahuje všechna slova jazyků L1 i L2.
Formálně: L1 ∪L2 = {ω ∣ ω ∈ L1 ∨ ω ∈ L2}
Čteme: Do sjednocenı́ jazyků L1 a L2 patřı́ slova ω taková, že ω náležı́ do
jazyka L1 nebo ω náležı́ do jazyka L2.

L

L1 L2

L1 ∪L2

Obrázek 1.1: Znázorněnı́ sjednocenı́ jazyků

M
Přı́klad 1.6 P

Určete L1 ∪L2:

• L1 = {a, aa, aaa}, L2 = {b, bb, bbb} ⇒ L1 ∪L2 = {a, b, aa, bb, aaa, bbb};
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• L1 = {ε, a, aa}, L2 = {a, aaa, aaaaa} ⇒ L1 ∪L2 = {ε, a, aa, aaa, aaaaa};
• L1 = {ai ∣ i = 2k; k ≥ 0}, L2 = {aj ∣ j = 2k + 1; k ≥ 0}
⇒ L1 ∪L2 = {ai ∣ i ≥ 0}.

M

R

Definice 1.6 Def
Průnik jazyků L1, L2 značı́me L1 ∩ L2. Výsledkem operace průniku je jazyk, Průnik
který obsahuje všechna slova, která patřı́ současně do obou jazyků L1 i L2.
Formálně: L1 ∩L2 = {ω ∣ ω ∈ L1 ∧ ω ∈ L2}
Čteme: Do průniku jazyků L1 a L2 patřı́ slova ω taková, že ω náležı́ do jazyka
L1 a současně ω náležı́ do jazyka L2.

L

L1 L2

L1 ∩L2

Obrázek 1.2: Znázorněnı́ průniku jazyků

M
Přı́klad 1.7 P

Určete L1 ∩L2:

• L1 = {a, aa, aaa}, L2 = {a2, a4, a6} ⇒ L1 ∩L2 = {aa};
• L1 = {ε, a, aa}, L2 = {aaa, aaaaa} ⇒ L1 ∩L2 = ∅;
• L1 = {ε, a, aa}, L2 = {ε, b, bbb} ⇒ L1 ∩L2 = {ε};
• L1 = {ai ∣ i = 2k; k ≥ 0}, L2 = {aj ∣ j = 3k; k ≥ 0}
⇒ L1 ∩L2 = {ai ∣ i = 6k; k ≥ 0};

• L1 = {aibjck ∣ i = j; i, j, k ≥ 0}, L2 = {aibjck ∣ j = k; i, j, k ≥ 0}
⇒ L1 ∩L2 = {aibjck ∣ i = j = k; i, j, k ≥ 0}.

M
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R

Definice 1.7 Def
Rozdı́l jazyků L1, L2 značı́me L1 − L2. Výsledkem operace rozdı́lu je jazyk, Rozdı́l
který obsahuje všechna slova patřı́cı́ do jazyka L1 a nepatřı́cı́ do jazyka L2.
Formálně: L1 −L2 = {ω ∣ ω ∈ L1 ∧ ω ∉ L2}
Čteme: Do rozdı́lu jazyků L1 a L2 patřı́ slova ω taková, že ω náležı́ do jazyka
L1 a současně ω nenáležı́ do jazyka L2.

L

L1 L2

L1 −L2

Obrázek 1.3: Znázorněnı́ rozdı́lu jazyků

M
Přı́klad 1.8 P

Určete L1 −L2:
• L1 = {a, aa, aaa}, L2 = {a2, a4, a6} ⇒ L1 −L2 = {a, aaa};
• L1 = {a2, a4, a6}, L2 = {a, aa, aaa} ⇒ L1 −L2 = {a4, a6};
• L1 = {ε, a, aa}, L2 = {aaa, aaaaa} ⇒ L1 −L2 = L1;
• L1 = {ε, a, aa}, L2 = {ε, b, bbb} ⇒ L1 −L2 = {a, aa};
• L1 = {ai ∣ i = 2k; k ≥ 0}, L2 = {aj ∣ j = 3k; k ≥ 0}
⇒ L1 −L2 = {ai ∣ i = 2k ∧ i ≠ 6l; k, l ≥ 0}.

M

R

Definice 1.8 Def
Doplněk jazyka L1 do jazyka L2 značı́me L1L2

. Výsledkem operace doplňku Doplněk
je jazyk, který obsahuje všechna slova, která nepatřı́ do jazyka L1 a patřı́ do
jazyka L2. Doplněk je definován pouze pro takové jazyky, pro které platı́
L1 ⊆ L2.
Formálně: L1L2

= {ω ∣ ω ∉ L1 ∧ ω ∈ L2}
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Čteme: Do doplňku jazyka L1 do jazyka L2 patřı́ slova ω taková, že ω nená-
ležı́ do jazyka L1 a současně ω náležı́ do jazyka L2.

L

L2L1L1

L2

L1L2

Obrázek 1.4: Znázorněnı́ doplňku jazyka

Necht’ L je jazyk na abecedou Σ. Mı́sto LΣ∗ budeme psát pouze L.

M
Přı́klad 1.9 P

Určete L1L2
:

• L1 = {a, aa, aaa}, L2 = {ε, a, a2, a3, a4, a5, a6} ⇒ L1L2
= {ε, a4, a5, a6};

• L1 = {ε, a, aa}, L2 = {a}∗ ⇒ L1L2
= {a3, a4, a5, . . .};

• L1 = {ε, a, aa}, L2 = {ε, a, bb, aaa, bbbb, aaaaa} ⇒ nelze, protože L1 ⊈ L2.

M

Dále uvedeme základnı́ operaci se slovy, a to operaci zřetězenı́. Zřetězenı́

R

Definice 1.9 Def
Zřetězenı́ slov u = a1a2 . . . an, v = b1b2 . . . bm označujeme u ⋅ v, stručněji uv,
a definujeme uv = a1a2 . . . anb1b2 . . . bm.

L

Platı́, že ω ⋅ ε = ε ⋅ ω = ω, kde ω ∈ Σ∗

M
Přı́klad 1.10 P

Necht’ u = abba a v = babb. Uved’te u ⋅ v a v ⋅ u.

• u ⋅ v = abba ⋅ babb = abbababb;
• v ⋅ u = babb ⋅ abba = babbabba.

M
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Operace zřetězenı́ je asociativnı́, to znamená, že platı́ (u ⋅ v) ⋅w = u ⋅ (v ⋅w).

M
Přı́klad 1.11 P

Ověřte asociativitu operace zřetězenı́ pro u = abb, v = aaa, w = bbb.
• (u ⋅ v) ⋅w = (abb ⋅ aaa) ⋅ bbb = abbaaa ⋅ bbb = abbaaabbb;
• u ⋅ (v ⋅w) = abb ⋅ (aaa ⋅ bbb) = abb ⋅ aaabbb = abbaaabbb.

M

Již dřı́ve jsme se zmı́nili o tom, že slova vznikla zřetězenı́m. Ted’, když Podslovo,
prefix a sufixjsme definovali operaci zřetězenı́, můžeme přejı́t k dalšı́m pojmům, a to jsou

podslovo, prefix (předpona) a sufix (přı́pona).

R

Definice 1.10 Def
Slovo v je podslovo slova ω, jestliže existujı́ slova u a w taková, že platı́:

ω = u ⋅ v ⋅w
Pokud u = ε, pak v je prefix (předpona).
Pokud w = ε, pak v je sufix (přı́pona).

L

Speciálnı́mi podslovy (resp. prefixy, sufixy) jsou: celé původnı́ slovo
a prázdné slovo. Pokud se podslova (resp. prefixy, sufixy) nerovnajı́ původ-
nı́mu slovu, řı́ká se jim vlastnı́. Každé podslovo se dá vyjádřit jako prefix
sufixu nebo sufix prefixu.

M
Přı́klad 1.12 P

Určete nějaké podslovo, prefix a sufix slova aabab.
• vlastnı́ podslova jsou napřı́klad ab, ba, aba;
• dalšı́ podslova jsou ε a aabab;
• vlastnı́ prefixy jsou napřı́klad a, aa, aab;
• vlastnı́ sufixy jsou napřı́klad b, ab, bab.

M
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M
Přı́klad 1.13 P

Uved’te všechna podslova slova 0011. Najděte taková slova délky 2 a 3, která
nejsou podslovy slova 0011.

• Podslova: ε,0,1,00,01,11,001,011,0011.
• Nejsou podslovem: 10,000,010,100,101,110,111.

M

Dalšı́ operacı́, kterou se budeme zabývat je mocnina slova. Vzniká tehdy,
když řetězı́me opakovaně jedno slovo. Tuto operaci definujeme rekurzivně.

R

Definice 1.11 Def
n-tou mocninu slova ω pro přirozené n značı́me ωn a definujeme následovně:

1. ω0 = ε,
2. ωn = ωn−1 ⋅ ω

L

Platı́ tedy:
• ω0 = ε;
• ω1 = ω;
• ω2 = ω ⋅ ω;
• ω3 = ω2 ⋅ ω = ω ⋅ ω ⋅ ω; atd.

Mnohé operace, které jsou nadefinovány nad slovy, je možné rozšı́řit i na
jazyky. Jako prvnı́ uvedeme operaci zřetězenı́.

R

Definice 1.12 Def
Zřetězenı́m jazyků L1 nad abecedou Σ1 a L2 nad abecedou Σ2 nazýváme
jazyk

L1 ⋅L2 = {u ⋅ v ∣ u ∈ L1 ∧ v ∈ L2}
nad abecedou Σ1 ∪Σ2.

L
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Do zřetězenı́ jazyků patřı́ všechna slova vzniklá zřetězenı́m všech kom-
binacı́ slov obou jazyků v pořadı́ stanoveném zřetězenı́m jazyků. V praxi
vypadá L1 ⋅ L2 tak, že si vytvořı́me na obou jazycı́ch L1 a L2 uspořádánı́
(seřadı́me slova) a zřetězı́me prvnı́ slovo prvnı́ho jazyka postupně se všemi
slovy druhého jazyka, pak vezmeme druhé slovo prvnı́ho jazyka a opět zře-
tězı́me se všemi slovy druhého jazyka, . . . Tı́mto způsobem zı́skáme nejvýše
∣L1∣ ⋅ ∣L2∣ slov, kde ∣L∣ je mohutnost neboli počet prvků množiny L.

M
Přı́klad 1.14 P

Definujte výsledek zřetězenı́ jazyků L1 ⋅L2 a L2 ⋅L1:

1. L1 = {0n ∣ n ≥ 0},L2 = {1}⇒L1⋅L2 = {0n1 ∣ n ≥ 0} aL2⋅L1 = {10n ∣ n ≥ 0};
2. L1 = {1n ∣ n > 0}, L2 = {0,00} ⇒ L1 ⋅L2 = {1n0,1n00 ∣ n > 0}

a L2 ⋅L1 = {01n,001n ∣ n > 0};
3. L1 = {01,11}, L2 = {0,00} ⇒ L1 ⋅L2 = {010,0100,110,1100}

a L2 ⋅L1 = {001,011,0001,0011}.

M

R

Definice 1.13 Def
Je-li L jazyk nad abecedou Σ, pak Ln značı́ n-tou mocninu jazyka L a platı́:
L0 = {ε}, Ln = Ln−1 ⋅L.

L

M
Přı́klad 1.15 P

Vytvořte druhou a třetı́ mocninu jazyka L

1. L = {0};
L2 = {02};
L3 = {03};

2. L = {ε, a};
L2 = {ε ⋅ ε, ε ⋅ a = a ⋅ ε, a ⋅ a} = {ε, a, a2};
L3 = {ε, a, aa, aaa};
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3. L = {a, ab};
L2 = {a ⋅ a, a ⋅ ab, ab ⋅ a, ab ⋅ ab} = {a2, aab, aba, abab};
L3 = {aaa, aaab, aaba, abaa, abaab, aabab, ababa, ababab}.

M

Jazyk všech slov, která lze rozdělit na několik částı́, z nichž každá patřı́
do jazyka L, nazýváme iteracı́.

R

Definice 1.14 Def
Iterace jazyka L se značı́ L∗ a je definována jako

L∗ = L0 ∪L1 ∪L2 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ =
∞
⋃
n=0

Ln

Pozitivnı́ iterace jazyka L se značı́ L+ a je definována jako

L+ = L1 ∪L2 ∪L3 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ =
∞
⋃
n=1

Ln

L

Označenı́ pro iteraci resp. pozitivnı́ iteraci již pozorný čtenář zná. Po-
užili jsme je pro množinu všech slov nad abecedou s resp. bez prázdného
slova. Nové použitı́ nenı́ v rozporu s již dřı́ve uvedeným, protože i abecedu
můžeme považovat za jazyk, který obsahuje slova délky jedna. Dále jsme
pro množiny všech slov nad danou abecedou uvedli, že platı́ vztahy: Σ∗ =
Σ+∪{ε} a Σ+ = Σ∗−{ε}. Jak je to s platnostı́ těchto vztahů pro jazyky obecně?
Odpověd’ vyplyne z následujı́cı́ho přı́kladu.

M
Přı́klad 1.16 P

Pro jazyky L1 = {0} a L2 = {ε,0} uved’te iteraci a pozitivnı́ iteraci.
Protože platı́ L∗ = L0 ∪ L1 ∪ L2 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋃∞n=0L

n a L+ = L1 ∪ L2 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ =
⋃∞n=1L

n, uved’me nejdřı́ve, jak vypadajı́ mocniny jazyků, poté provedeme
jejich sjednocenı́.
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n Ln1 Ln2
n = 0 {ε} {ε}
n = 1 {0} {ε,0}
n = 2 {00} {ε,0,00}
n = 3 {000} {ε,0,00,000}
⋮
n = i {0i} {ε,0,00, . . . ,0i}

Nynı́ si ukážeme, jak vypadajı́ iterace a pozitivnı́ iterace jazyků L1 a L2.

L∗ = L0 ∪L1 ∪L2 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋃∞n=0L
n ⇒

L∗1 = {ε} ∪ {0} ∪ {00} ∪ {000} ⋅ ⋅ ⋅ = {ε,0,00,000, . . .}
L∗2 = {ε} ∪ {ε,0} ∪ {ε,0,00} ∪ {ε,0,00,000} ⋅ ⋅ ⋅ = {ε,0,00,000, . . .}

L+ = L1 ∪L2 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋃∞n=1L
n ⇒

L+1 = {0} ∪ {00} ∪ {000} ⋅ ⋅ ⋅ = {0,00,000, . . .}
L+2 = {ε,0} ∪ {ε,0,00} ∪ {ε,0,00,000} ⋅ ⋅ ⋅ = {ε,0,00,000, . . .}

Zatı́mco iterace a pozitivnı́ iterace jazyka L1 se lišı́ o prvek ε, pro jazyk L2 se
jedná o tu samou množinu. Navı́c iterace obou jazyků se rovnajı́.

M

Ze srovnánı́ výsledných iteracı́ a pozitivnı́ch iteracı́ jazyků vyplývá pro
platnost vztahů Σ∗ = Σ+ ∪ {ε} a Σ+ = Σ∗ − {ε} následujı́cı́. Prvnı́ vztah je
platný. Pokud k množině, která obsahuje ε, přidáme prázdné slovo, množina
se nezměnı́ a dostáváme stejný výsledek jako pro jazykL2 z přı́kladu 1.16. Co
se týče druhého vztahu, ten platı́ pouze pro jazyky, které neobsahujı́ prázdné
slovo.

Dalšı́ operacı́, kterou nadefinujeme, je operace zrcadlového obrazu nazý- Zrcadlový
obrazvaná též reverze.

R

Definice 1.15 Def
Zrcadlový obraz (reverze) slova ω = a1a2 . . . an−1an je slovo

ωR = anan−1 . . . a2a1.
εR = ε
Zrcadlovým obrazem (reverzı́) jazyka L se nazývá jazyk LR = {ωR ∣ ω ∈ L}.

L
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Uvedeme několik přı́kladů reverze jak slov tak jazyků.

M
Přı́klad 1.17 P

Vytvořte reverzi daných slov.

1. ω = aab⇒ ωR = baa;
2. ω = 00⇒ ωR = 00 = ω;
3. ω = abba⇒ ωR = abba = ω.

M

M
Přı́klad 1.18 P

Vytvořte reverzi jazyka.

1. L = {aibici ∣ i > 0} ⇒ L = {cibiai ∣ i > 0};
2. L = {00,11} ⇒ LR = {00,11} = L;
3. L = {abba, abab, aabb} ⇒ LR = {abba, baba, bbaa}.

M
Nynı́ přistoupı́me k poslednı́ definici této kapitoly – definici substituce.

R

Definice 1.16 Def
Substituce (nahrazenı́) je zobrazenı́ f ∶ Σ → 2∆∗

abecedy Σ do podmnožin Substituce
množiny ∆∗. Pro každé a ∈ Σ definujeme f(a) ⊆ ∆∗.
Substituce se nazývá nevypouštějı́cı́, jestliže ∀a ∈ Σ platı́,že ε ∉ f(a).
Substituce slova vzniká rozšı́řenı́m substituce f ∶ Σ → 2∆∗

na f ∶ Σ∗ → 2∆∗

a definujeme ji takto:
1. f(ε) = ε;
2. f(x ⋅ a) = f(x) ⋅ f(a).

Čili substituce prázdného slova je opět prázdné slovo a substituce řetězce
odpovı́dá zřetězenı́ substitucı́.
Substituci jazyka definujeme tak, že pro každé L ∈ Σ∗ je substituce sjedno-
cenı́m substitucı́ slov jazyka, čili: f(L) = ⋃ω∈L f(ω). Řı́káme, že jazyk f(L)
vznikl z L substitucı́ f .

L
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Jak taková substituce vypadá v praxi, si ukážeme na přı́kladě.

M
Přı́klad 1.19 P

Určete f(ab), jestliže platı́:
1. f(a) = {1}, f(b) = {2} ⇒ f(ab) = f(a) ⋅ f(b) = {12};
2. f(a) = {1,3}, f(b) = {2} ⇒ f(ab) = f(a) ⋅ f(b) = {12,32};
3. f(a) = {1,2}, f(b) = {3,4} ⇒ f(ab) = f(a) ⋅ f(b) = {13,14,23,24};
4. f(a) = {aa, bb}, f(b) = {ab, ba} ⇒;
f(ab) = f(a) ⋅ f(b) = {aaab, aaba, bbab, bbba};

5. f(a) = {ε, a}, f(b) = {aa} ⇒ f(ab) = f(a) ⋅ f(b) = {aa, aaa};
6. f(a) = {0n ∣ n ≥ 1}, f(b) = {1,11} ⇒ f(ab) = f(a) ⋅ f(b) = {0n1m ∣ n ≥

1,m ∈ {1,2}};

M

Jestliže pro každý symbol abecedy je jeho substituce jednoprvková mno-
žina, pak substituci nazýváme homomorfismem. Je-li h homomorfismus,
pak definujeme inverznı́ homomorfnı́ obraz slova ω jako

h−1(ω) = {x ∣ h(x) = ω}
a pro jazyk L definujeme inverznı́ homomorfismus jazyka jako

h−1(L) = {ω ∣ h(ω) ∈ L}.

1.5 Regulárnı́ výrazy

Jak jsme již uvedli na začátku části věnované jazykům, jednou z možnostı́
zápisu je použitı́ regulárnı́ch výrazů.

R

Definice 1.17 Def
Regulárnı́ výraz v nad abecedou Σ je definován takto:

1. ∅, ε, a jsou regulárnı́ výrazy pro všechna a ∈ Σ;
2. Jsou-li x, y regulárnı́ výrazy, pak (x + y) – sjednocenı́ , (x ⋅ y)

zřetězenı́ a (x)∗ – iterace – jsou regulárnı́ výrazy.
L
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R

Definice 1.18 Def
Hodnota h(v) regulárnı́ho výrazu v nad abecedou Σ je definován takto:

1. h(∅) = ∅, h(ε) = {ε}, h(a) = {a}, pro všechna a ∈ Σ;
2. Jsou-li x, y regulárnı́ výrazy, pak h(x + y) = h(x) ∪ h(y), h(x ⋅ y) =
h(x) ⋅ h(y) a h((x)∗) = h(x)∗.

L

Hodnotou regulárnı́ho výrazu je tedy množina slov – jazyk. Aby bylo
možné vynechat některé závorky, byly zavedeny priority regulárnı́ch ope-
racı́. Nejvyššı́ prioritu má operace iterace a nejnižšı́ priorita byla přidělena
operaci sjednocenı́. Je zvykem znaménko ⋅ v jasných přı́padech vypustit.

∗
⋅
+

Obrázek 1.5: Priorita regulárnı́ch operacı́

Nynı́ uvedeme přı́klady zápisu jazyků pomocı́ regulárnı́ch výrazů.

M
Přı́klad 1.20 P

Určete jazyk, který reprezentuje daný regulárnı́ výraz:

• u = (a+b)∗ – jedná se o iteraci sjednocenı́ množin {a} a {b}, tedy o jazyk
h(u) = {a, b}∗ – jazyk všech slov vytvořených nad abecedou tvořenou
symboly a, b;

• u = 00(0 + 1)∗111 – u reprezentuje jazyk tvořený slovy nad abecedou
{0,1}, která začı́najı́ dvěma nulami a končı́ třemi jedničkami;

• u = a(aa)∗ – jazyk reprezentovaný regulárnı́m výrazem u je h(u) =
{ai ∣ i = 2k + 1;k ≥ 0}.

M
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C Úkoly

1. Vypište všechna slova v abecedě {a, b}, která majı́ délku 3.
2. Napište explicitně slovo u (posloupnost pı́smen), které je určeno výra-

zem v3 ⋅ ba ⋅ (bba)2, kde v = ab.
3. Vypište všechna slova jazyků délky menšı́ než 5:

• L1 = {ab∗},
• L2 = {a, b}∗ ⋅ c,
• L3 = {aicbj ∣ i, j ≥ 1},
• L4 = (ab)∗,
• L5 = (a∗b)∗,
• L6 = (ab)∗c,
• L7 = (a+b)∗c,
• L8 = {(ab)ibj ∣ i ≥ 0, j ≥ 1},
• L9 = a∗(ba)∗b.

4. Vypište všechna slova délky 2, které jsou podslovy slova 00010 (v abe-
cedě {0,1}).

5. Vypište všech pět prefixů slova 0100.
6. Vypište všech pět sufixů slova 0100.
7. Vypište prvnı́ch deset slov z jazyka L = {ω ∈ {a, b} ∣ každý výskyt pod-

slova aa je ve ω ihned následován znakem b}.
8. Která slova jsou zároveň prefixem i sufixem slova 101110110? (Najdete

všechna tři taková?)
9. Vypište slova ve zřetězenı́ jazyků {110,0111} ⋅ {01,000}.

10. Uvažujme jazyky L1 = {ω ∈ {0,1} ∣ ω obsahuje sudý počet výskytů
symbolu 0} a L2 = {ω ∈ {0,1} ∣ ω začı́ná a končı́ stejným symbolem }.
Vypište prvnı́ch sedm slov (uspořádaných podle délky a abecedně) po-
stupně pro jazyky L1 ∪L2, L1 ∩L2, L1 −L2, L2 −L1 a L1.

11. Nalezněte dva různé jazyky pro které platı́ L1 ⋅L2 = L2 ⋅L1.
12. Uvažujme jazyky nad abecedou {a, b}. Vypište všechna slova ve zřetě-

zenı́ jazyků L1 = {ε, abb, bba} a L2 = {a, b, abba}.
C



Kapitola 2
Konečná reprezentace jazyků

V dnešnı́ době počı́tacı́ch strojů vzniká potřeba zpracovávat jazyky mecha-
nicky. Napřı́klad kontrolovat správnost jejich syntaxe, provádět přı́kazy, kte-
ré jsou zakódované v jednotlivých slovech, atd. Vzniká otázka, jak takový ja-
zyk, který může být nekonečný (ale spočetný), můžeme reprezentovat právě
pro potřeby počı́tačů.

Uvedeme si jednoduchý přı́klad: Mějme jazyk, jehož slova se skládajı́
pouze z jedniček a nul. Podmı́nky pro to, aby slovo patřilo do jazyka, jsou:

1. stejný počet jedniček a nul,
2. slovo začı́ná posloupnostı́ 001 a
3. délka slova je sudá.

Asi nikomu z nás nedá velkou práci představit si, jak vypadajı́ slova tohoto
jazyka a pro slova rozumné délky i ověřit, jestli náležı́ nebo nenáležı́ do ja-
zyka. Jak si s takovým úkolem poradı́ počı́tač? Obecně je nemožné udělat
pro něj slovnı́k slov, která patřı́ do jazyka, a nechat ho jen porovnávat, jestli
takové slovo zná. Manuálnı́ tvorba takového slovnı́ku ovšem může být ni-
kdy nekončı́cı́ proces (stejně jako u slovnı́ků použı́vaných pro kontrolu pra-
vopisu v textovém editoru nebo v T9 při psanı́ SMS v telefonech). Vždy
je tu možnost, že nalezneme slovo jazyka, které ve slovnı́ku nenı́. Pro ne-
konečné jazyky pak dostáváme nekonečné slovnı́ky. Jak uložit takový ne-
konečný slovnı́k?

Jako kratšı́ se jevı́ způsob zápisu pomocı́ vlastnostı́, které slova musı́ spl-
ňovat. Pokud najdeme způsob, jak pravidla zapsat, počı́tač již může ověřit,
jestli slovo pravidla splňuje. Existujı́ dva přı́stupy k této kontrole:

23
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1. Najdeme takový postup (proceduru), který je schopný vygenerovat
všechna slova (následně může zkontrolovat, jestli původnı́ slovo vy-
generoval či nikoliv).

2. Najdeme takový algoritmus, který nám dá odpověd’, jestli dané slovo
patřı́ do jazyka, či nikoliv (rozpozná, jestli dané slovo náležı́ do jazyka).

Algoritmus je výpočetnı́ proces, který se zastavı́ pro každý vstup. Pro-
cedura se pro některé vstupy zastavit nemusı́. Z toho vyplývá, že každý al-
goritmus je i procedura, ne každá procedura je však algoritmus.

Do prvnı́ skupiny patřı́ systémy, které pomocı́ přepisovacı́ch pravidel
umı́ vygenerovat z jednoho speciálnı́ho symbolu všechna slova jazyka. Řı́ká
se jim generativnı́ gramatiky, zkráceně gramatiky. Speciálnı́ symbol použitý Generativnı́

gramatikypro start generovánı́ se nazývá počátečnı́ nebo také startovacı́. Pomocných
symbolů může gramatika použı́vat vı́ce (jen konečně mnoho), ale jen jeden
z nich může být počátečnı́.

Přepisovacı́ pravidla se skládajı́ ze dvou částı́ – levé a pravé strany. Na
obou stranách mohou být řetězce ”smı́šené“ ze symbolů abecedy i pomoc-
ných symbolů. Generovánı́ slov jazyka se provádı́ tak, že na počátečnı́ sym-
bol aplikujeme kterékoliv z existujı́cı́ch pravidel tak, že nahradı́me vždy
nějakou část řetězce, která odpovı́dá levé straně přepisovacı́ho pravidla jeho
pravou stranou. Tento postup opakujeme na řetězec, který jsme zı́skali, a tak
dále, až zı́skáme řetězec tvořený pouze z abecedy jazyka, již bez pomocných
symbolů.

M
Přı́klad 2.1 P

Necht’ gramatika obsahuje dvě pravidla S → aAa a A→ bSab. Pomocné sym-
boly jsou S,A, kde prvnı́ z nich S je startovacı́ symbol. Pak začátek odvozenı́
slova bude probı́hat následujı́cı́m způsobem. Odvozenı́ začneme se symbo-
lem S, na který aplikujeme prvnı́ pravidlo S → aAa.

S ⇒ aAa

Nově vzniklý řetězec obsahuje pomocný symbolA, který je na levé straně
druhého pravidla A→ bSab.

S ⇒ aAa⇒ abSaba

M
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Jednou z realizacı́ algoritmu, který dá odpověd’, jestli dané slovo patřı́ do
jazyka, jsou automaty – stroje, které majı́ vstupnı́ pásku, z nı́ž načı́tajı́ symbol Automaty
po symbolu vstupnı́ slovo. Disponujı́ konečnou množinou stavů, ve kterých
se může automat nacházet, a pravidly, která určujı́, co má automat v daném
stavu udělat. Pokud automat celé slovo přečte a bude se nacházet v jednom
z tzv. koncových stavů, vstupnı́ slovo přijme. Existuje mnoho různých strojů,
které majı́ různé ”schopnosti“. Budeme se jimi v dalšı́m textu zabývat.



Kapitola 3
Gramatiky

V minulé kapitole jsme čtenáře neformálně seznámili s pojmem gramatiky.
Proto nynı́ začneme rovnou s jejı́ formálnı́ definicı́.

R

Definice 3.1 Def
Generativnı́ gramatika (zkráceně gramatika) je uspořádaná čtveřice Gramatika

G = (N, T, P, S), kde
• N je neprázdná konečná množina neterminálnı́ch symbolů (netermi-

nálů);
• T je neprázdná konečná množina terminálnı́ch symbolů (terminálů), je

to abeceda generovaného jazyka;

Množiny N a T musı́ být disjunktnı́ (N ∩ T = ∅);
• P ⊆ (N ∪ T )∗N(N ∪ T )∗ × (N ∪ T )∗ je neprázdná konečná množina

přepisovacı́ch pravidel. Každé přepisovacı́ pravidlo přiřazuje nějaké-
mu řetězci α ∈ (N ∪ T )∗N(N ∪ T )∗, který obsahuje alespoň jeden ne-
terminálnı́ symbol, nějaký řetězec β ∈ (N ∪ T )∗ terminálnı́ch a neter-
minálnı́ch symbolů. Pravidlo (α,β) obvykle zapisujeme ve tvaru α → β
(a čteme jako ”α přepiš na β“);

• S ∈ N je vybraný počátečnı́ symbol, který je vždy neterminálnı́m sym-
bolem.

L

26
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Necht’ α → β je nějaké přepisovacı́ pravidlo gramatiky G. Pak α nazývá-
me levou stranou pravidla a β stranou pravou. Pravidlům typuA→ ε řı́káme
ε-pravidla. Pokud β ∈ T ∗, tedy pokud je pravá strana pravidla tvořena pouze
terminálnı́mi symboly, nazýváme toto pravidlo ukončujı́cı́.

Obsahuje-li množina pravidel P přepisovacı́ pravidla tvaru α → β1,
α → β2, . . . , α → βn, pak pro zkrácenı́ lze použı́t zápisu α → β1 ∣ β2 ∣ . . . ∣ βn.

Řetězce, které se skládajı́ z terminálnı́ch i neterminálnı́ch symbolů se na-
zývajı́ větné formy. Pokud nebude řečeno jinak, větné formy budeme značit Větné formy
malými pı́smeny řecké abecedy nebo malými pı́smeny z konce české abe-
cedy.

Mechanizmus generovánı́ větných forem a slov se nazývá odvozenı́. Z jed-
né větné formy můžeme přı́mo odvodit větnou formu druhou jednı́m použi-
tı́m jednoho přepisovacı́ho pravidla. Tomuto také řı́káme krok odvozenı́.

R

Definice 3.2 Def
Každá gramatikaG = (N,T,P,S) určuje binárnı́ relaci⇒G přı́mého odvozenı́ Přı́mé

odvozenı́na množině (N ∪ T )∗ definovanou takto:

u⇒G v

právě když existuje pravidlo α → β ∈ P a slova η, % ∈ (N ∪ T )∗ taková, že

ηα% = u a ηβ% = v.
Řı́káme, že δ lze v gramatice G přı́mo odvodit z γ.

L

Pokud je zřejmé, které gramatiky se odvozenı́ týká, můžeme označenı́ G
vynechat a mı́sto γ ⇒G δ můžeme tedy psát γ ⇒ δ.

Z definice přı́mého odvozenı́ vyplývá, že pokud γ ⇒G δ, pak γ obsahuje
alespoň jeden neterminál. Je-li α → β pravidlo v gramatice G, pak v této
gramatice platı́ α⇒ β položı́me-li η = % = ε.
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M
Přı́klad 3.1 P

Necht’ G je gramatika definovaná takto: G = (N,T,P,S), kde N = {A,B,S},
T = {a, b}, P = { S → aABb,

A → aA,
B → Bb,

aABb → ε,
aA → b}.

Neterminálnı́ abecedu gramatiky G tvořı́ neterminály A,B a S. Poslednı́
zmı́něný - S - je startovacı́m (počátečnı́m) neterminálem gramatiky. Termi-
nálnı́ symboly jsou a, b.

Uvedeme přı́klad třı́ větných forem, které lze vytvořit nad abecedou
N ∪T , neboli řetězců, které jsou tvořeny terminálnı́mi i neterminálnı́mi sym-
boly. Platı́, že větnými formami jsou i řetězce tvořené výhradně neterminály,
nebo slova tvořená výhradně terminálnı́mi symboly.

• γ1 = aSAb
• γ2 = AS
• γ3 = abaaB

Větné formy bASBB a baASBB jsou v relaci přı́mého odvozenı́, protože gra-
matika obsahuje pravidloA→ aA a lze je napsat ve tvaru bASBB = b⋅A⋅SBB,
baASBB = b ⋅ aA ⋅ SBB a tedy platı́:

bASBB ⇒G baASBB

Dalšı́ přı́klady větných forem, které jsou v relaci přı́mého odvozenı́:
• γ = S, δ = aABb (pravidlo S → aABb)
• γ = aaBa, δ = aaBba (pravidlo B → Bb)
• γ = aaABb, δ = a (pravidlo aABb→ ε)

M

Na množině (N ∪ T )∗ definujeme také dalšı́ relace odvozenı́:

R

Definice 3.3 Def
Necht’ G je gramatika. Odvozenı́ v k krocı́ch pro k ≥ 0 značı́me

k⇒G a definu- Odvozenı́
jeme je induktivně takto:
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•
0⇒G je identická relace

•
k⇒G = k−1⇒G ⋅ ⇒G

Relaci odvozenı́ v nejvýše k krocı́ch, kterou značı́me
≤k⇒G, definujeme pro

každé k ∈ N0 předpisem
≤k⇒G =

k

⋃
i=0

i⇒G

Relaci odvozenı́ značı́me
∗⇒G a definujeme předpisem

∗⇒G =
∞
⋃
i=0

i⇒G

Relace
∗⇒G je reflexivnı́ a tranzitivnı́ uzávěr relace⇒G.

Relace netriviálnı́ho odvozenı́, kterou značı́me
+⇒G, je definována předpisem

+⇒G =
∞
⋃
i=1

i⇒G

Relace
+⇒G je reflexivnı́ uzávěr relace⇒G.

L

Aplikace pravidel na jednotlivé větné formy probı́há postupně za sebou
– sekvenčně (to znamená, že v každém kroku bude použito právě jedno pra-
vidlo). Do relace odvozenı́ v k krocı́ch z větné formy γ patřı́ všechny větné
formy, které lze odvodit z této větné formy postupným použitı́m k ne nutně
různých pravidel. Do relace odvozenı́ v nejvýše k krocı́ch z větné formy γ
patřı́ všechny větné formy, které lze odvodit z této větné formy postupným
použitı́m nejvýše k ne nutně různých pravidel. Poslednı́ tvrzenı́ platı́ i pro
použitı́ pouze jednoho pravidla nebo dokonce i v přı́padě, kdy nepoužijeme
pravidlo žádné.

Ve druhé části definice je zmı́něn reflexivnı́ a tranzitivnı́ uzávěr relace.
Ukážeme si nynı́, co si pod pojmem reflexivnı́ a tranzitivnı́ uzávěr představit.

Prvnı́m pojmem, který je potřeba ”přeložit“, je pojem relace, resp. binárnı́
relace. Jedná se vlastně o množinu dvojic prvků. Relaci r můžeme interpre- Binárnı́ relace
tovat tak, že do relace patřı́ takové dvojice (a, b) prvků množiny A, které

”mezi sebou majı́ vztah“. Dvojice osob patřı́ do relace rodič-dı́tě tehdy, po-
kud pro ně platı́, že druhý z dvojice je potomkem prvnı́ho. Dvojice celých



KAPITOLA 3 GRAMATIKY 30

čı́sel patřı́ do relace dělitel právě tehdy, když prvnı́ čı́slo je dělitelem druhého.
Jiným přı́kladem je relace ”<“, do které patřı́ takové dvojice čı́sel, kde prvnı́
je menšı́ než druhé. Neustále zde zmiňujeme dvojice prvků, kde je ale spo-
jenı́ s krokem odvozenı́? Relace lze zapisovat také takovým způsobem, že
mı́sto (a, b) ∈ r napı́šeme a r b. Proto (a, b) ∈ ⇒G a a⇒G b vyjadřujı́ tu samou
skutečnost.

Nynı́ se budeme věnovat vlastnostem binárnı́ch relacı́ – reflexivitě a tran-
zitivitě.

Reflexivnı́ je taková relace, ve které je každý prvek v relaci sám se sebou.
Přı́kladem může být relace rovnost, protože platı́, že každý prvek je roven
sám sobě, zapı́šeme a = a nebo (a, a) ∈ =.

Tranzitivnı́ relace je taková relace pro kterou platı́, že pokud (a, b) ∈ r a
současně (b, c) ∈ r, pak musı́ i (a, c) ∈ r. Přı́kladem tranzitivnı́ relace je relace

”menšı́ rovno“ ≤. Pro tři čı́sla 2,5,8 platı́: 2 ≤ 5 a současně 5 ≤ 8 a pak tedy i
2 ≤ 8.

Uzávěrem relace je také relace, která je uzavřená vzhledem ke stanovené
vlastnosti. To znamená, že pokud Má být uzávěr relace reflexivnı́, musı́ pro
každý prvek amnožiny, na které je relace definovaná, platit, že (a, a) patřı́ do
uzávěru. Pokud bychom hledali tranzitivnı́ uzávěr, pak pro každé tři prvky,
pro které platı́, že (a, b) a (b, c) patřı́ do relace, pak musı́ do relace patřit i
(a, c). Jak vypadá reflexivnı́ a tranzitivnı́ uzávěr relace ukážeme na přı́kladě.
Nejdřı́ve potřebujeme množinu prvků, např. {a, b, c, d}, a relaci definova-
nou nad touto množinou, např. r = {(a, b); (b, c); (c, d)}. Nynı́ budeme do
relace přidávat takové dvojice, aby výsledná relace byla uzávěrem. Refle-
xivnı́ uzávěr relace r zı́skáme tak, že přidáme do relace takové prvky, které
vyjadřujı́ vztah jednotlivých prvků množiny sebou samými. Znamená to, že
přidáme do relace prvky (a, a), (b, b), (c, c) a (d, d). Tranzitivnı́ uzávěr vy-
jadřuje uzavřenost relace rozšı́řené vzhledem k vlastnosti tranzitivity.

Řešenı́ našeho přı́kladu si ukážeme graficky. To, že (a, b) náležı́ do relace
r znázornı́me šipkou vedoucı́ z bodu a do bodu b. Pokud je relace tranzitivnı́,
pak ke každým dvěma šipkám, které tvořı́ cestu z bodu a do bodu b a odtud
do c, přidáme také zkratku – šipku z bodu a rovnou do bodu c.

Reflexivnı́ uzávěr relace r zı́skáme tak, že přidáme ”šipky“ vedoucı́ z prv-
ku do sebe samého. Do obrázku tedy přidáme smyčky ke všem prvkům.

Vytvořenı́ tranzitivnı́ho uzávěru je složitějšı́. Jde o to zkontrolovat, jestli
platı́, že pokud vede šipka z bodu a do bodu b a z bodu b do bodu c, tak
vede i z bodu a rovnou do bodu c. Tuto kontrolu provedeme pro všechny
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a

b

d

c

Obrázek 3.1: Grafické znázorněnı́ relace r.

”cesty“ v grafickém znázorněnı́ relace a přı́padně přidáme ”zkratky“ mezi
jednotlivé body.

a

b

d

c

(a) Reflexivnı́ uzávěr

a

b

d

c

(b) Tranzitivnı́ uzávěr

Obrázek 3.2: Grafické znázorněnı́ reflex. a tranzit. uzávěru relace r

Řekneme, že větná forma v je odvozena z u (u⇒∗ v), pokud existuje po-
sloupnost řetězců u = w1,w2, . . . ,wn = v taková, že w1 ⇒ w2 ⇒ ⋅ ⋅ ⋅ ⇒ wn. Po-
kud je u startovacı́ neterminál gramatiky a v je slovo (řetězec neterminálů),
řı́káme, že slovo v patřı́ do jazyka generovaného gramatikou. Jazyk gene-
rovaný gramatikou je tedy množina všech slov, kterou lze ze startovacı́ho
symbolu pomocı́ pravidel gramatiky odvodit.

R

Definice 3.4 Def
Necht’ G = (N,T,P,S) je gramatika. Jazyk generovaný gramatikou G je
množina

L(G) = {w ∈ T ∗ ∣ S ⇒∗
G w} .

L
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Gramatiky G1 a G2 nazveme jazykově ekvivalentnı́ (zkráceně ekviva-
lentnı́), pokud generujı́ stejný jazyk. Tedy platı́ L(G1) = L(G2).

M
Přı́klad 3.2 P

Mějme gramatiku G = ({S,X,Y },{0,1}, P, S) s množinou pravidel:
P = { S → XY S,

S → ε,
XY → Y X,
Y X → XY,
X → 0,
Y → 1 }

Napı́šeme dvě větné formy, které lze, a dvě větné formy, které nelze ze star-
tovacı́ho slova odvodit.

• X10Y lze odvodit: S ⇒ XY S ⇒ XYXY S ⇒ XYXY ⇒ X1XY ⇒
⇒X10Y

• X0Y X1Y S lze odvodit: S ⇒ XY S ⇒ XYXY S ⇒ XYXYXY S ⇒
⇒XXY Y XY S ⇒XXYXY Y S ⇒X0Y XY Y S ⇒X0Y X1Y S

• XY 0S nelze odvodit: S ⇒ XY S ⇒ XYXY S ⇒ XY 0Y S – jedno Y
navı́c

• SS nelze odvodit: neexistuje pravidlo, které by vygenerovalo druhý
neterminál S

Nynı́ popı́šeme prvky relace⇒∗
G, jinými slovy budeme zkoumat, jakou ”funk-

ci“ plnı́ jednotlivá pravidla při generovánı́ slov jazyka.
Prvnı́ pravidlo

S →XY S sloužı́ ke generovánı́ dvojic neterminálů XY :

S ⇒XY S ⇒XYXY S ⇒XYXYXY S . . . ,

prvky relace obsahujı́ neterminál S a lišı́ se o dvojici neterminálů XY , které
přibudou přı́mo před neterminálem S.

Pravidlo S → ε ukončı́ fázi generovánı́ dvojic XY tı́m, že smaže neter-
minál S. Prvky relace při použitı́ tohoto pravidla se lišı́ od sebe právě o jedno
S.

Třetı́ a čtvrté pravidlo zajistı́ změnu pořadı́ neterminálů X a Y . Prvky
relace obsahujı́ po sobě jdoucı́ neterminály XY nebo Y X . V jednom prvku
v obráceném pořadı́.



KAPITOLA 3 GRAMATIKY 33

Poslednı́ dvě pravidla přepisujı́ neterminály X a Y na terminálnı́ sym-
boly 0 a 1. Prvky relace se lišı́ tı́m, že mı́sto neterminálu X resp. Y je ve
následujı́cı́ větné formě symbol 0 resp. 1.

Nejkratšı́ slovo, které gramatika generuje, je slovo ε.
Pokud se tedy zamyslı́me nad tı́m, která slova patřı́ do jazyka genero-

vaného gramatikou G, zjišt’ujeme, že jsou to všechna slova, která obsahujı́
stejný počet symbolů 0 jako symbolů 1.

L (G) = {ω ∈ {0,1}∗ ∣ ∣ω∣0 = ∣ω∣1 }

M

Jak funguje generovánı́ slov gramatikami, ukážeme i na dalšı́m přı́kladě.

M
Přı́klad 3.3 P

Mějme gramatiku G = ({S},{a, b}, P, S) s množinou pravidel:
P = { S → aSb,

S → ab }
Napı́šeme dvě větné formy, které lze, a tři větné formy, které nelze ze starto-
vacı́ho neterminálu odvodit.

• aaSbb lze odvodit: S ⇒ aSb⇒ aaSbb

• aaaabbbb lze odvodit: S ⇒ aSb⇒ aaSbb⇒ aaaSbbb⇒ aaaabbbb

• aSSb nelze odvodit: S ⇒ aSb ⇒ aaSbb – žádné pravidlo negeneruje
dva neterminály S

• aaSb nelze odvodit: každé pravidlo přidá do slova jedno a a jedno b
• abab nelze odvodit: pravidla jsou koncipována tak, že generujı́ vlevo

od středu a a na pravou stranu b, nelze vygenerovat ”mix“ terminálů.

Nejkratšı́ slovo generované gramatikou G je slovo ab.
Do jazyka generovaného gramatikou G patřı́ taková slova, která se sklá-

dajı́ ze dvou stejně dlouhých částı́, prvnı́ část je složena ze symbolů a a druhá
část ze symbolů b.

L (G) = {aibi ∣ i ≥ 1}

M
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Při určovánı́ jazyka, který gramatika generuje, je vhodné zapsat posloup-
nost prvnı́ch pár slov, která gramatika generuje, v pořadı́ rostoucı́ délky.
Při této činnosti si roztřid’te pravidla na ukončujı́cı́ (ta, která neobsahujı́ na
pravé straně neterminál) a ostatnı́. Přičemž se snažte nalézt postupy, jak se
pomocı́ použitı́ právě těch ostatnı́ch pravidel dostanete k aplikaci pravidel
ukončujı́cı́ch.

3.1 Omezenı́ tvaru pravidel a Chomského hierarchie
gramatik a jazyků

Přepisovacı́ pravidla gramatik tak, jak jsme je nadefinovali v předchozı́ části,
mohou mı́t téměř libovolné řetězce jak na levé tak na pravé straně. Jediným
omezenı́m je přı́tomnost alespoň jednoho neterminálnı́ho symbolu v levé
části pravidla. V této části si ukážeme dalšı́ omezenı́, která můžeme na tvar
pravidel klást.

Otázkou omezenı́ tvaru pravidel se zaobı́ral lingvista Noam Chomsky,
který rozdělil gramatiky do čtyř skupin – typů označených 0, 1, 2 a 3.

Gramatika typu 0 je libovolná gramatika. Na tvar pravidel nenı́ kladen Gramatika
typu 0žádný dalšı́ požadavek (kromě požadavku na existenci minimálně jednoho

neterminálu na levé straně pravidla). Tyto gramatiky se někdy nazývajı́ frá-
zové (anglicky phrase grammars) nebo neomezené.

M
Přı́klad 3.4 P

Mějme gramatiku G = ({S,A,B} ,{a, b} , P, S), kde
P = { S → SAB,

AB → aABb ∣ ε,
Sa → aS,
sSb → b }

Uvedená gramatika je typu 0.

M

Gramatiky typu 1 je taková gramatika pro jejı́ž pravidla α → β platı́ Gramatika
typu 1α = uAv a β = uγv, kde u, v ∈ (N ∪ T )∗, A ∈ N, γ ∈ (N ∪ T )+. Výjimku

tvořı́ pravidlo S → ε pod podmı́nkou, že neterminál S se nevyskytuje na
pravé straně žádného z pravidel. Tyto gramatiky jsou nazývány kontextové
(anglicky Context-Sensitive grammars, CS).
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V literatuře se také můžeme setkat s gramatikami monotónnı́mi. Jedná
se o takové gramatiky pro jejı́ž pravidla α → β platı́ ∣α∣ ≤ ∣β∣ s výjimkou pro
ε-pravidlo S → ε stejně jako je tomu uvedeno výše.

M
Přı́klad 3.5 P

Mějme gramatiku G = ({S,A} ,{a, b} , P, S), kde
P = { S → aA,

aA → abA,
bA → bAa,
aA → ab }

Uvedená gramatika je kontextová.

M

Gramatiky typu 2 jsou nazývány bezkontextové (Context-Free grammars, Gramatika
typu 2CF). Levou stranu pravidel tvořı́ pouze neterminál. Pravidla jsou tedy tvaru

A → β , kde A ∈ N, ∣β∣ ≥ 1. Pro tento typ gramatiky opět platı́ výjimka pro
pravidlo S → ε.

Poslednı́m typem gramatik jsou gramatiky typu 3 neboli gramatiky re- Gramatika
typu 3gulárnı́ (Regular grammars). Pravidla regulárnı́ gramatiky mohou mı́t pouze

dva tvary:

1. A→ aB nebo
2. A→ a, kde A,B ∈ N a a ∈ T s výjimkou pro pravidlo S → ε

M
Přı́klad 3.6 P

Mějme gramatiku G = ({S,A} ,{a, b} , P, S), kde
P = { S → aA,

A → bS,
A → b }

Uvedená gramatika je typu 0.

M

Je zřejmé, že regulárnı́ gramatika je také bezkontextová, bezkontextová
gramatika splňuje podmı́nky kladené na kontextovou gramatiku a každá
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kontextová gramatika je typu 0. Gramatika se označuje podle největšı́ho ome-
zenı́, která splňujı́ všechna jejı́ pravidla.

M
Přı́klad 3.7 P

Rozdělte pravidla podle toho, ke gramatice kterého typu by mohli náležet.

1. aA → AaB - pravidlo nepatřı́ gramatice regulárnı́, protože nenı́ ani
typu A → aB ani A → a, nepatřı́ ani gramatice bezkontextové, protože
levá strana je tvořena dvěma symboly. Pravidlo také nesplňuje pod-
mı́nku pro pravidlo kontextové gramatiky. Protože platı́ ∣aA∣ ≤ ∣AaB∣,
patřı́ toto pravidlo gramatice monotónnı́.

2. aA → B - pravidlo nepatřı́ gramatice regulárnı́, protože nenı́ ani typu
A → aB ani A → a, nepatřı́ ani gramatice bezkontextové, protože levá
strana je tvořena dvěma symboly. Protože platı́ ∣aA∣ > ∣B∣, patřı́ toto
pravidlo gramatice typu 0.

3. AA → AaB - pravidlo nepatřı́ gramatice regulárnı́, protože nenı́ ani
typu A → aB ani A → a, nepatřı́ ani gramatice bezkontextové, protože
levá strana je tvořena dvěma i když neterminálnı́mi symboly. Protože
platı́ u = A,v = ε a tı́m pádem u ⋅ A ⋅ v → u ⋅ aB ⋅ v∣, patřı́ toto pravidlo
gramatice kontextové.

4. A→ AaB - pravidlo nepatřı́ gramatice regulárnı́, protože nenı́ ani typu
A → aB ani A → a, patřı́ gramatice bezkontextové, protože levá strana
je tvořena jednı́m neterminálnı́m symbolem.

5. A → Aa - pravidlo nepatřı́ gramatice regulárnı́, protože nenı́ ani typu
A → aB ani A → a, patřı́ gramatice bezkontextové, protože levá strana
je tvořena jednı́m neterminálem.

6. A→ aA - pravidlo patřı́ gramatice regulárnı́, protože je typu A→ aB.
7. A → A - pravidlo nepatřı́ gramatice regulárnı́, protože nenı́ ani typu
A → aB ani A → a, patřı́ gramatice bezkontextové, protože levá strana
je tvořena jednı́m neterminálnı́m symbolem. Takové pravidlo můžeme
z gramatiky vypustit.

8. A → B - pravidlo nepatřı́ gramatice regulárnı́, protože nenı́ ani typu
A → aB ani A → a, patřı́ gramatice bezkontextové, protože levá strana
je tvořena jednı́m neterminálnı́m symbolem. Takový typ pravidel na-
zýváme jednoduchá pravidla.
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9. A → ε - pravidlo by mohlo patřit gramatice regulárnı́, bezkontextové i
kontextové, pokud je A startovacı́ neterminál. V přı́padě, že A starto-
vacı́m neterminálem nenı́, pravidlo náležı́ gramatice typu 0.

M

Jazyk L se nazývá regulárnı́ (bezkontextový, resp. kontextový), pokud
existuje regulárnı́ (bezkontextová, resp. kontextová) gramatika G taková, že
L(G) = L. Jazyky, které generujı́ gramatiky typu 0, nazýváme jazyky typu 0
nebo také rekurzivně vyčı́slitelné jazyky.

3.2 Prázdné slovo a ε-pravidla

Pozastavme se nynı́ nad podmı́nkou ε-pravidla pro startovacı́ neterminál.
Pokud bychom v definici typů gramatik vynechali dodatek o tomto pravidle,
každý jazyk, který obsahuje prázdné slovo, by byl automaticky typu 0. Jinak
řečeno přidánı́ prázdného slova do regulárnı́ho jazyka by způsobilo, že nový
jazyk by byl neomezený. Jak velká změna v jazyce nastane, pokud do něj toto
prázdné slovo přidáme? Pokud existuje konečný popis jazyka L (a to je to,
o co se snažı́me, viz 2. kapitola), pak přidánı́m jednoduché věty ”ε patřı́ do
jazyka“ zı́skáme konečný popis jazyka L ∪ {ε}.

y
Věta 3.1 V

Necht’ L je kontextový, bezkontextový resp. regulárnı́ jazyk, pak i jazyky
L ∪ {ε} a L − ε jsou kontextové, bezkontextové resp. regulárnı́ jazyky.

y

Důkaz: Nejdřı́ve vyšetřı́me přı́pad, kdy jazyk L neobsahuje prázdné slovo.
Necht’G = (N,T,P,S) je kontextová gramatika, pro kterou platı́L(G) = L

a S′ je neterminál, který nepatřı́ do N .
Navrhneme gramatiku G′ = (N ∪ {S′}, T,P ′, S′) tak, že do množiny pra-

videl přidáme pravidla S′ → α pro všechna pravidla S → α z množiny pra-
videl P . Protože S′ ∉ N ∪ T , nemůže se vyskytovat na pravé straně žádného
z pravidel gramatiky G′.

Nynı́ ukážeme, že L(G) = L(G′).
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Předpokládejme, že v gramatice G existuje odvozenı́ S ⇒∗
G ω. Necht’

v prvnı́m kroku odvozenı́ je použito pravidlo S → α. Pak platı́ S ⇒G α⇒∗
G ω.

Podle definice gramatiky G′ existuje v množině P ′ pravidlo S′ → α a tedy
v G′ existuje odvozenı́ S′ ⇒G′ α⇒∗

G′ ω. Dostáváme L(G) ⊆ L(G′).
Předpokládejme nynı́, že v gramatice G′ existuje odvozenı́ S′ ⇒∗

G′ ω.
Prvnı́ použité pravidlo je S′ → α. Pak platı́ S′ ⇒G′ α ⇒∗

G′ ω. Podle definice
gramatiky G′ se neterminál S′ nevyskytuje na pravé straně žádného pravi-
dla a proto nelze v gramatice G′ odvodit větnou formu obsahujı́cı́ S′. Také
v P existuje pravidlo S → α a tedy v G existuje odvozenı́ S ⇒G α ⇒∗

G ω.
Dostáváme L(G′) ⊆ L(G).

Protože platı́ L(G) ⊆ L(G′) a současně L(G′) ⊆ L(G), pak L(G) = L(G′).
Nalezli jsme tedy gramatiku, která je jazykově ekvivalentnı́ s původnı́

gramatikou, jejı́ startovacı́ neterminál se nevyskytuje na pravé straně žádné-
ho z pravidel a nová gramatika je stejného typu jako gramatika původnı́.

Pokud chceme vytvořit kontextovou gramatiku G1 jazyka L ∪ {ε}, stačı́
do gramatikyG′ přidat pravidlo S′ → ε. Výsledná gramatikaG1 = (N ′, T,P ′∪
{S′ → ε}, S′) generuje slovo ε při použitı́ pravidla S′ → ε jako jediného při
odvozenı́ slova, nebo při použitı́ jakéhokoli jiného pravidla generuje slova
z jazyka L(G′). Platı́ tedy L(G1) = L(G′) ∪ {ε}.

Pokud kontextová gramatika G = (N,T,P,S) generuje jazyk, který obsa-
huje prázdné slovo, pak musı́ obsahovat pravidlo S → ε a S se nesmı́ vysky-
tovat na pravé straně žádného pravidla gramatiky G. Vytvořı́me gramatiku
G′ = (N,T,P − {S → ε}, S). Protože pravidlo S → ε nelze použı́t k odvozenı́
jiného než prázdného slova, dostáváme L(G′) = L(G) − {ε}.

Pokud je jazyk L bezkontextový nebo regulárnı́, důkaz je analogický.
◻

Na základě věty 3.1 lze postupovat při tvorbě gramatik tak, že pokud
jazyk L obsahuje prázdné slovo, vytvořı́me nejdřı́ve gramatiku generujı́cı́
jazykL−{ε} a pak gramatiku doplnı́me o pravidlo pro prázdné slovo (a nový
startovacı́ neterminál).

M
Přı́klad 3.8 P

Zapište gramatiku generujı́cı́ aritmetický výraz s identifikátory a operátory
+ a −.

Množina terminálnı́ch symbolů gramatiky generujı́cı́ aritmetické výrazy
je tvořena identifikátorem id a operátory + a −. Množinu neterminálů sta-
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novı́me až po sestrojenı́ pravidel gramatiky. Začneme prvnı́m pravidlem,
které bude mı́t na levé straně startovacı́ neterminál.

Nejkratšı́ aritmetický výraz obsahuje pouze identifikátor. Pravidlo, které
jej generuje, má tvar S → id. Pravidla pro generovánı́ součtu a rozdı́lu jsou
analogická a majı́ tvar S → S + S a S → S − S. Sestrojili jsme gramatiku
G1 = ({S},{id,+,−},{S → id ∣ S +S ∣ S −S}, S) Tato gramatika je bezkontex-
tová.

Vytvořme odvozenı́ v gramatice G1, které bude generovat slovo id + id −
id + id postupně zleva doprava.

S ⇒ S + S ⇒ id + S ⇒ id + S − S ⇒ id + id − S ⇒ id + id − S + S ⇒
⇒ id + id − id + S ⇒ id + id − id + id

V každém kroku, kdy gramatika generuje + nebo −, vznikajı́ vždy dva neter-
minály S, z nichž prvnı́ v následujı́cı́m kroku přepı́šeme na terminál id.

Navrhněme ted’ pravidla mı́rně změněná: S → id ∣ id + S ∣ id − S a opět
vytvořme odvozenı́ pro slovo id + id − id + id.

S ⇒ id + S ⇒ id + id − S ⇒ id + id − id + S ⇒ id + id − id + id

Vidı́me, že odvozenı́ má menšı́ počet kroků a v každém kroku vzniká nejvýše
jeden neterminál. Gramatika G2 = ({S},{id,+,−},{S → id ∣ id+S ∣ id−S}, S)
je opět bezkontextová.

Protože každé pravidlo, které nenı́ ukončujı́cı́, obsahuje nanejvýš jeden
neterminál a ten je situován na konec pravé strany pravidla, je možné pravi-
dla změnit tak, aby byla regulárnı́. Pro odvozenı́ S ⇒G2 id+S a S ⇒G2 id−S
vytvořı́me regulárnı́ pravidla taková, aby platilo S ⇒∗

G2
id + S a S ⇒∗

G2

id − S. Nejprve pravidlo typu A → aB, které přepı́še neterminál S. Protože
odvozujeme slovo zleva doprava, musı́ pravá strana pravidla začı́nat ter-
minálem id. Po něm musı́ následovat neterminál. Nemůže to být již exis-
tujı́cı́ neterminál S, protože tı́m bychom dovolili gramatice generovat slova
typu (id)i. Nové pravidlo bude následujı́cı́: S → idA. V dalšı́m kroku od-
vozenı́ musı́ být neterminál A přepsán na druhý terminálnı́ symbol tzn. +
nebo −. Přidáme tedy pravidlo A → +S a A → −S. Nově vzniklá grama-
tika G3 = ({S,A},{id,+,−},{S → id ∣ idA, A → +S ∣ − S}, S) je jazykově
ekvivalentnı́ s předchozı́mi gramatikami (důkaz ponecháme na čtenáři) a je
regulárnı́.

M
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K poznatkům teorie formálnı́ch jazyků patřı́ tvrzenı́, které definuje tzv. Chomského
hierarchie
jazyků

Chomského hierarchii formálnı́ch jazyků.

y
Věta 3.2 V

Necht’ Li, i = 1,2,3 značı́ třı́du všech jazyků typu i. Pak platı́

L0 ⊃ L1 ⊃ L2 ⊃ L3.

y

Pokud budeme chtı́t znázornit vztah z předchozı́ věty (3.2), dostáváme
následujı́cı́ diagram:

L0L1L2L3

Obrázek 3.3: Chomského hierarchie jazyků

C Úkoly

1. Zapište gramatiku pro aritmetický výraz:

(a) s identifikátory a operátory +, ∗
(b) s identifikátory a operátory +, ∗,ˆa závorkami
(c) s identifikátory a operátory +, ∗, ,̂ unárnı́m +, − a závorkami
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2. Uvažujte gramatiku G s množinou neterminálů N = {S,A,B}, množi-
nou terminálů T = {0,1}, startovacı́m symbolem S a s pravidly:

S → 0A1 ∣ 1B0
A → 1A0 ∣ 1
B → 1B ∣ 1.

Označme L jazyk generovaný gramatikou G. Rozhodněte o pravdi-
vosti následujı́cı́ch tvrzenı́:

(a) L je konečný jazyk.
(b) L obsahuje prázdné slovo.
(c) L obsahuje právě dvě slova délky nejvýše 3.
(d) L obsahuje pouze slova liché délky.
(e) Každé slovo z L obsahuje znak 0.
(f) Každé slovo z L obsahuje alespoň dva znaky 0.
(g) Žádné slovo z L neobsahuje souvislý řetězec 01010.
(h) Existuje slovo z L, které obsahuje řetězec 11011.
(i) Pokud dvě slova zLmajı́ stejnou délku, pak začı́najı́ stejným sym-

bolem.
(j) Pokud dvě slova z L začı́najı́ stejným symbolem, pak majı́ stejnou

délku.
3. Ověřte, že jazyk (10)+ lze generovat regulárnı́ gramatikou.

C



Kapitola 4
Konečné automaty a regulárnı́
jazyky

Zatı́mco gramatiky představujı́ generativnı́ zařı́zenı́, tj. umožňujı́ vygenero-
vat celý jazyk, opačný přı́stup, tzv. akceptujı́cı́, reprezentujı́ automaty: au-
tomat ”analyzuje“ řetězec předložený na jeho vstupu. Pokud tento řetězec
patřı́ do jazyka, automat signalizuje tuto skutečnost dohodnutým způsobem.

Rozdı́lnost generativnı́ho a akceptujı́cı́ho přı́stupu vynikne zejména při
řešenı́ úlohy, zda konkrétnı́ slovo ω patřı́ do zadaného jazyka L. Pokud je L
zadán např. gramatikou G typu 0, která jej generuje, jediný obecně použi-
telný postup spočı́vá v postupném generovánı́ slov z jazyka L(G) a jejich
porovnávánı́ s ω. Pokud je však L určen automatem A, stačı́ dát slovo ω au-
tomatu A na jeho vstup a čekat, jestli ho automat akceptuje.

Existuje velké množstvı́ automatů – nazývaných též také stroje, např.
konečné automaty, Mealyho automaty, Mooreovy stroje, zásobnı́kové auto-
maty, Turingovy stroje, stroje RAM, . . . . Základnı́ rozdı́l mezi jednotlivými
typy spočı́vá v možnosti využı́vat nějaký druh pamět’ového zařı́zenı́, přı́-
padně v jeho uspořádánı́ a způsobu práce s uloženými daty.

V této kapitole se budeme zaobı́rat konečnými automaty a jejich vztahem
k regulárnı́m jazykům.

42
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4.1 Konečný automat

Konečný automat je nejjednoduššı́ z formálnı́ch modelů počı́tače. V reálném
světě se velmi často setkáváme s takovými přı́stroji, jejichž funkce sestává
z přijı́mánı́ informacı́ s okolı́m a reakce na ně. Jednoduchým přı́kladem může
být výhybka. Výhybka je drážnı́ zařı́zenı́, které se nacházı́ v mı́stě, kde se
dráhy rozcházejı́ nebo sbı́hajı́, a umožňuje jı́zdu např. vlaku ve správném
směru. Uvažujme ilustrativnı́ situaci, kdy se se dráha rozdvojuje a vlak je-
doucı́ po koleji může pokračovat vlevo nebo vpravo. Stejně tak se výhybka
může nacházet ve stavu, kdy umožňuje vjezd na levou nebo pravou kolej.
Podle pokynu, na kterou kolej vlak pojede, zůstane výhybka bud’ ve stá-
vajı́cı́m stavu nebo se přestavı́ na stranu opačnou. Jejı́ funkci lze jednoduše
popsat následujı́cı́m diagramem.

Levá Pravá

doprava

doleva

doleva

doprava

Obrázek 4.1: Grafické znázorněnı́ funkce výhybky

Popı́šeme nynı́ konečný automat neformálně. Je to abstraktnı́ stroj, který
má konečný počet stavů, v nichž se může nacházet. Konečný automat zpra-
covává posloupnost symbolů, které jsou umı́stěné na vstupnı́ pásce. Taková
posloupnost se nazývá vstupnı́ slovo. V reálné situaci se nemusı́ nutně jed-
nat o posloupnost psaných symbolů, ale napřı́klad o posloupnost vhazo-
vaných mincı́ a stisknutých tlačı́tek. Automat pracuje v jednotlivých krocı́ch.
V každém kroku přečte jeden symbol vstupnı́ho slova a na základě stavu, ve
kterém se nacházı́, a právě čteného symbolu změnı́ svůj stav.

Mezi stavy, kterých je vždy konečně mnoho, existuje jeden, který se nazý-
vá počátečnı́. Je to stav, ve kterém automat vstupnı́ slovo začı́ná čı́st. Dalšı́mi
speciálnı́mi stavy jsou ty, které se nacházı́ v množině koncových stavů.

Po přečtenı́ poslednı́ho symbolu vstupnı́ho slova se automat nacházı́ bud’
v koncovém stavu, pak řı́káme, že automat slovo přijı́má, nebo ve stavu,
který koncový nenı́, kdy slovo nepřijı́má.
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Představme si jednoduchý automat na kávu, který umı́ připravit jen je-
den druh kávy. Protože se jedná o staršı́ model, automat mince nevracı́ a při-
jı́má pouze přesnou částku. Automat, který je v klidovém režimu, se nacházı́
v počátečnı́m stavu. Označme tento stav 0, protože nebyla vhozena žádná
mince. Necht’ šálek kávy má hodnotu 6 Kč a automat rozezná mince v hod-
notě 1, 2 a 5 Kč – to je jeho vstupnı́ abeceda. Automat bude akceptovat
takovou posloupnost vhazovaných mincı́, které budou mı́t celkovou hod-
notu rovnu 6 Kč. Vytvořme diagram (obrázek 4.2), který bude zachycovat
přechody mezi stavy automatu tak, jak budou postupně vhazovány mince.
Stavy automatu budou zachycovat hodnotu již vhozených mincı́.

0 1 2 3 4 5
1

2

1

2

5/K
1

2

1

2

1

2/K

1/K

5

Obrázek 4.2: Grafické znázorněnı́ automatu na kávu

Značka K za hodnotou právě vhozené mince, která je umı́stěná nad šip-
kami, znamená, že automat vydal kávu. Šipka směřujı́cı́ ke stavu 0 označuje
počátečnı́ stav.

Aby byl automat úplný, je zapotřebı́ rozhodnout, které stavy budou kon-
cové. Připomeňme, že aby automat slovo přijal, musı́ se po zpracovánı́ ce-
lého slova nacházet právě v jednom z koncových stavů. Protože automat
vydá kávu pouze pokud součet hodnoty vhozených mincı́ je roven 6 Kč a
automat vydá kávu, bude koncovým stavem stav 0. Do jazyka, který auto-
mat přijı́má, tak patřı́ i prázdné slovo, což nenı́ v rozporu s funkcı́ automatu
na kávu. V diagramu označı́me koncový stav dvojitou kružnicı́ (viz obrázek
4.3).
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0 1 2 3 4 5
1

2

1

2

5/K
1

2

1

2

1

2/K

1/K

5

Obrázek 4.3: Grafické znázorněnı́ automatu na kávu s koncovým stavem

Konečný automat je sice abstraktnı́ stroj, můžeme si ho však představit
jako zařı́zenı́, které obsahuje řı́dı́cı́ jednotku (konečněstavovou), čtecı́ hlavu
a vstupnı́ pásku (viz obrázek 4.4).

Neformálně popı́šeme činnost konečného automatu: Na začátku výpočtu
je na vstupnı́ pásce zapsáno vstupnı́ slovo (to slovo, u kterého potřebujeme
určit, jestli patřı́ do daného jazyka). Slovo se skládá za symbolů abecedy,
která se nazývá vstupnı́. Páska je rozdělená na jednotlivá polı́čka, do kaž-
dého polı́čka je zapsán jeden symbol slova. Automat je na počátku výpočtu
ve stavu, který se nazývá počátečnı́, a každý automat může mı́t pouze jeden
počátečnı́ stav. Čtecı́ hlava je nastavena na prvnı́ polı́čko (nejvı́ce vlevo).

Řı́dı́cı́ jednotka

Q

q

0 1 0 1 1 0 . . .

čtecı́ hlava vstupnı́ páska

Obrázek 4.4: Zařı́zenı́ ”konečný automat“
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Výpočet probı́há v jednotlivých krocı́ch. V každém kroku se opakujı́ ná-
sledujı́cı́ činnosti: Automat načte symbol ze vstupnı́ pásky, na základě tohoto
symbolu a aktuálnı́ho stavu změnı́ svůj stav a posune čtecı́ hlavu o jedno
polı́čko vpravo. To, jaký stav bude novým aktuálnı́m stavem, je určeno pře-
chodovou funkcı́, která je součástı́ definice automatu. Pokud automat přečte
celé slovo, čtecı́ hlava je nynı́ na prvnı́m prázdném polı́čku za polı́čkem,
které obsahuje poslednı́ symbol vstupnı́ho slova. Nynı́ zkoumáme, v jakém
stavu se nacházı́ automat. Pokud je to jeden ze stavů, které jsou označeny
jako koncové, výpočet skončil úspěšně a slovo do jazyka patřı́ – podle před-
chozı́ho přı́kladu byla vydána káva. V jiném přı́padě (stav nenı́ koncový
nebo automat slovo nedočetl) výpočet skončil neúspěšně a vstupnı́ slovo do
jazyka nepatřı́ – milovnı́k kávy se tedy svého oblı́beného nápoje nedočká.

Uvedeme nynı́ formálnı́ definici.

R

Definice 4.1 Def
Konečný automat (Finite Automaton, FA) M je pětice (Q,Σ, δ, q0, F ), kde Konečný

automat• Q je neprázdná konečná množina stavů;
• Σ je konečná množina vstupnı́ch symbolů, nazývaná také vstupnı́ abe-

ceda;
• δ ∶ Q ×Σ→ Q je parciálnı́ přechodová funkce;
• q0 ∈ Q je počátečnı́ stav;
• F ⊆ Q je množina koncových stavů.

L

Přechodová funkce δ konečného automatu definuje chovánı́ automatu při
čtenı́ vstupnı́ho symbolu. Na základě aktuálnı́ho stavu q ∈ Q a právě čteného
symbolu vstupnı́ho slova a ∈ Σ automat změnı́ svůj stav na q′ ∈ Q a posune
čtecı́ hlavu o jedno polı́čko doprava.

Konečný automat je také často definován stavovým diagramem. Je to ori-
entovaný ohodnocený graf doplněný o speciálnı́ znaky. Uzly grafu předsta-
vujı́ stavy automatu a orientované (směr určuje šipka) ohodnocené (hod-
notu udává popisek) hrany zachycujı́ přechodovou funkci. Počátečnı́ stav
označı́me šipkou, která nemá ohodnocenı́ a směřuje do tohoto stavu z pro-
středı́ automatu, koncový stav je označen dvojitým ohraničenı́m. Takový sta-
vový diagram je uveden např. na obrázku 4.3.
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Třetı́ způsob definice konečného automatu je jeho zadánı́ tabulkou. V zá-
hlavı́ (označenı́) sloupců jsou uvedeny symboly vstupnı́ abecedy a v záhlavı́
řádků pak stavy automatu. Do buněk tabulky jsou doplněny stavy tak, aby
kombinace označenı́ sloupce a řádku a obsahu buňky na jejich průsečı́ku
odpovı́dala přechodové funkci. Počátečnı́ stav je označen šipkou, která uka-
zuje na označenı́ stavu a šipky vedoucı́ od označenı́ stavů pak označujı́ stavy
koncové.

M
Přı́klad 4.1 P

Mějme konečný automat M = (Q,Σ, δ, q0, F ) definovaný následovně:

• Q = {q0, q1, q2, q3};
• Σ = {a, b};
• F = {q3};
• δ(q0, a) = q1

δ(q1, b) = q2

δ(q2, b) = q3

δ(q3, a) = q3

δ(q3, b) = q3

Stavový diagram sestavı́me tak, že nejdřı́ve zakreslı́me počátečnı́ stav. Dále
budeme pokračovat tak, že podle přechodové funkce budeme přidávat šipky
a uzly.

q0 ⇒

⇒ q0 q1
a ⇒

⇒ q0 q1 q2
a b ⇒

⇒ q0 q1 q2 q3
a b b ⇒

⇒ q0 q1 q2 q3
a b b

a, b

Tabulka přechodové funkce je tvořena tolika sloupci, kolik symbolů ob-
sahuje vstupnı́ abeceda, a tolika řádky, kolik stavů má automat.
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a b
→ q0 q1

q1 q2

q2 q3

← q3 q3 q3

M

Situace, ve které se konečný automat nacházı́, je možné jednoznačně po-
psat aktuálnı́m stavem a dosud nepřečtenou částı́ pásky. Tato dvojice tvořı́
konfiguraci konečného automatu.

R

Definice 4.2 Def
Konfigurace konečného automatu M = (Q,Σ, δ, q0, F ) je každá dvojice Konfigurace

FA
(q, ω) ∈ Q ×Σ∗,

kde q je aktuálnı́ stav konečného automatu M a ω je nepřečtená část vstupnı́
pásky.

L

Počátečnı́ konfigurace je taková konfigurace, která obsahuje počátečnı́
stav: (q0,w) , w ∈ Σ∗. Koncová konfigurace je taková, kdy je automat v kon-
covém stavu a přečetl celé vstupnı́ slovo: (qf , ε) , qf ∈ F . Na množině všech
konfiguracı́ konečného automatu M zavedeme binárnı́ relaci krok výpočtu.

R

Definice 4.3 Def
Krok výpočtu konečného automatu M = (Q,Σ, δ, q0, F ) je binárnı́ relace Krok výpočtu

FA⊢M∈ (Q ×Σ∗) × (Q ×Σ∗) definovaná předpisem

(q, aw) ⊢M (p,w)
def⇔ δ (q, a) = p,

kde (q, aw) a (p,w) jsou dvě konfigurace konečného automatu M , q, p ∈ Q,
a ∈ Σ a w ∈ Σ∗.

L
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Symbolem ⊢kM označı́me k-tou mocninu relace ⊢M , tranzitivnı́ uzávěr re-
lace ⊢M značı́me ⊢+M . Reflexivnı́ a tranzitivnı́ uzávěr relace kroku výpočtu
značı́me ⊢∗M .

Pokud je z kontextu zřejmé, o který konečný automat se jedná, budeme
u relacı́ ⊢M , ⊢kM , ⊢+M a ⊢∗M index M vynechávat.

R

Definice 4.4 Def
Jazyk přijı́maný (akceptovaný, rozpoznávaný) konečným automatem Jazyk akcep-

tovaný FAM = (Q,Σ, δ, q0, F ), označovaný L(M), je tvořen právě takovými slovy, po
jejichž přečtenı́ se automat nacházı́ v koncové konfiguraci:

L(M) = {w ∈ Σ∗ ∣ (q0,w) ⊢∗ (qf , ε) , qf ∈ F} .
L

Dva konečné automaty nazveme jazykově ekvivalentnı́ (zkráceně ekvi- Ekvivalence
konečných
automatů

valentnı́), pokud se jazyky jimi akceptované rovnajı́. Tedy konečné automaty
M a M ′ jsou ekvivalentnı́, pokud L(M) = L(M ′).

M
Přı́klad 4.2 P

Mějme konečný automat M = ({q0, q1, q2},{a, b}, δ, q0,{q2}), kde δ je defi-
nováno následovně: δ(q0, a) = q1 δ(q1, b) = q2

δ(q1, a) = q1 δ(q2, b) = q2

δ(q2, a) = q2

Abychom si lépe představili, jaká slova konečný automat přijı́má, uve-
deme jeho stavový diagram.

q0 q1 q2
a b

a, b

a

Nynı́ ukážeme, jak bude vypadat zpracovánı́ vstupnı́ho slova aaba ko-
nečným automatem M . Počátečnı́ konfigurace automatu je (q0, aaba). Ko-
nečný automat se nacházı́ ve stavu q0 a na vstupu čte prvnı́ symbol slova
aaba, symbol a.
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q0 q1 q2
a b

a, b

a

Protože pro stav q0 je přechodová funkce definovaná δ(q0, a) = q1, tak
(q0, aaba) ⊢ (q1, aba) je krok výpočtu konečného automatu M z počátečnı́
konfigurace. Po prvnı́m kroku se automat nacházı́ v konfiguraci (q1, aba).

q0 q1 q2
a b

a, b

a

Automat se tedy nacházı́ ve stavu q1, na vstupu čte symbol a a podle
přechodové funkce zůstává ve stavu q1. Druhý krok výpočtu: (q1, aba) ⊢
(q1, ba). Nová konfigurace je (q1, ba).

q0 q1 q2
a b

a, b

a

Konečný automat se nacházı́ ve stavu q1, na vstupu čte symbol b a podle
přechodové funkce přecházı́ do stavu q2. Třetı́ krok výpočtu: (q1, ba) ⊢ (q2, a).
Nová konfigurace je (q2, a).

q0 q1 q2
a b

a, b

a

Konečný automat se nacházı́ ve stavu q2, na vstupu čte symbol a a podle
přechodové funkce zůstává ve stavu q2. Čtvrtý krok výpočtu: (q2, a) ⊢ (q2, ε).
Nová konfigurace je (q2, ε). Konečný automat přečetl slovo celé a skončil
v koncovém stavu. Slovo aaba tedy patřı́ do jazyka rozpoznávaného koneč-
ným automatem M , aaba ∈ L(M).

Jako dalšı́ vstupnı́ slovo použijeme slovo aaa a zjistı́me, jestli ho konečný
automat M akceptuje. Počátečnı́ konfigurace automatu je (q0, aaa). Konečný
automat se nacházı́ ve stavu q0 a na vstupu čte prvnı́ symbol slova aaa, sym-
bol a.

q0 q1 q2
a b

a, b

a
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Automat se nacházı́ ve stavu q0, na vstupu čte symbol a a podle přecho-
dové funkce přecházı́ do stavu q1. Prvnı́ krok výpočtu: (q0, aaa) ⊢ (q1, aa).
Nová konfigurace je (q1, aa).

q0 q1 q2
a b

a, b

a

Automat se tedy nacházı́ ve stavu q1, na vstupu čte symbol a a podle pře-
chodové funkce zůstává ve stavu q1. Druhý krok výpočtu: (q1, aa) ⊢ (q1, a).
Nová konfigurace je (q1, a).

q0 q1 q2
a b

a, b

a

Konečný automat se nacházı́ ve stavu q1, na vstupu čte třetı́ symbol a
a podle přechodové funkce opět zůstává ve stavu q1. Třetı́ krok výpočtu:
(q1, a) ⊢ (q1, ε). Nová konfigurace je (q1, ε). Konečný automat přečetl slovo
celé a skončil ve stavu jiném než koncovém. Slovo aaa tedy nepatřı́ do jazyka
rozpoznávaného konečným automatem M , aaa ∉ L(M).

Jako poslednı́ vstupnı́ slovo použijeme slovo baa a zjistı́me, jestli ho ko-
nečný automat M akceptuje. Počátečnı́ konfigurace automatu je (q0, baa).
Konečný automat se nacházı́ ve stavu q0 a na vstupu čte prvnı́ symbol slova
baa, symbol b.

q0 q1 q2
a b

a, b

a

Protože kkonečný automat M pro tuto situaci nemá nadefinovanou pře-
chodovou funkci, zůstává stát. Výpočet skončil aniž by automat dočetl vstup-
nı́ slovo do konce a platı́ baa ∉ L(M).

M

Vrat’me se ještě k přı́kladu 4.1 a konečnému automatu v něm uvedenému.
Prázdná mı́sta v tabulce přechodové funkce znamenajı́, že pro odpovı́dajı́cı́
kombinaci stavu a vstupnı́ho symbolu nenı́ definována přechodová funkce.
Pokud se při výpočtu dostane automat do stavu q1, ze vstupnı́ pásky načı́tá
symbol a, nemá definovanou přechodovou funkci. Výpočet skončı́ neúspěš-
ně aniž by automat dočetl slovo do konce. Tato situace nenı́ pro programátory
přı́liš vhodná. Představte si, že máte slovo zapsáno např. na děrné pásce. Po-
kud naprogramovaný automat nemá pro některou kombinaci stavu a vstup-
nı́ho symbolu nadefinovanou přechodovou funkci, může se stát, že se výpo-
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čet zastavı́ uprostřed slova a páska zůstane uvnitř stroje. Jiným přı́kladem je
načı́tánı́ jakéhokoli vstupu programem. Uprostřed načı́tánı́ program zastavı́
svou činnost a dále nereaguje. Je proto výhodnějšı́ definovat přechodovou Totálnı́

přechodová
funkce a
úplný FA

funkci takovým způsobem, aby byl automat schopen zareagovat vždy (pro
každou kombinaci stav, symbol). Taková přechodová funkce se nazývá to-
tálnı́. Konečný automat s totálnı́ přechodovou funkcı́ se nazývá úplný.

y
Věta 4.1 V

Ke každému konečnému automatuM existuje ekvivalentnı́ konečný automat
M ′, který je úplný.

y

Idea důkazu: Necht’ M = (Q,Σ, δ, q0, F ) je konečný automat, který nenı́ úpl-
ný. Sestrojı́me konečný automat M ′ = (Q′,Σ, δ′, q0, F ) tak, že do množiny
stavů přidáme nový nekoncový stav p ∉ Q, Q′ = Q ∪ {p}. Tı́mto stavem
doplnı́me prvky přechodové funkce. Přechodovou funkci δ′ definujeme pro
všechny q ∈ Q′ a a ∈ Σ takto:

δ′(q, a) = { δ(q, a)
p, pokud δ(q, a) neexistuje

Protože je přechodová funkce δ′ definovaná pro všechny dvojice (q, a)
je konečný automat M ′ úplný. Pro každé slovo w ∈ L(M) existuje posloup-
nost kroků výpočtu konečného automatuM , která končı́ v koncové konfigu-
raci. Pak existuje posloupnost stejných kroků výpočtu v automatu M ′, která
způsobı́ akceptovánı́ slova w a tudı́ž w ∈ L(M ′). Protože neexistuje posloup-
nost kroků, která by převedla automat M ′ z nového stavu p do stavu kon-
cového, nevznikla přidánı́m hodnot přechodové funkce žádná posloupnost
kroků taková, aby platilo w ∉ L(M)∧w ∈ L(M ′) a konečné automatyM aM ′

jsou jazykově ekvivalentnı́.

M
Přı́klad 4.3 P

Ke konečnému automatu z přı́kladu 4.1 vytvořte ekvivalentnı́ úplný konečný
automat. Konečný automat M = (Q,Σ, δ, q0, F ) je definovaný následovně:

• Q = {q0, q1, q2, q3};
• Σ = {a, b};
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• F = {q3};
• δ(q0, a) = q1

δ(q1, b) = q2

δ(q2, b) = q3

δ(q3, a) = q3

δ(q3, b) = q3

Pokud sestrojı́me automat M ′ podle postupu uvedeného ve větě 4.1, dostá-
váme následujı́cı́: M ′ = (Q ∪ {p},Σ, δ′, q0, F ) je definován následovně:

• δ(q0, a) = q1 δ(q0, b) = p
δ(q1, b) = q2 δ(q1, a) = p
δ(q2, b) = q3 δ(q2, a) = p
δ(q3, a) = q3 δ(p, a) = p
δ(q3, b) = q3 δ(p, b) = p

Dodefinovánı́ nového stavu a chybějı́cı́ch hodnot přechodové funkce vypadá
ve stavovém diagramu následujı́cı́m způsobem: (v prvnı́m řádku je původnı́
automat, ve druhém automat úplný)

M : q0 q1 q2 q3
a b b

a, b

M ′:
q0 q1

p

q2 q3
a b b

a, b

b a
a

a, b

Pro úplnost uvedeme tabulku přechodové funkce obou automatů:

a b
M ∶ → q0 q1

q1 q2

q2 q3

← q3 q3 q3

a b
M ′ ∶ → q0 q1 p

q1 p q2

q2 p q3

← q3 q3 q3

p p p

M
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4.2 Nedeterministický konečný automat

V této části zavedeme pojem nedeterministický konečný automat. Je to uži-
tečný pojem při návrhu konečných automatů, které rozpoznávajı́ daný jazyk,
bude užitečný v důkazech vět.

Konečný automat definovaný v předchozı́ části se nazývá determinis-
tický, protože v každé konfiguraci existuje nejvýše jeden způsob jakým po-
kračovat ve výpočtu. Jinak řečeno stavem a čteným symbolem je jednoznač-
ně určen stav, do něhož má automat přejı́t. Na rozdı́l od konečného automatu
nedeterministického, který se v některých konfiguracı́ch musı́ rozhodnout
mezi vı́ce variantami, jak pokračovat ve výpočtu.

Na obrázku 4.5 uvádı́me jednoduchý přı́klad přechodového diagramu
nedeterministického konečného automatu .

q0 q1 q2 q3
a

a, b

b b
a, b

Obrázek 4.5: Přı́klad nedeterministického konečného automatu

Nedeterminismus konečného automatu spočı́vá v definici přechodové
funkce, pomocı́ které může automat přejı́t z jednoho stavu přečtenı́m stejné-
ho symbolu do různých stavů. V našem přı́padě se jedná o stav q0, ze kterého
je možné přečtenı́m symbolu a přejı́t do stavu q1 nebo zůstav ve stavu q0.
Jak se tato skutečnost projevı́ v tabulce přechodové funkce, si ukážeme na
stejném automatu.

a b
→ q0 q0, q1 q0

q1 q2

q2 q3

← q3 q3 q3

Jistě si každý všimne, že se v jedné buňce nacházı́ dva stavy. Nynı́ uvedeme
formálnı́ definici nedeterministického konečného automatu.
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R

Definice 4.5 Def
Nedeterministický konečný automat (Nondeterministic Finite Automaton, Nedetermi-

nistický
konečný
automat

NFA) M je pětice (Q,Σ, δ, q0, F ), kde
• Q je neprázdná konečná množina stavů;
• Σ je konečná množina vstupnı́ch symbolů, nazývaná také vstupnı́ abe-

ceda;
• δ ∶ Q ×Σ→ 2Q je parciálnı́ přechodová funkce;
• q0 ∈ Q je počátečnı́ stav;
• F ⊆ Q je množina koncových stavů.

L

Poznámka: Množina 2Q je množina všech podmnožin množiny Q, nazývá
se potenčnı́ množina. 2Q = {A ∣ A ⊆ Q}

Formálnı́ definice konečného automatu, jehož tabulku přechodové funk-
ce jsme uvedli výše vypadá takto:
M = ({q0, q1, q2, q3},{a, b}, δ, q0,{q3}) s přechodovou funkcı́

δ(q0, a) = {q0, q1}
δ(q0, b) = {q0}
δ(q1, b) = {q2}
δ(q2, b) = {q3}
δ(q3, a) = {q3}
δ(q3, b) = {q3}
Krok výpočtu nedeterministického konečného automatu definujeme jako

binárnı́ relaci ⊢ (na množině všech konfiguracı́) takto: Pro všechna p, q ∈ Q,
a ∈ Σ, x ∈ Σ∗ je (p, ax) ⊢ (q, x), pokud δ(p, a) obsahuje q (q ∈ δ(p, a)), kde x je
řetězec označujı́cı́ zbývajı́cı́ část větné formy.

Reflexivnı́ a tranzitivnı́ uzávěr označı́me ⊢∗.
V přı́padě, že δ(q, a) = {p1, p2, p3}, pak v relaci kroku výpočtu jsou násle-

dujı́cı́ konfigurace: (q, ax) ⊢ (p1, x), (q, ax) ⊢ (p2, x) a (q, ax) ⊢ (p3, x). NFA
v takovém přı́padě může pokračovat ve výpočtu třemi možnými způsoby.
Jak se tato situace projevı́ na akceptovánı́ slov a definici jazyka rozpoznáva-
ného NFA? Řekneme, že NFAM = (Q,Σ, δ, q0, F ) přijı́má slovow ∈ Σ∗, právě
když existuje alespoň jeden výpočet (posloupnost kroků) začı́najı́cı́ v konfi-
guraci (q0,w), který končı́ v některé koncové konfiguraci.
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Jazyk akceptovaný NFA je tvořen všemi akceptovanými slovyw nad abe-
cedou Σ. Pro jedno slovo, které náležı́ do jazyka akceptovaného NFA, může
tedy existovat výpočet (i vı́ce výpočtů), který neskončil úspěšně. Důležitá je
ta skutečnost, že alespoň jeden akceptujı́cı́ výpočet existuje.

y
Věta 4.2 V

Ke každému nedeterministickému konečnému automatu M = (Q,Σ, δ, q0, F )
existuje jazykově ekvivalentnı́ deterministický konečný automat.

y

Idea důkazu:
Pro sestavenı́ deterministického FA (DFA) M ′ = (Q′,Σ, δ′, q′0, F

′) vytvořı́me
označenı́ takové, že každý stav DFA bude tvořen složenými množinou stavů
původnı́ho NFA.

Počátečnı́ stav q′0 = {q0}. Budeme nynı́ tvořit přechodovou funkci DFA
a zároveň doplňovat množinu stavů nového automatu. Pro každý nový stav
DFA {stavy NFA}, budeme zaznamenávat, jak se změnı́ jednotlivé stavy
NFA, které stav DFA obsahuje, načtenı́m vstupnı́ho symbolu. Takto vytvoře-
ná množina stavů je stavem DFA. Koncovým stavem DFA bude takový stav,
který obsahuje alespoň jeden koncový stav původnı́ho NFA.

Pro lepšı́ pochopenı́ principu převodu NFA na DFA je dobré představit
si nedeterministický výpočet takto: spustı́me výpočet automatu na daném
vstupnı́m slově. Pokud nastane situace, kdy automat může zareagovat na
vstupnı́ symbol vı́ce způsoby, spustı́me dalšı́ automaty tak, aby každý z nich
použil jinou možnost, to znamená, každý z nich bude po načtenı́ aktuálnı́ho
symbolu v jiném stavu. Dále pak budou všechny tyto automaty pracovat pa-
ralelně. Pokud v průběhu výpočtu je v aktuálnı́ konfiguraci vı́ce automatů
ve stejném stavu, můžeme z nich vybrat jen jeden, který bude dále zpra-
covávat vstup, ostatnı́ mohou končit činnost. Stejně tak ukončı́ činnost i au-
tomat, který na daný vstupnı́ symbol neumı́ zareagovat (neexistuje přı́slušná
přechodová funkce).

V algoritmu použijeme následujı́cı́ označenı́:

• Done – množina obsahujı́cı́ prozkoumané stavy DFA, tedy jsou takové
stavy, pro které je již stanovena přechodová funkce, každý prvek mno-
žiny Done je množina stavů NFA, Done ⊆ Q′,
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• A – právě zpracovávaný stav DFA, jedná se o množinu stavů NFA,
A ∈ Q′,

• N – nově vytvořený stav DFA, opět se jedná o množinu stavů NFA,
N ∈ Q′,

• p – stav NFA, p ∈ Q.

Nejdřı́ve uvedeme formálnı́ popis algoritmu převodu NFA na DFA a poté
si převod ukážeme na konkrétnı́m přı́kladě.

↬

Algoritmus 4.1 Transformace NFA na ekvivalentnı́ DFA
A

Vstup: Nedetministický konečný automat M = (Q,Σ, δ, q0, F )
Výstup: Ekvivalentnı́ deterministický konečný automat

M ′ = (Q′,Σ, δ′,{q0}, F ′)

Q′ ∶= {{q0}} ; δ′ ∶= ∅; F ′ ∶= ∅; Done ∶= ∅;
dokud (Q′ −Done) ≠ ∅ dělej

pro A ∈ Q′ −Done;
jestliže A ∩ F ≠ ∅ pak
F ′ ∶= F ′ ∪ {A};

konec jestliže
pro všechna a ∈ Σ dělej
N ∶= ⋃p∈A δ(p, a);
Q′ ∶= Q′ ∪ {N};
δ′ ∶= δ′ ∪ {((A,a) ,N)};

konec pro všechna
Done ∶=Done ∪ {A};

konec dokud
M ′ ∶= (Q′,Σ, δ′,{q0}, F ′);

↫

Mějme nedeterministický automat uvedený výše. Znovu zde uvedeme
jeho přechodový diagram.

q0 q1 q2 q3
a

a, b

b b
a, b
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Postupně budeme vytvářet ekvivalentnı́ deterministický konečný auto-
mat M ′ = (Q′,Σ, δ′,{q0}, F ′). Nejdřı́ve vytvořı́me počátečnı́ stav.

{q0}

Na základě přechodové funkce vytvořı́me seznam stavů NFA M , které
patřı́ do δ(q0, a).

q0 q1 q2 q3
a

a, b

b b
a, b

Automat M se může po načtenı́ symbolu a nacházet ve stavu q0 nebo q1

a po načtenı́ symbolu b ve stavu q0. Do množiny N ′ přidáme stav {q0, q1},
do množiny Done přidáme stav {q0}. Změna přechodového zobrazenı́ je
znázorněna v následujı́cı́m diagramu.

{q0} {q0, q1}
a

b

Pro nový stav {q0, q1} sestavı́me opět seznam stavů nedeterministického
automatu M pro symbol a i b, ale tentokrát budeme sledovat stavy dva, q0

a q1. Prvnı́ obrázek má zesı́lené šipky pro symbol a a druhý obrázek pro
symbol b.

q0 q1 q2 q3
a

a, b

b b
a, b

q0 q1 q2 q3
a

a, b

b b
a, b

Ze stavu q1 neexistuje přechod pro symbol a. Tuto skutečnost nemusı́me
v seznamu nijak zapisovat. Výpočet NFA M , který by obsahoval konfigu-
raci (q1, ax), x ∈ Σ∗, skončı́ neúspěšně. Po tomto kroku vypadá DFA M ′

následovně:
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{q0} {q0, q1} {q0, q2}
a

b a

b

Do množiny N ′ přidáme stav {q0, q2} a do množiny Done stav {g0, q1}.
Nynı́ budeme předpokládat, že je DFAM ′ ve stavu {q0, q2}, a budeme sledo-
vat, do kterých stavů by se dostal NFA M ze stavů q0 a q2 načtenı́m symbolů
a nebo b.

q0 q1 q2 q3
a

a, b

b b
a, b

q0 q1 q2 q3
a

a, b

b b
a, b

Deterministický konečný automat M ′ vypadá po dalšı́m kroku konstrukce
následovně:

{q0} {q0, q1} {q0, q2} {q0, q3}
a

b a
b

a

b

Do množiny N ′ přidáme stav {q0, q3} a do množiny Done stav {g0, q2}.
Nynı́ budeme předpokládat, že je DFAM ′ ve stavu {q0, q3}, a budeme sledo-
vat, do kterých stavů by se dostal NFA M ze stavů q0 a q3 načtenı́m symbolů
a nebo b.

q0 q1 q2 q3
a

a, b

b b
a, b

q0 q1 q2 q3
a

a, b

b b
a, b
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Deterministický konečný automatM ′ vypadá po dalšı́m kroku konstruk-
ce následovně:

{q0} {q0, q1} {q0, q2} {q0, q3}

{q0, q1, q3}

a

b a
b

a

b

a

b

Do množinyN ′ přidáme stav {q0, q1, q3} a do množinyDone stav {g0, q3}.
Nynı́ budeme předpokládat, že je DFA M ′ ve stavu {q0, q1, q3} a budeme
sledovat, do kterých stavů by se dostal NFA M ze stavů q0, q1 a q3 načtenı́m
symbolů a nebo b.

q0 q1 q2 q3
a

a, b

b b
a, b

q0 q1 q2 q3
a

a, b

b b
a, b

Deterministický konečný automat M ′ vypadá po dalšı́m kroku konstrukce
takto:

{q0} {q0, q1} {q0, q2} {q0, q3}

{q0, q1, q3}

{q0, q2, q3}
a

b a
b

a

b

a

b

a

b

Do množiny N ′ přidáme stav {q0, q2, q3} a do množiny Done přidáme
stav {q0, q1, q3}. Budeme předpokládat, že je DFA M ′ ve stavu {q0, q2, q3}, a
budeme sledovat, do kterých stavů by se dostal NFA M ze stavů q0, q2 a q3

načtenı́m symbolů a nebo b.
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q0 q1 q2 q3
a

a, b

b b
a, b

q0 q1 q2 q3
a

a, b

b b
a, b

Deterministický konečný automat M ′ vypadá po dalšı́m kroku konstrukce
následovně:

{q0} {q0, q1} {q0, q2} {q0, q3}

{q0, q1, q3}

{q0, q2, q3}

a

b a
b

a

b

a

b

a

b

a

b

Do množiny Done přidáme stav {q0, q2, q3}. Protože N ′ = Done, kon-
strukce přechodové funkce deterministického konečného automatu M ′ kon-
čı́. Nynı́ už zbývá jen určit, které stavy budou koncové. Budou to všechny
ty množiny stavů původnı́ho NFA, které obsahujı́ alespoň jeden koncový
stav NFAM . Do množiny koncových stavů DFAM ′ tedy patřı́ stavy {q0, q3},
{q0, q1, q3} a {q0, q2, q3}. Kompletnı́ diagram přechodové funkce vypadá takto:

{q0} {q0, q1} {q0, q2} {q0, q3}

{q0, q1, q3}

{q0, q2, q3}

a

b a
b

a

b

a

b

a

b

a

b
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4.3 Konečné automaty a regulárnı́ jazyky

V této části budeme studovat vztah regulárnı́ch jazyků a jazyků akcepto-
vaných konečnými automaty.

y
Věta 4.3 V

Ke každé regulárnı́ gramaticeG existuje nedeterministický konečný automat
M takový, že L(G) = L(M).

y

Idea důkazu: Necht’ G = (N,T,P,S) je libovolná regulárnı́ gramatika. Se-
strojı́me nynı́ NFA M = (Q,Σ, δ, q0, F ), který přijı́má jazyk L(G).

Základnı́ idea konstrukce spočı́vá ve ztotožněnı́ neterminálů gramatiky
G se stavy automatu M . Vygenerovánı́ terminálnı́ho symbolu v jednom kro-
ku gramatiky G odpovı́dá přečtenı́ téhož (vstupnı́ho) symbolu v jednom vý-
početnı́m kroku automatu M . Pokud odvozujeme slovo v regulárnı́ grama-
tice, přecházı́me od jedné větné formy ke druhé až nakonec vygenerujeme
slovo. Charakteristickým rysem větných forem odvozených v regulárnı́ch
gramatikách ze startovacı́ho neterminálu je to, že všechny obsahujı́ nejvýše
jeden neterminál (pokud se nejedná o slovo pak je to právě jeden neter-
minál). Je zřejmé, že když gramatika G končı́ odvozenı́ slova, nenı́ v od-
vozeném řetězci žádný neterminál. Této situaci však musı́ u automatu M
odpovı́dat nově zavedený koncový stav.

Položı́me

• Q = N ∪ qf , kde qf ∉ N (tzn. qf je nově zavedený stav),
• q0 = S,

• F = { {qf , S}, právě když S → ε ∈ P
{qf} jinak.

• Dále pro všechna A,B ∈ Q, a ∈ Σ

1. pro každé pravidlo A→ aB ∈ P položı́me B ∈ δ(A,a);
2. v přı́padě A→ a ∈ P položı́me qf ∈ δ(A,a).

Pro dokončenı́ důkazu by bylo potřeba ještě ukázat, že L(G) = L(M).
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M
Přı́klad 4.4 P

Mějme regulárnı́ gramatiku G = ({S,A,B},{a, b}, P, S) s množinou pravidel
P definovanou takto:

S → aA,
A → aS ∣ bB,
B → bB ∣ b

Vytvořı́me konečný automat M = (Q,Σ, δ, q0, F ), který přijı́má stejný ja-
zyk, jaký gramatika G generuje.

• Q = N ∪ {qf};
• Σ = T ;
• q0 = S;
• F = {qf};
• S → aA ⇒ A ∈ δ(S, a),

A→ aS ⇒ S ∈ δ(A,a),
A→ bB ⇒ B ∈ δ(A, b),
B → bB ⇒ B ∈ δ(B, b),
B → b ⇒ qf ∈ δ(B, b)

S A B

qf

a

a

b

b

b

M

Nynı́ uvedeme tvrzenı́ opačné a opět nastı́nı́me myšlenku důkazu.

y
Věta 4.4 V

Ke každému konečnému automatuM existuje regulárnı́ gramatikaG taková,
že L(M) = L(G).

y

Idea důkazu: Necht’ M = (Q,Σ, δ, q0, F ) je libovolný konečný automat ak-
ceptujı́cı́ jazyk L(M). Sestrojı́me nynı́ regulárnı́ gramatiku G = (N,T,P,S)
takovou, že L(G) = L(M).

Základnı́ idea konstrukce gramatiky G bude spočı́vat ve ztotožněnı́ ne-
terminálů gramatiky G se stavy automatu M . Přečtenı́ vstupnı́ho symbolu
v jednom kroku výpočtu automatu M bude v G odpovı́dat vygenerovánı́
terminálnı́ho symbolu v jednom kroku odvozenı́. Přechod do koncového
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stavu bude zachycen pomocı́ ukončovacı́ho pravidla (neobsahuje na pravé
straně neterminál). Pokud je v původnı́m automatu počátečnı́ stav i stavem
koncovým je pro gramatiku zapotřebı́ provést posloupnost kroků, které jsou
uvedeny v důkazu věty 3.1.

Sestavı́me gramatiku G = (N,T,P,S) takovou, že:
• N = Q;
• T = Σ;
• S = q0;
• dále pro všechny prvky q′ ∈ δ(q, a):

1. pro všechny prvky q′ ∈ δ(q, a) vytvořı́me pravidlo q → aq′;
2. v přı́padě q′ ∈ F přidáme dalšı́ pravidlo q → a;
3. v přı́padě, že q0 ∈ F postupujeme podle důkazu věty 3.1 - přidáme

pravidlo S′ → ε a taková pravidla, která majı́ na levé straně pů-
vodnı́ startovacı́ symbol, který změnı́me na S′. Do množiny ne-
terminálů přidáme nový neterminál S′, který prohlásı́me za nový
startovacı́ neterminál. Tedy S = S′.

Pro dokončenı́ důkazu by bylo potřeba ještě ukázat, že L(M) = L(G).

M
Přı́klad 4.5 P

Mějme konečný automatM = ({q0, q1},{a, b}, δ, q0,{q0}) s přechodovou funk-
cı́ definovanou následovně:

δ(q0, a) = {q0},
δ(q0, b) = {q1},
δ(q1, a) = {q0},
δ(q1, b) = {q1}.

Sestrojı́me regulárnı́ gramatiku G = (N,T,P,S) takovou, že L(G) = L(M):
• N = {q0, q1};
• T = {a, b};
• P = { δ(q0, a) = {q0} ⇒ q0 → a q0,

δ(q0, b) = {q1} ⇒ q0 → b q1,
δ(q1, a) = {q0} ⇒ q1 → a q0,
δ(q1, b) = {q1} ⇒ q1 → b q1,

δ(q0, a) = {q0} ⇒ q0 → a,
δ(q1, a) = {q0} ⇒ q1 → a}
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Protože q0 je stavem počátečnı́m i koncovým, musı́me přidat pravi-
dlo, které vygeneruje prázdné slovo. Upravı́me tedy množinu pravidel
následujı́cı́m způsobem:

• P = { q0 → a q0,
q0 → b q1,
q1 → a q0,
q1 → b q1,

q′0 → a,
q1 → a,

S′ → ε,
S′ → a q0,
S′ → b q1,
S′ → a }

• upravı́me množinu neterminálů – N = N ∪ {S′},
• i startovacı́ symbol – S = S′.

M

Jako důsledek uvedených vět zı́skáme následujı́cı́:

y
Věta 4.5 V

Třı́da regulárnı́ch jazyků je ekvivalentnı́ s třı́dou jazyků akceptovaných ko-
nečnými automaty.

y

4.4 Lemma o vkládánı́ pro regulárnı́ jazyky

Představme si, že jsme postaveni před úkol zjistit, jestli je zadaný jazyk re-
gulárnı́. Nejspı́š se pokusı́me sestrojit konečný automat, který jej bude ak-
ceptovat, přı́p. navrhnout regulárnı́ gramatiku, která bude tento jazyk gene-
rovat. Pokud se nám ani při nejlepšı́ snaze nevede automat či gramatiku na-
vrhnout, je možné, že takový automat resp. gramatika neexistuje a zadaný
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jazyk regulárnı́ nenı́. Nynı́ ale potřebujeme nějaký nástroj, pomocı́ kterého
daný fakt dokážeme. Právě takovým nástrojem je lemma o vkládánı́ (někdy
nazývané pumping lemma) pro regulárnı́ jazyky vyjadřujı́cı́ nutnou (nikoli
postačujı́cı́) podmı́nku pro regularitu jazyka.

y
Věta 4.6 V

Lemma o vkládánı́. Necht’ L je regulárnı́ jazyk. Pak existuje n ∈ N takové, že
libovolné slovo w ∈ L, jehož délka je alespoň n, lze psát ve tvaru w = xyz, kde

1. ∣xy∣ ≤ n,
2. y ≠ ε a
3. xyiz ∈ L pro každé i ∈ N0.

y

Jinými slovy: Každé dostatečně dlouhé slovo regulárnı́ho jazyka lze roz-
dělit na tři části. Prvnı́ podmı́nka omezuje délku prvnı́ch dvou částı́, je pod-
statná pro delšı́ slova. Podle druhé podmı́nky nesmı́ být prostřednı́ část slova
rovna prázdnému slovu. Třetı́ podmı́nka dala název tomuto lemmatu. Vzta-
huje se totiž k pumpovánı́ - jedná se o to, že pokud prostřednı́ část slova
zopakujeme (i vı́cekrát), dostaneme nové slovo, které opět bude patřit do
jazyka. Protože čı́slo i může mı́t i hodnotu nula, bude do jazyka L patřit i
slovo, které vznikne vypuštěnı́m prostřednı́ části.

Protože se lemma poskytuje podmı́nku nutnou, využı́vá se ho právě k
důkazům toho faktu, že zadaný jazyk regulárnı́ nenı́. Dřı́ve než ukážeme na
přı́kladě, jak dokazujeme neregularitu jazyka, uvedeme ideu důkazu lem-
matu o vkládánı́.

Důkaz. Jelikož L je regulárnı́, existuje deterministický KA M = (Q,Σ, q0, F )
rozpoznávajı́cı́ jazyk L. Položme n = ∣Q∣. Pro libovolné slovo w ∈ L délky
alespoň n (tj. w = a1 . . . am,m ≥ n) platı́, že automatM projde při akceptovánı́
slova w m + 1 stavy. Konečný automat M provede následujı́cı́ výpočet:

(q0, a1 . . . am) ⊢ (q1, a2 . . . am) ⊢ ⋅ ⋅ ⋅ ⊢ (qm, ε),kde qm ∈ F.

Protože automat projde m + 1 konfiguracemi, kterých je vı́ce než n, musı́
projı́t jednı́m ze stavů alespoň dvakrát (podle Dirichletova principu). Existujı́
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tedy dva indexy i a j, takové, že 0 ≤ i < j ≤m a qi = qj = q. Graficky můžeme
znázornit výpočet konečného automatu způsobem uvedeným na obrázku
4.6.

q0 q q qm
a1 . . . ai ai+1 . . . aj aj+1 . . . am

Obrázek 4.6: Zobrazenı́ výpočtu KA

Protože jsou v této linii dva stejné stavy, můžeme výpočet zobrazit i způso-
bem jako na obrázku 4.4.

q0 q qm

x
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
a1 . . . ai

ai+1...aj
´ ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸ ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
y

z
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
aj+1 . . . am

Obrázek 4.7: Zobrazenı́ výpočtu KA se smyčkou

Zpracovávané slovo je tedy rozděleno na tři části w = xyz tak, že y ≠ ε
(mezi dvěma průchody tı́m samým stavem automat načetl alespoň jeden
znak ze vstupnı́ pásky). K tomu, aby konečný automat prošel jednı́m sta-
vem dvakrát potřebuje načı́st nejvýše n znaků z pásky – připomeňme, že
po načtenı́ n znaků je automat ve své n + 1 konfiguraci. Z výše uvedeného
znázorněnı́ je vidět, že konečný automat při zpracovánı́ slova xz vynechá
a při zpracovánı́ slova xyiz, i ≥ 1 naopak i-krát zopakuje průchod smyčkou
a nakonec skončı́ v koncovém stavu – tedy taková slova přijme.

Jak jsme již zmı́nili lemma o vkládánı́ obsahuje nutnou podmı́nku pro to,
aby jazyk byl regulárnı́. Proto se použı́vá spı́še k tomu, abychom dokázali,
že ”jestliže nelze dostatečně dlouhé slovo rozdělit na tři části tak, aby byla
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splněny tři podmı́nky v lemmatu, pak jazyk nenı́ regulárnı́.“ Ilustrujeme
použitı́ lemmatu na přı́kladě.

M
Přı́klad 4.6 P

Dokažte, že jazyk L = {ai+3bi∣i ≥ 0} nenı́ regulárnı́.
Budeme postupovat následujı́cı́m způsobem: Nalezneme dostatečně dlou-

hé slovo (delšı́ než n ∈ N0 - konstanta pro daný jazyk). Vyzkoušı́me všechny
možné způsoby jeho rozdělenı́ a pro každé z nich nalezneme takové k, pro
které xykz ∉ L. Nenı́ nutné zkoušet exaktně všechna rozdělenı́ slova, ale
pouze typy rozdělenı́.

Necht’ takovým dostatečně dlouhým slovem je aj+3bj pro nějaké dosta-
tečně velké j ∈ N0.

Při rozdělenı́ slova ap+3bp na tři části x, y, z nás bude zajı́mat hlavně struk-
tura slova y.

1. Necht’ je y = ap, p ≤ j,0 < p ≤ n. Pak rozdělené slovo lze napsat jako
arapasbj , kde r + p + s = j + 3. Platı́ tedy, že x = ar, y = ap a z = asbj .
Pokud zvolı́me ve slově xykz k = 0, pak dostáváme slovo xz = arasbj ,
kde platı́ r + s < j + 3 a tudı́ž xz ∉ L.

2. Obdobná situace nastává v okamžiku, kdy je y složeno pouze ze sym-
bolů b. Necht’ je y = bp, p ≤ j,0 < p ≤ n. Pak rozdělené slovo lze napsat
jako aj+3brbpbs, kde r + p + s = j. Platı́ tedy, že x = aj+3br, y = bp a z = bs.
Pokud zvolı́me ve slově xykz k = 0, pak dostáváme slovo xz = aj+3arbs,
kde platı́ r + s < j a tudı́ž xz ∉ L.

3. Poslednı́ možnostı́ je vytvořit prostřednı́ část slova jak ze symbolů a
tak ze symbolů b. Necht’ je y = apbq, x = aj+3−p a z = bj−q. Je zřejmé,
že opakovánı́m podslova y (to znamená, pokud zvolı́me k většı́ než
jedna) dostáváme slovo xykz = aj+3−p(apbq)kbj−q, které strukturou ne-
odpovı́dá slovům z jazyka L. U tohoto rozdělenı́ slova narážı́me ještě
na jeden problém. Pokud prozkoumáme prvnı́ podmı́nku lemmatu o
vkládánı́ uvědomı́me si, že střed ”dlouhých“ slov se měnı́ z jejich dél-
kou, čı́m delšı́ je slovo, tı́m vzdálenějšı́ je mı́sto, kde končı́ úsek složený
ze samých a-ček a začı́ná úsek složený ze symbolů b. Toto ovšem odpo-
ruje podmı́nce, která tvrdı́, že délka slova xy je omezena konstantou,
která je dána pro celý jazyk.

Jiné rozdělenı́ nenı́ možné, proto nenı́ jazyk L regulárnı́.
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M

4.5 Vlastnosti regulárnı́ch jazyků

V této části se budeme zaobı́rat uzavřenostı́ třı́dy regulárnı́ch jazyků na různé
operace nad jazyky. Také ukážeme, že existuje podmı́nka, podle nı́ž poznáme,
že zadaný jazyk nemůže být regulárnı́.

Třı́da jazyků je uzavřena vzhledem k dané operaci, pokud při použitı́ této
operace na jazyky z dané třı́dy zı́skáme vždy opět jazyk z této třı́dy.

Důležitost uzávěrových vlastnostı́ spočı́vá nejen ve zkoumánı́ vlastnostı́
dané třı́dy jazyků, ale má i řadu praktických aspektů. Daný jazyk lze často
vyjádřit pomocı́ několika jazyků jednoduššı́ch, pro každý z nich navrhnout
konečný automat a na jejich základě sestrojit žádaný výsledný automat.

y
Věta 4.7 V

Třı́da regulárnı́ch jazyků je uzavřená na doplněk.

y

Idea důkazu: Ke každému regulárnı́mu jazyku L existuje úplný determi-
nistický konečný automat M , pro který platı́ L = L(M). Sestrojı́me nynı́
konečný automat, který přijı́má doplněk jazyka L. Protože M je úplný a
deterministický, pro každý vstupnı́ řetězec existuje výpočet, který přečte
vstupnı́ slovo až do konce a výpočet skončı́ v koncovém stavu, pokud slovo
náležı́ do jazyka L, a v jiném stavu, pokud slovo do jazyka L nepatřı́. Pokud
se zamyslı́me nad předchozı́ větou, docházı́me k závěru, že pokud máme se-
strojit konečný automat, který akceptuje doplněk jazyka L, stačı́ z koncových
stavů vytvořit stavy nekoncové a stavy, které nejsou koncové, přiřadı́me do
množiny koncových stavů nového FA.

Poznámka: Konečný automat, který rozpoznává jazyk L musı́ být deter-
ministický. A to proto, aby pro každé slovo existoval pouze jeden výpočet,
bud’ úspěšný nebo neúspěšný. Pokud by automat byl nedeterministický,
mohl by pro slovo, které do jazyka patřı́, existovat úspěšný i neúspěšný
výpočet. Po změně stavů z koncových na nekoncové a obráceně, by takové
slovo bylo automatem opět akceptováno.
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y
Věta 4.8 V

Třı́da regulárnı́ch jazyků je uzavřená na sjednocenı́.

y

Idea důkazu: Mějme dva regulárnı́ jazyky L1 a L2, ke kterým existujı́ úplné
deterministické konečné automaty M1 a M2, které je akceptujı́ (platı́ tedy
L1 = L(M1) a L2 = L(M2)). Sestrojı́me konečný automat, který akceptuje
jazyk L1 ∪L2. Postup konstrukce konečného automatu, který akceptuje sjed-
nocenı́ dvou daných jazyků, je podobný postupu hledánı́ deterministického
konečného automatu ke konečnému automatu nedeterministickému. Před-
stavme si, že máme k dispozici oba konečné automaty M1 i M2, a oba tyto
automaty dostanou na společnou vstupnı́ pásku slovo, o kterém majı́ roz-
hodnout, jestli patřı́ do jazyka jimi akceptovaného. Oba automaty budou
synchronně načı́tat symbol po symbolu a měnit stavy, ve kterých se nacházı́.
Pokud na konci výpočtu bude alespoň jeden automat v koncovém stavu, pak
dané slovo náležı́ do jazyka L1 ∪L2.

Jak tedy takový automatM3 akceptujı́cı́ sjednocenı́ dvou jazyků sestrojit?
Necht’ M1 = (Q1,Σ1, δ1, q0, F1) a M2 = (Q2,Σ2, δ2, p0, F2) jsou konečné auto-
maty akceptujı́cı́ L1 a L2. ZkonstruujemeM3 = (Q3,Σ3, δ3, q0, p0 , F3). Každý
stav automatu M3 je tvořen dvojicı́ stavů – prvnı́ stav automatu M1, druhý
stav automatu M2. Vstupnı́ abeceda Σ3 je tvořena sjednocenı́m abeced Σ1

a Σ2. Množina koncových stavů je tvořena takovými dvojicemi stavů, kde
alespoň jeden z nich je koncový v původnı́m automatu.

Konstrukce přechodové funkce probı́há následujı́cı́m způsobem. Nejdřı́ve
zakreslı́me počátečnı́ stav. Pro všechny vstupnı́ symboly zapı́šeme dvojice
stavů, do kterých se původnı́ automaty dostaly. Protože jsme na počátku
předpokládali, že oba konečné automaty jsou deterministické a úplné, jedná
se vždy o dvojici stavů, která tvořı́ stav nový. V přı́padě neúplnosti auto-
matu by se mohlo stát, že daný vstup umı́ zpracovat pouze jeden automat –
nový stav by byl tvořen pouze jediným stavem automatu původnı́ho, nebo
dokonce žádný stav – nový automat by neměl definovanou přechodovou
funkci pro tuto kombinaci stavu a vstupnı́ho symbolu. Pokud bychom ne-
požadovali deterministický konečný automat, bylo by možné, aby nový stav
tvořilo vı́ce stavů původnı́ch automatů než pouze dvojice. Pokračujeme v při-
dávánı́ nových stavů a konstruovánı́ přechodů mezi nimi, dokud nemáme
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vyřešeny přechody pro všechny nové stavy a všechny vstupnı́ symboly z Σ3.
To, že konstrukce přechodové funkce automatu M3 je proces konečný, je
dáno konečným počtem různých dvojic stavů původnı́ch automatů, který
je roven ∣Σ1∣ ⋅ ∣Σ2∣.

↬

Algoritmus 4.2 FA akceptujı́cı́ sjednocenı́ regulárnı́ch jazyků
A

Vstup: Úplné deterministické konečné automaty
M1 = (Q1,Σ1, δ1, q0, F1) a M2 = (Q2,Σ2, δ2, p0, F2)

Výstup: Úplný deterministický konečný automat
M3 = (Q3,Σ3, δ3, q0, p0 , F3)

Q3 ∶= { q0, p0 }; δ3 ∶= ∅; F3 ∶= ∅; Done ∶= ∅; Σ3 ∶= Σ1 ∪Σ2;

dokud (Q′ −Done) ≠ ∅ dělej
M ∶= prvek množiny Q′ −Done;
jestliže M = q, p , kde q ∈ F1 ∨ p ∈ F2, pak
F3 ∶= F3 ∪ {M};

konec jestliže
pro všechna a ∈ Σ dělej
N ∶= δ(q, a), δ(p, a) ;
Q3 ∶= Q3 ∪ {N};
δ3 ∶= δ3 ∪ {((M,a) ,N)};

konec pro
Done ∶=Done ∪ {M};

konec dokud
M3 ∶= (Q3,Σ3, δ3, q0, p0 , F3);

↫

Nynı́ uvedeme přı́klad konstrukce konečného automatu pro sjednocenı́
jazyků.

M
Přı́klad 4.7 P

Mějme dva úplné konečné automaty M1 a M2. Tyto automaty akceptujı́ ja-
zyky:

L1 = {abaw ∣ w ∈ {a, b}∗} a L2 = {w ∈ {a, b}∗ ∣ ∣w∣a mod 3 = 0}.
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Sestavı́me konečný automat, který akceptuje sjednocenı́ těchto dvou ja-
zyků, tedy L3 = L1 ∪L2 = {w ∈ {a, b}∗ ∣ w = abax, x ∈ {a, b}∗ ∨ ∣w∣a mod 3 = 0}.

M1 = ({0,1,2,3, P},{a, b}, δ1,0,{3}), kde:
δ1 ∶ δ1(0, a) = 1, δ1(0, b) = P,

δ1(1, a) = P, δ1(1, b) = 2,
δ1(2, a) = 3, δ1(2, b) = P,
δ1(3, a) = 3, δ1(3, b) = 3,
δ1(4, a) = P, δ1(4, b) = P

M2 = ({A,B,C},{a, b}, δ2,A,{A}), kde:
δ2 ∶ δ2(A,a) = B, δ2(A, b) = A,

δ2(B,a) = C, δ2(B, b) = B,
δ2(C,a) = A, δ2(C, b) = C

Znázornı́me automaty graficky.
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Postupně konstruujeme přechodový diagram na základě přechodových
funkcı́ jednotlivých konečných automatů. Postupně pro dvojici stavů a vše-
chny symboly ze vstupnı́ abecedy přidáváme nové přechody do stávajı́cı́ch
nebo nových dvojic stavů.
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Nynı́ stanovı́me, které stavy nového automatu budou koncové. Protože
do sjednocenı́ dvou množin patřı́ právě ta slova, která jsou v jedné nebo ve
druhé množině, bude postačujı́cı́, pokud stav automatu M3 bude obsaho-
vat označenı́ alespoň jednoho koncového stavu původnı́ch konečných auto-
matů. Výsledkem je tedy konečný automat:

M3 = ({0A,1B,2B,3A,3B,3C,PA,PB,PC},{a, b}, δ3,0A,{3A}), kde:

δ3 ∶ δ3(0A,a) = 1B, δ3(0A, b) = PA,
δ3(1B,a) = PC, δ3(1B, b) = 2B,
δ3(2B,a) = 3C, δ3(2B, b) = PB,
δ3(3A,a) = 3B, δ3(3A, b) = 3A,
δ3(3B,a) = 3C, δ3(3B, b) = 3B,
δ3(3C,a) = 3A, δ3(3C, b) = 3C,
δ3(PA,a) = PB, δ3(PA, b) = PA,
δ3(PB,a) = PC, δ3(PB, b) = PB,
δ3(PC,a) = PA, δ3(PC, b) = PC.

M

y
Věta 4.9 V

Třı́da regulárnı́ch jazyků je uzavřená na průnik.

y

Idea důkazu: Přı́stup k tvorbě konečného automatu pro průnik regulárnı́ch
jazyků je obdobný jako pro sjednocenı́ regulárnı́ch jazyků. Jediná změna
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nastává v konstrukci množiny koncových stavů. Do množiny koncových
stavů konečného automatu akceptujı́cı́ho průnik dvou regulárnı́ch jazyků
patřı́ takové stavy, které se skládajı́ ze dvou koncových stavů. Jinak řečeno
nový konečný automat je v koncovém stavu právě tehdy, když jsou v kon-
covém stavu oba dı́lčı́ konečné automaty.

Algoritmus pro konstrukci FA akceptujı́cı́ho průnik dvou regulárnı́ch ja-
zyků je následujı́cı́:

↬

Algoritmus 4.3 FA akceptujı́cı́ průnik regulárnı́ch jazyků
A

Vstup: Úplné deterministické konečné automaty
M1 = (Q1,Σ1, δ1, q0, F1)a M2 = (Q2,Σ2, δ2, p0, F2)

Výstup: Úplný deterministický konečný automat
M4 = (Q4,Σ4, δ4, q0, p0 , F4)

Q4 ∶= { q0, p0 }; δ4 ∶= ∅; F4 ∶= ∅; Done ∶= ∅; Σ4 ∶= Σ1 ∪Σ2;

dokud (Q′ −Done) ≠ ∅ dělej
M ∶= prvek množiny Q′ −Done;
jestliže M = q, p , kde q ∈ F1 ∧ p ∈ F2 pak
F4 ∶= F4 ∪ {M};

konec jestliže
pro všechna a ∈ Σ dělej
N ∶= δ(q, a), δ(p, a) ;
Q4 ∶= Q4 ∪ {N};
δ4 ∶= δ4 ∪ {((M,a) ,N)};

konec pro
Done ∶=Done ∪ {M};

konec dokud
M4 ∶= (Q4,Σ4, δ4, q0, p0 , F4);

↫

Protože postup konstrukce konečného automatu akceptujı́cı́ho průnik re-
gulárnı́ch jazyků je obdobný tomu pro konstrukci konečného automatu ak-
ceptujı́cı́mu sjednocenı́, uvedeme zde přı́klad, který navazuje na přı́klad uve-
dený k větě 4.8.
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M
Přı́klad 4.8 P

Mějme dva úplné konečné automaty M1 a M2 z přı́kladu 4.7. Tyto automaty
akceptujı́ jazyky:

L1 = {abaw ∣ w ∈ {a, b}∗} a L2 = {w ∈ {a, b}∗ ∣ ∣w∣a mod 3 = 0}.

Sestavı́me konečný automat, který akceptuje průnik těchto dvou jazyků,
tedy L4 = L1 ∪L2 = {w ∈ {a, b}∗ ∣ w = abax, x ∈ {a, b}∗ ∧ ∣w∣a mod 3 = 0}.

Připomeneme grafické znázorněnı́ obou automatů a výsledný automat
bez označených koncových stavů.
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Nynı́ stanovı́me, které stavy nového automatu budou koncové. Protože
do průniku dvou množin patřı́ právě ta slova, která jsou v současně v bou
množinách, bude nutné, aby stav automatu M4 bude obsahovat označenı́
koncových stavů obou původnı́ch konečných automatů. Koncovým stavem
je tedy stav 3A. Výsledkem je tedy konečný automat:

M4 = ({0A,1B,2B,3A,3B,3C,PA,PB,PC},{a, b}, δ4,0A,{3A}), kde:

δ4 ∶ δ4(0A,a) = 1B, δ4(0A, b) = PA,
δ4(1B,a) = PC, δ4(1B, b) = 2B,
δ4(2B,a) = 3C, δ4(2B, b) = PB,
δ4(3A,a) = 3B, δ4(3A, b) = 3A,
δ4(3B,a) = 3C, δ4(3B, b) = 3B,
δ4(3C,a) = 3A, δ4(3C, b) = 3C,
δ4(PA,a) = PB, δ4(PA, b) = PA,
δ4(PB,a) = PC, δ4(PB, b) = PB,
δ4(PC,a) = PA, δ4(PC, b) = PC

0A 1B 2B 3C 3A

PA PC 3BPB

a

b a

b a

b

a

b

a

b

a

b a

b

a

ba

b

M

y
Věta 4.10 V

Třı́da regulárnı́ch jazyků je uzavřená na rozdı́l.

y

Idea důkazu: Konstrukce konečného automatu akceptujı́cı́ho rozdı́l dvou re-
gulárnı́ch jazyků L1−L2 je obdobná, jako v předchozı́ch dvou větách. Rozdı́l
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je pouze v určenı́ koncových stavů. Do množiny koncových stavů patřı́ ta-
kové stavy (p, q), kde p je koncový stav FA akceptujı́cı́ho jazyk L1, a q nepatřı́
do množiny koncových stavů FA akceptujı́cı́ho jazyk L2.

Budeme pokračovat s konečnými automaty z přı́kladu 4.7.

M
Přı́klad 4.9 P

Mějme dva úplné konečné automaty M1 a M2 z přı́kladu 4.7. Tyto automaty
akceptujı́ jazyky:

L1 = {abaw ∣ w ∈ {a, b}∗} a L2 = {w ∈ {a, b}∗ ∣ ∣w∣a mod 3 = 0}.

Sestavı́me konečný automat, který akceptuje rozdı́l těchto dvou jazyků,
tedy L5 = L1 −L2 = {w ∈ {a, b}∗ ∣ w = abax, x ∈ {a, b}∗ ∧ ∣w∣a mod 3 ≠ 0}.

Připomeneme grafické znázorněnı́ obou automatů.

0 1 2 3

P

a

b
a

b a

b

a, b

a, b

A B C
a

b

a

b

a

b

Nynı́ stanovı́me, které stavy nového automatu budou koncové. Protože
do rozdı́lu dvou množin patřı́ právě ta slova, která náležı́ do prvnı́ množiny a
současně nenáležı́ do množiny druhé, bude nutné, aby stav automatuM5 ob-
sahoval označenı́ původnı́ch koncových stavů prvnı́ho automatu a označenı́
takových stavů druhého automatu, které nejsou koncové.
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Výsledkem je tedy konečný automat:

M5 = ({0A,1B,2B,3A,3B,3C,PA,PB,PC},{a, b}, δ5,0A,{3B,3C}), kde:

δ5 ∶ δ5(0A,a) = 1B, δ5(0A, b) = PA,
δ5(1B,a) = PC, δ5(1B, b) = 2B,
δ5(2B,a) = 3C, δ5(2B, b) = PB,
δ5(3A,a) = 3B, δ5(3A, b) = 3A,
δ5(3B,a) = 3C, δ5(3B, b) = 3B,
δ5(3C,a) = 3A, δ5(3C, b) = 3C,
δ5(PA,a) = PB, δ5(PA, b) = PA,
δ5(PB,a) = PC, δ5(PB, b) = PB,
δ5(PC,a) = PA, δ5(PC, b) = PC
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Necháme na čtenáři, aby sestrojil konečný automat akceptujı́cı́ jazyk
L2 −L1.

M

y
Věta 4.11 V

Třı́da regulárnı́ch jazyků je uzavřená na zřetězenı́.

y
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Idea důkazu: Mějme dva regulárnı́ jazyky L1 a L2. Ke každému z nich exis-
tuje úplný deterministický konečný automat M1 a M2, který jej akceptuje.
Zkonstruujeme konečný automat M3, který akceptuje jazyk L1 ⋅L2.

Necht’ M1 = (Q1,Σ1, δ1, q0, F1) a M2 = (Q2,Σ2, δ2, p0, F2) takové, že platı́
Q1 ∩Q2 = ∅.

Konečný automat M3 = (Q1 ∪Q2,Σ1 ∪Σ2, δ3, q0, F2), kde

δ3 = δ1 ∪ δ2 ∪ δ′

Část přechodové funkce označená δ′ zodpovı́dá za ”spojenı́“ obou automatů
a je definována takto: ∀δ2(p0, a) = p přidej δ′(qf , a) = p,∀qf ∈ F1. Pro všechny
přechody, které vedou z počátečnı́ho stavu druhého automatu, přidáme pře-
chody ze všech koncových stavů tam, kam vedou ty z počátečnı́ho stavu.
Graficky znázorněna by situace vypadala následovně:
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y
Věta 4.12 V

Třı́da regulárnı́ch jazyků je uzavřená na iteraci.

y

Idea důkazu: Necht’ L je regulárnı́ jazyk a M = (Q,Σ, δ, q0, F ) konečný auto-
mat, který jej akceptuje. Sestrojı́me konečný automat M ′ = (Q′,Σ, δ′, q0, F ),
který bude akceptovat iteraci jazyka L, tedy L∗. Prvnı́ část konstrukce je
obdobná konstrukci automatu přijı́majı́cı́ho zřetězenı́ jazyků, jen budeme
zřetězovat automat se sebou samým, a to v cyklu. Opět přidáme přechody
od koncových stavů takové a do těch stavů, jaké vedou z počátečnı́ho stavu.
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Tento automat pak přijı́má pozitivnı́ iteraci jazyka L. Je potřeba dořešit
situaci, kdy automat, pro který platı́ q0 ∉ F , má přijmout jazyk L0, tedy
prázdné slovo. Situaci vyřešı́me přidánı́m nového počátečnı́ho stavu q′0, který
bude zároveň patřit i do množiny koncových stavů, a přidáme také přecho-
dy z tohoto nového počátečnı́ho stavu takové, jaké má původnı́ počátečnı́
stav.
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Sestrojili jsme tedy konečný automat M ′ = (Q ∪ {q′0},Σ, δ′, q′0, F ∪ {q′0}),
kde:

• ∀δ(q, a) = p přidej δ′(q, a) = p,
• ∀δ(q0, a) = p přidej δ′(qf , a) = p, ∀qf ∈ F ∪ {q′0}.

y
Věta 4.13 V

Třı́da regulárnı́ch jazyků je uzavřená na zrcadlový obraz.

y

Idea důkazu: Necht’ L je regulárnı́ jazyk, který je rozpoznáván nějakým ko-
nečným automatem M . Sestrojı́me s nı́m ekvivalentnı́ nedeterministický ko-
nečný automat M ′. FA M ′ obdržı́me tak, že:

• v přechodovém grafu M obrátı́me orientaci přechodů,
• přidáme nový počátečnı́ stav,
• z nového počátečnı́ho stavu povedeme takové přechody, které vedou

ze všech koncových stavů automatu M
• počátečnı́ stav automatu M bude koncovým stavem konečného auto-

matu M ′.

Sestrojili jsme tedy konečný automat M ′ = (Q ∪ {q′0},Σ, δ′, q′0,{q0}), kde:

• ∀δ(q, a) = p přidej q do δ′(p, a),
• ∀δ(p, a) = qf přidej do δ′(q′0, a) stav p, ∀qf ∈ F .
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4.6 Redukce a minimalizace konečného automatu

Při návrhu konečného automatu různými způsoby může být výsledkem na
pohled zcela odlišné automaty, které se mohou lišit nejen vlastnostmi pře-
chodové funkce, ale i počty stavů. Za předpokladu, že všechny akceptujı́
stejný jazyk, který z nich je lepšı́? Zachycuje některý z nich zcela jiný přı́stup
nebo jsou všechny založené na stejném principu? Odpověd’ na tuto otázku
nám může poskytnout tzv. redukce a minimalizace konečného automatu.

Při redukci odstraňujeme nedosažitelné a nadbytečné stavy. Minimali-
zace konečného automatu pak spočı́vá ve snižovánı́ počtu stavů takovým
způsobem, že budeme nacházet ekvivalentnı́ stavy.

Nynı́ přistoupı́me k redukci konečného automatu.

R

Definice 4.6 Def
Stav q konečného automatuM = (Q,Σ, δ, q0, F ) se nazývá dosažitelný, jestliže Dosažitelný

stavexistuje slovo w ∈ Σ∗ takové, že pro které existuje výpočet konečného auto-
matu (q0,w) ⊢∗ (p, ε).

Stavy, které nejsou dosažitelné, se nazývajı́ nedosažitelné.

L

Postup, jakým odstranı́me nedosažitelné stavy, je poměrně jednoduchý.

↬

Algoritmus 4.4 Odstraněnı́ nedosažitelných stavů FA
A

Vstup: Konečný automat M = (Q,Σ, δ, q0, F )
Výstup: Ekvivalentnı́ konečný automat M ′ = (Q′,Σ, δ′, q0, F

′) bez ne-
dosažitelných stavů

S0 = {q0}; i = 1;
dělej
Si = Si−1 ∪ {q ∣ δ(p, a) ∋ q, p ∈ Si−1, a ∈ Σ}

dokud platı́ Si ≠ Si−1;
Q′ = Si;
F ′ = F ∩ Si;
pro všechna δ(p, a) pokud p ∈ Q′ polož δ′(p, a) = δ(p, a) ∩ Si;

↫
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Popı́šeme jednotlivé kroky vytvořenı́ množiny Si.
• Vytvořı́me množinu S0, do nı́ přiřadı́me počátečnı́ stav automatu,
S0 = {q0};

• vytvořı́me množinu S1 tak, že do nı́ dáme prvky množiny S0 a dále
všechny stavy, do kterých vede přechod ze stavů množiny S0, tzn.
přidáme všechny stavy, do kterých se dá dostat přı́mo z q0;

• postupně vytvářı́me množiny S2, . . . , Si tak, že do Si zařadı́me nejdřı́-
ve obsah množiny Si−1 a pak přidáme všechny stavy, do kterých vede
přechod z některého stavu z množiny Si−1;

• Vytvářenı́ nových množin ukončı́me tehdy, když se do množiny nedá
přidat žádný nový stav, tedy Si = Si−1.

• Nový konečný automat zı́skáme tak, že z původnı́ho konečného auto-
matu odstranı́me stavy (z množiny Q a F ), které nenáležı́ do množiny
Si – jsou nedosažitelné, a dále odstranı́me všechny přechody, které ve-
dou z nebo do těchto stavů.

M
Přı́klad 4.10 P

Mějme konečný automat M = ({q0, q1, q2},{a, b}, δ, q0,{q1, q2}) s přechodo-
vou funkcı́ definovanou následovně:

δ(q0, a) = {q0, q2}
δ(q0, b) = {q2}
δ(q1, a) = {q0}
δ(q1, b) = {q1, q2}
δ(q2, a) = {q2}
δ(q2, b) = {q0}

Pokud znázornı́me automat M graficky, dostáváme následujı́cı́ schéma:

q0

q1

q2

a

a

ba

b

b

a

b
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Zkonstruujeme ekvivalentnı́ konečný automat M ′ bez nedosažitelných
stavů.

1. S0 = {q0};
2. S1 = {q0}∪{q2}, přidáme stav q2, protože pokud je automat ve stavu q0

a načı́tá vstupnı́ symbol b, dostává se do stavu q2;
3. S2 = {q0, q2}, nepřidáváme žádný stav, protože ze stavu q0 i q2 se pře-

čtenı́m a nebo b dostává automat zase do stavu q0 nebo q2;
4. Q′ = S2; F ′ = {q2};
5. δ(q0, a) = {q0, q2}

δ(q0, b) = {q2}
δ(q1, a) = {q0}
δ(q1, b) = {q1, q2}
δ(q2, a) = {q2}
δ(q2, b) = {q0}

Výsledný automat má následujı́cı́ přechodový diagram:

q0 q2

a

a

b

a

b

M

V dalšı́m kroku je zapotřebı́ odstranit nadbytečné stavy.

R

Definice 4.7 Def
Stav q konečného automatu M = (Q,Σ, δ, q0, F ) se nazývá nadbytečný, jest- Nadbytečný

stavliže neexistuje slovo w ∈ Σ∗ takové, pro které existuje výpočet konečného
automatu (q,w) ⊢∗ (qf , ε), qf ∈ F .

L
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Postup, jakým odstranı́me nadbytečné stavy, je uveden v následujı́cı́m
algoritmu.

↬

Algoritmus 4.5 Odstraněnı́ nadbytečných stavů FA
A

Vstup: Konečný automat M = (Q,Σ, δ, q0, F )
Výstup: Ekvivalentnı́ konečný automat M ′ = (Q′,Σ, δ′, q0, F

′) bez nad-
bytečných stavů

R0 = F ; i = 1;
dělej
Ri = Ri−1 ∪ {p ∣ δ(p, a) ∋ q, q ∈ Ri−1, a ∈ Σ}

dokud platı́ Ri ≠ Ri−1;
Q′ = Ri;
F ′ = F ∩Ri;
pro všechna δ(p, a) pokud p ∈ Q′ polož δ′(p, a) = δ(p, a) ∩Ri;

↫

Popı́šeme jednotlivé kroky vytvořenı́ množiny Ri.

• Vytvořı́me množinu R0, do nı́ přiřadı́me všechny konečné stavy auto-
matu,
R0 = F ;

• vytvořı́me množinu R1 tak, že do nı́ dáme prvky množiny R0 a dále
všechny stavy, ze kterých vede přechod do stavů množiny R0, tzn.
přidáme všechny stavy, ze kterých se dá dostat přı́mo do koncových
stavů;

• postupně vytvářı́me množiny R2, . . . ,Ri tak, že do Ri zařadı́me nejdřı́-
ve obsah množiny Ri−1 a pak přidáme všechny stavy, ze kterých vede
přechod do některého stavu z množiny Ri−1;

• Vytvářenı́ nových množin ukončı́me tehdy, když se do množiny nedá
přidat žádný nový stav, tedy Ri = Ri−1.

• Nový konečný automat zı́skáme tak, že z původnı́ho konečného auto-
matu odstranı́me stavy (z množiny Q a F ), které nenáležı́ do množiny
Ri – jsou nadbytečné, a dále odstranı́me všechny přechody, které ve-
dou z nebo do těchto stavů.
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M
Přı́klad 4.11 P

Mějme konečný automat M = ({q0, q1, q2},{a, b}, δ, q0,{q1, q2}) s přechodo-
vou funkcı́ definovanou následovně:

δ(q0, a) = {q0, q2}
δ(q0, b) = {q2}
δ(q1, a) = {q0}
δ(q1, b) = {q1, q2}
δ(q2, a) = {q2}
δ(q2, b) = {q0}

Pokud znázornı́me automat M graficky, dostáváme následujı́cı́ schéma:

q0

q1

q2

a

a

ba

b

b

a

b

Zkonstruujeme ekvivalentnı́ konečný automat M ′ bez nedosažitelných
stavů.

1. S0 = {q0};
2. S1 = {q0}∪{q2}, přidáme stav q2, protože pokud je automat ve stavu q0

a načı́tá vstupnı́ symbol b, dostává se do stavu q2;
3. S2 = {q0, q2}, nepřidáváme žádný stav, protože ze stavu q0 i q2 se pře-

čtenı́m a nebo b dostává automat zase do stavu q0 nebo q2;
4. Q′ = S2; F ′ = {q2};
5. δ(q0, a) = {q0, q2}

δ(q0, b) = {q2}
δ(q1, a) = {q0}
δ(q1, b) = {q1, q2}
δ(q2, a) = {q2}
δ(q2, b) = {q0}
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Výsledný automat má následujı́cı́ přechodový diagram:

q0 q2

a

a

b

a

b

M

Nynı́ se pustı́me do druhé části redukce konečných automatů.

R

Definice 4.8 Def
Úplný deterministický konečný automat je minimálnı́, jestliže neexistuje žád- Minimálnı́ FA
ný jazykově ekvivalentnı́ úplný konečný automat, který má menšı́ počet
stavů.

L

V každém konečném automatu je dáno základnı́ rozlišenı́ stavů na kon-
cové a ostatnı́ stavy. Dva stavy je dále možné rozlišit pomocı́ řetězce vstup-
nı́ch symbolů a to tak, že automat začı́ná zpracovávat řětězec v jednom nebo
druhém stavu, po přečtenı́ řetězce se pak v prvnı́m přı́padě nacázı́ automat
ve stavu, který patřı́ do cı́lové množiny a ve druhém přı́padě je ve stavu
mimo tuto množinu. Stavy, které takto nelze rozlišit, se nazývajı́ ekviva-
lentnı́.

R

Definice 4.9 Def
Necht’ M = (Q,Σ, δ, q0, F ) je konečný automat a p, q ∈ Q. Řekneme, že stavy
p, q jsou ekvivalentnı́ (p ∼ q), jestliže pro každé w ∈ Σ∗ paltı́: Ekvivalence

stavů
(p,w) ⊢ (qf , ε) ⇔ (q,w) ⊢ (q′f , ε), qf , q′f ∈ F.

L

Relace ∼ je relacı́ ekvivalence na množině Q. Ukážeme nynı́, jak pro libo-
volné dva stavy určit, zda jsou ekvivalentı́.

Pro každý konečný automat M = (Q,Σ, δ, q0, F ) definujeme posloupnost
relacı́ 0∼, 1∼, 2∼ . . . na množině Q takto:

• p
0∼ q⇐⇒df p ∈ F ⇔ q ∈ F ;
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• p
i∼ q⇐⇒df p

i−1∼ q a pro všechna a ∈ Σ δ(p, a) i−1∼ δ(q, a), i ≥ 1.

Z předchozı́ho vyplývá, že p i∼ q právě tehdy, když libovolné slovo délky
nepřesahujı́cı́ i převede automat ze stavů p, q v obou přı́padech do kon-
cového nebo v obou přı́padech do nekoncového stavu.

y
Věta 4.14 V

Necht’ M = (Q,Σ, δ, q0, F ) je konečný automat. Potom platı́ následujı́cı́ tvr-
zenı́:

1. Každá z relacı́ i∼ je relacı́ ekvivalence na Q. Označme Ri = Q/ i∼ rozklad
Q podle i∼.

2. Pro každé i ≥ 0 je Ri+1 zjemněnı́m rozkladu Ri, tzn. pokud pro p, q ∈ Q
platı́ p i+1∼ q, pak platı́ také p i∼ q.

3. Pokud pro nějaké i ≥ 0 platı́ Ri+1 = Ri, pak také Ri+t = Ri pro libovolné
t ≥ 1.

4. Jestliže ∣Q∣ = n, pak existuje k ≤ n − 1 takové, že Rk = Rk+1.

5. Pro každé k takové, že Rk = Rk+1, je relace k∼ totožná s relacı́ ∼, tzn. pro

libovolné p, q ∈ Q je p k∼ q⇔ p ∼ q.

y

Podle předchozı́ věty sestavı́me algoritmus rozkladu množiny stavů Q
na ∼-třı́dy.

↬

Algoritmus 4.6 Rozklad množiny stavů Q na ∼-třı́dy
A

Vstup: Konečný automat M = (Q,Σ, δ, q0, F )
Výstup: Q/ ∼

R0 = {{qf ∣qf ∈ F},{q ∈ Q∣q ∉ F};
dělej
Ri ∶ dva stavy patřı́ do stejné množiny rozkladu Q/ i∼, pokud
náležely do stejné množiny rozkladu Q/ i−1∼ a pro každé a ∈ Σ platı́
δ(p, a) patřı́ do stejné množiny rozkladu Q/ i−1∼ jako δ(q, a), jinak
patřı́ do dvou nových množin, které vzniknou rozdělenı́m množiny
původnı́.
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dokud platı́ Ri ≠ Ri−1;
Q/ ∼= Ri;

↫

Nynı́ již můžeme přejı́t k samotné minimalizaci.

y
Věta 4.15 V

Ke každému konečnému automatu lze sestrojit jazykově ekvivalentnı́ mi-
nimálnı́ konečný automat.

y

Ukážeme, jak takový automat zkonstruovat. Budeme předpokládat, že
máme libovolný konečný automat (nedeterministický, neúplný).
Postup:

1. Vytvořı́me ekvivalentnı́ deterministický automat;
2. Zbavı́me ho nedosažitelných stavů;
3. Pokud výsledný automat nenı́ úplný, převedeme konečný automat na

úplný;
4. Postupně vytvářı́me rozklady množiny stavů podle relace ekvivalence

i∼, i ≥ 0;

5. Pokud i−1∼ = i∼, zı́skali jsme finálnı́ rozklad. Jednotlivé množiny rozkladu
jsou novými stavy minimálnı́ho automatu. Vhodně je přeznačı́me přeformulujeme
přechodové zobrazenı́.

Tento postup demonstrujeme na následujı́cı́m přı́kladě:

M
Přı́klad 4.12 P

Necht’ M = ({1,2, . . . ,8},{a, b}, δ,1,{8}) je konečný automat deterministický
a bez nedosažitelných stavů.
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a b
→ 1 2 4

2 6
3 3 8
4 5 3
5 7
6 6 8
7 7 8

← 8 8

1

2

4

3

5

6

7

8

a

b

b

a

b

a

b

a

b
a

b

b

Při konstruci minimálnı́ho automatu je výhodné pracovat s tabulkou přechodové
funkce.

a b
→ 1 2 4

2 P 6
3 3 8
4 5 3
5 P 7
6 6 8
7 7 8
P P P Doplnı́me automat na úplný

← 8 8

Nynı́ rozdělı́me množinu stavů na koncové a ostatnı́. Obě množiny označı́me
I a II . Zapı́šeme, do které z množin vedou přechody z jednotlivých stavů.
Pokud jsou hodnoty navzájem různé, vytvořı́me množiny z těch stavů, které
majı́ hodnoty stejné navzájem. Množiny nikdy neslučujeme!

a b

I → 1 2 4
2 P 6
3 3 8
4 5 3
5 P 7
6 6 8
7 7 8
P P P

II ← 8 P 8

a b

I → 1 I I
2 I I
3 I II
4 I I
5 I I
6 I II
7 I II
P I I

II ← 8 II II

a b

I → 1 I I
2 I II
4 I II
5 I II
P I I

II 3 II III
6 II III
7 II III

III ← 8 III III
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a b

I → 1 II II
P I I

II 2 I III
4 II III
5 I III

III 3 III IV
6 III IV
7 III IV

IV ← 8 I IV

a b

I → 1 III IV

II P II II

III 2 II V
5 II V

IV 4 III V

V 3 V V I
6 V V I
7 V V I

V I ← 8 II V I

Toto byl po-
slednı́ krok. Dalšı́
rozdělenı́ množin
stavů nenı́ nutné,
protože uvnitř
množin stavy
přecházı́ vždy do
stejných množin
stavů.

Konečný automat přeznačı́me a dostáváme výsledný minimalizovaný ko-
nečný automat M ′ = ({1, . . . ,6},{a, b}, δ′,1,{6}) s přechodovou funkcı́:

a b
→ 1 3 4

2 2 2
3 2 5
4 3 5
5 5 6

← 6 2 6

1

3

4

2

5 6

a

b

a, b

a

b

b

a
a

b

a

b

M

C Úkoly

1. Mějme konečný automat M1 = ({q0, q1, q2, qF },{0,1}, δ, q0,{qF }) s pře-
chodovou funkcı́:

δ(q0,0) = {q0, q1} δ(q0,1) = {q0, q2}
δ(q1,0) = {q1, qF } δ(q1,1) = {q1}
δ(q2,0) = {q2} δ(q2,1) = {q2, qF }
δ(qF ,0) = ∅ δ(qF ,1) = ∅

O jaký konečný automat se jedná? Uvěd’te alternativnı́ způsoby zápisu
přechodové funkce.

2. Mějme konečný automat M1 = ({q1, q2, q3},{a, b, c}, δ, q1,{q3}) s pře-
chodovou funkcı́:
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δ(q1, a) = q2 δ(q1, b) = 3 δ(q1, c) = q2

δ(q2, a) = q3 δ(q2, b) = 1 δ(q2, c) = q2

δ(q3, a) = q1 δ(q3, b) = 2 δ(q3, c) = q1

(a) Napište přı́klad třı́ počátečnı́ch konfiguracı́. Jak vypadá koncová
konfigurace?

(b) Vypište 10 nejkratšı́ch slov, která automat přijı́má.
(c) Vypište pět slov nad abecedou {a, b, c}, která automat nepřijme.

3. Uvažujme nedeterministický konečný automat

M2 = ({S,A,B,C},{a, b, c}, δ, S,{A}): δ ∶ δ(S, a) = {A},
δ(S, c) = {B},
δ(B, b) = {B,C},
δ(C,a) = {B},
δ(C, c) = {A}.

Sestrojte deterministický úplný konečný automat, který bude ekviva-
lentnı́ s automatem M2.

4. Sestrojte konečný automat generujı́cı́ jazyk:

(a) L = {w ∈ {0,1}∗}
(b) L = {w ∈ {0,1}∗ ∣ w je sudé délky }
(c) L = {w ∈ {0,1}∗ ∣ počet symbolů 1 ve slově w je lichý }
(d) L = {w ∈ {0,1}∗ ∣ za každým podslovem 11 ve slově w ihned

následuje 0}
(e) L = {w ∈ {0,1}∗ ∣ w je sudé délky a počet 1 je dělitelný třemi }
(f) L = {w ∈ {0,1}∗ ∣ w začı́ná podslovem 1101 nebo končı́ 0000}
(g) L = {u ∈ {0,1}∗ ⋅ v ∈ {0,1}∗∣ u je liché délky a obsahuje podslovo

0110, v = (100)i, i ≥ 1}
5. Navrhněte konečný automat rozpoznávajı́cı́ jazyk všech slov nad abe-

cedou {a, b, c}, ve kterých je součet počtů výskytů znaků a a b sudý.
6. Navrhněte konečný automat přijı́majı́cı́ právě ta slova nad abecedou
{a, b, c, d}, která nemajı́ jako prvnı́ znak a, nemajı́ jako druhý znak b,
nemajı́ jako třetı́ znak c a nemajı́ jako čtvrtý znak d. Jejich délka může
být i < 4.

7. Minimalizuje konečné automaty zadané tabulkou:

(a) 0 1
→ 1 1 2
← 2 3 2

3 2 2
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(b) a b
→ 1 1 3

2 1 3
← 3 6 5

4 1 5
5 2 4

← 6 2 6

(c) a b
→ 1 2 1

2 4 3
← 3 5 5
← 4 3 5

5 5 5

(d) a b
→ 1 2 3

2 2 4
← 3 3 5

4 2 7
← 5 6 3
← 6 6 6

7 7 4
8 2 3
9 9 4

C



Kapitola 5
Zásobnı́kové automaty

Dalšı́m automatem, se kterým se seznámı́me, je zásobnı́kový automat. Jedná
se o stroj, který si můžeme představit jako konečný automat rozšı́řený o pa-
mět’, tzv. zásobnı́k.

Zásobnı́k představuje takový typ paměti, jenž umožňuje ukládat sym-
boly z jisté abecedy; při čtenı́ je však přı́stupný pouze naposledy uložený
symbol. Jedná se tedy o pamět’ typu LIFO - last in, first out. Přı́stup k libo-
volnému symbolu v zásobnı́ku zı́skáme, odebereme-li ze zásobnı́ku všechny
později uložené symboly. Co se týče čtenı́ symbolů ze zásobnı́ku, jedná se
o způsob podobný destruktivnı́mu čtenı́ paměti počı́tače - čtenı́m se uložená
hodnota zničı́ - nabitý kondenzátor uchovávajı́cı́ hodnotu 1 se čtenı́m vybije,
po přečtenı́ má hodnotu 0. Jinak řečeno, aby symbol v zásobnı́ku mohl být
přečten, je potřeba jej ze zásobnı́ku odebrat.

V souladu s běžně užı́vanou konvencı́ budeme nazývat poslednı́ obsa-
zené polı́čko vrcholem zásobnı́ku – vycházı́me z představy svislého uspořá-
dánı́ pamět’ových buněk, přičemž je zaplňujeme odspodu nahoru. Schéma
zásobnı́kového automatu je na obrázku 5.1.

Zásobnı́kový automat můžeme chápat jako zařı́zenı́, které se skládá z ná-
sledujı́cı́ch částı́:

• řı́dicı́ jednotka, která se může nacházet v některém z konečně mnoha
stavů,

• vstupnı́ páska stejné délky jako vstupnı́ slovo, které je na nı́ zapsáno,
• čtecı́ hlava, která umožňuje řı́dı́cı́ jednotce čı́st symbol z polı́čka vstu-

pnı́ pásky, nad nı́mž se nacházı́ čtecı́ hlava,

94
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Řı́dı́cı́ jednotka

Q

q

0 1 0 1 1 0 . . .

čtecı́ hlava

vstupnı́ páska

Z0

A

B

B

A

B Vrchol zásobnı́ku

čtecı́ a zapisovacı́ hlava

Zásobnı́k

Obrázek 5.1: Zařı́zenı́ ”zásobnı́kový automat“

• zásobnı́k představovaný potenciálně nekonečnou páskou (dělenou na
jednotlivá polı́čka, přičemž na každém polı́čku může být nejvýše jeden
symbol z takzvané zásobnı́kové abecedy),

• čtecı́ a zapisovacı́ halva, která umožňuje řı́dicı́ jednotce čı́st i odstra-
ňovat symbol z vrcholu zásobnı́ku a zapisovat symboly ”nad vrchol
zásobnı́ku“.

V následujı́cı́m se budeme věnovat neformálnı́mu popisu funkce zásob-
nı́kového automatu. Nejdřı́ve probereme výchozı́ předpoklady:

1. Na vstupnı́ pásce bude zapsáno slovo tvořené ze symbolů vstupnı́ abe-
cedy zásobnı́kového automatu. Páska (dělená na jednotlivá polı́čka)
bude mı́t na každém polı́čku právě jeden symbol a délka pásky bude
stejná jako délka vstupnı́ho slova, tj. páska je konečné délky a na jejı́m
konci nejsou žádná nevyužitá polı́čka.

2. Čtecı́ hlava je umı́stěna nad prvnı́m (tj. nejlevějšı́m) polı́čkem vstupnı́
pásky (a je nachystána ke čtenı́ 1. symbolu).

3. V zásobnı́ku je uložen jediný symbol – takzvaný počátečnı́ zásobnı́ko-
vý symbol.

4. Čtecı́ a zapisovacı́ hlava je umı́stěna nad vrcholem zásobnı́ku.
5. Zásobnı́kový automat se nacházı́ v počátečnı́m stavu.

Nynı́ popı́šeme jednotlivé fáze průběhu výpočtu. Vycházı́me z předpo-
kladu, že řı́dicı́ jednotka má (dı́ky čtecı́ i čtecı́ a zapisovacı́ hlavě) vždy k dis-
pozici informace o vstupnı́m symbolu a vrcholu zásobnı́ku. Výpočet probı́há
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nedeterministicky, přičemž v každém okamžiku má zásobnı́kový automat na
výběr několik možnostı́ kroků výpočtu.

1. V prvnı́ řadě má možnosti plynoucı́ ze znalosti vstupnı́ho symbolu,
aktuálnı́ho stavu a symbolu z vrcholu zásobnı́ku. Každá z těchto mož-
nostı́ zahrnuje nový stav řı́dicı́ jednotky a (přı́padně prázdný) řetěz
zásobnı́kových symbolů, jimiž bude ”přepsán“ vrchol zásobnı́ku.

V uvedeném přı́padě automat přesune čtecı́ hlavu nad vstupnı́ páskou
o jedno polı́čko doprava, přejde do nového stavu, odstranı́ symbol z vr-
cholu zásobnı́ku a do zásobnı́ku zapı́še přı́slušný řetěz, tj. je-li prázdný,
nezapisuje nic, je-li délky 1, zapı́še jej namı́sto odstraněného symbolu,
a je-li délky alespoň 2, jeho prvnı́ symbol zprava zapı́še do zásobnı́ku
nejdřı́ve, pak zapı́še druhý symbol zprava atd. (tzn. po provedenı́ zá-
pisu se nejlevějšı́ symbol ocitne na vrcholu zásobnı́ku).

2. V druhé řadě má možnosti obdobné předchozı́mu bodu, ale lišı́cı́ se
tı́m, že nenı́ vyžadována žádná znalost vstupnı́ho symbolu. Tzn. auto-
mat pro svůj výpočetnı́ krok potřebuje znát pouze aktuálnı́ stav a sym-
bol z vrcholu zásobnı́ku. Výsledkem je pak přechod do nového stavu a

”přepsánı́“ vrcholu zásobnı́ku – jinými slovy, automat v daném kroku
nečetl vstupnı́ symbol, neposunuje hlavu po vstupnı́ pásce, pouze mě-
nı́ svůj stav a obsah zásobnı́ku.

Jako poslednı́ část neformálnı́ho popisu funkce zásobnı́kového automatu
uvedeme, jakým způsobem je vyhodnocen výpočet. Uvedeme si dva způ-
soby, jak může zásobnı́kový automat přijı́mat vstupnı́ slovo.

1. Prvnı́ způsob je analogický přijetı́ vstupnı́ho slova nedeterministickým
konečným automatem, tj. je vyžadována existence výpočtu, který končı́
po přečtenı́ celého vstupnı́ho slova v některém z vyznačených kon-
cových stavů.

2. Druhý způsob využı́vá přı́tomnosti zásobnı́ku a vyžaduje existenci ta-
kového výpočtu, který končı́ po přečtenı́ celého vstupnı́ho slova a vy-
prázdněnı́m zásobnı́ku.

U každého zásobnı́kového automatu pochopitelně výslovně uvedeme, který
z popsaných způsobů přijı́mánı́ vstupnı́ch slov použı́vá.

Nynı́ přejdeme k formálnı́ definici zásobnı́kového automatu.
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R

Definice 5.1 Def
Zásobnı́kovým automatem (zkráceně ozn. ZA) nazýváme uspořádanou sed- Zásobnı́kový

automatmici
M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ), kde

• Q je konečná neprázdná množina stavů,
• Σ je vstupnı́ abeceda,
• Γ je zásobnı́ková abeceda,
• δ je přechodové zobrazenı́; δ ∶ Q × (Σ ∪ {ε}) × Γ→ Q × Γ∗,
• q0 ∈ Q je počátečnı́ stav,
• Z0 ∈ Γ je počátečnı́ symbol,
• F ⊆ Q je množina koncových stavů.

L

Stejně jkao u konečného automatu nadefinujeme dále konfiguraci a krok
výpočtu.

R

Definice 5.2 Def
Mějme libovolný ZA M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ). Každou uspořádanou trojici Konfigurace

ZA(q,w,α) ∈ Q ×Σ∗ × Γ∗ nazveme konfiguracı́ zásobnı́kového automatu M .

L

R

Definice 5.3 Def
Krok výpočtu M definujeme jako binárnı́ relaci ⊢ na množině všech konfigu- Krok výpočtu

ZAracı́ takto: Pro všechna p, q ∈ Q, a ∈ Σ ∪ {ε}, x ∈ Σ∗, Z ∈ Γ, α,β ∈ Γ∗ je

(p, ax,Zα) ⊢ (q, x, βα),

právě když δ(p, a,Z) obsahuje (q, β).
Symbolem ⊢∗ budeme označovat reflexivnı́ a tranzitivnı́ uzávěr relace ⊢,
symbolem ⊢+ tranzitivnı́ uzávěr relace ⊢.

L
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Výpočet zásobnı́kového automatu definujeme prostřednictvı́m relace ⊢∗.
Podobně, jako tomu bylo u konečných automatů a nedeterministických

konečných automatů, i v přı́padě zásobnı́kových automatů konfigurace jed-
noznačně popisuje situaci, v nı́ž se stroj nacházı́ v průběhu výpočtu. Tuto
situaci zřejmě určuje aktuálnı́ stav, dosud nepřečtená část vstupnı́ho slova
a aktuálnı́ obsah zásobnı́ku. Tj. konfiguraci (q,w,α) odpovı́dá situace, kdy
se daný zásobnı́kový automat nacházı́ ve stavu q, dosud nepřečtená část
vstupnı́ho slova je rovna w a v zásobnı́ku je zapsán řetěz α, přičemž vrchol
zásobnı́ku obsahuje nejlevějšı́ symbol řetězu α.

V definici kroku výpočtu si všimněte požadavku na neprázdný obsah
zásobnı́ku. Jinak řečeno, dojde-li v průběhu výpočtu k vyprázdněnı́ zásob-
nı́ku, nenı́ dalšı́ výpočetnı́ krok definován.

Pokud si dobře prohlédneme definici zásobnı́kového automatu, dochá-
zı́me k faktu, že je definovaný jako nedeterministický. Nedeterminismus
spočı́vá nejen v definici přechodové funkce - podobně jako tomu bylo u
konečného automatu, ale také v možnosti nečı́st vstupnı́ symbol a zpraco-
vávat ”pouze“ symboly ze zásobnı́ku a měnit aktuálnı́ stav.

M
Přı́klad 5.1 P

δ(p, a,Z) = {(q1, a), (q2, ε)} a δ(p, ε,Z) = {(q3, Z), (q4, aZ)} máme v binárnı́
relaci ⊢ následujı́cı́ dvojice konfiguracı́:
(p, a,Z) ⊢ (q1, ε, a),
(p, a,Z) ⊢ (q2, ε, ε),
(p, a,Z) ⊢ (q3, a,Z),
(p, a,Z) ⊢ (q4, a, aZ).

Výpočet obsahujı́cı́ konfiguraci (p, a,Z) bude tedy zahrnovat čtyři různé
výpočty, z nichž každý pokračuje po konfiguraci (p, a,Z) jinou z výše uve-
dených konfiguracı́.

M

Jak bylo již dřı́ve předesláno, pro zásobnı́kový automat lze zavést dva
různé způsoby přijetı́ vstupnı́ho slova, což obecně vede ke dvěma různým
jazykům, jež přijı́má tentýž zásobnı́kový automat. Budeme mezi nimi roz-
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lišovat tak, že v definici zásobnı́kového automatu, který přijı́má prázdným
zásobnı́kem budeme uvádět prázdnou množinu koncových stavů.

R

Definice 5.4 Def
Necht’ M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) je zásobnı́kový automat. Množinu Jazyk

přijı́maný
koncovým
stavem

L(M) = {w ∈ Σ∗∣(q0,w,Z0) ⊢∗ (qf , ε, α) pro nějaké qf ∈ F,α ∈ Γ∗}

nazveme jazykem přijı́maným (rozpoznávaným) zásobnı́kovým automatem
M koncovým stavem.

L

R

Definice 5.5 Def
Necht’ M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0,∅) je zásobnı́kový automat. Množinu Jazyk

přijı́maný
prázdným
zásobnı́kem

Lε(M) = {w ∈ Σ∗∣(q0,w,Z0) ⊢∗ (q, ε, ε) pro nějaké q ∈ Q}

nazveme jazykem přijı́maným (rozpoznávaným) zásobnı́kovým automatem
M prázdným zásobnı́kem.

L

Uvedeme nynı́ přı́klady zásobnı́kových automatů a jazyků, které akcep-
tujı́.

M
Přı́klad 5.2 P

Sestrojte zásobnı́kový automat, který přijı́má jazyk L = {0n1n ∣ n ≤ 1} kon-
covým stavem.

Nejdřı́ve navrhneme činnost zásobnı́kového automatu neformálně. Do-
kud bude ZA čı́st symboly 0, setrvá v počátečnı́m stavu q0 a za každý přečte-
ný symbol 0 uložı́ do zásobnı́ku jeden symbol 0. Tı́m bude zajištěno zkopı́ro-
vánı́ všech symbolů 0 do zásobnı́ku. Při přečtenı́ prvnı́ho symbolu 1 přejde
ZA do stavu q1 a ze zásobnı́ku odebere jeden symbol 0. Ve stavu q1 ZA se-
trvá, dokud bude čı́st symboly 1 – přitom bude odstraňovat symboly 0 ze
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zásobnı́ku. Zůstane-li v zásobnı́ku pouze symbol Z0, přejde do koncového
stavu, nebot’ právě dočetl řetězec ve tvaru 0n1n.

Definice přı́slušného zásobnı́kového automatu vypadá následovně:
M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ), kde:
• Q = {q0, q1, q2},
• Σ = {0,1},
• Γ = {Z0,0},
• F = {q2},
• 1 δ(q0,0, Z0) = {(q0,0Z0)}

2 δ(q0,0,0) = {(q0,00)}
3 δ(q0,1,0) = {(q1, ε)}
4 δ(q1,1) = {(q1, ε)}
5 δ(q1, ε,Z0) = {(q2, Z0)}

Nynı́ uvedeme přı́klady výpočtu zásobnı́kového automatu s různými slovy
na vstupnı́ pásce.

Symbolem
i⊢,1 ≥ i ≥ 5 označı́me krok výpočtu a přechodovou funkci

v něm použitou.
Necht’ (q0,000111, Z0) je počátečnı́ konfigurace ZA M . Pak dalšı́ výpočet

probı́há následujı́cı́m způsobem:

(q0,000111, Z0)
1⊢ (q0,00111,0Z0)

2⊢ (q0,0111,00Z0)
2⊢ (q0,111,000Z0)

3⊢
3⊢ (q1,11,00Z0)

4⊢ (q1,1,0Z0)
4⊢ (q1, ε,Z0)

5⊢ (q2, ε,Z0)
Pokud slovo na vstupnı́ pásce nepatřı́ do jazyka akceptovaného ZA M ,

zásobnı́kový automat skončı́ výpočet v jiné konfiguraci než koncové. Uve-
deme výpočty se slovy 000110, 00111, 00011 a 1100.

1. 000110:

(q0,000110, Z0)
1⊢ (q0,00110,0Z0)

2⊢ (q0,0110,00Z0)
2⊢ (q0,110,000Z0)

3⊢
3⊢ (q1,10,00Z0)

4⊢ (q1,0,0Z0)
2. 00111:

(q0,00111, Z0)
1⊢ (q0,0111,0Z0)

2⊢ (q0,111,00Z0)
3⊢ (q1,11,0Z0)

4⊢
4⊢ (q1,1, Z0)

3. 00011:

(q0,00011, Z0)
1⊢ (q0,0011,0Z0)

2⊢ (q0,011,00Z0)
2⊢ (q0,11,000Z0)

3⊢
3⊢ (q1,1,00Z0)

4⊢ (q1, ε,0Z0)
4. 1100:

(q0,1100, Z0)
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Z definice přechodového zobrazenı́ vyplývá, že vytvořený zásobnı́kový
automat je deterministický.

M

M
Přı́klad 5.3 P

Sestrojte zásobnı́kový automat, který přijı́má jazyk L = {wwR ∣ w ∈ a, b∗}
prázdným zásobnı́kem.

Nejdřı́ve navrhneme činnost zásobnı́kového automatu neformálně.
Hlavnı́ princip zpracovánı́ slova, které se skládá ze dvou částı́ w a wR

bude spočı́vat v zapsánı́ prvnı́ části do zásobnı́ku (zápis ”šablony“) a uma-
závánı́ symbolů ze zásobnı́ku v průběhu čtenı́ druhé části slova v přı́padě,
že se bude shodovat symbol čtený na vstupnı́ pásce a symbol na vrcholu
zásobnı́ku (kontrola zrcadlového obrazu). ZA bude načı́tat symboly a za-
pisovat je do zásobnı́ku. V momentě, kdy narazı́ na dva stejné symboly za
sebou, bude mı́t možnost volby, jestli druhý symbol zapsat do zásobnı́ku,
nebo začı́t zásobnı́k umazávat. Výpočet skončı́ úspěšně, pokud ZA po zpra-
covánı́ celého slova umaže v poslednı́m kroku výpočtu zásobnı́kový symbol
Z0. Protože do jazyka patřı́ i prázdné slovo, musı́ mı́t automat možnost uma-
zat tento zásobnı́kový symbol i hned v prvnı́m kroku výpočtu.

Definice přı́slušného zásobnı́kového automatu vypadá následovně:
M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0,∅), kde:

• Q = {q0, q1},
• Σ = {a, b},
• Γ = {Z0, a, b},
• 1 δ(q0, a,Z0) = {(q0, aZ0)}

2 δ(q0, b,Z0) = {(q0, b,Z0)}
3 δ(q0, a, a) = {(q0, aa), (q1, ε)}
4 δ(q0, a, b) = {(q0, ab)}
5 δ(q0, b, a) = {(q0, ba)}
6 δ(q0, b, b) = {(q0, bb), (q1, ε}
7 δ(q1, a, a) = {(q1, ε)}
8 δ(q1, b, b) = {(q1, ε)}
9 δ(q1, ε,Z0) = {(q1, ε)}

10 δ(q0, ε,Z0) = {(q1, ε)}
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Nynı́ uvedeme přı́klady výpočtu zásobnı́kového automatu s různými
slovy na vstupnı́ pásce.

Symbolem
i⊢,1 ≥ i ≥ 10 označı́me krok výpočtu a přechodovou funkci

v něm použitou.
Necht’ (q0, abaaba,Z0) je počátečnı́ konfigurace ZA M . Pak dalšı́ výpočet

probı́há následujı́cı́m způsobem:

(q0, abaaba,Z0)
1⊢ (q0, baaba, aZ0)

5⊢ (q0, aaba, baZ0)
4⊢ (q0, aba, abaZ0)

3⊢
3⊢ (q1, ba, baZ0)

8⊢ (q1, a, aZ0)
7⊢ (q1, ε,Z0)

9⊢ (q1, ε, ε)
Protože je ZAM nedeterministický, může proběhnout s jednı́m vstupnı́m

slovem vı́ce výpočtů. Pro slovo abaaba existujı́ výpočty dva. Prvnı́, akcep-
tujı́cı́ jsme již uvedli. Nynı́ ukážeme, jak vypadá druhý, neakceptujı́cı́ výpo-
čet.
(q0, abaaba,Z0)

1⊢ (q0, baaba, aZ0)
5⊢ (q0, aaba, baZ0)

4⊢ (q0, aba, abaZ0)
3⊢

3⊢ (q0, ba, aabaZ0)
5⊢ (q0, a, baabaZ0)

4⊢ (q0, ε, abaabaZ0)

M

y
Věta 5.1 V

Jazyk L = Lε(M) pro nějaký ZAM = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0,∅), F ≠ ∅ právě tehdy,
když L = L(M ′) pro nějaký ZA M ′ = (Q′,Σ,Γ′, δ′, q′0, Z

′
0, F

′).

y

Idea důkazu:
1.⇐Ô: k danému ZA M ′ zkonstruujeme ZA M simulujı́cı́ jeho činnost. Kdy-
koli M ′ přejde do koncového stavu, bude mı́t M možnost volby, zda po-
kračovat v simulaci automatuM ′ nebo přejı́t do svého, nově přidaného stavu
qε, v němž vyprázdnı́ svůj zásobnı́k.

V průběhu výpočtu ZA M ′ může nastat situace, kdy dojde k vymazánı́
zásobnı́ku. Takový vstup by nový ZA M přijal bez ohledu na to, že automat
M ′ nebyl v koncovém stavu a vstupnı́ slovo by neakceptoval. Musı́me tedy
zabránit tomu, aby M v tomto bodě vstup (prázdným zásobnı́kem) akcepto-
val. Řešenı́ spočı́vá v tom, že ještě před zahájenı́m simulace výpočtu ZA M ′

uložı́me na dno zásobnı́ku ZA M nový symbol, který nedovolı́me odstanit
jinak, než když stroj M ′ přejde koncovém stavu q ∈ F nebo do stavu qε.
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Necht’ M ′ = (Q′,Σ,Γ′, δ′, q′0, Z0, F
′) je ZA takový, že L = L(M ′). Sestro-

jme M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z
′,∅) takový, že L = Lε(M).

Položme M = (Q′ ∪ {q0, qε},Σ,Γ′ ∪ {Z ′}, δ, q0,∅), kde Z ′ ∉ Γ′ a q′0, qε ∉ Q a
kde δ je definována takto:

1. δ(q0, ε,Z
′) = {(q0, Z0Z

′)},
2. jestliže δ′(q, a,Z) obsahuje (r, γ), pak δ(q, a,Z) obsahuje (r, γ), pro

všechna q ∈ Q,a ∈ Σ ∪ {ε} a Z ∈ Γ,
3. ∀q ∈ F,∀Z ∈ Γ ∪ {Z ′} ∶ δ(q, ε,Z) obsahuje (qε, ε),
4. ∀Z ∈ Γ{Z ′} ∶ δ(qε, ε,Z) = {qε, ε)}.

2.Ô⇒: M ′ simuluje činnost M a má opět nově přidaný symbol jako své dno
zásobnı́ku. Jakmile jeM ′ schopen čı́st tento symbol (tj. zásobnı́k automatuM
je prázdný), pak M ′ přejde do nově přidaného stavu qf , který je koncovým
stavem.

Necht’ M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0,∅) je zásobnı́kový automat takový, že
L = Lε(M). Sestrojme M ′ takový, že L = L(M ′).

Položme M ′ = (Q ∪ {q′0, qf},Σ,Γ ∪ {Z ′}, δ′, q′0, Z ′,{qf}), kde δ′ je defi-
nována takto:

1. δ′(q′0, ε,Z ′) = {(q0, Z0Z
′)},

2. jestliže δ(q, a,Z) obsahuje (r, γ), pak δ′(q, a,Z) obsahuje (r, γ) pro
všechna q ∈ Q,a ∈ Σ ∪ {ε} a Z ∈ Γ,

3. ∀q ∈ Q ∶ δ′(q, ε,Z ′) = {(qf , ε)};

C Úkoly

1. Mějme zásobnı́kový automat M = ({q0, q1, q2},{a, b},{a, b,Z0}δ, q0,∅)
s přechodovým zobrazenı́m definovaným takto:

δ(q0, a,Z0) = {(q0, aa)},
δ(q0, a, a) = {(q0, aa), (q1, a)},
δ(q1, b, a) = {(q2, ε)},
δ(q2, a, a) = {(q1, ε)}
• Určete, zda se jedná o deterministický nebo nedeterministický zá-

sobnı́kový automat.
• Jakým způsobem M akceptuje jazyk?
• Určete jazyk akceptovaný zásobnı́kovým automatem.
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2. Sestrojte zásobnı́kový automat, který bude akceptovat jazyk
L = {aibj ∣ i > 0, j = 2i} prázdným zásobnı́kem. Upravte tento zásobnı́-
kový automat tak, aby přijı́mal jazyk L koncovým stavem.

3. Sestrojte zásobnı́kový automat, který bude akceptovat jazyk
L = {aibj ∣ 0 ≤ i < j} koncovým stavem. Upravte tento zásobnı́kový
automat tak, aby přijı́mal jazyk L prázdným zásobnı́kem.

4. Sestrojte zásobnı́kový automat, který bude akceptovat jazyk
L = {wcwR ∣ w ∈ {a, b}∗, ∣w∣ ≤ 3} prázdným zásobnı́kem. Upravte tento
zásobnı́kový automat tak, aby přijı́mal jazyk L koncovým stavem.

C



Kapitola 6
Bezkontextové gramatiky a
jazyky

V této kapitole se budeme podrobněji zabývat bezkontextovými gramati-
kami (CF gramatikami) a jazyky jimi generovanými – bezkontextovými ja-
zyky (CF jazyky). Připomeneme definici bezkontextových gramatik.

R

Definice 6.1 Def
Bezkontextová gramatika je gramatika G = (N,T,P,S), jejı́ž pravidla jsou ve Bezkontexto-

vá gramatikatvaru A → β ,kde A ∈ N, β ∈ (N ∪ T )∗, ∣β∣ ≤ 1. Výjimku tvořı́ pravidlo S → ε
pod podmı́nkou, že neterminál S se nevyskytuje na pravé straně žádného
z pravidel.

L

Odvozenı́ slov v bezkontextové gramatice probı́há stejným způsobem,
jak jsme popsali u gramatik regulárnı́ch. V odvozenı́ v regulárnı́ grama-
tice, bylo v každém kroku odvozenı́ vybı́ráno pravidlo z množiny pravidel,
které měly na levé straně totožný neterminál. Každá větná forma totiž ob-
sahovala neterminál pouze jeden. Nynı́ u bezkontextových gramatik může
větná forma obsahovat vı́ce neterminálů (i různých) a je proto nejdřı́ve nutné
provést výběr neterminálu, na který budeme aplikovat přepisovacı́ pravidlo
a teprve poté vybı́rat pravidlo. Z uvedeného vyplývá, že i pro jedno slovo

105
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může existovat vı́ce odvozenı́, která se lišı́ právě tı́m, v jakém pořadı́ jsou
vybı́rány neterminály pro aplikaci pravidel. Osvětlı́me si tuto problematiku
na přı́kladě.

M
Přı́klad 6.1 P

Mějme gramatiku G = ({S,A},{a, b},{S → aSA ∣ a, A → bAS ∣ b}, S). Uve-
deme dvě různá odvozenı́ téhož slova aabbba.

S ⇒ aSA⇒ aaSAA⇒ aaaAA⇒ aaabA⇒ aabbAS ⇒ aabbAa⇒ aabbba
S ⇒ aSA ⇒ aSbAS ⇒ aSbAa ⇒ aaSAbAa ⇒ aaaAbAa ⇒ aaabbAa ⇒

aabbba

M

Speciálnı́m přı́padem odvozenı́ jsou tzv. kanonické odvozenı́. Jsou to ta-
ková odvozenı́, kde v každém kroku je přepsán vždy nejlevějšı́ přı́p. nej-
pravějšı́ neterminál. Takové odvozenı́ se nazývá levé přı́p. pravé.

R

Definice 6.2 Def
Necht’ G = (N,T,P,S) je bezkontextová gramatika. Řekneme, že řetězec α Levé a pravé

přepsánı́lze přepsat na řetězec β v gramatice G levým přepsánı́m, jestliže existuje
v gramatice G pravidlo A → γ ∈ P takové, že α = ξAη, β = ξγη, přičemž
ξ ∈ T ∗, η ∈ (N ∪ T )∗. Jestliže platı́ ξ ∈ (N ∪ T )∗ a η ∈ T ∗, pak hovořı́me
o pravém přepsánı́.

Odvozenı́ se nazývá levé (přı́p. pravé), pokud je každý krok odvozenı́
levým (přı́p. pravým) přepsánı́m. Levé a pravé

odvozenı́
L

Odvozenı́ slova aabbba v gramatice G z přı́kladu 6.1 nejsou ani levá ani
pravá. Ukážeme, jak vypadá levé a pravé odvozenı́.

S ⇒ aSA⇒ aaSAA⇒ aaaAA⇒ aaabA⇒ aabbAS ⇒ aabbbS ⇒ aabbba
S ⇒ aSA⇒ aSbAS ⇒ aSbAa⇒ aSbba⇒ aaSAbba⇒ aaSbbba⇒ aabbba
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6.1 Strom odvozenı́, nejednoznačné gramatiky

Abychom mohli porovnat, do jaké mı́ry jsou si tato odvozenı́ podobná, přı́p.
jak moc se lišı́, zavádı́me grafické zobrazenı́ odvozenı́, které se nazývá de-
rivačnı́ strom. Grafické znázorněnı́ svou strukturou připomı́ná graf, který se
nazývá strom a přı́vlastek derivačnı́ pocházı́ ze slova derivace, jak se také
někdy nazývá odvozenı́.

R

Definice 6.3 Def
Necht’ G = (N,T,P,S) je bezkontextová gramatika. Strom H nazveme de-
rivačnı́m stromem v G právě, když platı́ tyto podmı́nky: Derivačnı́

strom1. každý uzel má návěštı́, které je symbolem z N ∪ T ∪ {ε},
2. kořen má návěštı́ S,
3. má-li vnitřnı́ uzel návěštı́ A, pak A ∈ N ,
4. má-li uzel n návěštı́ A a jeho všichni potomci n1, . . . , nk majı́ v uspořá-

dánı́ zleva doprava návěštı́ X1, . . . ,Xk , pak A→X1 . . .Xk ∈ P ,
5. má-li uzel n návěštı́ ε, pak n je list a je jediným potomkem svého otce.

Výsledkem derivačnı́ho stromuH nazveme slovo vzniklé zřetězenı́m návěštı́
listů v uspořádánı́ zleva doprava.

L

V následujı́cı́m přı́kladě vytvořı́me derivačnı́ strom.

M
Přı́klad 6.2 P

Vytvořme derivačnı́ strom k prvnı́mu odvozenı́ slova aabbba v bezkontex-
tové gramatice G = ({S,A},{a, b},{S → aSA ∣ a, A → bAS ∣ b}, S), které je
uvedeno před definicı́ derivačnı́ho stromu.

S ⇒ aSA⇒ aaSAA⇒ aaaAA⇒ aaabA⇒ aabbAS ⇒ aabbAa⇒ aabbba
Podle odvozenı́ sestavı́me derivačnı́ strom. Nejdřı́ve umı́stı́me kořen stro-

mu - uzel s návěštı́m startovacı́ho symbolu.

S
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V prvnı́m kroku odvozenı́ je startovacı́ neterminál přepsán podle pravi-
dla S → aSA.

S

Sa A

Ve druhém kroku je použito stejné pravidlo S → aSA tentokrát na nově
vzniklý neterminál S.

S

Sa A

ASa

Ve třetı́m kroku je opět přepsán neterminál S. Tentokrát je použito pravi-
dlo s→ a.

S

Sa A

ASa

a

Ve čtvrtém kroku je prvnı́ výskyt netermináluA přepsán pomocı́ pravidla
A→ b.

S

Sa A

ASa

a b
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V pátém kroku je pravidlo A → bAS aplikováno na jediný zbývajı́cı́ ne-
terminál A.

S

Sa A

ASa b A S

a b

V šestém (předposlednı́m) kroku je přepsán neterminál S pomocı́ pravi-
dla S → a a v poslednı́m, sedmém kroku je odvozenı́ dokončeno aplikacı́
pravidla A→ b.

S

Sa A

ASa b A S

a b a

S

Sa A

ASa b A S

a b b a

Odvozené slovo zı́skáme přečtenı́m terminálnı́ch symbolů postupně zle-
va doprava. Aby bylo zřejmé, jaké slovo vzniklo odvozenı́m, které znázorňuje
derivačnı́ strom, můžeme listy stromu ”protáhnout“ až na spodnı́ hranici
stromu.
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S

S A

AS A S

aaa b b b a

Toto znázorněnı́ se použı́vá pouze tehdy, pokud potřebujeme zdůraznit
existenci terminálnı́ch symbolů nebo symbolu ε.

M

Pokud vytvořı́me derivačnı́ strom i pro druhé odvozenı́ slova z přı́kladu
6.1, dostáváme stejný derivačnı́ strom jako pro odvozenı́ prvnı́. Mohou v gra-
matice existovat pro jedno slovo tak rozdı́lná odvozenı́, že majı́ každé má jiný
strom odvozenı́? Odpověd’ nalezneme v následujı́cı́m přı́kladě.

M
Přı́klad 6.3 P

Mějme gramatiku G = ({S},{a,+,∗},{S → S + S ∣ S ∗ S ∣ a}, S). Odvodı́me
v gramatice G slovo a + a ∗ a.

S ⇒ S + S ⇒ S + S ∗ S ⇒ a + S ∗ S ⇒ a + a ∗ S ⇒ a + a ∗ a
Vidı́me, že jsme jako prvnı́ pravidlo použili pravidlo S → S +S. Je možné

začı́t odvozovánı́ jiným pravidlem?
S ⇒ S ∗ S ⇒ S + S ∗ S ⇒ a + S ∗ S ⇒ a + a ∗ S ⇒ a + a ∗ a
Vytvořı́me k těmto dvěma odvozenı́m derivačnı́ stromy. Vlevo je deriva-

čnı́ strom prvnı́ho odvozenı́ a vpravo pak derivačnı́ strom druhého odvo-
zenı́.
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S

+S S

a ∗S S

a a

S

∗S S

+S S a

a a

M

Pokud budeme studovat derivačnı́ stromy dojdeme k poznatku, že ke
každému derivačnı́mu stromu existuje jediné levé odvozenı́ a ke každému
levému odvozenı́ existuje jediný derivačnı́ strom. Na základě této myšlenky
můžeme vyslovit následujı́cı́ definici.

R

Definice 6.4 Def
Bezkontextová gramatika G se nazývá nejednoznačná, jestliže existuje slovo Nejedno-

značná
gramatika

w ∈ L(G) takové, že v gramatice G existujı́ alespoň dvě různá levá odvozenı́
tohoto slova. Jinak se gramatika G nazývá jednoznačná.

L

Z uvedeného vyplývá, že ke slovu w ∈ L(G) v nejednoznačné gramatice
G existuje vı́ce derivačnı́ch stromů. Nejednoznačnost gramatiky s sebou nese
praktické problémy. Napřı́klad nejednoznačná gramatika umožňuje provést
vı́ce různých rozborů jednoho řetězce a pokud by rozbor umožňoval inter-
pretaci významu řetězce, vzniká problém, kterou interpretaci zvolit. Proto se
vždy, pokud to jde, snažı́me sestrojit gramatiku jednoznačnou. Existujı́ však
jazyky, které žádná jednoznačná gramatika negeneruje.

M
Přı́klad 6.4 P

Mějme gramatiku G = ({S,A,C,X,Y },{a, b, c}, P, S) s množinou pravidel:
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S → XC ∣X ∣C ∣AY ∣Y ∣A∣ε
X → aXb∣ab
Y → bY c∣bc
A → aA∣a
C → cC ∣c

Bezkontextová gramatika G generuje jazyk

L = {aibjck∣i, j, k ≥ 0, i = j nebo j = k}.

Tato gramatika je nejednoznačná protože slova tvaru anbncn, n ≥ 1 mo-
hou být generována dvěma různými způsoby - dvěma různými levými od-
vozenı́mi. Předvedeme tuto skutečnost na slově a2b2c2.

S ⇒XC ⇒ aXbC ⇒ aabbC ⇒ aabbcC ⇒ aabbcc
S ⇒ AY ⇒ aAY ⇒ aaY ⇒ aabY c⇒ aabbcc

S

X C

Xa b c C

a b c

S

YA

Yb cAa

b ca

I když jsou odvozenı́ na prvnı́ pohled různá, pro úplnost jsme zde uvedli
i stromy odvozenı́.

Vzhledem k charakteristice jazyka - sjednocenı́ dvou jednoduššı́ch ja-
zyků - nemůže existovat jednoznačná gramatika, která tento jazyk generuje.
Problémem jsou slova, která patřı́ do průniku obou jazyků, nemůže být jed-
noznačně dáno, jestli má být generováno částı́ generujı́cı́ prvnı́ nebo druhý
jazyk.

M

C Úkoly

1. Mějme strom odvozenı́ zobrazený na obrázku 6.1.

• Zjistěte, odvozenı́ kterého slova strom zachycuje.
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• Zapište pravidla gramatiky G, která byla k odvozenı́ tohoto slova
zapotřebı́.

• Napište levé a pravé odvozenı́ tohoto slova v gramatice G.

S

aA B

A A

Sa b b

S A

aA B

c a c

S B

c a ca

Obrázek 6.1: Strom odvozenı́ v gramatice G

2. Napište tři slova generovaná gramatikou G = ({S,A,B},{a, b, c}, P, S)
s množinou pravidel

P = { S → aAB ∣ aBa ∣ bABa
A → bAa ∣ bab ∣ SS
B → cbc ∣ aBaa ∣ bSSc }

Vytvořte pro tato slova stromy odvozenı́.

C
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6.2 Úpravy bezkontextových gramatik

Při tvorbě gramatik akceptujı́cı́ch určitý jazyk zejména využitı́m různých au-
tomatizovaných činnostı́ může vzniknout gramatika, která obsahuje velké
množstvı́ pravidel a symbolů. Ne všechny musı́ být k akceptovánı́ slov da-
ného jazyka potřebné, ne použitı́m všech neterminálů musı́ jı́t vygenerovat
terminálnı́ slovo. Taková pravidla a množstvı́ jak terminálnı́ch tak netermi-
nálnı́ch symbolů gramatiku pouze znepřehledňujı́.

R

Definice 6.5 Def
Řekneme, že symbol X ∈ N ∪ T je nepoužitelný v bezkontextové grama-
tice G = (N,T,P,S) právě tehdy, když v gramatice G neexistuje odvozenı́
S ⇒∗ wXy ⇒∗ wxy, pro nějaké w,x, y ∈ T ∗. Řekneme, že gramatika G je
redukovaná, jestliže neobsahuje žádný nepoužitelný neterminál.

L

Výše uvedená definice postihuje dvě podmı́nky nepoužitelnosti:
1. neexistence prvnı́ části uvedeného odvozenı́ má za následek, že symbol
X ∈ N ∪ T se nevyskytuje v žádné větné formě odvoditelné z S (jedná
se o tzv. nedosažitelný symbol),

2. neexistence druhé části odvozenı́ vyjadřuje skutečnost, že z netermi-
nálnı́ho symbolu X nelze odvodit žádný terminálnı́ řetězec (tzv. re-
dundantnı́ neterminál).

Poznamenejme ještě, že existence obou výše zmı́něných odvozenı́ ještě
nenı́ postačujı́cı́ podmı́nkou pro použitelnost symbolu. Vždy musı́me gra-
matiku zkoumat jako celek. Symbol X se může objevit třeba jen v takové
větné formě, která obsahuje jiný redundantnı́ neterminál.

y
Lemma 6.1 L

Necht’ G = (N,T,P,S) je bezkontextová gramatika. Pak existuje algoritmus,
který zkonstruuje bezkontextovou gramatiku G′ bez redundantnı́ch sym-
bolů takovou, že L(G) = L(G′).

y



KAPITOLA 6 BEZKONTEXTOVÉ GRAMATIKY A JAZYKY 115

Idea algoritmu spočı́vá v sestrojenı́ množiny neredundantnı́ch symbolů a
z následné úpravy gramatiky.

↬

Algoritmus 6.1 Odstraněnı́ redundantnı́ch symbolů
A

Vstup: Bezkontextová gramatika G = (N,T,P,S)
Výstup: Ekvivalentnı́ bezkontextová gramatika G′ = (N ′, T ′, P ′, S)

bez redundantnı́ch symbolů

i = 0;N0 = ∅;
dělej
i = i + 1;
Ni = Ni−1 ∪ {A ∣ A→ α ∈ P ;α ∈ (Ni−1 ∪ T )∗};

dokud platı́ Ni ≠ Ni−1;
G′ = (N ∩Ni, T,P ∩ (Ni × (Ni ∪ T )∗), S);

↫

Funkci algoritmu Odstraněnı́ redundantnı́ch neterminálů ukážeme na
přı́kladě. Pro lepšı́ pochopenı́ iteračnı́ho vytvářenı́ množin neredundantnı́ch
neterminálů budeme postupovat krok po kroku i vysvětlivkami.

M
Přı́klad 6.5 P

Mějme gramatikuG = ({S,A,B,C,D},{a, b, c, d}, P, S) s množinou pravidel:
S → aACb∣c
A → bA∣dC
B → bB∣Dc
C → Bc∣aA∣d
D → Ba

Při sestavovánı́ množin Ni budeme postupovat přesně podle algoritmu.

1. inicializace – i = 0; N0 = ∅;

2. prvnı́ průchod cyklem - i = 1; N1 = {A ∣ A → α;α ∈ T ∗} = {S,C}.
Procházı́me pravé strany pravidel a zkoumáme, které umı́me sestavit
pouze s terminálnı́ch symbolů. Pokud takovou pravou stranu nalez-
neme, levou stranu téhož pravidla přidáme do množiny N1;

3. test na rovnost – N1 ≠ N0 - pokračujeme v cyklu;
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4. druhý průchod cyklem – i = 2;

N2 = {S,C} ∪ {A ∣ A→ α;α ∈ (T ∪ {S,C})∗} = {S,C,A}
Procházı́me pravé strany pravidel a zkoumáme, které umı́me sestavit
s terminálnı́ch symbolů a neterminálů S a C. Pokud takovou pravou
stranu nalezneme, levou stranu téhož pravidla přidáme do množiny
N2;

5. test na rovnost – N2 ≠ N1 – pokračujeme v cyklu;
6. druhý průchod cyklem – i = 3;

N3 = {S,C,A} ∪ {A ∣ A→ α;α ∈ (T ∪ {S,C,A})∗} = {S,C,A}
Procházı́me pravé strany pravidel a zkoumáme, které umı́me sestavit
s terminálnı́ch symbolů a neterminálů S a C. Pokud takovou pravou
stranu nalezneme, levou stranu téhož pravidla přidáme do množiny
N3.

7. test na rovnost – N3 ≠ N2 – ukončenı́ cyklu;
8. sestavenı́ gramatiky – výsledná gramatika obsahuje pouze takové ne-

terminály, které jsou v množině N3, a taková pravidla, na která ”máme
stavebnı́ materiál“ – G′ = ({S,A,C},{a, b, c, d}, P ′, S), kde množina
pravidle obsahuje pravidla:

S → aACb∣c
A → bA∣dC
C → aA∣d

M

Následujı́cı́ věta se týká důležité otázky a to jestli je gramatika schopná
vygenerovat byt’ i jediný terminálnı́ řetězec.

y
Věta 6.2 V

Existuje algoritmus, který pro každou bezkontextovou gramatiku ověřı́, jestli
generuje neprázdný jazyk.

y
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Algoritmus, který dá odpověd’ na otázku, jestli jazyk, který generuje da-
ná bezkontextová gramatiky je prázdný nebo ne, vycházı́ z algoritmu odstra-
něnı́ redundantnı́ch symbolů. Pokud po skončenı́ cyklu množina Ni neobsa-
huje startovacı́ neterminál, pak je tento neterminál redundantnı́ a nelze z něj
odvodit žádné terminálnı́ slovo a tudı́ž jazyk generovaný touto gramatikou
je prázdný.

↬

Algoritmus 6.2 L(G) ? ∅
A

Vstup: Bezkontextová gramatika G = (N,T,P,S)
Výstup: ”ANO“ jestliže L(G) ≠ ∅, ”NE“ jinak

i = 0;N0 = ∅;
dělej
i = i + 1;
Ni = Ni−1 ∪ {A ∣ A→ α ∈ P ;α ∈ (Ni−1 ∪ T )∗};

dokud platı́ Ni ≠ Ni−1;
jestliže S ∈ Ni, pak výstup= ”ANO“, jinak výstup= ”NE“;

↫

Protože algoritmus je až na poslednı́ krok totožný s algoritmem odstra-
něnı́ redundantnı́ch symbolů, nebudeme jeho funkci rozebı́rat na přı́kladě.

y
Lemma 6.3 L

Necht’ G = (N,T,P,S) je bezkontextová gramatika. Pak existuje algoritmus,
který zkonstruuje bezkontextovou gramatiku G′ bez nedosažitelných sym-
bolů takovou, že L(G) = L(G′).

y

Idea algoritmu spočı́vá v iterativnı́m sestrojenı́ množiny dosažitelných
symbolů a s následné úpravy gramatiky.



KAPITOLA 6 BEZKONTEXTOVÉ GRAMATIKY A JAZYKY 118

↬

Algoritmus 6.3 Odstraněnı́ nedosažitelných symbolů
A

Vstup: Bezkontextová gramatika G = (N,T,P,S)
Výstup: Ekvivalentnı́ bezkontextová gramatika G′ = (N ′, T ′, P ′, S)

bez nedosažitelných symbolů

i = 0;V0 = {S};
dělej
i = i + 1;
Vi = Vi−1 ∪ {X ∣ ∃A ∶ A→ αXβ ∈ P ∧A ∈ Vi−1};

dokud platı́ Vi ≠ Vi−1;
G′ = (N ∩ Vi, T ∩ vi, P ∩ (Vi × V ∗

i ), S);
↫

Funkci algoritmu opět ilustrujeme na přı́kladě.

M
Přı́klad 6.6 P

Mějme gramatikuG = ({S,A,B,C,D},{a, b, c, d}, P, S) s množinou pravidel:
S → aB
A → bS∣dDa
B → bSa∣Cb
C → Bc∣cSC ∣c
D → aAd∣d

Při sestavovánı́ množin Vi budeme postupovat přesně podle algoritmu.
1. inicializace – i = 0; V0 = {S};
2. prvnı́ průchod cyklem – i = 1;

V1 = {X ∣ ∃A ∶ A→ αXβ ∧A ∈ V0} = {S, a,B}
Procházı́me tentokrát levé strany pravidel a hledáme takovou, která
obsahuje nějaký neterminál z množiny Vi. Pokud nalezneme pravidlo
s takovou levou stranou, symboly tvořı́cı́ pravou stranu přidáme do
množiny V1 a to jak terminály tak neterminály;

3. test na rovnost – V1 ≠ V0 – pokračujeme v cyklu;
4. druhý průchod cyklem – i = 2;

V2 = {S, a,B} ∪ {X ∣ ∃A ∶ A→ αXβ ∧A ∈ {S, a,B}} = {S, a,B, b,C}
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Množinu V2 tvořı́ symboly z pravých stran těch pravidel, které majı́ na
levé straně neterminály S a B.

5. test na rovnost – V2 ≠ V1 – pokračujeme v cyklu;
6. druhý průchod cyklem – i = 3;

V3 = {S,B,C, a, b} ∪ {X ∣ ∃A ∶ A→ αXβ ∧A ∈ {S,B,C}} =
= {S,B,C, a, b, c}
Množinu V3 tvořı́ symboly z pravých stran těch pravidel, které majı́ na
levé straně neterminály S, B a C.

7. test na rovnost – V3 ≠ V2 – pokračujeme cyklu;
8. třetı́ průchod cyklem – i = 4;

V4 = {S,B,C, a, b, c} ∪ {X ∣ ∃A ∶ A→ αXβ ∧A ∈ {S,B,C}} =
= {S,B,C, a, b, c}

9. test na rovnost – V4 = V3 – ukončenı́ cyklu;
10. sestavenı́ gramatiky – výsledná gramatika obsahuje pouze takové sym-

boly, které jsou v množině V4 a taková pravidla, na která ”máme sta-
vebnı́ materiál“.

G′ = ({S,B,C},{a, b, c}, P ′, S), kde množina pravidel obsahuje pravi-
dla:
S → aB
B → bSa ∣ Cb
C → Bc ∣ cSC ∣ c

M

y
Věta 6.4 V

Ke každé bezkontextové gramatice G existuje redukovaná gramatika G′′,
taková že L(G) = L(G′′).

y

Z gramatiky G nejdřı́ve podle lemmatu 6.1 odstranı́me neterminály, ze
kterých nelze odvodit terminálnı́ slovo. Zı́skáme tak gramatikuG′. Z grama-
tiky G′ podle lemmatu 6.3 odstranı́me nedosažitelné symboly. Tvrdı́me, že
takto zı́skaná gramatika G′′ je redukovaná.
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Každý neterminál X ∈ N ′′ je v gramatice G′ dosažitelný v nějakém odvo-
zenı́ A⇒ αXβ. Toto odvozenı́ je také odvozenı́m v G′′, protože jsme odstra-
nili jen nedosažitelné neterminály, které se v odvozenı́ nevyskytujı́. Pak X je
v gramatice G′′ dosažitelný.

Analogicky libovolný neterminál A ∈ N ′′ patřı́ i do N ′. To znamená, že
v G pro něj existovalo odvozenı́ terminálnı́ho slova. Toto odvozenı́ je podle
lemmatu 6.1 i odvozenı́m v G′. Pak ze stejného důvodu, jako v předchozı́m
odstavci je to i odvozenı́ v G′′. Proto i z A lze odvodit v G′′ terminálnı́ slovo.

Nynı́ již vı́me, že ke každé bezkontextové gramatice existuje gramatika,
která neobsahuje nadbytečné a nedosažitelné symboly. velmi často se stává,
že při návrhu gramatiky sledujeme určité myšlenkové postupy a pravidla,
která vytvořı́me jsou sice bezkontextová, ale gramatika nesplňuje podmı́nku
použitı́ ε-pravidel. zamysleme se nynı́ nad tı́m, jak se projevı́ použitı́ ε-pra-
videl v odvozenı́ slova.

Uvažuje napřı́klad gramatiku s pravidly S → Ab ∣ AbA, A → a ∣ ε. Odvo-
zenı́ slova může vypadat následujı́cı́m způsobem:

S ⇒ AbA⇒ bA⇒ b nebo S ⇒ AbA⇒ Ab⇒ b

Ve druhém a třetı́m kroku odvozenı́ je použito pravidlo A ⇒ ε. Pokud
bychom chtěli odstranit toto pravidlo z gramatiky, musı́me zabezpečit, že
odvozenı́ věty bA, Ab a slova b bude v gramatice stále možné. Proto do-
plnı́me gramatiku o pravidla S ⇒ bA, S ⇒ Ab a S ⇒ b. Srovnánı́m prvnı́ho
použitého pravidla a nových třı́ pravidel dostáváme návod, jak upravit pra-
vidla gramatiky, kterou zbavujeme ε-pravidel. Z pravé strany pravidel po-
stupně vypouštı́me všechny výskyty neterminálů, které mohou ”zmizet“ po-
užitı́m ε-pravidel.

Nejdřı́ve definujeme pojem nevypouštějı́cı́ gramatiky.

R

Definice 6.6 Def
Bezkontextová gramatika se nazývá nevypouštějı́cı́ (ε-free), jestliže neobsa-
huje žádné pravidlo typu A → ε neboli žádné ε-pravidlo (s výjimkou pro
pravidlo S → ε).

L
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Následuje algoritmus pro odstraněnı́ ε-pravidel.

↬

Algoritmus 6.4 Odstraněnı́ ε-pravidel
A

Vstup: Bezkontextová gramatika G = (N,T,P,S)
Výstup: Bezkontextová gramatika G′ = (N ′, T,P ′, S′) taková, že

L(G′) = L(G)

i = 0;E0 = ∅;
dělej
i = i + 1;
Ei = Ei−1 ∪ {A ∣ A→ α ∈ P ;α ∈ E∗

i−1};
dokud platı́ Ei ≠ Ei−1;
E = Ei;
pro všechna pravidla A→ α1 . . . αn dělej:

přidej do P ′ všechna pravidla ve tvaru A→ β1 . . . βn odvozená
z A→ α1 . . . αn, která splňujı́ následujı́cı́ podmı́nky:

1) pokud αj ∉ E, pak βj = αj ;
2) pokud αj ∈ E, pak βj ∈ {αj , ε};
3) βj ≠ ε alespoň pro jedno j,1 ≤ j ≤ n;

jestliže S ∈ E
pak přidej do P ′ pravidla S′ → S ∣ ε a N ′ = N ∪ {S′};
jinak N ′ = N ; S′ = S;

↫

V prvnı́ fázi prováděnı́ algoritmu vyberete všechny neterminály, které lze
v rámci odvozenı́ přepsat na ε, po té projdete všechna pravidla původnı́ gra-
matiky a pokud jejich pravá strana obsahuje vybraný neterminál, vložı́te ta-
ková pravidla, jejichž pravé strany tento neterminál obsahujı́ i neobsahujı́.
Pokud je takových neterminálů na pravé straně pravidla vı́ce, je potřeba
obsáhnout všechny kombinace vypouštěných neterminálů. Výjimku tvořı́
taková kombinace, kdybychom vypustili všechny neterminály a vzniklo ε-
pravidlo. (Ne vždy musı́ vypuštěnı́m všech neterminálů vzniknout ε-pravi-
dlo!)
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Jak probı́há aplikace algoritmu si opět ukážeme na přı́kladu.

M
Přı́klad 6.7 P

Upravte bezkontextovou gramatiku G = (N,T,P,S) tak, aby neobsahovala
ε-pravidla, když:

1. N = {S,A,B,C};
2. T = {a, b, c};
3. P = S → aA ∣ aAB ∣ AAC

A → aB ∣ CaA ∣ CC
B → aS ∣ bB ∣ AB
C → c ∣ ε

Nejdřı́ve sestrojı́me množinu E. Začneme tı́m, že zvolı́me E0 = ∅. V prv-
nı́m kroku přidáme do množinyE1 všechny neterminály, které se objevujı́ na
levé straně ε-pravidel. Dostáváme tedyE1 = {C}. V dalšı́ch krocı́ch přidáváme
do množiny Ei takové neterminály, které jsou na levé straně takových pravi-
del, jejichž pravá strana obsahuje pouze prvky množiny Ei−1.

E0 = ∅
E1 = {C}
E2 = {C,A}
E3 = {C,A,S}
E4 = {C,A,S}
E4 = E3 = E

Tı́mto jsme zı́skali seznam neterminálů, které lze po konečném počtu
kroků přepsat na prázdné slovo ε.

Nynı́ pro každé pravidlo určı́me, jestli obsahuje na pravé straně pravidla
neterminály z množiny E. Jestliže ano, přidáme do množiny pravidel ta-
ková pravidla, která vzniknou vypuštěnı́m některého z těchto neterminálů.
Vynecháme všechna ε-pravidla.

P ′ = S → aA ∣ a
S → aAB ∣ aB
S → AAC ∣ AC ∣ AA ∣ A ∣ C
A → aB
A → CaA ∣ aA ∣ Ca ∣ a
A → CC ∣ C
B → aS ∣ a
B → bB
B → AB ∣ B
C → c
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Pokud do množiny E patřı́ i startovacı́ neterminál, vytvořı́me nový starto-
vacı́ neterminál S′ a přidáme do množiny pravidel S′ → ε a S′ → S.

P ′ = P ′ ∪ S′ → ε
S′ → S

Pak dostáváme gramatikuG′ = (N ′, T,P ′, S′) bez ε-pravidel, pro kterou platı́
L(G) = L(G′) a dále:

1. N ′ = {S′, S,A,B,C};
2. T = {a, b, c};
3. P ′ = S′ → S ∣ ε

S → aA ∣ a ∣ aAB ∣ aB ∣ AAC ∣ AC ∣ AA ∣ A ∣ C
A → aB ∣ CaA ∣ aA ∣ Ca ∣ a ∣ CC ∣ C
B → aS ∣ a ∣ bB ∣ AB ∣ B
C → c

M

Přejděme nynı́ k poslednı́ úpravě bezkontextových gramatik. Jedná se
o odstraněnı́ takzvaných jednoduchých pravidel. Jsou to pravidla typu
A → B, kde A a B jsou neterminály. Proč se zbavovat jednoduchých pravi-
del? Ve své podstatě totiž nepřinášı́ žádnou přidanou hodnotu. Provedenı́m
pravidla A → B dojde k záměně neterminálu A za neterminál B, nevypro-
dukuje se žádný symbol ”navı́c“.

↬

Algoritmus 6.5 Eliminace jednoduchých pravidel CF gramatiky
A

Vstup: Bezkontextová gramatika bez ε-pravidel G = (N,T,P,S)
Výstup: Bezkontextová gramatika G′ = (N,T,P ′, S) bez jedno-

duchých pravidel
pro každé A ∈ N dělej:
i = 0;N0 = {A};
dělej
i = i + 1;
Ni = Ni−1 ∪ {C ∣ B → C ∈ P ;B ∈ Ni−1};

dokud platı́ Ni ≠ Ni−1;
NA = Ni;

konec dělej pro každé
pro každé A ∈ N dělej:

přidej do P ′ všechna nejednoduchá pravidla A→ α taková, že
B → α ∈ P ∧B ∈ NA;

konec dělej pro každé;
↫
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Princip algoritmu odstraněnı́ jednoduchých pravidel je poměrně jedno-
duchý. Nejprve pro každý neterminál vytvořı́me množinu neterminálů NA,
na které lze použitı́m jednoduchých pravidel tento neterminál přepsat. Pak
nahradı́me jednoduchá pravidla (s neterminálem A na levé straně) pravidly,
která majı́ na levé straně zkoumaný neterminál A a na pravé straně všechny
pravé strany pravidel neterminálů, které patřı́ do vytvořené množiny NA.

Realizaci algoritmu představı́me na jednoduchém přı́kladě:

M
Přı́klad 6.8 P

Upravte bezkontextovou gramatiku G = (N,T,P,S) tak, aby neobsahovala
jednoduchá pravidla, když:

1. N = {S,A,B,C};
2. T = {a, b, c};
3. P = S → aA ∣ aAB ∣ C

A → aB ∣ CaA ∣ CC
B → aS ∣ bB ∣ A
C → c ∣ A

Nejdřı́ve sestrojı́me ke každému neterminálu A jeho množinu NA. Zač-
neme neterminálem S a vytvářenı́m množiny NS .

V prvnı́m kroku položı́me N0 = {S}. Ve druhém kroku přidáme do mno-
žinyN1 všechny neterminály, které se objevujı́ na pravé straně jednoduchých
pravidel pro startovacı́ neterminál (majı́ S na levé straně). Dostáváme tedy
N1 = {S,C}. V dalšı́ch krocı́ch přidáváme do množiny Ni dalšı́ neterminály,
které jsou na pravé straně takových jednoduchých pravidel, které majı́ na
levé straně neterminály z množiny Ni−1. Pokračujeme tak dlouho, dokud
dvě za sebou vytvořené množiny nejsou ekvivalentnı́.

N0 = {S}
N1 = {S,C}
N2 = {S,C,A}
N3 = {S,C,A}
N3 = N2 = NS

Tı́mto způsobem vytvořı́me i dalšı́ množiny neterminálů.

N0 = {A}
N1 = {A}
N1 = N0 = NA

N0 = {B}
N1 = {B,A}
N2 = {B,A}
N2 = N1 = NB

N0 = {C}
N1 = {C,A}
N2 = {C,A}
N2 = N1 = NC
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Nynı́ začneme sestavovat novou množinu pravidel. Vyjdeme z množiny pra-
videl P , ze které odstranı́me všechna jednoduchá pravidla.

S → SaA ∣ aAB
A → aB ∣ CaA ∣ CC
B → aS ∣ bB
C → c

P ′ = S → SaA ∣ aAB ∣ c ∣ aB ∣ CaA ∣ CC
A → aB ∣ CaA ∣ CC
B → aS ∣ bB ∣ aB ∣ CaA ∣ CC
C → c ∣ aB ∣ CaA ∣ CC

Tı́m je vytvořena množina pravidel nové gramatiky.

M

C Úkoly

1. Vytvořte redukovanou gramatiku k bezkontextové gramatice
G = ({S,A,B,C,D},{a, b, c}, P, S) s množinou pravidel

P = {S → aSb ∣ aAbb ∣ ε
A → aAB ∣ bB
B → aAb ∣ BDB
C → CC ∣ DcS
D → aba ∣ cS}

2. Vytvořte redukovanou gramatiku k bezkontextové gramatice
G = ({S,A,B,C},{a, b, c, d}, P, S) s množinou pravidel

P = {S → ABc ∣ AA ∣ BB
A → aB ∣ aA ∣ aa
B → bB
C → dB ∣ dd}

3. Vytvořte redukovanou gramatiku k bezkontextové gramatice
G = ({S,A,B,C},{a, b}, P, S) s množinou pravidel

P = {S → AB ∣ CA ∣ ε
A → a
B → BC ∣ AB
C → aB ∣ b}
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4. Vytvořte nevypouštějı́cı́ gramatiku k bezkontextové gramatice
G = ({S,A,B,C,D},{a, b, c}, P, S) s množinou pravidel

P = {S → AB ∣ ε
A → aAAb ∣ SB ∣ CA
B → BbA ∣ CaC ∣ ε
C → aBB ∣ bS}

5. Vytvořte nevypouštějı́cı́ gramatiku k bezkontextové gramatice
G = ({S,A,B},{a, b}, P, S) s množinou pravidel

P = {S → AAa ∣ BBb
A → aaB ∣ AA ∣ ε
B → bbA ∣ BB ∣ ε}

6. Vytvořte nevypouštějı́cı́ gramatiku k bezkontextové gramatice
G = ({S,A,B,C},{a, b, c}, P, S) s množinou pravidel

P = {S → ABC
A → Ab ∣ BC ∣ CA
B → bB ∣ b ∣ Ab ∣ ε
C → cC ∣ c ∣ Ac ∣ ε}

C
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6.3 Normálnı́ tvary bezkontextových gramatik

Protože definice bezkontextových pravidel neklade žádná omezenı́ na pra-
vou stranu pravidel (kromě omezenı́ pro ε), mohou se gramatiky generujı́cı́
jeden a týž jazyk poměrně značně nejen v počtu pravidel, ale také v délce
pravých stran. Jak porovnat takové gramatiky? Jak porovnat jazyky z hle-
diska velikosti gramatik, které jej generujı́? Je možné nalézt omezenı́ pro pra-
vou stranu pravidel takové, které by nezúžilo množinu jazyků, kterou jsou
schopny vygenerovat gramatiky s takto omezenými pravidly? Odpověd’ na
tyto otázky je založená na nalezenı́ tzv. normálnı́ch tvarů gramatik. Každou
gramatiku lze na takový tvar převést. Normálnı́ tvary pak také sloužı́ jako
výchozı́ předpoklad pro vedenı́ důkazů, odrazový můstek pro programová-
nı́ algoritmů, které využı́vajı́ existenci bezkontextových gramatik.

V tomto textu se zmı́nı́me o dvou normálnı́ch tvarech: Chomského a Gre-
ibachové normálnı́m tvaru.

R

Definice 6.7 Def
Řekneme, že bezkontextová gramatika G = (N,T,P,S) je v Chomského
normálnı́m tvaru (Chomsky normal form – CNF), pokud každé pravidlo z P Chomského

normálnı́ tvarmá jeden z těchto tvarů:

1. A→ BC,
2. A → a, kde A,B,C ∈ N,a ∈ T , s výjimkou pro pravidlo S → ε diskuto-

vanou v části 3.2.

L

Všimněme si, jak vypadá derivačnı́ strom odvozenı́ slova v gramatice,
která je v CNF. Každému odvozenı́ v gramatice v CNF odpovı́dá binárnı́
strom odvozenı́ – bud’ použijeme pravidlo typu A → BC a dostaneme dva
podstromy, nebo pravidlem A→ a větev ukončı́me.

Jak přetransformujeme bezkontextovou gramatiku na gramatiku v CNF
je uvedeno v následujı́cı́m algoritmu.
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↬

Algoritmus 6.6 Transformace CF gramatiky na CNF
A

Vstup: Bezkontextová gramatika bez jednoduchých pravidel
G = (N,T,P,S)

Výstup: Bezkontextová gramatika G′ = (N ′, T,P ′, S) v CNF

N ′ = N ;
přiřad’ do množiny P ′ všechna pravidla typu A→ a, kde a ∈ T,A ∈ N ;
pro každé pravidlo A ∈ α, kde ∣α∣ ≥ 2 dělej:

pro všechna a ∈ T , která jsou obsažena v α;
nahrad’ všechny výskyty a za a ;
přiřad’ a do množiny N ′;

pro pravidlo A→ N1 . . .Nn dělej:
X = A, β = N1 . . .N2;
dokud je ∣β∣ > 2

pravidlo X → Ni Ni+1 . . .Nn přidej do P ′;
Ni+1 . . .Nn přidej do N ′;
X = Ni+1 . . .Nn ;
β = Ni+1 . . .Nn;

konec dokud
pravidlo X → β přidej do P ′;

pro všechny neterminály a ∈ N ′ takové, že a ∈ T
přidej do P ′ pravidlo a → a.

↫

Funkce algoritmu je poměrně jednoduchá. Z bezkontextové gramatiky
bez jednoduchých pravidel vytvořı́me novou bezkontextovou gramatiku,
která bude v Chomského normálnı́m tvaru a to na základě faktu, že pokud
pravá strana pravidla má délku jedna (na pravé straně je jen jeden symbol),
pak to musı́ být terminál. Tato pravidla a eventuálně ε-pravidlo přidáme do
množiny pravidel nové gramatiky beze změny. Ostatnı́ pravidla (z délkou
pravé strany většı́ než jedna) majı́ na pravé straně větnou formu. V této
větné formě provedeme nahrazenı́ všech terminálnı́ch symbolů za ”zaba-
lené“ terminály, které jsou novými neterminálnı́mi symboly. Tato pravidla
majı́ po úpravě pravou stranu složenou ze samých neterminálů. Dalšı́ krok
pro úpravu pravidel spočı́vá v ”balı́čkovánı́“ neterminálů tak, aby pravá
strana byla tvořena vždy dvěma neterminály. Pokud je délka pravé strany
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většı́ než dvě, zabalı́me všechny neterminály kromě prvnı́ho. Vznikne tak
nový neterminál, ke kterému vytvořı́me ”odbalovacı́“ pravidlo. Pokud má
obsah balı́čku délku většı́ než dvě, postup opakujeme. Pokud je řetězec, který
rozbalujeme, délky dvě, můžeme pravidlo přidat do množiny pravidel beze
změny. Tı́mto způsobem pokračujeme, dokud nezpracujeme všechna pravi-
dla původnı́ gramatiky.

Nakonec přidáme pravidla, která sloužı́ k rozbalenı́ terminálnı́ch sym-
bolů, to je pravidla typu a → a.

Opět ilustrujeme funkci algoritmu na přı́kladě.

M
Přı́klad 6.9 P

Upravte bezkontextovou gramatiku G = (N,T,P,S) na Chomského normál-
nı́ tvar, když platı́:

1. N = {S,A,B,C};
2. T = {a, b, c};
3. P = S → aAB ∣ ε

A → CaAb ∣ CC
B → bB ∣ aba
C → c ∣ cAcc

Převedeme tedy gramatiku G, která je bezkontextová, bez jednoduchých
pravidel, na gramatiku G′ = (N ′, T,P ′, S) v CNF. Vidı́me, že pravidlo S → ε
a C → c můžeme přiřadit do množiny pravidel gramatiky P ′. Nynı́ budeme
brát jedno pravidlo po druhém a aplikovat na ně postup z algoritmu.

Začneme s pravidlem S → aAB. Nejdřı́ve ”zabalı́me“ terminál a. Do-
stáváme upravené pravidlo S → a AB, které budeme dále ”balı́čkovat“ a
vytvářet nová pravidla.
původnı́ pravidlo S → aAB

nová pravidla S → a AB

AB → AB
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Podobně pokračujeme pro dalšı́ pravidla:

původnı́ pravidlo A → CaAb

nová pravidla A → C a A b

a A b → a A b

A b → A b

Pravidlo A→ CC již v požadovaném tvaru je.

původnı́ pravidlo B → bB

nové pravidlo A → b B b

původnı́ pravidlo B → aba

nová pravidla B → a b a

b a → b a

nové pravidlo A → b B b

původnı́ pravidlo C → cAcc

nová pravidla C → c A c c

A c c → A c c

c c → c c

V poslednı́ fázi transformace přidáme pravidla pro ”rozbalenı́“ terminálů.

a → a, b → b, c → c

Tı́mto krokem jsme dokončili transformaci bezkontextové gramatiky na
Chomského normálnı́ tvar.

M
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Druhým zmiňovaným normálnı́m tvarem je Greibachové normálnı́ tvar.

R

Definice 6.8 Def
Řekneme, že bezkontextová gramatika G = (N,T,P,S) je v Greibachové
normálnı́m tvaru (Greigach normal form – GNF), pokud každé pravidlo z P Greibachové

normálnı́ tvarmá tvar :

1. A→ aB1B2 . . .Bn;n ≥ 0,A,B1,B2, . . . ,Bn ∈ N,a ∈ T ,
2. S → ε, pokud se S nevyskytuje na pravé straně žádného pravidla.

L

Uvedeme přı́klady bezkontextových gramatik, u kterých určı́me, jestli
jsou v Greibachové normálnı́m tvaru.

M
Přı́klad 6.10 P

G1 = (N1, T1, P1, S)
N1 = {S,A,B}
T1 = {a, b, c}
P1 = {S → aBC

A → bBB ∣ b
B → cS ∣ c }

Všechny pravé strany pravdilel grama-
tiky G1 začı́najı́ terminálnı́m symbolem.
Navı́c je tento terminálnı́ symbol na pra-
vé straně jediný. Gramatika G1 je tedy
v GNF.

G2 = (N2, T2, P2,E)
N2 = {E,F,G}
T2 = {(, ), i}
P2 = {E → ( F ∣ i ∣ ε

F → iG
G → ) ∣ iFG }

Gramatika G2 obsahuje ε-pravidlo, které
splňuje kritéria stanovené pro bezkon-
textovou gramatiku (pro startovacı́ sym-
bol a tento symbol se pak nevyskytuje
na pravé straně žádného z pravidel).
Protože pro všechna ostatnı́ pravidla platı́
to, co bylo napsáno ke gramatice G2, je i
gramatika G2 v GNF.
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G3 = (N3, T3, P3,K)
N3 = {K,L}
T3 = {0,1,2,3}
P3 = {K → 0K ∣ 1L

L → 3K ∣ 2 }

Gramatika G3 je regulárnı́ gra-
matika. Reulárnı́ pravidla splňujı́
všechny požadavky na to, aby gra-
matiky mohla být v GNF

M

6.4 Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

Pumping lemma pro bezkontextové jazyky bude podobné obdobnému lem-
matu pro regulárnı́ jazyky (viz sekce 4.4). Toto lemma udává nutnou a nikoli
postačujı́cı́ podmı́nku toho, aby jazyk byl bezkontextový. Proto dokazujeme,
že když daný jazyk nemá tuto vlastnost, pak nemůže být bezkontextový).

y
Věta 6.5 V

Lemma o vkládánı́. Necht’ L je bezkontextový jazyk. Pak existujı́ p, q ∈ N
taková, že libovolné slovo w ∈ L, jehož délka je alespoň p, lze psát ve tvaru
w = uvwxy, kde

1. ∣vwx∣ ≤ q,
2. ∣vx∣ ≥ 0 a
3. uviwxiy ∈ L pro každé i ∈ N0.

y

Jinými slovy: Každé dostatečně dlouhé slovo bezkontextového jazyka lze
rozdělit na pět částı́. Prvnı́ podmı́nka omezuje délku prostřednı́ch částı́ slova.
Podle druhé podmı́nky musı́ mı́t alespoň jedna ”pumpovaná“ část nenulo-
vou délku. Třetı́ podmı́nka se vztahuje opět k pumpovánı́ – jedná se o to, že
pokud části slova v a x zopakujeme (i vı́cekrát), dostaneme nové slovo, které
opět bude patřit do jazyka. Protože čı́slo i může mı́t i hodnotu nula, bude do
jazyka L patřit i slovo, které vznikne vypuštěnı́m těchto částı́.

Uvedeme ideu důkazu lemmatu o vkládánı́.
Idea důkazu: Jelikož L je bezkontextový, existuje bezkontextová gramatika
v Chomského normálnı́m tvaru G = (N,T,P,S) generujı́cı́ jazyk L. Položme
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n = ∣P ∣, p = 2n−1, q = 2n. Pokud vezmeme libovolné slovo jazyka, které má
délku většı́ než p, Pak v libovolném derivačnı́m stromu pro odvozenı́ tohoto
slova existuje cesta ze startovacı́ho symbolu délky většı́ než n. Na této cestě
musel být jeden neterminál přepsán alespoň dvakrát (protože v gramatice je
jen n neterminálů, ale na cestě délky n je jich použito n+1). Na obrázku 6.2 je
zobrazen strom odvozenı́ slova ω . Zvýrazněny jsou opakujı́cı́ se neterminály
A a jejich souvislost s jednotlivými podslovy.

S

A

A

u v w x y

Obrázek 6.2: Strom odvozenı́ slova uvwxy

Posloupnost aplikacı́ pravidel, která vede k tomu, že z neterminálu A
odvodı́me větnou formu, která obsahuje ten stejný neterminál, lze znovu zo-
pakovat nebo vypustit (viz obrázek 6.3).

Opakovánı́m posloupnosti aplikovaných pravidel mezi prvnı́m a dru-
hým výskytem neterminálu A dostáváme poslednı́ tvrzenı́ věty:

uviwxiy ∈ L, i ≥ 0

Pumping lemma pro bezkontextové jazyky se použı́vá při důkazech, že
zadaný jazyk nenı́ bezkontextový. Uvedeme přı́klad použitı́ pumping lem-
matu.

M
Přı́klad 6.11 P

Dokážeme, že jazyk L = {an2 ∣ n ≥ 0} nenı́ bezkontextový. Zvolı́me slovo
w = ap2 ∈ L s ”dostatečně“ velkým indexem p. Toto slovo rozdělı́me násle-



KAPITOLA 6 BEZKONTEXTOVÉ GRAMATIKY A JAZYKY 134

A

S

u

w

y

S

A

A

Au v

v w

x

x

y

Obrázek 6.3: Stromy odvozenı́ slov uwy a uvvwxxy

dovně: ap
2 = ax1ax2ax3ax4ax5 a platı́ x2 + x4 > 0, x2 + x3 + x4 ≤ q. Dále platı́

p2 = x1 + x2 + x3 + x4 + x5. Pokud vytvořı́me iterované slovo ω = uviwxiy
dostáváme ω = ax1ai⋅x2ax3ai⋅x4ax5 a pro hornı́ indexy rovnici:

(p + j)2 = x1 + i ⋅ x2 + x3 + i ⋅ x4 + x5 = i(x2 + x4) + x1 + x3 + x5, i, j ≥ 0

Zı́skali jsme rovnici, kde na levé straně je kvadratická funkce, kdežto na
pravé straně je funkce lineárnı́. At’ stanovı́me indexy x2 a x4 jakkoliv, vždy
najdeme čı́slo i, pro které součet indexů i(x2 + x4) + x1 + x3 + x5 nenı́ dru-
hou mocninou žádného přirozeného čı́sla. Z toho tedy vyplývá, že L nenı́
bezkontextový jazyk.

M
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6.5 Bezkontextové gramatiky a zásobnı́kové automaty

V této části uvedeme věty, které hovořı́ o vztahu bezkontextových jazyků a
jazyků akceptovaných zásobnı́kovými automaty.

y
Věta 6.6 V

Necht’ G je libovolná bezkontextová gramatika. Pak lze sestrojit zásobnı́kový
automat M takový, že L(G) = L(M).

y

Idea důkazu: Ke gramatice G zkonstruujeme (jednostavový) zásobnı́kový
automat tak, aby ve svém zásobnı́ku simuloval levé derivace v G.

Zásobnı́kový automat začne svůj výpočet se vstupnı́m slovem ω a starto-
vacı́m symbolem S jako počátečnı́m obsahem zásobnı́ku.

Stejně jako je v gramatice G v jednom kroku levého odvozenı́ nahra-
zen neterminál A pravou stranou pravidla A → α, tak zásobnı́kový auto-
mat nahradı́ symbol (korespondujı́cı́ s neterminálem gramatiky) na vrcholu
zásobnı́ku řetězcem α.

Pokud se na vrcholu zásobnı́ku nacházı́ symbol odpovı́dajı́cı́ terminálnı́-
mu symbolu, provede automat kontrolu, zda se odpovı́dajı́cı́ terminál nachá-
zı́ i na vstupnı́ pásce. Protože zásobnı́kový automat simuluje levé odvozenı́,
objevujı́ se terminálnı́ symboly gramatiky na vrcholu zásobnı́ku ve stejném
pořadı́, v jakém by měly být v akceptovaném vstupnı́m slově.

Výpočet zásobnı́kového automatu M končı́ v akceptujı́cı́m přı́padě vy-
prázdněným zásobnı́kem a dočteným vstupnı́m slovem – simulace odvozenı́
skončila vygenerovánı́m terminálnı́ch symbolů a všechny terminálnı́ sym-
boly zapsané do zásobnı́ku byly vymazány.

Přejděme nynı́ ke konstrukci takového zásobnı́kového automatu. Necht’
G = (N,T,P,S) je bezkontextová gramatika. Sestrojı́me zásobnı́kový auto-
mat M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0,∅), kde:

• Q = {q}; Σ = T ; Γ = N ∪ T ;
• q0 = q; Z0 = S;
• a přechodové zobrazenı́ definujeme takto:

δ(q, ε,A) = {(q,α) ∣ A→ α ∈ P}
δ(q, a, a) = {(q, ε)};∀a ∈ T
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Uvedeme nynı́ přı́klad transformace bezkontextové gramatiky G na zá-
sobnı́kový automat M , takový, že L(M) = L(G).

M
Přı́klad 6.12 P

K bezkontextové gramaticeG = ({S},{0,1}, P, S), kde:P = {S → 0S0 ∣ 1S1 ∣ 1}
sestavte zásobnı́kový automat, který bude akceptovat jazyk L(G).

Sestrojı́me zásobnı́kový automat M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0,∅), kde:

• Q = {q};
• Σ = {0,1};
• Γ = {S,0,1};
• q0 = q;
• Z0 = S;
• a přechodové zobrazenı́ vypadá takto:

pravidlo S → 0S0
δ(q, ε, S) = {(q,0S0)}

pravidlo S → 1S1
δ(q, ε, S) = {(q,1S1)}

pravidlo S → 1
δ(q, ε, S) = {(q,1)}

pro terminály
δ(q,0,0) = {(q, ε)}
δ(q,1,1) = {(q, ε)}

Uvedeme zde přı́klad odvozenı́ slova 0101010 v gramatice G a odpovı́dajı́cı́
výpočet zásobnı́kového automatu M .
G ∶ S ⇒ 0S0⇒ 01S10⇒ 010S010⇒ 0101010

Barevně odlišı́me znak ⊢ pro takový krok odvozenı́, kdy proběhlo čtenı́
ze vstupnı́ pásky.
M ∶ (q,0101010, S) ⊢ (q,0101010,0S0) ⊢ (q,101010, S0) ⊢

⊢ (q,101010,1S10) ⊢ (q,01010, S10) ⊢ (q,01010,0S010) ⊢
⊢ (q,1010, S010) ⊢ (q,1010,1010) ⊢ (q,010,010) ⊢
⊢ (q,10,10) ⊢ (q,0,0) ⊢ (q, ε, ε)

M
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Obrácenou větu, to znamená, že ke každému zásobnı́kovému automatu
M existuje bezkontextová gramatika taková, že generuje jazyk L(M) zde
uvedeme bez dalšı́ho komentáře. Důkaz věty i konstrukce takové gramatiky
přesahuje rozsah tohoto textu. Čtenář může nalézt vı́ce napřı́klad v [1].

y
Věta 6.7 V

Ke každému zásobnı́kovému automatu M existuje bezkontextová gramatika
G taková, že L(M) = L(G).

y

C Úkoly

1. Vytvořte zásobnı́kový automat, který akceptuje jazyk generovaný gra-
matikou G = ({S,A,B,C,D},{a, b, c}, P, S) s množinou pravidel

P = {S → aSb ∣ aAbb ∣ ε
A → aAB ∣ bB
B → aAb ∣ BDB
C → CC ∣ DcA
D → aba ∣ cD}

2. Vytvořte zásobnı́kový automat, který akceptuje jazyk generovaný gra-
matikou G = ({S,A,B,C},{a, b, c, d}, P, S) s množinou pravidel

P = {S → ABc ∣ ASA ∣ BB
A → aB ∣ aA ∣ aa
B → bB
C → dB ∣ dd}

3. Vytvořte zásobnı́kový automat, který akceptuje jazyk generovaný gra-
matikou G = ({S,A,B,C},{a, b}, P, S) s množinou pravidel

P = {S → AB ∣ CA ∣ ε
A → a
B → BC ∣ AB
C → aB ∣ b}

C



Kapitola 7
Úvod do teorie vyčı́slitelnosti

Vyčı́slitelnost je oblast teoretické informatiky zabývajı́cı́ se zkoumánı́m, které
problémy lze řešit pomocı́ algoritmů a které ne.

V předchozı́ větě se objevili dva pojmy, algoritmus a problém. Podı́vejme
se nejdřı́ve na to, co vlastně znamenajı́.

7.1 Algoritmus, problém

Na otázku, co je to algoritmus jsme již odpovı́dali na začátku tohoto textu. Algoritmus
Připomeňme si, že pokud chceme tento pojem nějak podrobněji popsat, pou-
žı́váme slova a slovnı́ spojenı́ jako ”postup“, ”návod“, ”posloupnost kroků“
a podobně. Požadujeme také, aby takový postup bylo možné provádět opa-
kovaně a aby jeho jednotlivé kroky byly konečné. Poslednı́m kritériem je,
aby stejné vstupnı́ údaje vedly opakovaně ke stejným výsledkům.

Pojem algoritmus je základnı́m pojmem, který nenı́ definován pomocı́
jednoduššı́ch pojmů, je jen objasňován svými vlastnostmi na konkrétnı́ch
přı́kladech.

K čemu takové algoritmy sloužı́? Obecně se dá řı́ci, že algoritmy se po-
užı́vajı́ k řešenı́ problémů.

Slovo problém má v přirozeném jazyce vı́ce významů. Na přı́kladech
si přiblı́žı́me ten, o který se zajı́máme v teoretické informatice. Přı́kladem
je problém nalézt součet dvou čı́sel, zjistit, zda je dané čı́slo prvočı́slem,
vynásobit dvě matice, setřı́dit seznam slov podle zvoleného klı́če apod.

138
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Konkrétnı́ problém definujeme názvem, vstupem a požadovaným výstu-
pem.

R

Definice 7.1 Def
Problém je určen trojicı́ (IN,OUT, p), kde IN je množina (přı́pustných) vstu- Problém
pů, OUT je množina výstupů a p ∶ IN → OUT je funkce přiřazujı́cı́ každému
vstupu odpovı́dajı́cı́ výstup.

L

Algoritmy jsou pak navrženy tak, aby řešily takovéto problémy. Co zna-
mená, pokud řekneme, že algoritmus A řešı́ problém P ? Stručně to vyjádřı́-
me takto:

Algoritmus A pro každý vstup z množiny IN problému P vypočte a
vydá výstup z množiny OUT . Jak vstup tak výstup jsou většinou vhodně
zapsány tak, aby jim ”stroj“, který bude algoritmus realizovat, ”rozumněl“.

I když to tak na prvnı́ pohled nevypadá (a záplava detektivnı́ch seriálů
s dokonalou výpočetnı́ technikou nás chce přesvědčit o opaku) existuje mno-
ho problémů, které nejsou algoritmicky řešitelné.

Můžeme zde zmı́nit dva druhy problémů. Prvnı́m typem je problém roz-
hodovacı́. Jedná se o takový problém jehož výstupem je ANO nebo NE. Rozhodovacı́

problémV zadánı́ takového problému pak většinou figuruje otázka – napřı́klad Náležı́
slovo ω do jazyka L? Druhým typem, neméně významným, je problém opti-
malizačnı́. Ke každému vstupu existuje množina výstupů, které lze ohodno- Optimalizačnı́

problémtit reálným čı́slem (na základě kriteriálnı́ funkce). Úkolem optimalizačnı́ho
algoritmu je nalézt takové řešenı́ z množiny výstupů, aby ohodnocenı́ bylo
maximálnı́ (nebo minimálnı́, záležı́ na zadánı́). Přı́kladem takového problé-
mu je nalezenı́ nejkratšı́ cesty pro dané dva vrcholy orientovaného grafu.

7.2 Turingův stroj a Church-Turingova teze

Vrat’me se zpět k algoritmům. Definice pojmu ”algoritmus“ nijak nespecifi-
kuje, jak má vypadá jeho zápis, jaké instrukce můžeme použı́t. K popisu al-
goritmu se tak použı́vá přirozený jazyk, rozhodovacı́ tabulky, obrázky, náčr-
tky atd. Se vznikem počı́tačů vyvstala potřeba definovat instrukce takovým
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způsobem, aby tyto algoritmy mohly provádět počı́tače. Vznikly proto pro-
gramovacı́ jazyky.

Již ve třicátých letech dvacátého stoletı́ se objevil při snaze prokázat algo-
ritmickou nerozhodnutelnost některých problémů návrh stroje, který použı́-
val velmi jednoduché instrukce. Jednalo se o tzv. Turingův stroj. Jedná se o Tringův stroj
abstraktnı́ stroj, podobně jako tomu bylo u konečného nebo zásobnı́kového
automatu. Základnı́ odlišnostı́ Turingova stroje od konečného a zásobnı́ko-
vého automatu je využı́vánı́ vstupnı́ pásky coby pamět’ového média. Páska
je nekonečně dlouhá a kromě vstupnı́ho slova zapsaného před zahájenı́m
výpočtu stroje na konečně mnoha polı́čcı́ch budou všechna ostatnı́ polı́čka
pásky obsahovat tzv. prázdný znak. Čtecı́ hlava je rovněž i zapisovacı́ a
bude moci čtené symboly přepisovat na jiné a poté se posunout na sousednı́
polı́čko bud’ vlevo nebo vpravo — podle přı́kazu přechodové funkce. Dalšı́
změnou, která vyplývá z možnosti obousměrného pohybu hlavy po pásce,
je způsob akceptovánı́ slova. Aby Turingův stroj slovo akceptoval, nemusı́
ho nutně celé přečı́st, ”stačı́“ když přejde (v libovolném okamžiku výpočtu
nad daným slovem) do koncového stavu.

Než uvedeme formálnı́ definici Turingova stroje poznamenejme ještě, že
v literatuře je možné nalézt různé varianty Turingových strojů. Lišı́ se nejen
strukturou, ale i definicı́ funkce. Všechny varianty jsou vzájemně ekviva-
lentnı́.

R

Definice 7.2 Def
Turingovým strojem (zkráceně TS) nazýváme uspořádanou šestici Turingův stroj
M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, F ), kde

• Q je konečná neprázdná množina stavů,
• Σ je vstupnı́ abeceda,
• Γ je konečná neprázdná množina páskových symbolů, pásková abe-

ceda, Σ ⊆ Γ, do Γ −Σ patřı́ minimálně symbol prázdného polı́čka ⊔,
• δ je přechodová funkce; δ ∶ (Q − F ) × Γ→ Q × Γ × {−1,0,1},
• q0 ∈ Q je počátečnı́ stav,
• F ⊆ Q je množina koncových stavů.

L
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Přechodovou funkci δ(p, a) = (q, b, z) interpretujeme takto: Pokud je stroj
ve stavu q a na pásce čte symbol a, pak přejde do stavu q, na pásku zapı́še
(na mı́sto, kde četl symbol a) symbol b a pokud je z různé od nuly, posune
hlavu – pro z = −1 doleva, pro z = 1 doprava.

Nadefinujeme dále konfiguraci Turingova stroje.

R

Definice 7.3 Def
Mějme libovolný Turingův stroj M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, F ). Každou uspořádanou Konfigurace

TStrojici (u, q, v) ∈ Γ∗ ×Q × Γ∗ nazveme konfiguracı́ Turingova stroje M .

L

Konfigurace (u, q, v) popisuje takový stav Turingova stroje, kdy řetězec u
ležı́ na pásce nalevo od hlavy a v pak napravo od hlavy. V aktuálně čteném
polı́čku je prvnı́ znak řetězce v. Polı́čka obsahujı́cı́ prázdný znak ⊔ nebereme
v úvahu.

R

Definice 7.4 Def
Krok výpočtu M definujeme jako binárnı́ relaci ⊢ na množině všech konfigu- Krok výpočtu

TSracı́ takto: Pro všechna p, q ∈ Q, a, b, c, d ∈ Γ, α,β ∈ Γ∗ je

(αc, p, aβ) ⊢ (αcb, q, β),

právě když δ(p, a) = (q, b,1);

(αc, p, aβ) ⊢ (αc, q, bβ),

právě když δ(p, a) = (q, b,0);

(αc, p, aβ) ⊢ (α, q, cbβ),

právě když δ(p, a) = (q, b,−1).
Symbolem ⊢∗ budeme označovat reflexivnı́ a tranzitivnı́ uzávěr relace ⊢,
symbolem ⊢+ tranzitivnı́ uzávěr relace ⊢.

L
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Pro jistotu ještě zopakujme, že každý výpočet Turingova stroje začı́ná
v počátečnı́ konfiguraci, tj. konfiguraci (ε, q0, ω), kde q0 je počátečnı́ stav a
ω je slovo nad vstupnı́ abecedou.

Výpočet je bud’ nekonečný nebo skončı́ v koncové konfiguraci, tj. kon-
figuraci uqv, kde q je jeden z koncových stavů stroje a slovo uv reprezen-
tuje obsah pásky. Obsah pásky uv v koncové konfiguraci uqv chápeme jako
výstup, který stroj vydá pro zadané vstupnı́ slovo, tedy pro zadaný vstup.

R

Definice 7.5 Def
Necht’ je dán TSM = (Q,Σ,Γ, δ, q0, F ). Jazyk přijı́maný TS je definován takto: Jazyk

přijı́maný
TSL(M) = {ω ∈ Σ∗ ∣ (ε, q0, ω) ⊢∗ (u, qf , v), kde u, v ∈ Γ∗, qf ∈ F}

L

Pokud se navı́c pro každý vstup Turingův stroj zastavı́ (at’ v koncovém
nebo jiném stavu), řı́káme, že TS rozhoduje jazyk L(M). Pokud Turingův
stroj rozhoduje nějaký jazyk, řı́káme, že řešı́ problém, neboli je algoritmem.
Následujı́cı́ tvrzenı́ je známé pod názvem Church-Turingova teze.

Ke každému algoritmu je možné zkonstruovat s nı́m ekvivalentnı́ Turingův stroj
(s rozumným kódovánı́m vstupů a výstupů řetězci v určité abecedě).

Tohoto tvrzenı́ se využı́vá při důkazech, že daný problém je algoritmicky
rozhodnutelný (existuje TS, který ho rozhodne) nebo algoritmicky řešitelný
(existuje TS, který akceptuje vstup, pro nekorektnı́ vstup se nemusı́ zatavit).
S trochou nadsázky můžeme tvrdit, že pokud problém nenı́ řešitelný pomocı́
Turingova stroje, pak nenı́ mechanicky řešitelný.
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