
Kvantová teorie pole I

1 Úvodńı poznámky

1.1 Zvyšovaćı a snižovaćı operátory

Uvažujme nehermitovský operátor â, který má tu vlastnost, že jeho komutátor s operátorem â† k
němu hermitovsky sdruženým je roven

[â, â†] = 1 (1)

Utvořme dále operátor N̂ = â†â. Je to operátor hermitovský N̂ † = N̂ , tud́ıž jeho vlastńı hodnoty jsou
reálná č́ısla. Označme je n a př́ıslušné vlastńı stavy jako |n >. Plat́ı tud́ıž

N̂ |n >= n|n > (2)

Působeńım operátoru â vytvoř́ıme stav

|n >−= â|n > (3)

a ptáme se, jestli bude taky vlastńım stavem operátoru N̂ . Když využijeme komutačńı vztah (1), tak
postupně dostáváme

N̂ |n >−= â†â â|n >= (ââ† − 1)â|n >= â(N̂ − 1)|n >= â(n − 1)|n >= (n− 1)â|n >= (n− 1)|n >−

Když se pod́ıváme na začátek a konec řetězce, vid́ıme, že se jedná o vlastńı stav operátoru N̂ s vlastńı
hodnotou o jednotku nižš́ı, tj n − 1. Urč́ıme ted’ normu tohoto stavu. Nejdř́ıv naṕı̌seme odpov́ıdaj́ıćı
bra vektor ke ket vektoru (3), −< n| =< n|â†, a poč́ıtáme

−< n|n >−=< n|â†â|n >=< n|N̂ |n >= n

Protože norma stavu nemůže být záporná, dostáváme d̊uležitou informaci o spektru vlastńıch hodnot
operátoru N̂ : n ≥ 0.

Vlastńı stav s vlastńı hodnotou n− 1 normovaný na jednotku se dostane z normovaného vlastńıho
stavu s vlastńı hodnotou n

|n− 1 >=
1√
n
â|n >

Tento vztah je užitečné napsat i v jiné podobě

â|n >=
√
n |n− 1 >, (4)

ze kterého je vidět např. že â|1 >= |0 >. Po daľśım uplatněńı operátoru nedostaneme stav | − 1 > ale
nulu, â|0 >= 0. Ze vztahu (4) taky plyne, že neceloč́ıselné vlastńı hodnoty jsou vyloučeny. Z vlastńıho
stavu odpov́ıdaj́ıćıho takové hodnotě bychom se opakovanou aplikaćı snižovaćıho operátoru dostali až
k vlastńı hodnotě n = p, kde 0 < p < 1. Daľśı aplikaćı operátoru â

â|p >= √
p |p− 1 >

bychom dostali vlastńı stav odpov́ıdaj́ıćı záporné vlastńı hodnotě p − 1, které jsou, jak jsme výše
dokázali, nepř́ıpustné.

Působeńım operátoru â† vytvoř́ıme ted’ jiný stav

|n >+= â†|n > (5)
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a ptáme se, jestli bude taky vlastńım stavem operátoru N̂ . Poč́ıtáme a využijeme přitom komutačńı
vztah (1)

N̂ |n >+= â†â â†|n >= â†(â†â+1)|n >= â†(N̂ +1)|n >= â†(n+1)|n >= (n+1)â†|n >= (n+1)|n >+

Když se pod́ıváme na začátek a konec řetězce, vid́ıme, že se jedná o vlastńı stav operátoru N̂ s vlastńı
hodnotou o jednotku vyšš́ı, tj n+ 1. Urč́ıme ted’ normu tohoto stavu. Nejdř́ıv naṕı̌seme odpov́ıdaj́ıćı
bra vektor ke ket vektoru (5), +< n| =< n|â, a pak poč́ıtáme

+< n|n >+=< n|ââ†|n >=< n|â†â+ 1|n >=< n|N̂ + 1|n >= n+ 1 .

Vlastńı stav s vlastńı hodnotou n + 1 normovaný na jednotku se dostane z normovaného vlastńıho
stavu s vlastńı hodnotou n

|n+ 1 >=
1√
n+ 1

â†|n > .

Budoućı použit́ı: V kvantové teorii pole se budeme s těmito operátory setkávat jako s operátory počtu

částic (N̂), kreačńımi operátory zvyšuj́ıćımi počet částic (â†) a anihilačńımi operátory snižuj́ıćımi
počet částic (â). Budou opatřeny indexy uváděj́ıćımi o které částice se jedná, např. N̂~k

bude operátor

počtu částic s hybnost́ı ~k.

Jiné použit́ı: Některé problémy se daj́ı přeformulovat pomoćı právě zavedených operátor̊u. Např.
hledáńı energetického spektra lineárńıho harmonického oscilátoru, jehož Hamilton̊uv operátor je roven

Ĥ =
p̂2x
2m

+
1

2
mω2x̂2 . (6)

Operátory vystupuj́ıćı na pravé straně splňuj́ı komutačńı vztah

[x̂, p̂x] = i~ . (7)

Zavedeme operátor

â =

√
m

2~ω

(

ωx̂+
i

m
p̂x

)

.

Pomoćı (7) se přesvědč́ıme, že splňuje komutačńı vztah

[â, â†] = 1

a že Hamilton̊uv operátor (6) se dá pomoćı něho přepsat na tvar

Ĥ = ~ω

(

N̂ +
1

2

)

,

kde N̂ = â†â. Vlastńı hodnoty operátoru N̂ známe, takže pro vlastńı hodnoty operátoru Ĥ můžeme
okamžitě psát

En = ~ω

(

n+
1

2

)

,

kde n je nezáporné celé č́ıslo.

1.2 Normalizace vlnové funkce na konečný objem, spektrum hybnost́ı.

Kvantová mechanika

Vlnová funkce ψ(~x, t)
Hustota pravděpodobnosti v x prostoru ρ(~x, t) = |ψ(~x, t)|2
Normalizace vlnové funkce ∫

|ψ(~x, t)|2d3x = 1 (8)
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Operátor hybnosti: ~̂p = −i~∇
Jeho vlastńı funkce:

φ~p(~x) =
1

(2π~)3/2
ei~p.~x/~

~̂p φ~p(~x) = ~p φ~p(~x)

< ~p ′|~p >=
∫

φ∗~p ′(~x)φ~p(~x)d
3x = δ(p̃ ′ − p̃)

Částice ve stavu s ostrou hodnotou hybnosti ~p by měla být popsána vlnovou funkćı jej́ıž prostorová
část je úměrná vlastńı funkci operátoru ~̂p

ψ~p(~x, t) = cT (t)ei~p.~x/~, (9)

kde c je konstanta. Po dosazeńı (9) do Schrödingerovy rovnice pro volnou částici

i~
∂ψ

∂t
= − ~

2

2m
∆ψ (10)

dostaneme T (t) = exp{−iE~pt/~}, kde E~p = ~p 2/(2m), a

ψ~p(~x, t) = ce−i(E~pt−~p.~x)/~ .

Vid́ıme, že prostorová hustota pravděpodobnosti

ρ~p(~x, t) = |ψ~p(~x, t)|2 = |c|2

je konstantńı. Souviśı to s Pauliho principem neurčitosti: když je přesně známá hybnost, nemáme
žádnou informaci o poloze částice. Při pokusu správně normovat vlnovou funkci vztahem (8) naráž́ıme
na problém, integrál ∫

|ψ~p(~x, t)|2d3x = |c|2
∫

d3x = ∞

diverguje pro libovolnou nenulovou hodnotu konstanty c. Tento problém se dá řešit dvěma zp̊usoby:
1) Použit́ım spojité superpozice stav̊u s r̊uznymi ~p

ψ(~x, t) =

∫

c(~p, t)φ~p(~x) d
3p , (11)

přičemž |c(~p, t)|2 je rovno hustotě pravděpodobnosti v hybnostńım prostoru; plat́ı
∫

|c(~p, t)|2 d3p =

∫

|ψ(~x, t)|2d3x = 1,

c(~p, t) je vlnová funkce v p-reprezentaci. Pro připomenut́ı teorie reprezentaćı a Diracovy symboliky si
vztah (11) ještě přepǐsme na tvar

< ~x |ψ; t >=
∫

< ~x |~p >< ~p |ψ; t > d3p .

2) Vyšetřováńım částice v konečné části prostoru, v kvádru o rozměrech a, b a c. Prostým uzavřeńım
částice (nulová vlnová funkce mimo kvádr a t́ım i na jeho stěnách) bychom dostali superpozici stojatých
vlněńı. Použ́ıvaj́ı se proto Bornovy – von Kármánovy cyklické podmı́nky

ψ(x, z, y, t) = ψ(x+ a, y, z, t),

ψ(x, z, y, t) = ψ(x, y + b, z, t),

ψ(x, z, y, t) = ψ(x, y, z + c, t).

Protože exponenta v (9) se dá rozepsat jako součin tř́ı exponent, můžeme výše uvedené podmı́nky
aplikovat jednotlivě. Např́ıklad

eixpx/~ = ei(x+a)px/~.
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Z této podmı́nky plyne exp{iapx/~} = 1, což je splněno jenom když apx/~ je celoč́ıselným násobkem
2π. Celkově dostáváme pro př́ıpustné hodnoty složek vektoru hybnosti vztahy

px =
2π~

a
nx ,

py =
2π~

b
ny ,

pz =
2π~

c
nz ,

kde n jsou celá č́ısla. Počet možných hodnot px v intervalu [px, px +∆px] je roven a∆px/(2π~). Počet
stav̊u v intervalu [~p, ~p+∆~p] je

∆N =
abc∆px∆py∆pz

(2π~)3
. (12)

Čitatel je roven objemu fázového prostoru (součin objemu konfiguračńıho a objemu hybnostńıho pro-
storu). Jmenovatel (2π~)3 tud́ıž představuje objem který ve fázovém prostoru zab́ırá jeden stav. To
je často použ́ıvaný (např. ve statistické fyzice), ale málokdy dokazovaný výsledek.
Správně normovaná vlnová funkce částice s hybnost́ı ~p je

ψ~p(~x, t) =
1√
V
ei(~p.~x−Et)/~ . (13)

Při výpočtech v pr̊uběhu tohoto semestru se bude často vyskytovat integrál ze součinu dvou exponent
ve kterých vystupuj́ı hybnosti z námi odvozeného diskrétńıho spektra. Ukážeme, že plat́ı

∫

(V )
e−i~p

′.~x/~ ei~p.~x/~d3x = Vδp̃ ′, p̃ , (14)

kde symbol δ~p ′, ~p je vektorovým zobecněńım obvyklého Kroneckerova symbolu, je roven 1 když ~p ′ = ~p
a nule, když se tyto vektory lǐśı (alespoň v jedné komponentě). Důkaz (14) pro ~p ′ = ~p je triviálńı. Pro
d̊ukaz v opačném př́ıpadě rozeṕı̌seme trojný integrál jako součin tř́ı jednoduchých. Pro źıskáńı nuly
na pravé straně (14) stač́ı nulovost jednoho z nich. Předpokládejme, že p ′x 6= px a poč́ıtejme

∫ a

0
ei(px−p

′
x)x/~dx =

∫ a

0
ei(nx−n′

x)2πx/adx =
a

2πn

∫ 2πn

0
eiϕdϕ =

a

2πni

[
eiϕ
]2πn

0
= 0 .

Označili jsme nx − n′x = n 6= 0 a použili substituci ϕ = 2πnx/a.
Pomoćı (14) lehce ověř́ıme, že pro vlnovou funkci (13) plat́ı

∫

(V )
ψ ∗~p ′(~x, t)ψ~p(~x, t)d

3x = δp̃ ′, p̃ .

Výklad v prvńım semestru KTP bude veden s využit́ım normováńı na konečný objem.

1.3 Lorentzovy transformace v kvantové teorii pole

Kvantová teorie pole muśı být budována jako relativistická teorie, protože popisuje procesy, ve kterých
vznikaj́ı a zanikaj́ı částice, což je možné jenom d́ıky Einsteinovu vztahu ekvivalence energie a hmot-
nosti. KTP je aplikována i v jaderné a částicové fyzice, kde se objekty nav́ıc pohybuj́ı relativistickými
rychlostmi.

Nejdř́ıv připomeneme obecné poznatky o transformaćıch souřadnic, pak se budeme věnovat trans-
formaćım Lorentzovým.

Uvažujeme čtyři prostoročasové souřadnice x0 = ct, x1, x2 a x3, což zapisujeme taky jako xµ ≡
(ct, ~x), a transformaci při které tyto souřadnice nabývaj́ı nové hodnoty

x′
µ′

= x′
µ′

(x) , kde µ′ = 0, 1, 2, 3 . (15)
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Pro diferenciály nových souřadnic plat́ı (rozumı́ se součet přes opakuj́ıćı se indexy)

dx′
µ′

=
∂x′

µ′

∂xµ
dxµ .

Kontravariantńım vektorem nazveme každou čtveřici veličin která se transformuje stejně jako dife-
renciály souřadnic, tj.

a′
µ′

= Λµ′

µ a
µ , (16)

kde

Λµ′

µ =
∂x′

µ′

∂xµ
.

Derivace funkce podle nových souřadnic můžeme vyjádřit pomoćı derivaćı podle starých souřadnic
vztahy

∂f(x′)

∂x′
µ′

=
∂xµ

∂x′
µ′

∂f(x)

∂xµ
.

Kovariantńım vektorem nazveme každou čtveřici veličin která se transformuje stejně jako derivace
podle souřadnic, tj.

b′µ′ = Λ µ
µ′ bµ ,

kde

Λ µ
µ′ =

∂xµ

∂x′
µ′
.

Součin kontravariantńıho a kovariantńıho vektoru definujeme vztahem ab = aµbµ. Pro součet součin̊u
element̊u transformačńıch matic plat́ı

Λµ′

ν Λ
µ
µ′ =

∂x′
µ′

∂xν
∂xµ

∂x′
µ′

=
∂xµ

∂xν
= δµν . (17)

Podobný vztah se dá dokázat i pro součet přes ”zadńı” indexy.
Pro součin kontravariantńıho a kovariantńıho vektoru po transformaci ṕı̌seme (při dosazováńı ze

vztahu (16) změńıme v něm označeńı sč́ıtaćıho indexu na ν)

a′b′ = a′
µ′

b′µ′ = Λµ′

ν Λ
µ
µ′ a

νbµ .

S využit́ım vztahu (17) nakonec dostáváme

a′b′ = aµbµ = ab,

součin kontravariantńıho a kovariantńıho vektoru je invariantem v̊uči transformaci (15). Pomoćı vztahu
(17) se dá odvodit i vztah pro transformaci inverzńı k (16)

aµ = Λ µ
µ′ a
′µ

′

.

Na základě transformačńıch vlastnost́ı definujeme i komplexněǰśı objekty. Např. soubor 16 veličin
nazýváme dvakrát kovariantńım tenzorem jestli se při transformaci (15) transformuj́ı podle vztahu

T ′µ′ν′ = Λ µ
µ′Λ

ν
ν′ Tµν . (18)

Metrickým tenzorem (dvakrát kovariantńım) nazývame tenzor, který kontravariantńımu vektoru přǐrad́ı
kovariantńı

aµ = gµνa
ν .

Podobně zavád́ıme
aµ = gµνaν .

Obdobné ”zvedáńı”a ”spouštěńı”index̊u plat́ı i pro tenzory. Kvadrát čtyřvektoru je definován vztahem

a2 = aµaµ = gµνa
µaν .
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Lorentzova transformace je každá transformace pro kterou je výraz

s =
(
x0
)2 − ~x2

invariantem. To splńıme výběrem metrického tenzoru se složkami g00 = 1, gkk = −1, g0k = 0 pro
k=1, 2, 3. To je obvyklý výběr v částicové fyzice a převážné části literatury o kvantové teorii pole. Ve
speciálńı teorii relativity se použ́ıvá opačný výběr znamének.

Metrický tenzor Lorentzovy transformace je tenzorem invariantńım, plat́ı g′µν = gµν . Když tento
vztah spoj́ıme s obecným vztahem pro transformaci dvakrát kovariantńıho tenzoru (18) dostáváme
podmı́nku toho, aby transformace byla lorentzovská, ve tvaru

gµ′ν′ = Λ µ
µ′ gµνΛ

ν
ν′ , (19)

kterou můžeme zapsat i v maticovém tvaru když se domluv́ıme, že prvńı index u g a dolńı index u Λ
jsou řádkové a ostatńı sloupcové. Dostaneme výše uvedenou podmı́nku v maticovém tvaru

g = ΛgΛT . (20)

Matice g je symetrická, má 10 nezávislých komponent. Tolik podmı́nek představuje výše uvedená
rovnice pro určeńı matice Λ, která má 16 komponent. Z̊ustává tedy 6 volných parametr̊u potřebných
ke specifikaci LT. Můžou to být třeba tři komponenty rychlosti boostu doplněné třemi Eulerovými
úhly následuj́ıćı rotace.

Když porovnáme determinanty levé a pravé strany a využijeme, že determinant transponované
matice je stejný jako matice p̊uvodńı, nacháźıme že

(detΛ)2 = 1 .

Rozeznáváme Lorentzovy transformace vlastńı (detΛ = 1) a nevlastńı (detΛ = −1).
Když ve vztahu (19) polož́ıme µ′ = ν ′ = 0, dostáváme

1 =
(
Λ 0
0

)2 −
3∑

k=1

(

Λ k
k

)2
.

Odtud plyne nerovnost
(
Λ 0
0

)2 ≥ 1 .

Transformace pro které plat́ı Λ 0
0 ≥ 1 jsou transformacemi ortochronńımi, ty s Λ 0

0 ≤ −1 neor-
tochronńımi.

Definice Lorentzovy transformace v KTP zahrnuje kromě boost̊u a rotaćı např. i transformace
x′ 0 = −x0, ~x ′ = ~x nebo x′ 0 = x0, ~x ′ = −~x, které se v klasické relativistické fyzice neuvažuj́ı.

Lorentzovy transformace tvoř́ı grupu, nazývanou Lorenzovou grupou.

1.4 Použ́ıvané jednotky

V některých učebnićıch se ṕı̌se, že v kvantové teorii pole se použ́ıva přirozená soustava jednotek
~ = c = 1. Řečeno méně vznešeně, ~ a c jednoduše neṕı̌seme, a až po tom, co dospějeme ke konečnému
vztahu, který se má porovnat s měřitelnou veličinou, tam tyto dvě konstanty na základě rozměrové
analýzy doplńıme. Ozřejmı́me si to na př́ıkladě:
Parapozitronium je nestabilńı vázaný stav elektronu a pozitronu. Jeho středńı doba života je dána
v přirozených jednotkách vztahem τ = 2/(mα5), kde m je hmotnost elektronu a α je bezrozměrná
konstanta. Do vztahu zavedeme mocniny ~ a c:

τ =
2ck~l

mα5

Rozměrová analýza s využit́ım [τ ]=s, [c]=ms−1 a [~]=kgm2s−1 poskytne vztah s=mk+2ls−k−lkgl−1.
Porovnáńı jednotek na levé a pravé straně okamžitě řekne, že l = 1 a pak i k = −2. Rozměrově správný
vztah je tedy

τ =
2~

mc2α5
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V kvantové teorii pole se použ́ıvá Heavisideova soustava elektromagnetických jednotek. Śıla mezi
dvěma elektrony vypadá v r̊uzných soustavách jednotek takto:

SI soustava : F =
e2

4πǫ0 r2
Gaussova soustava : F =

e2

r2
Heavisideova soustava : F =

e2

4π r2

Aby jsme se vyhli problémům s r̊uznými jednotkami náboje, doporučuje se nahradit ve výsledku
kvadrát elementárńıho náboje bezrozměrnou konstantou jemné struktury, která má ve všech třech
soustavách stejnou hodnotu α = 1/137, 03599914. S kvadrátem elementárńıho náboje souviśı v r̊uznych
soustavách r̊uzně:

SI : α =
e2

4πǫ0~c
Gauss : α =

e2

~c
Heaviside : α =

e2

4π~c

Některé vztahy v Heavisideově soustavě:
Lorentzova śıla na náboj q: ~F = q ~E + q(~v/c× ~B)
Maxwellovy rovnice ve vakuu (jenom volné náboje):

rot ~B − 1

c

∂ ~E

∂t
= ~j

div ~E = ρ

rot ~E +
1

c

∂ ~B

∂t
= 0

div ~B = 0

2 Relativistické vlnové rovnice

2.1 Kleinova – Gordonova rovnice (1926)

Vycháźıme z toho, že Schrödingerovu rovnici pro volnou částici (10) můžeme “odvodit” tak, že v
nerelativistickém vztahu pro energii E = ~p 2/(2m) nahrad́ıme energii a hybnost operátory

E −→ i~
∂

∂t
~p −→ −i~∇

a pak takto vzniklý vztah aplikujeme na vlnovou funkci. Když tento postup aplikujeme na relativistický
vztah mezi energíı (která ted’ kromě kinetické energie zahrnuje i energii klidovou) a hybnost́ı

E2 = m2c4 + c2~p 2,

přičemž ted’ vlnovou funkci záviśıćı od čtyřvektoru x označ́ıme ϕ(x), dostáváme

1

c2
∂2ϕ

∂t2
−∆ϕ+

(mc

~

)2
ϕ = 0.

Výraz v závorce je převrácená hodnota Comptonovy vlnové délky částice. Zavedeme d’Alembert̊uv
operátor

� = ∂µ∂
µ,

což při naš́ı volbě metrického tenzoru znamená

� =
1

c2
∂2

∂t2
−∆.

Kleinovu-Gordonovu (KG) rovnici tak zaṕı̌seme ve tvaru

(� +m2)ϕ(x) = 0, (21)
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kde jsme již položili ~ = c = 1.
Po Lorenzově transformaci x′ = Λx máme (�′+m2)ϕ′(x′) = 0. Protože d’Alembert̊uv operátor je

invariantńı, �′ = �, KG rovnice bude kovariantńı když ϕ′(x′) = ϕ(x), vlnová funkce ϕ(x) je skalárem
při LT.

To, že stav částice je popsán jednou funkćı naznačuje, že částice nemá žádné vnitřńı stupně volnosti,
že má nulový spin. KG rovnice plat́ı např. pro π mezony nebo Higgs̊uv bozon.

2.1.1 Rovnice kontinuity

Připomeňme situaci v nerelativistické kvantové mechanice. Ze Schrödingerovy rovnice plyne, že kromě
hustoty pravděpodobnosti ρ = ψ∗ψ existuje i hustota toku pravděpodobnosti ~j taková, že je splněna
rovnice kontinuity

∂ρ

∂t
+ div~j = 0,

která představuje zákon zachováńı pravděpodobnosti v diferenciálńım tvaru. Při pohybu částice v
potenciálovém poli plat́ı

~j =
~

2mi
[ψ∗∇ψ − (∇ψ)∗ψ] .

V př́ıpadě relativisticky kovariantńı KG rovnice by se rovnice kontinuity měla dát zapsat ve tvaru

∂µj
µ = 0

kde jµ ≡ (ρ,~j ) je čtyřvektorem. Postupujeme podobně jako při odvozováńı v př́ıpadě Schrödingerovy
rovnice. KG rovnici (21) vynásob́ıme ϕ∗, rovnici komplexně sdruženou k (21) vynásob́ıme ϕ a rovnice
takto vzniklé odečteme. Dostaneme

ϕ∗�ϕ− ϕ�ϕ∗ = 0

Plat́ı ∂µ(ϕ
∗∂µϕ) = (∂µϕ

∗)∂µϕ + ϕ∗�ϕ odkud dostaneme ϕ∗�ϕ = ∂µ(ϕ
∗∂µϕ)− (∂µϕ

∗)∂µϕ. Podobně
plat́ı ϕ�ϕ∗ = ∂µ(ϕ∂

µϕ∗)− (∂µϕ)∂
µϕ∗. Po dosazeńı do výše uvedeného vztahu máme

∂µ(ϕ
∗∂µϕ− ϕ∂µϕ∗) = 0

S přihlédnut́ım k tomu, že tento vztah se nezměńı když ho vynásob́ıme libovolnou konstantou, můžeme
pro zachovávaj́ıćı se proud psát

jµ = ik(ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ∗). (22)

Imaginárńı jednotka vykompenzuje změnu znaménka závorky při komplexńım sdružeńı, č́ım dostáme
reálne jµ při reálném k.

Všimněme si nulté komponenty nalezeného čtyřvektoru, která by měla být hustotou

ρ = ik(ϕ∗∂0ϕ− ϕ∂0ϕ
∗). (23)

Je zjevné, že tato veličina může nabývat i záporné hodnoty, tud́ıž ji nemůžeme považovat za hustotu
pravděpodobnosti. K tomuto problému se podrobně vrát́ıme později. Na tomto mı́stě ale kv̊uli úplnosti
uved’me, že smysluplná interpretace čtyřvektoru (22) je čtyřvektor elektrické proudové hustoty a že
konstantu k ztotožńıme s kladným elementárńım nábojem e.

2.1.2 Řešeńı Kleinovy – Gordonovy rovnice se zadanou hybnost́ı

V KTP je zvykem označovat hybnost bozon̊u ṕısmenem ~k. Hledejme nejdř́ıv řešeńı KG rovnice ve
tvaru

ϕ
(+)
~k

(x) = T (t) e i
~k.~x . (24)

Po dosazeńı do KG rovnice (21), využit́ı ∆ exp{i~k.~x} = −~k 2 exp{i~k.~x} a vyděleńı vzniklé rovnice
exponentou, dostáváme obyčejnou diferenciálńı rovnici druhého řádu pro funkci T

d2T

dt2
+ ω2

~k
T = 0 ,
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kde jsme zavedli označeńı energie částice ω~k =
√

m2 + ~k 2 . Tato rovnice má dvě řešeńı

T±(t) = Ae± iω~k
t .

Řešeńı T+ zahazujeme, protože po dosazeńı do (24) vede na závislost ϕ
(+)
~k

na neinvariatńı veličině

ω~kt+
~k.~x. Správné řešeńı má tvar

ϕ
(+)
~k

(x) = Ae−i(ω~k
t−~k.~x) = Ae−i kx , (25)

kde jsme zavedli čtyřvektor hybnosti kµ ≡ (ω~k,
~k). V daľśım pro jednoduchost předpokládáme, že

normovaćı konstanta A je reálné č́ıslo.
Při hledáńı daľśıho, lineárně nezávislého, řešeńı využijeme, že i komplexně sdružená funkce k řešeńı

KG rovnice je jej́ım řešeńım. Výsledek okamžitě naṕı̌seme

ϕ
(−)
~k

(x) = Aei(ω~k
t−~k.~x) = Aei kx . (26)

Dosad’me ted’ řešeńı (25) do vztahu pro hustotu (zat́ım nev́ıme čeho) (23). Vycháźı

ρ
(+)
~k

= 2kω~kA
2

Podobně pro řešeńı (26) dostáváme

ρ
(−)
~k

= −2kω~kA
2

Když uvažujeme o tom, která zachovávaj́ıćı se veličina může mı́t kladné i záporné hodnoty, na prvńım
mı́stě nás určitě napadne náboj. KG rovnice se zdá popisovat částice dvou druh̊u se stejnou hmotnost́ı
ale opačným nábojem, které jsou navzájem antičásticemi. Rozhodneme se, že tu, která je popsána
vlnovou funkćı (25) budeme nazývat částićı. Důvodem je to, že časová závislost exp{−iω~pt} je nám
dobře známá z nerelativistické kvantové mechaniky. Této částici přǐrad́ıme kladný elementárńı náboj
e. Muśı proto platit ∫

(V )
ρ
(+)
~k

d3x = e

odkud dostávame vztah
k 2V ω~kA

2 = e

V něm vystupuj́ı dvě zat́ım neurčené konstanty, k ze vztahu (22) a A ze vztahu (25). Vztah (22)
odráž́ı obecné vlastnosti KG rovnice, neńı ovlivněn energíı částice ani naš́ım výběrem normalizačńıho
objemu. Proto klademe k = e a A = 1/

√
2V ω~k. Dvě řešeńı KG rovnice dané volbou vektoru hybnosti

~k jsou

ϕ
(+)
~k

(x) =
1

√
2V ω~k

e−i(ω~k
t−~k.~x)

a

ϕ
(−)
~k

(x) =
1

√
2V ω~k

ei(ω~k
t−~k.~x)

Obě řešeńı jsou vlastńımi funkcemi operátoru hybnosti, prvńı s vlastńı hodnotou ~k, druhé s vlastńı
hodnotou −~k.

2.1.3 Obecné řešeńı Kleinovy–Gordonovy rovnice

Partikulárńı řešeńı KG rovnice nalezené v předešlé kapitole jsou platná pro libovolnou hybnost povo-
lenou normalizaćı na konečný objem. Protože KG rovnice je rovnićı lineárńı a homogenńı, i libovolná
lineárńı kombinace partikulárńıch řešeńı bude jej́ım řešeńım. Ṕı̌seme

ϕ(x) =
∑

~k

1
√

2Vω~k

[

a~k e
−i(ω~k

t−~k.~x) + b∗~k e
i(ω~k

t−~k.~x)
]

, (27)

kde a~k a b~k jsou libovolné komplexńı konstanty. Konstantu b~k jsme nav́ıc opatřili hvězdičkou znač́ıćı
komplexńı sdružeńı co nám umožňuje přej́ıt k př́ıpadu reálné funkce popisuj́ıćı neutrálńı částice volbou
b~k = a~k.
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2.1.4 Kleinova–Gordonova rovnice pro nabitou částici v obecném elektromagnetickém
poli

Princip minimálńı elektromagnetické interakce

Připomeňme si, jak se pohyb částice s nábojem q popisuje v klasické relativistické mechanice. Použ́ıvame
Heavisideovu soustavu jednotek a neklademe c = 1. Pohybová rovnice zapsaná pro souřadnici x ≡ x1

má tvar
dpx
dt

= qEx +
q

c

(

~v × ~B
)

x
, (28)

kde ~E(~x, t) je intenzita elektrického pole, ~B(~x, t) je indukce magnetického pole a px je x-ová složka
(mechanické) hybnosti

px =
mvx

√

1− v2

c2

Pohybovou rovnici (28) můžeme dostat aplikaćı Lagrangeovy rovnice II. druhu

d

dt

(
∂L

∂vx

)

− ∂L

∂x
= 0

na Lagrangeovu funkci

L(~x,~v, t) = −mc2
√

1− v2

c2
+
q

c
~v. ~A− q φ (29)

kde φ(~x, t) je skalárńı a ~A(~x, t) vektorový potenciál elektromagnetického pole, pomoćı kterých vyjádřujeme

~E = −gradφ− 1

c

∂ ~A

∂t
~B = rot ~A (30)

Při přechodu od Lagrangeova k Hamiltonovu formalismu definujeme nejdř́ıv zobecněnou hybnost

Px =
∂L

∂vx
= px +

q

c
Ax (31)

a podobně pro Py a Pz. Prvńı člen na pravé straně představuje “obyčejnou” (mechanickou) hybnost.

Hamiltonovu funkci H(~P , ~x, t) dostaneme z Lagrangeovy funkce pomoćı Legendre-ovy duálńı trans-
formace

H = ~v. ~P − L

V prvńım kroku dostáváme

H =
mc2

√

1− v2

c2

+ q φ

Ted’ ještě muśıme vyjádřit H jako funkci ~P a ~x. Využijeme přitom relativistický vztah pro klido-
vou+kinetickou energii

mc2
√

1− v2

c2

= c
√

m2c2 + ~p2

a vyjádřeńı mechanické hybnosti pomoćı zobecněné (31). Dostáváme

H(~x, ~P , t) = c

√

m2c2 + (~P − q

c
~A)2 + q φ

Porovnejme ted’ vztahy pre Hamiltonovu funkci při vypnutém a zapnutém elektromagnetickém poli:

H = c

√

m2c2 + ~P 2

H − qφ = c

√

m2c2 + (~P − q

c
~A)2
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To nás přivád́ı k principu minimálńı elektromagnetické invariance: Rovnice pro částici v
obecném elektromagnetickém poli dostaneme tak, že v rovnićıch pro volnou částici nahrad́ıme H
rozd́ılem H − qφ a zobecněnou hybnost ~P nahrad́ıme rozd́ılem ~P − q/c ~A.

Aplikace principu minimálńı elektromagnetické interakce v kvantové mechanice

V kvantové mechanice nahrazujeme

H −→ i~
∂

∂t
~P −→ −i~∇

Elektromagnetickou interakci tud́ıž zavedeme předpisem

i~
∂

∂t
−→ i~

∂

∂t
− qφ

i~∇ −→ i~∇ +
q

c
~A

Využijeme čtyřvektory xµ ≡ (ct, ~x) a Aµ ≡ (φ, ~A) a výše uvedené vztahy spoj́ıme do jednoho

∂µ −→ Dµ = ∂µ +
iq

~c
Aµ (32)

Výraz na pravé straně se nazývá kalibračně kovariantńı derivaćı a zvykne se označovat Dµ.

Kleinova–Gordonova rovnice pro částici v elektromagnetickém poli

Zaṕı̌seme KG rovnici pro volnou částici ve tvaru

∂µ∂
µ ϕ +m2ϕ = 0

a uplatńıme v ńı substituci (32), ve které už polož́ıme ~ = c = 1.

∂µ −→ Dµ = ∂µ + iqAµ ∂µ −→ Dµ = ∂µ + iqAµ

Po zapnut́ı elektromagnetického pole nabývá KG rovnice pro částici s nábojem q tvar

DµD
µϕ+m2ϕ = 0 (33)

Při hledáńı detailněǰśıho tvaru této rovnice respektujeme, že derivace p̊usob́ı na všechno za ńı, pokud
neńı závorkami vyznačeno jinak, a postupně dostáváme

(∂µ + iqAµ)(∂
µ + iqAµ)ϕ+m2ϕ = 0

�ϕ+ iq(∂µA
µ)ϕ+ iqAµ∂µϕ+ iqAµ∂

µϕ− q2AµA
µϕ+m2ϕ = 0

Ted’ už můžeme vlnovou funkci vyjmout za závorku a dostáváme hledanou rovnici ve tvaru

[
�+ iq(∂µA

µ) + 2iqAµ∂µ − q2A2 +m2
]
ϕ(x) = 0 (34)

kde jsme i označili kvadrát čtyřvektoru Aµ jako A2.
Aplikace rovnice (34) na vod́ıkový atom [ ~A = 0, φ = e/(4πr)] přinesla zklamáńı, energetické

spektrum popisovala mnohem h̊uř než Schrödingerova rovnice, i když se vzhledem k jej́ımu relati-
vistickému charakteru očekával opak. To byl d̊uvod, spolu s nemožnost́ı zavést nezápornou hustotu
pravděpodobnosti, proč byla KG rovnice na čas opuštěna. V 50. létech 20. stolet́ı se ale ukázalo, že KG
rovnice správně popisuje energetické spektrum atomů ve kterých je elektron nahrazen π− mezonem,
což je částice s nulovým spinem.

Kalibračńı kovariance KG rovnice
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Lehce se lze přesvědčit, že vektory ~E a ~B, které charakterizuj́ı makroskopické elektromagnetické
pole, se nezměńı, když elektromagnetické potenciály změńıme předpisem φ → φ′ = φ − ∂χ/∂t a
~A → ~A′ = ~A + gradχ, kde χ ≡ χ(~x, t) je libovolná funkce. Tuto kalibračńı transformaci můžeme
zapsat i ve čtyřrozměrném označeńı

Aµ → A′µ = Aµ − ∂µχ (35)

Pokud předpokládáme, že vlnová funkce se při kalibračńı transformaci měńı podle předpisu

ϕ→ ϕ′ = eiqχ ϕ

přesvědč́ıme se, plat́ı rovnice
[

�+ iq(∂µA
′µ) + 2iqA′

µ
∂µ − q2A′

2
+m2

]

ϕ′(x) = 0, (36)

která má stejný tvar (až na čárky, označuj́ıćı veličiny po transformaci) jako rovnice (34). KG rovnice
je tud́ıž kalibračně kovariantńı.

Dokážeme to tak, že z rovnice po kalibračńı transformaci dostaneme po dosazeńı za čárkované
veličiny rovnici p̊uvodńı. Při použit́ı rovnice v podrobném tvaru (36) je výpočet komplikovaněǰśı (i
když zvládnutelný), vyjdeme proto z ekvivalentńı rovnice

D′µD
′µϕ′ +m2ϕ′ = 0, (37)

kde
D′µ = ∂µ + iqA′µ D′

µ
= ∂µ + iqA′

µ

Nejdř́ıv si odvod́ıme vztahy (f je libovolná funkce)

D′µ
[
eiqχf(x)

]
= eiqχDµf(x) D′

µ [
eiqχf(x)

]
= eiqχDµf(x)

pomoćı kterých postupně dostáváme

D′µD
′µϕ′ = D′µ

(
eiqχDµϕ

)
= eiqχDµD

µϕ

Po dosazeńı do (37) máme
eiqχ

(
DµD

µϕ+m2ϕ
)
= 0

odkud okamžitě plyne KG rovnice před kalibračńı tranformaćı (33).

2.2 Diracova rovnice pro volnou částici

2.2.1 Formulace problému

Poučeńı z Kleinovy-Gordonovy rovnice ř́ıká, že potřebujeme diferenciálńı rovnici ve které nevystupuje
vyšš́ı derivace podle času než prvńı. To znamená, že nevystač́ıme s jednoduchou vlnovou funkćı, ale
muśıme jich zvažovat několik. Z matematiky v́ıme, že obyčejnou diferenciálńı rovnici druhého řádu
můžeme zavedeńım daľśı funkce převést na dvě svázané (obě funkce vystupuj́ı v obou rovnićıch)
diferenciálńı rovnice prvńıho řádu. V př́ıpadě vlnových rovnic se jedná o parciálńı diferenciálńı rovnice
se čtyřmi proměnnými. Z toho vyplývá, že funkćı a rovnic bude zřejmě v́ıce. Je proto výhodné použ́ıt
maticový počet.

Hledáme tedy diferenciálńı rovnici pro v́ıcekomponentńı vlnovou funkci záviśıćı od čtyřvektoru
xµ ≡ (t, ~x), kterou zapisujeme ve tvaru jednosloupcové matice

ψ(x) =








ψ1(x)
ψ2(x)

...
ψN (x)








. (38)

Budeme použ́ıvat taky matici k ńı hermitovsky sdruženou

ψ†(x) = (ψ∗1(x), ψ
∗
2(x), · · · , ψ∗N (x)) . (39)

Od hledané diferenciálńı rovnice požadujeme:
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1. aby byla homogenńı a lineárńı s konstantńımi koeficienty (abychom vyhověli principu superpo-
zice);

2. aby umožňovala zavést pozitivně definitńı hustotu pravděpodobnosti

ρ(x) = ψ†(x)ψ(x) =

N∑

n=1

|ψn(x)|2 (40)

a j́ı odpov́ıdaj́ıćı hustotu toku pravděpodobnosti ~j(x) tak, aby byla splněna rovnice kontinuity

∂ρ(x)

∂t
+ div~j(x) = 0 ; (41)

3. aby byla relativisticky kovariantńı, k čemuž muśı obsahovat derivace podle času a souřadnic
stejného řádu (z požadavku 2 plyne, že to muśı být řád prvńı);

4. aby vedla ke Kleinově-Gordonově rovnici (která je vyjádřeńım relativistického vztahu mezi
energíı a hybnost́ı)

(� +m2)ψn(x) = 0 (42)

pro každou komponentu (n = 1, 2, · · · , N) mnohokomponentńı vlnové funkce ψ(x).

Z homogennosti rovnice plyne, že koeficient u jednoho členu můžeme volit. Zvoĺıme koeficient u ne-
derivované funkce roven záporně vzaté hmotnosti částice m. Nejobecněǰśı tvar rovnice konzistentńı s
požadavky 261 a 3 je pak

iγµ∂µψ(x)−mψ(x) = 0 , (43)

kde γµ jsou čtyři (µ = 0, 1, 2, 3) N -rozměrné čtvercové matice, jejichž vlastnosti zjist́ıme ze zbývaj́ıćıch
požadavk̊u. V rovnici (43) jsme zavedli u derivaćı koeficient i, který spolu s nimi tvoř́ı hermitovské
operátory p̂µ = i∂µ.

2.2.2 Odvozeńı Diracovy rovnice pro volnou částici

Na základě požadavk̊u 1. a 3. jsme “uhodli” tvar (43) hledané rovnice. Ted’ dokážeme, že se daj́ı naj́ıt
takové matice γµ aby rovnice (43) splňovala i ostatńı na ni kladené požadavky. V daľśım postupu kv̊uli
stručnosti neṕı̌seme argumenty funkce ψ ani daľśıch funkćı. V prvńım kroku se budeme snažit splnit
požadavek 4. Na rovnici (43) uplatńıme operátor

iγν∂ν +mI, (44)

kde I je jednotková matice N ×N . Dostáváme tak

−γνγµ ∂2ψ

∂xν∂xµ
−m2ψ = 0

Druhá derivace zde vystupuj́ıćı je symetrická v indexech µ a ν. Proto když vyjádř́ıme součin γνγµ

jako součet symetrické a antisymetrické části

γνγµ =
1

2
(γµγν + γνγµ) +

1

2
(γνγµ − γµγν) ,

v rovnici (44) se uplatńı jenom symetrická část. Dostáváme proto

1

2
(γµγν + γνγµ)

∂2ψ

∂xν∂xµ
+m2ψ = 0

Tato rovnice přecháźı na rovnici Kleinovu-Gordonovu

(�+m2)ψ = 0 (45)
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jestli
γµγν + γνγµ = 2gµνI . (46)

Posledńı uvedený vztah se někdy přepisuje pomoćı kroucených závorek označuj́ıćıch antikomutátor na
tvar

{γµ , γν} = 2gµνI .

Protože operátor p̊usob́ıćı v rovnici (45) na jednosloupcovou matici ψ neńı matićı, p̊usob́ı stejně na
každou jej́ı komponentu ψn. Splnili jsme tak požadavek 4. Ze vztahu (46) dále vyplývá, že

(
γ0
)2

= I (47)

a (

γk
)2

= −I (48)

pro k = 1, 2, 3. K matićım γ existuj́ı tedy inverzńı matice, přičemž (γ0)−1 = γ0 a (γk)−1 = −γk.
Abychom ted’ našli podmı́nky na matice γ které nám umožńı splnit rovnici kontinuity (41), rovnici

(43) vynásob́ıme zleva −iγ0 a součet přes µ rozděĺıme na časovou a prostorovou část:

∂0ψ + γ0γk∂kψ + imγ0ψ = 0 . (49)

Hermitovsky sdružený vztah má tvar

∂0ψ
† + ∂kψ

†γk†γ0† − imψ†γ0† = 0 . (50)

Když vynásob́ıme vztah (49) zleva matićı ψ†, vztah (50) zprava matićı ψ a vzniklé vztahy sečteme,
dostaneme

∂0(ψ
†ψ) + ψ†γ0γk(∂kψ) + (∂kψ

†)γk†γ0†ψ + imψ†(γ0 − γ0†)ψ = 0 (51)

Podmı́nkou toho, aby člen bez derivaci vypadl, je hermitovost matice γ0:

γ0† = γ0 (52)

Abychom mohli druhý a třet́ı člen napsat jako derivaci jednoho výrazu, muśı platit

γk†γ0† = γ0γk . (53)

Vztah (51) pak přecháźı na rovnici kontinuity (41) s ρ = ψ†ψ a

jk = ψ†γ0γkψ (54)

Vztahy (52) a (53) můžeme s využit́ım (47) spojit do jednoho

γµ† = γ0γµγ0 . (55)

Za podmı́nek na matice γ které jsme právě odvodili, rovnice (43) splňuje to, co od ńı očekáváme.
Při volbě rozměru matic N = 4 (v daľśım uvid́ıme, že je to nejnižš́ı možná hodnota) se rovnice (43)
nazývá rovnićı Diracovou a mnohokomponentńı vlnová funkce ψ(x) bispinorem. Po vyjmut́ı bispinoru
ze závorky máme1

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0 . (56)

Dále zavedeme Feynmanovo lomı́tko (angl. Feynman slash) vztahem

/a = aµγ
µ, (57)

kde aµ jsou komponenty kovariantńıho vektoru nebo vektorového operátoru. S jeho pomoćı můžeme
Diracovu rovnici (43) přepsat na tvar

(i/∂ −m)ψ(x) = 0 (58)
1U druhého členu v závorce by se měla psát jednotková matice, aby oba členy měly stejnou maticovou strukturu. V

souladu se zauž́ıvanou konvenćı ji neṕı̌seme.
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2.2.3 Vlastnosti matic γ

Vlastnosti γ matic zaručuj́ıćı splněńı požadavk̊u 2 a 4 se tak daji shrnout do dvou základńıch vztah̊u
(46) a (55), které tu kv̊uli jejich d̊uležitosti připomı́náme

γµγν + γνγµ = 2gµνI

γµ† = γ0γµγ0

Na základě těchto vztah̊u se daj́ı odvodit daľśı vlastnosti matic γ:

1. (γ0)2 = I a (γk)2 = −I ;

2. Matice γ0 je hermitovská: γ0† = γ0;

3. Matice γk jsou antihermitovské: γk† = −γk;

4. Všechny matice γµ maj́ı nulovou stopu (součet diagonalńıch element̊u);

5. Rozměr matic (který označujeme N) muśı být sudé čislo;

6. Rozměr matic musi být větš́ı než 2.

Prvńı dvě vlastnosti již byly dokázány výše. Vlastnost 3 vycháźı ze vztahu (55), antikomutace (46)
matic γ0 a γk pro k = 1, 2, 3 a vztahu (47).

Pro d̊ukaz daľśıch vlastnost́ı je podstatné, že matice s r̊uznými indexy antikomutuj́ı,

γµγν = −γνγµ jestli µ 6= ν. (59)

Po vynásobeńı tohoto vztahu matićı (γν)−1 zleva a výpočtu stopy levé i pravé strany takto vzniklé
rovnosti dostáváme

Tr
[
(γν)−1γµγν

]
= −Trγµ .

Po využit́ı vztahu Tr(ABC) = Tr(BCA) dostáváme Trγµ = −Trγµ a tedy

Trγµ = 0 . (60)

Při d̊ukazu toho, že č́ıslo N je sudé opět využije vztah (59), ale jeho pravou stranu naṕı̌seme jako
součin tř́ı matic.2

γµγν = (−I)γνγµ .

Z rovnosti matic vyplývá rovnost determinantu. Nav́ıc, když využijeme, že determinant součinu matic
je roven součinu determinantu, determinanty matic γµ a γν vystupuj́ı na obou stranách rovnice a
proto se vykrát́ı. Jako výsledek máme

1 = det(−I) = (−1)N . (61)

Odtud vyplývá, že N muśı být sudé.
Před daľśım postupem nejdř́ıve dokážeme, že čtyři navzájem antikomutuj́ıćı matice γ muśı být

lineárně nezávislé. Důkaz provedeme sporem. Předpokládejme, že matice γµ se dá vyjádřit jako lineárńı
kombinace ostatńıch tř́ı matic

γµ =
∑

ν 6=µ

cµνγ
ν (62)

Když ρ 6= µ, tak muśı platit

0 = {γµ , γρ} =
∑

ν 6=µ

cµν {γν , γρ}

0 = 2cµρg
ρρ (63)

2Důvodem pro tuto opatrnost je předej́ıt často se vyskytuj́ıćımu chybnému postupu založenému na neplatném vztahu
det(−A) = −det(A).
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V posledńım vztahu se nesč́ıtá přes ρ, muśı však platit pro všechna tři ρ které jsou r̊uzné od µ. Protože
gρρ je nenulové, muśı být rovny nule všechny cµν vstupuj́ıćı do (62). Pravá strana vztahu (62) je proto
nulová matice, což je spor.

Když matice γk vynásob́ıme imaginárńı jednotkou i dostaneme matice hermitovské, přičemž se
nulovost jejich stopy a lineárńı nezávislost nenaruš́ı. Spolu s matici γ0 tak máme čtyři hermitovské
lineárně nezávislé matice s nulovou stopou. Ale v prostoru matic 2 × 2 máme k dispozici jenom tři
takové matice (např. tři Pauliho matice, nebo jejich tři r̊uzné lineárńı kombinace). Proto je př́ıpad
N = 2 vyloučen.

2.2.4 Reprezentace γ matic

Dlužno podotknouti, že vztahy (55) a (46) neurčuj́ı matice γ jednoznačně. Skutečně, jestli určitý
soubor matic γµ (µ = 0, 1, 2, 3) vyhovuje těmto vztah̊um, potom i soubor

γ′µ = UγµU † , (64)

kde U je libovolná unitárńı matice (U † = U−1) N × N , jim bude vyhovovat. Tato nejednoznačnost
se na konečných výsledćıch porovnatelných s experimentem neprojevuje a neńı proto nutné konkrétńı
tvar matic γ specifikovat. Volba konkrétńıch matic (podle charakteru úlohy) ale může zjednodušit
výpočty. Často se použ́ıvá následuj́ıćı výběr (Diracova reprezentace γ matic)

γ0 =

(
I2 02
02 −I2

)

~γ =

(
02 ~σ
−~σ 02

)

, (65)

kde I2 (02) je jednotková (nulová) matice 2× 2 a σk jsou obvyklé Pauliho matice

σ1 ≡ σx =

(
0 1
1 0

)

σ2 ≡ σy =

(
0 −i
i 0

)

σ3 ≡ σz

(
1 0
0 −1

)

splňuj́ıćı vztah

σiσj = I2δij + i
∑

k

ǫijkσk , (66)

kde totálně antisymetrický symbol ǫijk je zafixován podmı́nkou ǫ123 = 1

2.2.5 Daľśı definice a vztahy

Ze vztahu (46) a vlastnosti stopy vyplývá, že

Tr (γµγν) = 4gµν . (67)

Když vynásob́ıme vynásob́ıme vztah (46) složkami kovariantńıch vektor̊u aµ a bν a přes Lorentzovské
indexy sečteme, s přihlédnut́ım k definici (57) dostaneme pro Feynmanova lomı́tka dvou čtyřvektor̊u
a a b vztah

/a/b+ /b/a = 2(ab)I . (68)

Jednotková matice na pravé straně se často neṕı̌se.
Diracovsky sdružený bispinor je jednořádková čtyřsloupcová matice definovaná vztahem

ψ(x) = ψ†(x)γ0. (69)

Pomoćı diracovsky sdruženého bispinoru můžeme výhodně spojit vztah pro hustotu pravděpodobnosti
(40) a vztah pro prostorový vektor hustoty toku pravděpodobnosti (54) do jediného vztahu pro
čtyřvektor jµ ≡ (ρ,~j)

jµ(x) = ψ(x)γµψ(x) (70)

splňuj́ıćı rovnici kontinuity v relativistickém označeńı ∂µj
µ = 0.
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Vycházej́ıc ze vztahu (43) hledejme Diracovu rovnici pro spinor ψ. Po hermitovskem sdružeńı
máme

−i∂µψ
†γµ† −mψ† = 0 .

Po vynásobeńı této rovnice zprava matićı −γ0, využit́ı vztahu (55) a definice (69) máme

i∂µψγ
µ +mψ = 0 .

Po zavedeńı operátoru “derivace doleva” vztahem

ψ
←

∂ µ = ∂µψ

i jeho “Feynman slash”verze přeṕı̌seme Diracovu rovnici pro ψ na tvar

ψ(x)
(

i /
←

∂ +m
)

= 0 . (71)

Je nutno zd̊uraznit, že index µ numeruj́ıćı matice γ neznamená, že se tyto matice transformuj́ı
jako komponenty kontravariantńıho vektoru. Matice γ se při Lorentzovych transformaćıch neměńı.
Podrobněji se otázce kovariantnosti Diracovy rovnice budeme věnovat později. Zavád́ı se ješte matice
γ s dolńım indexem

γµ = gµνγ
ν , (72)

ale jedná se o záležitost čistě formálńı, zase se nejedná o veličiny které by se transformovaly jako
komponenty kovariantńıho vektoru. Z definice (72), hodnot metrického tenzoru (g00 = 1, gkk = −1)
a vztahu (47) a (48) vyplývá, že matice s indexem dole je inverzńı k odpov́ıdaj́ıćı matici s indexem
nahoře, t.j. že plat́ı (přes µ se nesč́ıtá!)

γµγ
µ = I (73)

Vztah (67) se dá přepsat na tvar
Tr (γµγ

ν) = 4δνµ (74)

Matice γ5 je definována vztahem3

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 . (75)

Protože r̊uzné gama matice antikomutuj́ı, můžeme tuto definici přepsat pomoćı kompletně antisyme-
trického tenzoru εαβγδ zafixovaného podmı́nkou

ε0123 = −ε0123 = 1 (76)

takto

γ5 =
i

4 !
εαβγδγ

αγβγγγδ . (77)

Počet permutaćı (4 !) udává počet nenulových a přitom stejných člen̊u v sumě přes α, β, γ, δ na pravé
straně. My chceme jenom jeden z nich, proto jejich počtem vyděĺıme.

Vyznačuje se následuj́ıćımi vlastnostmi, d̊ukaz většiny z nich je triviálńı nebo př́ımočarý:

(γ5)
2 = I ,

γ†5 = γ5 ,

Pro všechna µ:
γµγ5 + γ5γ

µ = 0, (78)

Trγ5 = 0 ,

Tr (γµγ5) = 0 ,

3V některých učebnićıch se ṕı̌se index 5 nahoře, definice je však stejná. Se spouštěńım nebo zvedáńım indexu u této
matice neńı spojena žádná změna znaménka.
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Tr (γµγνγ5) = 0 , (79)

Důkaz vztahu (79) je triviálńı pro µ = ν. Pro µ 6= ν využijeme, že matice γ5 je součinem všech čtyř
matic γ. V tom součinu je určitě obsažena i matice index které je roven ν. S každou jinou matićı z
předmětného součinu matice γν antikomutuje a můžeme ji proto převyměňovat k matici se stejným
indexem (při každé výměně se změńı znaménko). Součin těchto dvou matic pak dá +I (jestli ν = 0)
nebo −I. Dostáváme tak

Tr (γµγνγ5) = ± i Tr
(

γµγαγβγγ
)

,

kde α, β, γ jsou tři r̊uzné indexy, ze kterých ani jeden neńı roven ν, ale jeden z nich se určitě rovná
µ. Jestliže ted’ proantikomutujeme matici γµ k odpovidaj́ıćı matici, jejich součin zase dá jednotkovou
matici (až na př́ıpadné znaménko). Z̊ustane nám stopa ze součinu dvou matic s r̊uznými indexy (ρ se
rovná jednomu z index̊u α, β, γ nerovnaj́ıćımu se µ, zat́ımco σ se rovná druhému indexu nerovnaj́ıćımu
se µ)

Tr (γµγνγ5) = ± i Tr (γργσ) ,

která je podle vztahu (67) rovna nule protože ρ 6= σ.
Opakovanou aplikaćı vztahu (78) dostaneme

γαγβ . . . γω
︸ ︷︷ ︸

n

γ5 = (−1)nγ5 γαγβ . . . γω
︸ ︷︷ ︸

n

. (80)

Matice vytvořena jako součin n gama matic komutuje s matićı γ5 pro n sudé a antikomutuje pro n
liché.

V Diracově reprezentaci gama matic vypadá matice γ5 takto:

γ5 =

(
02 I2
I2 02

)

Matice σµν je definována vztahem

σµν =
i

2
(γµγν − γνγµ) (81)

Bez d̊ukaz̊u uvád́ıme jej́ı vlastnosti:
σνµ = −σµν

σµν† = γ0σµνγ0 (82)

Trσµν = 0

Tr (σµνγρ) = 0

Tr (σµνγ5) = 0

Tr (σµνγ5γ
ρ) = 0

Tr (σµνσ
ρσ) = 4

(
δρµδ

σ
ν − δσµδ

ρ
ν

)

Báze v prostoru komplexńıch matic 4×4

V prostoru čtvercových matic 4×4 můžeme mnoha zp̊usoby zvolit 16 lineárně nezávislých matic, které
pak tvoř́ı bázi v tomto prostoru; libovolnou každou daľśı matici můžeme vyjádřit jako lineárńı kom-
binaci (obecně s komplexńımi koeficienty) těchto 16 matic. Pro nás je výhodné vybrat bázi tvořenou
následuj́ıćımi maticemi:

� jednotková matice I

� čtyři matice γµ

� matice γ5
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� čtyři matice iγµγ5

� šest matic σµν , µ < ν

Tyto matice budeme označovat jedńım symbolem ΓA, A = 1, . . . , 16. Kromě toho zavedeme označeńı
ΓA, které je v př́ıpadech matic I a γ5 totožné s ΓA, v ostatńıch př́ıpadech se lǐśı spuštěńım Lorent-
zovských index̊u. Př́ımým výpočtem v jednotlivých př́ıpadech se dá ukázat, že plat́ı

TrΓA = 0 pro A = 2, . . . , 16 (vsechny matice krome I) (83)

ΓAΓ
A = I (pres A se nesč́ita) (84)

Tr
(
ΓAΓ

B
)
= 4δBA A,B = 1, . . . , 16 (85)

(
ΓA
)†

= ΓA (86)

To, že stopa součinu r̊uzných bázových matic je nulová, je podstatné pro d̊ukaz toho, že námi vybrané
matice mohou skutečně sloužit jako báze, t.j. že jsou lineárně nezávislé. Důkaz provedeme sporem.
Předpokládejme, že matice ΓA se dá vyjádřit jako lineárńı kombinace ostatńıch

ΓA =
∑

B 6=A

cABΓ
B

Po vynásobeńı této rovnice matićı ΓA a výpočtu stopy dostáváme

4 =
∑

B 6=A

cAB 4δBA

Protože suma na pravé straně prob́ıhá jenom přes takové B pro které je Kroneckerovo delta nulové,
je pravá strana rovna nule, čimž přicháźıme ke sporu 4=0.

2.2.6 Diracova rovnice ve schrödingerovském tvaru

Diracovu rovnici (56) přepǐsme na tvar

iγ0∂0ψ = −iγk∂kψ +mψ

Po vynásobeńı tohoto vztahu matićı γ0 zleva dostáváme

i
∂ψ

∂t
= ĤDψ

kde jsme zavedli operátor
ĤD = ~α.~̂p+mβ

vyjádřený pomoćı matic
β ≡ γ0

~α = γ0~γ

V Diracově reprezentaci γ matic je

β =

(
I2 02
02 −I2

)

, (87)

~α =

(
02 ~σ
~σ 02

)

, (88)

Spin diracovské částice
Ted’, když máme přepsánu Diracovu rovnici do formálně stejného tvaru jako má Schrödingerova
rovnice, můžeme využ́ıt některé poznatky z nerelativistické kvantové mechaniky. Vı́me, že nutnou
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podmı́nkou pro to, aby určitá veličina měla ve stacionárńım stavu ostrou hodnotu, je že jej́ı operátor
muśı komutovat s Hamiltonovým operátorem, kterým je v našem př́ıpadě

ĤD = αxp̂x + αyp̂y + αz p̂z +mβ

Pojd’me tedy zjistit, jestli je orbitálńı moment hybnosti takovou veličinou. Zaměř́ıme se na jeho z-ovou
komponentu, které odpov́ıdá operátor

L̂z = xp̂y − yp̂x

a poč́ıtáme
[

ĤD, L̂z

]

= αx

[

p̂x, L̂z

]

+ αy

[

p̂y, L̂z

]

= −i (αxp̂y − αy p̂x) = −i
(

~α× ~̂p
)

z

Operátor Lz tud́ıž nekomutuje s HD, pr̊umět orbitálńıho momentu hybnosti neńı zachovávaj́ıćı se
veličinou. Zaved’me ted’ vektor matic

~Σ =

(
~σ 02
02 σ̃

)

a poč́ıtejme komutátor HD s jeho třet́ı složkou
[

ĤD,Σz

]

= p̂x [αx,Σz] + p̂y [αy,Σz] .

Pro prvńı komutátor na pravé straně postupně dostáváme

[αx,Σz] =

(
0 σx
σx 0

)(
σz 0
0 σz

)

−
(
σz 0
0 σz

)(
0 σx
σx 0

)

=

(
0 σxσz − σzσx

σxσz − σzσx 0

)

.

Po využit́ı (66) vycháźı
[αx,Σz] = −2iαy

Podobně by se ukázalo, že
[αy,Σz] = 2iαx

Celkově dostáváme [

ĤD,Σz

]

= −2i (p̂xαy − p̂yαx) = 2i
(

~α× ~̂p
)

z

Když ted’ zavedeme matici

~S =
1

2
~Σ

a operátor

~̂J = ~̂L+ ~S

na základě výše odvozených výsledk̊u zjist́ıme, že
[

ĤD, Ĵz

]

= 0.

Podobně by jsme se přesvědčili, že i ostatńı dvě komponenty operátoru ~̂J komutuj́ı s ĤD. Středńı
hodnoty odpov́ıdaj́ıćıch fyzikálńıch veličin, komponent vektoru ~J , jsou konstantńı. Můžeme je proto
interpretovat jako komponenty zachovávaj́ıćıho se celkového momentu hybnosti, který je součtem
orbitálńıho a spinového momentu hybnosti. Možné pr̊uměty spinového momentu hybnosti na vybranou
osu (v našem př́ıpadě se jedná o osu z) jsou rovny vlastńım hodnotám matice Sz, která je v námi
použ́ıvané reprezentaci diagonálńı

Sz =







1
2

−1
2

1
2

−1
2







(89)

a proto jsou jej́ı vlastńı hodnoty vidět př́ımo na diagonále. Diracova rovnice tud́ıž popisuje částici se
spinem 1

2 .

20



2.2.7 Řešeńı Diracovy rovnice pro volnou částici

Stacionárńı řešeńı s ostrou hodnotou hybnosti I

Hledejme stacionárńı řešeńı Diracovy rovnice ve tvaru rovinné vlny

ψ
(+)
~p (x) = c e−ipx u(~p), (90)

kde pµ ≡ (E~p, ~p), ~p je hybnost částice a E~p =
√

~p 2 +m2 je jej́ı energie. Toto řešeńı se nazývá kladně
frekvenčńım, protože závislost exponenty na čase je stejná jak jsme zvykĺı z nerelativistické kvantové
mechaniky. Jednosloupcová čtyřřádková matice u(~p), nazývaná spinorem, má komponenty které už
od souřadnic a času nezáviśı a c je normalizačńı konstanta. V naš́ı normalizaci na konečný objem ji
zvoĺıme, podobně jako u skalárńıho pole, rovnu

c =
1

√
2V E~p

(91)

Protože požadujeme aby výraz ρ = ψ
(+)
~p

†
ψ
(+)
~p = c2u†u představoval hustotu pravděpodobnosti, pro

kterou plat́ı ∫

(V )
ρd3x = 1,

pro normováńı spinoru u(~p) vycháźı podmı́nka

u†(~p)u(~p) = 2E~p. (92)

Tato normalizace je v souladu s t́ım, že ρ, jako nultá komponenta čtyřvektoru, se muśı transformovat
při LT stejně jako energie.

Po dosazeńı (90) do (56), zderivováńı exponenty s výsledkem ∂µ exp{−ipx} = −ipµ exp{−ipx} a
jej́ım vykráceńı dostáváme algebraickou rovnici pro bispinor u(~p)

(/p −m)u(~p) = 0 . (93)

Napǐsme ještě rovnici pro diracovsky sdružený bispinor u = u†γ0. Vztah (93) nejdř́ıv hermitovsky
sdruž́ıme

u†(/p† −m) = 0.

Pro každou matici γ, a tedy i pro jejich lineárńı kombinaci /p = pµγ
µ, plat́ı vztah (55). Můžeme proto

psát
u†(γ0/pγ0 −m) = 0.

Nakonec tuto rovnost vynásob́ıme zprava matićı γ0, využijeme (γ0)2 = I a vytkneme γ0 před závorku,
kde sa spoj́ı s u†. Dostáváme tak

u(~p)(/p−m) = 0. (94)

Rozepǐsme ted’ ve vztahu (93) člen /p podrobněji

(E~pγ
0 − ~γ.~p−m)u(~p) = 0 (95)

a napǐsme si i vztah k němu hermitovsky sdružený, přičenž využijeme, že matice γ0 je hermitovská a
matice γk jsou antihermitovské. Dostáváme

u†(~p)(E~pγ
0 + ~γ.~p−m) = 0. (96)

Vynásob́ıme ted’ vztah (95) zleva bispinorem u†, vztah (96) zprava bispinorem u a takto vzniklé vztahy
sečteme. Členy s hybnost́ı se vyruš́ı a po úpravě dostáváme

u(~p)u(~p) =
m

E~p
u†(~p)u(~p) = 2m,
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kde jsme využili i vztah (92). Kv̊uli pozděǰśımu využit́ı napǐsme si, jak vypadá vztah (96) po záměně
~p→ −~p

u†(−~p)(E~pγ
0 − ~γ.~p−m) = 0. (97)

Stacionárńı řešeńı s ostrou hodnotou hybnosti II

Druhé partikulárńı řešeńı Diracovy rovnice budeme hledat ve tvaru

ψ
(−)
~p (x) = c eipx v(~p)

Toto řešeńı, které je vlastńı funkćı operátoru ~̂p s vlastńı hodnotou (−~p), se nazýva záporně frekvenčńım.
Podobně jako předt́ım dostáváme

v†(~p)v(~p) = 2E~p

(/p +m)v(~p) = 0 (98)

v(~p)(/p +m) = 0. (99)

(E~pγ
0 − ~γ.~p+m)v(~p) = 0 (100)

v(~p)v(~p) = −m

E~p
v†(~p)v(~p) = −2m,

v†(−~p)(E~pγ
0 − ~γ.~p+m) = 0. (101)

Vztahy mezi spinory kladně frekvenčńıho a záporně frekvenčńıho řešeńı použijeme mnohokrát v bu-
doucnu.

v(~p)u(~p) = 0 a u(~p)v(~p) = 0

Prvńı z nich odvod́ıme tak, že od vztahu (99) vynásobeného zprava spinorem u odečteme vztah (93)
vynásobený spinorem v zleva. Druhý odvod́ıme podobně pomoćı vztah̊u (94) a (98).4

v†(−~p)u(~p) = 0 a u†(−~p)v(~p) = 0

Tady źıskáme prvńı vztah tak, že rovnost (95) vynásob́ıme zleva spinorem v†(−~p) a odečteme od
toho rovnost (101) vynásobenou zprava spinorem u(~p). Podobně postupujeme při odvozováńı druhého
vztahu s využit́ım rovnost́ı (100) a (97).

Dvakrát v́ıce řešeńı Jestli chceme naj́ıt konkrétńı řešeńı rovnice (93) pro spinor u a rovnice (98) pro
spinor v muśıme si zvolit reprezentaci γ matic. V učebnićıch se většinou voĺı Diracova reprezentace,
kde jsou tyto matice vyjádřeny pomoćı Pauliho σ matic. Pro každý ze spinor̊u pak dostáváme dvě
lineárně nezávislá řešeńı označena jako u(~p, s) a v(~p, s), kde index s nabývá hodnoty 1 a 2.5 Dvě řešeńı
odpov́ıdaj́ı dvěma r̊uzným spinovým stav̊um. Tato situace se opakuje i když si vybereme jakoukoli
reprezentaci γ matic. Dvě lineárně nezávislá řešeńı se vždy vyb́ıraj́ı tak, aby pro s′ 6= s platila podmı́nka
ortogonality ve tvaru

u†(~p, s′)u(~p, s) = v†(~p, s′)v(~p, s) = 0

4Sečteńım zmiňovaných vztah̊u mı́sto odečteńı bychom dostali vztahy v̄/pu = ū/pv = 0, ty ale nebudeme potřebovat.
5Abychom se vyhnuli záměně s maticovým indexem, index označuj́ıćı řešeńı jsme umı́stili do závorky.
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S přihlédnut́ım k existenci dvou r̊uzných řešeńı pro spinory u i v a jejich ortogonalitě přepisujeme
doposud odvozené vztahy takto:

u†(~p, s′)u(~p, s) = 2E~p δs′,s (102)

ū(~p, s′)u(~p, s) = 2m δs′,s (103)

v†(~p, s′)v(~p, s) = 2E~p δs′,s (104)

v̄(~p, s′)v(~p, s) = −2m δs′,s (105)

v̄(~p, s′)u(~p, s) = 0 (106)

ū(~p, s′)v(~p, s) = 0 (107)

v†(−~p, s′)u(~p, s) = 0 (108)

u†(−~p, s′)v(~p, s) = 0 (109)

Obecné řešeńı Diracovy rovnice pro volnou částici

Výše zmiňované partikulárńı řešeńı jsou platná pro všechny vektory hybnosti ze spektra plynoućıho
z naš́ı normalizace na konečný objem. Každá lineárńı kombinace těchto řešeńı bude proto řešeńım
Diracovy rovnice pro volnou částici

ψ(x) =
∑

~p,s=1,2

1
√

2V E~p

[
b~p,se

−ipxu(~p, s) + d ∗~p,se
ipxv(~p, s)

]
, (110)

Konstanty b~p,s a d~p,s jsou úplně libovolné. V př́ıpadě, že by byla zadána počátečńı podmı́nka ψ(~x, t =
0) = χ(~x) bylo by možné tyto konstanty z ńı určit, ale t́ım se zabývat nebudeme.

Projekčńı operátory (matice)

V daľśıch vztaźıch se budou vyskytovat direktńı součiny typu u(~p, s) ⊗ v̄(~p, s), které představuj́ı
čtvercovou matici 4x4 která má v a-tem řádku b-tého sloupce prvek ua(~p, s)v̄b(~p, s).

Projekčńı operátory které z lineárńı kombinace spinor̊u vyb́ıraj́ı část která obsahuje spinory jednoho
typu (u nebo v) definujeme vztahy

Pu(~p)u(~p, s) = u(~p, s) Pv(~p)v(~p, s) = v(~p, s) Pu(~p)v(~p, s) = 0 Pv(~p)u(~p, s) = 0

Plat́ı taky

Pu(~p) + Pv(~p) = 1 Pu(~p)Pv(~p) = 0 P 2
u (~p) = Pu(~p) P 2

v (~p) = Pv(~p)

Projekčńı operátory můžeme vyjádřit dvěma zp̊usoby. Prvńı využ́ıvá to, že bispinory splňuj́ı rovnice
(93) a (98), t.j., že plat́ı /pu = mu a /pv = −mv. Máme

Pu(~p) =
/p+m

2m
(111)

Pv(~p) = −/p−m

2m

Druhý zp̊usob využ́ıvá platnost vztah̊u (103), (105), (106) a (107). Na jejich základě se můžeme lehce
přesvědčit, že ńıže uvedené matice maj́ı taky vlastnosti projekčńıch operátor̊u.

Pu(~p) =
1

2m

∑

s′=1,2

u(~p, s′)⊗ ū(~p, s′) , (112)

Pv(~p) = − 1

2m

∑

s′=1,2

v(~p, s′)⊗ v̄(~p, s′) .

Porovnáńım vztah̊u (111) a (112) źıskáme vztahy, které se často použ́ıvaj́ı ve výpočtech účinných
pr̊uřez̊u reakćı s nepolarizovanými fermiony:

∑

s=1,2

ua(~p, s)ūb(~p, s) = (/p+m)ab (113)

∑

s=1,2

va(~p, s)v̄b(~p, s) = (/p−m)ab
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kde a a b jsou maticové indexy.

Spinory u a v v Diracově reprezentaci γ matic

Budeme nejdř́ıv hledat řešeńı rovnice (95). Protože v reprezentaci (65) jsou γ matice vyjádřeny pomoćı
matic 2× 2, je výhodné zapsat taky čtyřřádkovou matici u(~p) pomoćı dvou dvouřádkových

u(~p) =

(
χ(~p)
η(~p)

)

.

Rovnice (95) přecháźı na soustavu dvou lineárńıch homogenńıch rovnic pro dvě neznámé χ a η

(E~p −m) χ − ~σ · ~p η = 02

−~σ · ~p χ + (E~p +m) η = 02

Vı́me, že podmı́nkou řešitelnosti je v tomto př́ıpadě nulovost determinantu soustavy, o čem se snadno
přesvědč́ıme s využit́ım vztahu (σ.~p)2 = ~p 2. V principu je jedno, kterou z rovnic použijeme na vyjádřeńı
jedné neznámé pomoćı druhé (homogenńı soustava nefixuje neznamé absolutně). Kv̊uli tomu, abychom
se vyhnuli výskytu výrazu (E~p −m) ve jmenovateli (pro pomalé částice se bĺıž́ı k nule) voĺıme rovnici
druhou. Dostaneme tak

η =
~σ · ~p

E~p +m
χ

Protože χ a η jsou dvouřádkové matice, dostáváme dvě lineárně nezávislá řešeńı, což zd̊urazńıme
zavedeńım indexu s = 1, 2. Existence dvou nezávislých řešeńı souviśı s t́ım, že Diracova rovnice popisuje
fermiony se spinem 1/2. S ohledem na to, abychom splnili normalizačńı vztah (102) voĺıme

χ1 =
√

E~p +m

(
1
0

)

χ2 =
√

E~p +m

(
0
1

)

Tomu odpov́ıdaj́ı dva spinory u(~p, s)

u(~p, 1) =
√

E~p +m








1
0
pz

E~p+m
px+ipy
E~p+m








u(~p, 2) =
√

E~p +m








0
1

px−ipy
E~p+m

− pz
E~p+m








Řešeńı s = 1 (s = 2) popisuje částici, která má ve své klidové soustavě (~p = 0) pr̊umět spinového
momentu hybnosti na os z roven +~/2 (-~/2).

Podobně urč́ıme spinor v, který vystupuje v záporně frekvenčńım řešeńı Diracovy rovnice. Znovu
ho rozeṕı̌seme pomoćı dvou dvourozměrných spinor̊u

v(~p) =

(
χ(~p)
η(~p)

)

.

Po dosazeńı do rovnice (100) dostáváme

(E~p +m) χ − ~σ · ~p η = 02

−~σ · ~p χ + (E~p −m) η = 02

Z podobných d̊uvod̊u jako výše použijeme ted’ prvńı rovnici a ṕı̌seme

χ =
~σ · ~p

E~p +m
η (114)

Dvě lineárně nezávislá řešeńı dostaneme volbou

η1 =
√

E~p +m

(
1
0

)

η2 =
√

E~p +m

(
0
1

)
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Odpov́ıdaj́ıćı bispinory jsou

v(~p, 1) =
√

E~p +m








pz
E~p+m
px+ipy
E~p+m

0
1








v(~p, 2) =
√

E~p +m








px−ipy
E~p+m

− pz
E~p+m

1
0








2.2.8 Relativistická kovariance Diracovy rovnice pro volnou částici

Einstein̊uv princip relativity vyžaduje, aby se tvar Diracovy rovnice (58), zapsané podrobněji jako

iγµ
∂ψ(x)

∂xµ
−mψ(x) = 0 , (115)

nezměnil po provedeńı Lorentzovy transformace

x′µ
′

= Λµ′

µ x
µ , (116)

t.j. aby platilo taky (sč́ıtaćı index µ opatř́ıme taky čárkou, i když na jeho označeńı nezálež́ı)

iγµ
′ ∂ψ′(x′)

∂x′µ′ −mψ′(x′) = 0 . (117)

Připoušt́ı se přitom, že vlnová funkce (Dirac̊uv bispinor) ψ se při transformaci (116) měńı. Muśı se však
transformovat tak, aby se pozorovatelné veličiny z ńı vypočtené patřičně transformovaly. Např́ıklad,
hustota toku pravděpodobnosti (70) se muśı transformovat jako čtyřvektor. Transformaci vlnové funkce
předpokládáme ve tvaru

ψ′(x′) = S(Λ)ψ(x), (118)

kde S(Λ) je čtvercová matice, prvky které záviśı od transformačńı matice Λ. Dokázat relativistickou
kovarianci Diracovy rovnice znamená dokázat existenci matice S. Budeme postupovat tak, že odvod́ıme
rovnici, kterou muśı matice S splňovat, aby z rovnice (115) vyplynula rovnice (117) a pak ukážeme,
že taková matice existuje pro všechny tř́ıdy Lorentzových transformaćı. Kv̊uli stručnosti neṕı̌seme v
daľśım argumenty u ψ, ψ′ a S.

Vychazime z rovnice (115). Dosad́ıme do ńı

ψ = S−1ψ′

a využijeme, že podle pravidla pro derivováńı složené funkce v́ıce proměnných plat́ı

∂ψ′

∂xµ
=

∂ψ′

∂x′µ
′

∂x′µ
′

∂xµ
= Λµ′

µ

∂ψ′

∂x′µ
′ .

Dostáváme tak

iγµS−1Λµ′

µ

∂ψ′

∂x′µ′ −mS−1ψ′ = 0 .

Po vynásobeńı této rovnice zleva matićı S máme

iΛµ′

µ Sγ
µS−1

∂ψ′

∂x′µ′ −mψ′ = 0 .

Srovnáńım této rovnice se (117) vid́ıme, že muśı platit

Λµ′

µ Sγ
µS−1 = γµ

′

,

což můžeme přepsat na tvar
S−1γµ

′

S = Λµ′

µ γ
µ . (119)

Tento vztah představuje čtyři (µ′ = 0, 1, 2, 3) rovnice pro určeńı matice S. Z nich se daj́ı odvodit daľśı
vztahy, které budou užitečné později. Napǐsme nejdř́ıv vztah hermitovsky sdružený ke (119):

S†(γµ
′

)†(S−1)† = Λµ′

µ γ
µ† .
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Po jeho vynásobeńı zleva i zprava matićı γ0 nabyde pravá strana stejný tvar jako v rovnici (119),
můžeme ji tedy nahradit levou stranou posledně jmenované. Současně použijeme (γµ

′
)† = γ0γµ

′
γ0 a

dostáváme
γ0S†γ0γµ

′

γ0(S−1)†γ0 = S−1γµ
′

S .

Po vynásobeńı této rovnice zleva matićı S a zprava součinem matic γ0S†γ0 máme (současně přejmenujeme
µ′ na µ)

(Sγ0S†γ0)γµ = γµ(Sγ0S†γ0) .

Tento vztah ř́ıká, že ozávorkovaný součin matic muśı komutovat se všemi maticemi γµ. Ze souboru 16
bazových matic tomu vyhovuje jenom jednotková matice. Uvažovaný součin muśı být tedy násobkem
jednotkové matice

Sγ0S†γ0 = bI . (120)

Z tohoto vztahu taky plyne, že
S†S = bγ0S−1γ0S (121)

Vztah (121) využijeme dvěma zp̊usoby. Nejdř́ıve nahrad́ıme součin matic na pravé straně podle rovnice
(119) a pak vypočteme stopu levé i pravé strany. Dostáváme

Tr(S†S) = bΛ0
µ Tr(γ0γµ) = 4bΛ0

0 . (122)

Protože stopa na levé straně je kladné č́ıslo, b muśı být reálné a muśı také platit

bΛ0
0 > 0 . (123)

Z rovnosti matic (121) vyplývá rovnost determinantu

det(S†S) = det(bγ0S−1γ0S) .

Z toho po úpravách (využijeme, že determinant součinu matic je roven součinu jejich determinantu a
vztah detS† = (detS)∗) dostáváme pro modul (=absolutńı hodnota komplexńıho č́ısla) determinantu
S vyjádřeńı

|detS| = b2 . (124)

Transformace Diracovy vlnové funkce při vlastńıch ortochronńıch transformaćıch

Při hledáńı matice S(Λ), která transformuje Diracovu vlnovou funkci ψ(x) při vlastńıch ortochronńıch
Lorentzových transformaćıch využijeme, že tyto transformace tvoř́ı Lieovu grupu. Každou takovouto
transformaci můžeme složit z mnoha (v limitě nekonečna mnoha) ”malých”(v limitě infinitezimálně
malých) transformaćı. Uvažujme proto nejdř́ıv takovouto malou transformaci, t.j. transformaci, která
se jen málo lǐśı od identické. Jej́ı matici ṕı̌seme ve tvaru

Λµ′

µ = δµ
′

µ + εµ
′

µ , (125)

kde |εµ′

µ| ≪ 1. V daľśım bude výhodné pracovat s transformačńı matićı se dvěma dolńımi indexy
definovanou vztahem

Λαµ = gαµ′Λµ′

µ .

Podobně definujeme i εαµ. Ze vztahu (125) máme

Λαµ = gαµ + εαµ . (126)

Obecný požadavek invariantnosti metrického tenzoru

gµ
′ν′ = Λµ′

µ Λν′
ν g

µν ,

který zaručuje neměnnost skalárńıho součinu dvou čtyřvektor̊u při Lorentzově transformaci, můžeme
přepsat na tvar

gαβ = ΛαµΛβνg
µν .
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Když sem dosad́ıme matici (126) a zanedbáme součiny εαµεβν , které jsou druhého řádu v malosti, po
triviálńıch úpravách dostáváme, že matice popisuj́ıćı odchylku Lorentzovy transformace od identické
muśı být antisymetrická

εαβ + εβα = 0 .

Při Lorentzových transformaćıch málo se lǐśıćıch od identické, matice S se bude málo lǐsit od jednotkové

S = I+ δS . (127)

Matice k ńı inverzńı je v uvazovaném přibĺıžeńı rovna

S−1 = I− δS . (128)

Skutečně, po vynásobeńı (127) s (128) dostaneme I− (δS)2, přičemž v našem přibĺıžeńı zanedbáváme
členy, které obsahuj́ı změny v kvadrátu. Ted’ najdeme vztah, kterému muśı vyhovovat matice δS.
Nejdř́ıv přeṕı̌seme vztah (119) na tvar

S−1γαS = Λαβγ
β , (129)

a dosad́ıme do něj ze vztahu (126), (127) a (128). Po zanedbáńı kvadratického členu v δS dostáváme

γα(δS) − (δS)γα = γβεαβ .

Odchylka matice S od jednotkové matice je úměrná parametr̊um εµν :

δS = Aµνεµν . (130)

Koeficienty úměrnosti Aµν jsou matice. Vzhledem k antisymetričnosti matice ε stač́ı se omezit na
matice svázané vztahy Aµν = −Aνµ, kterých máme šest lineárně nezávislých. Ze souboru šestnácti
lineárně nezávislých matic které tvoř́ı bázi v Diracově maticovém prostoru, tomu vyhovuj́ı jenom
matice σµν nebo jejich násobky

Aµν = kσµν . (131)

kεµν [γα, σ
µν ] = γβεαβ (132)

Komutátor matic na levé straně je roven

[γα, σ
µν ] = 2i(δµαγ

ν − δναγ
µ)

V daľśım využijeme, že vztah muśı platit pro libovolnou infinitezimálńı transformaci, tj. pro libovolné
εµν . Uprav́ıme proto pravou stranu tak, aby v ńı vystupovalo taky εµν .

γβεαβ = εµνδ
µ
αδ

ν
βγ

β = εµνδ
µ
αγ

ν

Levá strana vztahu (132) obsahuje εµν kontrahováno s antisymetrickým výrazem, stejného tvaru
muśıme doćılit i na pravé straně. Proto pokračujeme v úpravách

γβεαβ = εµν
1

2
(δµαγ

ν + δναγ
µ + δµαγ

ν − δναγ
µ) = εµν

1

2
(δµαγ

ν − δναγ
µ)

Po dosazeńı do rovnice (132) a porovnáńı výraz̊u u εµν dostáváme

2ik(δµαγ
ν − δναγ

µ) =
1

2
(δµαγ

ν − δναγ
µ).

k = − i

4

S = I− i

4
σµνεµν (133)
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Konečnou (neinfinetizimálńı) transformaci

Λµ′

µ = δµ
′

µ + ωµ′

µ , (134)

můžeme přibližně nahradit posloupnost́ı n ”malých” transformaćı s εµν = ωµν/n, pričemž pro matici
transformuj́ıćı vlnovou funkci při konečné transformaci bude platit

S ≈
(

I− i

4

σµνωµν

n

)n

V limitě n→ ∞ se vztah stává přesným a podle definice exponenty máme

S = exp

{

− i

4
σµνωµν

}

Protože argument tu vystupuj́ıćı exponenty je matice s nulovou stopou, plat́ı detS = 1, z čehož s
přihlédnut́ım k vztah̊um (124) a (123) plyne, že při vlastńıch ortochronńıch transformaćıch je b = 1.

Transformace Diracovy vlnové funkce pri časové inverzi

Λ0
0 = −1

Λk
k = 1

Λµ′

µ = 0

Vztah (119) implikuje

S−1γ0S = −γ0

S−1γkS = γk

neboli

γ0S + Sγ0 = 0

γkS − Sγk = 0

Jedinou matićı ze šestnácti bázových matic která antikomutuje s γ0 a komutuje se všemi třemi γk je
matice iγ0γ5. Matice udávaj́ıćı transformaci Diracovy vlnové funkce při časové inverzi muśı být proto
násobkem této matice

ST = iλTγ
0γ5. (135)

Při opakované časové inverzi se vrát́ıme k p̊uvodńımu toku času. Proto kvadrát matice ST muśı být
roven jednotkové matici. Odtud dostáváme

λ2T = 1.

Konstantu λT nazýváme časovou paritou. Může nabývat hodnotu +1 nebo -1 a pro daný typ částic
muśı být určena experimentálně. Matice hermitovsky sdružená k matici (135)

S†T = −iλTγ5γ
0 = iλTγ

0γ5,

je rovna p̊uvodńı matici, která je tud́ıž hermitovská. Nav́ıc je i unitárńı

S†TST = I.

Ze vztahu (122) plyne bΛ0
0 = 1 a

bT = −1 (136)

Transformace Diracovy vlnové funkce při prostorové inverzi
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Λ0
0 = 1

Λk
k = −1

Λµ′

µ = 0

Vztah (119) implikuje

S−1γ0S = γ0

S−1γkS = −γk

neboli

γ0S − Sγ0 = 0

γkS + Sγk = 0

Jedinou matićı ze šestnácti bázových matic která komutuje s γ0 a antikomutuje se všemi třemi γk je
matice γ0. Matice udávaj́ıćı transformaci Diracovy vlnové funkce při prostorové inverzi muśı být proto
násobkem této matice

SP = λP γ
0. (137)

λ4P = 1.

Konstanta λP může nabývat hodnoty +1, -1, i, -i. Matice hermitovsky sdružená k matici (137) je
rovna

S†P = λ∗P γ
0,

odkud plyne, že matice SP neńı hermitovská6, je však unitárńı

S†PSP = I.

Ze vztahu (122) plyne bΛ0
0 = 1 a

bP = 1 (138)

2.2.9 Transformace výraz̊u typu ψΓAψ

Pod ΓA se rozumı́ některá ze šestnácti matic které jsme vybrali jako prvky báze v prostoru matic 4×4.
Naše volba byla motivována hlavně t́ım, že při ńı maj́ı výrazy ψΓAψ dobře definované vlastnosti při
Lorentzových transformaćıch. V literatuře se proto nazývaj́ı bilineárńımi kovarianty.

V daľśım budeme potřebovat transformačńı vztah pro diracovsky sdruženou vlnovou funkci. Nejdř́ıv
naṕı̌seme vztah hermitovsky sdružený ke vztahu (118)

ψ′† = ψ†S†

a pak mezi členy na pravé straně vlož́ıme jednotkovou matici zapsanou ve tvaru γ0γ0 a vztah vynásob́ıme
zprava matićı γ0. Dostávame tak

ψ′ = ψγ0S†γ0,

co můžeme s využit́ım (120) přepsat na konečný tvar

ψ′(x′) = b ψ(x)S−1. (139)

Vyšetř́ıme ted’ transformačńı vlastnosti některých bilineárńıch kovariant̊u.

Kovariant S(x) = ψ(x)ψ(x)

6Proto se částićım popsaným Diracovou rovnićı nedá připsat prostorová parita, v tabulkách částic označovaná jako
P . Dá se však ukázat, že vnitřńı parita soustavy částice–antičástice je rovna (-1).
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Při úpravě použijeme vztahy (118) a (139):

S′(x′) = ψ′(x′)ψ′(x′) = b ψ(x)S−1Sψ(x) = b S(x)

Kovariant S(x) se podle tohoto výsledku chová jako skalár (neměńı se, je invariantem) při ortochronńıch
Lorentzových transformaćıch (boosty, prostorové rotace, prostorové zrcadleńı), kdy je b = 1 a měńı
znaménko při neortochronńıch transformaćıch obsahuj́ıćıch zrcadleńı času (b = −1).

Kovariant Vµ(x) = ψ(x)γµψ(x)

V ′ µ
′

(x′) = ψ′(x′)γµ
′

ψ′(x′) = b ψ(x)S−1γµ
′

S ψ(x)

Pro výraz S−1γµ
′
S použijeme vztah (119) a dostáváme

V ′µ
′

(x′) = bΛµ′

µ V
µ(x).

Tento kovariant se transformuje při ortochronńıch transformaćıch (b = 1) jako kontravariantńı čtyřvektor,
při transformaćıch obsahuj́ıćıch zrcadleńı času (b = −1) jeho komponenty přib́ıraj́ı nav́ıc znaménko
mı́nus.

Kovariant P(x) = ψ(x)γ5ψ(x)

P ′(x′) = ψ′(x′)γ5 ψ
′(x′) = b ψ(x)S−1γ5 S ψ(x)

Pro matici γ5 použijeme alternativńı vyjádřeńı (77) s t́ım, že očárkujeme sč́ıtaćı indexy a mezi sousedńı
gama matice vlož́ıme jednotkovou matici ve tvaru SS−1.

S−1γ5 S =
i

4 !
εα′β′γ′δ′S

−1γα
′

S S−1γβ
′

S S−1γγ
′

S S−1γδ
′

S

Čtyřnásobným použit́ım vztahu (119) dostáváme

S−1γ5 S =
i

4 !
γαγβγγγδ εα′β′γ′δ′Λ

α′

α Λβ′

β Λγ′

γ Λδ′

δ =
i

4 !
γαγβγγγδ εαβγδ detΛ = γ5 det Λ

a nakonec
P ′(x′) = b detΛ P (x).

Při vlastńıch transformaćıch (detΛ = 1) se tato veličina transformuje stejně jako skalár S(x), při
nevlastńıch transformaćıch (det Λ = −1) přib́ırá nav́ıc záporné znaménko. Jedná se o pseudoskalár.

Kovariant Aµ(x) = ψ(x)γ5γ
µψ(x)

A′µ
′

(x′) = b detΛΛµ′

µ A
µ(x)

Kovariant Tµν(x) = ψ(x)σµνψ(x)

T ′µ
′ν′(x′) = bΛµ′

µ Λν′
ν T

µν(x)

2.3 Diracova rovnice pro částici v obecném elektromagnetickém poli

Vyjdeme z Diracovy rovnice pro volnou částici (56)

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0,

použijeme princip minimálńı elektromagnetické interakce (32)

∂µ −→ Dµ = ∂µ + iqAµ
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a dostáváme
(iγµDµ −m)ψ(x) = 0, (140)

neboli v Diracově označeńı
(i /∂ − q /A−m)ψ(x) = 0. (141)

Aby byla Diracova rovnice kovariantńı při kalibračńı transformaci

Aµ → A′µ = Aµ − ∂µχ,

tj, aby platilo
(
iγµD′µ −m

)
ψ′(x) = 0, (142)

kde
D′µ = ∂µ + iqA′µ,

muśıme předpokládat, že Diracova vlnová funkce se při kalibračńı transformaci ř́ıd́ı pravidlem

ψ → ψ′ = eiqχψ.

Pak se o kovariantnosti Diracovy rovnice přesvědč́ıme tak, že použijeme

D′µ
[
eiqχψ(x)

]
= eiqχDµψ(x)

a z (142) odvod́ıme (140).
Diracova rovnice pro částici v obecném elektromagnetickém poli vypadá velice triviálně, jej́ı obsah

je však bohatý. Analýza jej́ı nerelativistické limity, provedena např. v učebnici A.S. Davydov: Kvan-
tová mechanika (SPN Praha 1978), ukazuje, že DR vede na Pauliho rovnici včetně členu který popisuje
interakci spinového magnetického momentu s magnetickým polem (tento člen se pri odvozováńı Pau-
liho rovnice ze Schrödingerovy pomoćı principu minimálńı elektromagnetické interakce muśı dodávat
rukou). Nav́ıc vede na správnou spin-orbitálńı interakci a Darwinovu kontaktńı interakci.

Diracova rovnice správně popisuje leptony bez vnitřńı struktury, např. elektron a pozitron.7 Při
aplikaci na hadrony se spinem 1

2 (např. proton, neutron) se muśı dodat člen, který popisuje anomálńı
magnetický moment, zp̊usobený jejich vnitřńı strukturou.

3 Klasická a kvantová teorii volných poĺı

3.1 Úvodńı poznámky

Při budováńı klasické teorie pole se budeme inspirovat klasickou mechanikou soustavy mnoha částic.
Pak při přechodu od klasické ke kvantové teorii pole budeme postupovat podobně jako při přechodu od
klasické mechaniky k mechanice kvantové. Připomeňme si proto základńı poznatky z klasické teoretické
mechaniky.

Soustava n částic které jsou podrobeny v vazbám má f = 3n − v stupň̊u volnosti. To znamená,
že existuje f funkćı času qi(t), i = 1, . . . , f , které konfiguraci soustavy (polohy částic) v každém
okamžiku charakterizuj́ı. Tyto funkce nazveme zobecněnými souřadnicemi a jejich časové derivace
q̇(t) zobecněnými rychlostmi. V nejjednodušš́ım př́ıpadě soustavy bez vazeb jimi můžou být kartézské
souřadnice částic a jejich derivace.

K popisu dynamiky soustavy (tj odvozeńı toho, jak se budou zobecněné souřadnice měnit s časem)
se zavád́ı Lagrangeova funkce L(q, q̇, t) jako rozd́ıl celkové kinetické energie T (q, q̇) a funkce U(q, q̇, t),
která popisuje śıly na soustavu a v soustavě p̊usob́ıćı.8 Diferenciálńı rovnice pro zobecněné souřadnice
se daj́ı odvodit z Hamiltonova variačńıho principu, ve kterém vystupuje účinek

S[q] =

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt.

7Neńı to úplně pravda, existuj́ı jemné jevy, které je schopna popsat až kvantová teorie pole (např. Lamb̊uv posuv).
8V relativistické mechanice zahrnuje i klidovou energii, viz vztah (29).
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Hranaté závorky zd̊urazňuj́ı, že účinek je funkcionál (”funkce funkćı”) závislý na tom jaké jsou funkce
qi(t). Hamilton̊uv variačńı princip

δS[q] = 0

ř́ıká, že pro funkce qi(t) správně popisuj́ıćı pohyb částic ze zafixovaných bod̊u qi(t1) do zafixovaných
bod̊u qi(t2) má účinek stacionárńı hodnotu. To znamená, že když správné funkce nahrad́ıme funkcemi
malinko odlǐsnými, účinek se nezměńı.
Z Hamiltonova principu plynou Lagrangeovy rovnice II. druhu9

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)

− ∂L

∂qi
= 0 i = 1, . . . , v

Dále definujeme zobecněné hybnosti (conjugate momenta) vztahy

pi =
∂L

∂q̇i
i = 1, . . . , v (143)

V kapitole 2.1.4 jsme pro zobecněnou hybnost zvolili označeńı s velkým P , abychom ji odlǐsili od me-
chanické pi = miq̇i. Toto označeńı zde opoušt́ıme. Pomoćı Legendreovy duálńı transformace zavedeme
Hamiltonovu funkci

H(p, q, t) =

v∑

i=1

pi q̇i − L(q, q̇, t), (144)

pričemž zobecněné rychlosti vystupuj́ıćı na pravé straně vyjádř́ıme ze vztah̊u (143), aby levá strana
byla funkćı jenom zobecněných hybnost́ı, zobecněných souřadnic a času. I když jsou daľśı věci spojené
s Hamiltonovou funkćı a jejich korespondence s kvantovou mechanikou zaj́ımavé, tady zmı́ńıme už
jenom definici Poissonových závorek dvou funkćı f(p, q) a g(p, q)

{f, g} =

v∑

i=1

(
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

)

,

z ńıž plyne vztah
{qk, pl} = δkl, (145)

kde δkl je Kroneckerovo delta.

Od klasické ke kvantové mechanice

V kvantové mechanice nahrazujeme zobecněné souřadnice a zobecněné hybnosti, které jsou funkcemi
času, operátory od času nezávislými a mı́sto klasické Poissonovy závorky mezi kanonicky sdruženými
veličinami postulujeme komutátor jejich operátor̊u

[q̂k, p̂l] = i ~ δkl .

Př́ıkladem je dobře známy komutátor
[x̂, p̂x] = i~ .

Tento komutátor splńıme když v x-reprezentaci zvoĺıme x̂ = x a p̂x = −i~ ∂
∂x , nebo v p-reprezentaci

x̂ = i~ ∂
∂px

a p̂x = px.

3.2 Reálné skalárńı pole

3.2.1 Klasická teorie

Obecné řešeńı Kleinovy–Gordonovy rovnice (27) je v př́ıpadě když polož́ıme b~k = a~k reálnou funkćı
souřadnic a času. Tato funkce představuje určité pole, v každém bodě prostoru je definována funkce
času, pro tento bod specifická. Abychom si lépe uvědomili o co jde, označme si tuto funkci trochu
jinak: ϕ(x) → ϕ(~x, t) → ϕ~x(t). V terminologii klasické mechaniky, kdy počet stupň̊u volnosti je dán
počtem funkćı času které dynamický systém charakterizuj́ı, je pole dynamickým systém s nespočetně
mnoha stupni volnosti, index u funkce času může nabývat nespočetně mnoho hodnot ~x ∈ R3.

9Jak je známo, v Lagrangeových rovnićıch I. druhu na levé straně vystupuje namı́sto Lagrangeovy funkce kinetická
energie a na pravé straně namı́sto nuly zobecněné śıly. V teorii pole tyto rovnice nemaj́ı analogii.
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Hamilton̊uv variačńı princip V mechanice je v př́ıpadě navzájem neinteraguj́ıćıch částic Lagran-
geova funkce dána součtem Lagrangeových funkćı jednotlivých částic

L =
∑

i

Li(qi(t), q̇i(t), t)

V př́ıpadě dynamické soustavy se spojitým indexem nahrad́ıme součet integrálem a budeme psát

L =

∫

(V )
L(ϕ(~x, t), ∂ϕ(~x, t))d3x

kde jsme zavedli Lagrangeovu hustotu L jako funkci pole ϕ a jeho všech časoprostorových derivaćı,
nejen časové (směřujeme k vytvořeńı relativistické teorie). Explicitńı závislost na čase, která je v
mechanice zp̊usobena časově proměnnými vněǰśımi poli, neuvažujeme. Objem prostoru ve kterém se
polem zabývame je V .

Účinek S pomoćı Lagrangeovy hustoty postupně vyjádř́ıme jako

S[ϕ] =

∫ t2

t1

dt

∫

(V )
d3x L(ϕ(x̃, t), ∂ϕ(x̃, t)) =

∫

(Ω)
d4x L(ϕ(x), ∂ϕ(x))

kde Ω označuje časoprostorovou oblast integrace. Poč́ıtejme, jak se změńı účinek když k funkci ϕ
přidáme funkci δϕ.

δS =

∫

(Ω)
d4x

[
∂L
∂ϕ

δϕ +
∂L

∂(∂µϕ)
δ(∂µϕ)

]

=

∫

(Ω)
d4x

[
∂L
∂ϕ

δϕ+
∂L

∂(∂µϕ)
∂µ(δϕ)

]

Druhý člen v hranaté závorce ted’ vyjádř́ıme pomoćı vzorce pro derivaci součinu

∂µ

[
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ

]

=

[

∂µ
∂L

∂(∂µϕ)

]

δϕ +
∂L

∂(∂µϕ)
∂µ(δϕ)

Dostáváme

δS =

∫

(Ω)
d4x

[
∂L
∂ϕ

− ∂µ
∂L

∂(∂µϕ)

]

δϕ+

∫

(Ω)
d4x ∂µ

[
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ

]

Označ́ıme

Λµ =
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ

a pro výpočet posledńıho integrálu použijeme Gaussovu větu
∫

(Ω)
d4x ∂µΛ

µ =

∮

(Σ)
Λµdσµ ,

kde na pravé straně je integrál po uzavřené nadploše Σ obeṕınaj́ıćı časoprostorovou oblast Ω. Protože
na hranici oblasti Ω je ve smyslu Hamiltonova variačńıho principu δϕ = 0, je tam i Λµ = 0 a předmětný
integrál je nulový. Takže δS = 0 implikuje podmı́nku

∫

(Ω)
d4x

[
∂L
∂ϕ

− ∂µ
∂L

∂(∂µϕ)

]

δϕ = 0 ,

která muśı být splněna pro libovolnou funkci δϕ. To je možné jedině tak, že výraz v hranaté závorce
je sám roven nule

∂µ
∂L

∂(∂µϕ)
− ∂L
∂ϕ

= 0 . (146)

Dostali jsme Lagrangeovu rovnici pro reálné skalárńı pole. Fakt, že toto pole splňuje Kleinovu-
Gordonovu rovnici, využijeme k určeńı Lagrangeovy hustoty tak, aby Lagrangeova rovnice přešla
na rovnici Kleinovu-Gordonovu. Přesvědč́ıme se, že

L(ϕ, ∂ϕ) = 1

2

[
(∂αϕ)∂

αϕ−m2ϕ2
]

(147)
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tento požadavek splňuje10. Vypočteme si nejdř́ıv potřebné derivace

∂L
∂ϕ

= −m2ϕ

∂

∂(∂µϕ)

[
1

2
(∂αϕ)∂

αϕ

]

=
1

2
gαβ

∂

∂(∂µϕ)
[(∂αϕ)∂βϕ] =

1

2
gαβ

[

δµα∂βϕ+ δµβ∂αϕ
]

= ∂µϕ

Po dosazeńı těchto derivaćı do (146) dostáváme KG rovnici (�+m2)ϕ = 0.

Hamilton̊uv formalismus. Při přechodu od Lagrangeova k Hamiltonovu formalismu v teoretické
mechanice se nejdř́ıv definuj́ı zobecněné hybnosti, které jsou kanonicky sdruženými proměnnými k
zobecněným souřadnićım, vztahem Pi = ∂L/∂q̇i. V teorii pole pracujeme namı́sto Lagrangeovy funkce
L s jej́ı hustotou L. Proto taky definujeme hustotu kanonicky sdružené proměnné k polńı funkci
vztahem

π(x) =
∂L(ϕ, ∂ϕ)
∂ϕ̇(x)

(148)

V př́ıpadě reálného skalárńıho pole s Lagrangovou hustotou (147) konkrétně vycháźı

π(x) = ϕ̇(x) . (149)

Daľśım krokem v teoretické mechanice bylo zavedeńı Hamiltonovy funkce vztahem (144). Když hledáme
analog tohoto vztahu v teorii pole, Hamiltonovu funkci H nahrad́ıme integrálem z jej́ı hustoty H, po-
dobně jak jsme to již udělali s Lagrangeovou funkćı. Ale č́ım nahrad́ıme součet přes všechny stupně
volnosti

X =

v∑

i=1

pi q̇i

tam vystupuj́ıćı? Abychom na to přǐsli, rozdělme objem V , ve kterém pole skoumáme, na v buněk,
každou o objemu ∆V . Každé buňce přǐrad́ıme diskrétńı dynamickou proměnnou qi(t) (i = 1, . . . , v)jako
hodnotu pole v bodě ~xi někde uvnitř i-té části, qi(t) = ϕ(~xi, t). Př́ıslušnou diskrétńı zobecněnou
hybnost pi(t) vypočteme jako hustotu kanonicky sdružené hybnosti v bodě ~xi vynásobenou objemem
∆V , pi(t) = π(~xi, t)∆V , kde

π(~xi, t) =
∂L

∂ϕ̇(~xi, t)
.

Takže bude

X =

v∑

i=1

π(~xi, t)ϕ̇(~xi, t)∆V .

V limitě V → ∞ přecháźı tato suma na objemový integrál

X =

∫

(V )
π(x)ϕ̇(x)d3x .

Takže v př́ıpadě reálneho skalárńıho pole vypadá Legendreova duálńı transformace takto:
∫

(V )
H(ϕ, π)d3x =

∫

(V)
π(x)ϕ̇(x)d3x−

∫

(V)
L(ϕ, ∂ϕ)d3x .

Protože tento vztah muśı platit nezávisle na tom, jak vybereme objem V , muśı platit odpov́ıdaj́ıćı
vztah mezi integrandmi. Pro hustotu Hamiltonovy funkce (budeme ji ř́ıkat Hamiltonova hustota) proto
plat́ı

H(ϕ, π) = π(x)ϕ̇(x)− L(ϕ, ∂ϕ) . (150)

Při použit́ı Lagrangeovy hustoty reálného skalárńıho pole (147) dostáváme

H(ϕ, π) =
1

2

[
π2 +m2ϕ2 + (∇ϕ)2

]
. (151)

10Na tomto mı́stě je zavedeńı konstanty 1/2 neopodstatněné, mohla by tam být jakákoliv jiná konstanta. V daľśım
upozorńıme na mı́sta, které výběr 1/2 zd̊uvodňuj́ı.
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Tenzor energie–hybnosti. Ukázali jsme, jak urč́ıme Hamiltonovu hustotu, které má taky význam
hustoty energie pole. Jako taková, muśı splňovat zákon zachováńı energie v diferenciálńım tvaru,
kterým je rovnice kontinuity. V ńı vystupuje taky hustota toku energie, kterou zat́ım neznáme. Dále,
když má pole energii, muśı mı́t i (mechanickou) hybnost, kterou taky zat́ım neumı́me spoč́ıst. V
mechanice spojitých prostřed́ı se zavád́ı tenzor energie-hybnosti T µν , kterého komponenta T 0ν má
význam hustoty ν-té komponenty čtyřvektoru hybnosti Pµ ≡ (E, ~P ). Komponenty T kν zase udávaj́ı
k-tou složku hustoty toku př́ıslušné komponenty P ν čtyřvektoru hybnosti. Muśı proto splňovat čtyři
rovnice kontinuity

∂µT µν = 0 pro ν = 0, 1, 2, 3 (152)

Později si ukážeme, jak se tenzor energie-hybnosti urč́ı na základě homogennosti časoprostoru. Ted’ se
ho pokuśıme uhodnout. Zaved’me si proto do vztahu (150) tenzorové indexy

H = T 00 =
∂L

∂(∂0ϕ)
∂0ϕ− L g00

a předpokládejme jeho zobecněńı ve tvaru

T µν =
∂L

∂(∂µϕ)
∂νϕ−L gµν . (153)

To, jestli jsme se správně strefili, nám ukáže kontrola pomoćı rovnice kontinuity. Poč́ıtejme tedy

∂µT µν =

[

∂µ
∂L

∂(∂µϕ)

]

∂νϕ+
∂L

∂(∂µϕ)
∂µ∂

νϕ− ∂νL

Výraz v hranaté závorce nahrad́ıme t́ım, co plyne z Lagrangeovy rovnice (146) a derivujeme Lagran-
geovu hustotu jako složenou funkci.

∂µT µν =
∂L
∂ϕ

∂νϕ+
∂L

∂(∂µϕ)
∂µ∂

νϕ− ∂L
∂ϕ

∂νϕ− ∂L
∂(∂µϕ)

∂ν∂µϕ = 0,

kde jsme využili, že na pořad́ı derivaćı v posledńım členu nezálež́ı. Tı́m je opodstatněnost našeho
výběru (153) potvrzena. Kdybychom tam ale v prvńım členu na pravé straně indexy µ a ν vyměnili,
výsledkem kontroly pomoćı rovnice kontinuity by nebyla nula, ale komplikovaný, určitě nenulový výraz.

Při odvozováńı vztah̊u (146), (148), (150) a (153) jsme nevyužili konkrétńı tvar Lagrangeovy
hustoty pro reálné skalárńı pole, které je jednokomponentńım. Proto p̊ujdou jednoduše zobecnit a
použ́ıt i pro v́ıcekomponentńı pole (komplexńı skalárńı, elektromagnetické, spinorové).

Ještě si napǐsme, kv̊uli pozděǰśımu použit́ı, tři vztahy platné pro reálné skalárńı pole. Prvńı se týka
hustoty j-té komponenty hybnosti pole a plyne z (153) a (148)

T 0j(x) = π(x) ∂jϕ(x) . (154)

Druhým je připomenut́ı, jak vypadá obecné řešeńı Kleinovy-Gordonovy rovnice (27) v př́ıpadě b~k = a~k

ϕ(x) =
∑

~k

1
√
2Vω~k

[

a~k e
−i(ω~k

t−~k.~x) + a∗~k e
i(ω~k

t−~k.~x)
]

. (155)

Třet́ı vztah dostaneme, když toto řešeńı dosad́ıme do (149)

π(x) = (−i)
∑

~k

√
ω~k
2V

[

a~k e
−i(ω~k

t−~k.~x) − a∗~k e
i(ω~k

t−~k.~x)
]

. (156)

3.2.2 Kvantová teorie

Kvantovou teorii reálného skalárńıho pole vytvoř́ıme tak, že konjugované dynamické proměnné z ha-
miltonovského formalismu ϕ(x) a π(x), které jsou funkcemi času, nahrad́ıme operátory ϕ̂(~x) a π̂(~x),
od času nezávislými a postulujeme pro ně komutačńı vztah. V kvantové mechanice máme komutačńı
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vztahy mezi operátory které odpov́ıdaj́ı diskrétńım konjugovaným veličinám ve tvaru [q̂k, p̂l] = iδkl a
i [q̂k, q̂l] = 0, [p̂k, p̂l] = 0. Ve spojitém spektru index̊u se nab́ıźı komutátory

[
ϕ̂(~x) , π̂(~x ′)

]
= iδ(~x − ~x ′) (157)

s tř́ırozměrnou Diracovou funkćı delta a

[
ϕ̂(~x) , ϕ̂(~x ′)

]
=
[
π̂(~x) , π̂(~x ′)

]
= 0 . (158)

Ověřme si životaschopnost nápadu (157) tak, že si v našem prostoru vytvoř́ıme buňky, kterým přǐrad́ıme
diskrétńı dynamické proměnné. Buňce s indexem i o objemu Vi přǐrad́ıme zobecněnou souřadnici rov-
nou středńı hodnotě pole v buňce

qi(t) =
1

Vi

∫

(Vi)
d3x ϕ(x̃, t)

a zobecněnou hybnost rovnou integrálu z přidružené hustoty

pi(t) =

∫

(Vi)
d3x π(x̃, t) .

Přejděme ted’ k operátor̊um a poč́ıtejme komutátor

[q̂k, p̂l] =
1

Vk

∫

(Vk)
d3x

∫

(Vl)
d3x′ [ϕ̂(x̃), π̂(x̃ ′)] =

i

Vk

∫

(Vk)
d3x

∫

(Vl)
d3x′ δ(x̃− x̃ ′),

kde jsme již zabudovali náš předpoklad (157). Pokud se jedná o r̊uzné buňky (k 6= l), integračńı oblasti
se nepřekrývaj́ı, delta funkce je identicky rovna nule a komutátor taky. V př́ıpadě, že l = k máme
nejdř́ıv ∫

(Vk)
d3x′ δ(x̃ − x̃ ′) = 1

a pak
1

Vk

∫

(Vk)
d3x = 1

s výsledkem [q̂k, p̂k] = i, jak má být. Když se ted’ pod́ıváme na vztahy (155) a (156), zjist́ıme, že
neńı zat́ım jasné, jak se při přechodu k operátor̊um časově nezávislým zbav́ıme času na jejich pravých
stranách. Definujme proto nekonečně mnoho funkćı času

a~k(t) = a~k e
−iω~k

t

a po jejich zavedeńı do (155) a (156) se stanou jedinými mı́sty na pravých stranách kde vystupuje čas.
Jsou přitom dynamickými proměnnými, protože stav pole můžeme zadat tak, že specifikujeme funkci
ϕ(x) nebo, ekvivalentně, zadáme všechny a~k(t). Proto při přechodu ke kvantové teorii nahrad́ıme taky
tyto dynamické proměnné operátory od času nezávislými a~k(t) → â~k. Z reálné funkce ϕ(x) chceme
udělat hermitovský operátor ϕ̂(~x). To doćıĺıme tak, že komplexńı sdružeńı na pravé straně nahrad́ıme

sdružeńım hermitovským a∗~k
(t) → â†~k

. Dostáváme tak operátory

ϕ̂(~x) =
∑

~k

1
√

2Vω~k

[

â~k e
i~k·~x + â†~k

e−i
~k·~x)
]

, (159)

π̂(~x) = (−i)
∑

~k

√
ω~k
2V

[

â~k e
i~k·~x − â†~k

e−i
~k·~x
]

. (160)

Objevuj́ı se v nich operátory â~k, o kterých zat́ım nic nev́ıme, jenom předpokládáme, že nejsou hermi-
tovské. Abychom určili jejich vlastnosti, muśıme si je vyjádřit pomoćı operátor̊u ϕ̂ a π̂, pro které už
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máme stanovené komutačńı vztahy (157) a (158). Postupujeme takto: Vztah (159) vynásob́ıme expo-
nentou exp{−i~k′ · ~x} a vyintegrujeme přes normalizačńı objem, přičemž využ́ıváme že tato integrace
vede na Kroneckerovo delta [vztah (14) a jemu podobné se změnou znaménka u některé z hybnost́ı]

∫

(V )
ϕ̂(~x)e−i

~k′·~xd3x =

√

V

2ωk̃′

(

âk̃′ + â†
−k̃′

)

Vztah (160) vynásob́ıme imaginárńı jednotkou a exponentou exp{−i~k′ · ~x} a pak vyintegrujeme přes
normalizačńı objem

i

∫

(V )
π̂(~x)e−i

~k′·~xd3x =

√

Vωk̃′

2

(

âk̃′ − â†
−k̃′

)

.

V obou dvou vztaźıch přejmenujeme ~k′ na ~k, prvńı vynásob́ıme ω~k a potom vztahy sečteme

â~k =
1

√
2V ω~k

∫

(V )

[
ω~kϕ̂(~x) + iπ̂(~x)

]
e−i

~k·~xd3x .

Vztah pro â†~k′
źıskáme okř́ıžkováńım a přejmenováńım ~k na ~k′. Přejmenujeme taky integračńı proměnnou,

abychom ji po dosazeńı do komutátoru odlǐsili od té v â~k.

â†~k′
=

1
√

2V ω~k′

∫

(V )

[
ω~k′ϕ̂(~x

′)− iπ̂(~x ′)
]
ei
~k′·~x ′

d3x′ .

Po dosazeńı źıskaných vyjádřeńı do komutátoru dostáváme

[

â~k , â
†
~k′

]

=
(−i)

2V
√
ω~kω~k′

∫

(V )
d3x

∫

(V)
d3x′

{
ωk̃

[
ϕ̂(x̃) , π̂(x̃ ′)

]
− ωk̃′

[
π̂(x̃) , ϕ̂(x̃ ′)

]}
ei(k̃

′ ˙̃′x−k̃ ˙̃x) .

Komutátor mezi dvěma ϕ a i ten mezi dvěma π jsou nulové, tak jsme je ani neuvedli. Dva zbývaj́ıćı
jsou úměrné delta funkci, pomoćı které ihned provedeme integraci přes čárkovanou proměnnou. Daľśı
integrace vede na Kroneckerovo delta

[

â~k , â
†
~k′

]

=
ω~k + ω~k′

2V
√
ω~kω~k′

∫

(V )
ei(

~k′−~k)·~x d3x =
ωk̃ + ωk̃′

2
√
ωk̃ωk̃′

δk̃,k̃′

Posledńı výraz je nenulový jenom když ~k′ = ~k, můžeme proto položit ω~k′ = ω~k a dostáváme jednoduchý
výsledek11 [

â~k , â
†
~k′

]

= δ~k,~k′ . (161)

Pro stejné hybnosti je tento komutátor roven jedné, takže když zadefinujeme operátor

N̂~k
= â†~k

â~k , (162)

budeme o něm vědet, že jeho vlastńı hodnoty jsou nezáporná celá č́ısla (kapitola 1.1). Podobným
postupem, jak jsme źıskali komutátor (161), bychom dokázali i daľśı d̊uležité vztahy

[
â~k , â~k′

]
= 0 a

[

â†~k
, â†~k′

]

= 0,

pomoćı kterých odvod́ıme po dvounásobném použit́ı (161) komutátor

[

N̂~k
, N̂~k′

]

= 0 . (163)

11Toto je prvńı mı́sto, které zd̊uvodňuje výběr konstanty 1/2 v (147). S jinou konstantou by se změnily vztahy (149),
(156) a (160). Komutačńı vztah (157) by pak vedl na jinou pravou stranu komutátoru (161).
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Operátor energie reálného skalárńıho pole. Když uskutečńıme přechod od funkćı k operátor̊um
v Hamiltonově hustotě reálného skalárńıho pole (151) źıskáme operátor

Ĥ =
1

2

[
π̂2 +m2ϕ̂2 + (∇ϕ̂)2

]
. (164)

objemovou integraćı kterého dostaneme operátor energie, neboli Hamilton̊uv operátor reálného skalárńıho
pole

Ĥ =

∫

(V )
Ĥ(~x) d3x .

Budeme poč́ıtat integrály z jednotlivých člen̊u v hranaté závorce, přičemž použijeme vztahy (159)
a (160). Kvadrát operátoru vyjádř́ıme jako součin samého se sebou, přičemž abychom součin dvou
sum přes hybnosti mohli napsat jako dvojitou sumu, u druhé označ́ıme jinak sč́ıtaćı index. Integrál
ze součinu exponent hned vyč́ısĺıme pomoćı vztahu (14), vzniklé V se vykrát́ı s t́ım co pocháźı z
odmocnin ve jmenovateli.

∫

(V )
π̂(~x)π̂(~x) d3x = −1

2

∑

~k,~k′

√
ω~kω~k′(â~kâ~k′δ~k′,−~k − â~kâ

†
~k′
δ~k′,~k − â†~k

â~k′δ~k′,~k + â†~k
â†~k′
δ~k′,−~k)

=
1

2

∑

~k

ω~k(â
†
~k
â~k + â~kâ

†
~k
− â~kâ−~k − â†~k

â†
−~k

)

m2

∫

(V )
ϕ̂(~x)ϕ̂(~x) d3x =

1

2

∑

~k,~k′

m2

√
ω~kω~k′

(â~kâ~k′δ~k′,−~k + â~kâ
†
~k′
δ~k′,~k + â†~k

â~k′δ~k′,~k + â†~k
â†~k′
δ~k′,−~k)

=
1

2

∑

~k

m2

ω~k
(â†~k

â~k + â~kâ
†
~k
+ â~kâ−~k + â†~k

â†
−~k

)

Pro výpočet př́ıspěvku od posledńıho členu v (164) potřebujeme

∇ϕ̂(~x) = i
∑

~k

~k
√
2Vω~k

[

â~k e
i~k·~x − â†~k

e−i
~k·~x)
]

.

∫

(V )
[∇ϕ̂(~x)].∇ϕ̂(~x) d3x = −1

2

∑

~k,~k′

~k.~k′
√
ω~kω~k′

(â~kâ~k′δ~k′,−~k − â~kâ
†
~k′
δ~k′,~k − â†~k

â~k′δ~k′,~k + â†~k
â†~k′
δ~k′,−~k)

=
1

2

∑

~k

~k 2

ω~k
(â†~k

â~k + â~kâ
†
~k
+ â~kâ−~k + â†~k

â†
−~k

)

Při sč́ıtańı druhého a třet́ıho př́ıspěvku využijeme ~k 2+m2 = ω2
~k
. Součet všech tř́ı př́ıspěvk̊u vynásobený

1
2 z (164) dá

Ĥ =
1

2

∑

~k

ω~k(â
†
~k
â~k + â~kâ

†
~k
) (165)

Když ted’ druhý člen v závorce vyjádř́ıme pomoćı komutačńıho vztahu (161), dostáváme

Ĥ =
∑

~k

ω~k N̂~k
+

1

2

∑

~k

ω~k

Prvńı suma má jasnou interpretaci: když př́ıjmeme, že N̂~k je operátor počtu částic s hybnost́ı ~k,
tak po jeho vynásobeńı energíı jedné částice ω~k dostáváme operátor energie všech částic s hybnost́ı
~k a sečteńım přes všechny hybnosti dostáváme operátor energie všech částic, který budeme nazývat
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Hamiltonovým operátorem reálného skalárńıho pole. Druhá suma ve výše uvedeném vztahu, nám opti-
mistický pohled kaźı. Od počtu částic nezáviśı a jako součet nekonečně mnoha k nule nekonverguj́ıćıch
člen̊u diverguje. Jedno řešeńı by bylo tento člen jednoduše ignorovat s poukazem na to, že energie je
určena až na aditivńı konstantu. My použijeme jiné řešeńı, změńıme vztah pro operátor Hamiltonovy
hustoty (164). Opravňuje nás k tomu fakt, že v klasickém vztahu (151) na pořad́ı funkćı nezálež́ı, ale
při přechodu k operátor̊um na jejich pořad́ı už zálež́ı a je třeba toto pořad́ı upřesnit. Zavedeme pojem
normálńıho součinu, ve kterém jsou operátory uspořádány tak, že na prvńıch mı́stech posloupnosti
jsou kreačńı operátory â†~k

a až za nimi následuj́ı operátory anihilačńı â~k. Normálńı součin se označuje
pomoćı dvouteček. Když předeṕı̌seme normálńı uspořádáńı v operátoru Hamiltonovy hustoty

Ĥ =
1

2
:
[
π̂2 +m2ϕ̂2 + (∇ϕ̂)2

]
: , (166)

už nebudeme muset použ́ıt na změnu pořad́ı operátor̊u ve vztahu (165) komutačńı vztah (t́ımto kro-
kem se nám do výsledku to nekonečno vpĺıžilo) a pro Hamilton̊uv operátor dostaneme sympatický
výsledek12

Ĥ =
∑

~k

ω~k N̂~k
. (167)

V př́ıpadě volných poĺı (tj. bez interakce), operátory počt̊u částic v jednotlivých stavech N̂~k komutuj́ı
s Hamiltonovým operátorem, počty samotné jsou tud́ıž konstantńı. Jiná situace nastane, když se do
Hamiltonova operátoru zavede interakce částic mezi sebou, nebo s jiným typem částic.

Operátor hybnosti reálného skalárńıho pole. Operátor j-té složky hybnosti pole źıskáme jako
integrál

P̂ j =

∫

(V )
T̂ 0j(~x) (168)

z operátoru odpov́ıdaj́ıćımu hustotě (154), do kterého, po zkušenosti s Hamiltonovým operátorem,
zavedeme rovnou i normálńı součin

T̂ 0j(~x) = : π̂(~x) ∂j ϕ̂(~x) : . (169)

Vystupuje v něm i derivace operátoru (159) podle kovariantńı souřadnice xj, která je rovna

∂jϕ̂(~x) = (−i)
∑

~k

kj
√

2Vω~k

[

ei
~k.~x â~k − e−i

~k.~x â†~k

]

.

Při dosazováńı operátoru π̂ z (160) změńıme označeńı sč́ıtaćıho indexu na ~k′. Při výpočtu integrálu
(168) změńıme pořad́ı integrace a sumace. Integrace se bude týkat čtyř součin̊u dvou exponent,
výsledek okamžitě naṕı̌seme pomoćı vztahu (14) a dostávame

P̂ j =
∑

~k,~k′

kj

2

√

ω~k′

ω~k
: (â†~k′

â~kδ~k′,~k − â†~k′
â†~k
δ~k′,−~k − â~k′ â~kδ~k′,−~k + â~k′ â

†
~k
δ~k′,~k) :

=
∑

~k

kj

2
(2â†~k

â~k − â†
−~k
â†~k

− â
−~k
â~k) ,

kde jsme využili, že energie od směru hybnosti nezáviśı, jenom od jej́ı velikosti. Druhý a třet́ı člen v
závorce daj́ı nulový pŕıspěvek k sumě přes všechna ~k. Jsou totiž symetrické při záměně ~k → −~k a jsou
násobené faktorem kj , který při této záměně měńı znaménko. Takže dostáváme výsledek

P̂ j =
∑

~k

kj N̂~k
,

12Taky d́ıky 1

2
ve vztahu (147) pro Lagrangeovu hustotu.
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anebo ve vektorovém tvaru
~̂P =

∑

~k

~k N̂~k
.

Tento výsledek je názorný a nevyžaduje daľśı komentář. Jenom poznamenejme, že kdybychom ve
vztahu (147) zvolili mı́sto 1

2 jinou konstantu, taky tento vztah by vypadal jinak.

Fok̊uv prostor (v angl. literatuře Fock). Setkali sme se s několika operátory, ale zat́ım nev́ıme
na co tyto operátory p̊usob́ı. Operátory v nejčastěji použ́ıvané x-reprezentaci kvantové mechaniky
p̊usob́ı na vlnové funkce a vlastńı funkce hermitovských operátor̊u. Jenže ted’ jsme z vlnových funkćı
udělali operátory! Takže si prostor ve kterém tyto operátory p̊usob́ı, muśıme zkonstruovat. Návod jak
to udělat źıskáme, když si uvědomı́me rozd́ıl mezi kvantovou mechanikou a kvantovou teoríı pole. V
kvantové mechanice přǐrazujeme jednotlivým částićım hybnosti13 (anebo se zaj́ımáme o to, jaká je
pravděpodobnost, že zvolená částice bude mı́t určitou hybnost). V kvantové teorii pole je to naopak.
Každé hybnosti přǐrad́ıme počet částic které tuto hybnost maj́ı (anebo se zaj́ımáme o to, jaká je
pravděpodobnost, že zvolenou hybnost bude mı́t určitý počet částic).

Bázovými vektory v hledaném prostoru budou proto stavové vektory s fixńımi počty částic s
danými hybnostmi. Základem bude stavový vektor stavu ve kterém neńı žádná částice, budeme jej
nazývat vakuum a označovat |0〉. Pak tam přidáme nekonečně mnoho stav̊u ve kterých je jedna částice
s hybnost́ı ~ki ∣

∣
∣1~ki

〉

= â†~ki
|0〉 ,

dvě částice s hybnost́ı ~ki (viz kapitola 1.1)

∣
∣
∣2~ki

〉

=
1√
2

(

â†~ki

)2
|0〉 ,

jedna částice s hybnost́ı ~ki a jedna částice s hybnost́ı ~kj (i 6= j)
∣
∣
∣1~ki , 1~kj

〉

= â†~ki
â†~kj

|0〉

a tak dále. Takto vytvořený prostor se nazývá Fokovým prostorem (pro bozony). Obecný stav je
popsán jako superpozice bázových stav̊u.

3.3 Lagrange̊uv a Hamilton̊uv formalismus pro v́ıcekomponentńı pole

Polem n-komponentńım nazýváme takové, kterým je v každém bodě prostoru definováno n reálných
funkćı času. Např. komplexńı skalárńı pole je polem dvoukomponentńım, dvěmi reálnými funkcemi
jsou reálná a imaginárńı část funkce φ(~x, t).
Uvažujme pole s komponentami φ1(x), . . . , φn(x), s účinkem zapsaném podobně jako v kapitole 2.1

S[φ] =

∫

(Ω)
d4xL(φ(x), ∂φ(x)) ,

kde ted’ ale označeńı φ znamená, že uvažujeme všech n funkćı φi. Variaci účinku vyjádř́ıme jako
integrál z variace Lagrangeovy hustoty, která je po započteńı variaćı všech funkćı φ rovna

δL =
n∑

i=1

[
∂L
∂φi

δφi +
∂L

∂(∂µφi)
δ(∂µφi)

]

Postupem podobným tomu, co jsme použili v kapitole 2.1 dostáváme z Hamiltonova principu δS = 0
podmı́nku

∫

(Ω)
d4x

n∑

i=1

[
∂L
∂φi

− ∂µ
∂L

∂(∂µφi)

]

δφi = 0 .

13Pořád použ́ıváme normalizaci na konečný objem s diskrétńım spektrem hybnost́ı ~ki, kde index i nabývá nekonečně
mnoha hodnot.
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S přihlédnut́ım k tomu, že variace mohou být libovolné a pro r̊uzné indexy jsou nekorelované, tato
podmı́nka se dá splnit jenom tak, že výraz v každé hranaté závorce je roven nule. Dostáváme tak n
Lagrangeových rovnic

∂µ
∂L

∂(∂µφi)
− ∂L
∂φi

= 0 pro i = 1, . . . , n . (170)

V daľśım kroku definujeme ke každé komponentě φi k ńı př́ıslušnou komponentu konjugovaného
pole

πi(x) =
∂L

∂(∂0φi)
(171)

a pomoćı polńı verze Legendreovy duálńı transformace zavedeme Hamiltonovu hustotu

H(φ, π) =
n∑

i=1

πi(x)φ̇i(x)− L(φ, ∂φ) . (172)

Tenzor energie-hybnosti pro n-komponentńı pole má tvar

T µν =

n∑

i=1

∂L
∂(∂µφi)

∂νφi − L gµν . (173)

3.4 Komplexńı skalárńı pole

3.4.1 Klasická teorie

Pro komplexńı skalárńı pole se nab́ıźı zavedeńı dvou komponent pole předpisem

φ1(x) = Re ϕ(x) φ2(x) = Im ϕ(x)

Ukazuje se, že je výhodněǰśı (zejména vzhledem k pozděǰśımu přechodu ke kvantové teorii) namı́sto
reálné a imaginárńı části pracovat s jejich lineárně nezávislými lineárńımi kombinacemi

φ1(x) = ϕ(x) ≡ Re ϕ(x) + i Im ϕ(x) a φ2(x) = ϕ∗(x) ≡ Re ϕ(x)− i Im ϕ(x)

které zaručuj́ı že nekorelované variace funkćı ϕ a ϕ∗ jsou z hlediska variačńıho počtu ekvivaletńı
nekorelovaným variaćım funkćı Re ϕ a Im ϕ.
Lagrangeovy rovnice (170) tak nabývaj́ı pro komplexńı skalárńı pole tvar

∂µ
∂L

∂(∂µϕ)
− ∂L
∂ϕ

= 0 , (174)

∂µ
∂L

∂(∂µϕ∗)
− ∂L
∂ϕ∗

= 0 . (175)

Kleinovu–Gordonovu rovnici pro funkci ϕ dostaneme z (175) a tu pro funkci ϕ∗ z (174) když zvoĺıme
Lagrangeovu hustotu

L(ϕ,ϕ∗, ∂ϕ, ∂ϕ∗) = (∂αϕ
∗)∂αϕ−m2ϕ∗ϕ . (176)

Př́ıslušná odvozeńı jsou ještě jednodušš́ı než v př́ıpadě reálneho skalárńıho pole, protože ϕ a ϕ∗

považujeme za nezávislé. O správnosti výběru multiplikačńı konstanty (=1) se přesvědč́ıme později,
když pro komutačńı vztahy polńıch operátor̊u a pro operátory polńıch veličin dostaneme rozumné
výsledky.
Z obecné definice konjugovaného pole (171) plyne

π(x) =
∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇∗(x) a π∗(x) =
∂L
∂ϕ̇∗

= ϕ̇(x) . (177)

Pro Hamiltonovu hustotu podle vztahu (172) v př́ıpadě komplexńıho skalárńıho pole máme

H(ϕ, π, ϕ∗, π∗) = πϕ̇+ π∗ϕ̇∗ − L(ϕ, ∂ϕ, ϕ∗, ∂ϕ∗) ,
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což po dosazeńı Lagrangeovy hustoty (176) a vyjádřeńı časových derivaćı podle (177) vede na

H(ϕ, π, ϕ∗, π∗) = π∗π + (∇ϕ∗)∇ϕ+m2ϕ∗ϕ . (178)

Pro hustotu j-té komponenty hybnosti pole podle (173) plat́ı

T 0j =
∂L
∂ϕ̇

∂jϕ+
∂L
∂ϕ̇∗

∂jϕ∗ ,

což s přihlédnut́ım k (177) dá
T 0j = π ∂jϕ+ π∗ ∂jϕ∗ . (179)

U Kleinovy-Gordonovy rovnice jsme pro hustotu elektrického náboje źıskali vztah [viz vztah (23) a
text za ńım]

ρ = ie(ϕ∗∂0ϕ− ϕ∂0ϕ
∗).

Nahrazeńım časových derivaćı konjugovanými poly (177) ho převedeme na tvar

ρ = ie(ϕ∗π∗ − ϕπ). (180)

Napǐsme si ještě, jaká konjugovaná pole odpov́ıdaj́ı podle (177) obecnému řešeńı Kleinovy–Gordonovy
rovnice (27)

π(x) = ϕ̇∗(x) = i
∑

~k

√
ω~k
2V

[

a∗~k e
i(ω~k

t−~k.~x) − b~k e
−i(ω~k

t−~k.~x)
]

, (181)

π∗(x) = ϕ̇(x) = (−i)
∑

~k

√
ω~k
2V

[

a~k e
−i(ω~k

t−~k.~x) − b∗~k e
i(ω~k

t−~k.~x)
]

. (182)

3.4.2 Kvantová teorie

Při přechodu od klasické ke kvantové teorii komplexńıho skalárńıho pole budeme postupovat obdobně
jako u reálného skalárńıho pole: pole ϕ(x), π(x), ϕ∗(x) a π∗(x), které jsou funkcemi času a souřadnic,
nahrad́ıme operátory od času nezávislými ϕ̂(~x), π̂(~x), ϕ̂†(~x) a π̂†(~x) (pričemž komplexńı sdružeńı
nahrad́ıme hermitovským) a postulujeme pro ně komutačńı vztahy

[
ϕ̂(~x), π̂(~x ′)

]
= i δ(~x− ~x ′) a

[

ϕ̂†(~x), π̂†(~x ′)
]

= i δ(~x − ~x ′) . (183)

Dále postulujeme, že ostatńı možné komutátory jsou nulové, např

[

ϕ̂(~x) , ϕ̂ †(~x ′)
]

= 0 .

Čas vystupuje ale i v zápisu obecného řešeńı KG rovnice jako superpozice časově závislých parti-
kulárńıch řešeńı (27)

ϕ(x) =
∑

~k

1
√

2Vω~k

[

a~k e
−i(ω~k

t−~k·~x) + b∗~k e
i(ω~k

t−~k·~x
]

.

Při nahrazeńı funkce času na levé straně operátorem od času nezávislým, muśıme patřičně upravit i
pravou stranu. Budeme aplikovat postup který jsme již použili při přechodu od klasické ke kvantové
teorii reálného skalárńıho pole. Zavedeme dvě funkce času

a~k(t) = a~k e
−iω~k

t a b~k(t) = b~k e
−iω~k

t

a výše uvedený vztah přeṕı̌seme s jejich využit́ım

ϕ(x) =
∑

~k

1
√

2Vω~k

[

a~k(t) e
i~k·~x + b∗~k(t) e

−i~k·~x
]

.
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Ted’ vid́ıme, že nově zavedené funkce hraj́ı úlohu dynamických proměnných, protože jednoznačně
určuj́ı stav pole. Proto při přechodu ke kvantové teorii nahrad́ıme i tyto funkce operátory, přičemž
komplexńı sdružeńı nahrad́ıme hermitovským. Dostáváme

ϕ̂(~x) =
∑

~k

1
√

2Vω~k

[

ei
~k.~x â~k + e−i

~k.~x b̂†~k

]

(184)

Podobně postupujeme i u daľśıch operátor̊u

ϕ̂†(~x) =
∑

~k

1
√

2Vω~k

[

e−i
~k·~x â†~k

+ ei
~k·~x b̂~k

]

(185)

π̂(~x) = i
∑

~k

√
ω~k
2V

[

e−i
~k·~x â†~k

− ei
~k·~x b̂~k

]

(186)

π̂†(~x) = (−i)
∑

~k

√
ω~k
2V

[

ei
~k·~x â~k − e−i

~k·~x b̂†~k

]

(187)

Ted’ chceme zjistit, jaké komutačńı vztahy nově zavedené operátory â~k a b̂~k splňuj́ı. Nejdř́ıv je

vyjádř́ıme pomoci polńıch operátor̊u ϕ̂(~x), π̂(~x), ϕ̂†(~x) a π̂†(~x) pak při výpočtu jejich komutátor̊u
použijeme komutátory polńıch operátoru [ze kterých jsou nenulové jen dva uvedené v (183)]. Pro
určeńı â~k se nab́ıźı kombinace vztah̊u (184) a (187).

Vztah (184) vynásob́ıme exponentou exp{−i~k′ · ~x} a vyintegrujeme přes normalizačńı objem,
přičemž využ́ıváme že tato integrace vede na Kroneckerovo delta [vztah (14) a jemu podobné se
změnou znaménka u některé z hybnost́ı]

∫

(V )
ϕ̂(~x)e−i

~k′·~xd3x =

√

V

2ωk̃′

(

âk̃′ + b̂†
−k̃′

)

Vztah (187) vynásob́ıme imaginárńı jednotkou a exponentou exp{−i~k′.~x} a pak vyintegrujeme přes
normalizačńı objem

i

∫

(V )
π̂†(~x)e−i

~k′·~xd3x =

√

Vωk̃′

2

(

âk̃′ − b̂†
−k̃′

)

.

V obou dvou vztaźıch přejmenujeme ~k′ na ~k, prvńı vynásob́ıme ω~k, potom vztahy sečteme a dostáváme
výsledek

â~k =
1

√
2V ω~k

∫

(V )

[

ω~kϕ̂(~x) + iπ̂†(~x)
]

e−i
~k·~xd3x . (188)

Podobně bychom kombinaćı vztah̊u (185) a (186) dostali

b̂~k =
1

√
2V ω~k

∫

(V )

[

ω~kϕ̂
†(~x) + iπ̂(~x)

]

e−i
~k·~xd3x . (189)

Ted’ už můžeme poč́ıtat r̊uzné komutátory. Ukážeme si podrobně výpočet komutátoru
[

â~k , â
†
~k′

]

. Vztah

pro â†~k′
źıskáme okř́ıžkováńım vztahu (188) a přejmenováńım ~k na ~k′. Přejmenujeme taky integračńı

proměnnou, abychom ji po dosazeńı do komutátoru odlǐsili od té v â~k.

â†~k′
=

1
√

2V ω~k′

∫

(V )

[

ω~k′ϕ̂
†(~x ′)− iπ̂(~x ′)

]

ei
~k′·~x ′

d3x′ .

Po dosazeńı źıskaných vyjádřeńı do komutátoru dostáváme

[

â~k , â
†
~k′

]

=
(−i)

2V
√
ω~kω~k′

∫

(V )
d3x

∫

(V)
d3x′

{

ωk̃

[
ϕ̂(x̃) , π̂(x̃ ′)

]
− ωk̃′

[

π̂†(x̃) , ϕ̂†(x̃ ′)
]}

ei(k̃
′·x̃ ′−k̃·x̃) .
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Komutátory
[
ϕ̂ , ϕ̂†

]
a
[
π̂ , π̂†

]
jsou nulové, tak jsme je ani nepsali. Dva zbývaj́ıćı jsou úměrné delta

funkci, pomoćı které ihned provedeme integraci přes čárkovanou proměnnou. Daľśı integrace vede na
Kroneckerovo delta

[

â~k , â
†
~k′

]

=
ω~k + ω~k′

2V
√
ω~kω~k′

∫

(V )
ei(

~k′−~k).~x d3x =
ωk̃ + ωk̃′

2
√
ωk̃ωk̃′

δk̃,k̃′ .

Posledńı výraz je nenulový jenom když ~k′ = ~k, můžeme proto položit ω~k′ = ω~k a dostáváme jednoduchý
výsledek [

â~k , â
†
~k′

]

= δ~k,~k′ . (190)

Pro ~k′ = ~k je na pravé straně jednotka, na základě čehož v́ıme, že když definujeme operátor N̂~k
= â†~k

â~k,

budou jeho vlastńı hodnoty nezáporná celá č́ısla (to bude operátor počtu částic s hybnost́ı ~k).
Podobně bychom odvodili [

b̂~k , b̂
†
~k′

]

= δ~k,~k′ , (191)

což nás vede k definici operátoru N̂~k
= b̂ †~k

b̂~k, o kterém si ukážeme, že je to operátor počtu antičástic

s hybnost́ı ~k. Všechny ostatńı myslitelné komutátory by nám vyšli rovné nule.

Hamilton̊uv operátor komplexńıho skalárńıho pole

Z Hamiltonovy hustoty klasického komplexńıho pole (178) uděláme operátor t́ım, že nahrad́ıme všechna
pole operátory, změńıme komplexńı sdružeńı na hermitovské a předeṕı̌seme normálńı součin, který
zafixuje pořad́ı operátor̊u v součinech. Výsledkem je

Ĥ(~x) = :
{

π̂†(~x)π̂(~x) + [∇ϕ̂†(~x)].∇ϕ̂(~x) +m2ϕ̂†(~x)ϕ̂(~x)
}

: . (192)

Hamilton̊uv operátor komplexńıho skalárńıho pole je dán jako integrál

Ĥ =

∫

(V )
Ĥ(~x) d3x ,

který se dá napsat jako normálńı součin ze součtu tř́ı př́ıspěvk̊u. Postupuj́ıc podobně jako při výpočtu
Hamiltonova operátoru reálného skalárńıho pole [pouze s nahrazeńım některých operátor̊u â operátory
b̂ v souladu se vztahy (184–187)] pro tyto př́ıspěvky dostaneme

∫

(V )
π̂†(~x)π̂(~x) d3x =

1

2

∑

k̃

ωk̃

(

âk̃â
†

k̃
− b̂†

−k̃
â†
k̃
− â
−k̃b̂k̃ + b̂ †

k̃
b̂k̃

)

,

∫

(V )
[∇ϕ†(~x)].∇ϕ̂(~x) d3x =

1

2

∑

k̃

k̃2

ωk̃

(

â†
k̃
âk̃ + â†

−k̃
b̂ †
k̃
+ b̂

−k̃âk̃ + b̂k̃b̂
†

k̃

)

,

∫

(V )
m2ϕ†(~x)ϕ̂(~x) d3x =

1

2

∑

k̃

m2

ωk̃

(

â†
k̃
âk̃ + â†

−k̃
b̂ †
k̃
+ b̂−k̃âk̃ + b̂k̃b̂

†

k̃

)

,

Nejdř́ıv sečteme druhý a třet́ı př́ıspěvek s využit́ım vztahu ~k2+m2 = ω2
~k
. Pak přidáme prvńı př́ıspěvek

a na výsledek aplikujeme pravidlo normálńıho součinu. Dostáváme

Ĥ =
∑

~k

ω~k(â
†
~k
â~k + b̂ †~k

b̂~k) +
1

2

∑

~k

ω~k

(

â†
−~k
b̂ †~k

− b̂†
−~k
â†~k

)

+
1

2

∑

~k

ω~k

(

b̂
−~k
â~k − â

−~k
b̂~k

)

Druhá a třet́ı suma jsou rovny nule14, protože výrazy v závorkách jsou lichými funkcemi ~k (dva
kreačńı operátory kumutuj́ı, stejně jako dva anihilačńı) a při sč́ıtáńı přes všechny ~k daj́ı nulu. Když

14U reálného skalárńıho pole, kde plat́ı b̂~k = â~k, se tyto sumy v̊ubec nevyskytly.
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ted’ zavedeme operátor počtu částic s hybnost́ı ~k jako N̂~k
= â†~k

â~k a obdobný pro antičástice N̂~k
= b̂ †~k

b̂~k,
pro Hamilton̊uv operátor komplexńıho skalárńıho pole dostáváme názorný výsledek

Ĥ =
∑

~k

ω~k (N̂~k
+ N̂~k

) (193)

Operátor hybnosti komplexńıho skalárńıho pole

Z hustoty j-té komponenty hybnosti pole (179) uděláme operátor předpisem

T̂ 0j(~x) = :
{

π̂(~x) ∂j ϕ̂(~x) + [∂jϕ̂†(~x)]π̂†(~x)
}

: . (194)

Na pořad́ı operátor̊u uvnitř složené závorky nezálež́ı, konečné slovo bude mı́t operace normálńıho
součinu. Zvolili jsme takové pořad́ı, aby dva členy ve složené závorce byly navzájem hermitovsky
sdružené. Operátor j-té komponenty hybnosti pole urč́ıme integraćı

P̂ j =

∫

(V )
T̂ 0j(~x) d3x .

Můžeme ho zapsat ve tvaru

P̂ j = :
(

P̂ j
1 + P̂ j

2

)

: ,

kde

P̂ j
1 =

∫

(V )
π̂(~x) ∂j ϕ̂(~x)d3x

a P̂ j
2 = (P̂ j

1 )
†. Při výpočtu P̂ j

1 postupujeme stejně jako v př́ıpadě reálného skalárńıho pole, až na

částečnou záměnu â~k → b̂~k. Vycháźı

P̂ j
1 =

∑

~k

kj

2

(

â†~k
â~k − â†

−~k
b̂ †~k

− b̂
−~k
â~k + b̂~k b̂

†
~k

)

.

Po určeńı P̂2 hermitovským sdružeńım, jeho přidáńı k P̂1 a aplikaćı normálńıho součinu dostáváme

P̂ j =
∑

~k

kj
(

â†~k
â~k + b̂ †~k

b̂~k

)

− 1

2

∑

~k

kj
(

â†
−~k
b̂ †~k

+ â†~k
b̂†
−~k

)

− 1

2

∑

~k

kj
(

b̂
−~k
â~k + b̂~kâ−~k

)

Výrazy v závorkách ve druhé a třet́ı sumě jsou ted’ sudými funkcemi vektoru ~k. Po vynásobeńı jeho j-
tou komponentou se opět stávaj́ı funkcemi lichými, což má za následek, že součty přes všechny hybnosti
jsou rovny nule. Pro hybnost pole, zapsanou už ve vektorovém tvaru, tak dostáváme výsledek

~̂P =
∑

~k

~k (N̂~k
+ N̂~k

) (195)

Operátor náboje komplexńıho skalárńıho pole.

Operátor hustoty náboje dostaneme tak, že ve vztahu (180) nahrad́ıme pole operátory a zavedeme
normálńı součin, který zaruč́ı, že pořad́ı operátor̊u ve výsledku nebude záviset na tom, jaké pořad́ı
operátor̊u při nahrazováńı poĺı operátory zvoĺıme.

ρ̂(~x) = ie :
[

ϕ̂†(~x)π̂†(~x)− π̂(~x) ϕ̂(~x)
]

: . (196)

Operátor náboje komplexńıho skalárńıho pole dostaneme integraćı

Q̂ =

∫

(V )
ρ̂(~x) d3x .
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Po dosazeńı z (196) tento vztah můžeme přepsat na tvar

Q̂ = e : (Q̂1 + Q̂2) :

kde

Q̂1 = i

∫

(V )
ϕ̂†(~x)π̂†(~x) d3x a Q̂2 = (−i)

∫

(V)
π̂(x̃)ϕ̂(x̃) d3x .

Evidentně plat́ı Q̂2 = Q̂†1, což je hned dvakrát dobrá zpráva. Jednak to znamená, že operátor Q je
hermitovský, jak se na operátor fyzikálńı veličiny sluš́ı. A pak, že stač́ı poč́ıtat jenom Q̂1. Prostým
hermitovským sdružeńım potom dostaneme Q̂2 . Po dosazeńı (185) a (187) do Q̂1 a záměně pořad́ı
integrace a sumace dostáváme

Q̂1 =
1

2V

∑

~k,~k′

√

ω~k′

ω~k

∫

(V )

[

e−i
~k·~x â†~k

+ ei
~k·~x b̂~k

] [

ei
~k·~x â~k − e−i

~k·~x b̂†~k

]

d3x .

Po využit́ı nám známeho pravidla pro integraci exponent výjde

Q̂1 =
1

2

∑

~k

(

â†~k
â~k − â†~k

b̂†
−~k

+ b̂~k â−~k − b̂~k b̂
†
~k

)

Po źıskáńı Q̂2 hermitovským sdružeńım a jeho přidáńı k Q̂1 dostaneme

Q̂1 + Q̂2 =
∑

~k

(

â†~k
â~k − b̂~k b̂

†
~k

)

− 1

2

∑

~k

(

â†~k
b̂†
−~k

− â†
−~k
b̂ †~k

)

+
1

2

∑

~k

(

b̂~k â−~k − b̂
−~k
â~k

)

.

Druhá a třet́ı suma jsou rovny nule, protože výrazy v závorkách jsou lichými funkcemi ~k a při sč́ıtáńı
přes všechny ~k daj́ı nulu. Po uplatněńı normálńıho součinu a vynásobeńı elementárńım nábojem
vycháźı

Q̂ = e
(

N̂ − N̂
)

,

kde N̂ =
∑

~k
N̂~k

je operátor celkového počtu částic (bez ohledu na jejich hybnosti) a N̂ =
∑

~k
N̂~k

je
operátor celkového počtu antičástic.

3.4.3 Heisenberg̊uv obraz pro volná pole

Sledováńım paralely s přechodem od klasické mechaniky ke kvantové mechanice jsme se dostali do verze
kvantové teorie pole v ńıž operátory nezáviśı na čase, do Schrödingerova obrazu (angl. Schroedinger
picture). V tomto obraze je časový vývoj stavu diktován rovnićı

i
d

dt
|ψ; t 〉S = ĤS |ψ; t 〉S ,

která má formálńı řešeńı
|ψ; t 〉S = e−iĤSt |ψ; t = 0 〉S

V této kapitole přejdeme do Heisenbergova obrazu, ve kterém stavový vektor od času nezáviśı, zato
operátory se stanou funkcemi času, což umožńı jejich relativisticky kovariantńı zápis. Návod na přechod

nám poskytuje předešlý vztah. Když na jeho obě strany uplatńıme operátor exp
{

iĤSt
}

, na pravě

straně dostaneme stavový vektor od času nezávislý. Stavový vektor v Heisenbergově obraze dostaneme
ze stavového vektoru ve Schrödingerově obrazu předpisem

|ψ〉H = eiĤSt |ψ; t 〉S

Protože ĤS je operátorem hermitovským, je operátor prováděj́ıćı transformaci operátorem unitárńım.
Připomeňme si, co pro unitárńı transformace plat́ı (stavy označujeme Φ, operátory Ô, trans-

formačńı operátor Û ; stavy a operátory po transformaci čárkujeme).
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1. Unitárnost transformačńıho operátoru: Û Û † = Û †Û = 1

2. Transformace stav̊u: |Φ′〉 = Û |Φ〉

3. Transformace konjugovaných stav̊u:〈Φ′| = 〈Φ| Û †

4. Transformace operátor̊u: Ô′ = Û ÔÛ †

5. Invariantnost skalárńıho součinu: 〈Φ′2|Φ′1〉 = 〈Φ2|Φ1〉

6. Invariantnost maticových element̊u a středńıch hodnot:
〈

Φ′2|Ô′|Φ′1
〉

=
〈

Φ2|Ô|Φ1

〉

7. Kovariantnost komutátor̊u:
[

Ô1 , Ô2

]

= Ô3 ⇒
[

Ô′1 , Ô
′
2

]

= Ô′3

Operátor â~k v Heisenbergově obraze

V souladu s výše uvedeným pro operátor â~k v Heisenbergově obraze plat́ı

â~k(t) = eiĤtâ~ke
−iĤt , (197)

kde Ĥ je Hamilton̊uv operátor (193) komplexńıho skalárńıho pole. K odlǐseńı operátoru â~k v Heisenber-
gově obraze od toho v obraze Schrödingerově postačuje vyznačeńı jeho závislosti na čase, subskripty H
a S nebudeme použ́ıvat. U Hamiltonova operátoru by to bylo dvounásob zbytečné, protože je v obou
obrazech stejný. Protože všechny operátory počtu částic a antičástic mezi sebou komutuj́ı, můžeme
exponentu ze součtu napsat jako součin exponent

eiĤt = exp






i
∑

~k′

ω~k′N̂~k′
t






exp






i
∑

~k′

ω~k′N̂~k′
t







a podobně i pro exponentu se záporným znaménkem. Protože operátor â~k komutuje se všemi operátory

N̂~k′
, můžeme ”antičásticovou”exponentu s kladným znaménkem přesunout až za operátor â~k, kde se s

odpov́ıdaj́ıćı exponentou se záporným znaménkem ”sjedničkuje”. Zbývaj́ıćı exponenty převedeme na
součin ještě jednodušš́ıch exponent

exp






i
∑

~k′

ω~k′N̂~k′
t






=
∏

~k′

eiω~k′
N̂~k′

t

a ty s ~k′ 6= ~k zase můžeme přesunout a ”sjedničkovat”. Zbyde nám

â~k(t) = eiω~k
N̂~k

tâ~ke
−iω~k

N̂~k
t . (198)

Poč́ıtejme ted’ komutátor
[

â~k , N̂~k

]

= â~kâ
†
~k
â~k − â†~k

â~kâ~k =
[

â~k , â
†
~k

]

â~k = â~k

Abychom si zjednodušili psańı, označ́ıme â~k = Â, N̂~k = B̂ a ω~kt = α. Plat́ı

[

Â , B̂
]

= Â.

Pravá strana ve vztahu (198) má v našem označeńı tvar

F̂ (α) = eiαB̂Âe−iαB̂ .

Ted’ použijeme trik často použ́ıvaný při odvozováńı operátorových identit (mysĺım, že pocháźı od
Gassera). Předešlý vztah zderivujeme, využijeme komutátor a po úpravě źıskame diferenciálńı rovnici

F̂ ′(α) = −iF̂ (α) ,
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řešeńı které umı́me okamžitě napsat
F̂ (α) = F̂ (0)e−iα.

Protože F (0) = Â, máme výsledek
F̂ (α) = e−iαÂ.

Po návratu k p̊uvodńımu označeńı (198) dostáváme pro anihilačńı operátor částice v Heisenbergově
obraze vyjádřeńı

â~k(t) = e−iω~k
tâ~k . (199)

Podobně bychom dostali pro anihilačńı operátor antičástice v Heisenbergově obraze vztah

b̂~k(t) = e−iω~k
tb̂~k . (200)

Operátory pole v Heisenbergově obraze

Operátory ϕ̂ a ϕ̂† v Heisenbergově obraze źıskáme tak, že ve vztaźıch (184) a (185) nahrad́ıme
p̊uvodńı â~k a b̂~k operátory těmi podle vztah̊u (199) a (200). Využijeme přitom, že plat́ı ω~kt−~k.~x = kx
(součin čtyřvektor̊u k a x v námi použ́ıvané metrice). Dostaneme tak

ϕ̂(x) =
∑

~k

1
√

2Vω~k

[

e−ikx â~k + eikx b̂†~k

]

(201)

ϕ̂†(x) =
∑

~k

1
√

2Vω~k

[

e−ikx b̂~k + eikx â†~k

]

(202)

To, že se jedná o operátory v Heisenbergově obraze je vyznačeno jejich závislost́ı na čtyřvektoru
x, index H neńı potřebný. Konjugované polńı operátory π a π† v Heisenbergově obraze potřebovat

nebudeme. Jejich schrödingerovské verze nám posloužily při odvozováńı operátor̊u Ĥ, ~̂P a Q̂, které si
sv̊uj tvar zachovávaj́ı i v Heisenbergově obraze.

Operátory ϕ̂(x) a ϕ̂†(x) je výhodné zapsat jako součty dvou operátor̊u

ϕ̂(x) = ϕ̂(+)(x) + ϕ̂(−)(x) ϕ̂†(x) = ϕ̂†(+)(x) + ϕ̂†(−)(x)

Operátory (+) jsou nazývané kladně frekvenčńı15, obsahuj́ı anihilačńı operátory a argument expo-
nenty je −ikx; operátory (-) jsou nazývané záporně frekvenčńı, obsahuj́ı kreačńı operátory a argument
exponenty je ikx. Tady je jejich explicitńı vyjádřeńı:

ϕ̂(+)(x) =
∑

~k

1
√

2Vω~k
e−ikx â~k (203)

ϕ̂(−)(x) =
∑

~k

1
√

2Vω~k
eikx b̂ †~k

(204)

ϕ̂†(+)(x) =
∑

~k

1
√

2Vω~k
e−ikx b̂~k (205)

ϕ̂†(−)(x) =
∑

~k

1
√

2Vω~k
eikx â†~k

(206)

Pojd’me ted’ poč́ıtat komutátor operátoru ϕ̂(x) s operátorem ϕ̂†(x′) v Heisenbergově obraze16. Protože
[

â~k , b̂~k′

]

=
[

â†~k
, b̂ †~k′

]

= 0, hledaný komutátor stač́ı poč́ıtat jako součet dvou jednodušš́ıch

[

ϕ̂(x) , ϕ̂†(x′)
]

=
[

ϕ̂(+)(x) , ϕ̂†(−)(x′)
]

+
[

ϕ̂(−)(x) , ϕ̂†(+)(x′)
]

(207)

15Trochu matoućı označeńı pocháźı z toho, že u nich je závislost na čase stejná jako u vlnových funkćı v nerelativistické
kvantové mechanice

16Úvaha: Ve Schrödingerově obraze tyto operátory komutuj́ı, komutátory jsou kovariantńı v̊uči unitárńım transfor-
maćım, takže komutátor bude nulový i v Heisenbergově obraze, kam se ze Schrödingerova obrazu dostaneme unitárńı
transformaćı. Kde je chyba v této úvaze?
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Při výpočtu prvńıho komutátoru použijeme vztah (206), kde kromě přeznačeńı x na x′ změńıme i
sč́ıtaćı index na ~k′, a vztah (203).

[

ϕ̂(+)(x) , ϕ̂†(−)(x′)
]

=
∑

~k,~k′

1

2V
√
ω~kω~k′

e−i(kx−k
′x′)
[

â~k , â
†
~k′

]

=
∑

~k

1

2V ω~k
e−ik(x−x

′)

Uprav́ıme si tento vztah pro př́ıpad limity nekonečně velkého normalizačńıho objemu a spojitého
spektra hybnost́ı. Použijeme přitom vztah

lim
V→∞

1

V

∑

~k

f(~k) =
1

(2π)3

∫

f(~k) d3k . (208)

Dokážeme si ho tak, že celý k prostor rozděĺıme na stejně veliké buňky o rozměrech ∆kx, ∆ky, ∆kz.

Počet možných vektor̊u ~k v každé z buňek je podle vztahu (12) roven V∆kx∆ky∆kz/(2π)
3. Součet

přes i-tou buňku můžeme nahradit součinem hodnoty funkce f(~k) v bodě někde uvnitř této buňky,
kterou označ́ıme f(~ki), a počtu vektor̊u ~k v této buňce. Součet přes všechny hodnoty ~k můžeme poč́ıtat
jako součet součt̊u v buňkách

1

V

∑

~k

f(~k) =
1

V

∑

i

f(~ki)
V∆kx∆ky∆kz

(2π)3
=

1

(2π)3

∑

i

f(~ki)∆kx∆ky∆kz .

V limitě V → ∞ hustota bod̊u v k prostoru neomezeně roste a rozměry buněk můžeme volit libovolně
malé, takže součet přes buňky přecháźı na trojný integrál ve vztahu (208).

Po náhradě sumace integraćı můžeme uvažovaný komutátor vyjádřit vztahem
[

ϕ̂(+)(x), ϕ̂†(−)(x′)
]

= i∆(+)(x− x′) , (209)

po tom, co jsme zavedli funkci

∆(+)(ξ) = − i

(2π)3

∫
d3k

2ω
e−ikξ . (210)

Podobně źıskame pro druhý komutátor vystupuj́ıćı ve vztahu (207) vyjádřeńı
[

ϕ̂(−)(x), ϕ̂†(+)(x′)
]

= i∆(−)(x− x′) , (211)

kde

∆(−)(ξ) =
i

(2π)3

∫
d3k

2ω
eikξ . (212)

Pro komutátor (207) na základě znalosti d́ılč́ıch komutátor̊u tak ṕı̌seme
[

ϕ̂(x), ϕ̂†(x′)
]

= i∆(x− x′) , (213)

kde

∆(ξ) = ∆(+)(ξ) + ∆(−)(ξ) =
i

(2π)3

∫
d3k

2ω

(

eikξ − e−ikξ
)

. (214)

Abychom si ukázali souvislost komutátoru (213) s odpov́ıdaj́ıćım komutátorem ve Schrödingerově
obraze (který je nulový), přeṕı̌seme tuto funkci do jiného tvaru. Nejdř́ıv v exponentách separujeme
časovou komponentu čtyřrozměrného součinu od prostorové

∆(ξ) =
i

(2π)3

∫
d3k

2ω

(

eiωξ0e−i
~k·~ξ − e−iωξ0ei

~k·~ξ
)

pak roztrhneme integrál na dva, ve druhém uděláme substituci ~k′ = −~k a pak ~k′ přejmenujeme zpátky
na ~k. Po opětovném spojeńı integrál̊u máme

∆(ξ) =
i

(2π)3

∫
d3k

2ω

(

eiωξ0 − e−iωξ0
)

e−i
~k·~ξ .
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Z tohoto vyjádřeńı je vidět, že ∆(ξ) = 0 když ξ0 = 0. Pro stejně časový komutátor tak plat́ı
[

ϕ̂(x), ϕ̂†(x′)
]

t=t′
= 0 .

Funkce ∆ (214) se dá po několika kroćıch zapsat do relativisticky invariantńıho tvaru. Pak můžeme
usoudit, že komutátor (213) je roven nule nejenom pro t = t′, ale vždy, když jsou čtyřvektory x
a x′ odděleny prostorupodobným intervalem (x − x′)2 < 0, který znamená, že události v těchto
časoprostorových bodech nemůžou př́ıčinně souviset.

Chronologický součin

Chronologickým součinem (chronological product, time-ordered product) nazýváme takový součin
operátor̊u ve kterém jsou tyto uspořádány podle časového argumentu, ten s největš́ım na prvńım
mı́stě. Definujeme Dyson̊uv chronologický operátor P̂ , který operátory podle času uspořádá

P̂
[

Â1(t1)Â2(t2) . . . Ân(tn)
]

= Âi1(ti1)Âi2(ti2) . . . Âin(tin) ,

kde ti1 > ti2 > . . . > tin . Ještě existuje Wick̊uv chronologický operátor T̂ , který pro fermionové
operátory předepisuje daľśı pravidlo, pro bozonové operátory se nelǐśı od Dysonova operátoru. V
obecných vztaźıch budeme už́ıvat Wick̊uv operátor, i když je pak budeme aplikovat jenom na bozonové
operátory, jako např́ıklad ted’.

Z̊užeńı operátor̊u

Z̊užeńı (contraction) dvou operátor̊u definujeme jako rozd́ıl jejich Wickova chronologického součinu a
jejich normálńıho součinu.

Â•B̂• = T̂ (ÂB̂) − : ÂB̂ : . (215)

Věnujme se zúžeńı operátor̊u ϕ̂(x) a ϕ̂†(x′). Abychom mohli určit jejich normálńı součin, muśıme oba
rozložit na kladně frekvenčńı (obsahuje anihilačńı operátory) a záporně frekvenčńı (obsahuje kreačńı
operátory) část

: ϕ̂(x)ϕ̂†(x′) : = :
[

ϕ̂(+)(x) + ϕ̂(−)(x)
] [

ϕ̂†(+)(x′) + ϕ̂†(−)(x′)
]

:

= ϕ̂(+)(x)ϕ̂†(+)(x′) + ϕ̂†(−)(x′)ϕ̂(+)(x) + ϕ̂(−)(x)ϕ̂†(+)(x′) + ϕ̂(−)(x)ϕ̂†(−)(x′)

Při určováńı chronologického součinu neńı rozklad na kladně a záporně frekvenčńı části potřebný.
Avšak když chceme od chronologického součinu odeč́ıst normálńı, muśıme rozklad stejně udělat.

Jako výsledek pro t > t′ jednoduše dostáváme

ϕ̂(x)•ϕ̂†(x′)• = ϕ̂(+)(x)ϕ̂†(−)(x′)− ϕ̂†(−)(x′)ϕ̂(+)(x) =
[

ϕ̂(+)(x) , ϕ̂†(−)(x′)
]

.

V př́ıpadě t′ > t se objev́ı v mezivýsledku i komutátor kladně frekvenčńıch i komutátor záporně
frekvenčńıch část́ı, které jsou však nulové, takže znovu dostáváme jednoduchý výsledek

ϕ̂(x)•ϕ̂†(x′)• = ϕ̂†(+)(x′)ϕ̂(−)(x)− ϕ̂(−)(x)ϕ̂†(+)(x′) = −
[

ϕ̂(−)(x) , ϕ̂†(+)(x′)
]

.

Když vyjádř́ıme komutátory pomoćı dř́ıve zavedených funkćı, můžeme naše výsledky shrnout takto

ϕ̂(x)•ϕ̂†(x′)• =

〈 i∆(+)(x− x′) jestli x0 > x′0

−i∆(−)(x− x′) jestli x0 < x′0

,

anebo, když zavedeme daľśı funkci předpisem

∆F(ξ) =

〈 ∆(+)(ξ) jestli ξ0 > 0

−∆(−)(ξ) jestli ξ0 < 0

, (216)
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tak jednodušš́ım vztahem
ϕ̂(x)•ϕ̂†(x′)• = i∆F(x− x′) . (217)

Moc jsme si přitom nepomohli, jenom jsme ”vidličku”přesunuli z jednoho vztahu do druhého. Avšak
ńıže dokážeme, že funkce (216) se dá zapsat v kompaktńım tvaru jako

∆F(ξ) =
1

(2π)4

∫
e−ikξ

k2 −m2 + iε
d4k, (218)

kde ε je malá kladná konstanta, kterou po źıskáńı měřitelných výsledk̊u klademe rovnu nule. Na rozd́ıl
od podobných vztah̊u se kterými jsme se doposud setkali, všechny čtyři komponenty čtyřvektoru k

jsou nezávislé, neplat́ı tud́ıž k2 = m2 ani k0 = ω, kde ω =
√
~k2 +m2 je energie částice.

Důkaz začneme t́ım, že exponentu ve vztahu (218) naṕı̌seme jako součin dvou exponent a čtyřrozměrný
integrál jako tř́ırozměrný z funkce která obsahuje i integrál přes k0. Když dále využijeme, že plat́ı
k2 −m2 = k20 − ~k2 −m2 = k20 − ω2 dostáváme

∆F(ξ) =
1

(2π)4

∫

ei
~k·~ξI(ω, ξ0)d

3k, (219)

kde

I(ω; ξ0) =

∫ ∞

−∞

f(k0; ξ0)dk0, (220)

kde

f(k0; ξ0) =
e−ik0ξ0

k20 − ω2 + iε
. (221)

K výpočtu integrálu (220) použijeme residuovou větu z teorie analytických funkćı. Funkci (221)
rozš́ı̌ŕıme do celé komplexńı roviny k0 a integračńı cestu v (220) doplńıme na uzavřenou křivku tak,
aby integrál po přidané křivce byl roven nule. Volba přidané křivky bude záviset od hodnoty parame-
tru ξ0, který určuje chováńı exponenty ve funkci (221) pro Im k0 → ±∞. Tuto exponentu naṕı̌seme
jako součin dvou exponent

e−ik0ξ0 = e−iξ0Re k0 eξ0Im k0 .

Absolutńı hodnota prvńı z nich je rovna jedné. Pro kladná ξ0 druhá exponenta neomezeně roste při
postupu vzh̊uru v horńı polorovině, a bĺıž́ı se k nule při postupu dol̊u v dolńı polorovině. Proto pro
kladná ξ0 muśıme integračńı cestu doplnit p̊ulkružnićı v dolńı polorovině. Pro záporná ξ0 muśıme volit
p̊ulkružnici v horńı polorovině.

V daľśım využijeme že plat́ı

k20 −
(

ω − i
ε

2ω

)2
= k20 − ω2 + iε+

ε2

4ω2
.

Pro malé ε můžeme posledńı člen na pravé straně zanedbat a jmenovatel ve vztahu (220) zapsat
pomoćı komplexńıch konstant

k0+ = ω − i
ε

2ω
a

k0− = −k0+
Pro funkci (221) tak źıskáváme vyjadřeńı

f(k0; ξ0) =
e−ik0ξ0

(k0 − k0+)(k0 − k0−)
, (222)

ze kterého je vidět, že tato funkce má dva jednoduché póly. Ten v bodě k0+ lež́ı v dolńı polorovině,
druhý v bodě k0− v polorovině horńı. Rezidua funkce (222) jsou dány vztahy

R(k0+) = lim
k0→k0+

[(k0 − k0+)f(k0; ξ0)] =
e−iωξ0

2ω
(223)
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a

R(k0−) = lim
k0→k0−

[(k0 − k0−)f(k0; ξ0)] = −eiωξ0

2ω
, (224)

ve kterých jsme již položili ε = 0. Podle reziduové věty je integrál (220) roven

I(ω; ξ0 > 0) = −2πiR(k0+) (225)

I(ω; ξ0 < 0) = 2πiR(k0−) (226)

Po dosazeńı (223) do (225) a źıskaného výsledku do (219) se s přihlédnut́ım k (210) přesvědč́ıme, že
(218) splňuje horńı větev vztahu (216).

Př́ıpad ξ0 < 0 vyžaduje v́ıc pozornosti. Použit́ım vztah̊u (224), (226) a (219) dostáváme

∆F(ξ) = − i

(2π)3

∫
d3k

2ω
eiωξ0ei

~k·~ξ.

Součin dvou exponent tam vystupuj́ıćıch se zat́ım nedá zapsat jako jedna exponenta obsahuj́ıćı v
argumentu součin čtyřvektor̊u k ≡ (ω,~k) a ξ. To umožńı až substituce ~k = −~k′ a následné přejmenováńı
~k′ na ~k. Porovnáńım s (212) se pak přesvědč́ıme, že (218) splňuje i dolńı větev vztahu (216). Tı́m je
d̊ukaz vztahu (218) ukončen.

Několik poznámek:

1. Když vypočteme vakuovou středńı hodnotu vztahu (217) a použijeme i definici kontrakce dostáváme

i∆F(x− x′) =
〈

0
∣
∣
∣T
[

ϕ̂(x)ϕ̂†(x′)
]∣
∣
∣ 0
〉

,

protože vakuová středńı hodnota normálńıho součinu je rovna nule.

2. V literatuře se použ́ıvá funkce GF (x − x′), nazývaná Feynmanovým skalárńım propagátorem.
Naše funkce ∆F(x− x′) se od ńı lǐśı znaménkem.

3. Plat́ı
(�+m2)∆F(x− x′) = −δ(x− x′) ,

funkce ∆F(x− x′) je, až na znaménko, Greenovou funkćı Kleinovy-Gordonovy rovnice.

3.5 Klasická teorie elektromagnetického pole

Tento materiál se zabývá kvantováńım elektromagnetického pole. Pro pohodĺı studuj́ıćıho, který by
si chtěl osvěžit vědomosti źıskané v už absolvovaných předmětech obecné i teoretické fyziky, v prvńı
části uvád́ıme potřebný materiál z klasické fyziky.
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3.5.1 Použ́ıvané jednotky

Coulomb̊uv zákon popisuj́ıćı śılu kterou ve vakuu p̊usob́ı jedna částice s elementárńım nábojem e
na druhou stejně nabitou, má v r̊uzných soustavách jednotek tvary ńıže uvedené. Současně uvád́ıme
i vztahy pro bezrozměrnou konstantu jemné struktury α, která má ve všech soustavách jednotek
hodnotu 1/137,035999084(21).

� Soustava SI

F =
1

4πε0

e2

r2
α =

e2

4πε0~c

� Gauss-ova soustava (CGSE)

F =
e2

r2
α =

e2

~c

� Heaviside-ova soustava (racionalizovaná CGSE)

F =
1

4π

e2

r2
α =

e2

4π~c

3.5.2 Základńı rovnice elektromagnetického pole

Elektromagnetické pole v prostřed́ı bez vázaných náboj̊u (které se nacházej́ı v dielektriku) a skrytých
proud̊u (nacházej́ıćıch se v magnetiku), tj. ve vakuu ve kterém se nacházej́ı jenom volné náboje s
hustotou ρ(t, ~x) a vektorem proudové hustoty ~j(t, ~x), je charakterizováno vektorem intenzity elek-
trického pole ~E(t, ~x) a vektorem indukce magnetického pole ~B(t, ~x). Tyto jsou definovány pomoćı
silového p̊usobeńı na zkušebńı elektrický náboj q. V Gaussově a Heavisidově soustavě jednotek plat́ı
pro Lorentzovu śılu (podle holandského fyzika Henrika Antoona Lorentze) vztah

~F (t, ~x) = q

(

~E +
~v

c
× ~B

)

. (227)

Pro zadané ρ a ~j źıskáme ~E a ~B řešeńım Maxwellových rovnic. V Heavisideově soustavě jednotek,
kterou budeme v daľśım použ́ıvat, maj́ı tyto tvar

rot ~B − 1

c

∂ ~E

∂t
=

~j

c
(228)

div ~E = ρ (229)

rot ~E +
1

c

∂ ~B

∂t
= 0 (230)

div ~B = 0 (231)

Z rovnic (228) a (229) plyne rovnice kontinuity (zákon zachováńı náboje v diferenciálńım tvaru)

∂ρ

∂t
+ div~j = 0, (232)

která je tak nutnou podmı́nkou platnosti Maxwellových rovnic.
Vynásobme skalárně rovnici (228) vektorem ~E, rovnici (230) vektorem ~B a vypočteme z nich součet

člen̊u s časovými derivacemi

~E · ∂
~E

∂t
+ ~B · ∂

~B

∂t
= −~j · ~E − c( ~B · rot ~E − ~E · rot ~B).

Po úpravě máme

∂

∂t

~E 2 + ~B 2

2
+~j · ~E = −c div ( ~E × ~B) (233)
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Ujasněme si nejdř́ıv význam druhého členu na levé straně. Pro energii bodové částice plat́ı E =
c
√

m2c2 + ~p 2 a pro jej́ı časovou derivaci

dE
dt

=
c2

E
~p · d~p

dt
= q ~v · ~E,

kde q je náboj částice. Použili jsme přitom relativistickou pohybovou rovnici se śılou (227). Člen
~j · ~E = ρ ~v · ~E podle toho představuje časovou derivaci hustoty energie částic. Zaved’me ted’ označeńı

w =
1

2

(

~E 2 + ~B 2
)

(234)

~S = c ( ~E × ~B) (235)

a zintegrujme (233) přes určitou prostorovou oblast Ω. Po použit́ı Gaussovy-Ostrogradského věty
dostáváme

d

dt

∫

Ω
wd3x +

d

dt

∫

Ω
j̃ · Ẽd3x = −

∮

Σ
S̃ · d̃σ,

kde Σ označuje uzavřenou plochu obklopuj́ıćı oblast Ω. Levá strana se dá interpretovat jako rychlost
změny celkové energie v oblasti Ω, poz̊ustávaj́ıćı z energie elektromagnetického pole a energie částic,
kdežto integrál na pravé straně jako energie, která proteče plochou Σ za jednotku času. Veličina
w definována vztahem (234) je proto hustotou energie elektromagnetického pole, a vektor ~S (235),
nazývaný Poyntingovým vektorem, je hustotou proudu energie (energie, která proteče za jednotku
času jednotkovou ploškou postavenou kolmo na ~S).

Maxwellovy rovnice (228–231) představuj́ı soustavu vzájemně svázaných diferenciálńıch rovnic
pro šest neznámých funkćı, kterými jsou komponenty vektor̊u ~E a ~B. Situace se dá zjednodušit, když
zavedeme nové funkce ϕ(t, ~x) (”skalárńı”potenciál) a ~A(t, ~x) (vektorový potenciál) a vyjádř́ıme pomoćı
nich vektory ~E a ~B vztahy

~E = −gradϕ− 1

c

∂ ~A

∂t
(236)

~B = rot ~A. (237)

Tı́m automaticky splńıme homogenńı Maxwellovy rovnice (230) a (231). Po dosazeńı do vztah̊u (228)
a (229) źıskáváme rovnice

−1

c

∂

∂t
div ~A−∆ϕ = ρ (238)

1

c2
∂2~A

∂t2
−∆ ~A+ grad

(
1

c

∂ϕ

∂t
+ div ~A

)

=
~j

c
, (239)

které představuj́ı soustavu čtyř svázaných parciálńıch diferenciálńıch rovnic pro čtyři neznáme funkce
čtyř proměnných. V daľśım využijeme, že potenciály ϕ a ~A nejsou určeny jednoznačně. Když totiž
zavedeme jiné potenciály vztahy

ϕ′ = ϕ− 1

c

∂χ

∂t
(240)

~A′ = ~A+ gradχ, (241)

kde χ = χ(t, ~x) je libovolná diferencovatelná funkce času a souřadnic, bude platit rot ~A ′ = rot ~A a

gradϕ ′ +
1

c

∂ ~A ′

∂t
= gradϕ+

1

c

∂ ~A

∂t
.

Proto když vypočteme ~E a ~B z nových potenciál̊u ϕ ′ a ~A ′ pomoćı vztah̊u analogických k (236) a
(237), dostaneme stejné hodnoty jako z potenciál̊u p̊uvodńıch ϕ a ~A. Přechod od jedněch potenciál̊u k
jiným pomoćı vztah̊u (240) a (241) se nazývá kalibračńı (cejchovaćı) transformaćı. Všechny kalibračńı
transformace tvoř́ı abelovskou (komutativńı) grupu, dvě postupné transformace generované funkcemi
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χ a χ′ se daj́ı zapsat jako jedna transformace generovaná funkćı χ′′ = χ+χ′, přičemž zjevně na pořad́ı
transformaćı nezálež́ı.

Existence kalibračńıch transformaćı nám umožňuje vyb́ırat potenciály které splňuj́ı určitý vztah,
tzv. kalibračńı podmı́nku. Mluv́ıme o určité kalibraci potenciál̊u. Často použ́ıvanou je Lorenzova (podle
dánskeho fyzika Ludviga Valentina Lorenze17) kalibračńı podmı́nka

1

c

∂ϕ

∂t
+ div ~A = 0. (242)

Dokážeme, že tuto podmı́nku je možno na potenciály vždy naložit. Předpokládajme, že vycháźıme z
potenciál̊u, které ji nesplňuj́ı, funkce Φ = Φ(t, ~x) na pravé straně vztahu

1

c

∂ϕ

∂t
+ div ~A = Φ(t, ~x) (243)

neńı identicky rovna nule. Provedeme kalibračńı transformaci podle vztah̊u (240) a (241) a vypočteme

1

c

∂ϕ ′

∂t
+ div ~A ′ =

1

c

∂ϕ

∂t
+ div ~A− 1

c2
∂2χ

∂t2
+∆χ

Když ted’ požadujeme anulováńı levé strany (tj. Lorenzovu kalibračńı podmı́nku pro nové potenciály)
a použijeme vztah (243) dostáváme parciálńı diferenciálńı rovnici pro funkci χ

1

c2
∂2χ

∂t2
−∆χ = Φ.

V matematice se ukazuje, že tato rovnice má vždy řešeńı. Nav́ıc, protože jej́ı obecné řešeńı dostaneme
tak, že k partikulárńımu řešeńı připočteme libovolný násobek řešeńı odpov́ıdaj́ıćı rovnice bez pravé
strany, funkćı χ je nespočetně mnoho. Proto Lorenzova kalibračńı podmı́nka nevyb́ırá jenom jednu
kalibraci, ale celou tř́ıdu kalibraćı (Lorenz family of gauges). Toto nám umožňuje naložit ještě daľśı
kalibračńı podmı́nku, i když tady je už výběr značně omezen.

V Lorenzově kalibraci přecházej́ı parciálńı diferenciálńı rovnice pro potenciály na tvar

�ϕ = ρ (244)

� ~A =
~j

c
, (245)

kde jsme použili d’Alembert̊uv operátor

� =
1

c2
∂2

∂t2
−∆.

Zavedeme ted’ relativistické čtyřvektory x ≡ (ct, ~x), j ≡ (cρ,~j) a A ≡ (ϕ, ~A), a i dvakrát kontravari-
antńı tenzor

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (246)

Pomoćı vztah̊u (236) a (237) najdeme jeho vyjádřeńı pomoćı komponent vektor̊u ~E a ~B

Fµν =







0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0






. (247)

Odpov́ıdaj́ıćı dvakrát kovariantńı tenzor je

Fµν =







0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0






. (248)

17J.D. Jackson and L.B. Okun, Rev. Mod. Phys. 73, 663 (2001).
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Kontrakce těchto dvou tenzor̊u poskytne jeden ze dvou relativistických invariant̊u elektromagnetického
pole

F 2 ≡ FµνF
µν = 2

(

~B 2 − ~E 2
)

. (249)

Druhý invariant elektromagnetického pole se dostane kontrakćı duálńıho tenzoru

F̃µν =
1

2
εµνρσF

ρσ

s tenzorem Fµν . Je j́ım 4~E · ~B (pro náš výběr ε0123 = 1).
Prvńı dvě Maxwellovy rovnice (228) a (229) se ted’ daj́ı zapsat ve tvaru

∂µF
µν =

1

c
jν . (250)

Rovnice kontinuity (232) pro čtyřvektor hustoty náboje v kovariantńım tvaru

∂νj
ν = 0 (251)

plyne z toho, že po aplikaci operátoru ∂ν na vztah (250) dostáváme na levé straně součin symetrického
a antisymetrického tenzoru, který muśı být nulový.

Po dosazeńı definice (246) do rovnice (250) źıskáváme nasleduj́ıćı čtyři rovnice (ν = 0, 1, 2, 3) pro
čtyřpotenciál

�Aν − ∂ν(∂µA
µ) =

1

c
jν , (252)

které jsou ekvivalentńı dř́ıvěǰśım vztah̊um (238) a (239). Po aplikaci Lorenzovy kalibračńı podmı́nky
(242), nabývaj́ıćı ted’ tvar

∂µA
µ = 0, (253)

se rovnice (252) zjednoduš́ı na

�Aν =
1

c
jν . (254)

3.5.3 Volné elektromagnetické vlněńı

Připomeňme nejdř́ıv řešeńı Maxwellových rovnic v prostoru bez náboj̊u (ρ = 0, ~j = ~0), které popisuj́ı
š́ı̌reńı elektromagnetického signálu nebo vlněńı vakuem. Po aplikaci operátoru c−1∂/∂t na rovnici (228)
dostáváme

1

c2
∂2 ~E

∂t2
=

1

c
rot

∂ ~B

∂t
. (255)

Výraz na pravé straně vypočteme tak, že na rovnici (230) uplatńıme operátor rotace. Dostáváme

1

c
rot

∂ ~B

∂t
= −rot (rot ~E) = ∆ ~E − grad div ~E = ∆ ~E,

kde jsme využili nulovost divergence podle rovnice (229). Po dosazeńı do (255) źıskáváme d’Alembertovu
(vlnovou) rovnici

1

c2
∂2 ~E

∂t2
−∆ ~E = 0, (256)

která popisuje vlněńı š́ı̌ŕıćı se rychlost́ı c. Podobně by jsme źıskali vlnovou rovnici pro vektor indukce
magnetického pole

1

c2
∂2 ~B

∂t2
−∆ ~B = 0. (257)

Později ukážeme, že se jedná o př́ıčné vlněńı, tj. že vektory ~E a ~B jsou kolmé na směr postupu vlněńı
a že jsou kolmé i navzájem a jejich velikost je stejná.

Rovnice pro čtyřpotenciál v Lorenzově kalibraci nabývaj́ı ted’ tvar

�Aν = 0, (258)
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nebo podrobněji

1

c2
∂2ϕ

∂t2
−∆ϕ = 0 (259)

1

c2
∂2~A

∂t2
−∆ ~A = 0 (260)

Ukážeme, že v tomto př́ıpadě můžeme přej́ıt k novým potenciál̊um ϕ′ ≡ 0 a ~A ′ bez toho, abychom
narušili Lorenzovu kalibračńı podmı́nku. Podmı́nkou pro to je, aby funkce χ, která generuje kalibračńı
transformaci (240,241), splňovala homogenńı rovnici

1

c2
∂2χ

∂t2
−∆χ = 0. (261)

Abychom po dosazeńı do (240) dosáhli ϕ′ ≡ 0, muśı tato funkce taky splňovat vedleǰśı podmı́nku

1

c

∂χ

∂t
= ϕ . (262)

Př́ıkladem takové funkce je

χ(t, ~x) = c

∫ t

0
ϕ(t′, ~x)dt′ + χ0(~x), (263)

kde χ0 je řešeńım Poissonovy rovnice

∆χ0 =
1

c

(
∂ϕ(t, ~x)

∂t

)

t=0

Důkaz, že funkce χ(t, ~x) (263) splňuje podmı́nku (262) je triviálńı. Při d̊ukazu, že splňuje i (261), se
muśı využ́ıt (259), což poukazuje na to, že uvažovaná kalibrace se dá dosáhnout jenom pro volná pole.
Po dosazeńı (263) do (241) a opětovného využit́ı (259) vycháźı div ~A ′=0, jak muśı být, aby Lorenzova
kalibračńı podmı́nka z̊ustala nadále zachována.

Při daľśım vyšetřováńı volného elektromagnetického pole budeme předpokládat splněńı kalibračńıch
podmı́nek div ~A=0 (Coulomb gauge, radiation gauge, transverse gauge) a ϕ=0. Tyto podmı́nky ale
nejsou relativisticky kovariantńı, ϕ ≡ A0 jako nultá komponenta čtyřvektoru přib́ırá při Lorentzově
transformaci př́ıspěvky od prostorových komponent. Podobně ani div ~A = ∇ · ~A neńı, jako skalárńı
součin dvou prostorových vektor̊u, relativistickým invariantem. Proto jsou mezivýpočty prováděné v
Coulombově kalibraci vázané na jednu vztažńı soustavu.

V námi zvolené kalibraci teda stač́ı uvažovat jenom vlnovou rovnici pro vektorový potenciál (260).
Všimněme si nejdř́ıv rovinnou vlnu, kdy hodnoty ~A jsou v rovině kolmé na směr š́ı̌reńı všude stejné.
Pro jednoduchost si vyberme vlnu š́ı̌ŕıćı se ve směru osi x. Pak ~A nezáviśı od y a z a rovnice (260) se
redukuje na rovnici

1

c2
∂2~A

∂t2
− ∂2~A

∂x2
= 0,

která má jedno z řešeńı (druhé popisuje vlněńı š́ı̌ŕıćı se opačným směrem) ve tvaru

~A(t, x) = ~f(p), kde p = t− x

c
.

~f je dvakrát diferencovatelná libovolná (nemuśı se jednat o harmonické vlněńı) vektorová funkce jed-
noho argumentu. Z kalibračńı podmı́nky div ~A = 0 a nezávislosti na y a z plyne ∂Ax/∂x = −(1/c)f ′x =
0. Proto muśıme na funkci ~f naložit podmı́nku f ′x = 0. Dostáváme tak, že vektor

~E = −1

c

∂ ~A

∂t
= −1

c
~f ′

má nulovou komponentu Ex, čili je kolmý na směr š́ı̌reńı. Pro vektor indukce magnetického pole
dostáváme18

~B = ∇× ~A =
[

∇
(

t− x

c

)]

× ~f ′ = −1

c
~i× ~f ′ =~i× ~E, (264)

18Využijeme přitom větu z vektorové analýzy ∇× ~f(p) = (grad p)× ~f ′(p). Jej́ı d̊ukaz najdete v sekci 3.6.3.
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kde ~i je jednotkový vektor ve směru osi x. Ze vztahu (264) je vidět, že vektor ~B je kolmý na směr
š́ı̌reńı i na vektor ~E a že jeho velikost je stejná jako velikost vektoru ~E (d̊usledek toho, že ~E je kolmé
na ~i).

3.5.4 Obecné řešeńı jako superpozice monochromatických rovinných vln

Vlnové rovnici (260) vyhovuje řešeńı ve tvaru monochromatické rovinné vlny s vlnovým vektorem ~k

~A~k,λ
(t, ~x) = a~k,λ~ε~k,λ e

−i(ω~k
t−~k·~x) + a∗~k,λ~ε

∗
~k,λ

ei(ω~k
t−~k·~x), (265)

kde ω~k = |~k| je úhlová frekvence, a~k,λ je libovolná konstanta a ~ε~k,λ je konstantńı vektor s obecně

komplexńımi složkami, nazývaný polarizačńım vektorem. Z kalibračńı podmı́nky div ~A~k,λ
= 0 plyne

~ε~k,λ · ~k = 0, (266)

čili polarizačńı vektor muśı být kolmý na vektor ~k. Existuj́ı dva takové lineárně nezávislé vektory,
odlǐsujeme je indexem λ = 1, 2 a normujeme podmı́nkou

~ε ∗~k,λ′
· ~ε~k,λ = δλ′,λ. (267)

K obvykle použ́ıvané komplexńı formě monochromatické rovinné vlny jsme hned na pravou stranu
vztahu (265) přidali vlnu komplexně sdruženou, abychom dostali reálný vektor ~A.

Obecné řešeńı vlnové rovnice (260) dostaneme jako lineárńı kombinaci řešeńı (265) pro všechny
vektory ~k povolené naš́ı normalizaćı na konečný objem a pro obě polarizace

~A(t, ~x) =
∑

~k,λ=1,2

1
√

2Vω~k

[

c~k,λ~ε~k,λe
−ikx + c∗~k,λ~ε

∗
~k,λ

ei kx
]

, (268)

kde jsme vyjádřili argumenty exponenty pomoćı součinu čtyřvektor̊u. Libovolné konstanty a~k,λ jsme
napsali jako součin faktoru před hranatou závorkou a jiných libovolných konstant c~k,λ. Smysl této
faktorizace jsme u skalárńıho a spinorového pole zd̊uvodnili normalizaćı Kleinovy-Gordonovy nebo
Diracovy vlnové funkce, jej́ı vhodnost u elektromagnetického pole uvid́ıme až po zavedeńı druhého
kvantováńı. Pro vektor intenzity elektrického pole a indukce magnetického pole máme

~E(t, ~x) = i
∑

~k,λ

√
ω~k
2V

[

c~k,λ~ε~k,λe
−ikx − c∗~k,λ~ε

∗
~k,λ

ei kx
]

(269)

a
~B(t, ~x) = i

∑

~k,λ

1
√

2Vω~k

[

c~k,λ(
~k × ~ε~k,λ)e

−ikx − c∗~k,λ(
~k × ~ε ∗~k,λ)e

i kx
]

. (270)

Uved’me ještě pro ilustraci př́ıklady polarizačńıch vektor̊u v př́ıpadě, že vlněńı postupuje ve směru osi z,
tj. když ~k ≡ (0, 0, ω/c). Vektorový potenciál zvoĺıme podle (265) ale pro jednoduchost voĺıme koeficient
a reálny a určujeme ~E v takové rovině kolmé na ~k pro kterou je exp{ikzz} = 1. Ve zjednodušeném
označeńı máme

~A = a
(
~ε e−iωt + ~ε ∗eiωt

)
.

Pro vektor ~E dostáváme

~E = −1

c

∂ ~A

∂t
=
aω

c
i
(
~ε e−iωt − ~ε ∗eiωt

)

což rozepsáno pro jeho nenulové složky dá

Ex =
2aω

c
(Im εx cosωt−Re εx sinωt)

Ey =
2aω

c
(Im εy cosωt− Re εy sinωt).
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Je mnoho zp̊usob̊u jak vybrat dvojici lineárně nezávislých polarizačńıch vektor̊u. Dvojice reálných
vektor̊u

~ε1 ≡ (1, 0, 0) a ~ε2 ≡ (0, 1, 0)

slouž́ı k popisu vlněńı lineárně polarizovaného ve směru osi x (λ = 1) nebo y (λ = 2). Jinou možnost
představuj́ı vektory

~ε1 ≡
1√
2
(1, i, 0) a ~ε2 ≡

1√
2
(1,−i, 0).

Pro prvńı z nich vycháźı

Ex = −
√
2aω

c
sinωt a Ey =

√
2aω

c
cosωt,

což představuje pravotočivou kruhovou polarizaci. Pro druhý z nich dostáváme Ey s opačným znaménkem,
což vede na levotočivou kruhovou polarizaci.

Kv̊uli zjednoceńı popisu elektromagnetického pole založeného na Lorenzově a Coulombově kalibraci
s jinými př́ıstupy, zavád́ıme zde i čtyřrozměrné polarizačńı vektory

εµ~k,λ
≡ (0, ~ε~k,λ), (271)

splňuj́ıćı kromě podmı́nky prostorové transverzálnosti (266) i podmı́nku časoprostorové transverzálnosti

kµ ε
µ
~k,λ

= 0

a vztah ortonormovanosti
(ε~k,λ′)

∗
µ ε

µ
~k,λ

= −δλ′,λ,

plynoućı ze vztahu (267). Později budeme potřebovat i polarizačńı tenzor, definovaný jako

Pµν =
∑

λ=1,2

εµ~k,λ
εν∗~k,λ. (272)

Z této definice a výše uvedených podmı́nek plyne, že polarizačńı tenzor muśı splňovat

Pµνkν = kµP
µν = Pµjkj = kiP

iν = 0 Pµνgµν = P ijgij = −2

(ε∗~k,λ)µP
µν = −εν∗~k,λ Pµν(ε~k,λ)ν = −εµ~k,λ (273)

Při dokazovańı posledńıch dvou vztah̊u označ́ıme sč́ıtaćı index v (272) jako λ′.
Abychom mohli polarizačńı tenzor (272) vyjádřit pomoćı složek čtyřvektor̊u, potřebujeme soustavu

tř́ı čtyřvektor̊u (vlnový čtyřvektor k, dva polarizačńı čtyřvektory) doplnit daľśım lineárně nezávislým
čtyřvektorem n. Voĺıme ho tak, aby v naš́ı vybrané vztažné soustavě platilo n ≡ (1, 0, 0, 0). Pak plat́ı

Pµν = −gµν − kµkν

(nk)2
+
kµnν + nµkν

(nk)
. (274)

O správnosti tohoto vyjádřeńı polarizačńıho tenzoru se přesvědč́ıme tak, že pro něj ověř́ıme platnost
vztah̊u (273). Pro složky polarizačńıho tenzoru s ”prostorovými”indexy máme

P ij = δij − kikj

ω2
~k

. (275)

Vztah (268) můžeme zapsat i v čtyřvektorové notaci

Aµ(x) =
∑

~k,λ=1,2

1
√

2Vω~k

[

c~k,λε
µ
~k,λ

e−ikx + c∗~k,λε
µ ∗
~k,λ

ei kx
]

. (276)

Čtyřvektorový potenciál (276) splňuje Lorenzovu kalibračńı podmı́nku ve všech soustavách a v naš́ı
vybrané soustavě taky Coulombovu kalibračńı podmı́nku ϕ = A0 ≡ 0.
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3.5.5 Elektromagnetické pole jako dynamická soustava s nespočetným počtem stupň̊u
volnosti

(V daľśım klademe c = 1.)
V každém bodě prostoru je elektromagnetické pole definováno čtyřmi funkcemi času, čtyřmi dyna-
mickými proměnnými. Jedná se o soustavu s nespočetně mnoha stupni volnosti, o čtyřkomponentńı
pole ve smyslu kapitoly 3.3. Komponentami jsou složky čtyřpotenciálu Aν , nebo ekvivalentně Aν ,
ν = 0, 1, 2, 3. Jeho dynamika je tud́ıž popsána čtyřmi Lagrangeovými rovnicemi (170) (28)], které v
tomto př́ıpadě nabývaj́ı tvar

∂µ
∂L

∂(∂µAν)
− ∂L
∂Aν

= 0 ν = 0, 1, 2, 3

Lagrangeovu hustotu voĺıme tak, aby vedla na rovnice pro čtyřpotenciál, které plynou z Maxwellových
rovnic. My použijeme

L = −1

4
FαβF

αβ − jαAα . (277)

Nejdř́ıv si ji přeṕı̌seme na tvar vhodněǰśı z hlediska dosazováńı do Lagrangeových rovnic

L = −1

2
(∂αAβ − ∂βAα)∂

αAβ − jαAα (278)

Pomoćı vztah̊u

∂(∂αAβ)

∂(∂µAν)
= δµαδ

ν
β ,

∂(∂αAβ)

∂(∂µAν)
= gαµgβν a

∂L
∂Aν

= −jν

pak dostáváme
∂L

∂(∂µAν)
= −(∂µAν − ∂νAµ) = −Fµν .

Po dosazeńı do Lagrangeových rovnic vycháźı

∂µF
µν = jν ν = 0, 1, 2, 3 ,

což souhlaśı s rovnicemi (250), plynoućımi z Maxwellových rovnic.
Pole konjugované ke komponentě pole Aν je podle obecných pravidel teorie pole (171) rovno

πν =
∂L

∂(∂0Aν)
= F ν0. (279)

Pole konjugované ke komponentě A0 je rovno nule.
V daľśım uvažujeme jenom volné elektromagnetické pole, pro které je

jν ≡ 0

Hamiltonova hustota (172) je ted’ rovna

H =

3∑

i=1

πiȦi − L

a vycháźı stejně jako komponenta T 00 tenzoru energie-hybnosti (173)

T µν =
∂L

∂(∂µAρ)

∂Aρ

∂xν
− Lgµν =

1

4
F 2gµν − Fµρ ∂νAρ .

Ten splňuje zákony zachováńı energie a hybnosti v diferenciálńım tvaru

∂µT µν = 0, (280)
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ze kterých plyne časová nezávislost komponent čtyřvektoru hybnosti elektromagnetického pole

P ν =

∫

(V )
T 0νd3x ν = 0, 1, 2, 3 , (281)

kde se integruje přes zvolený konečný objem na hranici kterého klademe periodické okrajové podmı́nky.

=============================================
Hamiltonova hustota ani tenzor energie-hybnosti nejsou kalibračně invariantńı. Proto se zavád́ı Belin-
fanteho tenzor (modifikovaný tenzor energie-hybnosti) vztahem

Θµν = T µν + ∂ρ(F
µρAν), (282)

který d́ıky identitě
∂µ∂ρ(F

µρAν) = 0

taky splňuje diferenciálni zákon zachováńı (280). Nav́ıc, integraćı jeho složky Θ0ν dostaneme stejnou
hodnotu jako ze vztahu (281), protože objemový integrál z přidaného členu v (282) je roven nule.
Abychom to dokázali, zaved’me pro zvolené ν vektor ~v předpisem vk = F 0kAν . Pak máme

∫

∂ρ(F
0ρAν) d3x =

∫

div ṽ d3x =

∮
→
v ·

→

dS .

Posledńı integrál je roven nule d́ıky periodickým okrajovým podmı́nkám. Pro volné elektromagnetické
pole plat́ı homogenńı verze rovnice (250), což nám umožňuje zjednodušit dodatečný člen v (282)

∂ρ(F
µρAν) = −(∂ρF

ρµ)Aν + Fµρ∂ρA
ν = Fµρ ∂ρA

ν ,

č́ımž źıskáváme Belinfanteho tenzor ve tvaru

Θµν =
1

4
F 2 gµν + FµρF ν

ρ ,

který je kalibračně invariantńı, symetrický a s nulovou stopou Θµ
µ. Hustota energie se dá vyjádřit

pomoćı (247) a (248) jako

H = Θ00 =
1

2
( ~E 2 + ~B 2),

kdežto hustota x-té složky hybnosti vycháźı

Θ01 = F 0kF 1
k = F 0kF1k = EyBz −EzBy = ( ~E × ~B)x .

Dopočteńım ostatńıch složek a jejich spojeńım źıskáváme vektor hustoty hybnosti

~S ≡ (Θ01,Θ02,Θ03) = ~E × ~B .

===============================================

Kv̊uli pozděǰśımu použit́ı uvád́ıme ještě kunjugované pole (279) k j-té složce vektorového po-
tenciálu v kalibraci ϕ = 0

πj = Fj0 = −Ȧj = Ȧj (283)

πj(t, ~x) = −i
∑

~k,λ

√
ω~k
2V

[

c~k,λε
j
~k,λ

e−ikx − c∗~k,λε
j ∗
~k,λ

e ikx
]

(284)
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3.6 Kvantová teorie elektromagnetického pole

3.6.1 Kvantováńı ve Schrödingerově obraze

Podobně jako u skalárńıho pole, ke kvantové teorii elektromagnetického pole dospějeme tak, že dyna-
mické proměnné, které jsou funkcemi času, nahrad́ıme operátory od času nezávislými a postulujeme
pro ně komutačńı vztahy. Záměnu provedeme v obecném řešeńı (268) vlnové rovnice (260) v Lorenzově
a Coulombově kalibraci

~A(t, ~x) −→ ~̂A(~x)

c~k,λe
−iω~k

t = c~k,λ(t) −→ ĉ~k,λ

c∗~k,λe
iω~k

t = c∗~k,λ(t) −→ ĉ†~k,λ

Po vzoru dvoukomponentńıho skalárńıho pole [tam se operátory př́ıslušné dvěma r̊uzným kompo-
nentám rozlǐsovali ṕısmenky (â~k, b̂~k), tady se rozlǐsuj́ı indexem λ = 1, 2 ] postulujeme komutačńı
vztahy

[

ĉ~k,λ , ĉ~k′,λ′

]

= 0, (285)
[

ĉ†~k,λ
, ĉ†~k′,λ′

]

= 0, (286)
[

ĉ~k,λ , ĉ
†
~k′,λ′

]

= δ~k,~k′δλ,λ′ . (287)

Zvolené komutačńı vztahy odpov́ıdaj́ı tomu, že chceme interpretovat operátory ĉ~k,λ jako anihilačńı

a operátory ĉ†~k,λ
jako kreačńı fotonu s hybnost́ı ~k a polarizaćı λ. Operátor počtu foton̊u by pak byl

N̂~k,λ = ĉ†~k,λ
ĉ~k,λ. Správnost této interpretace potvrd́ıme dodatečně výpočtem celkové energie a celkové

hybnosti elektromagnetického pole.19 Po přechodě do kvantové teorie źıskáváme vektorový operátor
elektromagnetického pole

~̂A(~x) =
∑

~k,λ=1,2

1
√

2Vω~k

[

ĉ~k,λ~ε~k,λe
i~k·~x + ĉ†~k,λ

~ε ∗~k,λe
−i~k·~x

]

, (288)

j-tou komponentu konjugovaného operátoru pole

π̂j(~x) = −i
∑

~k,λ

√
ω~k
2V

[

ĉ~k,λε
j
~k,λ

ei
~k·~x − ĉ†~k,λ

εj ∗~k,λ
e−i

~k·~x
]

, (289)

operátor intenzity elektrického pole

~̂E(~x) = i
∑

~k,λ

√
ω~k
2V

[

ĉ~k,λ~ε~k,λe
i~k·~x − ĉ†~k,λ

~ε ∗~k,λe
−i~k·~x

]

, (290)

a operátor indukce magnetického pole

~̂B(~x) = i
∑

~k,λ

1
√

2Vω~k

[

ĉ~k,λ(
~k × ~ε~k,λ)e

i~k·~x − ĉ†~k,λ
(~k × ~ε ∗~k,λ)e

−i~k·~x
]

. (291)

Posledńı dva operátory hned využijeme při vyjádřeńı operátoru Hamiltonovy hustoty

Ĥ(~x) =
1

2
: ( ~̂E 2 + ~̂B 2) : ,

19U skalárńıho pole jsme postulovali komutačńı vztahy mezi operátory poĺı (ϕ̂, ϕ̂† ) a operátory konjugovaných poĺı
(π̂, π̂† ). Komutačńı vztahy mezi kreačńımi a anihilačńımi operátory jsme z nich odvodili. K objasněńı d̊uvodu opačného
postupu se vrát́ıme později.
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integraćı kterého źıskáme Hamilton̊uv operátor elektromagnetického pole

Ĥ =

∫

Ĥ(~x)d3x .

Budeme ho poč́ıtat jako součet dvou př́ıspěvk̊u

Ĥ1 =
1

2

∫

: ~̂E 2(~x) : d3x a Ĥ2 =
1

2

∫

: ˆ̃B 2(x̃) : d3x .

V prvńım př́ıspěvku vystupuje skalárńı součin dvou operátor̊u ~̂E. Při dosazováńı z (290) u druhého z
nich použijeme čárkované indexy. Po záměně pořad́ı sumace a integrace dostáváme

Ĥ1 = −
∑

~k,λ

∑

~k′,λ′

√
ω~kω~k′

4V

∫

d3x :
(

ĉk̃,λε̃k̃,λe
ik̃·x̃ − ĉ†

k̃,λ
ε̃ ∗
k̃,λ

e−ik̃·x̃
)

·
(

ĉk̃′,λ′ ε̃k̃′,λ′e
ik̃′·x̃ − ĉ†

k̃′,λ′
ε̃ ∗
k̃′,λ′e

−ik̃′·x̃
)

:

= −
∑

~k,λ

∑

~k′,λ′

ω~k
4

[

ĉ~k,λĉ~k′,λ′(~ε~k,λ · ~ε~k′,λ′)δ~k′,−~k − ĉ†~k′,λ′
ĉ~k,λ(~ε~k,λ · ~ε

∗
~k′,λ′

)δ~k′,~k

−ĉ†~k,λĉ~k′,λ′(~ε
∗

~k,λ
· ~ε~k′,λ′)δ~k′,~k + ĉ†~k,λ

ĉ†~k′,λ′
(~ε ∗~k,λ · ~ε

∗
~k′,λ′

)δ~k′,−~k

]

=
∑

~k,λ

ω~k
2

{

ĉ†~k,λ
ĉ~k,λ −

1

2

∑

λ′

[

ĉ~k,λĉ−~k,λ′(~ε~k,λ · ~ε−~k,λ′) + ĉ†~k,λ
ĉ†
−~k,λ′

(~ε ∗~k,λ · ~ε
∗

−~k,λ′
)
]}

, (292)

když jsme i využili, že ω
−~k

= ω~k. Při výpočtu druhého př́ıspěvku se nám bude hodit vztah z vekto-
rového počtu

(~k × ~a) · (~k ×~b) = ~k · [~a× (~k ×~b)] = ~k · [~k(~a ·~b)− (~a · ~k)~b ] = ~k 2(~a ·~b)− (~a · ~k)(~b · ~k) ,

ve kterém nav́ıc nemuśıme druhý člen uvažovat, protože jako ~a a ~b budou v daľśım vystupovat pola-
rizačńı vektory, které jsou kolmé na ~k. Dále využijeme, že pro fotony plat́ı ~k2 = ω2

~k
.

Ĥ2 = −
∑

~k,λ

∑

~k′,λ′

1

4V
√
ω~kω~k′

∫

d3x :
[

ĉk̃,λ(k̃× ε̃k̃,λ)e
ik̃·x̃ − ĉ†

k̃,λ
(k̃× ε̃ ∗

k̃,λ
)e−ik̃·x̃

]

·

[

ĉ~k′,λ′(~k
′ × ~ε~k′,λ′)e

i~k′·~x − ĉ†~k′,λ′
(~k′ × ~ε ∗~k′,λ′

)e−i
~k′·~x
]

:

= −
∑

~k,λ

∑

~k′,λ′

1

4ω~k

[

ĉ~k,λĉ~k′,λ′(~k × ~ε~k,λ) · (~k
′ × ~ε~k′,λ′)δ~k′,−~k − ĉ†~k′,λ′

ĉ~k,λ(
~k × ~ε~k,λ) · (~k

′ × ~ε ∗~k′,λ′
)δ~k′,~k

−ĉ†~k,λĉ~k′,λ′(~k × ~ε ∗~k,λ) · (~k
′ × ~ε~k′,λ′)δ~k′,~k + ĉ†~k,λ

ĉ†~k′,λ′
(~k × ~ε ∗~k,λ) · (~k

′ × ~ε ∗~k′,λ′
)δ~k′,−~k

]

=
∑

~k,λ

ω~k
2

{

ĉ†~k,λ
ĉ~k,λ +

1

2

∑

λ′

[

ĉ~k,λĉ−~k,λ′(~ε~k,λ · ~ε−~k,λ′) + ĉ†~k,λ
ĉ†
−~k,λ′

(~ε ∗~k,λ · ~ε
∗

−~k,λ′
)
]}

(293)

Sečteńım (292) a (293) dostáváme

Ĥ =
∑

~k,λ

ω~kN̂~k,λ
(294)

kde
N̂~k,λ

= ĉ†~k,λ
ĉ~k,λ (295)

má význam operátoru počtu částic (foton̊u) s hybnost́ı ~k a polarizaćı λ. K potvrzeńı této interpretace
vypočtěme ještě operátor celkové hybnosti elektromagnetického pole

~̂P =

∫

~̂Sd3x,

kde
~̂S =: ~̂E × ~̂B :
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je Poynting̊uv operátor. S využit́ım ~a× (~k ×~b) = ~k(~a ·~b)−~b(~a · ~k) dostáváme postupně

~̂P = −
∑

~k,λ

∑

~k′,λ′

1

2V

√

ω~k′

ω~k

∫

d3x:
(

ĉk̃′,λ′ ε̃k̃′,λ′e
ik̃′·x̃ − ĉ†

k̃′,λ′
ε̃ ∗
k̃′,λ′e

−ik̃′·x̃
)

×
[

ĉ~k,λ(
~k × ~ε~k,λ)e

i~k·~x − ĉ†~k,λ
(~k × ~ε ∗~k,λ)e

−i~k·~x
]

:

= −1

2

∑

~k,λ

∑

λ′

~k
[

ĉ
−~k,λ′ ĉ~k,λ(~ε−~k,λ′ · ~ε~k,λ)− ĉ†~k,λ

ĉ~k,λ′(~ε~k,λ′ · ~ε ∗~k,λ)

−ĉ†~k,λĉ~k,λ′(~ε
∗

~k,λ
· ~ε~k,λ′) + ĉ†

−~k,λ′
ĉ†~k,λ

(~ε ∗
−~k,λ′

· ~ε ∗~k,λ)
]

=
∑

~k,λ

~k ĉ†~k,λ
ĉ~k,λ −

∑

~k

[

~̂X(~k) + ~̂X†(~k)
]

,

kde jsme označili

~̂X(~k) =
1

2
~k
∑

λ,λ′

ĉ
−~k,λ′ ĉ~k,λ(~ε−~k,λ′ · ~ε~k,λ).

Tento operátor je lichou funkćı ~k, proto je jeho součet přes všechny ~k roven nule. Pro operátor celkové
hybnosti elektromagnetického pole tak dostáváme

~̂P =
∑

~k,λ

~k N̂~k,λ
, (296)

což podporuje interpretaci operátoru (295) jako operátoru počtu foton̊u s hybnost́ı ~k a polarizaćı λ.

=============
Ted’ se věnujme komutátor̊um mezi operátory pole vycházej́ıc z komutačńıch vztah̊u mezi anihilačńımi
a kreačńımi operátory (285–287). Začněme s komutátorem mezi složkami operátoru (288).

[

Âi(~x) , Âj(~x ′)
]

=
∑

~k,λ

∑

~k′,λ′

1

2V
√
ω~kω~k′

{[

c~k,λ , c
†
~k′,λ′

]

εi~k,λε
j ∗
~k′,λ′

ei(
~k·~x−~k′·~x ′)

+
[

c†~k,λ
, c~k′,λ′

]

εi ∗~k,λε
j
~k′,λ′

e−i(
~k·~x−~k′·~x ′)

}

=
∑

~k,λ

1

2Vω~k

[

εi~k,λε
j ∗
~k,λ

ei
~k·(~x−~x ′) − εi ∗~k,λε

j
~k,λ

e−i
~k·(~x−~x ′)

]

=
∑

~k

1

2Vω~k

[

P ij(~k)ei
~k·(~x−~x ′) − P ij(~k)e−i

~k·(~x−~x ′)
]

=
∑

~k

1

2Vω~k

[

P ij(~k)− P ij(−~k)
]

ei
~k·(~x−~x ′).

Protože P ij je sudou funkćı ~k (viz. (275)) tak nakonec dostáváme

[

Âi(~x) , Âj(~x ′)
]

= 0.

Podobně by se odvodilo, že pro složky operátoru konjugovaného pole (289) plat́ı

[

π̂i(~x) , π̂j(~x
′)
]

= 0.
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Ted’ urč́ıme komutátor komponenty Âi operátoru (288) a operátoru π̂j (289), který je konjugovaným
k operátoru Âj .

[

Âi(~x) , π̂j(~x
′)
]

= −i
∑

~k,λ

∑

~k′,λ′

1

2V

√

ω~k′

ω~k

{

−
[

c~k,λ , c
†
~k′,λ′

]

εi~k,λε
j ∗
~k′,λ′

ei(
~k·~x−~k′·~x ′)

+
[

c†~k,λ
, c~k′,λ′

]

εi ∗~k,λε
j
~k′,λ′

e−i(
~k·~x−~k′·~x ′)

}

= i
∑

~k,λ

1

2V

[

εi~k,λε
j ∗
~k,λ

ei
~k·(~x−~x ′) + εi ∗~k,λε

j
~k,λ

e−i
~k·(~x−~x ′)

]

= i
∑

~k

1

2V

[

P ij(~k)ei
~k·(~x−~x ′) + P ij(~k)e−i

~k·(~x−~x ′)
]

= i
∑

~k

1

2V

[

P ij(~k) + P ij(−~k)
]

ei
~k·(~x−~x ′).

S využit́ım vztahu (275) nakonec vycháźı

[

Âi(~x) , π̂j(~x
′)
]

=
i

V

∑

~k

(

δij − kikj

ω2
~k

)

ei
~k·(~x−~x ′). (297)

Po přechodě k spojitému spektru hybnost́ı dostáváme

[

Âi(~x) , π̂j(~x
′)
]

= iδij⊥(~x− ~x ′), (298)

kde na pravé straně je tzv. transversálńı delta funkce

δij⊥(~x− ~x ′) =

∫
d3k

(2π)3

(

δij − kikj

ω2
~k

)

ei
~k·(~x−~x ′).

Všimněme si, že komutátor (297) a (298) je nenulový i mezi operátorem určité dynamické proměnné a
operátorem konjugovaným jiné dynamické proměnné. Je to d̊usledek toho, že tři dynamické proměnné
A1(t, ~x), A2(t, ~x) a A3(t, ~x) nejsou nezávislé, ale svázané podmı́nkou div ~A = ∂iA

i = 0. Tato podmı́nka
přecháźı i na operátory a proto po aplikaci operátoru ∂i na vztah (297) dostáváme na levé i pravé
straně nulu. Podobně, i transversálńı delta funkce ve vztahu (298) splňuje podmı́nku

∂

∂xi
δij⊥(~x− ~x ′) = 0.

Pro nezávislé dynamické proměnné bychom na pravé straně vztahu (298) očekávali iδijδ(~x − ~x ′).
============================

Dı́ky tomu, že nultá komponenta polarizačńıho čtyřvektoru (271) je v naš́ı vybrané soustavě rovna
nule, můžeme vektor (288) formálně doplnit na čtyřvektor který se podobá operátoru vyskytuj́ıćımu
se v jiných př́ıstupech ke kvantováńı elektromagnetického pole, lǐśı se však od nich vlastnostmi pola-
rizačńıch čtyřvektor̊u.

Âµ(~x) =
∑

~k,λ

1
√

2Vω~k

[

ĉ~k,λε
µ
~k,λ

ei
~k·~x + ĉ†~k,λ

εµ ∗~k,λ
e−i

~k·~x
]

, (299)

3.6.2 Operátor elektromagnetického pole v Heisenbergově obraze

Âµ(x) = eiĤtÂµ(~x)e−iĤt

ĉ~k,λ(t) = eiĤtĉ~k,λe
−iĤt (300)
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Sumaci v Hamiltonově operátoru (294) ted’ vyjádř́ıme pomoćı čárkovaných index̊u, abychom je odlǐsili
od index̊u vybraného operátoru ĉ~k,λ.

Ĥ =
∑

~k′,λ′

ω~k′N̂~k′,λ′

Protože operátory počtu foton̊u v r̊uznych stavech navzájem komutuj́ı, můžeme exponencielu ze součtu
v (300) napsat jako součin exponenciál

eiĤt =
∏

~k′,λ′

e
iω~k′

N̂~k′,λ′
t

a podobně i exponencielu se záporným znaménkem. Ted’ obě vyjádřeńı dosad́ıme do (300) a využijeme,
že plat́ı ĉ~k,λN̂~k′,λ′ = N̂~k′,λ′ ĉ~k,λ kromě př́ıpadu, kdy ~k′ = ~k a současně λ′ = λ. To nám umožňuje všechny
exponenciely až na jednu přesunout z pravého součinu k levému, kde si najdou sobě odpov́ıdaj́ıci
exponencielu s kladným znaménkem a spolu daj́ı jednotku. Z̊ustane nám tak

ĉ~k,λ(t) = e
iω~k

tN̂~k,λ ĉ~k,λe
−iω~k

tN̂~k,λ

Plat́ı přitom [ĉ~k,λ, N̂~k,λ
] = ĉ~k,λ, což nám umožňuje využ́ıt následuj́ıćı větu [dokázanou při odvozováńı

vztahu (199)]: Když dva operátory Â a B̂ splňuj́ı [Â, B̂ ] = Â, pak plat́ı

eiαB̂Âe−iαB̂ = e−iαÂ.

Jako výsledek dostáváme
ĉ~k,λ(t) = e−iω~k

tĉ~k,λ

a
ĉ†~k,λ

(t) = eiω~k
tĉ†~k,λ

.

Čtyřvektorový operátor elektromagnetického pole v Heisenbergově obraze vyjádř́ıme pomoćı kreačńıch
a anihilačńıch operátor̊u v tomto obraze:

Âµ(x) =
∑

~k,λ

1
√
2Vω~k

[

ĉ~k,λε
µ
~k,λ

e−ikx + ĉ†~k,λ
εµ ∗~k,λ

eikx
]

(301)

a rozděĺıme ho na kladně a záporně frekvenčńı část

Âµ(+)(x) =
∑

~k,λ

1
√

2Vω~k
ĉ~k,λε

µ
~k,λ

e−ikx , (302)

Âµ(−)(x) =
∑

~k,λ

1
√

2Vω~k
ĉ†~k,λ

εµ ∗~k,λ
eikx . (303)

Pro komutátor kladně frekvenčńı části se záporně frekvenčńı dostáváme

[

Aµ(+)(x) , Aν(−)(x′)
]

=
∑

~k,λ

∑

~k′,λ′

1

2V
√
ω~kω~k′

[

c~k,λ , c
†
~k′,λ′

]

εµ~k,λ
εν ∗~k′,λ′

e−i(kx−k
′x′)

=
∑

~k

1

2Vω~k
e−ik(x−x

′)
∑

λ

εµ~k,λ
εν ∗~k,λ .

Použijeme definici polarizačńıho tenzoru (272) a ṕı̌seme

[

Aµ(+)(x) , Aν(−)(x′)
]

=
∑

~k

1

2Vω~k
e−ik(x−x

′)Pµν(~k) . (304)

66



V limitě spojitého spektra (V → ∞), kdy

1

V

∑

~k

−→
∫

d3k

(2π)3
,

máme [

Aµ(+)(x) , Aν(−)(x′)
]

= iD(+)µν(x− x′), (305)

kde

D(+)µν(x− x′) = − i

(2π)3

∫
d3k

2ω~k
e−ik(x−x

′)Pµν(~k)

Podobný výsledek dostáváme v limitě spojitého spektra pro komutátor

[

Aµ(−)(x) , Aν(+)(x′)
]

= iD(−)µν(x− x′) (306)

kde

D(−)µν(x− x′) =
i

(2π)3

∫
d3k

2ω~k
eik(x−x

′)Pµν(~k) (307)

V teorii interaguj́ıćıch poĺı, kterou se budeme zabývat v letńım semestru, hraje d̊uležitou úlohu zúžeńı
operátor̊u elektromagnetického pole. Zúžeńı (kontrakce) dvou operátor̊u pole je definováno jako rozd́ıl
Wickova chronologického součinu a normálńıho součinu

Âµ •(x)Âν •(x′) = T [Âµ(x)Âν(x′)]− : Âµ(x)Âν(x′) : . (308)

Při určováńı normálńıho součinu muśıme polńı operátory napsat jako součet kladně frekvenčńıch část́ı
(obsahuj́ı jenom anihilačńı operátory) a záporně frekvenčńıch část́ı (kreačńı operátory). Proto podobný
rozklad použijeme i v chronologickém součinu a dostáváme

Âµ •(x)Âν •(x′) =







[
Aµ(+)(x) , Aν(−)(x′)

]
jestli x0 > x′0

−
[
Aµ(−)(x) , Aν(+)(x′)

]
jestli x0 < x′0

. (309)

Zavedeme ted’ funkci

Dµν
F (x− x′) =







D(+)µν(x− x′) jestli x0 > x′0

−D(−)µν(x− x′) jestli x0 < x′0

(310)

pomoćı které můžeme vztah (309) přepsat na tvar

Âµ •(x)Âν •(x′) = iDµν
F (x− x′). (311)

Pro funkci (310) můžeme pomoćı residuové věty, podobně jako u skalárńıho pole, naj́ıt kompaktńı
vyjádřeńı

Dµν
F (x− x′) =

∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−x

′)

k2 + iε
Pµν(~k) . (312)

Když porovnáme vakuovou středńı hodnotu levé a pravé strany vztahu (308) a využijeme, že levá
strana neńı operátor, ale funkce, a že vakuová středńı hodnota normálńıho součinu je nula, tak můžeme
taky napsat 〈

0
∣
∣
∣T
[

Âµ(x)Âν(x′)
]∣
∣
∣ 0
〉

= iDµν
F (x− x′).

V alternativńım př́ıstupu (Suraj N. Gupta, Konrad Bleuler) ke kvantováńı elektromagnetického
pole se nekladou kalibračńı podmı́nky, ale uvažuj́ı se, kromě dvou fyzikálńıch (transverzálńıch) po-
larizaćı fotonu, i polarizace skalárńı a podélná. Tento př́ıstup je explicitně relativisticky kovariantńı,
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vyskytuj́ı se v něm ale jiné problémy (indefinitńı metrika, nutnost dokazovat, že ve fyzikálńıch proce-
sech se př́ıspěvky skalárńıch a podélných foton̊u navzájem ruš́ı). V polarizačńım tenzoru (272) se tam
sč́ıtá přes všechny čtyři polarizace a tento t́ım nabývá jednodušš́ı tvar

Pµν = −gµν .

Jednodušš́ı tvar nabývá i funkce (312)

Dµν
F (x− x′) = −gµν

∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−x

′)

k2 + iε
, (313)

pomoćı které je vyjádřena kontrakce dvou operátor̊u elektromagnetického pole. Integrál na pravé
straně je roven funkci ∆F (218), poč́ıtanou pro m = 0.

Dá se ukázat, a na konkrétńıch př́ıkladech se o tom přesvědč́ıme, že při výpočtech měřitelných
veličin (účinné pr̊uřezy, rychlosti rozpadu) se členy úměrné čtyřvektoru k v polarizačńım tenzoru
(274) neprojev́ı, pokud je př́ıslušný proces popsán tzv. stromovými Feynmanovými diagramami, které
budeme v letńım semestru výhradně uvažovat. Proto budeme i v našem př́ıstupu použ́ıvat vztah (313).

3.6.3 Odvozeńı vztahu ∇× ~f(p) = (grad p)× ~f ′(p).

Připomeňme výpočet komponent vektorového součinu ~c = ~a × ~b v kartézských souřadnićıch ci =
εijkajbk, kde εijk je kompletně antisymetrický tenzor zafixován podmı́nkou ε123 = 1. Uvažujeme

vektorovou funkci ~f(p) argumentu, který je funkćı souřadnic p = p(x, y, z). Označ́ıme ~f ′ = d~f
dp . Máme

[∇× ~f(p)]i = εijk∇jfk(p) = εijk
∂fk(p)

∂xj
= εijkf

′
k(p)

∂p

∂xj
,

kde jsme použili pravidlo pre derivaci složené funkce. Po záměně pořad́ı součinitel̊u máme

[∇× ~f(p)]i = εijk
∂p

∂xj
f ′k(p) = εijk(∇ p)jf

′
k(p) = [(∇p)× ~f ′(p)]i .

Protože to plat́ı pro všechna i, plat́ı to i ve vektorovém tvaru.

3.7 Klasická teorie spinorového pole

Pole definované diracovským bispinorem (který je řešeńım Diracovy rovnice pro volný hmotný fermion
se spinem 1/2) je osmikomponentńı, v každém bodě prostoru máme osm nezávislých dynamických
proměnných, tj. osm reálných funkćı času. Jsou to reálné a imaginárńı části čtyř komplexńıch funkćı
prostorových souřadnic a času ψ1, ψ2, ψ3 a ψ4, které jsou komponentami jednosloupcové čtyřřádkové
matice ψ(x). Mı́sto nich je výhodné pracovat s osmi lineárně nezávislými lineárńımi kombinacemi
těchto reálných funkćı, které se vyb́ıraj́ı jako ψa a ψa pro a = 1, . . . 4.20 Konkrétńı tvar dynamických
proměnných ψa záv́ıśı od reprezentace gama matic, pro nejčastěji použ́ıvanou Diracovu reprezentaci
je např. ψ3 = −Re ψ3 + i Im ψ3.

3.7.1 Lagrange̊uv formalismus

Jedna z možných Lagrangeových hustot spinorového pole má tvar

L =
i

2

[
ψ(x)γµ(∂µψ(x)) − (∂µψ(x))γ

µψ(x)
]
−mψ(x)ψ(x). (314)

Osm polńıch Lagrangeových rovnic (a = 1, . . . , 4)

∂ν
∂L

∂(∂νψa)
− ∂L
∂ψa

= 0

∂ν
∂L

∂(∂νψa)
− ∂L
∂ψa

= 0

20Připomı́náme, že Diracovsky sdružený spinor je jednořádková čtyřsloupcová matice definovaná pomoćı hermitovsky
sdruženého spinoru vztahem ψ = ψ†γ0.
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vede na osm rovnic pro komponenty spinor̊u ψ a ψ, které se daj́ı zapsat v maticovém tvaru jako známá
Diracova rovnice (58)

(i/∂ −m)ψ(x) = 0

a rovnice k ńı dirakovsky sdružená (71)

ψ(x)
(

i /
←

∂ +m
)

= 0 .

3.7.2 Hamilton̊uv formalismus

Komponenty konjugovaných poĺı jsou podle obecné definice (171) rovny

πa(x) =
∂L

∂(∂0ψa)
=

i

2
(ψ(x)γ0)a , (315)

πa(x) =
∂L

∂(∂0ψa)
= − i

2
(γ0ψ(x))a . (316)

Hamiltonovu hustotu źıskáme pomoćı polńı Legendreovy duálńı transformace (172)

H =
4∑

a=1

[

πaψ̇a + πaψ̇a

]

− L .

Vycháźı

H(ψ,ψ) =
i

2

[

(∂kψ(x))γ
kψ(x)− ψ(x)γk(∂kψ(x))

]

+mψ(x)ψ(x) (317)

Z obecného vztahu pro tenzor energie-hybnosti N -komponentńıho pole (173)

T µν =

N∑

n=1

∂L
∂(∂µφn)

∂νφn − L gµν (318)

pro spinorové pole plyne

T µν =
i

2

[
ψγµ∂νψ − (∂νψ)γµψ

]
, (319)

kde jsme už využili, že z Diracovy rovnice pro spinor ψ a spinor k němu dirakovsky sdružený vyplýva

iγα∂αψ = mψ,

i∂αψγ
α = −mψ, (320)

což po dosazeńı do (314) vede k L = 0. Jestliže ještě použijeme symbol ↔ definován vztahem

f1(x)
↔

∂νf2(x) = f1(x)∂
νf2(x)− [∂νf1(x)]f2(x)

dostáváme

T µν(x) =
i

2
ψ(x)γµ

↔

∂νψ(x). (321)

Od času nezávislý čtyřvektor energie-hybnosti spinorového pole je proto roven

P ν =
i

2

∫

(V )
ψ†(x)

↔

∂νψ(x)d3x. (322)

V daľśım využijeme, že po zavedeńı označeńı21

X(x) = iψ̇(x) (323)

21Tato veličina nemá specielńı význam, ale usnadńı nám výpočet Hamiltonova operátoru spinorového pole.
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přecháźı hustota energie na tvar

T 00(x) =
1

2

[

X†(x)ψ(x) + ψ†(x)X(x)
]

. (324)

Obecné řešeńı Diracovy rovnice jsme psali ve tvaru

ψ(x) =
∑

~p,s

1
√

2VE~p

[
e−ipxu(~p, s)b~p,s + eipxv(~p, s)d∗~p,s

]
, (325)

ze kterého pro veličinu definovanou vztahem (323) máme

X(x) =
∑

~p,s

√

E~p

2V

[
e−ipxu(~p, s)b~p,s − eipxv(~p, s)d∗~p,s

]
. (326)

3.8 Kvantová teorie spinorového pole

3.8.1 Operátor spinorového pole ve Schrödingerově obraze

Obecné řešeńı Diracovy rovnice (325) přeṕı̌seme na tvar

ψ(~x, t) =
∑

~p,s

1
√

2VE~p

[

ei~p·~xu(~p, s)b~p,s(t) + e−i~p·~xv(~p, s)d ∗~p,s(t)
]

,

kde b~p,s(t) = b~p,se
−iE~pt a d ∗~p,s(t) = d ∗~p,se

iE~pt. Podobně jako při přechodu od klasické mechaniky ke
kvantové, i tady se z dynamických proměnných, které jsou funkcemi času, stávaj́ı operátory od času
nezávislé:

ψ(~x, t) −→ ψ̂(~x)

b~p,s(t) −→ b̂~p,s

d∗~p,s(t) −→ d̂ †~p,s

ψ̂(~x) =
∑

~p,s

1
√

2VE~p

[

ei~p·~xu(~p, s)b̂~p,s + e−i~p·~xv(~p, s)d̂ †~p,s

]

. (327)

3.8.2 Operátor energie spinorového pole

Hamilton̊uv operátor spinorového pole je dán objemovým integrálem

Ĥ =

∫

(V )
Ĥ(~x)d3x (328)

z operátoru Hamiltonovy hustoty

Ĥ(~x) =
i

2

[

(∂kψ̂(~x))γ
kψ̂ − ψ̂γk(∂kψ̂(~x))

]

+mψ̂ψ̂. (329)

Výpočet t́ımto zp̊usobem je však komplikovaný, máme tři př́ıspevky (i když u druhého se dá využ́ıt,
že je hermitovsky sdružený k prvńımu). V každém z nich se vyskytuj́ı členy utvořené ze spinor̊u u a
v které se nedaj́ı jednoduše vyjádřit a vyruš́ı se až po sloučeńı všech tř́ı př́ıspěvk̊u.

Použijeme proto alternativńı vyjádřeńı (324) hustoty energie klasického spinorové pole, ve kterém
nahrad́ıme klasické proměnné operátory

Ĥ(~x) =
1

2

[

X̂†(~x)ψ̂(~x) + ψ̂†(~x)X̂(~x)
]

. (330)

Operátor X̂ źıskáme tak, že ve vztahu (326) přejdeme od klasických proměnných k operátor̊um

X̂(~x) =
∑

~p,s

√

E~p

2V

[

ei~p·~xu(~p, s)b̂~p,s − e−i~p·~xv(~p, s)d̂ †~p,s

]

. (331)
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Poč́ıtejme nejdř́ıv př́ıspěvek k operátoru energie pole (328) od prvńıho členu v hranaté závorce v (330),
t.j.

Ĥ1 =
1

2

∫

(V )
X̂†(~x)ψ̂(~x)d3x . (332)

Pro ψ̂(~x) použijeme vyjádřeńı (327). Hermitovským sdružeńım vztahu (331) a očárkováńım sč́ıtaćıch
index̊u dostáváme

X̂†(~x) =
∑

~p ′,s′

√

E~p ′

2V

[

e−i~p
′·~xu†(~p ′, s′)b̂ †~p ′,s′ − ei~p

′·~xv†(~p ′, s′)d̂~p ′,s′

]

. (333)

Po dosazeńı (333) a (327) do (332) a při využit́ı vztah̊u typu

∫

(V )
ei(~p−~p

′)·~xd3x = Vδp̃,p̃ ′ (334)

postupně dostáváme

Ĥ1 =
1

4V

∑

~p,s
~p ′,s′

√

E~p ′

E~p

∫

(V )

[

e−i~p
′·~xu†(~p ′, s′)b̂ †~p ′,s′ − ei~p

′·~xv†(~p ′, s′)d̂~p ′,s′

]

×
[

ei~p·~xu(~p, s)b̂~p,s + e−i~p·~xv(~p, s)d̂ †~p,s

]

d3x

=
1

4

∑

~p,s
~p ′,s′

√

E~p ′

E~p

[

u†(~p ′, s′)u(~p, s)δ~p ′,~p b̂
†
~p ′,s′ b̂~p,s + u†(~p ′, s′)v(~p, s)δ~p ′,−~p b̂

†
~p ′,s′ d̂

†
~p,s

− v†(~p ′, s′)u(~p, s)δ~p ′,−~p d̂~p ′,s′ b̂~p,s − v†(~p ′, s′)v(~p, s)δ~p ′,~p d̂~p ′,s′ d̂
†
~p,s

]

=
1

4

∑

~p,s,s′

[

u†(~p, s′)u(~p, s)b̂†~p,s′ b̂~p,s + u†(−~p, s′)v(~p, s)b̂†
−~p,s′d̂

†
~p,s

− v†(−~p, s′)u(~p, s)d̂−~p,s′ b̂~p,s − v†(~p, s′)v(~p, s)d̂~p,s′d̂
†
~p,s

]

.

Ted’ využijeme některé ze vztah̊u (102-109), konkrétně,

u†(~p, s′)u(~p, s) = v†(~p, s′)v(~p, s) = 2E~p δs′,s , (335)

u†(−~p, s′)v(~p, s) = v†(−~p, s′)u(~p, s) = 0

a dostáváme

Ĥ1 =
1

2

∑

~p,s

E~p

(

b̂ †~p,sb̂~p,s − d̂~p,sd̂
†
~p,s

)

. (336)

Podobně bychom mohli poč́ıtat i př́ıspěvek k operátoru energie pole (328) od druhého členu v hranaté
závorce ve vztahu (330)

Ĥ2 =
1

2

∫

(V )
ψ̂†(~x)X̂(~x)d3x .

Neńı to však nutné. Využijeme, ze druhý člen je hermitovsky sdružený k prvńımu a že tedy i integrál
z něho muśı být hermitovsky sdružený k Ĥ1. Ze vztahu (336) je vidět, že operátor Ĥ1 vyšel jako
hermitovský. Proto je Ĥ2 = Ĥ1 a

Ĥ =
∑

~p,s

E~p

(

b̂ †~p,sb̂~p,s − d̂~p,sd̂
†
~p,s

)

. (337)

Prvńı člen v závorce můžeme interpretovat jako operátor počtu částic s hybnost́ı ~p ve spinovém stavu
s

N̂~p,s = b̂ †~p,sb̂~p,s . (338)
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Po jeho vynásobeńı energíı jedné částice E~p a provedeńı součtu, jak je to uděláno v (337), dostáváme
správně operátor energie všech částic v objemu V .

Druhý člen v (337) však podobnou interpretaci neumožňuje. Kdybychom předpokládali (podobně
jako u skalárńıho a elektromagnetického pole) platnost komutačńıho vztahu

[

d̂~p,s , d̂
†
~p ′,s′

]

= δ~p,~p ′δs,s′ (339)

v̊ubec si nepomůžeme, protože operátor počtu antičástic

N̂ ~p,s = d̂ †~p,sd̂~p,s (340)

by do sumy v (337) vstupoval s negativńım znaménkem. Když však předpokládáme, že pro operátory
spinorového pole jsou komutačńı vztahy nahrazeny antikomutačńımi, t.j. jestliže mı́sto (339) naṕı̌seme

{

d̂~p,s , d̂
†
~p ′,s′

}

= δ~p,~p ′ δs,s′ (341)

kde symbol s kroucenými závorkami, nazývany antikomutátorem, je definován vztahem

{

Â , B̂
}

= ÂB̂ + B̂Â , (342)

tak můžeme psát d̂~p,sd̂
†
~p,s = −d̂ †~p,sd̂~p,s + 1 = −N̂ ~p,s + 1. Hamilton̊uv operátor (337) přecháźı na tvar

Ĥ =
∑

~p,s

E~p

(

N̂~p,s + N̂ ~p,s − 1
)

,

ve kterém je už operátor počtu antičástic se správným znaménkem. Objevuje sa tam však záporné
nekonečno ∑

~p,s

(
−E~p

)
= −∞.

Můžeme se ho zbavit třeba t́ım, že prohláśıme, že energie je určena až na aditivńı konstantu, takže tu
konstantu nemuśıme psát. Korektněǰśı zp̊usob je redefinovat operátor Hamiltonovy hustoty zavedeńım
normálńıho součinu

Ĥ(~x) = :
i

2

[

(∂kψ̂(~x))γ
kψ̂ − ψ̂γk(∂kψ̂(~x))

]

+mψ̂ψ̂ : , (343)

který sa pak objev́ı i ve vztahu (337). Když nav́ıc doplńıme definici normálńıho součinu tak, že při

výměně pořad́ı dvou operátor̊u spinoroveho pole se změńı znaménko, tak bude :d̂~p,sd̂
†
~p,s: = −d̂ †~p,sd̂~p,s a

Hamilton̊uv operátor dostáváme ve tvaru

Ĥ =
∑

~p,s

E~p

(

N̂~p,s + N̂ ~p,s

)

, (344)

který vyjadřuje to, co od něho očekáváme.
Opodstatněnost předpoklad̊u které jsme učinili (antikomutačńı vztahy mı́sto komutačńıch, do-

datečné pravidlo normálńıho součinu) si ověř́ıme výpočtem daľśıch dvou operátor̊u spinorového pole:
celkového náboje a celkové hybnosti.

Operátor náboje spinorového pole urč́ıme jako integrál z operátoru hustoty náboje. Ten źıskáme
tak, že z klasické hustoty náboje, která je součinem náboje částice a hustoty pravděpodobnosti

ρ
Q
(x) = (−e)ψ†(x)ψ(x)

uděláme operátor (hned ho definujeme i s normálńım součinem). Pro operátor náboje tak máme

Q̂ = (−e)
∫

(V )
: ψ̂†(~x)ψ̂(~x) : d3x. (345)
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Pro operátor ψ̂(~x) použijeme vztah (327), ze kterého plyne i vztah pro operátor hermitovsky sdružený

ψ̂†(~x) =
∑

~p ′,s′

1
√

2V E~p ′

[

e−i~p
′·~xu†(~p ′, s′)b̂ †~p ′,s′ + ei~p

′·~xv†(~p ′, s′)d̂~p ′,s′

]

. (346)

V něm jsme zvolili sč́ıtaćı indexy čárkované. Po dosazeńı (327) a (346) do (345) a úpravách s využit́ım
(334) a (335) dostáváme vztah

Q̂ = (−e)
∑

~p,s

(

N̂~p,s − N̂ ~p,s

)

, (347)

který má jasnou fyzikálńı interpretaci a ř́ıká, že náboj antičástice je opačný jako náboj částice.
Určeme nakonec operátor hybnosti spinoroveho pole. Ve vztahu (322) pro k-tou komponentu hyb-

nosti klasického spinorového pole přejdeme k operátor̊um a máme

P̂ k =
i

2

∫

: ψ̂†(~x)
↔

∂kψ̂(~x) : d3x . (348)

Na pravé straně je součet dvou pŕıspěvk̊u

P̂ k
1 =

i

2

∫

: ψ̂†(~x)∂kψ̂(~x) : d3x (349)

a

P̂ k
2 = − i

2

∫

:
[

∂kψ̂†(~x)
]

ψ̂(~x) : d3x .

Plat́ı P̂ k
2 = [P̂ k

1 ]
†, takže stač́ı vypoč́ıst jenom P̂ k

1 . Použijeme vztah (327) spolu s

∂kei~p·~x = −ipkei~p·~x

a dostaneme

∂kψ̂(~x) = −i
∑

~p,s

pk
√
2VE~p

[

ei~p·~xu(~p, s)b̂~p,s − e−i~p·~xv(~p, s)d̂ †~p,s

]

.

Po dosazeni tohoto vztahu a (346) do (349), vyjádřeńı integrál̊u z exponent pomoćı vztah̊u typu (334)
a využit́ı tak źıskaných Kroneckerových symbol̊u na provedeńı sumace pres ~p ′ dostáváme

P̂ k
1 =

1

2

∑

~p,s

pk

2E~p

∑

s′

:
[

u†(~p, s′)u(~p, s)b̂†~p,s′ b̂~p,s − u†(−~p, s′)v(~p, s)b̂†
−~p,s′ d̂

†
~p,s

+ v†(−~p, s′)u(~p, s)d̂−~p,s′ b̂~p,s − v†(~p, s′)v(~p, s)d̂~p,s′ d̂
†
~p,s

]

: .

V prvńım a čtvrtém členu využijeme normováńı spinor̊u

u†(~p, s′)u(~p, s) = v†(~p, s′)(~p, s) = 2E~p δs′,s,

a dále to, ze normálńı součin změńı pořad́ı operátor̊u ve čtvrtém členu a i jeho znaménko. Kde se dá,
zavedeme operátory počtu částic a antičástic.

P̂ k
1 =

1

2

∑

~p,s

pk
(

N̂~p,s + N̂ ~p,s

)

+ Q̂k

kde jsme oznacili

Q̂k = −1

2

∑

~p

pk

2E~p

∑

s,s′

[

u†(−~p, s′)v(~p, s)b̂†
−~p,s′ d̂

†
~p,s − v†(−~p, s′)u(~p, s)d̂−~p,s′ b̂~p,s

]

.

Ze vztah̊u (335) plyne Q̂k = 0. Protože pak je operátor P̂ k
1 hermitovsky, P̂ k

2 = P̂ k
1 a P̂ k = ˆ2P k

1 :

P̂ k =
∑

~p,s

pk
(

N̂~p,s + N̂ ~p,s

)

,

neboli ve vektorovém tvaru
~̂P =

∑

~p,s

~p
(

N̂~p,s + N̂ ~p,s

)

. (350)
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3.8.3 Kreačńı a anihilačńı operátory, operátory počtu částic a antičástic. Fok̊uv prostor
pro fermiony

Při hledáńı tř́ı operátor̊u týkaj́ıćıch se globálnich veličin spinorového pole (Ĥ , Q̂, ~̂P ) jsme zjistili, že
akceptovatelné výsledky dostaneme když předpokládáme, že kreačńı a anihilačńı operátory antičástic
splňuj́ı antikomutačńı relace mı́sto komutačńıch. Je však možné, že toto představuje jenom ”špičku
ledovce”a že všechny myslitelné relace mezi všemi kreačńımi a anihilačńımi operátory jsou antiko-
mutačńı. Jedná se o těchto šest vztah̊u:

{

b̂~p,s , b̂
†
~p ′,s′

}

=
{

d̂~p,s , d̂
†
~p ′,s′

}

= δ~p,~p ′ δs,s′ , (351)

{

b̂~p,s , b̂~p ′,s′

}

=
{

d̂~p,s , d̂~p ′,s′

}

=
{

b̂~p,s , d̂~p ′,s′

}

=
{

b̂~p,s , d̂
†
~p ′,s′

}

= 0 . (352)

Daľśı čtyři jsou už d̊usledkem (352) a toho, že antikomutátor se nezměńı, když v něm prohod́ıme
pořad́ı operátor̊u:

{

b̂ †~p,s , b̂
†
~p ′,s′

}

=
{

d̂ †~p,s , d̂
†
~p ′,s′

}

=
{

b̂ †~p,s , d̂
†
~p ′,s′

}

=
{

b̂ †~p,s , d̂~p ′,s′

}

= 0 . (353)

Formalismus kreačńıch a anihilačńıch operátor̊u, jak jsme jej použ́ıvali v př́ıpadě kvantovaného skalárńıho
a elektromagnetického pole, byl založen na vztaźıch odvozených pro zvyšovaćı a snižovaćı operátor
v sekci 1.1 studijńıho materiálu I. Podle tohoto vzoru jsme pro každý jednočásticový stav definovali
anihilačńı a kreačńı operátor, splňuj́ıćı stejný komutátor jako snižovaćı operátor se zvyšovaćım. Ještě
jsme dodali podmı́nku, že všechny operátory odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným jednočásticovým stav̊um navzájem
komutuj́ı.

Nahrazeńı komutačńıch vztah̊u mezi operátory vztahy antikomutačńımi má významné d̊usledky.
Pro srovnáńı uved’me komutačńı vztah mezi kreačńımi operátory skalárńı částice ve dvou r̊uzných

stavech
[

a†~k
, a†~k′

]

= 0. V př́ıpadě ~k′ = ~k se z něj stává nic nevypov́ıdaj́ıćı identita. Když si ale

naṕı̌seme prvńı antikomutátor ze série vztah̊u (353) pro ~p ′ = ~p a s′ = s, dostáváme22

b̂ †~p,sb̂
†
~p,s =

(

b̂ †~p,s

)2
= 0 .

Z toho plyne, že když p̊usob́ıme na stavový vektor

∣
∣1~p,s

〉
= b̂ †~p,s |0〉

kreačńım operátorem b̂ †~p,s nedostaneme stav se dvěmi částicemi, ale nulu. Takže neńı možné, aby se
v určitém stavu nacházelo v́ıc částic než jedna (Pauliho princip). Rovnice pro vlastńı stavy a vlastńı
hodnoty operátoru počtu částic je tedy

N̂~p,s

∣
∣n~p,s

〉
= n~p,s

∣
∣n~p,s

〉
pro n~p,s = 0, 1 (354)

Ted’ si ověř́ıme, že vyjádřeńı operátor̊u počtu částic v určitém jednočásticovém stavu, charakterizo-
vaném hybnost́ı ~p a indexem spinového stavu s,

N̂~p,s = b̂ †~p,sb̂~p,s

plat́ı i po přechodu k antikomutátor̊um. Pro jednoduchost nebudeme psát indexy. Vycháźıme ze vztah̊u

b̂ b̂† + b̂†b̂ = 1 |1 >= b̂†|0 > |0 >= b̂ |1 > b̂ |0 >= 0 b̂†b̂† = 0

Označme ted’ N̂ = b̂†b̂ a poč́ıtejme

N̂ |1 >= b̂†b̂ b̂†|0 >= b̂†(1− b̂†b̂)|0 >= 1 |1 >

N̂ |0 >= b̂†b̂ |0 >= 0 |0 >
22Zabýváme se částicemi, ale všechno co bude v daľśım odvozeno, plat́ı i pro antičástice.
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Tyto dva výsledky jsou ve shodě se vztahem (354). Vyjádřeńı operátoru počtu částic jako součinu
kreačńıho a anihilačńıho operátoru z̊ustává v platnosti i po přechodu k antikomutátor̊um.

Z toho, že pro fermionové operátory plat́ı antikomutačńı vztahy, plyne daľśı d̊uležitý vztah

N̂k = N̂ pro k ≥ 1 . (355)

Důkaz provedeme metodou matematické indukce.
a) k=2

N̂2 = b̂†b̂ b̂†b̂ = b̂†(1− b̂†b̂)b̂ = N̂

b) předpokládáme, že vztah plat́ı pro l = k − 1, tj že N̂ l = N̂ a poč́ıtáme

N̂k = N̂ lN̂ = N̂N̂ = N̂ .

V posledńım kroku jsme jsme použili a). Tı́m je d̊ukaz proveden.
Vztah (355) poskytuje alternativńı d̊ukaz, že v každém stavu může být nanejvýš jedna částice.

Vycháźıme ze vztahu
N̂ |n >= n|n >

Uplatńıme na něj operátor N̂ . Na levé straně vzniklé rovnice uplatńıme (355) a na pravé nahrad́ıme
operátor N̂ vlastńı hodnotou n. Dostáváme daľśı vztah

N̂ |n >= n2|n > .

Odečteńım vztah̊u dostáváme rovnici
n(n− 1) = 0 ,

která má dvě zjevná řešeńı.
Ted’ ještě dokážeme, že operátory počtu částic v r̊uzných stavech mezi sebou komutuj́ı, tj že plat́ı

[

N̂~p,s , N̂~p′,s′

]

= 0 . (356)

Pro jednoduchost si označ́ıme N̂i = N̂~p,s a N̂j = N̂~p′,s′ , stř́ı̌sky nad operátory neṕı̌seme.

NiNj = b†ibi b
†
jbj = b†i (δij − b†jbi)bj = b†ibjδij + b†ib

†
jbjbi = b†ibjδij − b†jb

†
i bjbi

= b†ibjδij − b†j(δij − bjb
†
i )bi = (b†i bj − b†jbi)δij +NjNi = NjNi

Komutace operátor̊u počtu částic s operátory počtu antičástic se dokazuje ještě jednoduššeji,
protože ted’ jsou všechny antikomutátory nulové.

Báze Fokova prostoru pro fermiony je jednodušš́ı než pro bozony (skalárńı částice, fotony) protože
stavy s v́ıce než jednou částićı (antičástićı) se stejnými kvantovými č́ısly jsou vyloučeny.

3.8.4 Operátor spinorového pole v Heisenbergově obraze

V Heisenbergově obraze stavové vektory od času nezáviśı, kdežto operátory ano. Přechod ze Schrödin-
gerova obrazu do Heisenbergova je obecně zprostředkován unitárńı transformaćı stav̊u

|Φ >H= Û(t)|Φ; t >S

a operátor̊u
ÔH(t) = Û(t)ÔSÛ

†(t),

kde unitárńı operátor Û(t) je dán vztahem

Û(t) = eiĤt. (357)

V př́ıpadě spinorového pole je Hamilton̊uv operátor roven

Ĥ =
∑

~p,s

E~p

(

N̂~p,s + N̂ ~p,s

)

(358)

75



a operátor (357) je dán exponentou ze součtu př́ıspěvk̊u jednotlivých stav̊u částic a antičástic ve tvaru
součinu energie jedné částice a operátoru počtu částic nebo antičástic. Protože všechny operátory
počtu mezi sebou komutuj́ı

[

N̂~p′,s′ , N̂~p,s

]

=
[

N̂~p′,s′ , N̂ ~p,s

]

=
[

N̂ ~p′,s′ , N̂ ~p,s

]

= 0,

můžeme exponentu ze součtu napsat jako součin exponent

Û(t) =
∏

~p ′,s′

eiE~p ′N̂~p′,s′ t eiE~p ′N̂~p′,s′ t (359)

a podobně pro operátor hermitovsky sdružený

Û †(t) =
∏

~p ′,s′

e−iE~p ′N̂~p′,s′ t e−iE~p ′N̂~p′,s′ t. (360)

Budeme hledat operátor ψ̂ v Heisenbergově obraze

ψ̂(x) = Û(t)ψ̂(~x)Û †(t).

Indexy S a H jsme potlačili, př́ıslušnost k určitému obrazu je zřejmá z argumentu operátoru, kterým je
bud’to prostorový vektor ~x (Schrödinger̊uv obraz) nebo časoprostorový vektor x ≡ (t, ~x) (Heisenberg̊uv
obraz). Ze vztahu (327) je vidět, že když operátor ψ̂(~x) oblož́ıme operátory Û(t) a Û †(t), na pravé

straně vztahu (327) dojde k obložeńı operátor̊u b̂~p,s a d̂ †~p,s, ostatńıch prvk̊u se p̊usobeńı operátor̊u

netýká. Operátor ψ̂(x) bude pomoćı anihilačńıch a kreačńıch operátor̊u v Heisenbergově obraze

b̂~p,s(t) = Û(t)b̂~p,sÛ
†(t) (361)

a
d̂ †~p,s(t) = Û(t)d̂ †~p,sÛ

†(t)

vyjádřen stejně jako byl operátor ψ(~x) vyjádřen pomoćı b̂~p,s a d̂ †~p,s ve Schrödingerově obraze. Plat́ı
tedy

ψ̂(x) =
∑

~p,s

1
√

2VE~p

[

ei~p·~xu(~p, s)b̂~p,s(t) + e−i~p·~xv(~p, s)d̂ †~p,s(t)
]

. (362)

Po dosazeńı (359) a (360) do (361) máme

b̂~p,s(t) =
∏

~p ′,s′

(

eiE~p ′ N̂~p′,s′ t eiE~p ′ N̂~p′,s′ t

)

b̂~p,s
∏

~p ′,s′

(

e−iE~p ′N̂~p′,s′ t e−iE~p ′N̂~p′,s′ t

)

. (363)

Jestli ~p ′ 6= ~p nebo s′ 6= s tak plat́ı

b̂~p,sN̂~p′,s′ = b̂~p,sb̂
†
~p ′,s′ b̂~p ′,s′ = −b̂ †~p ′,s′ b̂~p,sb̂~p ′,s′ = b̂ †~p ′,s′ b̂~p ′,s′ b̂~p,s = N̂~p′,s′ b̂~p,s,

čili
[

b̂~p,s , N̂~p′,s′

]

= 0. Podobně se dá ukázat, že vztah
[

b̂~p,s , N̂ ~p′,s′

]

= 0 plat́ı pro všechny ~p ′ a s′.

Proto ve vztahu (363) můžeme všechny exponenty až na jednu přenést z jedné závorky do druhé, kde
po vynásobeńı vhodným partnerem daj́ı jedničku. Z̊ustane nám tak

b̂~p,s(t) = eiE~pN̂~p,st b̂~p,s e−iE~pN̂~p,st

Exponenty tam vystupuj́ıćı se daj́ı upravit pomoćı vztahu (N̂~p,s)
k = N̂~p,s pro k ≥ 1. Dostáváme

eiE~pN̂~p,st = 1 +

∞∑

k=1

(iE~pt)
k

k!
N̂k

~p,s = 1 + N̂~p,s

∞∑

k=1

(iE~pt)
k

k!
= 1 + N̂~p,s

(
eiE~pt − 1

)
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a
b̂~p,s(t) =

[

1 + N̂~p,s

(
eiE~pt − 1

)]

b̂~p,s

[

1 + N̂~p,s

(
e−iE~pt − 1

)]

Ted’ využijeme, že plat́ı

b̂~p,sN̂~p,s = b̂~p,sb̂
†
~p,sb̂~p,s = b̂~p,s

(

1− b̂~p,sb̂
†
~p,s

)

= b̂~p,s

i
N̂~p,sb̂~p,s = b̂ †~p,sb̂~p,sb̂~p,s = 0

a dostáváme
b̂~p,s(t) = e−iE~ptb̂~p,s.

Podobně by se ukázalo, že
d̂~p,s(t) = e−iE~ptd̂~p,s

a tedy
d̂ †~p,s(t) = eiE~ptd̂ †~p,s.

Pro operátory spinorového pole v Heisenbergově obraze po využit́ı E~pt− ~p · ~x = px dostáváme

ψ̂(x) =
∑

~p,s

1
√

2VE~p

[

e−ipxu(~p, s)b̂~p,s + eipxv(~p, s)d̂ †~p,s

]

(364)

a

ψ̂(x) =
∑

~p,s

1
√

2VE~p

[

eipxu(~p, s)b̂ †~p,s + e−ipxv(~p, s)d̂~p,s

]

. (365)

3.8.5 Antikomutačńı vztahy a zúžeńı operátor̊u spinorového pole

Někdy je výhodné rozložit operátory spinorového pole (364) a (365) v Heisenbergově obraze na kladně
a záporně frekvenčńı části

ψ̂(x) = ψ̂(+)(x) + ψ̂(−)(x)

ψ̂(x) = ψ̂(+)(x) + ψ̂(−)(x) (366)

kde

ψ̂(+)(x) =
∑

~p,s

1
√

2VE~p

e−ipxu(~p, s)b̂~p,s , (367)

ψ̂(−)(x) =
∑

~p,s

1
√

2VE~p

eipxv(~p, s)d̂ †~p,s , (368)

ψ̂(+)(x′) =
∑

~p ′,s′

1
√

2VE~p ′

e−ip
′x′

v(~p ′, s′)d̂~p ′,s′, (369)

ψ̂(−)(x′) =
∑

~p ′,s′

1
√

2VE~p ′

eip
′x′

u(~p ′, s′)b̂ †~p ′,s′ . (370)

Kv̊uli pozděǰśımu použit́ı jsme části operátoru ψ̂ vyjádřili v časoprostorovém bodě x′ a sumačńı in-
dexy jsme zvolili čárkované. Následuj́ıćı dva antikomutátory jsou nulové, protože všechny spinorové
anihilačńı operátory mezi sebou antikomutuj́ı, stejně jako všechny operátory kreačńı.

{

ψ̂(+)
a (x) , ψ̂

(+)
b (x′)

}

=
{

ψ̂(−)
a (x) , ψ̂

(−)
b (x′)

}

= 0 (371)
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Maticové indexy a a b jsme museli zavést, protože pro celé nečtvercové matice nemá antikomutátor
(ani komutátor) smysl. Ted’ poč́ıtejme antikomutátor

{

ψ̂(+)
a (x) , ψ̂

(−)
b (x′)

}

=
1

2V

∑

~p,s
~p ′,s′

1
√
E~p ′E~p

e−ipxua(~p, s)e
ip′x′

ub(~p
′, s′)

{

b̂~p,s , b̂
†
~p ′,s′

}

=
∑

~p

1

2VE~p
e−ip(x−x

′)
∑

s=1,2

ua(~p, s)ub(~p, s) (372)

Využijeme, že plat́ı
∑

s=1,2

ua(~p, s)ub(~p, s) = (/p +m)ab

a taky
pµe
−ipx = i∂µe

−ipx, (373)

č́ımž dostáváme {

ψ̂(+)
a (x) , ψ̂

(−)
b (x′)

}

= (i/∂ +m)ab
∑

~p

1

2VE~p
e−ip(x−x

′).

S podobnou sumou jsme se setkali u skalárńıho pole, tam se jenom použ́ıvalo jiné označeńı (k mı́sto
p, ω~k mı́sto E~p). Tam se ukázalo, že v limitě neomezeně rostoućıho normalizačńıho objemu plat́ı

lim
V→∞

∑

~p

1

2VE~p
e−ip(x−x

′) = i ∆(+)(x− x′),

kde

∆(+)(x− x′) = − i

(2π)3

∫
d3p

2E~p
e−ip(x−x

′).

Když ted’ zavedeme čtvercovou (4x4) matici funkćı předpisem

S(+)(x− x′) = (i/∂ +m)∆(+)(x− x′),

v limitě neomezeně rostoućıho normalizačńıho objemu dostávame

{

ψ̂(+)
a (x) , ψ̂

(−)
b (x′)

}

= iS
(+)
ab (x− x′).

Podobně v této limitě vyjde

{

ψ̂(−)
a (x) , ψ̂

(+)
b (x′)

}

= iS
(−)
ab (x− x′).

kde
S(−)(x− x′) = (i/∂ +m)∆(−)(x− x′)

je matice funkćı definována pomoćı funkce ∆(−), známé z kvantové teorie skalárńıho pole jako

∆(−)(x− x′) =
i

(2π)3

∫
d3p

2E~p
eip(x−x

′) = [∆(+)(x− x′)]∗.

Zúžeńı (contraction) spinorových operátor̊u (364) a (365)

ψ̂•a(x)ψ̂
•
b(x
′) = T [ψ̂a(x)ψ̂b(x

′)]− : ψ̂a(x)ψ̂b(x
′) : (374)

je definováno jako rozd́ıl Wickova chronologického součinu a normálńıho součinu. U obou součin̊u
plat́ı pravidlo, že při každé výměne pořad́ı dvou spinorových operátor̊u se měńı znaménko. Když
si uvědomı́me, že kladně frekvenčńı operátory obsahuj́ı jenom anihilačńı operátory, kdežto záporně
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frekvenčńı jenom kreačńı, tak pro normálńı součin máme (časoprostorové argumenty kv̊uli stručnosti
neṕı̌seme)

: ψ̂aψ̂b : = ψ̂(+)
a ψ̂

(+)
b − ψ̂

(−)
b ψ̂(+)

a + ψ̂(−)
a ψ̂

(+)
b + ψ̂(−)

a ψ̂
(−)
b . (375)

Wick̊uv chronologický součin záviśı od pořad́ı časových argument̊u

T [ψ̂a(x)ψ̂b(x
′)] =







ψa(x)ψ̂b(x
′) jestli x0 > x′0

−ψ̂b(x
′)ψa(x) jestli x0 < x′0

(376)

Když ted’ vyjádř́ıme součiny operátor̊u na pravé straně vztahu (376) pomoćı jejich kladně a záporně
frekvenčńıch část́ı podle (366) a spolu s (375) dosad́ıme do vztahu (374) dostáváme

ψ̂•a(x)ψ̂
•
b(x
′) =







{

ψ̂
(+)
a (x) , ψ̂

(−)
b (x′)

}

jestli x0 > x′0

−
{

ψ̂
(−)
a (x) , ψ̂

(+)
b (x′)

}

jestli x0 < x′0

. (377)

Antikomutátory na pravé straně jsou vyjádřeny pomoćı funkćı S(+) a S(−), zaved’me tedy funkci

SF (x− x′) =







S(+)(x− x′) jestli x0 > x′0

−S(−)(x− x′) jestli x0 < x′0

, (378)

která nám umožńı přepsat vztah (377) v kompaktńım tvaru

ψ̂•a(x)ψ̂
•
b(x
′) = i [SF (x− x′)]ab (379)

Matice funkćı SF (x − x′) se nazývá Feynmanovým propagátorem spinorového pole a dá se vyjádřit
pomoćı funkce ∆F (x− x′), zavedené u skalárńıho pole

SF (x− x′) = (i/∂ +m)∆F (x− x′). (380)

Protože plat́ı

∆F (x− x′) =
1

(2π)4

∫
e−ip(x−x

′)

p2 −m2 + iǫ
d4p, (381)

pomoćı vztahu (373) źıskávame pro Feynman̊uv propagátor vyjadřeńı

SF (x− x′) =
1

(2π)4

∫
/p+m

p2 −m2 + iǫ
e−ip(x−x

′)d4p. (382)

Připomeňme ješte, že vakuová středńı hodnota z normálńıho součinu je vždy rovna nule. Proto taky
plat́ı 〈

0
∣
∣
∣T
[

ψ̂a(x)ψ̂b(x
′)
] ∣
∣
∣ 0
〉

= i [SF (x− x′)]ab.
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