Kvantova teorie pole I

1 Uvodni poznamky

1.1 ZvysSovaci a snizovaci operatory

Uvazujme nehermitovsky operdtor a, ktery ma tu vlastnost, ze jeho komutdtor s operatorem a' k
nému hermitovsky sdruzenym je roven

a,a') =1 (1)
Utvoime déle operdtor N = afa. Je to operdtor hermitovsky Nt =N, tudiz jeho vlastni hodnoty jsou
redlnd ¢isla. Oznaéme je n a prislusné vlastni stavy jako |n >. Plati tudiz

N|n >=n|n > (2)
Ptisobenim operdtoru a vytvoiime stav
In>_=aln > (3)

a ptame se, jestli bude taky vlastnim stavem operatoru N. Kdyz vyuzijeme komutacéni vztah (1), tak
postupné dostavame

Nin >_=a'a aln >= (aa' — Daln >= a(N — 1)|n >=a(n — 1)|n >= (n — 1)aln >= (n — 1)|n >_
Kdyz se podivame na zacatek a konec fetézce, vidime, Ze se jedna o vlastni stav operdtoru N s vlastni
hodnotou o jednotku nizsi, tj n — 1. Uréfme ted normu tohoto stavu. Nejdifv napiseme odpovidajici
bra vektor ke ket vektoru (3), _< n| =< n|a', a pocitdme

_<n|n>_=<nlalaln >=< n|Nn >=n

Protoze norma stavu nemuze byt zapornd, dostavame dulezitou informaci o spektru vlastnich hodnot
operatoru N:n>0.
Vlastni stav s vlastni hodnotou n — 1 normovany na jednotku se dostane z normovaného vlastniho
stavu s vlastni hodnotou n )
In —1>=——=aln >
n

vn

Tento vztah je uzitecné napsat i v jiné podobé
an>=+nn—1>, (4)

ze kterého je vidét napi. ze a|l >= |0 >. Po dalsim uplatnéni operatoru nedostaneme stav | — 1 > ale
nulu, a|0 >= 0. Ze vztahu (4) taky plyne, Ze necelociselné vlastni hodnoty jsou vylouceny. Z vlastniho
stavu odpovidajictho takové hodnoté bychom se opakovanou aplikaci snizovaciho operatoru dostali az
k vlastni hodnoté n = p, kde 0 < p < 1. Dalsi aplikaci operatoru a

ap>=plp—-1>

bychom dostali vlastni stav odpovidajici zdporné vlastni hodnoté p — 1, které jsou, jak jsme vySe
dokazali, nepiipustné.
Piisobenfm operdtoru a! vytvoiime ted jiny stav

In >,=af|n > (5)



a ptame se, jestli bude taky vlastnim stavem operatoru N. Pocitdme a vyuzijeme pfitom komutaéni
vztah (1)

Nin >,=alaal|n >=al(@fa+1)n >=al(N+1)|n >=al(n+1)|n >= (n+1)al|n >= (n+1)|n >4

Kdyz se podivame na zacatek a konec fetézce, vidime, ze se jednd o vlastni stav operdtoru N s vlastn{
hodnotou o jednotku vyssi, tj n + 1. Uréime ted normu tohoto stavu. Nejdifv napiseme odpovidajici
bra vektor ke ket vektoru (5), +< n| =< nla, a pak pocitdme

L<nln >p=<nlaa|n >=<nlafa+1jn >=<n|N+1jn >=n+1.

Vlastni stav s vlastni hodnotou n 4+ 1 normovany na jednotku se dostane z normovaného vlastniho
stavu s vlastni hodnotou n

In+1>=

alln > .
1

Budouci pouziti: V kvantové teorii pole se budeme s témito operatory setkavat jako s operatory poctu

castic (IN), kreacnimi operatory zvysujicimi pocet éastic (af) a anihilaénimi operdtory snizujicimi
pocet ¢éstic (a). Budou opatieny indexy uvadéjicimi o které ¢astice se jednd, napt. N i bude operator

poctu ¢astic s hybnosti k.

Jiné pouziti: Nékteré problémy se daji preformulovat pomoci pravé zavedenych operatoru. Napt.
hledédni energetického spektra linedrniho harmonického oscildtoru, jehoz Hamiltonuv operator je roven
9
A Dy 1
H="—"+-nmuw
2m = 2

232, (6)

Operatory vystupujici na pravé strané splnuji komutaéni vztah

(2, pa] = iR (7)

NN I PSR
a= T w mpm .

Pomoci (7) se presvédéime, ze spliuje komutacni vztah

Zavedeme operator

[a,a'] =1

a ze Hamiltonuv operator (6) se dd4 pomoci ného prepsat na tvar

ﬁ:hw(]\%r%),

kde N = ata. Vlastni hodnoty operatoru N zname, takze pro vlastni hodnoty operatoru H mizeme

okamzité psat
1
E, = hw <n + 5) ,

1.2 Normalizace vlnové funkce na kone¢ny objem, spektrum hybnosti.

kde n je nezaporné celé cislo.

Kvantova mechanika

Vlnova funkce (%, t)
Hustota pravdépodobnosti v x prostoru p(Z,t) = |1(Z,t)]
Normalizace vlnové funkce

2

/ (7, 1) 2dx = 1 (8)



Operator hybnosti: ﬁ' = —ihV
Jeho vlastni funkce:

Céstice ve stavu s ostrou hodnotou hybnosti 7 by méla byt popsédna vinovou funkef jejiz prostorové
¢ast je umérnd vlastni funkci operatoru p’

(T, 1) = T ()N, 9)
kde ¢ je konstanta. Po dosazeni (9) do Schrédingerovy rovnice pro volnou ¢astici

W
Bt_ 2m

dostaneme T'(t) = exp{—iEzt/h}, kde Ez = p%/(2m), a

Ay (10)

wﬁ(f7 t) _ cefi(EI—;tfﬁ.f)/h ]
Vidime, ze prostorova hustota pravdépodobnosti
pp(Z,t) = [¥p(Z, ) = |

je konstantni. Souvisi to s Pauliho principem neurcitosti: kdyz je pfesné znama hybnost, nemame
zadnou informaci o poloze ¢astice. Pfi pokusu spravné normovat vinovou funkci vztahem (8) nardzime

na problém, integrél
/|¢ﬁ(f, t)[2d3x = |c|? /d?’x =00

diverguje pro libovolnou nenulovou hodnotu konstanty c. Tento problém se dé fesit dvéma zpusoby:
1) Pouzitim spojité superpozice stavu s ruznymi p

W@, ) = / (7, 0)5(@) dp | (11)

piicemz |c(i,t)|? je rovno hustoté pravdépodobnosti v hybnostnim prostoru; plati

[lewoP @ = [ o npax =1,

c(p,t) je vinové funkce v p-reprezentaci. Pro pripomenuti teorie reprezentaci a Diracovy symboliky si
vztah (11) jesté prepiSme na tvar

<f|¢;t>:/<f|ﬁ><ﬁ|w;t> d3p

2) VySetfovanim ¢astice v kone¢né ¢dsti prostoru, v kvadru o rozmérech a, b a c. Prostym uzavienim
¢astice (nulova vlnové funkce mimo kvadr a tim i na jeho sténdch) bychom dostali superpozici stojatych
vlnéni. Pouzivaji se proto Bornovy — von Karmanovy cyklické podminky

7/)(5'3,2,%75) = TIZ)(CU—FCL,y,Z,t),
T/J(CU,Z,yat) = T/J(CUa’y‘Fb,Z,t),
T/J(C'%Zayat) = T/J(CUa’yaZ‘i'Cat)-

Protoze exponenta v (9) se da rozepsat jako soucin ti{ exponent, muzeme vyse uvedené podminky

aplikovat jednotlivé. Napiiklad
eimpx/ﬁ — ei(a:—l—a)px/ﬁ.



Z této podminky plyne exp{iap,/h} =1, coz je splnéno jenom kdyz ap,/h je celo¢iselnym nédsobkem
2m. Celkové dostavame pro piipustné hodnoty slozek vektoru hybnosti vztahy

2mh
P = —Ng,
a
2mh
o=
2mh
pz — —nZ,
c

kde n jsou celd ¢isla. Pocet moznych hodnot p, v intervalu [ps, p. + Ap,] je roven aAp,/(2wh). Pocet

stavu v intervalu [p, p'+ Ap] je
abcAp, ApyAp,

AN = (2rh)3

(12)

Citatel je roven objemu fézového prostoru (sou¢in objemu konfigura¢niho a objemu hybnostniho pro-
storu). Jmenovatel (27h)3 tudiz predstavuje objem ktery ve fizovém prostoru zabira jeden stav. To
je casto pouzivany (napi. ve statistické fyzice), ale malokdy dokazovany vysledek.

Spravné normovana vlnova funkce ¢astice s hybnosti p' je

1 mn
(T, t) = —= e PE-EO/N 13
P1i vypoctech v prubéhu tohoto semestru se bude ¢asto vyskytovat integral ze sou¢inu dvou exponent
ve kterych vystupuji hybnosti z nami odvozeného diskrétniho spektra. Ukazeme, Ze plati

kde symbol éz 7 je vektorovym zobecnénim obvyklého Kroneckerova symbolu, je roven 1 kdyz p’ =
a nule, kdyz se tyto vektory lis{ (alespon v jedné komponenté). Dukaz (14) pro p’ = ' je trividlni. Pro
dukaz v opatném piipadé rozepiSeme trojny integral jako soucin t#i jednoduchych. Pro ziskani nuly
na pravé strané (14) stac{ nulovost jednoho z nich. Piedpokladejme, ze p. # p, a pocitejme

2mn

‘ i(pe—py)z/h — ¢ i(nz—nl)2rz/a __a ip . a ip12mn
e /Ty = e @ der = — ePdp = ,[e] =0.
0 0 2mn 0 27mni 0

Oznacili jsme n, —nl, = n # 0 a pouzili substituci ¢ = 27nz/a.

Pomoci (14) lehce ovéfime, ze pro vlnovou funkei (13) plati
/ P, ) p(E, 1) A% = 615 -
V)
Vyklad v prvnim semestru KTP bude veden s vyuzitim normovéani na konecny objem.

1.3 Lorentzovy transformace v kvantové teorii pole

Kvantova teorie pole musi byt budovana jako relativistickd teorie, protoze popisuje procesy, ve kterych
vznikaji a zanikaji ¢astice, coz je mozné jenom diky Einsteinovu vztahu ekvivalence energie a hmot-
nosti. KTP je aplikovana i v jaderné a ¢asticové fyzice, kde se objekty navic pohybuji relativistickymi
rychlostmi.

Nejdiiv pripomeneme obecné poznatky o transformacich soufadnic, pak se budeme vénovat trans-
formacim Lorentzovym.

Uvazujeme ¢tyfi prostorocasové soufadnice 20 = ct, z!, 22 a 3, coz zapisujeme taky jako z# =
(ct, &), a transformaci pti které tyto soufadnice nabyvaji nové hodnoty

0

/ /!

" =2 (x), kde ' =0,1,2,3. (15)



Pro diferencidly novych soufadnic plati (rozumi se soucet pres opakujici se indexy)
ra”
~ Oah

Kontravariantnim vektorem nazveme kazdou Ctverici veli¢in kterd se transformuje stejné jako dife-
rencialy soufadnic, tj.

dz" dz* .

i

a" = AM;; at, (16)
kde )
"
A“/ _ aﬂ:l
G

Derivace funkce podle novych soufadnic muzeme vyjadiit pomoci derivaci podle starych soufadnic
vztahy

of(z) _ 0z Of(x)

oz oz Ot
Kovariantnim vektorem nazveme kazdou ¢tverici veli¢in kterd se transformuje stejné jako derivace
podle soufadnic, tj.

oAb
by = Aﬂ, b,
kde i
ap 9T
a oz

Soucin kontravariantniho a kovariantniho vektoru definujeme vztahem ab = a*b,. Pro soucet soucint
elementu transformac¢nich matic plati

, (%U'“l oz* ozt
AP AR = - = = oM. 1
voH oxV  x'* oz” o (17)

Podobny vztah se da dokazat i pro soucet pres ”zadni” indexy.
Pro sou¢in kontravariantniho a kovariantniho vektoru po transformaci piSeme (pifi dosazovani ze
vztahu (16) zménime v ném oznaceni s¢itactho indexu na v)

db =a" b:/ = A¥ Ai a’by, .
S vyuzitim vztahu (17) nakonec dostdvame
a't) = atb, = ab
w >

soucin kontravariantniho a kovariantniho vektoru je invariantem vuéi transformaci (15). Pomoci vztahu
(17) se d& odvodit i vztah pro transformaci inverzni k (16)

/
Bo— A B
a" = a .
H’,

Na zédkladé transformacnich vlastnosti definujeme i komplexnéjsi objekty. Napt. soubor 16 veli¢in
nazyvame dvakrat kovariantnim tenzorem jestli se pii transformaci (15) transformuji podle vztahu

;Llll/’ == AIJ,LAVI// T/.Ll/ . (18)

Metrickym tenzorem (dvakrat kovariantnim) nazyvame tenzor, ktery kontravariantnimu vektoru prifadi
kovariantni
o v
ay = gua’ .
Podobné zavadime
a' = g"ay,.
Obdobné ”zvedani”a ”spousténi”’indexu plati i pro tenzory. Kvadrét ¢tyfvektoru je definovan vztahem

2 _ _ v
a® = d'a, = guata”.



Lorentzova transformace je kazdd transformace pro kterou je vyraz

s = (:CO)2 — 72

invariantem. To splnime vybérem metrického tenzoru se slozkami gog = 1, grx = —1, gor = 0 pro
k=1, 2, 3. To je obvykly vybér v Casticové fyzice a prevazné Césti literatury o kvantové teorii pole. Ve
specidlni teorii relativity se pouziva opacny vybér znamének.

Metricky tenzor Lorentzovy transformace je tenzorem invariantnim, plati gl’w = gw- Kdyz tento
vztah spojime s obecnym vztahem pro transformaci dvakrat kovariantniho tenzoru (18) dostavéame
podminku toho, aby transformace byla lorentzovska, ve tvaru

gMIVI = Aul/tguy VI//, (19)

kterou muzeme zapsat i v maticovém tvaru kdyz se domluvime, Zze prvni index u g a dolni index u A
jsou fadkové a ostatni sloupcové. Dostaneme vyse uvedenou podminku v maticovém tvaru

g =AgAT. (20)

Matice g je symetrickd, ma 10 nezavislych komponent. Tolik podminek predstavuje vySe uvedend
rovnice pro urcéeni matice A, kterd ma 16 komponent. Zustava tedy 6 volnych parametru potiebnych
ke specifikaci LT. Muzou to byt tfeba tfi komponenty rychlosti boostu doplnéné tfemi Eulerovymi
thly néasledujici rotace.

Kdyz porovname determinanty levé a pravé strany a vyuzijeme, Ze determinant transponované
matice je stejny jako matice puvodni, nachdzime ze

(detA)? =1.

Rozeznavame Lorentzovy transformace vlastni (detA = 1) a nevlastni (detA = —1).
Kdyz ve vztahu (19) polozime p' = v/ = 0, dostdvédme

3 2
1= (A=Y (aF)"
k=1
Odtud plyne nerovnost
(A9)" > 1.

Transformace pro které plati Ag > 1 jsou transformacemi ortochronnimi, ty s AOO < —1 neor-
tochronnimi.

Definice Lorentzovy transformace v KTP zahrnuje kromé boosti a rotaci napf. i transformace
0= 20 #" = #nebo 2'° = 20, &’ = —Z, které se v klasické relativistické fyzice neuvazuji.

Lorentzovy transformace tvori grupu, nazyvanou Lorenzovou grupou.

X

1.4 Pouzivané jednotky

V nékterych ucebnicich se piSe, ze v kvantové teorii pole se pouziva pfirozend soustava jednotek
i = ¢ = 1. ReGeno méné vznesené, h a ¢ jednoduse nepiSeme, a az po tom, co dospéjeme ke koneénému
vztahu, ktery se ma porovnat s méfitelnou veli¢inou, tam tyto dvé konstanty na zakladé rozmérové
analyzy doplnime. Ozfejmime si to na piikladé:

Parapozitronium je nestabilni védzany stav elektronu a pozitronu. Jeho stfedni doba zivota je dana
v piirozenych jednotkach vztahem 7 = 2/(ma®), kde m je hmotnost elektronu a « je bezrozmérnd
konstanta. Do vztahu zavedeme mocniny A a c:

2ck !
 mad

T

Rozmérova analyza s vyuzitim [r]=s, [c]=ms™! a [h]=kgm?s~! poskytne vztah s=mFT2s=* kg1,
Porovnani jednotek na levé a pravé strané okamzité fekne, ze [ = 1 a pak i k = —2. Rozmérové spravny

vztah je tedy
2h

T = ———
mc2ad

6



V kvantové teorii pole se pouzivd Heavisideova soustava elektromagnetickych jednotek. Sila mezi
dvéma elektrony vypada v ruznych soustavach jednotek takto:

e? e? e?

Gaussova soustava : F'= — Heavisideova soustava : F' =
2 2 2
dmegr r 4 r

SI soustava : F =

Aby jsme se vyhli problémum s ruznymi jednotkami naboje, doporucuje se nahradit ve vysledku
kvadrat elementarniho naboje bezrozmérnou konstantou jemné struktury, kterd ma ve vSech trech
soustavach stejnou hodnotu v = 1/137,03599914. S kvadrétem elementdrniho naboje souvisi v ruznych
soustavach ruzné:

o2 o2 N o2
Gauss: o= — Heaviside : «

SI : — =
“ dreghc he 4dmhe

Nékteré vztahy v Heavisideové soustavé:
Lorentzova sila na ndboj ¢: F' = qF + q(¥/c x B)
Maxwellovy rovnice ve vakuu (jenom volné naboje):

. 10E -
tB- - =
ro c Ot
divE = p
L 10B
tE4+ - = 0
ro +cat
divB = 0

2 Relativistické vlnové rovnice

2.1 Kleinova — Gordonova rovnice (1926)

Vychédzime z toho, ze Schrédingerovu rovnici pro volnou ¢astici (10) muzeme “odvodit” tak, ze v
nerelativistickém vztahu pro energii £ = p?/(2m) nahradime energii a hybnost operatory

0

F — ih—
ot
p — —iAV

a pak takto vznikly vztah aplikujeme na vlnovou funkci. Kdyz tento postup aplikujeme na relativisticky
vztah mezi energii (kterd ted kromé kinetické energie zahrnuje i energii klidovou) a hybnost{

E? — m2c* + 252,

pricemz ted vlnovou funkci zavisici od ¢tyivektoru = oznacime ¢(z), dostdvame
1 0%p mc\ 2
1% e (MY om0
c2 ot? v n) ¥
Vyraz v zévorce je prevracend hodnota Comptonovy vinové délky céstice. Zavedeme d’Alembertiiv

operator
0 =9,0",

coz pii nasi volbé metrického tenzoru znamena

102
2 o2

Kleinovu-Gordonovu (KG) rovnici tak zapiSeme ve tvaru

(O +m?)p(z) =0, (21)



kde jsme jiz polozili A = ¢ = 1.

Po Lorenzové transformaci ' = Az mame (O’ +m?)¢’(z') = 0. Protoze d’Alembertiiv operétor je
invariantni, [ = O, KG rovnice bude kovariantn{ kdyz ¢'(z') = ¢(x), vlnova funkce ¢(x) je skaldrem
pti LT.

To, ze stav Castice je popsan jednou funkci naznacuje, ze ¢astice nema zadné vnitini stupné volnosti,
ze mé nulovy spin. KG rovnice plati napf. pro m mezony nebo Higgsuv bozon.

2.1.1 Rovnice kontinuity

Pripomenme situaci v nerelativistické kvantové mechanice. Ze Schrédingerovy rovnice plyne, ze kromé
hustoty pravdépodobnosti p = 1*¢ existuje i hustota toku pravdépodobnosti ; takova, ze je splnéna
rovnice kontinuity
dp
ot
kterd predstavuje zakon zachovani pravdépodobnosti v diferencidlnim tvaru. Pii pohybu ¢éstice v
potencialovém poli plati

+divj =0,

- h N
| = — [W*VY — (V) ] .
J = g [0V~ (V)]
V piipadé relativisticky kovariantni KG rovnice by se rovnice kontinuity méla dét zapsat ve tvaru
Ougt =

kde j* = (p,j) je ¢tyfvektorem. Postupujeme podobné jako pii odvozovani v piipadé Schrodingerovy
rovnice. KG rovnici (21) vyndsobime ¢*, rovnici komplexné sdruzenou k (21) vynésobime ¢ a rovnice
takto vzniklé odecteme. Dostaneme

¢ O — pllp™ =0
Plati 9,,(p*0tp) = (0up*)0*¢ + ¢*O¢ odkud dostaneme ¢*Cy = 0, (p*0*p) — (9,¢*)0Hp. Podobneé
plati pOe* = 0, (pdH¢*) — (0.p)0"¢*. Po dosazeni do vyse uvedeného vztahu mame

O 0o — pd'e*) =0

S ptihlédnutim k tomu, Ze tento vztah se nezméni kdyz ho vynédsobime libovolnou konstantou, muzeme
pro zachovavajici se proud psat
3 = ik(p" 0" — 0 0p7). (22)
Imagindrni jednotka vykompenzuje zménu znaménka zavorky pii komplexnim sdruzeni, ¢im dostame
realne j# pri redlném k.
Vsimnéme si nulté komponenty nalezeného ¢tyivektoru, kterd by méla byt hustotou

p = ik(¢"Oop — p o). (23)

Je zjevné, ze tato veli¢ina muze nabyvat i zdporné hodnoty, tudiz ji nemuzeme povazovat za hustotu
pravdépodobnosti. K tomuto problému se podrobné vratime pozdéji. Na tomto misté ale kvuli iplnosti
uvedme, ze smysluplnd interpretace ¢tyfvektoru (22) je ¢tyrvektor elektrické proudové hustoty a ze
konstantu k ztotoznime s kladnym elementarnim néabojem e.

2.1.2 Reseni Kleinovy — Gordonovy rovnice se zadanou hybnosti

V KTP je zvykem oznacovat hybnost bozonu pismenem k. Hledejme nejdiiv feSeni KG rovnice ve
tvaru

o () = T(t) 7. (24)

Po dosazeni do KG rovnice (21), vyuzti Aexp{ik.Z} = —k2exp{ik.Z} a vydéleni vzniklé rovnice
exponentou, dostavame oby¢ejnou diferencidlni rovnici druhého fadu pro funkei T

aer



kde jsme zavedli oznaceni energie ¢astice wp = V m?2 + k2. Tato rovnice mé dvé Feseni
T (t) = Aet Wit

()

Reseni Ty zahazujeme, protoze po dosazeni do (24) vede na zéavislost pp  na neinvariatni veli¢iné

wit + k.Z. Spravné feSeni m4 tvar

gp%“l‘) (x) — Ae*i(wlztfk.{i") — Aefikfl" (25)
kde jsme zavedli ¢tyivektor hybnosti k* = (wg, E) V dalsim pro jednoduchost pfedpoklddiame, ze
normovaci konstanta A je redlné cislo.

P1i hledani dalsiho, linedrné nezavislého, feSeni vyuzijeme, ze i komplexné sdruzena funkce k reseni
KG rovnice je jejim feSenim. Vysledek okamzité napiSeme

S0](27)(1,) _ Aei(wlztflg.{i") — Aelkx . (26)
Dosad'me ted fesen{ (25) do vztahu pro hustotu (zatim nevime ¢eho) (23). Vychézi
pl(;) = kaEAQ

Podobné pro feseni (26) dostavame
Pt = —2kuwp A

Kdyz uvazujeme o tom, kterd zachovavajici se veli¢ina muze mit kladné i zdporné hodnoty, na prvnim
misté nds urcité napadne naboj. KG rovnice se zdé popisovat ¢astice dvou druhiui se stejnou hmotnosti
ale opaénym nébojem, které jsou navzajem anticisticemi. Rozhodneme se, ze tu, kterd je popsana
vlnovou funkei (25) budeme nazyvat ¢éstici. Divodem je to, Ze casova zavislost exp{—iwzt} je ndm
dobie zndma z nerelativistické kvantové mechaniky. Této ¢éstici prifadime kladny elementarni naboj
e. Musi proto platit

odkud dostavame vztah

k 2VwEA2 =e
V ném vystupuji dvé zatim neurcené konstanty, k ze vztahu (22) a A ze vztahu (25). Vztah (22)
odrazi obecné vlastnosti KG rovnice, neni ovlivnén energii ¢dstice ani nasim vybérem normaliza¢niho
objemu. Proto klademe k = e a A = 1/,/2Vw;. Dvé feseni KG rovnice dané volbou vektoru hybnosti

k jsou

ESY R S (e
o (x) = e
k V2Vwy
a
- 1 (wot—k.Z
SD]% )(x) — 76( pt—k.&)

V2Vwy
Obé teSeni jsou vlastnimi funkcemi operatoru hybnosti, prvni s vlastni hodnotou E, druhé s vlastni
hodnotou —k.

2.1.3 Obecné iesSeni Kleinovy—Gordonovy rovnice

Partikularni feseni KG rovnice nalezené v predeslé kapitole jsou platna pro libovolnou hybnost povo-
lenou normalizaci na kone¢ny objem. Protoze KG rovnice je rovnici linedrni a homogenni, i libovolné
linearni kombinace partikularnich feseni bude jejim reSenim. PiSeme

1 C(wt—RE) | px i(wet—F.F)
o(x) = E 7[&%6 i(wgt—k. + by e R ], (27)
z \/ 2VUJE
kde az a by jsou libovolné komplexni konstanty. Konstantu b jsme navic opatfili hvézdickou znacici
k k k
komplexni sdruzeni co ndm umozinuje piejit k pripadu realné funkce popisujici neutralni ¢astice volbou

bE = (ZE.



2.1.4 Kleinova—Gordonova rovnice pro nabitou ¢astici v obecném elektromagnetickém
poli

Princip minimélni elektromagnetické interakce

Pripomenme si, jak se pohyb ¢astice s nabojem g popisuje v klasické relativistické mechanice. Pouzivame
Heavisideovu soustavu jednotek a neklademe ¢ = 1. Pohybové rovnice zapsand pro soufadnici = = z?

ma tvar

dp, q(._ =3
Do _ 4B, —( B), 2
dt q +C v x (8)

kde E(f, t) je intenzita elektrického pole, E(f, t) je indukce magnetického pole a p, je z-ové slozka

(mechanické) hybnosti
MU

Y
T2

Pohybovou rovnici (28) muzeme dostat aplikaci Lagrangeovy rovnice II. druhu
d (0L oL 0
dt \ Ovu, or

L(Z,7,t) = —mc? P b (29)
) ) - C2 C * q

kde ¢(Z,t) je skalarni a ff(f, t) vektorovy potenciél elektromagnetického pole, pomoci kterych vyjadiujeme

na Lagrangeovu funkci

. 10A . .
E = —grad¢ — E%_t B =rotA (30)

Pti prechodu od Lagrangeova k Hamiltonovu formalismu definujeme nejdiiv zobecnénou hybnost

oL

P:—:
T Oy

q
Dz + EAx (31)
a podobné pro Py a P,. Prvni ¢len na pravé strané piedstavuje “obycejnou” (mechanickou) hybnost.
Hamiltonovu funkci H (]3, Z,t) dostaneme z Lagrangeovy funkce pomoci Legendre-ovy dudlni trans-
formace
H=v.P—-L

V prvnim kroku dostédvame

Ted jesté musime vyjadiit H jako funkci P a #. Vyuzijeme pritom relativisticky vztah pro klido-

vou-+kinetickou energii
2

me
——— = cy/m2c2 + p?
v
c2

a vyjadifeni mechanické hybnosti pomoci zobecnéné (31). Dostavame

H(&, P,t) :c\/mQCQ—l—(ﬁ— Q/T)Q—i—qqﬁ
c

Porovnejme ted vztahy pre Hamiltonovu funkci pii vypnutém a zapnutém elektromagnetickém poli:

H = c\/m202—|—]32

H—-qp = c\/m202+(13—%14)2

10



To néds privadi k principu minimalni elektromagnetické invariance: Rovnice pro CGéstici v
obecném elektromagnetickém poli dostaneme tak, Ze v rovnicich pro volnou ¢éastici nahradime H
rozdilem H — q¢ a zobecnénou hybnost P nahradime rozdilem P — g/c A.

Aplikace principu minimalni elektromagnetické interakce v kvantové mechanice

V kvantové mechanice nahrazujeme

0

H — ih—
ot

P — _inv

Elektromagnetickou interakci tudiz zavedeme piredpisem

., 0 )
1h§ — 1h§ —q¢
Y — iV + %E

—,

Vyuzijeme ¢tyivektory z# = (ct,Z) a A* = (¢, A) a vySe uvedené vztahy spojime do jednoho

Ou— Dy = O+ 54, (32)

Vyraz na pravé strané se nazyva kalibracné kovariantni derivaci a zvykne se oznacovat D,,.

Kleinova—Gordonova rovnice pro ¢astici v elektromagnetickém poli

Zapiseme KG rovnici pro volnou ¢éstici ve tvaru
00" o + m2p =0
a uplatnime v ni substituci (32), ve které uz polozime i = ¢ = 1.
Oy — Dy, =0, +iqA, ot — DF = 0¥ 4+ ig A
Po zapnuti elektromagnetického pole nabyva KG rovnice pro ¢astici s ndbojem ¢ tvar
D, D"p+m*p =0 (33)

P1i hledéni detailnéjsiho tvaru této rovnice respektujeme, ze derivace pusobi na vSechno za ni, pokud
neni zavorkami vyznaceno jinak, a postupné dostadvame

(O +1gAL) (0" +igA")p +mPp = 0
Oe +1ig(0,A")p + igA 0 +igA,0" o — q2AHA“g0 + m2g0 =0
Ted uz muzeme vinovou funkci vyjmout za zévorku a dostdvdme hledanou rovnici ve tvaru
[0 +iq(0,A4") + 2igA 9, — ?A% + mQ] o(z) =0 (34)

kde jsme i oznaéili kvadrat ctyivektoru A* jako A2

Aplikace rovnice (34) na vodikovy atom [A = 0, ¢ = e/(47r)] prinesla zklamani, energetické
spektrum popisovala mnohem huf nez Schrodingerova rovnice, i kdyz se vzhledem k jejimu relati-
vistickému charakteru ocekaval opak. To byl duvod, spolu s nemoznosti zavést nezdpornou hustotu
pravdépodobnosti, pro¢ byla KG rovnice na ¢as opusténa. V 50. 1étech 20. stoleti se ale ukazalo, ze KG
rovnice spravné popisuje energetické spektrum atomu ve kterych je elektron nahrazen 7~ mezonem,
coz je Castice s nulovym spinem.

Kalibra¢ni kovariance KG rovnice

11



Lehce se lze presvédcit, ze vektory E a é, které charakterizuji makroskopické elektromagnetické
pole, se nezméni, kdyz elektromagnetické potencidly zménime predpisem ¢ — ¢ = ¢ — Iy /0t a
A A = A+ grady, kde x = X(Z,t) je libovolnd funkce. Tuto kalibra¢ni transformaci muzeme
zapsat i ve ¢tyfrozmérném oznaceni

A, — A;L =A, —0ux (35)
Pokud predpokladame, Ze vinova funkce se pii kalibraéni transformaci méni podle predpisu
= ¢ =Xy
presvédéime se, plati rovnice
O+ iq(9,A™) + 2ig A0, — FCA” +m?| ¢ (x) =0, (36)

kterd mé stejny tvar (az na carky, oznacujici veli¢iny po transformaci) jako rovnice (34). KG rovnice
je tudiz kalibra¢né kovariantni.

Dokéazeme to tak, ze z rovnice po kalibraéni transformaci dostaneme po dosazeni za Carkované
veli¢iny rovnici puvodni. Pfi pouziti rovnice v podrobném tvaru (36) je vypocet komplikovanéjsi (i
kdyz zvladnutelny), vyjdeme proto z ekvivalentni rovnice

DDl 4 myl =0, (37)

kde

D, = 8, +iqA, D" = 0" +igA™"
Nejdiiv si odvodime vztahy (f je libovolna funkce)

DL [eiqxf(ac)] = eiquHf(x) D" [eiqxf(ac)] = eiqu“f(x)

pomoci kterych postupné dostavame

D, D" = D, (XD ) = !X D, Dt
Po dosazeni do (37) méme .

™ (D, Do +m*p) =0

odkud okamzité plyne KG rovnice pfed kalibraéni tranformaci (33).

2.2 Diracova rovnice pro volnou castici
2.2.1 Formulace problému

Pouceni z Kleinovy-Gordonovy rovnice #1ké, ze potrebujeme diferencialni rovnici ve které nevystupuje
vyssi derivace podle ¢asu nez prvni. To znamend, ze nevysta¢ime s jednoduchou vinovou funkci, ale
musime jich zvazovat nékolik. Z matematiky vime, Ze obycCejnou diferencialni rovnici druhého radu
muzeme zavedenim dalsi funkce prevést na dvé svdzané (obé funkce vystupuji v obou rovnicich)
diferencidlni rovnice prvniho fadu. V piipadé vlnovych rovnic se jedna o parcidlni diferencidlni rovnice
se ¢tyfmi proménnymi. Z toho vyplyva, ze funkci a rovnic bude zfejmé vice. Je proto vyhodné pouzit
maticovy pocet.

Hleddame tedy diferencidlni rovnici pro vicekomponentni vlnovou funkci zavisici od ¢étyivektoru
a# = (t,Z), kterou zapisujeme ve tvaru jednosloupcové matice

P1()
v = | | (38)
()
Budeme pouzivat taky matici k ni hermitovsky sdruzenou
¥l(@) = (Wi (@), L vk(@)) - (39)

Od hledané diferencialni rovnice pozadujeme:

12



1. aby byla homogenni a linedrn{ s konstantnimi koeficienty (abychom vyhovéli principu superpo-
zice);

2. aby umoznovala zavést pozitivné definitni hustotu pravdépodobnosti

N

plx) = Pl @)v(z) = [Ynlz)P (40)

n=1

a ji odpovidajici hustotu toku pravdépodobnosti j(x) tak, aby byla splnéna rovnice kontinuity

Op(x) | o=~ o
o0 +divy(z) =0; (41)

3. aby byla relativisticky kovariantni, k ¢emuz musi obsahovat derivace podle ¢asu a soutadnic
stejného Fadu (z pozadavku 2 plyne, ze to musi byt fad prvni);

4. aby vedla ke Kleinové-Gordonové rovnici (ktera je vyjddfenim relativistického vztahu mezi
energii a hybnosti)
(O + m*)n(x) =0 (42)

pro kazdou komponentu (n = 1,2,--- , N) mnohokomponentni vinové funkce ¢ (z).

7 homogennosti rovnice plyne, ze koeficient u jednoho ¢lenu muzeme volit. Zvolime koeficient u ne-
derivované funkce roven zaporné vzaté hmotnosti ¢dstice m. Nejobecnéjsi tvar rovnice konzistentni s
pozadavky 261 a 3 je pak

i Oyb() — mab(e) = 0 | (43)

kde y* jsou ¢tyii (u = 0,1,2,3) N-rozmérné ¢tvercové matice, jejichz vlastnosti zjistime ze zbyvajicich
pozadavku. V rovnici (43) jsme zavedli u derivaci koeficient i, ktery spolu s nimi tvoii hermitovské
operatory p, = i0,,.

2.2.2 Odvozeni Diracovy rovnice pro volnou c¢astici

Na zdkladé pozadavku 1. a 3. jsme “uhodli” tvar (43) hledané rovnice. Ted dokdzeme, Ze se daji najit
takové matice v* aby rovnice (43) spliiovala i ostatni na ni kladené pozadavky. V dalsim postupu kvuli
stru¢nosti nepiSeme argumenty funkce v ani dalsich funkci. V prvnim kroku se budeme snazit splnit
pozadavek 4. Na rovnici (43) uplatnime operator

"0, + ml, (44)

kde I je jednotkova matice N x N. Dostavame tak

Druhé derivace zde vystupujici je symetrickd v indexech p a v. Proto kdyz vyjadiime soucin ~"~*
jako soucet symetrické a antisymetrické ¢asti

v

v 1 v v 1 v
7t =5 (Y )+ 5 (7 =)

v rovnici (44) se uplatni jenom symetrickd ¢ast. Dostdvame proto

B

1
na v v, W 2 0
2(77 ’YV)m” M—i—ml/}—
Tato rovnice pfechézi na rovnici Kleinovu-Gordonovu
(O4+m?)yY =0 (45)

13



jestli
YEYY At = 2g"T . (46)

Posledni uvedeny vztah se nékdy prepisuje pomoci kroucenych zavorek oznacujicich antikomutator na
tvar

{777} =24"T.
Protoze operator pusobici v rovnici (45) na jednosloupcovou matici ¢ neni matici, pusobi stejné na
kazdou jeji komponentu v,,. Splnili jsme tak pozadavek 4. Ze vztahu (46) dale vyplyva, ze

(%) =1 (47)

(%)2 — 1 (48)

pro k = 1,2,3. K maticim v existuji tedy inverzni matice, p¥icemz (7)1 =4% a (7#)~! = —4*.

Abychom ted nasli podminky na matice v které ndm umozni splnit rovnici kontinuity (41), rovnici
(43) vynésobime zleva —iy" a soucet pies p rozdélime na éasovou a prostorovou ést:

Aot + "y O + i =0 . (49)
Hermitovsky sdruzeny vztah ma tvar
o' + Oy T —imy T =0 (50)

Kdyz vynasobime vztah (49) zleva matici 9, vatah (50) zprava matici ¢ a vzniklé vztahy secteme,
dostaneme

(@) + T (Or) + (O +imy T (77 =1y =0 (51)
Podminkou toho, aby ¢len bez derivaci vypadl, je hermitovost matice ~°:
=70 (52)
Abychom mohli druhy a tfeti ¢len napsat jako derivaci jednoho vyrazu, musi platit
YA =0 (53)
Vztah (51) pak prechédzi na rovnici kontinuity (41) s p = iy a
7* = 9Ty (54)
Vztahy (52) a (53) muzeme s vyuzitim (47) spojit do jednoho
P =0y (55)

Za podminek na matice v které jsme pravé odvodili, rovnice (43) spliiuje to, co od ni ocekavame.
Pfi volbé rozméru matic N = 4 (v dalsim uvidime, Ze je to nejnizsi mozna hodnota) se rovnice (43)
nazyvé rovnici Diracovou a mnohokomponentni vinova funkce v (x) bispinorem. Po vyjmuti bispinoru

ze zavorky méame!

(iv"0, —m)y(z) =0. (56)
Daéle zavedeme Feynmanovo lomitko (angl. Feynman slash) vztahem
= au7u7 (57)

kde a, jsou komponenty kovariantniho vektoru nebo vektorového operatoru. S jeho pomoci muizeme
Diracovu rovnici (43) pfepsat na tvar

(ip —m) ¢(z) = 0 (58)

1 ’ ~ s ~ ’ . s . « « . .
U druhého ¢lenu v zavorce by se méla psat jednotkova matice, aby oba ¢leny mély stejnou maticovou strukturu. V
souladu se zauzivanou konvenci ji nepiSeme.
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2.2.3 Vlastnosti matic ~

Vlastnosti v matic zarucujici splnéni pozadavku 2 a 4 se tak daji shrnout do dvou zékladnich vztahu
(46) a (55), které tu kvuli jejich dulezitosti pfipomindme

YY"+t =21

AT = 0440

Na zékladé téchto vztahtu se daji odvodit dalsi vlastnosti matic +:
L (%) =Ta(y")?=-I;
2. Matice 7° je hermitovska: 70T = ~Y;

kt _

3. Matice 7" jsou antihermitovské: ~ —~ks

4. Vsechny matice v* maji nulovou stopu (soucet diagonalnich elementu);
5. Rozmér matic (ktery oznac¢ujeme N) musi byt sudé ¢islo;
6. Rozmeér matic musi byt vétsi nez 2.

Prvni dvé vlastnosti jiz byly dokdzany vyse. Vlastnost 3 vychdzi ze vztahu (55), antikomutace (46)
matic 79 a ¥ pro k = 1,2,3 a vztahu (47).
Pro dukaz dalsich vlastnosti je podstatné, ze matice s ruznymi indexy antikomutuji,

Yy = =t jestlh p # v (59)

Po vynésobeni tohoto vztahu matici (7*)~! zleva a vypoctu stopy levé i pravé strany takto vzniklé
rovnosti dostavame

Te [(4)My"] = =Ty
Po vyuziti vztahu Tr(ABC) = Tr(BCA) dostavame Try#* = —Try* a tedy

Try# =0 . (60)

Pii dikazu toho, ze ¢islo N je sudé opét vyuzije vztah (59), ale jeho pravou stranu napiSeme jako
souéin ti{ matic.?

M = (D
7 rovnosti matic vyplyva rovnost determinantu. Navic, kdyz vyuzijeme, ze determinant sou¢inu matic
je roven souc¢inu determinantu, determinanty matic v* a ¥ vystupuji na obou strandch rovnice a
proto se vykrati. Jako vysledek mame

1 =det(-I) = (-1)V . (61)

Odtud vyplyvé, ze N musi byt sudé.

Pred dalsim postupem nejdiive dokézeme, ze Ctyfi navzajem antikomutujici matice v musi byt
linedrné nezavislé. Dukaz provedeme sporem. Predpoklddejme, ze matice v se dé vyjadrit jako linedrni
kombinace ostatnich tii matic

=) (62)
vER
Kdyz p # u, tak musi platit

0 = {(¥,2}=>_ci{y" .}
vER
0 = 2c,g” (63)

2Divodem pro tuto opatrnost je predejit casto se vyskytujicimu chybnému postupu zalozenému na neplatném vztahu
det(—A) = —det(A).

15



V poslednim vztahu se nes¢ita pres p, musi vSak platit pro vSechna tfi p které jsou ruzné od u. Protoze
g”P je nenulové, musi byt rovny nule vSechny ¢}, vstupujici do (62). Prava strana vztahu (62) je proto
nulovd matice, coz je spor.

Kdyz matice v* vyndsobime imagindrni jednotkou i dostaneme matice hermitovské, pficemz se
nulovost jejich stopy a linedrni nezdvislost nenarusi. Spolu s matici v° tak méme ¢tyfi hermitovské
linedrné nezavislé matice s nulovou stopou. Ale v prostoru matic 2 x 2 mame k dispozici jenom tii
takové matice (napf. t¥i Pauliho matice, nebo jejich t¥i ruzné linedrni kombinace). Proto je piipad
N = 2 vyloucen.

2.2.4 Reprezentace v matic

Dluzno podotknouti, ze vztahy (55) a (46) neurc¢uji matice v jednoznacné. Skutecné, jestli urcity
soubor matic v* (1 = 0,1,2,3) vyhovuje témto vztahum, potom i soubor

AH = U~NHUT (64)

kde U je libovolnd unitdrni matice (UT = U~') N x N, jim bude vyhovovat. Tato nejednoznacnost
se na koneénych vysledcich porovnatelnych s experimentem neprojevuje a neni proto nutné konkrétni
tvar matic v specifikovat. Volba konkrétnich matic (podle charakteru tlohy) ale muze zjednodusit
vypocty. Casto se pouzivé nésledujici vybér (Diracova reprezentace y matic)

I, O 0 o
0 __ 2 2 - 2

kde I (02) je jednotkovd (nulova) matice 2 x 2 a oy jsou obvyklé Pauliho matice

B 01 B 0 —i B 1 0

splnujici vztah
0i0; = IQ(SZ']' + iz €ijk0k (66)
k

kde totalné antisymetricky symbol ;1 je zafixovdn podminkou €123 = 1

2.2.5 Dalsi definice a vztahy

Ze vztahu (46) a vlastnosti stopy vyplyva, ze
Tr (v#9") = 4g" . (67)

Kdyz vynédsobime vyndsobime vztah (46) slozkami kovariantnich vektorti a, a b, a pfes Lorentzovské
indexy sec¢teme, s prihlédnutim k definici (57) dostaneme pro Feynmanova lomitka dvou ¢tyfvektoru
a a b vztah

@l + Y = 2(ab)I. (68)

Jednotkova matice na pravé strané se casto nepise.
Diracovsky sdruzeny bispinor je jednoradkova ¢tyisloupcovd matice definovand vztahem

d(x) = i)’ (69)

Pomoci diracovsky sdruzeného bispinoru muzeme vyhodné spojit vztah pro hustotu pravdépodobnosti
(40) a vztah pro prostorovy vektor hustoty toku pravdépodobnosti (54) do jediného vztahu pro
ctytvektor j* = (p, 7)

3H(x) = (x)y" ¢ (x) (70)

splitujici rovnici kontinuity v relativistickém oznaceni d,,j* = 0.
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Vychézejic ze vztahu (43) hledejme Diracovu rovnici pro spinor 1. Po hermitovskem sdruzeni
mame

_iauwtym —myt=0.

Po vynésobeni této rovnice zprava matici —°, vyuziti vztahu (55) a definice (69) mame
10,0v" +mp =0 .
Po zavedeni operatoru “derivace doleva” vztahem
< —
Yo w = Qﬂ/)
i jeho “Feynman slash”verze pfepiSeme Diracovu rovnici pro ¢ na tvar

B(x) (19 +m) =0. (71)

Je nutno zduraznit, ze index p numerujici matice v neznamend, ze se tyto matice transformuji
jako komponenty kontravariantniho vektoru. Matice v se pii Lorentzovych transformacich neméni.
Podrobnéji se otazce kovariantnosti Diracovy rovnice budeme vénovat pozdéji. Zavadi se jeSte matice
~ s dolnim indexem

T = g;w’YV ) (72)

ale jednd se o zdalezitost ¢isté formdlni, zase se nejednd o veliciny které by se transformovaly jako
komponenty kovariantniho vektoru. Z definice (72), hodnot metrického tenzoru (goo = 1, grx = —1)
a vztahu (47) a (48) vyplyva, ze matice s indexem dole je inverzni k odpovidajici matici s indexem
nahote, t.j. ze plati (pfes u se nescital)

Yt =1 (73)
Vztah (67) se dd prepsat na tvar
Tr (v,Y") = 45Z (74)
Matice 5 je definovana vztahem3
75 =iy (75)

Protoze ruzné gama matice antikomutuji, muzeme tuto definici pfepsat pomoci kompletné antisyme-
trického tenzoru £,4,s zafixovaného podminkou

£0123 = —60123 =1 (76)
takto )
i
T4
Pocet permutaci (4!) uddva pocet nenulovych a pfitom stejnych ¢lenu v sumé pres «, 3,7, d na pravé

strané. My chceme jenom jeden z nich, proto jejich poctem vydélime.
Vyznacuje se nasledujicimi vlastnostmi, dikaz vétsiny z nich je trividlni nebo pfimocary:

(15)° =1,

"=,

Vs EaprsV* VY . (77)

Pro vSechna u:
Y5 + 57" = 0, (78)
Trys =0,

Tr (v#v5) =0,

3V nékterych uéebnicich se pide index 5 nahoie, definice je viak stejnd. Se spousténim nebo zveddnim indexu u této
matice neni spojena zaddnd zména znaménka.
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Tr (v"9"y5) =0, (79)

Dukaz vztahu (79) je trividlni pro u = v. Pro p # v vyuzijeme, Ze matice -5 je sou¢inem vsech ¢ty
matic v. V tom sou¢inu je ur¢ité obsazena i matice index které je roven v. S kazdou jinou matici z
predmétného soucinu matice v” antikomutuje a muzeme ji proto pfevyménovat k matici se stejnym
indexem (pfi kazdé vymeéné se zméni znaménko). Soucin téchto dvou matic pak da +I (jestli v = 0)
nebo —I. Dostavame tak

Tr (y9"7y5) = =1 Tr <7"7“7 W) ,

kde «, B, jsou tfi ruzné indexy, ze kterych ani jeden neni roven v, ale jeden z nich se urcité rovna
. Jestlize ted proantikomutujeme matici v# k odpovidajici matici, jejich soucin zase d4 jednotkovou
matici (az na piipadné znaménko). Zustane nam stopa ze souc¢inu dvou matic s ruznymi indexy (p se
rovnd jednomu z indexu «, 8,y nerovnajicimu se 1, zatimco o se rovnd druhému indexu nerovnajicimu
se 1)
Tr (v"9"75) = £ 1 Tr (v%97)
ktera je podle vztahu (67) rovna nule protoze p # o.
Opakovanou aplikaci vztahu (78) dostaneme

a, B

¥ s = (1) 7P (80)
————

n n

Matice vytvorena jako sou¢in n gama matic komutuje s matici v5 pro n sudé a antikomutuje pro n
liché.
V Diracové reprezentaci gama matic vypada matice 5 takto:

(0o Iy

Matice ¥ je definovana vztahem

i
ot =5 (""" =) (81)
Bez dukazu uvadime jeji vlastnosti:
oVt = _ gtV
ot = A0t ~0 (82)
Tro* =0

Tr (c"~?) =0
Tr (6" 5) =0
Tr (0"y597) =0
Tr (0,,077) = 4 (8507 — 67,00)

Béaze v prostoru komplexnich matic 4x4

V prostoru ¢tvercovych matic 4 x 4 miuzeme mnoha zpiisoby zvolit 16 linedrné nezavislych matic, které
pak tvoii bézi v tomto prostoru; libovolnou kazdou dalsi matici mtuzeme vyjadiit jako linedrni kom-
binaci (obecné s komplexnimi koeficienty) téchto 16 matic. Pro nés je vyhodné vybrat bazi tvofenou
nasledujicimi maticemi:

e jednotkova matice
e Ctyfi matice y#

e matice 75
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e Ctyfi matice iy s
e Sest matic ", u<v

Tyto matice budeme oznacovat jednim symbolem ', A = 1,...,16. Kromé toho zavedeme oznaceni
"4, které je v pripadech matic I a 5 totoiné s T'4, v ostatnich pifpadech se lisi spusténim Lorent-
zovskych indexu. Piimym vypoctem v jednotlivych piipadech se d4 ukazat, ze plati

TT4 =0 pro A=2,...,16 (vsechny matice krome I)
LuI04 =1 (pres A se neséita)

Tr (DaIP) =405 A,B=1,...,16

(M) =Ta

83
84
85

(
(
(
(86

)
)
)
)

To, ze stopa soucinu ruznych bazovych matic je nulové, je podstatné pro dukaz toho, zZe nami vybrané
matice mohou skutecné slouzit jako béze, t.j. Ze jsou linedrné nezdvislé. Dikaz provedeme sporem.
Piedpoklddejme, ze matice I'4 se d4 vyjadrit jako linedrni kombinace ostatnich

4= cpT?
B#A

Po vynéasobeni této rovnice matici I'4 a vypocCtu stopy dostavame

1= i as8
B#A

Protoze suma na pravé strané probihd jenom pies takové B pro které je Kroneckerovo delta nulové,
je prava strana rovna nule, ¢imz prichazime ke sporu 4=0.

2.2.6 Diracova rovnice ve schrodingerovském tvaru

Diracovu rovnici (56) pfepiSme na tvar
iy 00 = —i7*Optp + my)

Po vynésobeni tohoto vztahu matici 7° zleva dostdvame

g
5 DY
kde jsme zavedli operator A
p=ap+mp
vyjadifeny pomoci matic
B="
a=7"%
V Diracové reprezentaci v matic je
_ I, 09
- (o). (57)

(88)

(o)
A~
STIRC
S Q
N————

Spin diracovské ¢astice
Ted', kdyz méme piepsanu Diracovu rovnici do formdlné stejného tvaru jako mé Schrodingerova
rovnice, muzeme vyuzit nékteré poznatky z nerelativistické kvantové mechaniky. Vime, Ze nutnou
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podminkou pro to, aby urcita velicina méla ve staciondrnim stavu ostrou hodnotu, je Ze jeji operator
musi komutovat s Hamiltonovym operatorem, kterym je v nasem pripadé

}AID = QgPz + ayﬁy +a.p. +mp

Pojd'me tedy zjistit, jestli je orbitalni moment hybnosti takovou veli¢inou. Zaméifme se na jeho z-ovou
komponentu, které odpovidd operator
Lz = xﬁy - yﬁm

a pocitame
|:ﬁD7 iz} = Oy |:ﬁ1:7 iz} + ay |:]§y7IA/Z:| =-i (Oéarﬁy - ayﬁaf) =—i (0_2 X ﬁ)z

Operator L, tudiz nekomutuje s Hp, prumét orbitalntho momentu hybnosti neni zachovavajici se
veli¢inou. Zavedme ted vektor matic
- g 0
0 o

a pocitejme komutator Hp s jeho tieti slozkou
[ﬁDa Ez} = D [Oég;, Ez] +ﬁy [aya Ez] .

Pro prvni komutator na pravé strané postupné dostavame

o, 5] = 0 o, o, 0 | o 0 0 o\ 0 Op0y — 050,
R N S | 0 o, 0 o, o, 0 )\ 0,0,— 0,0, 0 ’
Po vyuziti (66) vychézi

[ag, X.] = —2iay,

Podobné by se ukazalo, ze
[y, X;] = 2ioy,

Celkové dostdvame R
[HD, zz] = 2 (o — Pyoa) = 2i <62 X ﬁ)
z

Kdy?Z ted zavedeme matici

. 1.
S==X
2
a operator
J=L+S§
na zékladé vyse odvozenych vysledku zjistime, ze
[HD, jz] —0.

Podobné by jsme se presvédcili, ze i ostatni dvé komponenty operatoru J komutuji s Hp. Stiedni
hodnoty odpovidajicich fyzikédlnich veli¢in, komponent vektoru j; jsou konstantni. Muzeme je proto
interpretovat jako komponenty zachovévajictho se celkového momentu hybnosti, ktery je souctem
orbitdlniho a spinového momentu hybnosti. Mozné pruméty spinového momentu hybnosti na vybranou
osu (v nasem piipadé se jednd o osu z) jsou rovny vlastnim hodnotdm matice S, kterd je v nami
pouzivané reprezentaci diagonalni

N~
N[

S, = (89)

N[

1
2
a proto jsou jeji vlastni hodnoty vidét piimo na diagondle. Diracova rovnice tudiz popisuje ¢astici se

o 1
spinem 3.
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2.2.7 ResSeni Diracovy rovnice pro volnou &astici

Stacionarni feSeni s ostrou hodnotou hybnosti I

Hledejme stacionérni feSeni Diracovy rovnice ve tvaru rovinné viny
” »
57 @) = e e u(p), (90)

kde p" = (Ep,p), P je hybnost ¢astice a Ey = \/p? + m? je jeji energie. Toto FeSeni se nazyvé kladné
frekvencnim, protoze zavislost exponenty na ¢ase je stejnd jak jsme zvykli z nerelativistické kvantové
mechaniky. Jednosloupcové ¢tyifadkova matice u(p), nazyvana spinorem, ma komponenty které uz
od soufadnic a Casu nezavisi a c¢ je normaliza¢ni konstanta. V nasi normalizaci na konecny objem ji
zvolime, podobné jako u skalarniho pole, rovnu

1
= —— (91)
V2V Ey
1_
Protoze pozadujeme aby vyraz p = 1/)](;) 1/)](;) = 2ulu predstavoval hustotu pravdépodobnosti, pro

kterou plati

/ pd3x =1,
V)

pro normovéani spinoru u(p) vychézi podminka

ul (P)u(p) = 2E;. (92)

Tato normalizace je v souladu s tim, Ze p, jako nultd komponenta ¢tyivektoru, se musi transformovat
pti LT stejné jako energie.

Po dosazeni (90) do (56), zderivovani exponenty s vysledkem 0, exp{—ipxz} = —ip, exp{—ipz} a
jejim vykraceni dostdvame algebraickou rovnici pro bispinor u(p)

(p—m)u(p) =0. (93)

Napisme jesté rovnici pro diracovsky sdruzeny bispinor @ = uf4?. Vztah (93) nejdifv hermitovsky
sdruzime
ul (7 —m) = 0.

Pro kazdou matici v, a tedy i pro jejich linedrni kombinaci p = p,y*, plati vztah (55). Mizeme proto
psat
ut (%1% —m) =0.

Nakonec tuto rovnost vynasobime zprava matici 7%, vyuzijeme (7°)? = I a vytkneme " pied zdvorku,
kde sa spoji s ul. Dostdvame tak

a(H)(p—m) =0. (94)
Rozepisme ted ve vztahu (93) ¢len p podrobnéji
(B = 7.5 = m)u(p) =0 (95)

a napisme si i vztah k nému hermitovsky sdruzeny, pfi¢enz vyuzijeme, Ze matice 7° je hermitovsks a
matice v* jsou antihermitovské. Dostdvame

ul (9)(Ey® + 7.5 — m) = 0. (96)

Vynasobime ted vztah (95) zleva bispinorem uf, vztah (96) zprava bispinorem u a takto vzniklé vztahy
seCteme. Cleny s hybnosti se vyrusi a po dpravé dostavame

a(p)u(p) = E%u*@u(m — 2m,
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kde jsme vyuzili i vztah (92). Kvuli pozdéjsimu vyuziti napisme si, jak vypadd vztah (96) po zdméné
p——p ;
ul (=p)(En° = 3.5 —m) = 0. (97)

Stacionarni feSeni s ostrou hodnotou hybnosti 11

Druhé partikularni feSeni Diracovy rovnice budeme hledat ve tvaru
(=) _ ipx
¥y (x) = c e u(p)

Toto feseni, které je vlastni funkeci operatoru ]5' s vlastni hodnotou (—p), se nazyva zédporné frekvenénim.
Podobné jako predtim dostavame

vl (P)o(p) = 2B;5

(p+m)o(p) =0 (98)

v(p)(p+m)=0. (99)
(Exy" — 3.5+ m)v(p) =0 (100)

wmwmz—ggwmwmz—mm

o' (=p)(Egy® — 7.5 +m) = 0. (101)

Vztahy mezi spinory kladné frekvencniho a zaporné frekvenéniho feSeni pouzijeme mnohokrat v bu-
doucnu.

1(Pu@) =0 a  u@Pvp) =0

Prvni z nich odvodime tak, ze od vztahu (99) vyndsobeného zprava spinorem u odec¢teme vztah (93)
vynésobeny spinorem ¥ zleva. Druhy odvodime podobné pomoci vztahii (94) a (98).*

Vpu@) =0 a ul(=puE) =0

Tady ziskdme prvni vztah tak, Ze rovnost (95) vynédsobime zleva spinorem v'(—p) a odecteme od
toho rovnost (101) vynédsobenou zprava spinorem u(p). Podobné postupujeme pii odvozovani druhého
vztahu s vyuzitim rovnosti (100) a (97).

Dvakrat vice feseni Jestli chceme najit konkrétni feseni rovnice (93) pro spinor w a rovnice (98) pro
spinor v musime si zvolit reprezentaci v matic. V ucebnicich se vétsinou voli Diracova reprezentace,
kde jsou tyto matice vyjadieny pomoci Pauliho o matic. Pro kazdy ze spinoru pak dostdvame dvé
linedrné nezdvisla fesenf oznacena jako u(p, s) a v(p, s), kde index s nabyva hodnoty 1 a 2.5 Dvé fesen{
odpovidaji dvéma riznym spinovym stavum. Tato situace se opakuje i kdyz si vybereme jakoukoli
reprezentaci v matic. Dvé linedrné nezavislé feseni se vzdy vybiraji tak, aby pro s’ # s platila podminka
ortogonality ve tvaru

ul (7, s"Yu(p, s) = o' (5, 8 )v(F, 5) = 0

4Seétenfm zmifiovanych vztahtt misto odeéteni bychom dostali vztahy Gpu = Gpv = 0, ty ale nebudeme potiebovat.
® Abychom se vyhnuli ziméné s maticovym indexem, index oznacujici Feeni jsme umistili do zavorky.
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S prihlédnutim k existenci dvou ruznych feSeni pro spinory u i v a jejich ortogonalité prepisujeme
doposud odvozené vztahy takto:

ul (9,8 u(p,s) = 2E;6g.s (102)
u(p, sHu(p,s) = 2m g4 (103)
oI5, 8B, s) = 2Ep 0y (104)
o(p, s )o(Ps) = —2m by (105)
o(p, s )u(p,s) = 0 (106)
u(p, s )o(p,s) = 0 (107)
ol (=, s Yu(p,s) = 0 (108)
f(=p,sw(p,s) = 0 (109)

Obecné feseni Diracovy rovnice pro volnou ¢astici

Vyse zminované partikuldrni feSeni jsou platna pro vSechny vektory hybnosti ze spektra plynouciho
z nasi normalizace na konecny objem. Kazda linedarni kombinace téchto feSeni bude proto feSenim
Diracovy rovnice pro volnou ¢éstici

2121/2VE bps

Konstanty b s a dj s jsou tplné libovolné. V piipadé, Ze by byla zaddna pocatecni podminka ¢ (Z,t =
0) = x(Z) bylo by mozné tyto konstanty z ni urcit, ale tim se zabyvat nebudeme.

e Pu(p, s) + dj &P (P, 5)] (110)

Projekéni operdtory (matice)

V dalsich vztazich se budou vyskytovat direktni souc¢iny typu u(p,s) ® v(p,s), které predstavuji
¢tvercovou matici 4x4 kterd ma v a-tem fadku b-tého sloupce prvek u, (7, s)vp(P, $).
Projekéni operatory které z linearni kombinace spinorii vybiraji ¢ast kterd obsahuje spinory jednoho
typu (u nebo v) definujeme vztahy
Pu(p)u(@,s) =u(@,s)  P(@o(p,s)=v(@.s)  Pup)v(p,s)=0  Py(p)u(@,s) =0
Plati taky
PU(ﬁ)+Pv(ﬁ):1 PU(ﬁ)Pv(ﬁ)ZO Pg(ﬁ):Pu(ﬁ) Pg(ﬁ):Pv(ﬁ)

Projekéni operdtory muzeme vyjadiit dvéma zpusoby. Prvni vyuziva to, Ze bispinory spliuji rovnice
(93) a (98), t.j., ze plati pu = mu a pv = —mv. Mame

R = B (1)
Pv(ﬁ) = _ﬁ;—mm

Druhy zpusob vyuzivé platnost vztaha (103), (105), (106) a (107). Na jejich zdkladé se muzeme lehce
presvédcit, ze nize uvedené matice maji taky vlastnosti projekénich operatoru.
1

Pu(m - 2_ u(ﬁ7 S/) ®ﬁ(ﬁ7 S/) ] (112)
m
s'=1,2
PG = - 3 o(@s) 255
v D om = b, b, .
s=1,

Porovnanim vztahu (111) a (112) ziskdme vztahy, které se ¢asto pouzivaji ve vypoctech uéinnych
prufezu reakci s nepolarizovanymi fermiony:

Z ua (P, s)up(pys) = (P+map (113)
S vl s)nhs) = (- ma
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kde a a b jsou maticové indexy.

Spinory u a v v Diracové reprezentaci v matic

Budeme nejdiiv hledat feSeni rovnice (95). Protoze v reprezentaci (65) jsou v matice vyjadieny pomoci
matic 2 X 2, je vyhodné zapsat taky ¢tyirddkovou matici u(p) pomoci dvou dvoutadkovych

X(P) >
u(p) = .
) < n(p)
Rovnice (95) prechdzi na soustavu dvou linedrnich homogennich rovnic pro dvé nezndmé x a n

(Bg—m)x —d-pn = 09
—0-px +(Ezy+m)n = 0

Vime, ze podminkou fesitelnosti je v tomto pfipadé nulovost determinantu soustavy, o ¢em se snadno
piesvédéime s vyuzitim vztahu (o.5)? = $2. V principu je jedno, kterou z rovnic pouzijeme na vyjadieni
jedné nezndmé pomoci druhé (homogenni soustava nefixuje neznamé absolutné). Kvuli tomu, abychom
se vyhnuli vyskytu vyrazu (Ez —m) ve jmenovateli (pro pomalé ¢astice se blizi k nule) volime rovnici
druhou. Dostaneme tak

- =

g-p

"= Bt m

X

Protoze x a n jsou dvourddkové matice, dostdvdame dvé linedrné nezavisla feSeni, coz zduraznime
zavedenim indexu s = 1, 2. Existence dvou nezavislych feseni souvisi s tim, ze Diracova rovnice popisuje
fermiony se spinem 1/2. S ohledem na to, abychom splnili normalizaéni vztah (102) volime

1 0
X1=\/Eﬁ+m<0> X2=\/E5+m<1>

Tomu odpovidaji dva spinory u(p, s)

1 0
0 1
upl) = VEs+m | _pe_ u(p,2) = /Ey+m | pe—in,
Patipy D
Ey+m Ez+m

Redeni s = 1 (s = 2) popisuje éastici, kterd ma ve své klidové soustavé (p = 0) primét spinového
momentu hybnosti na os z roven +h/2 (-h/2).

Podobné uréime spinor v, ktery vystupuje v zaporné frekvenénim treSeni Diracovy rovnice. Znovu
ho rozepiseme pomoci dvou dvourozmérnych spinoru

w-(5).

(Ez+m)x —G-pn = 0o
—d-px +(Ezy—m)n = 0y

Po dosazeni do rovnice (100) dostdvame

Z podobnych diivodii jako vyse pouzijeme ted prvni rovnici a piSeme
o-p

= & 114
Eﬁ—i-mn ( )

X

Dvé linearné nezavisla reSeni dostaneme volbou
1 0
(i) wevm(l)
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Odpovidajici bispinory jsou

Pz Pz —ipy
Ez+m Ez+m
Pz +ipy P
v(p,1) = \/Ez+m | Eytm v(p,2) = \/Ez+m Eptm
0 1
1 0

2.2.8 Relativisticka kovariance Diracovy rovnice pro volnou ¢astici
Einsteinuv princip relativity vyzaduje, aby se tvar Diracovy rovnice (58), zapsané podrobnéji jako

17“8;7(? —my(x) =0, (115)

nezmeénil po provedeni Lorentzovy transformace
't = A 2t (116)
t.j. aby platilo taky (s¢itaci index p opatiime taky ¢arkou, i kdyz na jeho oznaceni nezalezi)
/ /
i Op(@')
Ox'H

Ptipousti se pritom, ze vlnové funkce (Diracuv bispinor) « se pii transformaci (116) méni. Musi se vsak
transformovat tak, aby se pozorovatelné veli¢iny z ni vypocCtené patricné transformovaly. Naptiklad,
hustota toku pravdépodobnosti (70) se musi transformovat jako étyfvektor. Transformaci vinové funkce
predpokldddame ve tvaru

—my'(2')=0. (117)

P(a') = S(A)(x), (118)
kde S(A) je ¢étvercovd matice, prvky které zavisi od transformacéni matice A. Dokézat relativistickou
kovarianci Diracovy rovnice znamend dokazat existenci matice .S. Budeme postupovat tak, ze odvodime
rovnici, kterou musi matice S spliiovat, aby z rovnice (115) vyplynula rovnice (117) a pak ukazeme,
ze takové matice existuje pro vSechny tfidy Lorentzovych transformaci. Kvuli stru¢nosti nepiSeme v
dalsfm argumenty u 1, ¢' a S.

Vychazime z rovnice (115). Dosadime do nf

’l/) — S_lwl
a vyuzijeme, ze podle pravidla pro derivovani slozené funkce vice proménnych plati

o _ o a0

dxt o' Qxm T F P
Dostavame tak

g OV S7hy' =0

lfy 12 axlul —m w - .

Po vynasobeni této rovnice zleva matici S méme

oY’ B

oz

PAM, SytS ! mi) =0 .

Srovnénim této rovnice se (117) vidime, ze musi platit

!

AH;; SyHS—1 = A

coZ muzeme piepsat na tvar
-1 ’ ’
STAMS = A, A (119)

Tento vztah predstavuje ¢tyti (1’ = 0,1,2,3) rovnice pro uréeni matice S. Z nich se daji odvodit dalsf
vztahy, které budou uzitetné pozdéji. Napisme nejdiiv vztah hermitovsky sdruzeny ke (119):

ST(W“/)T(S_l)T — Au}; A
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Po jeho vyndsobeni zleva i zprava matici v° nabyde pravd strana stejny tvar jako v rovnici (119),
muzeme ji tedy nahradit levou stranou posledné jmenované. Soucasné pouzijeme (7“/)Jr = 707“/70 a
dostavame
708105057 = 571 s
Po vynésobeni této rovnice zleva matici S a zprava sou¢inem matic v°ST7% mame (souc¢asné piejmenujeme
' na p)
(87081 )y# = 4#(87°57°) .

Tento vztah tika, ze ozdvorkovany sou¢in matic musi komutovat se vSemi maticemi v*. Ze souboru 16
bazovych matic tomu vyhovuje jenom jednotkova matice. Uvazovany soucin musi byt tedy nasobkem
jednotkové matice

S5~05T70 =1 . (120)

7 tohoto vztahu taky plyne, ze
518 = by057 1408 (121)

Vztah (121) vyuzijeme dvéma zpusoby. Nejdiive nahradime souc¢in matic na pravé strané podle rovnice
(119) a pak vypocteme stopu levé i pravé strany. Dostdvame

Tr(STS) = bAOM Tr(y%4#) = 4bA°%, . (122)
Protoze stopa na levé strané je kladné ¢islo, b musi byt redlné a musi také platit
bA% >0. (123)
Z rovnosti matic (121) vyplyva rovnost determinantu
det(STS) = det(by°S~1408) .

Z toho po dpravach (vyuzijeme, ze determinant sou¢inu matic je roven soucinu jejich determinantu a
vztah det ST = (det S)*) dostdvame pro modul (=absolutni hodnota komplexniho éisla) determinantu
S vyjadreni

|det S| = b* . (124)

Transformace Diracovy vinové funkce pfi vlastnich ortochronnich transformacich

Pfi hledani matice S(A), kterd transformuje Diracovu vlnovou funkei ¢(x) pii vlastnich ortochronnich
Lorentzovych transformacich vyuzijeme, Ze tyto transformace tvoii Lieovu grupu. Kazdou takovouto
transformaci muzeme slozit z mnoha (v limité nekone¢na mnoha) "malych” (v limité infinitezimélné
malych) transformaci. Uvazujme proto nejdiiv takovouto malou transformaci, t.j. transformaci, ktera
se jen malo lisi od identické. Jeji matici piSeme ve tvaru

A =l et (125)

kde |¢",] < 1. V dalsim bude vyhodné pracovat s transformacni matici se dvéma dolnimi indexy
definovanou vztahem
Aoy = gau/AMu .

Podobné definujeme i e,,. Ze vztahu (125) mame
Aoy = Gap + €ap - (126)
Obecny pozadavek invariantnosti metrického tenzoru
g"" = A A, gt

ktery zarucuje neménnost skaldrniho souc¢inu dvou étyfvektort pii Lorentzové transformaci, muzeme
prepsat na tvar
vV
Jap = Aa,uABVgM .
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Kdyz sem dosadime matici (126) a zanedbdme souciny 4,3, které jsou druhého fadu v malosti, po
trivialnich Upravach dostavame, ze matice popisujici odchylku Lorentzovy transformace od identické
musi byt antisymetricka

€aB T E€Ba = 0.

P1i Lorentzovych transformacich mélo se lisicich od identické, matice .S se bude malo li§it od jednotkové
S=1+4+465. (127)
Matice k ni inverzni je v uvazovaném ptiblizeni rovna
S1=1-65. (128)
Skuteéné, po vynasoben{ (127) s (128) dostaneme I — (§5)?2, pficemz v nasem priblizen{ zanedbavime
¢leny, které obsahuji zmény v kvadrdtu. Ted najdeme vztah, kterému musi vyhovovat matice §S.
Nejdiiv prepiseme vztah (119) na tvar
S90S = Aupy”? (129)
a dosadime do n¢j ze vztahu (126), (127) a (128). Po zanedbani kvadratického ¢lenu v 0.5 dostavame
2 (65) = (6)7a =1 cas.
Odchylka matice S od jednotkové matice je imérnd parametriam Euvt
55 = AMe,, . (130)

Koeficienty dimérnosti A" jsou matice. Vzhledem k antisymetri¢nosti matice € staci se omezit na
matice svazané vztahy A*Y = —AYH kterych mame Sest linearné nezavislych. Ze souboru Sestnécti
linedrné nezavislych matic které tvori bazi v Diracové maticovém prostoru, tomu vyhovuji jenom
matice 0" nebo jejich nasobky

APV = kot (131)

ke Yo, o"] = 765046 (132)

Komutator matic na levé strané je roven
(Yo, 0] = 2i(657" — a7*)

V dal$im vyuzijeme, ze vztah musi platit pro libovolnou infinitezimalni transformaci, tj. pro libovolné
€+ Upravime proto pravou stranu tak, aby v ni vystupovalo taky €.

wﬁeag = eﬂyég‘égwﬁ = e bhy”

Levéa strana vztahu (132) obsahuje €, kontrahovino s antisymetrickym vyrazem, stejného tvaru
musime docilit i na pravé strané. Proto pokracujeme v tipravéch

1 174 v 17 14 1 1% 14
765046 = 5uu§ (557 + 60/7“ + 657 - 5047“) = 5#1/5 (657 - 5@47“)
Po dosazeni do rovnice (132) a porovnani vyrazu u €,, dostdvame

1
(34" — B5a) = (0" — ).

e (133)
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Kone¢nou (neinfinetizimaln{) transformaci

AP =0 Wt (134)

muzeme pfiblizné nahradit posloupnosti n "malych” transformaci s €, = wy,/n, priCemz pro matici
transformujici vlnovou funkci pfi koneéné transformaci bude platit

g (1o Lo wm )"
4 n

V limité n — oo se vztah stdva presnym a podle definice exponenty mame

S =exp {—ia"”ww/}

Protoze argument tu vystupujici exponenty je matice s nulovou stopou, plati det S = 1, z ¢ehoz s
prihlédnutim k vztahum (124) a (123) plyne, ze pii vlastnich ortochronnich transformacich je b = 1.

Transformace Diracovy vlnové funkce pri ¢asové inverzi

Vztah (119) implikuje

S_l’)’OS — _,YO

neboli
S + Sy°=0
,YkS _ S’)’k —

Jedinou matici ze Sestnacti bazovych matic kterd antikomutuje s 40 a komutuje se viemi tiemi * je
matice i7%y5. Matice udévajici transformaci Diracovy vlnové funkce pii ¢asové inverzi musi byt proto
nasobkem této matice

St = Ay . (135)

P#i opakované ¢asové inverzi se vratime k puvodnimu toku ¢asu. Proto kvadrat matice St musi byt
roven jednotkové matici. Odtud dostavame

Konstantu A7 nazyvdame ¢asovou paritou. Muze nabyvat hodnotu +1 nebo -1 a pro dany typ ¢éstic
musi byt uréena experimentalné. Matice hermitovsky sdruzend k matici (135)

St = =57 = Ay,
je rovna puvodni matici, kterd je tudiz hermitovska. Navic je i unitarni
SISy =1L
Ze vztahu (122) plyne bA’%;, =1 a
br = —1 (136)

Transformace Diracovy vlnové funkce pfi prostorové inverzi
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Vztah (119) implikuje
S_l’)’OS — ,YO
S_lka — —’Yk
neboli
s — 54°=0
kS + Sy =0
Jedinou matici ze Sestnacti bazovych matic kterd komutuje s 1° a antikomutuje se viemi tiemi * je
matice 7°. Matice udavajici transformaci Diracovy vlnové funkce pii prostorové inverzi musi byt proto

nisobkem této matice
Sp = Ap?°. (137)

\p =1
Konstanta Ap muze nabyvat hodnoty +1, -1, i, -i. Matice hermitovsky sdruzend k matici (137) je
rovna
Sh=Xp7",
odkud plyne, Ze matice Sp nenf hermitovska®, je viak unitdrnf
SLSp =1
Ze vztahu (122) plyne bA’%, =1 a
bp=1 (138)
2.2.9 Transformace vyrazia typu yT'4y

Pod I'4 se rozumi nékterd ze Sestndcti matic které jsme vybrali jako prvky béze v prostoru matic 4 x 4.
Nage volba byla motivovéna hlavné tim, ze pii ni maji vyrazy ¥4 dobie definované vlastnosti pii
Lorentzovych transformacich. V literatufe se proto nazyvaji bilinearnimi kovarianty.

V dal$im budeme potfebovat transformacni vztah pro diracovsky sdruzenou vlnovou funkci. Nejdiiv
napiseme vztah hermitovsky sdruzeny ke vztahu (118)

w”r — wTs’r

a pak mezi ¢leny na pravé strané vlozime jednotkovou matici zapsanou ve tvaru 4’4" a vztah vyndsobime
zprava matici 7°. Dostdvame tak

T =TS,
co muzeme s vyuzitim (120) pfepsat na kone¢ny tvar
F(a') = bP()S . (139)
Vysetifme ted transformaéni vlastnosti nékterych bilinearnich kovarianti.

Kovariant S(x) = 9(x)(x)

5Proto se &4sticim popsanym Diracovou rovnici nedd pFipsat prostorové parita, v tabulkdch ¢dstic oznacovang jako
P. D4 se v8ak ukdzat, ze vnitini{ parita soustavy éastice-anti¢dstice je rovna (-1).
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Pii vpravé pouzijeme vztahy (118) a (139):
S'(2") = ¢/(a")d'(2') = b (2) ST Sy(z) = bS(x)

Kovariant S(z) se podle tohoto vysledku chova jako skaldr (neménf se, je invariantem) pfi ortochronnich
Lorentzovych transformacich (boosty, prostorové rotace, prostorové zrcadleni), kdy je b = 1 a méni
znaménko pii neortochronnich transformacich obsahujicich zrcadleni ¢asu (b = —1).

Kovariant V#(x) = 9)(x)y"1)(x)

VI () = (2 (@) = bip(a) ST S ()
Pro vyraz S~'4*'S pouzijeme vztah (119) a dostdvéme
V' (2)) = DAY, V().

Tento kovariant se transformuje pti ortochronnich transformacich (b = 1) jako kontravariantni ¢tyivektor,
pii transformacich obsahujicich zrcadleni ¢asu (b = —1) jeho komponenty piibiraji navic znaménko
minus.

Kovariant P(x) = ¥(x)y5¢(x)

P'(a") = ¢/(a")ys ¥/ (a") = b3 (2)S™ 5 S ()

Pro matici v5 pouzijeme alternativni vyjadieni (77) s tim, Ze o¢arkujeme s¢itaci indexy a mezi sousedni
gama matice vlozime jednotkovou matici ve tvaru SS—!.

S7lys 8 = ga,5, 5SS 571 g 57 g 51, g

Ctyfndsobnym pouzitim vztahu (119) dostévéme

U

Sy 8 = 7 PN gy A% A% AT A% = —9P90 s det A =15 det A

4!

a nakonec

P'(z') =bdet A P(x).

Pfi vlastnich transformacich (det A = 1) se tato veli¢ina transformuje stejné jako skaldr S(z), pfi
nevlastnich transformacich (det A = —1) pfibird navic zdporné znaménko. Jedna se o pseudoskaldr.

Kovariant A*(x) = ¥(x)ysy"(x)

AV (2) = b det A", A" (x)

Kovariant TH (x) = 1) (x)o#9)(x)

TV () = b A, AV, T (x)

2.3 Diracova rovnice pro castici v obecném elektromagnetickém poli

Vyjdeme z Diracovy rovnice pro volnou ¢astici (56)
(I8 — m) ¢(x) = 0,
pouzijeme princip minimélni elektromagnetické interakece (32)
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a dostavame

(iIv"Dy —m) ¢(x) = 0, (140)

neboli v Diracové oznaceni
(i —qA —m)y(z) = 0. (141)

Aby byla Diracova rovnice kovariantni pii kalibra¢ni transformaci
/
Ay — Au = Ay — Oux,

tj, aby platilo
(iv"'D;, —m) ¢/ (z) = 0, (142)

kde
DL =0y + iqA;L,

musime predpokladat, ze Diracova vlnova funkce se pti kalibra¢ni transformaci ridi pravidlem
W — ) = P,
Pak se o kovariantnosti Diracovy rovnice presvédéime tak, ze pouzijeme
D, [e'Xyp(2)] = X D,1p(x)

a z (142) odvodime (140).

Diracova rovnice pro ¢astici v obecném elektromagnetickém poli vypada velice trividlné, jeji obsah
je vSak bohaty. Analyza jeji nerelativistické limity, provedena napi. v ucebnici A.S. Davydov: Kvan-
tovd mechanika (SPN Praha 1978), ukazuje, ze DR vede na Pauliho rovnici véetné ¢lenu ktery popisuje
interakei spinového magnetického momentu s magnetickym polem (tento ¢len se pri odvozovéni Pau-
liho rovnice ze Schrédingerovy pomoci principu minimalni elektromagnetické interakce musi dodavat
rukou). Navic vede na spravnou spin-orbitalni interakci a Darwinovu kontaktni interakci.

Diracova rovnice spravné popisuje leptony bez vnitini struktury, napf. elektron a pozitron.” Pfi

1

aplikaci na hadrony se spinem 3 (napf. proton, neutron) se musi dodat ¢len, ktery popisuje anomalni

magneticky moment, zpusobeny jejich vnitini strukturou.

3 Kilasicka a kvantova teorii volnych poli

3.1 Uvodni poznamky

Pti budovani klasické teorie pole se budeme inspirovat klasickou mechanikou soustavy mnoha ¢astic.
Pak pii pfechodu od klasické ke kvantové teorii pole budeme postupovat podobné jako pii prechodu od
klasické mechaniky k mechanice kvantové. Pripomenme si proto zakladni poznatky z klasické teoretické

mechaniky.
Soustava n ¢éstic které jsou podrobeny v vazbidm méa f = 3n — v stupnu volnosti. To znamen4,
7e existuje f funkei ¢éasu ¢;(t), i« = 1,...,f, které konfiguraci soustavy (polohy édstic) v kazdém

okamziku charakterizuji. Tyto funkce nazveme zobecnénymi souradnicemi a jejich Casové derivace
4(t) zobecnénymi rychlostmi. V nejjednodussim piipadé soustavy bez vazeb jimi muzou byt kartézské
souradnice Céastic a jejich derivace.

K popisu dynamiky soustavy (tj odvozeni toho, jak se budou zobecnéné souradnice meénit s Gasem)
se zavadi Lagrangeova funkce L(q, ¢,t) jako rozdil celkové kinetické energie T'(q, q) a funkce U(q, ¢,1),
kters popisuje sily na soustavu a v soustavé pusobici.® Diferencidlnf rovnice pro zobecnéné souradnice
se daji odvodit z Hamiltonova variacniho principu, ve kterém vystupuje ic¢inek

SM:[%@mmt

1

"Nen{ to tplné pravda, existuji jemné jevy, které je schopna popsat az kvantové teorie pole (napf. Lambuv posuv).
8V relativistické mechanice zahrnuje i klidovou energii, viz vztah (29).
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Hranaté zévorky zduraznuji, ze u¢inek je funkciondl (”funkce funkei”) zavisly na tom jaké jsou funkce
¢i(t). Hamiltontuv varia¢ni princip

6Slg) =0
iikd, ze pro funkce ¢;(t) spravné popisujici pohyb ¢astic ze zafixovanych bodu ¢;(t1) do zafixovanych
bodu ¢;(t2) mé tucinek staciondrni hodnotu. To znamend, ze kdyz spravné funkce nahradime funkcemi
malinko odliSnymi, i¢inek se nezméni.
7 Hamiltonova principu plynou Lagrangeovy rovnice II. druhu®

d(@L) (9L_0 1=1,...,v

dt \dg;) oq
Déle definujeme zobecnéné hybnosti (conjugate momenta) vztahy
oL
;= — =1,..., 143
Di 94; ? v ( )

V kapitole 2.1.4 jsme pro zobecnénou hybnost zvolili oznaceni s velkym P, abychom ji odlisili od me-
chanické p; = m;q;. Toto oznaceni zde opoustime. Pomoci Legendreovy dudlni transformace zavedeme
Hamiltonovu funkci

v
i=1

pricemz zobecnéné rychlosti vystupujici na pravé strané vyjadiime ze vztahu (143), aby leva strana
byla funkci jenom zobecnénych hybnosti, zobecnénych soufadnic a ¢asu. I kdyz jsou dalsi véci spojené
s Hamiltonovou funkci a jejich korespondence s kvantovou mechanikou zajimavé, tady zminime uz
jenom definici Poissonovych zévorek dvou funkei f(p,q) a g(p,q)

~~[0f 99 0f 0g
{fig} _Z <3_qi6pi B apz‘a_qi> ’

i=1

z niz plyne vztah
{ak:pi} = O, (145)
kde d&; je Kroneckerovo delta.

Od klasické ke kvantové mechanice

V kvantové mechanice nahrazujeme zobecnéné soutfadnice a zobecnéné hybnosti, které jsou funkcemi
¢asu, operatory od ¢asu nezavislymi a misto klasické Poissonovy zavorky mezi kanonicky sdruzenymi
velicinami postulujeme komutétor jejich operatoru

Gk, Pr] =i h o -
Prikladem je dobfe znamy komutator
2, Pa] = ih.
Tento komutator splnime kdyz v x-reprezentaci zvolime & = x a p, = —iha%, nebo v p-reprezentaci

A~ .1 9 A
lehm a Py = Pu.

3.2 Realné skalarni pole
3.2.1 Klasicka teorie

Obecné teseni Kleinovy—Gordonovy rovnice (27) je v piipadé kdyz polozime by = ap redlnou funkef
souradnic a casu. Tato funkce predstavuje urcité pole, v kazdém bodé prostoru je definovana funkce
¢asu, pro tento bod specifickd. Abychom si 1épe uvédomili o co jde, ozna¢me si tuto funkci trochu
jinak: o(z) — @(Z,t) — @z(t). V terminologii klasické mechaniky, kdy pocet stupnu volnosti je ddn
poctem funkei ¢asu které dynamicky systém charakterizuji, je pole dynamickym systém s nespocetné
mnoha stupni volnosti, index u funkce ¢asu mize nabyvat nespoéetné mnoho hodnot Z € R3.

9Jak je zndmo, v Lagrangeovych rovnicich I. druhu na levé strané vystupuje namisto Lagrangeovy funkce kinetick4
energie a na pravé strané namisto nuly zobecnéné sily. V teorii pole tyto rovnice nemaji analogii.
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Hamiltonuv variaéni princip V mechanice je v pfipadé navzdjem neinteragujicich ¢astic Lagran-
geova funkce déna souc¢tem Lagrangeovych funkci jednotlivych céastic

L= Z Li(qi(t), 4i(t), t)

V piipadé dynamické soustavy se spojitym indexem nahradime soucet integralem a budeme psat
— [ £e(@.0. 0000
V)

kde jsme zavedli Lagrangeovu hustotu £ jako funkci pole ¢ a jeho vSech ¢asoprostorovych derivaci,
nejen Casové (sméfujeme k vytvoreni relativistické teorie). Explicitni zévislost na ¢ase, kterd je v
mechanice zpusobena ¢asové proménnymi vnéj§imi poli, neuvazujeme. Objem prostoru ve kterém se
polem zabyvame je V.

Ucinek S pomoci Lagrangeovy hustoty postupné vyjadiime jako

/th/ Py Loz, 1), 0o (%, 1)) = /(Q) d*x L(p(x), Dp(x))

kde Q oznacuje ¢asoprostorovou oblast integrace. Poc¢itejme, jak se zméni tcinek kdyz k funkci ¢
pridame funkci d¢p.

oL oL oL oL
5S = d&{ 5 50 ]:/ d&{ b 05

Druhy ¢len v hranaté zdvorce ted vyjadifme pomoci vzorce pro derivaci sou¢inu
oL oL oL
o 5.%%] = [%510,5)
" 10(0up) )

—— | dp+ ———0,(6
50,2)) " ) )
Dostavame ac ar ar
58 = /d4 [— 9 ]5 +/ d4x8[75]
FERRETTONE | RS PSRl TGN M
Oznacime or
B §
2(00) "

a pro vypocet posledniho integralu pouzijeme Gaussovu vétu

/ d'x A" = }[ Mdo,
(@) (=)

kde na pravé strané je integral po uzaviené nadploSe ¥ obepinajici ¢asoprostorovou oblast 2. Protoze
na hranici oblasti €2 je ve smyslu Hamiltonova variaéniho principu d¢ = 0, je tam i A¥* = 0 a predmétny
integral je nulovy. Takze §S = 0 implikuje podminku

oL oL
d*x [——6 7}5 =0
/(Q) o "a(0.p)) 7

kterd musi byt splnéna pro libovolnou funkci dp. To je mozné jediné tak, ze vyraz v hranaté zavorce
je sam roven nule

o ot _
Ma(a;ﬁp) Oy
Dostali jsme Lagrangeovu rovnici pro realné skaldrni pole. Fakt, ze toto pole spliuje Kleinovu-

Gordonovu rovnici, vyuzijeme k urc¢eni Lagrangeovy hustoty tak, aby Lagrangeova rovnice presla
na rovnici Kleinovu-Gordonovu. Piesvédéime se, ze

(146)

1 [(0ap)0% 0 — m*¢?] (147)

L(p,0p) = 5
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tento pozadavek spliiuje!’. Vypocéteme si nejdifv potiebné derivace

Bap_ v

0 1 1 o 1
[ 07 — 057 . af m m _ au
20,9) [2(%%0)5 so] 29" 3o, (00391 = 50 (04050 + 30up| = 0¥

Po dosazeni téchto derivaci do (146) dostdvame KG rovnici (O + m?)¢ = 0.

Hamiltonuv formalismus. Pii prechodu od Lagrangeova k Hamiltonovu formalismu v teoretické
mechanice se nejdiiv definuji zobecnéné hybnosti, které jsou kanonicky sdruzenymi proménnymi k
zobecnénym souradnicim, vztahem P; = OL/d¢;. V teorii pole pracujeme namisto Lagrangeovy funkce
L s jeji hustotou L. Proto taky definujeme hustotu kanonicky sdruzené proménné k polni funkci

vztahem 508
r(z) = 2L£L£.99) (148)
9 ()
V piipadé redlného skaldrniho pole s Lagrangovou hustotou (147) konkrétné vychazi
m(x) = p(x). (149)

Dalsim krokem v teoretické mechanice bylo zavedeni Hamiltonovy funkce vztahem (144). Kdyz hleddme
analog tohoto vztahu v teorii pole, Hamiltonovu funkci H nahradime integralem z jeji hustoty H, po-
dobné jak jsme to jiz udélali s Lagrangeovou funkci. Ale ¢im nahradime soucet pfes vSechny stupné

volnosti )
X = Zpi qi
=1

tam vystupujici? Abychom na to pfisli, rozdélme objem V', ve kterém pole skoumame, na v bunék,
kazdou o objemu AV. Kazdé burice prifadime diskrétni dynamickou proménnou ¢;(¢) (i = 1,...,v)jako
hodnotu pole v bodé #; nékde uvniti -té ¢asti, q;(t) = (&, t). Piislusnou diskrétni zobecnénou
hybnost p;(t) vypocteme jako hustotu kanonicky sdruzené hybnosti v bodé #; vynésobenou objemem
AV, pi(t) = n(F, t) AV, kde or

D S

Takze bude Y
X = w(@, )@, t) AV .
i=1
V limité V — oo prechézi tato suma na objemovy integral
X = m(x)p(x)d3x.
V)
Takze v pripadé realneho skalarniho pole vypada Legendreova dualni transformace takto:

H(p,m)d3x = / 7(x)@(x)d3x — L(p, 0p)d3x .

(V) (v) V)

Protoze tento vztah musi platit nezavisle na tom, jak vybereme objem V', musi platit odpovidajici
vztah mezi integrandmi. Pro hustotu Hamiltonovy funkce (budeme ji fikat Hamiltonova hustota) proto
plati

H(p,m) = m(2)p(x) — L(p,0). (150)
Pii pouziti Lagrangeovy hustoty redlného skaldrniho pole (147) dostdavame
1
Hip,m) = 5 (7% +mPp* + (V)?] . (151)

1Na tomto misté je zavedeni konstanty 1/2 neopodstatnéné, mohla by tam byt jakikoliv jind konstanta. V dalsfm
upozornime na mista, které vybér 1/2 zdiuvodiuji.
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Tenzor energie—hybnosti. Ukazali jsme, jak ur¢cime Hamiltonovu hustotu, které ma taky vyznam
hustoty energie pole. Jako takova, musi spliiovat zdkon zachovani energie v diferencidlnim tvaru,
kterym je rovnice kontinuity. V ni vystupuje taky hustota toku energie, kterou zatim nezndme. Déle,
kdyz mé pole energii, musi mit i (mechanickou) hybnost, kterou taky zatim neumime spocist. V
mechanice spojitych prostfedi se zavadi tenzor energie-hybnosti 7+, kterého komponenta 7% mé4
vyznam hustoty v-té komponenty ¢tyivektoru hybnosti P* = (E, 13) Komponenty T zase udévaji
k-tou slozku hustoty toku piislusné komponenty P¥ ¢tyrvektoru hybnosti. Musi proto spliiovat ¢tyti
rovnice kontinuity

ouTH =0 prorv =0,1,2,3 (152)

Pozdéji si ukdZzeme, jak se tenzor energie-hybnosti uréi na zékladé homogennosti éasoprostoru. Ted se
ho pokusime uhodnout. Zavedme si proto do vztahu (150) tenzorové indexy

oL

H=T"= 8o — Lg%
oae)” 7
a predpoklddejme jeho zobecnéni ve tvaru
oL
TH = "o —Lg". 153
90,0 1)

To, jestli jsme se spravné strefili, ndm ukaze kontrola pomoci rovnice kontinuity. Poc¢itejme tedy

oL oL
9, TH = [8 7} Yo+ ———0,0"p —0"L
: Ma(au@) 3(3%0) :
Vyraz v hranaté zivorce nahradime tim, co plyne z Lagrangeovy rovnice (146) a derivujeme Lagran-
geovu hustotu jako slozenou funkci.
oL oL oL oL
0, T = —0"p+ ——0,0"p — —0"p — ————0"0,0 =0,
. Oy 9(up) " 9y 0(up) "

kde jsme vyuzili, ze na poradi derivaci v poslednim ¢lenu nezalezi. Tim je opodstatnénost naseho
vybéru (153) potvrzena. Kdybychom tam ale v prvnim ¢lenu na pravé strané indexy g a v vyménili,
vysledkem kontroly pomoci rovnice kontinuity by nebyla nula, ale komplikovany, ur¢ité nenulovy vyraz.

Pfi odvozovani vztahu (146), (148), (150) a (153) jsme nevyuzili konkrétni tvar Lagrangeovy
hustoty pro redlné skalarni pole, které je jednokomponentnim. Proto pujdou jednoduSe zobecnit a
pouzit i pro vicekomponentni pole (komplexni skaldrni, elektromagnetické, spinorové).

Jesté si napisme, kvuli pozdéjsimu pouziti, t¥i vztahy platné pro redlné skalarni pole. Prvni se tyka
hustoty j-té komponenty hybnosti pole a plyne z (153) a (148)

T (x) = (x) Hp(x) . (154)

Druhym je pfipomenutf, jak vypada obecné fesen{ Kleinovy-Gordonovy rovnice (27) v ptipadé by = a;;

1 . . . -
ola) =3 o |ag e it ED 4 gt ellept =R (155)
k

Treti vztah dostaneme, kdyz toto feSeni dosadime do (149)
[wr . o . o
m(x) = (—i) Z ﬁ {GE o iwpt—k.T) _ al’% el(“’l?t*k'x)} ) (156)
k

3.2.2 Kvantova teorie

Kvantovou teorii realného skalarniho pole vytvorime tak, Ze konjugované dynamické proménné z ha-
miltonovského formalismu ¢(x) a m(x), které jsou funkcemi ¢asu, nahradime operatory ¢(Z) a 7(Z),
od ¢asu nezavislymi a postulujeme pro né komutacéni vztah. V kvantové mechanice mame komutaéni
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vztahy mezi operédtory které odpovidaji diskrétnim konjugovanym veli¢indm ve tvaru [gg, p;] = 10y a
1[Gk, di] =0, [pr,p1] = 0. Ve spojitém spektru indexu se nabizi komutatory

(o(z) ,#(z")] =i0(z — &) (157)
s tfirozmérnou Diracovou funkei delta a
(@(Z) ,p(&")] = [7(&) ,7(Z)] =0. (158)

Oveéfme si zivotaschopnost ndpadu (157) tak, Ze si v nasem prostoru vytvoiime buiiky, kterym pfifadime
diskrétni dynamické proménné. Buiice s indexem i o objemu V; prifadime zobecnénou souradnici rov-
nou stfedni hodnoté pole v burice

qi(t) = V/ d®x p(%,1)
i (Vi)
a zobecnénou hybnost rovnou integralu z pridruzené hustoty
pi(t) = / d3x m(%,t).
(Vi)
Piejdéme ted k operdtorim a poéitejme komutétor

. .
i) = [ @ [ @ @) = o [ dx [ e s,
Vi Jov) (V1) Vi Jvy) (V)

kde jsme jiz zabudovali nas predpoklad (157). Pokud se jednd o ruzné bunky (k # ), integracni oblasti
se neprekryvaji, delta funkce je identicky rovna nule a komutator taky. V piipadé, ze [ = k mame

nejdiiv
/ Bx sx-%) =1
(Vi)
a pak
1 3
— d°x =1
Vi (Vi)

s vysledkem [k, px] = i, jak m4 byt. Kdyz se ted podivdme na vztahy (155) a (156), zjistime, Ze
nenf zatim jasné, jak se pfi prechodu k operatorum ¢asové nezdvislym zbavime ¢asu na jejich pravych
strandch. Definujme proto nekone¢né mnoho funkei ¢asu
ap(t) = ag e Wit

a po jejich zavedeni do (155) a (156) se stanou jedinymi misty na pravych strandch kde vystupuje ¢as.
Jsou pfitom dynamickymi proménnymi, protoze stav pole mtizeme zadat tak, ze specifikujeme funkci
¢(x) nebo, ekvivalentné, zadame vsechny az(t). Proto pii pfechodu ke kvantové teorii nahradime taky
tyto dynamické proménné operdtory od casu nezavislymi ap(t) — a;. Z realné funkce ¢(z) chceme

2
udélat hermitovsky operdtor ¢(Z). To docilime tak, ze komplexn{ sdruzeni na pravé strané nahradime

sdruzenim hermitovskym al’%(t) — &;%. Dostavame tak operatory
N 1 ~RT At —ikF)
p(7) = Z VoL |7 + aLe7FD)] | (159)
#(7) = (—i) “E [ ™7 — a7 (160)
- 2V Lk k '

Objevuji se v nich operatory agz, o kterych zatim nic nevime, jenom predpokladame, ze nejsou hermi-
tovské. Abychom uréili jejich vlastnosti, musime si je vyjadiit pomoci operatoru ¢ a 7, pro které uz
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méame stanovené komutacni vztahy (157) a (158). Postupujeme takto: Vztah (159) vyndsobime expo-
nentou exp{—ik’ - Z} a vyintegrujeme pfes normaliza¢ni objem, pficemz vyuzivame Ze tato integrace
vede na Kroneckerovo delta [vztah (14) a jemu podobné se zménou znaménka u nékteré z hybnosti]

- A%
Ao iRE g3, s st
/(V) H(Z)e d’x = 2o, (ak, + a,f(/)

Vztah (160) vynasobime imagindrni jednotkou a exponentou exp{—iE’ - ¥} a pak vyintegrujeme pfes
normaliza¢ni objem
T2 V(AJ”,
i / F(E)e R = [Tk (5, -l )
W) 2 B

V obou dvou vztazich pfejmenujeme k' na k, prvni vyndsobime wg a potom vztahy secteme

a p(Z) + in (7)) e RT3y

1
|

Vztah pro a., ziskdme okifzkovinim a pfejmenovanim k na k’. Prejmenujeme taky integracni proménnou,

abychom ji po dosazeni do komutatoru odlisili od té v ag.

Po dosazeni ziskanych vyjadieni do komutdtoru dostavame

a5 vl | = 2V,/—ﬂw,€,/ & / B {wg [p(E) 7(%)] - wp [7(F) ()]} @D

Komutétor mezi dvéma ¢ a i ten mezi dvéma 7 jsou nulové, tak jsme je ani neuvedli. Dva zbyvajici
jsou imérné delta funkci, pomoci které ihned provedeme integraci pres ¢arkovanou proménnou. Dalsi
integrace vede na Kroneckerovo delta

i ot ] = YET YR B R)E 3y _ Yk T Y
S P e -2 forwn, ©K
<k (V) k*K/

Posledni vyraz je nenulovy jenom kdyz K = E, muZzeme proto polozit wy, = w;; a dostdvame jednoduchy
vysledek!!

[k’ ] O - (161)
Pro stejné hybnosti je tento komutator roven jedné, takze kdyz zadefinujeme operator
Ny = d/;&E’ (162)

budeme o ném védet, ze jeho vlastni hodnoty jsou nezdporna celd ¢isla (kapitola 1.1). Podobnym
postupem, jak jsme ziskali komutédtor (161), bychom dokézali i dalsi dulezité vztahy

ag o] =0 a ak.al | =0,

pomoci kterych odvodime po dvoundsobném pouziti (161) komutéator

Nz N | =o0. (163)

"Toto je prvni misto, které zdfivodiiuje vybér konstanty 1/2 v (147). S jinou konstantou by se zménily vztahy (149),
(156) a (160). Komutaé¢ni vztah (157) by pak vedl na jinou pravou stranu komutétoru (161).
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Operator energie redlného skalarniho pole. Kdyz uskute¢nime prechod od funkei k operdatorum
v Hamiltonové hustoté redlného skaldrniho pole (151) ziskdme operétor

~ 1
"= (72 +m2* + (Ve)?] . (164)
objemovou integraci kterého dostaneme operdtor energie, neboli Hamiltontuv operator realného skalarniho
pole

H= / H(Z) dx.
v)

Budeme pocitat integraly z jednotlivych ¢lentu v hranaté zavorce, pficemz pouzijeme vztahy (159)
a (160). Kvadrat operatoru vyjddiime jako soucin samého se sebou, pfi¢emz abychom souéin dvou
sum pfes hybnosti mohli napsat jako dvojitou sumu, u druhé oznac¢ime jinak séitaci index. Integral
ze soucinu exponent hned vy¢islime pomoci vztahu (14), vzniklé V' se vykrati s tim co pochdzi z
odmocnin ve jmenovateli.

1
N P A At A At A
/(V) ()7 (Z) &°x = ~3 g WEWE’(GEQE/(SE',—E — alga%ﬁ@,g — aTEaE/(SE, Pt a}%a%élg,ﬁg)

1 m?
2 S0V AR A3 o~ ~a A T
m /(V) Po(X)p(Z) &°x = 3 Z o (a];ak»,ég,’_lg—i— a,;a;%lélg,’k»—i— agak»,dg,’g—i—a%a%ég,v_g)
kK '
Lomm? i g
= 3 Z w_E(aEaE + agh; + aga_ g+ aEale)
E

1 kK
O N A A o st ot ot ot
/(V) [Vgo(x)] V(p(m) d°x = —5 Z w,;w,;, (a,;a];,dg,v_g — a];ak»lég,’]; — agag,ég,j + aEaEI5E,7_E)
kK’
L k2 oy
=3 Z —E(CLEGE + apar +apa_p+ aEa_E)
E

Pti s¢itani druhého a tretiho prispévku vyuzijeme k24m? = w%. Soucet vsech ti{ prispévka vynasobeny
2 (164) d4

~ 1
B fa o At
H= 5 i WIS(QECLE + algalg) (165)
k

Prvni suma ma jasnou interpretaci: kdyz prijmeme, ze Nj: je operdtor poctu céstic s hybnosti k,
tak po jeho vyndsobeni energii jedné céstice wy dostdvame operédtor energie vsech cdstic s hybnosti

k a settenfm pres vSechny hybnosti dostavame operdtor energie vSech ¢éastic, ktery budeme nazyvat
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Hamiltonovym operatorem realného skalarniho pole. Druha suma ve vySe uvedeném vztahu, ndm opti-
misticky pohled kazi. Od poctu ¢éstic nezavisi a jako soucet nekone¢né mnoha k nule nekonvergujicich
¢lenu diverguje. Jedno feseni by bylo tento ¢len jednoduse ignorovat s poukazem na to, Ze energie je
urcena az na aditivni konstantu. My pouzijeme jiné feSeni, zménime vztah pro operator Hamiltonovy
hustoty (164). Opraviiuje nés k tomu fakt, ze v klasickém vztahu (151) na poradi funkei nezalezi, ale
pii prechodu k operatorim na jejich pofadi uz zalezi a je tieba toto poradi upresnit. Zavedeme pojem
normalniho soucinu, ve kterém jsou operatory usporaddny tak, Zze na prvnich mistech posloupnosti
Jsou kreacni operatory a. a az za nimi nésleduji operdtory anihilacni az. Normalni soucin se oznacuje
pomoci dvoutecek. Kdyz predepiSeme normalni usporadani v operatoru Hamiltonovy hustoty

H=: [7F2+m?? +(Vo)?] (166)

DO =

uz nebudeme muset pouzit na zménu poradi operatoru ve vztahu (165) komutacéni vztah (timto kro-
kem se ndm do vysledku to nekone¢no vplizilo) a pro Hamiltonuv operdtor dostaneme sympaticky
vysledek!?

H=>) wpNg. (167)
E
V piipadé volnych poli (tj. bez interakce), operatory poctu ¢astic v jednotlivych stavech N. 7 komutuji
s Hamiltonovym operatorem, pocty samotné jsou tudiz konstantni. Jind situace nastane, kdyz se do
Hamiltonova operatoru zavede interakce ¢astic mezi sebou, nebo s jinym typem ¢astic.

Operator hybnosti redlného skalarniho pole. Operator j-té slozky hybnosti pole ziskame jako
integral

P = /( " 7% (%) (168)

z operdtoru odpovidajicimu hustoté (154), do kterého, po zkuSenosti s Hamiltonovym operatorem,
zavedeme rovnou i normélni souéin

TY(E) = #(2) P @(T): . (169)
Vystupuje v ném i derivace operatoru (159) podle kovariantni soufadnice x;, ktera je rovna

o7 - 7 -
ik.Z A —ik.%

J L ~ T
0 ap—e ag

p(r) = (—i 7]& e
w»4>§¢mﬂ

Pii dosazovéni operdtoru 7 z (160) zménime oznaceni s¢itactho indexu na K. P vypoctu integrélu
(168) zmeénime poradi integrace a sumace. Integrace se bude tykat ¢ty souc¢inu dvou exponent,
vysledek okamzité napiSeme pomoci vztahu (14) a dostdvame

D e B (atoa s atate 4 s o st
Pl = 5 oo '(ag/akék',k ak’/aéékﬂ—k ak,akdk,’_k—i—ak,agék,’k)
- i
ik
P
= Z E(QGEGE —a pa.— a_gaz),
i

kde jsme vyuzili, Zze energie od sméru hybnosti nezdvisi, jenom od jeji velikosti. Druhy a tfeti ¢len v
zavorce daji nulovy prispévek k sumé pfes vSechna k. Jsou totiz symetrické pii zaméné k — —k a jsou
néasobené faktorem k7, ktery pii této zdméné méni znaménko. Takze dostdavame vysledek

P =S W N,
E

?Taky diky % ve vztahu (147) pro Lagrangeovu hustotu.

39



anebo ve vektorovém tvaru

P=Y"kN;.

-

k

Tento vysledek je nézorny a nevyzaduje dalsi komentaf. Jenom poznamenejme, ze kdybychom ve
vztahu (147) zvolili misto % jinou konstantu, taky tento vztah by vypadal jinak.

Fokuv prostor (v angl. literatuie Fock). Setkali sme se s nékolika operatory, ale zatim nevime
na co tyto operatory pusobi. Operatory v nejCastéji pouzivané x-reprezentaci kvantové mechaniky
pusobi na vlnové funkce a vlastni funkce hermitovskych operdtori. Jenze ted jsme z vinovych funkei
udélali operétory! Takze si prostor ve kterém tyto operatory pusobi, musime zkonstruovat. Navod jak
to udélat ziskdme, kdyz si uvédomime rozdil mezi kvantovou mechanikou a kvantovou teorii pole. V
kvantové mechanice pfifazujeme jednotlivym éasticim hybnosti'® (anebo se zajimdme o to, jakd je
pravdépodobnost, ze zvolend ¢astice bude mit ur¢itou hybnost). V kvantové teorii pole je to naopak.
Kazdé hybnosti pfifadime pocet ¢astic které tuto hybnost maji (anebo se zajimame o to, jaka je
pravdépodobnost, ze zvolenou hybnost bude mit urcity pocet ¢astic).

Bazovymi vektory v hledaném prostoru budou proto stavové vektory s fixnimi pocty Céstic s
danymi hybnostmi. Zédkladem bude stavovy vektor stavu ve kterém neni zadnda castice, budeme jej
nazyvat vakuum a oznacovat |0). Pak tam priddme nekoneéné mnoho stavu ve kterych je jedna ¢éstice
s hybnosti EZ

1g ) =al o),

dvé astice s hybnosti k; (viz kapitola 1.1)

)= 560

jedna ééstice s hybnosti k; a jedna ¢astice s hybnost{ Ej (i #7)

—abat
‘1Ei,1gj> = aE'ak ’0>

i Rj
a tak dale. Takto vytvofeny prostor se nazyva Fokovym prostorem (pro bozony). Obecny stav je
popsén jako superpozice bazovych stavi.
3.3 Lagrangetv a Hamiltontv formalismus pro vicekomponentni pole

Polem n-komponentnim nazyvame takové, kterym je v kazdém bodé prostoru definovano n redlnych
funkci ¢asu. Napf. komplexni skalarni pole je polem dvoukomponentnim, dvémi redlnymi funkcemi
jsou redlnd a imaginérni ¢ast funkce ¢(Z,t).

Uvazujme pole s komponentami ¢1(z),. .., ¢,(x), s Gé¢inkem zapsaném podobné jako v kapitole 2.1

Sl] = /( | AXE009,06(2),

kde ted ale oznaceni ¢ znamend, Ze uvazujeme vsech n funkci ¢;. Variaci u¢inku vyjadiime jako
integral z variace Lagrangeovy hustoty, ktera je po zapocteni variaci vSech funkci ¢ rovna

“~[oL oL
oL = ; [%5@ * 50 @)5(3”@)]

Postupem podobnym tomu, co jsme pouzili v kapitole 2.1 dostavame z Hamiltonova principu 65 = 0

podminku
2 [ac oL
d*x [——a 7]5 i =0.
/(m 236~ %a0,0) %

i=1

1 s ws . . . . . L P . . . .
3Poidd pouzivdme normalizaci na koneény objem s diskrétnim spektrem hybnosti k;, kde index i nabyvé nekonecné
mnoha hodnot.
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S piihlédnutim k tomu, Zze variace mohou byt libovolné a pro ruzné indexy jsou nekorelované, tato
podminka se d& splnit jenom tak, ze vyraz v kazdé hranaté zavorce je roven nule. Dostavame tak n
Lagrangeovych rovnic

oc oL
"0(0uti) 0
V dalsim kroku definujeme ke kazdé komponenté ¢; k ni pfislusnou komponentu konjugovaného
pole

0 proi=1,...,n. (170)

oL
mi(z) = B B0 (171)

a pomoci polni verze Legendreovy dudlni transformace zavedeme Hamiltonovu hustotu

n

Hp,m) = mi(z)gi(x) — L($,09). (172)

i=1

Tenzor energie-hybnosti pro n-komponentni pole mé tvar

" ac
Y _ Voo My
T ;a(am)a ¢ — L g" . (173)

3.4 Komplexni skalarni pole
3.4.1 Klasicka teorie

Pro komplexni skaldrni pole se nabizi zavedeni dvou komponent pole predpisem

¢1(x) = Re p(z) P2 (x) = Im p(x)

Ukazuje se, ze je vyhodnéjsi (zejména vzhledem k pozdéjsimu piechodu ke kvantové teorii) namisto
redlné a imaginarni ¢asti pracovat s jejich linedrné nezavislymi linearnimi kombinacemi

¢1(z) = p(x) =Re p(z) +ilm p(z) a  ¢2(z) =¢"(z) = Re p(z) —1 Im p(z)

které zarucuji ze nekorelované variace funkci ¢ a ¢* jsou z hlediska varia¢niho poctu ekvivaletni
nekorelovanym variacim funkei Re ¢ a Im .
Lagrangeovy rovnice (170) tak nabyvaji pro komplexni skalarni pole tvar

oL _ 3_E
“6((9“90) i

5 oL _ oL
“8(8;190*) Op*

= 0, (174)

~ 0. (175)

Kleinovu-Gordonovu rovnici pro funkei ¢ dostaneme z (175) a tu pro funkci ¢* z (174) kdyz zvolime
Lagrangeovu hustotu

L(p, 0*,0p,00") = (0a¢*)0% — m*¢*p. (176)

Piislusna odvozeni jsou jesté jednodussi nez v piipadé redlneho skaldrnitho pole, protoze ¢ a ¢*
povazujeme za nezavislé. O spréavnosti vybéru multiplika¢ni konstanty (=1) se pfesvédéime pozdéji,
kdyz pro komutacni vztahy polnich operdtoru a pro operdtory polnich veli¢in dostaneme rozumné
vysledky.

Z obecné definice konjugovaného pole (171) plyne

—GmF@ e wle) = o =), (177)

()
Pro Hamiltonovu hustotu podle vztahu (172) v piipadé komplexniho skaldrniho pole mame
H(SD, T, 90*5 W*) = 7TSb + W*Sb* - ’C(SD? 890, Qp*a 6@0*) ;
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coz po dosazeni Lagrangeovy hustoty (176) a vyjadieni ¢asovych derivaci podle (177) vede na
/H(QD,?T, 30*’71-*) =T+ (VSD*)VSD_{_mQSD*QD (178)

Pro hustotu j-té komponenty hybnosti pole podle (173) plati

. 0L oL
70 = 2= 5i & o
coz s prihlédnutim k (177) da ' ' '
T = 1+ % . (179)

U Kleinovy-Gordonovy rovnice jsme pro hustotu elektrického naboje ziskali vztah [viz vztah (23) a
text za nim)]

p=1ie(¢"Oop — ¢ ™).
Nahrazenim ¢asovych derivaci konjugovanymi poly (177) ho pfevedeme na tvar
p =le(p*n* —pm). (180)

Napisme si jesté, jakd konjugovana pole odpovidaji podle (177) obecnému feseni Kleinovy—Gordonovy
rovnice (27)

.« . wr *  i(wyp —ﬂ.f —i(wz —ﬂ.f
n(e) = @) =i\ [g ap R TED —peilrt A (181)
k
. . Wi —i(wpt—k.Z) _ px i(wpt—K.Z
™(z) = cp(x):(—l)zuﬁ [a,;e (wit—k )—bge( Rtk )]. (182)
i

3.4.2 Kvantova teorie

Pti prechodu od klasické ke kvantové teorii komplexniho skalarniho pole budeme postupovat obdobné
jako u redlného skalarniho pole: pole ¢(x), 7(z), ¢*(z) a 7*(x), které jsou funkcemi ¢asu a soutradnic,
nahradfme operatory od ¢asu nezavislymi ¢(Z), #(Z), ¢'(Z) a #7(Z) (pricemz komplexni sdruzen{
nahradime hermitovskym) a postulujeme pro né komutacni vztahy

[p(@), 7@ =io@—7) a  |¢l@), @] =is@ - ). (183)
Daéle postulujeme, ze ostatni mozné komutatory jsou nulové, napf
[o(@),¢1@) ] = 0.

Cas vystupuje ale i v zdpisu obecného feSeni KG rovnice jako superpozice ¢asové zavislych parti-
kuldrnich reseni (27)

efi(wl—c—tfk-m) + b;% ei(wEt—k.x ] )

1
p(z) = ZE: \/m [ak

Pii nahrazeni funkce ¢asu na levé strané operdtorem od Casu nezavislym, musime patfi¢né upravit i
pravou stranu. Budeme aplikovat postup ktery jsme jiz pouzili pii prechodu od klasické ke kvantové
teorii redlného skaldrniho pole. Zavedeme dvé funkce ¢asu

—iw,;t a b*(t) =} —iUJEt

ap(t) =age 2

P (§]

E

a vySe uvedeny vztah prepiSeme s jejich vyuzitim

[al;(t) R | br(t) o iF-E ] .

1
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Ted vidime, Ze nové zavedené funkce hraji tilohu dynamickych proménnych, protoze jednoznaéné
urcuji stav pole. Proto pii pfechodu ke kvantové teorii nahradime i tyto funkce operatory, pricemz
komplexni sdruzeni nahradime hermitovskym. Dostavame

[eig'f ap + e_ig'f BTE] (184)

L 1
e

Podobné postupujeme i u dalsich operatoru

1 —ik@ At iRE G
Wy = .
#(@) =i = [e—l’” af. — o b,;] (186)
. . WE T k@ A _ik-Z 3
#1(@) = (—i) ﬁ [ek ap —e k b;%} (187)

-

Ted chceme zjistit, jaké komutacéni vztahy nové zavedené operdtory ag a IBE splnuji. Nejdriv je
vyjadifme pomoci polnich operatorti ¢(¥), 7(&), ¢'(¥) a #'(Z) pak pii vipoctu jejich komutétort
pouzijeme komutétory polnich operdtoru [ze kterych jsou nenulové jen dva uvedené v (183)]. Pro

urceni G se nabizi kombinace vztahi (184) a (187).

Vztah (184) vyndsobime exponentou exp{—il;’ - ¥} a vyintegrujeme pies normalizaéni objem,
pricemz vyuzivdme Ze tato integrace vede na Kroneckerovo delta [vztah (14) a jemu podobné se
zménou znaménka u nékteré z hybnosti]

o vV .
ar N\ —ik T 13, A T
o(T)e d°x = <al~<, +b ~/>
/(\V) 2&)12/ —k
Vztah (187) vyndsobime imagindrni jednotkou a exponentou exp{—iE’ .Z} a pak vyintegrujeme pres
normaliza¢ni objem
ST = VWU ~
i / At (@)e F T8y = k <a N ) .
2 k —k’
V)

V obou dvou vztazich pfejmenujeme k' na k: prvni vyndsobime wy, potom vztahy secteme a dostdvame
vysledek

1 nron o eatrn ] —ik-T 13
£ v, L@ @] e (158)

Podobné bychom kombinaci vztahu (185) a (186) dostali

a

by = ) +in(Z )} e F 3y (189)

A /2Vw /
Ted' uz muzeme pocitat riizné komutatory. UkdZeme si podrobné vypocet komutitoru [&E , d;%, ] . Vztah
pro &;%, ziskdme okiizkovanim vztahu (188) a pfejmenovanim k na k. Pfejmenujeme taky integra¢ni

promeénnou, abychom ji po dosazeni do komutatoru odlisili od té v ag.

At 1 /
. = —— wy
YooV2Ven Jw)

Po dosazeni ziskanych vyjadieni do komutdtoru dostavame

{d/; ,J% ] QV\/Tkl /V /Vd3 ’ wi [@) ,7(X) ] — wy [f{f(g() ,@T(i’)]}ei(f"'x —ke%)



Komutéatory [gb ,@T] a [7% ,ﬁT] jsou nulové, tak jsme je ani nepsali. Dva zbyvajici jsou imérné delta
funkci, pomoci které ihned provedeme integraci pres ¢arkovanou proménnou. Dalsi integrace vede na
Kroneckerovo delta

[dﬂ al ] _ YRt YR B -R)E g3y _ Ykt s
k7| T — - —— k,k’ *
k 2V wrwi Jv) 2, Jwrg

Posledni vyraz je nenulovy jenom kdyz K = /; muzeme proto poloZit wy, = w;; a dostdvame jednoduchy
vysledek

Pro k' =k je na pravé strané jednotka, na zdkladé ¢ehoz vime, ze kdyz definujeme operator N. P = d]:c%,
k k

budou jeho vlastni hodnoty nezépornd celd ¢isla (to bude operdtor poctu ¢astic s hybnosti E)
Podobné bychom odvodili

[6,; bH = b p (191)

~

coz nas vede k definici operatoru Ny b b , 0 kterém si ukdzeme, Ze je to operator poctu anticastic

s hybnosti k. VsSechny ostatni myslitelné komutétory by nam vysli rovné nule.

Hamiltonuv operédtor komplexniho skaldrniho pole

Z Hamiltonovy hustoty klasického komplexniho pole (178) udéldme operator tim, ze nahradime vsechna
pole operatory, zménime komplexni sdruzeni na hermitovské a predepiSeme normalni souéin, ktery
zafixuje poradi operdatoru v soucinech. Vysledkem je

A@) = {# @@ + VeI @) V(@) + 2t (@)@} : (192)

Hamiltonuv operédtor komplexniho skaldrniho pole je dan jako integrél

H= / H(Z) d®x
v)

ktery se da napsat jako normélni sou¢in ze souctu ti{ prispévkia. Postupujic podobné jako pfi vypoctu
Hamiltonova operatoru redlného skaldrniho pole [pouze s nahrazenim nékterych operédtoru a operatory
b v souladu se vztahy (184-187)] pro tyto prispévky dostaneme

(37 (7)) dBPx = = - (a:al —bT.al —a b +blb:
/(V)W(x)ﬂ(x)dx szk <akak b’ -4 aikbk—i—bkbk),

o i - INSKD (b b e o ooy
V)[V<p (@)].Veo(z)d x:—Z—(aﬁaﬁ—i-ail;bf(—i-bff(af(—i-bf(bf(),

1 m? N . PN
mcp D@ d¥x = 5> (alag +al bl +b_pay + beh) |

Nejdiiv sec¢teme druhy a treti prispévek s vyuzitim vztahu k2 +m? = w%. Pak priddme prvni ptrispévek
a na vysledek aplikujeme pravidlo normélniho souc¢inu. Dostavame

B = Y wglatig +550) + 5 3w (al b1~ a) + 2 3" wp (b_gag —a_ghy)
E E E

Druhd a tiet{ suma jsou rovny nule', protoze vyrazy v zavorkach jsou lichymi funkcemi k (dva
krea¢ni operatory kumutuji, stejné jako dva anihila¢ni) a pfi s¢itdni pres vSechny k daji nulu. Kdyz

147U redlného skaldrniho pole, kde plati l;,; = G, se tyto sumy viibec nevyskytly.
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ted’ zavedeme operator poctu ¢astic s hybnosti Ejako NE = &;%d,; a obdobny pro antic¢astice ﬁ]; = Bgi)g,
pro Hamiltonuv operator komplexniho skalarniho pole dostavame nézorny vysledek
H=> wp (N +Np) (193)
E
Operator hybnosti komplexniho skalarniho pole
Z hustoty j-té komponenty hybnosti pole (179) udéldme operator predpisem
T9(3) =« {#(@) 07p(@) + [0 ¢' @7 @) |+ . (194)

Na poradi operatoru uvniti slozené zavorky nezalezi, konetné slovo bude mit operace normélniho
souCinu. Zvolili jsme takové poradi, aby dva Cleny ve slozené zavorce byly navzijem hermitovsky
sdruzené. Operator j-té komponenty hybnosti pole uréime integraci

pi— / 79 (7) dix
V)

Muzeme ho zapsat ve tvaru

Pl = <]51J+]52J> .
kde
Pl = / 7(Z) & p(7)d3x
V)

a ZSQJ = (]51] )T. Pri Vypo§tu 151] postupujeme stejné jako v piipadé redlného skalarniho pole, az na

¢astecnou zdmeénu ap — by. Vychézi

. ki s A .
szZ—(a}%aE—aT bg—b

P = S (dfag+ o) ~ 5 0 (& b alf ) = 5500 (b + e )
k k k

Vyrazy v zdvorkach ve druhé a tfet{ sumé jsou ted sudymi funkcemi vektoru k. Po vynasobeni jeho j-
tou komponentou se opét stavaji funkcemi lichymi, coz mé za nésledek, Ze soucty ptes véechny hybnosti
jsou rovny nule. Pro hybnost pole, zapsanou uz ve vektorovém tvaru, tak dostavame vysledek

P=3"F (N + Ny (195)
P

Operator naboje komplexniho skaldrniho pole.

Operétor hustoty nédboje dostaneme tak, ze ve vztahu (180) nahradime pole operédtory a zavedeme
normélni souc¢in, ktery zaruci, ze poradi operatoru ve vysledku nebude zaviset na tom, jaké poradi
operdtoru pii nahrazovani poli operatory zvolime.

p(@) = ie: |$N@F (@) - 7@ ¢(@)] : - (196)

Operator naboje komplexniho skaldarniho pole dostaneme integraci

3 (2 13
Q—A%M@dx
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Po dosazeni z (196) tento vztah muzeme prepsat na tvar
Q=e:(Q1+Q2):

kde
Q=i J@F@Ex a Q=) [ R,
V) V)
Evidentné plati Qg = QJ{, coz je hned dvakrat dobréd zprava. Jednak to znamend, ze operdtor @) je
hermitovsky, jak se na operator fyzikalni veli¢iny slusi. A pak, Ze staci pocitat jenom Q1. Prostym
hermitovskym sdruzenim potom dostaneme Qs . Po dosazen{ (185) a (187) do Q1 a zaméné poradi
integrace a sumace dostavame

Ao 1 Wi “iRE At k@ 5 ] [ikE A iRz 3] 43
Ql—QVHH W;g/(v)[e a:+e bk} [e ap —e blg}dx
kK’

3 4O — N AN Stit At gty 1 P b
Q1+Q2_Z<a1§ak bkb,g) QZ(aEbe a,gbg)"’_QZ(bka—k b_kak>.

—

k k k

Druh4d a treti suma jsou rovny nule, protoze vyrazy v zavorkach jsou lichymi funkcemi k a pii s¢éitani
pres vSechny k daji nulu. Po uplatnéni normalniho sou¢inu a vynasobeni elementarnim nédbojem
vychéazi

Q=c(N-N),
kde N = i N. i je operdtor celkového poctu éastic (bez ohledu na jejich hybnosti) a N = ok ﬁg je
operator celkového poctu anticastic.

3.4.3 Heisenberguv obraz pro volna pole

Sledovanim paralely s prechodem od klasické mechaniky ke kvantové mechanice jsme se dostali do verze
kvantové teorie pole v niz operdtory nezavisi na ¢ase, do Schrodingerova obrazu (angl. Schroedinger
picture). V tomto obraze je ¢asovy vyvoj stavu diktovan rovnici

.d ~
1& |¢§t>s :HS|7,Z)§t>s )

kterd mé formalni feSeni R

Wit)g = e st it =0) g
V této kapitole prejdeme do Heisenbergova obrazu, ve kterém stavovy vektor od ¢asu nezavisi, zato
operatory se stanou funkcemi ¢asu, coz umozni jejich relativisticky kovariantni zapis. Navod na prechod
nam poskytuje predesly vztah. Kdyz na jeho obé strany uplatnime operator exp {ufl St}, na praveé
strané dostaneme stavovy vektor od ¢asu nezavisly. Stavovy vektor v Heisenbergové obraze dostaneme
ze stavového vektoru ve Schrodingerové obrazu predpisem

() g = 15 s )

Protoze Hg je operatorem hermitovskym, je operator provadéjici transformaci operatorem unitarnim.
Pfipomenme si, co pro unitdarni transformace plati (stavy oznacujeme ®, operatory O, trans-
formaéni operédtor U; stavy a operdtory po transformaci ¢arkujeme).
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1. Unitarnost transforma¢niho operatoru: Ut =00 =1
2. Transformace stavi: |®') = U |®)

3. Transformace konjugovanych stavi:(®'| = (®| U1

4. Transformace operatori: O’ = UOUT

5. Invariantnost skaldrniho souc¢inu: (®4|®)) = (Po|P1)

6. Invariantnost maticovych elementt a stfednich hodnot: < L0 |<1>’1> = <®2|O|¢1>

7. Kovariantnost komutétoru: {OAl ,02] =03 = {All ,OAQ} = Oé

Operéator a; v Heisenbergové obraze

V souladu s vyse uvedenym pro operdtor ap v Heisenbergové obraze plati

a(t) = e (197)

kde H je Hamiltontiv operator (193) komplexniho skaldrniho pole. K odlisen{ operatoru ap, v Heisenber-
gové obraze od toho v obraze Schrodingerové postacuje vyznaceni jeho zavislosti na ¢ase, subskripty H
a S nebudeme pouzivat. U Hamiltonova operatoru by to bylo dvoundsob zbytecné, protoze je v obou
obrazech stejny. Protoze vSechny operdtory poctu ¢astic a anti¢astic mezi sebou komutuji, muzeme
exponentu ze sou¢tu napsat jako soucin exponent

it . Y . ~
e =exp(i E WE/NE/t exp (i g WIS’NE/t
K’ K

a podobné i pro exponentu se zdpornym znaménkem. Protoze operator a; komutuje se vSemi operatory

N, muzeme ”anti¢asticovou”exponentu s kladnym znaménkem presunout az za operdtor ag, kde se s
odpovidajici exponentou se zdpornym znaménkem ”sjednickuje”. Zbyvajici exponenty prevedeme na
soucin jesté jednodussich exponent

exp iZwE'NE't = HeiWE/NEIt
E 2
atys K # k zase miizeme presunout a ”sjednickovat”. Zbyde nam
e wENEL (198)

Pocitejme ted komutdtor

A

P A P P P PSS N
{ak,Nk} = agapap — apapap = |ap ,a; | ap = ag

Abychom si zjednodusili psani, ozna¢ime a; = A N-=Ba wit = a. Plati

Prava strana ve vztahu (198) mé v nasem oznaceni tvar

Fla)= eiaf}fle_io‘é.

Ted pouzijeme trik ¢asto pouzivany pii odvozovéni operdtorovych identit (myslim, Ze pochdzi od
Gassera). Predesly vztah zderivujeme, vyuzijeme komutator a po dpravé ziskame diferencialni rovnici



feSeni které umime okamzité napsat
F(a) = F(0)e '

Protoze F'(0) = A, mdme vysledek .

F(a) =¢"A.
Po névratu k puvodnimu oznaceni (198) dostavame pro anihila¢ni operator ¢éastice v Heisenbergové
obraze vyjadieni

ag(t) = e “ila. (199)
Podobné bychom dostali pro anihila¢ni operdtor anti¢astice v Heisenbergové obraze vztah
br(t) = e Ehy . (200)

Operatory pole v Heisenbergové obraze

Operétory ¢ a ¢! v Heisenbergové obraze ziskdme tak, Ze ve vztazich (184) a (185) nahradime
puvodni G; a by operatory témi podle vztaht (199) a (200). Vyuzijeme piitom, ze plati wpt — k.7 = kx
(soucin ¢tytvektoru k a x v ndmi pouzivané metrice). Dostaneme tak

. _ 1
B(x) = ; T 7
@l (z) = Z 1 [e_”“ l;,; + elk? &ch’] (202)

To, Ze se jedna o operatory v Heisenbergové obraze je vyznaceno jejich zavislosti na ¢étyivektoru
z, index H neni potfebny. Konjugované polni operdtory 7 a 7' v Heisenbergové obraze potiebovat

nebudeme. Jejich schrédingerovské verze nam poslouzily pii odvozovani operatoru H, Pa Q, které si
svuj tvar zachovavaji i v Heisenbergové obraze.
Operatory ¢(z) a ¢f () je vyhodné zapsat jako souéty dvou operatorti

p(x) =M (z) + ¢ (2) ¢ (x) = "M (2) + o1 (2)

Operétory (+) jsou nazyvané kladné frekvenéni'®, obsahuji anihilaéni operdtory a argument expo-
nenty je —ikx; operdtory (-) jsou nazyvané zidporné frekvenéni, obsahuji krea¢ni operédtory a argument
exponenty je ikx. Tady je jejich explicitni vyjadreni:

1 .
~(+) _ —ikx »
P\ (x) = —c arp (203)
; \/ QVUJE k
1 . o
5(=) — & ikz gt
o\ (x) = e bl (204)
ZE: A /QVWE k
1 . A
At(4) _ —ikx
o'\ (x) = ——e by (205)
% A /QVWE k
(= 1 ik -
Pl (@) =) —=—==e*"al (206)

Pojd'me ted pocitat komutétor operdtoru ¢(x) s operatorem ' (2') v Heisenbergové obraze!'S. Protoze
[&E ,IA)E,} = [&2 ,IA)%,} = 0, hledany komutétor stac¢i pocitat jako soucet dvou jednodussich
[6(2) ,¢'(2) | = [¢D(2) . 1O @) ]| + [ (@) , 61D (@) (207)

5 Trochu matouci oznaceni pochézi z toho, Ze u nich je zavislost na case stejnd jako u vlnovych funkef v nerelativistické
kvantové mechanice

16Uvaha: Ve Schrédingerové obraze tyto operdtory komutujf, komutétory jsou kovariantni véi unitdrnim transfor-
macim, takze komutator bude nulovy i v Heisenbergové obraze, kam se ze Schrodingerova obrazu dostaneme unitdarni
transformaci. Kde je chyba v této uivaze?
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Pri vypoctu prvniho komutdtoru pouzijeme vztah (206), kde kromé preznaceni x na z/ zménime i
scitaci index na k', a vztah (203).

A (4) SH(=) _ 1 Cika—ka) [+t ] _ L ike—a)
[SD P, (x,)] - % 2V\/(AWe {ak ’al?] a %: 2VwEe

Upravime si tento vztah pro pfipad limity nekonecné velkého normaliza¢niho objemu a spojitého
spektra hybnosti. Pouzijeme pritom vztah

lim lz f(k) = / f(k) &k . (208)
P

Dokézeme si ho tak, Ze cely k prostor rozdélime na stejné veliké buiiky o rozmérech Ak,, Ak,, Ak..
Pocet moznych vektorit & v kazdé z buiiek je podle vatahu (12) roven V Ak, AkyAk,/(27)3. Soucet
pres i-tou bunku muzeme nahradit sou¢inem hodnoty funkce f(k (_’) v bodé nékde uvnitr této buiky,
kterou oznacime f ( i), a poctu vektoru k v této buiice. Soucet pres vSechny hodnoty k mizeme pocitat
jako soucet souctu v bunkach

1 - VAk Aky Ak,
V%:f( ka 27T32f ) Aky Ay Ak .

(2m)3

V limité V' — oo hustota bodt v k prostoru neomezené roste a rozméry bunék muzeme volit libovolné
malé, takze soucet pres bunky prechazi na trojny integral ve vztahu (208).
Po ndhradé sumace integraci muzeme uvazovany komutator vyjadrit vztahem

¢ (), ¢ (@) =ia® (@ - ), (209)
po tom, co jsme zavedli funkci
i A3k
AP (e = L / AR ke 21
©=-G5 | we (210)
Podobné ziskame pro druhy komutdtor vystupujici ve vztahu (207) vyjadient
§ (@), ¢ ()] =iaO (@ - ), (211)
kde . B
AC)(€) = — / ST ke 212
©= G | e (212)
Pro komutator (207) na zakladé znalosti diléich komutédtora tak piseme
|#(2), ¢ (2)| =i - o), (213)
kde . B
A(€) = A () + AD)(g) = ;/ E T (gike _ oikS) 214
€ =206 + A0 = s [ 5 (- ™) (214)

Abychom si ukdzali souvislost komutdtoru (213) s odpovidajicim komutdtorem ve Schrodingerove
obraze (ktery je nulovy), prepiSeme tuto funkci do jiného tvaru. Nejdiiv v exponentdch separujeme
¢asovou komponentu ¢tyfrozmérného soucinu od prostorové

i Pk BE et iE
— iw€o ,—ik-§ _ —iw&o ik-E
Al) (271')3/ 2w <e ¢ © ¢ )

pak roztrhneme integral na dva, ve druhém udélame substituci K =—ka pak K prejmenujeme zpatky
na k. Po opétovném spojeni integralu mame

i A3k ; ; TE
A _ iw€ _ —iwéo —ik-& ]
© (2m)3 / 2w (e ¢ )e
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Z tohoto vyjadreni je vidét, ze A(§) = 0 kdyz & = 0. Pro stejné ¢asovy komutator tak plati

t=t

Funkce A (214) se da po nékolika krocich zapsat do relativisticky invariantniho tvaru. Pak muzeme
usoudit, ze komutédtor (213) je roven nule nejenom pro ¢t = t', ale vzdy, kdyz jsou ctyfvektory x
a 2’ oddéleny prostorupodobnym intervalem (z — z’)? < 0, ktery znamend, ze uddlosti v téchto
¢asoprostorovych bodech nemuzou pri¢inné souviset.

Chronologicky soucin

Chronologickym sou¢inem (chronological product, time-ordered product) nazyvame takovy soucin
operdtoru ve kterém jsou tyto uspordadany podle ¢asového argumentu, ten s nejvétsim na prvnim
misté. Definujeme Dysontuv chronologicky operdtor P, ktery operatory podle ¢asu usporada

p [Al(tl)zxg(tg) At = Ay (ti) A () - A (t)

kde t;;, > t;, > ... > t;,. Jesté existuje Wickuv chronologicky operator T, ktery pro fermionové
operatory predepisuje dal§i pravidlo, pro bozonové operatory se nelisi od Dysonova operatoru. V
obecnych vztazich budeme uzivat Wickuv operator, i kdyz je pak budeme aplikovat jenom na bozonové
operatory, jako napiiklad ted.

Zuzeni operatoru

Zuzeni (contraction) dvou operdtoru definujeme jako rozdil jejich Wickova chronologického soucinu a
jejich normalniho soucinu.

A*B* =T(AB) — :AB: . (215)

Vénujme se zizeni operatorii ¢(x) a ¢'(z'). Abychom mohli uréit jejich normalnf souéin, musime oba
rozlozit na kladné frekvenéni (obsahuje anihilaéni operdtory) a zéporné frekvenéni (obsahuje krea¢ni
operatory) ¢ast

P @): = 5 [pD (@) + (@) [§TD@) + @O (@)
= ¢P@)P" @) + ¢! (@)W (@) + 60 (@)@ @) + ¢ ()" ()

Pti uréovani chronologického sou¢inu neni rozklad na kladné a zaporné frekvencni ¢asti potiebny.
Avsak kdyz chceme od chronologického sou¢inu odec¢ist normalni, musime rozklad stejné udélat.
Jako vysledek pro ¢t > t' jednoduse dostdvame

B(2)*¢(2')* = ¢ (@)1 (@) - GO (@)pM (@) = [6P (@) , ¢ (@) | .

V pripadé t' > t se objevi v mezivysledku i komutator kladné frekvencnich i komutdtor zadporné
frekvencnich ¢asti, které jsou vSak nulové, takze znovu dostavame jednoduchy vysledek

B(2)*¢ (@) = 0 (@) (@) = $ O (@)t (@) = = [6) (@) ,¢" D (@) | -
Kdyz vyjadiime komutédtory pomoci diive zavedenych funkci, mtizeme naSe vysledky shrnout takto
IAF) ( — ') jestli zg > )
P(a) @l (') =
—iAC) (z — ') jestli zp <z,

anebo, kdyz zavedeme dalsi funkci predpisem

A€ jestli & > 0
< : (216)

AC)(E)  jestli & < 0
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tak jednodussim vztahem
p(@)*3! (@) = iAp(z — ). (217)

Moc jsme si pfitom nepomohli, jenom jsme ”vidlicku” presunuli z jednoho vztahu do druhého. Avsak
nize dokdzeme, ze funkce (216) se da zapsat v kompaktnim tvaru jako

A ! AT
= ) 218
r(§) (2m)4 / k2 —m? +1ie (218)
kde € je mala kladné konstanta, kterou po ziskdni méfitelnych vysledku klademe rovnu nule. Na rozdil
od podobnych vztahu se kterymi jsme se doposud setkali, vSechny ¢tyfi komponenty ¢tyivektoru k
jsou nezavislé, neplati tudiz k% = m? ani kg = w, kde w = V k2 4+ m2 je energie ¢astice.

Diikaz zacneme tim, ze exponentu ve vztahu (218) napiseme jako soucin dvou exponent a ¢tyirozmeérny
integral jako tfirozmérny z funkce kterda obsahuje i integral pres kyg. Kdyz déle vyuzijeme, ze plati
k* —m? =k} — k* — m? = k3 — w? dostdvame

Ap(§) = ﬁ /ei’;’gl(w,go)d?’k:, (219)
kde .
I(w; &o) :/_ f (ko3 o) dko, (220)
kde ke
f (ko3 €0) = (221)

kg —w?+ie’
K vypoétu integralu (220) pouzijeme residuovou vétu z teorie analytickych funkei. Funkei (221)
rozsitime do celé komplexni roviny ko a integracéni cestu v (220) doplnime na uzavienou kfivku tak,
aby integral po piidané kiivce byl roven nule. Volba pridané kiivky bude zaviset od hodnoty parame-

tru &, ktery urcuje chovéani exponenty ve funkci (221) pro Im ky — +o00. Tuto exponentu napiSeme

jako souc¢in dvou exponent
e*ik‘oﬁo — e*iﬁoREko eﬁolka.

Absolutni hodnota prvni z nich je rovna jedné. Pro kladna &y druhéd exponenta neomezené roste pii
postupu vzhuru v horni poloroving, a blizi se k nule pfi postupu doli v dolni poloroviné. Proto pro
kladnd &g musime integracni cestu doplnit pulkruznici v dolni poloroviné. Pro zdporna &y musime volit
pulkruznici v horni poloroviné.
V dalsim vyuzijeme ze plati
2

2 €2 2 2, . €
ko—(w—lﬂ) :ko—w +1€+m.

Pro malé ¢ muzeme posledni ¢len na pravé strané zanedbat a jmenovatel ve vztahu (220) zapsat
pomoci komplexnich konstant

. €
k0+ =W — 1%
a
ko— = —ko+
Pro funkei (221) tak ziskdvdme vyjadfent
e~ 1kogo
f (ko3 o) = (222)

(ko — ko) (ko — ko-)’

ze kterého je vidét, ze tato funkce ma dva jednoduché pély. Ten v bodé kg; lezi v dolni poloroving,
druhy v bodé kyg_ v poloroviné horni. Rezidua funkce (222) jsou dany vztahy

e_lwé-o

R(koy) = lim [(ko — kot)f(ko;&o)] =

ko —>k0+ 2w

(223)
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R(ko—) = 1 ko — ko—) f (ko; =— 224
(ko-) koglfcloi[(o 0-).f (ko; o)) 5 (224)
ve kterych jsme jiz polozili € = 0. Podle reziduové véty je integral (220) roven
I(w; & > 0) = —27iR(koy) (225)
I(w;fo < O) = QWiR(/{?Q_) (226)

Po dosazeni (223) do (225) a ziskaného vysledku do (219) se s pfihlédnutim k (210) presvédéime, ze
(218) splnuje horni vétev vztahu (216).
Piipad & < 0 vyzaduje vic pozornosti. Pouzitim vztahu (224), (226) a (219) dostdvame

i Bk e i
A - ewgoelk-g.
r() (2m)3 / 2w
Soucin dvou exponent tam vystupujicich se zatim nedd zapsat jako jedna exponenta obsahujici v
argumentu soucin ¢tyivektoru k = (w, k) a . To umozni az substituce k = —k’ a nasledné prejmenovan{

k' na k. Porovnanim s (212) se pak presvédéime, Ze (218) splituje i dolnf vétev vatahu (216). Tim je
dukaz vztahu (218) ukoncen.
Nékolik poznamek:

1. Kdyz vypoc¢teme vakuovou stredni hodnotu vztahu (217) a pouzijeme i definici kontrakce dostavame
iAr(z —a') = (0|7 [¢(2)¢' ("] |0) |
protoze vakuova stfedni hodnota normalniho sou¢inu je rovna nule.

2. V literatufe se pouziva funkce Gp(x — 2'), nazyvand Feynmanovym skaldrnim propagatorem.
Nase funkce Ap(z — 2’) se od nf lis{ znaménkem.

3. Plati
(O+mA)Ap(z — ') = —6(xz — 2),

funkce Ap(z — 2’) je, az na znaménko, Greenovou funkei Kleinovy-Gordonovy rovnice.

3.5 Kilasicka teorie elektromagnetického pole

Tento material se zabyva kvantovanim elektromagnetického pole. Pro pohodli studujiciho, ktery by
si chtél osvézit védomosti ziskané v uz absolvovanych predmétech obecné i teoretické fyziky, v prvni
¢asti uvadime potfebny material z klasické fyziky.
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3.5.1 Pouzivané jednotky

Coulombuv zékon popisujici silu kterou ve vakuu pusobi jedna ¢astice s elementdrnim nébojem e
na druhou stejné nabitou, ma v ruznych soustavach jednotek tvary nize uvedené. Soucasné uvadime
i vztahy pro bezrozmérnou konstantu jemné struktury o, kterda ma ve vSech soustavach jednotek
hodnotu 1/137,035999084(21).

e Soustava SI

1 2 2
F= ¢ - ¢
dmeg 12 4dreghe
e Gauss-ova soustava (CGSE)
2 2
e
F=— =
r2 “ e

e Heaviside-ova soustava (racionalizovand CGSE)
2 2

e
e o=
r2 Amhe

1
F=—
47

3.5.2 Zakladni rovnice elektromagnetického pole

Elektromagnetické pole v prostiedi bez véazanych nédboju (které se nachézeji v dielektriku) a skrytych
proudu (nachézejicich se v magnetiku), tj. ve vakuu ve kterém se nachdzeji jenom volné naboje s
hustotou p(t,Z) a vektorem proudové hustoty j(t,f), je charakterizovdano vektorem intenzity elek-
trického pole E(t,f) a vektorem indukce magnetického pole é(t,f). Tyto jsou definovany pomoci
silového pusobeni na zkusSebni elektricky ndboj q. V Gaussové a Heavisidové soustavé jednotek plati
pro Lorentzovu silu (podle holandského fyzika Henrika Antoona Lorentze) vztah

Ft,7)=q (E + 2% E) . (227)
C

Pro zadané p a ; ziskdme E a B feSenim Maxwellovych rovnic. V Heavisideové soustavé jednotek,
kterou budeme v dalsim pouzivat, maji tyto tvar

~ 10E j
o c Ot c (228)
divE = p (229)
. 10B
tE+-— = 0 230
ro + Py ( )
divB = 0 (231)

Z rovnic (228) a (229) plyne rovnice kontinuity (zdkon zachovani naboje v diferencidlnim tvaru)

% i 29)

ktera je tak nutnou podminkou platnosti Maxwellovych rovnic.
Vynéasobme skaldrné rovnici (228) vektorem E, rovnici (230) vektorem B a vypocteme z nich soucet

¢lenu s casovymi derivacemi

L 9E ~ OB - - =
E-E—{—B-E:—j'E—C(B'l"OtE—E'TOtB)-

Po tpravé mame

+j-E=—cdiv(E x B) (233)



Ujasnéme si nejdiiv vyznam druhého ¢lenu na levé strané. Pro energii bodové céastice plati £ =

cy/m2c? 4+ p' 2 a pro jeji ¢asovou derivaci

e _c L d_ 5
a EP @1V

kde q je IlabOJ ¢astice. Pouzili jsme pfitom relativistickou pohybovou rovnici se silou (227). Clen
j E= pU- E podle toho piedstavuje ¢asovou derivaci hustoty energie ¢éstic. Zavedme ted oznaceni

_ L= 5o
w = 2(E +B) (234)
S = ¢(ExB) (235)

a zintegrujme (233) pres urcitou prostorovou oblast Q. Po pouziti Gaussovy-Ostrogradského véty
dostavame q
T wd3 +—/J Ed’x = — 748 do,

kde ¥ oznacuje uzavienou plochu ObklOplUlCl oblast 2. Leva strana se da interpretovat jako rychlost
zmény celkové energie v oblasti €2, pozustavajici z energie elektromagnetického pole a energie Géstic,
kdezto integrdl na pravé strané jako energie, kterda protece plochou ¥ za jednotku casu. Velic¢ina
w definovéna vztahem (234) je proto hustotou energie elektromagnetického pole, a vektor S (235),
nazyvany Poyntingovym vektorem, je hustotou proudu energie (energie, kterd protece za jednotku
¢asu jednotkovou ploskou postavenou kolmo na §)

Maxwellovy rovnice (228-231) predstavuji soustavu vzajemné svazanych diferencidlnich rovnic
pro Sest neznamych funkci, kterymi jsou komponenty vektoru E a B. Situace se d4 zjednodusit, kdyz
zavedeme nové funkce ¢(t, Z) ("skalarni” potencial) a A(t, #) (vektorovy potencial) a vyjadifme pomoci
nich vektory E a B vztahy

3 104

E = —gradp— —— 2
gradp — —— (236)

B = rotA. (237)

Tim automaticky splnime homogenni Maxwellovy rovnice (230) a (231). Po dosazeni do vztahu (228)
a (229) ziskdvame rovnice

10

% divA—A¢ = p (238)
1 924 1 0 j
— 2L Ad+ ~ L aivAd) = 2
252 grad < 5 div > o (239)

které predstavuji soustavu ¢tyf svazanych parcidlnich diferencidlnich rovnic pro étyfi nezndme funkce
¢ty proménnych. V daldim vyuZzijeme, Ze potencidly ¢ a A nejsou urcéeny jednoznacéné. Kdyz totiz
zavedeme jiné potencialy vztahy

, 10x
— _ A 240
¢ YTt (240)
A = A+grady, (241)

kde x = x(t, %) je libovolna diferencovatelna funkce ¢asu a soufadnic, bude platit rot A =rot A a

OA" _ dos LOA
srade T — o0

1

rad ' + —

grace T ot
Proto kdyz vypocteme EaBz novych potencidlu ¢’ a A pomoci vztahu analogickych k (236) a
(237), dostaneme stejné hodnoty jako z potencidlu puvodnich ¢ a A. Prechod od jednéch potencidlu k
jinym pomoci vztahu (240) a (241) se nazyvé kalibra¢ni (cejchovaci) transformaci. Vsechny kalibra¢ni
transformace tvoii abelovskou (komutativni) grupu, dvé postupné transformace generované funkcemi
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x a X’ se daji zapsat jako jedna transformace generovana funkci x” = x +x/, pficemz zjevné na poradi
transformaci nezalezi.

Existence kalibra¢nich transformaci ndm umozinuje vybirat potencidly které spliiuji urcity vztah,
tzv. kalibraéni podminku. Mluvime o urcité kalibraci potencialti. Casto pouzivanou je Lorenzova (podle

danskeho fyzika Ludviga Valentina Lorenze!”) kalibrac¢ni podminka
10¢ -
—— 4+divA=0. 242
c Ot L 0 (242)

Dokéazeme, ze tuto podminku je mozno na potencidly vzdy nalozit. Pfedpoklddajme, ze vychizime z
potencialu, které ji nespliuji, funkce ® = ®(¢,Z) na pravé strané vztahu

10 >
Za_f +divA = o(t,7) (243)
neni identicky rovna nule. Provedeme kalibra¢ni transformaci podle vztahtu (240) a (241) a vypocteme
19¢’ S, 1op 1 0%
- divA'= ——= +divA— ——= + A
cat+lv c@t_'_lv 026t2+ X

Kdyz ted pozadujeme anulovéni levé strany (tj. Lorenzovu kalibra¢ni podminku pro nové potencidly)
a pouzijeme vztah (243) dostdvame parcidlni diferencidlni rovnici pro funkei y

1 0%y

——= —Ax=9.

c2 Ot? X
V matematice se ukazuje, ze tato rovnice ma vzdy feSeni. Navic, protoze jeji obecné feSeni dostaneme
tak, ze k partikularnimu feSeni pripoc¢teme libovolny nasobek feSeni odpovidajici rovnice bez pravé
strany, funkci x je nespoCetné mnoho. Proto Lorenzova kalibra¢ni podminka nevybird jenom jednu
kalibraci, ale celou t¥idu kalibraci (Lorenz family of gauges). Toto ndm umoznuje nalozit jesté dalsi
kalibra¢ni podminku, i kdyz tady je uz vybér znaéné omezen.

V Lorenzové kalibraci pfechézeji parcidlni diferencidlni rovnice pro potencialy na tvar

Op = » (244)

04 = 1; , (245)
kde jsme pouzili d’Alembertuv operétor

_1o

2 ot?

—,

Zavedeme ted relativistické ctyFvektory = (ct, %), j = (cp,j) a A = (p, A), a i dvakrat kontravari-
antni tenzor

FHY = 9FAY — 9VA*. (246)
Pomoci vztahu (236) a (237) najdeme jeho vyjadireni pomoci komponent vektoru E a B

0O -E, —-E, —E,
E, 0 -B. B,

p _
F E, B, 0 -—-B; (247)
E. -B, B, 0
Odpovidajici dvakrat kovariantni tenzor je
0 E, E, E,
| -E. 0 —B. By
F = _E, B o B, | (248)

zZ
~E. -B, B, 0

17J.D. Jackson and L.B. Okun, Rev. Mod. Phys. 73, 663 (2001).
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Kontrakce téchto dvou tenzoru poskytne jeden ze dvou relativistickych invariantu elektromagnetického
pole

F2=F,F" =2 (E 2 F 2) : (249)
Druhy invariant elektromagnetického pole se dostane kontrakci dualniho tenzoru
- Fre
uy = §5uup0

s tenzorem F*. Je jim AE - B (pro nés vybeér gp123 = 1).
Prvni dvé Maxwellovy rovnice (228) a (229) se ted daji zapsat ve tvaru

1
O, FM = —j¥. (250)
c
Rovnice kontinuity (232) pro ¢tyivektor hustoty ndboje v kovariantnim tvaru
0,j" =0 (251)

plyne z toho, Ze po aplikaci operatoru 9, na vztah (250) dostdvame na levé strané soucin symetrického
a antisymetrického tenzoru, ktery musi byt nulovy.
Po dosazeni definice (246) do rovnice (250) ziskdvame nasledujici ¢tyfi rovnice (v = 0,1,2,3) pro
¢tyfpotencial
1
0A” — 0¥(0,A*) = -5, (252)
c
které jsou ekvivalentni dfivéjsim vztahum (238) a (239). Po aplikaci Lorenzovy kalibraéni podminky
(242), nabyvajici ted tvar
0, Al =0, (253)
se rovnice (252) zjednodusi na

oav = 1w, (254)

C

3.5.3 Volné elektromagnetické vlnéni

Pripomenme nejdiiv feseni Maxwellovych rovnic v prostoru bez néboju (p = 0, j = 6), které popisuji
&ffeni elektromagnetického signalu nebo vinéni vakuem. Po aplikaci operatoru ¢=19/0t na rovnici (228)
dostavame

102E 1 0B
= _ = - 2
2 Ot? crot ot (255)

Vyraz na pravé strané vypocteme tak, ze na rovnici (230) uplatnime operator rotace. Dostavame

%rot 83—]}: = —rot (ot E) = AE — graddiv E = AE,
kde jsme vyuzili nulovost divergence podle rovnice (229). Po dosazeni do (255) ziskdvame d’Alembertovu
(vlnovou) rovnici
1 0’°E
2 o2
ktera popisuje vlnéni §itici se rychlosti c. Podobné by jsme ziskali vlnovou rovnici pro vektor indukce
magnetického pole

— AE =0, (256)

1 9°B
2 Ot?
Pozdéji ukazeme, zZe se jednd o pri¢né vinéni, tj. ze vektory EaB jsou kolmé na smér postupu vinéni
a ze jsou kolmé i navzdjem a jejich velikost je stejna.
Rovnice pro ¢tyfpotencidl v Lorenzové kalibraci nabyvaji ted tvar

—AB=0. (257)

OAY =0, (258)
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nebo podrobnéji

1 9%p

1024 =

Ukézeme, Ze v tomto piipadé muzeme prejit k novym potencidlim ¢’ = 0 a A’ bez toho, abychom
narus$ili Lorenzovu kalibra¢ni podminku. Podminkou pro to je, aby funkce yx, ktera generuje kalibra¢ni
transformaci (240,241), spliiovala homogenni rovnici

1 0%y
Abychom po dosazeni do (240) dosdhli ¢’ = 0, musi tato funkce taky spliiovat vedlejsi podminku
1 0x
A 262
o =¥ (262)
Prikladem takové funkce je
t
x(t, %) = c/ o', 2)dt’ + xo(), (263)
0

kde xg je feSenim Poissonovy rovnice

1 (0p(t,©)
Avg = — [ =2
o= ( ot >t0

Dukaz, ze funkce x(t, ) (263) spliuje podminku (262) je trividlni. Pfi dukazu, ze spliuje i (261), se
musi vyuzit (259), coz poukazuje na to, zZe uvazovand kalibrace se dd dosdhnout jenom pro volné pole.
Po dosazeni (263) do (241) a opétovného vyuziti (259) vychazi divA’ =0, jak musi byt, aby Lorenzova
kalibra¢ni podminka zustala nadale zachovana.

Pri dalsim vySettovani volného elektromagnetického pole budeme predpokladat splnéni kalibra¢nich
podminek divA=0 (Coulomb gauge, radiation gauge, transverse gauge) a ¢ =0. Tyto podminky ale
nejsou relativisticky kovariantni, ¢ = Ag jako nultd komponenta ¢tyivektoru pfibird pii Lorentzové
transformaci piispévky od prostorovych komponent. Podobné ani divA =V A neni, jako skalarni
sou¢in dvou prostorovych vektoru, relativistickym invariantem. Proto jsou mezivypocty proviadéné v
Coulombové kalibraci vazané na jednu vztazni soustavu.

V némi zvolené kalibraci teda sta¢i uvazovat jenom vlnovou rovnici pro vektorovy potencidl (260).
Vsimnéme si nejdiiv rovinnou vlnu, kdy hodnoty A jsou v roviné kolmé na smeér Sireni vSude stejné.
Pro jednoduchost si vyberme vlnu Sitfici se ve sméru osi z. Pak A nezavisi od y a z a rovnice (260) se
redukuje na rovnici

LA A
2oz 92
kterd mé jedno z feSeni (druhé popisuje vlnéni sifici se opaénym smérem) ve tvaru

—

At,o) = flp), kde p=t—".
C

f je dvakrat diferencovatelnd libovolnd (nemusi se jednat o harmonické vinéni) vektorova funkce jed-
noho argumentu. Z kalibra¢ni podminky div A = 0 a nezévislosti na y a z plyne 0A, /0x = —(1/c) f. =
0. Proto musime na funkei f nalozit podminku f, = 0. Dostavame tak, ze vektor

P 04 12,

c Ot c
ma nulovou komponentu F,, ¢ili je kolmy na smér Siteni. Pro vektor indukce magnetického pole
dostavame!®

g:wg:[v(t_f)}xff:_%;xff:m, (264)

C

18Vyuzijeme pFitom vétu z vektorové analyzy V x f(p) = (grad p) x f'(p). Jeji ditkaz najdete v sekci 3.6.3.
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kde 7 je Jednotkovy vektor ve sméru osi z. Ze vztahu (264) je vidét, ze vektor B je kolmy na smeér
§ffenf i na vektor E a 7e jeho velikost je stejna jako velikost vektoru E (dusledek toho, ze E je kolmé
na i).

3.5.4 Obecné feSeni jako superpozice monochromatickych rovinnych vin

Vlnové rovnici (260) vyhovuje feSeni ve tvaru monochromatické rovinné viny s vlnovym vektorem k

e N o 2 a—i(wpt—kT) * o i(w*t—];'f)
AL T) = ag (& TN TR EEACTT ’ (265)
kde wp = |k| je tihlovd frekvence, aj , je libovolnd konstanta a £;, je konstantni vektor s obecné

komplexnimi slozkami, nazyvany polariza¢nim vektorem. Z kalibraéni podminky div ffg , = 0 plyne
Eia k=0, (266)

¢ili polariza¢ni vektor musi byt kolmy na vektor k. Existuji dva takové linearné nezavislé vektory,
odlisujeme je indexem A = 1,2 a normujeme podminkou

=k

E)\/ : _)];;7)\ - 5}\’)\' (267)

K obvykle pouzivané komplexni formé monochromatické rovinné viny jsme hned na pravou stranu
vztahu (265) pfidali vlnu komplexné sdruzenou, abychom dostali redlny vektor A.
Obecné feseni vinové rovnice (260) dostaneme jako linedrni kombinaci FeSeni (265) pro vsechny
vektory k povolené nasi normalizaci na koneény objem a pro obé polarizace
1 . .
T) = Z AV [CIS,,\giS,Aeﬂkm + &L kx] ’ (268)
Ea=1,2 2VW’5 s
kde jsme vyjddrili argumenty exponenty pomoci soucinu ¢ctyivektorii. Libovolné konstanty aj | jsme
napsali jako soucin faktoru pfed hranatou zdvorkou a jinych libovolnych konstant CPix Smysl této
faktorizace jsme u skaldrniho a spinorového pole zdtivodnili normalizaci Klelnovy—Gordonovy nebo
Diracovy vlnové funkce, jeji vhodnost u elektromagnetického pole uvidime az po zavedeni druhého
kvantovani. Pro vektor intenzity elektrického pole a indukce magnetického pole mame

_ [ Wy . .
— . k - —ik * —-x*x ik
E(t, .%') =1 E W [CE,AEE,)\G T Cl;7>\ E7>\e x:| (269)
kA

)e*ikm —ck (E X "*)\)eikm] i (270)

Zm[

Uved'me jesté pro ilustraci pifklady polariza¢nich vektorii v piipadé, Ze vlnéni postupuje ve sméru osi z,
tj. kdyz k = (0,0,w/c). Vektorovy potencidl zvolime podle (265) ale pro jednoduchost volime koeficient
a redlny a urCujeme E v takové roviné kolmé na k pro kterou je exp{ik,z} = 1. Ve zjednoduseném
oznateni mame

—

A=a (5 e Wt 4 é’*ew) .

Pro vektor E dostavéame

= 104  aw . )
EF—=_-_"_2"3 &—Je—lwt _ E—»*elwt
c Ot c ( )
coz rozepsano pro jeho nenulové slozky dé
2aw .
E, = —(Im e, coswt — Re &, sinwt)
c
2a w
E, = ——(Imeg,coswt—Re g, sinwt).
c
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Je mnoho zpusobu jak vybrat dvojici linedrné nezavislych polarizacnich vektori. Dvojice redlnych
vektort

=1 = (1,0,0) a gy = (0,1,0)
slouzi k popisu vlnén{ linedrné polarizovaného ve sméru osi z (A = 1) nebo y (A = 2). Jinou moznost
predstavuji vektory

(1,i,0) a & =—(1,—4,0).

Sl

Pro prvni z nich vychazi

V2aw | V2aw

E,=— sin wt a E, = —— coswt,
c

coz predstavuje pravotocivou kruhovou polarizaci. Pro druhy z nich dostavdme £, s opacnym znaménkem,
coz vede na levotocivou kruhovou polarizaci.

Kviili zjednocen{ popisu elektromagnetického pole zalozeného na Lorenzové a Coulombové kalibraci
s jinymi pristupy, zavadime zde i ¢tyirozmérné polarizacni vektory

el =(0,&:,), (271)

a vztah ortonormovanosti
;L
(ega)ne A —x\s

plynouci ze vztahu (267). Pozdéji budeme potiebovat i polarizaéni tenzor, definovany jako

= D St (272)

A=1,2

7 této definice a vyse uvedenych podminek plyne, Ze polariza¢ni tenzor musi spliiovat
PW, =k, P" = PWk; = PV =0 P, = Plig; = -2
(Ep P = =<y P (ep v = _Eg,,\ (273)

Pri dokazovani poslednich dvou vztahu oznac¢ime séitaci index v (272) jako \'.

Abychom mohli polarizaéni tenzor (272) vyjadiit pomoci slozek ¢tyivektoru, potfebujeme soustavu
tif ctyfvektoru (vlnovy étyivektor k, dva polarizaéni ¢tyfvektory) doplnit dalsim linedrné nezévislym
¢tyfvektorem n. Volime ho tak, aby v nasi vybrané vztazné soustavé platilo n = (1,0,0,0). Pak plati

BARY | K0t 4 R
(nk)? (nk)

P = gt — (274)

O spravnosti tohoto vyjadfeni polarizaéniho tenzoru se presvédcéime tak, ze pro néj ovérime platnost
vztahu (273). Pro slozky polarizaéniho tenzoru s ”prostorovymi”indexy mame

- R %7 ]
PY =49 — 5 (275)
k
Vztah (268) muzeme zapsat i v ¢tyFvektorové notaci
> \/m ez e o7 + e tneihe] (276)

EA=1,2

Ctyfvektorovy potencisl (276) spliuje Lorenzovu kalibraéni podminku ve vsech soustaviach a v nasi
vybrané soustavé taky Coulombovu kalibraéni podminku ¢ = A° = 0.
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3.5.5 Elektromagnetické pole jako dynamicka soustava s nespocetnym pocétem stupinua
volnosti

(V dalsim klademe ¢ = 1.)
V kazdém bodé prostoru je elektromagnetické pole definovano ¢tyfmi funkcemi casu, ¢tyimi dyna-
mickymi proménnymi. Jednd se o soustavu s nespocetné mnoha stupni volnosti, o ¢tyrkomponentni
pole ve smyslu kapitoly 3.3. Komponentami jsou slozky ¢tyfpotencidlu A”, nebo ekvivalentné A,,
v =0,1,2,3. Jeho dynamika je tudiz popsdna ¢tyimi Lagrangeovymi rovnicemi (170) (28)], které v
tomto piipadé nabyvaji tvar

oL oL

a“a(aﬂAy) ~ 34 =0 v=0,1,23

Lagrangeovu hustotu volime tak, aby vedla na rovnice pro ¢tyipotencial, které plynou z Maxwellovych
rovnic. My pouzijeme

1
L=—7 W FP — oA, . (277)
Nejdiiv si ji prepiSeme na tvar vhodnéjsi z hlediska dosazovani do Lagrangeovych rovnic
1
L£=—5(0aAs - D5 An)0* A% — ¥ A, (278)
Pomoci vztaht
0(0, A (0™ AP oL
B) :555g , ( ) :gaugﬁu a __ju
0(0,A,) 0(0,A,) 0A,
pak dostavame
oL

= _(9MAY — UAM) = —F
9(0,A,) (9 7 A)

Po dosazeni do Lagrangeovych rovnic vychazi

O™ =4 1=0,1,2,3,

coz souhlasi s rovnicemi (250), plynoucimi z Maxwellovych rovnic.
Pole konjugované ke komponenté pole A, je podle obecnych pravidel teorie pole (171) rovno

v o__ oL _ 0
" = S = 0. (279)

Pole konjugované ke komponenté Ag je rovno nule.
V dalsim uvazujeme jenom volné elektromagnetické pole, pro které je

j"=0

Hamiltonova hustota (172) je ted rovna
3 Y
H=> nA-L
i=1

a vychdzi stejné jako komponenta 70 tenzoru energie-hybnosti (173)

0L 04,
~ 9(0,A,) 0z,

vV 1 v 14
— Lg" :ZFQQM — FFP QYA .

Ten spliiuje zakony zachovani energie a hybnosti v diferencidlnim tvaru

9, T" =0, (280)
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ze kterych plyne ¢asova nezéavislost komponent ¢tyivektoru hybnosti elektromagnetického pole
P :/ T%PBx  v=0,1,2,3, (281)
V)

kde se integruje pres zvoleny konec¢ny objem na hranici kterého klademe periodické okrajové podminky.

Hamiltonova hustota ani tenzor energie-hybnosti nejsou kalibra¢né invariantni. Proto se zavadi Belin-
fanteho tenzor (modifikovany tenzor energie-hybnosti) vztahem

M = TH 4 9,(FH A), (282)

ktery diky identité
0,0,(FHPAY) =0

taky splituje diferencidlni zdkon zachovani (280). Navic, integraci jeho slozky ©% dostaneme stejnou
hodnotu jako ze vztahu (281), protoze objemovy integrél z pfidaného ¢lenu v (282) je roven nule.
Abychom to dokézali, zavedme pro zvolené v vektor @ predpisem v* = F% A, Pak mame

IR
/8p(F0pA”)d3x: /divfz dx = 74 v -dS.

Posledni integrél je roven nule diky periodickym okrajovym podminkam. Pro volné elektromagnetické
pole plati homogenni verze rovnice (250), coz ndm umoziuje zjednodusit dodate¢ny ¢len v (282)

Op(FMPAY) = —(0,FP*)A” + F'P0,A” = F' 0,A",
¢imz ziskavame Belinfanteho tenzor ve tvaru
oW — lF2 gy ) ald
- 4 g p
ktery je kalibracné invariantni, symetricky a s nulovou stopou ©/,. Hustota energie se dd vyjadrit
pomoci (247) a (248) jako

—

1 -
H=0"= 5(E2 + B?),
kdezto hustota x-té slozky hybnosti vychézi
Q" = p%pl = F%F, = E,B, — E.B, = (E x B),.

Dopoctenim ostatnich slozek a jejich spojenim ziskdvame vektor hustoty hybnosti

Kvili pozdéjsimu pouziti uvddime jesté kunjugované pole (279) k j-té slozce vektorového po-
tencidlu v kalibraci ¢ =0
7'(']' = I';0 = —Aj - AJ (283)

w~o N . - .
. 2\ s k L ) aikxr _ x g ikz
mi(t, &) = —i g \/ Y [ck7/\€E7Ae GaCEAC (284)
PO
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3.6 Kvantova teorie elektromagnetického pole
3.6.1 Kvantovani ve Schrodingerové obraze

Podobné jako u skalarniho pole, ke kvantové teorii elektromagnetického pole dospéjeme tak, ze dyna-
mické proménné, které jsou funkcemi ¢asu, nahradime operdtory od ¢asu nezavislymi a postulujeme
pro né komuta¢ni vztahy. Zaménu provedeme v obecném feseni (268) vinové rovnice (260) v Lorenzové
a Coulombové kalibraci

CE )\e Wil = cz,)\(t) — el

Po vzoru dvoukomponentniho skaldrniho pole [tam se operdtory prislusné dvéma ruznym kompo-
nentdm rozliSovali pismenky (aj, by), tady se rozlisuji indexem A = 1,2] postulujeme komutacni
vztahy

ity = 0, (285)
Y

[CEA,CEW} = 0, (286)
[é];’)\,é;%/,x} = (5];7];,5)\7)\/. (287)

Zvolené komutacni vztahy odpovidaji tomu, ze chceme interpretovat operatory ¢z, jako anihilacni

a operatory ét jako krea¢ni fotonu s hybnosti k a polarizaci A. Operator poctu fotontu by pak byl

N. A= L/\ck A Sprévnost této interpretace potvrdime dodatetné vypoctem celkové energie a celkové

hybnosti elektromagnetického pole.' Po piechodé do kvantové teorie ziskdvame vektorovy operator
elektromagnetického pole

—

A(@) Z\/m[k)\kA

EA=1,2

elE'f+ é =k —ik"fi| , (288)

j-tou komponentu konjugovaného operatoru pole

7i(T) = — Ef_AT jx —ik-&
(Z) 12 A [ 2k 2V Cr \ETAC ] , (289)

operator intenzity elektrického pole
Sy WETa = GRE At ok —ikE
E(@) =1 E Pl (S S G N , (290)

a operator indukce magnetického pole

~
=

B(Z

(F x & )eF? — el (Fxer )e*i’?l‘] . (291)

_lzm[

Posledni dva operatory hned vyuzijeme pfi vyjadieni operatoru Hamiltonovy hustoty

197 skaldrniho pole jsme postulovali komutaéni vztahy mezi operdtory poli (@, (ﬁf) a operatory konjugovanych poli
(7, 7t ). Komutaén{ vztahy mezi krea¢nimi a anihilaénimi operdtory jsme z nich odvodili. K objasnéni duvodu opa¢ného
postupu se vratime pozdéji.
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integraci kterého ziskdme Hamiltonuv operator elektromagnetického pole

H= / H(Z)d®x

Budeme ho pocitat jako soucet dvou piispévku
~ 1 2, ~ 1 2
le—/:E2(f):d3x a H2:—/2B2()~():d3X.

V prvnim piispévku vystupuje skaldrni sou¢in dvou operédtoru E. Pfi dosazovani z (290) u druhého z
nich pouzijeme ¢arkované indexy. Po zdméné poradi sumace a integrace dostavame

VYEYE k Wi ikx At =~ —ik% N ikx  af x  —ik'%) .
_ E E / ck )\ek’)\e — Cf(,)\gf( \€ ) . (Ck,)\,ek,,)\,e — Cf{’,)\’ i )\,e :

WY
- _Z Z [ €k Cpr X(_‘E,)\' 72/7/\/)6%/ —k é;T;/ )\/ék A(_‘IS,)\ 41;’/‘,,\/)513%
EX KN
el UGN RO e e (€N S0 )0 715}
EA K Nk EA KA kR,
=2 ?{L AN T % 2. [éE,AéfE,X(_’E,X ) T éLjAéT_,;N(ﬂ,gTA' 5—*E,x)] } ; (292)
B\ A

kdyz jsme i vyuzili, Ze w_j = wg. Pri vypoctu druhého prispévku se ndm bude hodit vztah z vekto-

rového poctu

-, —. —. —,

(kx@)-(kxb)=k-[@x(kxb]=k-[k(@b)— @ k)b]=k>a-b)— (@ -k)b-k),

ve kterém navic nemusime druhy Clen uvazovat, protoze jako d a b budou v dalsfm vystupovat pola-

rizaéni vektory, které jsou kolmé na k. Déle vyuzijeme, ze pro fotony plati k2 = wz

x ik-% N ~ % —ik-%
Z Z 4V\/Tk// ck/\ (k x g = CR)\(k X 1~(7/\)e ] .

PO
2 ik 4 P = % —ik'-z
[CIS',X(]‘: X )t = C;TZ/,,\/(k/ X Ea)e x]
1 C C I = g =, N A 7 - I *
- Z Z 4w [C’Mc’f’ v (kX EA) (k" x ek’,A’)‘SE' -E % n k,)\(k X E,A) (k" % ekr,x)éﬁ/,k
ExEa k
N e =k ! = AT T 7 =k ! =k
_CE,ACE@/\’(]{ X&) (B x S 0 T 6\ Ak A’(k x &) (B x €E',A/)5E/,42]
_ WE A4 1 PN o o OB ax ox
=2 PR 2 [CEAC—EW( Far i) T 8—15,)\’)] (293)
EX N
Sectenim (292) a (293) dostavéme
H=" wN; (294)
kA
kde
T
Nia = GG (295)

mé vyznam operdtoru poctu ¢astic (fotoni) s hybnosti k a polarizaci X. K potvrzeni této interpretace
vypoctéme jesté operator celkové hybnosti elektromagnetického pole

ﬁ: /§d3x,

kde



-,

je Poyntingliv operator. S vyuzitim @ x (k x b) = k(@ - b) — b(@ - k) dostévéme postupné

., L jwg ik’ % s
- -3y o3 (e, & 6% el a2 omikX
P — _ W w— d X <Ck’,)\’6k/7>\le - Cl’;/7)\/€1;/7>\/e )

kde jsme oznagili

Tento operator je lichou funkci E, proto je jeho soucet pies vSechny k roven nule. Pro operator celkové
hybnosti elektromagnetického pole tak dostdvame

P=>kNg,, (296)
kA

coz podporuje interpretaci operatoru (295) jako operatoru poc¢tu fotonu s hybnosti k a polarizaci A.

Ted se vénujme komutétorim mezi operatory pole vychazejic z komuta¢nich vztahti mezi anihilaénimi
a krea¢nimi operatory (285-287). Zatnéme s komutdtorem mezi slozkami operdtoru (288).

Iy A 1 S (D= T
Al(f) ,A](f’)] — Z Z 7{[04 CJL ]ea oI ol (k-F—K-3")
L £ 9V fwrwz, L EATTR N ] TREATR N
PSSV k=K
t . ix _J —i(k-Z—k'-&")
+ [CE,)\ ’ck’,X} ENP%

1 7. N . ; T
_ § : i J* ik-(Z—Z7) ik J —ik(Z-F )}
= Er» E» € — &7 & €
2VWE L E ATk kAT kA

—

kA
1 [ = T =1 R

_ 2 : P ik-(Z—2'") P —ik-(Z—Z")
QVWE L (k)e (k)e }

1 1. .. - R R
= )22 _ pu(— ik-(Z-2")
> g (PR - PUR) e

—

Protoze P je sudou funkei k (viz. (275)) tak nakonec dostdvéme
[Ai(f) ,Ad (f')} = 0.
Podobné by se odvodilo, ze pro slozky operdtoru konjugovaného pole (289) plati

[fri(f), ﬁj(f/)} = 0.
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Ted uréime komutétor komponenty A’ operdtoru (288) a operatoru 7; (289), ktery je konjugovanym
k operatoru A7.

2@ H@)] = XY g [

EX kN

[ i i _j*x _i(k-Z—K-3')
{ [Ck,,\’clg/,x e ©

i ) o B
+ [CE,A Y 612,,\612/,Xe

1 7. i (2 ; ; (2
s o g k(-2 ik —ik(Z—F')
= 122‘/ _5157)\5];)\6 —i-a]a)\ag)\e }
kA
: L [ pig () ik (72 G T\ ik (F—E
= IZW _P](k:)ek( )+P](kj)e k( )i|
k
N~ L iy o pii_ iy ik (@3
- 1ZW_P](/<:)+P](—I<:)}6H ),
E

S vyuzitim vztahu (275) nakonec vychazi

Ri(2\ o~ (= i i KR\ k-
{A(:ﬂ),wj(x/)]zvz<5j— 2>ek( ), (297)

k

Po prechodé k spojitému spektru hybnosti dostavame
A41(@) (@) | =i @ - 7). (298)

kde na pravé strané je tzv. transversalni delta funkce

07— 5 dgk '’ klkﬁ] ik-(Z—2'
5ﬁ($—x’):/(2w)3 <5]— c‘J%>ek( ).
k

Vsimnéme si, ze komutdtor (297) a (298) je nenulovy i mezi operdtorem urcité dynamické proménné a
operatorem konjugovanym jiné dynamické proménné. Je to disledek toho, Ze tfi dynamické proménné
Al(t, %), A%(t, &) a A3(t, ) nejsou nezdvislé, ale svazané podminkou div A = §;At = 0. Tato podminka
prechézi i na operatory a proto po aplikaci operatoru 9; na vztah (297) dostdvame na levé i pravé
strané nulu. Podobné, i transversalni delta funkce ve vztahu (298) spliuje podminku

0
ort

5z —z") =0.

Pro nezdvislé dynamické proménné bychom na pravé strané vztahu (298) ocekdvali i6¥ (% — /).

Diky tomu, ze nultd komponenta polarizac¢niho ¢tyivektoru (271) je v nasi vybrané soustavé rovna
nule, muzeme vektor (288) formalné doplnit na ¢tyivektor ktery se podobda operatoru vyskytujicimu
se v jinych pristupech ke kvantovani elektromagnetického pole, 1isi se vSak od nich vlastnostmi pola-
riza¢nich ¢tyivektoru.

Kl (299)

3.6.2 Operator elektromagnetického pole v Heisenbergové obraze
A“(ac) = eimfl“(f)e_im

. e il
CE’)\(t) =e tc,;’)\e Ui (300)

65



Sumaci v Hamiltonové operdtoru (294) ted’ vyjaddifme pomoci ¢drkovanych indexti, abychom je odlisili
od indext vybraného operatoru é;
H=> wyNp

BN

kA"

Protoze operdtory poc¢tu fotont v ruznych stavech navzdjem komutuji, mizeme exponencielu ze souc¢tu
v (300) napsat jako sou¢in exponencial

eif{t — H ein’NE’,A’t

K\

a podobné i exponen(uelu se zapornym znaménkem. Ted obé vyjadieni dosadime do (300) a vyuzijeme,
ze plati ¢ Cr. /\N B = N / vCr y, krome pripadu, kdy K =k asoucasné A’ = A. To ndm umoznuje vSechny
exponenmely az na jednu presunout z pravého soucinu k levému, kde si najdou sobé odpovidajici

exponencielu s kladnym znaménkem a spolu daji jednotku. Zustane ndm tak

intNE,A é-‘ e_intNE,A

)

é]a)\(t) =€

E,A’NE,)\] = é/%,w A s X
vztahu (199)]: Kdyz dva operatory A a B splnuji [A, B| = A, pak plat{

Plati pfitom [¢ coz nam umoznuje vyuzit nasledujici vétu [dokdzanou pii odvozovéni

elaBAeflaB — e @4,

Jako vysledek dostavame

of _ wptal
k)\(t) = ek G\

Ctytvektorovy operator elektromagnetického pole v Heisenbergové obraze vyjadifme pomoci kreacnich
a anihila¢nich operatoru v tomto obraze:

i 71km_|_cﬂ eu* 1km] (301)

1
=% o
xT) = Cp (€L
) W [ LRNSY kA kA
EA k
a rozdélime ho na kladné a zdporné frekvencéni ¢ast

bk (302)

1
= ——Cy &=
% V2Vwg kAT

ArC) el ehrelkr (303)

Z\/mmm

Pro komutator kladné frekvencéni ¢asti se zaporné frekvenéni dostavame

s -
Bogux o i(kx—k'z")

ZZQV\/T[’M’ JIL'X] BN,

kA kNN

_ Z2VWH 71]?1' x’ ngA -

Pouzijeme definici polariza¢niho tenzoru (272) a piSeme

A (z) | Au(ﬂ(x/)] —

1 o
A (a) A @) | =3 T S O (304)
— 2Viop
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V limité spojitého spektra (V' — o0), kdy

1 A3k
V%: - / )3

mame
[Aﬂ<+>(x) ,AvH(x/)] = iDH (5 — o), (305)
kde . 5
D(+)'wj($ _ x/) _ _é/ d°k efik(:vfm/)P,uu(E)
(2m)3 ) 2wy
Podobny vysledek dostavame v limité spojitého spektra pro komutator
A (@), 4O (@) | =iDOm (@ — o) (306)
kde _ Er
DO () — 1 / ik(m—x’)PuV E
(x —2') —(27)3 —200;; e (k) (307)

V teorii interagujicich poli, kterou se budeme zabyvat v letnim semestru, hraje dilezitou tlohu zizeni
operétoru elektromagnetického pole. Zizeni (kontrakce) dvou operédtoru pole je definovano jako rozdil
Wickova chronologického sou¢inu a normélniho souc¢inu

AF® () AV (2)) = T[AM(2) AY (2")] — : AP (x) AV (2): . (308)

Pti uré¢ovani normalniho sou¢inu musime polni operatory napsat jako soucet kladné frekvencénich ¢asti
(obsahuji jenom anihila¢ni operatory) a zdporné frekvenénich ¢asti (krea¢ni operétory). Proto podobny
rozklad pouzijeme i v chronologickém sou¢inu a dostavame

) ) [Au(-k)(x) ,AV(_)(IE,)] jestli zg > 'y
AR () AV (2)) = . (309)
_ [AM(—)(x) ,AV(+) (x’)] jestli xy < $6

Zavedeme ted funkci

D (1 — ) jestli zg > 2o
—DOW (g —g') estli zg < )

pomoci které muzeme vztah (309) piepsat na tvar
Al (2) AV (') = iD (x — o). (311)
Pro funkei (310) muzeme pomoci residuové véty, podobné jako u skaldrniho pole, najit kompaktni
vyjadieni I
D e =) = [ o G P (312)

Kdyz porovndme vakuovou stfedni hodnotu levé a pravé strany vztahu (308) a vyuzijeme, Ze leva
strana neni operator, ale funkce, a ze vakuova stfedni hodnota normélniho souc¢inu je nula, tak muzeme
taky napsat

<0 ‘T [AM(@AV@’)} ‘ 0> — D (z — ).

V alternativnim piistupu (Suraj N. Gupta, Konrad Bleuler) ke kvantovani elektromagnetického
pole se nekladou kalibraéni podminky, ale uvazuji se, kromé dvou fyzikalnich (transverzalnich) po-
larizaci fotonu, i polarizace skalarni a podélné. Tento pristup je explicitné relativisticky kovariantni,
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vyskytuji se v ném ale jiné problémy (indefinitni metrika, nutnost dokazovat, ze ve fyzikalnich proce-
sech se prispévky skaldrnich a podélnych fotonu navzdjem rusi). V polarizacnim tenzoru (272) se tam
sCita pres vSechny ¢tyii polarizace a tento tim nabyva jednodussi tvar

P o= g
Jednodussi tvar nabyvé i funkce (312)
d4k e~ ik(z—2")
DM (x — 2') = —g" 313
pr=r) ==y /(27r)4 e (313)

pomoci které je vyjadifena kontrakce dvou operatort elektromagnetického pole. Integral na pravé
strané je roven funkci Ap (218), pocitanou pro m = 0.

D4 se ukazat, a na konkrétnich piikladech se o tom presvédéime, ze pri vypoctech méritelnych
veli¢in (U¢inné prufezy, rychlosti rozpadu) se ¢leny umérné étyivektoru k v polarizaénim tenzoru
(274) neprojevi, pokud je piislusny proces popsén tzv. stromovymi Feynmanovymi diagramami, které
budeme v letnim semestru vyhradné uvazovat. Proto budeme i v naSem piistupu pouzivat vztah (313).

3.6.3 Odvozeni vztahu V x f(p) = (grad p) x f(p).

Pripomenme vypocet komponent vektorového soucinu ¢ = @ x b v kartézskych soufadnicich ¢; =
€ijkajb, kde ;5 je kompletné antisymetricky tenzor zafixovan podminkou €123 = 1. Uvazujeme

vektorovou funkci f (p) argumentu, ktery je funkei souradnic p = p(z,y, z). Oznacime f ' = g . Mame
= 9fi(p) dp
[V x f(p)li = €ijxVifr(p) = %‘kaTj = 5z‘jkfl/c(p)87j,
kde jsme pouzili pravidlo pre derivaci slozené funkce. Po zdméné poradi souciniteli mame
7 Jp .
[V x f(p)li = €¢jk£f/2(1?) = e (Vp);fr(p) = (VD) x f'(0)]: -
j

Protoze to plati pro vSechna ¢, plati to i ve vektorovém tvaru.

3.7 Klasicka teorie spinorového pole

Pole definované diracovskym bispinorem (ktery je feSenim Diracovy rovnice pro volny hmotny fermion
se spinem 1/2) je osmikomponentni, v kazdém bodé prostoru mame osm nezavislych dynamickych
proménnych, tj. osm redlnych funkci ¢asu. Jsou to redlné a imaginarni ¢asti ¢ty komplexnich funkci
prostorovych soutadnic a ¢asu 1, 9, 3 a ¥4, které jsou komponentami jednosloupcové ¢étyitadkové
matice 1 (z). Misto nich je vyhodné pracovat s osmi linedrné nezavislymi linedrnimi kombinacemi
téchto redlnych funkef, které se vybiraji jako 1, a 1, pro a = 1,...4.20 Konkrétni tvar dynamickych
proménnych ¢, zavisi od reprezentace gama matic, pro nejéastéji pouzivanou Diracovu reprezentaci
je napt. ¥3 = —Re 93 +1i Im 3.

3.7.1 Lagrangetv formalismus

Jedna z moznych Lagrangeovych hustot spinorového pole ma tvar

L= % [ (@) (Dt () — (B (2))y ()] — map(x)ih(x). (314)
Osm polnich Lagrangeovych rovnic (a =1,...,4)
oL oL
O o0t e "
oL _ oL

T00h,) O,

2 ~e sz -~ . -~ , . . . ~ 7 , v ~ 2, . 2, ’ .
OPfipomindme, Ze Diracovsky sdruzeny spinor je jednorddkové étyfsloupcova matice definovand pomoci hermitovsky
sdruzeného spinoru vztahem o = ) f~°.
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vede na osm rovnic pro komponenty spinoru ¥ a ¥, které se daji zapsat v maticovém tvaru jako zndma
Diracova rovnice (58)

(i) —m) p(x) = 0

a rovnice k ni dirakovsky sdruzena (71)

3.7.2 Hamiltonuv formalismus

Komponenty konjugovanych poli jsou podle obecné definice (171) rovny

(@) = 5o = 3@ e, (315)
R N v W
Rule) = G = =500 (316

Hamiltonovu hustotu ziskdme pomoci polni Legendreovy duélni transformace (172)
4 . =
H= Z [Wa¢a + fa%] - L
a=1
Vychazi .
_ 1 _ _ _
(., 9) = 5 [T @) — e @u(@)] + mid(e)i() (317)

Z obecného vztahu pro tenzor energie-hybnosti N-komponentniho pole (173)

8” — L g 318
pro spinorové pole plyne '
1 — _
T =5 [0 — (@)Y ] (319)
kde jsme uz vyuzili, ze z Diracovy rovnice pro spinor ¥ a spinor k nému dirakovsky sdruzeny vyplyva
"0 = my,
10,07 = —ma, (320)

coz po dosazeni do (314) vede k £ = 0. Jestlize jesté pouzijeme symbol <+ definovan vztahem

A @) fa(x) = f(@)0 fo(x) — [0 f1(2)] folz)

dostavame )
i

T (@) = SU(e "o (). (321)

Od ¢asu nezavisly ¢tyivektor energie-hybnosti spinorového pole je proto roven
/ W (2)0 () d? (322)

V dalsfm vyuZijeme, ze po zavedeni oznaceni?

X(z) = i(x) (323)

21Tato veli¢ina nem4 specielnf vyznam, ale usnadni ndm vypoéet Hamiltonova operatoru spinorového pole.
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prechdzi hustota energie na tvar

TO) = 5 [ X (@)le) + 4 (@)X (@)] (321)

Obecné teseni Diracovy rovnice jsme psali ve tvaru

,1p:1:u( )bﬁs‘i‘elpm ( )d* ] , (325)

1
)_g ,/2VE5

ze kterého pro veli¢inu definovanou vztahem (323) mame

ZF TP, )by — €0 (P, 5)dy ] (326)

3.8 Kvantova teorie spinorového pole
3.8.1 Operator spinorového pole ve Schrodingerové obraze

Obecné feseni Diracovy rovnice (325) prepiSeme na tvar

Ptz

S

5s(8) + PR )i (8)]

p78

o 1
)_g./m/Eﬁ

kde by s(t) = bsse —iEt a d () = ds e Est. Podobné jako pii piechodu od klasické mechaniky ke
kvantove i tady se z dynamlckych promennych které jsou funkcemi ¢asu, stavaji operatory od casu

nezavislé:
(@) — ()
b@s(t) — b*,s
gt
dz(t) — dj,
. 1 . . . .
= PEy (5, $)b  + e PEp(F, s)d 327
90E) = 30— [P b+ P00 ) (327)
p?s
3.8.2 Operator energie spinorového pole
Hamiltonuv operdtor spinorového pole je ddn objemovym integralem
H= / H(7)dx (328)
V)
z operatoru Hamiltonovy hustoty
“ 1 = A~ ~ 2~
@) = 5 [O@) ) = 5P O (@) +mid. (329)

Vypocet timto zpusobem je vSak komplikovany, mame tii piispevky (i kdyz u druhého se dd vyuzit,
ze je hermitovsky sdruzeny k prvnimu). V kazdém z nich se vyskytuji ¢leny utvorené ze spinoru u a
v které se nedaji jednoduSe vyjadrit a vyrusi se az po slouceni vSech tii prispévku.

Pouzijeme proto alternativni vyjadieni (324) hustoty energie klasického spinorové pole, ve kterém
nahradime klasické proménné operatory

(@) = 5 [X1@d@) + i@ X @) (330)

Operator X ziskdme tak, ze ve vztahu (326) prejdeme od klasickych proménnych k operdtorum

(7 Ly [ iz - —ip'Z
X (Z) :Z ﬁ [ep u(p, s)bys — e Pru(p, s) ; ] . (331)



Pocitejme nejdiiv piispévek k operdatoru energie pole (328) od prvniho ¢lenu v hranaté zévorce v (330),
t.j.

g = L [ gt mdis
Hy = /(V)X (2))(Z)d3x . (332)

Pro (%) pouzijeme vyjadreni (327). Hermitovskym sdruzenfm vztahu (331) a otérkovanim séitacich
indexu dostavame

A _» E“l sl ) ~ sl 2 . ~
X@) = 3\ 5 [l Bl — 7 (B | (333)
s’

Po dosazeni (333) a (327) do (332) a pfi vyuziti vztahu typu

/ PP TPy = V5 5 (334)
V)
postupné dostavame
~ 1 E“/ —/ ~ o ~
o= [ e Tl (5 bl — e Tl (5l
v 7,5 Ey Jw) P
pls’
X [eiﬁmu(p, S)Aﬁs + e Py (p, 5) Ag,s] d3x
1 Byt o ) L
= Z - é |:uT( ?/ /)u(p’ S)(Sﬁ‘/,H g’{sf ﬁ‘,s + 'LLT(p,/S/)'U(p, 8)65/ *ﬁ g’{s’d;,s
s
— o' (5] Yu(, 5)05, i dprsrbys — 0T ()8 Yo (P, 8)351 5 dﬁ?s’dz;s}
1 . SR ~ o .
= 12 W@l )b b + ul (7 () L
ﬁ7878,
= oYl )b — 015 Vo )l
Ted vyuzijeme nékteré ze vztahtu (102-109), konkrétné,
ul (7, s u(p, s) = v (7, s )v(p,s) = 2E;50y 5, (335)
ul (=, 8" )v(B, 5) = ' (=, s )u(F, 5) =
a dostavame 1
T Pt 5.4t
= 53" By (b by — dpdl, ) - (336)

D,
Podobné bychom mohli poéitat i prispévek k operdtoru energie pole (328) od druhého ¢lenu v hranaté

zévorce ve vztahu (330)
N 1 A N
Hy== [ Jl(@X@)d.
2Jw)
Neni to vSak nutné. Vyuzijeme, ze druhy ¢len je hermitovsky sdruzeny k prvnimu a ze tedy i integral
z ného musi byt hermitovsky sdruzeny k H;. Ze vztahu (336) je vidét, ze operator H; vySel jako
hermitovsky. Proto je Hy, = Hy a

o) (337

S
Ni.=bl bs.. (338)



Po jeho vynasobeni energii jedné ¢astice Ejy a provedeni souctu, jak je to udéldno v (337), dostavame
spravné operator energie vSech ¢astic v objemu V.

Druhy ¢len v (337) vSak podobnou interpretaci neumozinuje. Kdybychom predpoklddali (podobné
jako u skaldrniho a elektromagnetického pole) platnost komutaéniho vztahu

(s Ly | = Gpprdis (339)

N =d} ds. (340)
by do sumy v (337) vstupoval s negativnim znaménkem. Kdyz vSak predpokldddme, Zze pro operatory

spinorového pole jsou komutacéni vztahy nahrazeny antikomutaénimi, t.j. jestlize misto (339) napiseme

{dﬁ,s ) Cﬁ/ /} = Opp Os,s' (341)

p78

kde symbol s kroucenymi zavorkami, nazyvany antikomutatorem, je definovan vztahem
{A,B} — AB+ BA , (342)

tak muzeme psat Aﬁ,s }S =—d ;Sczﬁ,s +1= —W@ s + 1. Hamiltonuv operdtor (337) prechdzi na tvar

=Y Ey (Nﬁ,s +Nps — 1) ,
ﬁ?s

ve kterém je uz operdtor poctu anti¢astic se spravnym znaménkem. Objevuje sa tam vSak zaporné
nekone¢no

ﬁ78
Muzeme se ho zbavit tieba tim, Ze prohlasime, Ze energie je uréena az na aditivni konstantu, takze tu

konstantu nemusime psat. Korektnéjsi zpusob je redefinovat operator Hamiltonovy hustoty zavedenim
normalniho sou¢inu

N i = A~ ~ 2~

H(T) = 5 [OeD@)7 D — U @ub(@)] +mibi:, (343)
ktery sa pak objevi i ve vztahu (337). KdyZz navic doplnime definici normélniho soué¢inu tak, ze pii
vymeéné poradi dvou operatoru spinoroveho pole se zméni znaménko, tak bude 3dﬁ7sd;53 = —d ;Sdﬁ,s a

Hamiltontv operator dostavame ve tvaru
=3 (N + M), o

ktery vyjadiuje to, co od ného ocekavame.

Opodstatnénost predpokladu které jsme ucinili (antikomutaéni vztahy misto komuta¢nich, do-
date¢né pravidlo normélniho soucinu) si ovérime vypoéctem dalsich dvou operédtoru spinorového pole:
celkového naboje a celkové hybnosti.

Operator nédboje spinorového pole uréime jako integral z operdtoru hustoty ndboje. Ten ziskdme
tak, ze z klasické hustoty ndboje, kterd je sou¢inem néboje ¢astice a hustoty pravdépodobnosti

po (@) = ()¢t ()i ()

udélame operédtor (hned ho definujeme i s normélnim sou¢inem). Pro operator nédboje tak mame

Q=0 [ I @i@:dx (345)
V)
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Pro operétor @(f) pouzijeme vztah (327), ze kterého plyne i vztah pro operdtor hermitovsky sdruzeny

—i*/iz’f—» 1 i a:T 7.,
7= 3 o [ B+ ] 316)

V ném jsme zvolili séitaci indexy ¢arkované. Po dosazeni (327) a (346) do (345) a upravach s vyuzitim
(334) a (335) dostdvame vztah

Q=(-¢)) <Nﬁ,s - N,;,s) ; (347)
p,s
ktery ma jasnou fyzikalni interpretaci a fika, ze naboj anti¢dstice je opa¢ny jako ndboj Castice.
Uréeme nakonec operdtor hybnosti spinoroveho pole. Ve vztahu (322) pro k-tou komponentu hyb-
nosti klasického spinorového pole prejdeme k operatorim a mame

. “
=2 / O @)0FD(@) ¢ dx. (348)
Na pravé strané je soucet dvou prispévku

_ % / (@) 0(@): dx (349)

Py = —%/ : [Bkzﬁ(f)] (T): d3x.

Plati Pk [P”“]Jr takze stac¢i vypocist jenom Pk Pouzueme vztah (327) spolu s

a dostaneme

~ .

OM)(7) [P 7u(p, )by — e P 0 (5, )|

Z\/m

Po dosazeni tohoto vztahu a (346) do (349), vyjadreni integrali z exponent pomoci vztahu typu (334)
a vyuziti tak ziskanych Kroneckerovych symboli na provedeni sumace pres p’ dostdvdme

- _22E~ [ w(B, 5)8) by = ! (=5, 8 Yo ()b

+ ol (=5, 8 (P, 5)d_pobgs — o' (5,5 )0(F, 5)dgwdl |
V prvnim a étvrtém ¢lenu vyuzijeme normovani spinoru
ul (7, 8" Yu(p, s) = 01 (7,5") (P 5) = 2E by,

a déle to, ze normédlni soucin zmeéni poradi operdtoru ve ¢tvrtém c¢lenu a i jeho znaménko. Kde se da,
zavedeme operatory poctu ¢astic a anticastic.

kde jsme oznacili

~ 1 pk . . N N . . N ~
k— -5 Z 2E; 2 {uT(—p, s"(p, s)biﬁ,s/ g,,s — ol (=7, s"u(p, s)d_ﬁslbﬁ,s] :
P

Ze vztahu (335) plyne Qk = 0. Protoze pak je operator PY“ hermitovsky, P;k = PY“ a Pk = Qﬁ{“:
Pk =3"pt (Nﬁ,s +Wﬂ,s> :
573

neboli ve vektorovém tvaru

P=Y 5 (Npo+ Nz (350)
575
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3.8.3 Kreacni a anihila¢ni operatory, operatory poctu ¢astic a anticastic. Fokav prostor
pro fermiony

Pii hledani tii operatoru tykajicich se globdlnich veli¢in spinorového pole (fl , Q, ]3) jsme zjistili, ze

akceptovatelné vysledky dostaneme kdyz predpokladame, ze kreaéni a anihila¢ni operdtory anticastic

splnuji antikomutaéni relace misto komutaénich. Je vSsak mozné, Ze toto predstavuje jenom ”Spicku

ledovce”a ze vSechny myslitelné relace mezi vSemi kreaénimi a anihilaénimi operatory jsou antiko-

mutacni. Jednd se o téchto Sest vztahu:

{ R ;:8/} = { 5,8 3 d;:SI} = 055 05,5 s (351)

{iwﬁw}:{ﬁ %s}:{%w%w}:{%ugy}zﬁ (352)

Dalsi étyfi jsou uz dusledkem (352) a toho, ze antikomutator se nezméni, kdyz v ném prohodime
poradi operdtoru:

{i’z;s ’ i’;:s’} - {‘i},s’dg:s'} = {5},5,4,2;5/} = {5;7 Aﬁ{s/} =0. (353)

Formalismus krea¢nich a anihila¢nich operatoru, jak jsme jej pouzivali v piipadé kvantovaného skalarniho
a elektromagnetického pole, byl zalozen na vztazich odvozenych pro zvySovaci a snizovaci operator
v sekci 1.1 studijniho materidlu I. Podle tohoto vzoru jsme pro kazdy jednocasticovy stav definovali
anihilaéni a krea¢ni operator, spliiujici stejny komutdtor jako snizovaci operdtor se zvySovacim. Jesté
jsme dodali podminku, ze vSechny operatory odpovidajici ruznym jednocasticovym stavim navzajem
komutuji.

Nahrazeni komutaénich vztaht mezi operatory vztahy antikomutacnimi mé vyznamné dusledky.
Pro srovniani uvedme komutaéni vztah mezi kreaénimi operatory skaldrni ¢dstice ve dvou ruznych

stavech [a;% ,a;%,] = 0. V pripadé K =k sez néj stava nic nevypovidajici identita. Kdyz si ale
napieme prvni antikomutétor ze série vztahti (353) pro p’ = ja s’ = s, dostavame??

2
it (1t )2
Mps—(%Q =0.

Z toho plyne, ze kdyz pusobime na stavovy vektor
{1ﬁ78> = b];,s |0>

krea¢nim operatorem bTS nedostaneme stav se dvémi Cdsticemi, ale nulu. TakzZe neni mozné, aby se
v ur¢itém stavu nachazelo vic ¢astic nez jedna (Pauliho princip). Rovnice pro vlastni stavy a vlastn{
hodnoty operatoru poctu ¢astic je tedy

Nﬁs |nﬁs> =ngs |nﬁ,s> pro  nzs=0,1 (354)

)

Ted si ovéifme, Ze vyjadieni operdtorii poctu Edstic v uréitém jednoéasticovém stavu, charakterizo-
vaném hybnosti p a indexem spinového stavu s,

Ny = b b
plati i po prechodu k antikomutatorim. Pro jednoduchost nebudeme psat indexy. Vychézime ze vztahu
bbl +bfb=1 11 >=0b'0 > 0>=b[1> blo>=0  bbT =0
Oznacme ted N = bib a pocitejme
N1 >=0bbb1|0 >=bl(1 = bTb)]0 >=1]1 >

N[0 >=bbj0>=0]0 >

227 abyvame se éasticemi, ale véechno co bude v dalsfm odvozeno, plati i pro anti¢éstice.
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Tyto dva vysledky jsou ve shodé se vztahem (354). Vyjddieni operdtoru poctu ¢astic jako sou¢inu
kreacniho a anihila¢niho operatoru zustava v platnosti i po pfechodu k antikomutétoram.
Z toho, ze pro fermionové operatory plati antikomutaéni vztahy, plyne dalsi dulezity vztah

A

NF=N pro k>1. (355)

Dukaz provedeme metodou matematické indukce.
a) k=2
N2=0bbb'b=bT(1-b'b)b=N
b) predpokladame, ze vztah plati pro | =k — 1, tj ze N'=N a pocitame
NF=NIN=NN=N.
V poslednim kroku jsme jsme pouzili a). Tim je dikaz proveden.
Vztah (355) poskytuje alternativni dukaz, ze v kazdém stavu muze byt nanejvys jedna ¢éstice.

Vychézime ze vztahu
Nin >=nn >

Uplatnime na néj operator N. Na levé strané vzniklé rovnice uplatnime (355) a na pravé nahradime
operator N vlastni hodnotou n. Dostdvame dalsi vztah

Nin >=n%n > .

Odectenim vztahu dostdvame rovnici
nn—1)=0,

kterda ma dvé zjevna feSeni.
Ted jesté dokdZzeme, Ze operdtory poctu éastic v ruznych stavech mezi sebou komutuji, tj Ze plati

[Nﬁ,s vNﬁ,s/] =0. (356)
Pro jednoduchost si oznacime N; = ]\7@8 a Nj = ]\7];«78/, stiisky nad operatory nepiseme.
NiNj = blb;blb; = bl (8; — blb;)b; = blb;d;; + bIbibsb; = blb;ds; — bibIbb;
= b}bjéij — bj(d,j — bjb;r)bZ = (b;rb] — b;rb,)éw + NjNi = NjNi

Komutace operatoru poctu Céstic s operatory poc¢tu anticastic se dokazuje jeSté jednodusseji,
protoze ted jsou vSechny antikomutdtory nulové.

Béze Fokova prostoru pro fermiony je jednodussi nez pro bozony (skaldrni ¢éstice, fotony) protoze
stavy s vice nez jednou ¢astici (anti¢astici) se stejnymi kvantovymi ¢isly jsou vylouceny.
3.8.4 Operator spinorového pole v Heisenbergové obraze

V Heisenbergové obraze stavové vektory od ¢asu nezavisi, kdezto operatory ano. Prechod ze Schrédin-
gerova obrazu do Heisenbergova je obecné zprostredkovan unitarni transformaci stavu

|® >p=U(t)|®;t >g

a operatoru

Ut) = efit, (357)

=" By (Ngs + Np,) (358)



a operator (357) je ddn exponentou ze souc¢tu prispévku jednotlivych stava ¢éstic a anti¢dstic ve tvaru
souinu energie jedné Castice a operatoru poctu ¢astic nebo anticastic. Protoze vSechny operatory
poctu mezi sebou komutuji

~

(Mo N | = [Ny Nps | = [N N | =0,

muzeme exponentu ze souc¢tu napsat jako soucin exponent

U(t) — H eiEﬁ/Nﬁ/7S/ t eiEﬁ"Nﬁ/,sl t (359)

>/ ol

p78

a podobné pro operator hermitovsky sdruzeny

UT(t) — H e_iEﬁ’Nﬁ’,s’ t e_iEﬁ’Nﬁ’,s’ t. (360)
pls

Budeme hledat operator 1& v Heisenbergové obraze

~ ~

Y() = U0D@UT ().

Indexy S a H jsme potlacili, prislusnost k ur¢itému obrazu je ziejma z argumentu operatoru, kterym je
bud'to prostorovy vektor # (Schrodingertiv obraz) nebo ¢asoprostorovy vektor z = (¢, Z) (Heisenberguv
obraz). Ze vztahu (327) je vidét, ze kdyz operdtor ¢ (&) oblozime operatory U(t) a UT(t), na pravé
strané vztahu (327) dojde k obloZeni operatoru bz a d};s, ostatnich prvka se pusobeni operdtoru
netyka. Operdtor 1(x) bude pomoci anihila¢nich a kreaénich operatoru v Heisenbergové obraze

~ A

bps(t) = U(t)bgs U (t) (361)

71 — rnat ot
1.0 = Ud] Ui

vyjadren stejné jako byl operdtor ¢ (&) vyjddien pomoci 3@ s a ‘2;5 ve Schrodingerové obraze. Plati
tedy

[eiﬁ-fu(ﬁ’ $Vbss(t) + (5 S)J},s(t)] . (362)

A 1
Y(z) = Z\/TV—EI;

Po dosazeni (359) a (360) do (361) méme

i)“s(t) _ H <eiEﬁ’Nﬁ’,s’t eiEﬁ’Nﬁ’,s’t> AH H (e_iEﬁ’Nﬁ’,s’t e_iEﬁ’Nﬁ’,s’t> ) (363)
K p7s
=1l

>/ ol
p;s p;s

Jestli p’ # p'nebo s’ # s tak plati

cili lA)ﬁ,S ,Nﬁ7sl:| = 0. Podobné se déd ukéazat, ze vztah [i)ﬁ,s ,
Proto ve vztahu (363) muzeme vSechny exponenty az na jednu prenést z jedné zavorky do druhé, kde

po vynéasobeni vhodnym partnerem daji jednicku. Zustane nam tak

Nﬁr,sr] = 0 plati pro vSechny p” a s'.




0= [+ S ()]s [+ 5 )

Ted vyuZijeme, Ze plati

a dostavame
Podobné by se ukazalo, ze
a tedy

dz;s(t) —¢ Ptdz;s.

Pro operatory spinorového pole v Heisenbergové obraze po vyuziti Ezt — p- ¥ = px dostdvdme

{ —Py (5, S)Aﬁ + eP%y(p, 5) Ai,s} (364)

1

A~

UG, )b + e ()| (365)

€|>

=2 v
e 2VE;

3.8.5 Antikomutaéni vztahy a zhGzeni operatort spinorového pole

Neékdy je vyhodné rozlozit operédtory spinorového pole (364) a (365) v Heisenbergové obraze na kladné
a zaporné frekvencéni ¢asti

(@) = PP @)+ () (366)

kde

= Z e Py, s)};s , (367)
57

oiPe dl | 368

,,Z \/W v(p, s)dj (368)

Sele” Z TEW e PTG (Pl ) dye, (369)
””_(ﬁ,’ )bl (370)

p78

Kvili pozdéjsimu pouziti jsme ¢asti operatoru 1/1 vyjadiili v ¢asoprostorovém bodé z’ a sumacni in-
dexy jsme zvolili ¢arkované. Nasledujici dva antikomutatory jsou nulové, protoze vSechny spinorové
anihila¢ni operatory mezi sebou antikomutuji, stejné jako vSechny operatory kreacni.

{#9@). 9 @)} = {90 @), 9 )} =0 (371)
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Maticové indexy a a b jsme museli zavést, protoze pro celé nectvercové matice nemda antikomutator
(ani komutdtor) smysl. Ted pocitejme antikomutator

W@} = 5 Y e e e mls) (BBl
{ b } 2V - \/TE~ {p p,}

"/l

1 )
_ —ip(z—a’) 2
gﬁ 2VEﬁe g ua (P, )up (P, ) (372)

s=1,2

Vyuzijeme, zZe plati

a taky
pue T = i0,e T, (373)

¢imz dostavame

{¢(+( ), _7( )} 1@—{—mab22VE o ip(z—2")

S podobnou sumou jsme se setkali u skaldrniho pole, tam se jenom pouzivalo jiné oznaceni (k misto
p, wp misto Ej5). Tam se ukézalo, Ze v limité neomezené rostouctho normalizaéniho objemu plati

- —ipa—e') _§ A (5 o
i, gy ) =82,
p

kde

1 d3p —ip(z—z’
A(—H(x—u’ﬂl):—w/ 57 © plz=2'),
p

Kdyz ted zavedeme Etvercovou (4x4) matici funkei pfedpisem
SOz —a") = (i + m)AF) (z — o),

v limité neomezené rostouciho normalizacniho objemu dostdvame
{#9 @) B Na)} =185 @ — 2.

Podobné v této limité vyjde

kde
SOz —2") = (i + m)AT) (z — &)

je matice funkef definovéna pomoci funkce A7), zndmé z kvantové teorie skaldrniho pole jako

: 3
A(_)( . /) _ ; d b ip(x—z') _ [A(+)( . /)]*
X X (27‘()3 2Eﬁ € X X

Zuzeni (contraction) spinorovych operdtoru (364) a (365)
D3 (@) 05 () = Tlba(2)Py(a')] = o (@) Py (2’ : (374)
je definovéno jako rozdil Wickova chronologického sou¢inu a normalniho sou¢inu. U obou soué¢int

plati pravidlo, ze pii kazdé vyméne poradi dvou spinorovych operatoru se méni znaménko. Kdyz
si uvédomime, ze kladné frekvenéni operatory obsahuji jenom anihilaéni operatory, kdezto zaporné
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frekvenéni jenom kreacni, tak pro normélni sou¢in mame (Gasoprostorové argumenty kvuli strucnosti
nepiseme)

athy: = OEIUY — PP + SO + 9w (375)
Wickuv chronologicky soucin zavisi od potfadi ¢asovych argumentu
. wa(x)ib(x') jestli zg > )
TWu(@)by@) =4 (376)
—y (2 )a(x)  estli zg < x)

Kdyz ted vyjddifme souciny operdtoru na pravé strané vztahu (376) pomoci jejich kladné a zdporné
frekvenénich ¢asti podle (366) a spolu s (375) dosadime do vztahu (374) dostdvéame

{ Agﬂ (x) ,@l(;)(:c’)} jestli zy > x,
va(@) (') = A . (377)
- {1/11(17)(35) , ¢1()+)($I)} jestli zo < x)
Antikomutétory na pravé strané jsou vyjadieny pomoci funkei S(H) a S(), zavedme tedy funkei

Sz — ') jestli zg > )
Sp(x —a') = , (378)
—S(z —a)  jestli zg <

kterda ndm umozni prepsat vztah (377) v kompaktnim tvaru

V@) (a) = 1 [Se(e — 2w (379)

Matice funkei Sp(x — ') se nazyvd Feynmanovym propagdtorem spinorového pole a dd se vyjadrit
pomoci funkce Ap(x — 2'), zavedené u skaldrniho pole

Sp(x —2') = (19 + m)Ap(z — 2). (380)
Protoze plati
Ap(w —a') = — / A (381)
r C2mt ) p2—m? +ie by

pomoci vztahu (373) ziskdvame pro Feynmanuv propagétor vyjadien{

1 ﬁ—i_m —ip(z—a’) j4
Sp(z—a") = ot ) ot e ple=a) hp, (382)

Pripomenme jeste, ze vakuova stfedni hodnota z normalniho soucinu je vzdy rovna nule. Proto taky
plati

<0 ( T [ﬁja(x)ib(x')} ( 0> — i [Sp(z — 2)]up.
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