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1 Uvod do logiky

1 UVOD DO LOGIKY

GAS POTREBNY KE STUDIU @

Celkovy doporuceny ¢as k prostudovani KAPITOLY je 90 minut.

RYCHLY NAHLED DO PROBLEMATIKY KAPITOLY UVOD DO LOGIKY

Rychly na-

Cilem prvniho a druhého modulu je uvedeni do problematiky logiky, vyrokové logiky, e

naucit pouzivat vyrokové spojky, naucit pracovat s vyrokovymi formulemi, prevadet
z prirozeného jazyka do symbolického jazyka vyrokové logiky.

KLICOVA SLOVA KAPITOLY UVOD DO LOGIKY

Klicova

Logika, druhy logik, logické vyplyvani, analyticka pravdivost, sporna mnozina vyrokd, ove

dukaz tvrzeni

Existuje mnoho typt logik, napfiklad: Formalni logika, matematicka logika, modalni
logika (popis dynamického chovani systému), dvouhodnotova, vicehodnotova logika,
pravdépodobnostni logika, temporalni (uvazuje pravdivost ¢i nepravdivost v Case, dis-
ponuje prostiedky pro vyjadieni pojmi vzdy nebo nékdy) atd.

Termin logika Casto vyskytuje 1 v béZné fe¢i v rozmanitych slovnich spojenich
jako ,,to nema zadnou logiku, netiprosnd logika vyvoje, zenska logika, logika véci vy-
zaduje, aby.... ,,apod.

Odkud termin logika vlastné pochazi? Evangelista sv. Jan jedné ze svych kapitol
pravi, Ze na poc¢atku bylo Slovo (fecky Aoyo(), tedy jazyk, mySleni, uvazovani, ale téz
rad véci.

Logika se pokousi k objektiim a pochodiim lidského mysleni vytvotit adekvatni model Logika
pomoci urcitych sob¢ vlastnich prostiedkil. (stejn¢ jako matematika nebo matematicka
informatika.) Model se vytvaii na zadklad¢ urCitého zjednoduseni (abstrakce) modelo-

Za zakladatele logiky a to logiky formalni je povazovan Aristoteles.

Formalni logika je nejstarsi pokus o modelovani a modelové zkoumani zakonitosti vni-
mani a usuzovani.

Jde o logiku zaloZenou na dvouhodnotové interpretaci pojmu pravdivosti. Tvr-
zeni muze byt bud’ pravdivé nebo nepravdivé. Logika je pfedevsim véda o spravném
usuzovani, o umeni spravné argumentace.
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Obecné miizeme tsudek charakterizovat nasledujicim schématem:
Na zaklad¢ pravdivosti vyrokl (soudd, tvrzeni) V7, ...., V, soudim, Ze je pravdivy rovnéz
vyrok V. (pozn. ptfedpoklady = premisy)

Existuji riizné druhy tisudkli — ne vSemi se zabyva logika.
Obecné¢ se nezabyva tzv. pravdépodobnostnimi usudky:
Slunce doposud vyslo kazdy den.
Tedy: Slunce (pravdépodobné) vyjde i zitra.

Nezabyva se tsudky generalizaci:
Vsechny labuté, které jsme dosud vidéli, jsou bilé.
Tedy: VSechny labuté jsou bilé.

Budeme se zabyvat tzv. deduktivnimi usudky:

DEFINICE 1-1 LOGICKE VYPLYVANI

Usudek Py, ...., Py / Z je deduktivng spravny (platny), znaime P, ...P, EZ, jestlize
zaver Z logicky vyplyva z predpokladi P, ....Pn, tj. za vSech okolnosti takovych Ze jsou
pravdivé vSechny predpoklady P, ...., P, je ( za téchto okolnosti) pravdivy i zavér Z.

Tedy jinymi slovy: Za zadnych okolnosti, nikdy se nemtize stat, aby byly vSechny pied-
poklady Pj, ..., P, pravdivé a zaroven zavér Z byl nepravdivy.

Deduktivni usuzovéni v praktickém zivoté vSichni vice ¢i méné pouzivame. Napf.
Vime, ze vS§echny muchomiirky zelené jsou prudce jedovaté a zjistime (napft. za pomoci
atlasu hub), ze houba, kterou jsme nalezli, je muchomiurka zelen4, pak jisté nebudeme
tuto houbu ochutndvat a spolehneme se na logiku, nebot’ to ndm zarucuje, Ze houba,
kterou jsme nasli, je prudce jedovata.

Nyni uvedeme ptiklady jednoduchych, spravnych deduktivnich usudki:

e Vsechny kovy se teplem roztahuji. Méd’ je kov.
M¢éd’ se teplem roztahuje.

e Je doma nebo odesel do kavarny. Je-li doma, pak nas ocekava. Jestlize nas neoce-
kava, pak odesel do kavarny.

e Vsechny muchomirky zelené jsou prudce jedovaté. Tato tuzka je muchomurka ze-
lena.
Tato tuzka je prudce jedovata.

¢ Vsichni muzi maji radi fotbal a pivo. N&kteti milovnici piva nemaji radi fotbal.
Pepa ma rad pouze milovniky fotbalu a piva.
Nékteré Zeny nema Pepa rad.

Logika také zkouma skladbu — konstrukci jednotlivych slozenych vyrazi (soudil) z je-

jich podvyrazi. Jednou z disciplin logiky je proto rovnéz tzv. logicka analyza jazyka
— spociva v nalezeni pfislusné logické konstrukce vyjadiené danym vyrazem.
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1 Uvod do logiky

Ovsem ne vSechny deduktivné spravné usudky muizeme ovétit pomoci daného logic-
kého systému. Proto hovoiime o expresivni sile logického systému, kterd je dana tim,
do jaké miry podrobnosti mliizeme analyzovat jednotlivé vyrazy. Idealni logicky systém
by ndm mél umoznit analyzovat premisy do takové hloubky, abychom mohli odvodit
vSechny zavéry, které¢ ztéchto premis logicky vyplyvaji a ovéfit vSechny spravné
usudky.

Uvedeme ptiklady logickych systémt podle jejich expresivni sily:

e Vyrokova logika umoziluje analyzovat pouze do urovné elementarnich vyrok, je-
jichz strukturu jiz dale nezkouma.

o Predikatova logika 1. fddu umoziuje analyzovat elementarni vyroky do Grovné
vlastnosti jednotlivych objekt zajmu (tzv. individui — prvki univerza diskursu) a
jejich vztah.

e Predikatové logiky vyssich fadi umoznuji navic analyzovat vlastnosti vlastnosti,
vlastnosti funkeci, atd.

Jaké jsou vlastnosti deduktivnich tsudkt? Ovétime-li spravnost (platnost) usudku, ne-
dokdzeme tim pravdivost zavéru!

Prvni vlastnosti je, Ze platny tsudek mize mit nepravdivy zaver.
Uvedeme priklad:
Je doma nebo odesel do kavarny.
Je-li doma, pak nas ocekava.
Jestlize nés neocekava, pak odesel do kavarny.
Spravnost usudku nedokazuje, ze doty¢ny je v kavarné, jestlize nas neocekava, klidné
mohl jit tteba do kina. V tom ptipad¢ by ovSem ziejmé nebyla pravdiva prvni premisa.
To neznamenad, ze platny Gsudek, jehoz zavér neni pravdivy, by byl bezcenny.
Vzdyt takovyto zplsob bézné pouzivame, chceme-li demonstrovat, ze nékdo netika
pravdu. Pfedstavme si nasledujici dialog:
Vy tedy tvrdite, ze X, ....Xx.
Avsak z vaSich tvrzeni plyne, Ze 4.
Z A dale plyne, Ze B atd. az dostaneme zaveér Z, ktery je evidentné nepravdivy.
Tedy vy tvrdite Z, coZ neni pravda.
Proto alespoii jedno z vaSich ptivodnich tvrzeni X; neni pravdivé.

Druhou vlastnosti deduktivnich Gsudkl je monoténnost: Jestlize P, .....P, E Z, pak
Py, ...Py, Py+1 E Z, pro libovolnou dal$i premisu P,+;. Tuto vlastnost nemaji jiné tsudky,
které nejsou deduktivni.

Tteti vlastnosti je tranzitivita: Jestlize P;, ....P, EZ a Qi, ..... On, ZEZ, pak Pi,
..... P, Q1 .....Om E Z a ctvrtou reflexivita: Je-li B rovna jedné z premis P, .....P, pak

Nyni definujeme analytickou pravdivost a kontradikci.
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DEFINICE 1-2 ANALYTICKA PRAVDIVOST

Vyrok V je analyticky pravdivy, znacime k& V, je-li pravdivy za vSech okolnosti, vzdy.
(Mnozina ptedpokladil je prazdnd, V nemuze byt nepravdivy.)

Bf

DEFINICE 1-3 SPORNA MNOZINA

MnoZzina { P;, .....P,} vyroki je sporna (kontradiktoricka, nesplnitelnd) jestlize ne-
muze nikdy za kazdych okolnosti nastat ptipad, ze by byly vSechny P;, .....P, pravdivé,
zna¢ime Pj, .....P, = (Tedy z této mnoziny logicky vyplyva jakykoli vyrok, i neprav-
divy, proto musi byt vzdy alespoii jeden P; nepravdivy)

Dulezitou vlastnosti je, Zze ze sporné mnoziny predpokladt vyplyva jakykoli zavér.

Vsechny pravdivé matematické vyroky jsou analyticky pravdivé. Matematikové formu-
luji a dokazuji tvrzeni. Vysledkem jejich prace je tedy zpravidla (ne-li vzdy) nalezeni
néjakého diikazu. Avsak dikazy a jejich analyza je to, co zajima logiky, dikkaz je rovnéz

vvvvvv

Co je to diikaz? Obecné fec¢eno, diikaz tvrzeni A z predpokladi Pj,...,P, je posloup-
nost tvrzeni By, ..., By, takova, ze: B, = A pro kazdé i <m plati, ze B; je bud’ jeden z pted-
pokladl Pynebo B; vznikne z ptedchozich By, ..., Bi.; uplatnénim né¢jakého odvozovaciho
pravidla.

2 VYROKOVA LOGIKA

Bf

CAS POTREBNY KE STUDIU

Diikaz

Celkovy doporuceny ¢as k prostudovani KAPITOLY je 90 minut.

KLICOVA SLOVA KAPITOLY VYROKOVA LOGIKA

Logika-vyrokové logika-jazyk vyrokové logiky-spojky vyrokové logiky.
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2 Vyrokova logika

Vyrok je jazykovy vyraz, o némz ma smysl prohlésit, zda je pravdivy ¢i nepravdivy.

Ne kazda véta vyjadiuje vyrok. Napt. véta Cesky krdl je holohlavy nemiize byt v sou-
casné dob¢ (kdy neexistuje ¢esky kral) ani pravdiva, ani nepravdiva. Kdyby totiz nastal
jeden z téchto ptipadl, vyplyvala by z ni existence ¢eského krale!

Vyroky délime na jednoduché (elementarni, atomické), které nelze dale rozlozit na
vyroky jednodussi, jsou to tvrzeni, jehoz zadna vlastni ¢ast jiz neni vyrokem a sloZené,
které maji vlastni ¢asti — vyroky.

Nyni uvedeme ptiklady jednotlivych typti vyroku:
"Koupim si telefon, o némz si predtim prectu recenzi.” Jedna se o jednoduchy vyrok.

"Kdyz si jdu koupit telefon, tak si nejprve projdu par recenzi.” Jde o vyrok slozeny, ktery
lze rozlozit na dva jednoduché vyroky A a B, kde A = "jdu si koupit telefon” a B =
"nejprve si projdu par recenzi”. Jednoduché vyroky jsou spojeny logickou spojkou im-
plikace, ktera je zde zastoupena slovnim spojenim "kdyz ..., tak".

"Neni pravda, Ze jak telefon vypada charakterizuje, to co umi." Jedna se o slozeny vy-
rok, ale netvofi ho dva vyroky jako v piedeslém piipadé, ale jen jeden jednoduchy vyrok
A (A = "jak telefon vypada charakterizuje to co umi "), u kterého je pouzita logicka
spojka negace.

"Je pravda, Ze cteni knih zvySuje slovni zasobu a rozviji ctenarovu fantazii." Jedna se o
slozeny vyrok tvofeny dvéma jednoduchymi vyroky 4 a B (4 = "cteni knih zvysuje
slovni zasobu" a B = "¢teni knih rozviji ctenarovu fantazii") spojenymi logickou spojkou
konjunkce (vyjadienou spojkou ptirozeného jazyka - "a").

Vyrokova logika zkouma zptisob skladani jednoduchych vyroki pomoci logickych spo-
jek do vyroki slozenych. Jednoduché vyroky vstupuji do spojeni pouze svou pravdi-
vostni hodnotou a jsou navzajem nezavislé. Pravdivostni hodnota sloZzeného vyroku je
tedy jednoznacné urcena pravdivostnimi hodnotami jeho slozek a druhem spojek, které
tyto jednodussi slozky spojuji.

V matematickych textech vyrok tvaru ,,jestlize A, pak B* byvé vyjadfovan n¢kterym z
téchto zpisobi:

A je podminka postacujici pro B

B je podminka nutné pro A
Ptipadné

Aby B, k tomu staci, ze A

Aby A, k tomu je nutné, aby B.

Sledujme pravdivost. ,,Gen je biologicka struktura.” Je pravdivy vyrok. ,, Gen neni bio-
logicka struktura. *“ Je nepravdivy vyrok.

»INa Marsu je Zivot. *“ ,, Ve vesmiru existuje Zivot i mimo Zemi. * Mira piesvédceni o prav-
divosti véty ,,Na Marsu je zivot. “ klesa, u véty ,, Ve vesmiru existuje zivot i mimo Zemi. “
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roste napt. diky kosmickym vyzkumim. Posledni dvé véty jsou pravdivé, nebo neprav-
divé, ale naSe prostiedky, jak zjistit jejich pravdivostni hodnotu, nejsou dostate¢né silné.

voGc

., Zivot je pravouhly.* ,, Pravouhly Zivot je kdyz. “ Véta ,, Pravouhly Zivot je kdyz. *“ neni
dobfe sestavena, jeji skladba neodpovida pravidliim skladby ¢eského jazyka, nema tudiz
smys] cokoli fikat o jeji pravdivosti &i nepravdivosti. Véta ,, Zivot je pravouhly. “ je sice
gramaticky spravna, avSak zjevné nesmyslnd vzhledem k vadnému pouziti predikatu
pravouhly. Zde nema smysl uvazovat o jeji pravdivosti ¢i nepravdivosti. Véta ,, Pravo-
uhly Zivot je kdyz.“ odporuje syntaxi, zatimco véta ,, Zivot je pravouhly.“ sémantice
¢eského jazyka.

V syntaxi jazyka vyrokové logiky je stanoveno, jakych symboll abecedy jazyk pouziva
a jsou piedepséna pravidla zietézovani symboll abecedy jazyka do utvarii zvanych for-
mule jazyka. Jde tedy o soustavu syntaktickych pravidel, umoziujici konstruovat jista
zfetézeni symbolil jazyka, kterd jsou jeho dobfe utvorenymi formulemi a patii proto do
jeho slovniku.

Nyni definujeme abecedu jazyka vyrokové logiky.

DEFINICE 2-1 ABECEDA JAZYKA VYROKOVE LOGIKY

Mezi symboly abecedy jazyka vyrokové logiky patii vyhradné do n¢které z nasleduji-
cich skupin elementarnich symboli:

* symbolya, b, ¢, ....ays, by, ¢; .... pro prvotni proménné oznacujici elemen-
tarni vyroky

* symboly pro logické konstanty true a false,

* symboly pro logické spojky: negace —, konjunkce &, disjunkce v, im-
plikace —, ekvivalence ¢,

* pomocné symboly - zavorky.

Syntax jazyka vyrokové logiky vychazi z mnoziny symboli
* a b, c ..ai bi croznacujicich vyroky
* true a false.

Uvedené symboly predstavuji atomické formule, ze kterych se vytvareji dalsi dobie
utvorené vyrokové formule podle pravidel.

Definujme pravidla pro tvorbu formuli vyrokové logiky.

Ziakladni pravidlo — baze: Kazdé atomicka formule je formuli.

Indukece: Jsou-li X a Y formule, pak K, X&Y, XY, X—Y a X¢>Y jsou formule.
Generalizace: vSechny dobie utvorené formule jazyka vyrokové logiky jsou vysledkem
kone¢ného poctu aplikaci zékladniho pravidla a pravidla indukce. Poznamenejme, ze X
a Y zastupuji libovolné formule, jsou to metasymboly slouzici k oznaceni formuli.

Ptikladem formule mutze byt:
A—>(BvC)
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2 Vyrokova logika _

Vyrazy, které nejsou formulemi:
—A4—,Av (B —)C)

Jazyk vyrokové logiky je mnozina vSech formuli vyrokové logiky. V nasledujici ta- Jazyk

bulce uvadime alternativni oznageni vyrokovych spojek. vyr ;’o‘;"”‘:;

Symbol pro spojku Alternativni Symboly

& A

- o>, =

YRS = <

Budeme pouziva nasledujici konvence. Slozenou formuli nejvys$siho fadu netieba za-
vorkovat. Logické spojky uspotadame do prioritni stupnice —, &, v, —, ¢«». Ze dvou
funktort vaze silngji ten, ktery je v uvedené stupnici umistén vice vlevo. Tuto konvenci
vsak pfili§ “nezneuzivame” a zavorky radéji pouzijeme vzdy, kdyz chceme vyznacit
strukturu formule. V piipad¢, Ze o priorit¢ vyhodnoceni nerozhodnou ani zavorky ani
prioritni stupnice, vyhodnocujeme formuli zleva doprava. napt. formulip - g -»r -
s vyhodnocujeme tak, jako by byla zapséna ((p — q) — r) — s. U vice¢lennych kon-
junkci nebo disjunkci neni tieba (vzhledem k jejich asociativité — viz dale) uvadét za-
vorky, napf. misto (p vq) vrnebo p v (g vr)lze psat pouze p v q v r. Tato konvence
souvisi s pfedchozi konvenci na potfadi vyhodnocovani nezélezi, a tedy lze standardné
vyhodnocovat zleva doprava.

Podle definice S vyuzitim konvenci Hier.rad

P 9q pq 0

(—0), (=), (p & q) -0, —q.p&q 1

(=p) v(—q)). (—(p & q)) P v—q —(p& q) 2
(((—p) v (=) < (—(p & q9)) P Vv—q<>—p& q) 3

V ptedchozi tabulce v prvnim sloupci je zobrazen postup konstrukce slozené formule
striktné podle definice, ve druhém s maximalnim vyuzitim konvenci Setticich zavorky,
v tfetim sloupci je uveden hierarchicky fad formuli uvedenych v daném fadku.

Podfor-

Podformule definujeme jakou souvislou cast formule, ktera je sama formuli. Kazda e

formule je svou podformuli. Chceme-li hovoftit o podformulich, které jsou rizné od pt-
vodni formule, pouzivame termin vlastni podformule.

Konstrukci formule 1ze vyjadtit i graficky pomoci tzv. formaéniho stromu formule.
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DEFINICE 2-2 FORMACNI STROM FORMULE

Formacni strom formule 4 jazyka vyrokové logiky je kone¢ny binarni strom, jehoz
vSechny uzly jsou oznaceny navéstimi — podformulemi formule 4 — tak, Ze plati:

* Kofen ma 0-tou urovei a je oznac¢en formuli 4.

» Jestlize je uzel oznacen nékterym znavésti X & ¥, X vV, X - Y, X «»Y, kde
X, Y jsou formule, pak uzly bezprostfedné nasledujici trovné€ nesou po fade
(zleva doprava) navésti X, Y.

» Je-li uzel oznacen podformuli —X, pak uzel bezprostiedné nasledujici trovné
nese jako navésti podformuli X.

Listy jsou oznaceny atomickymi formulemi vyskytujicimi se v 4.

Bf

VETA 2-1

Ke kazdé vyrokové formuli existuje jediny odpovidajici formaéni strom.

Uvedeme piiklad formaéniho stromu k formuli

(pvlg—r)—>(prs)—r)

(pvilg—=r)—=(-prs)—r)

ST~
/NN
BVANEVAN

Vzijemné jednoznacné pfifazeni dobie utvorené vyrokové formule a jejiho formaéniho
stromu umoziuje definovat vedle slozitosti konstrukce formule také jeji hloubku a za-
kladnu.
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2 Vyrokova logika

DEFINICE 2-3 HLOUBKA FORMULE

Hloubka formule je hloubkou formaéniho stromu.

Bf

DEFINICE 2-4 ZAKLADNA FORMULE

Ziakladnu formule tvofi mnoZzina atomickych formuli, které jsou navéstimi lista jejiho
formacniho stromu.

Bf

DEFINICE 2-5 SLOZITOAT FORMULE

SlozZitost formule je rovna poctu uzli formacniho stromu formule, které nejsou listy.

Bf

VETA 2-2

Slozitost formule je rovna poctu vyskytl logickych spojek ve formuli.
Uvedeme piiklad pro ur¢eni hloubky a zakladny formule:

((p—>q) v false) > —q

%

- false q

p q

Formule ma hloubku 3, nebot’ obsahuje maximaln¢ uzly 3. trovné. Zékladnu formule
tvoti tii atomické formule p, g, false.
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KONTROLNI OTAZKA 1 ?
1. O co se v logice snazime?

2. Jakym typem usudku se logika zabyva?

3. Jaké jsou vlastnosti deduktivnich usudkt?

4. Co nazyvame analytickou pravdivosti, kontradikci?

5. Kdy je mnozina vyrokii sporna?

6. Co nazyvame dikazem?

7. Co nazyvame vyrokovou logikou?

CVICENI 1 A
23

Ptiklad 1: Jedna se o vyrok?

Autobus miiZe jet v utery nebo ve stfedu.

Odjizdim do Spanélska a do Némecka.

Je CR pravnim statem?

Ugast na akci je povinna nebo neni povinna.

Pavla nestuduje historii, nybrz sociologii a pravo.

Neni pravda, Ze jestlize souhlasi§ s Petrem, pak souhlasim s Marcelou.
Cassidy je zivy nebo mrtvy.

Je pravdépodobné, ze piijde domt a do prace.

Ptiklad 2: Negujte:

Budu se prochazet nebo si zazpivam.

Pavel nefandi ani Spart¢ ani Slavii.

Je-li stfeda, je schiize.

Jestli se budu hodné ucit nebo budu mit Stésti, pak udélam zkousku.
Jestli se budu pilné ucit, pak uspéju u zkousky nebo budu mit pech.
Jestli bude zitra tieti svétova valka, pak zahyne vice nez 3 miliony lidi.
Dam ti facku, kdyZ m¢ oklames.

Bude-li pékné pocasi a nepokazi-li se nam auto, pojedeme na plaz a bu-
deme se koupat.

Piiklad 3: Co vyplyva z nasledujicich predpoklada?
Karel pojede autobusem nebo vlakem.
Jede-li Karel autobusem nebo svym vozem, pak pfijede pozd¢ a zmeska
schiizku.
Karel nepfisel pozdé.

Ptiklad 4: Pfeved’te vétu v pfirozeném jazyce na formuli ve vyrokové logice.

e Nebezi-li motor, je vada v motoru nebo nejde proud.
e Neni pravda, ze uchaze¢ umi anglicky i némecky.
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2 Vyrokova logika

Ptiklad 5: Neni Cerny, ale za to je hezky. Ktery z nasledujicich vyrokt je pravdivy?
Neni ¢erny jen tehdy, kdyz je hezky.

Je hezky.

Neni ¢erny a hezky.

Neni ¢erny.

Neni ¢erny a je hezky.

Piiklad 6: Hokejist¢ Havifova remizovali nebo prohrdli se  Slavii.
Ktery z nasledujicich vyroku je pravdivy?

Hokejisté Havifova neremizovali nebo neprohrali se Slavii.
Hokejisté Havifova prohrali se Slavii.

Jestlize hokejisté Havitfova prohrali se Slavii, pak s ni neremizovali.
Jestlize hokejisté Havifova remizovali se Slavii, pak s ni neprohrali.
Hokejisté Havifova remizovali.

Piiklad 7: Clovék je mrtvy jen tehdy, kdyz zemiel. Ktery z nasledujicich vyroki je prav-
divy?

e Clovek je mrtvy.

o Jestlize je ¢lovek mrtvy, pak zemfel.

o Jestlize ¢lovek nezemfel, pak neni mrtvy.
o Clov&k nezemiel.

o Clovek je mrtvy a zemiel.

Ptiklad 8: Fotbalisté trénuji v 1ét€ a v zim&. Ktery z nasledujicich vyroku je urcité ne-
pravdivy?

Fotbalisté netrénuji v 1été.

Fotbalisté netrénuji v zim¢.

Fotbalisté netrénuji v zimé, ale trénuji v 1éte.
Fotbalisté trénuji v zimé a netrénuji v 1&t&.
Fotbalisté netrénuji v 1ét€ nebo v zimé.

SAMOSTATNY UKOL 1

Dopliite:

Vyrok ,,email nedosel* je negaci vyroku ...

Vyrok ,,a#b* je negaci vyroku ...

Vyrok ,,neni pravda, ze dopis nebyl odeslan* je negaci vyroku...
Negujeme-li vyrok ,,0,9 neni celé ¢islo®, dostadvame vyrok...

Negujeme-li vyrok ,,a#b*, dostdvame vyrok...

Konjunkce ,,x je sudé ¢islo a x je prvocislo® ma hodnotu pravda, prave kdyz
X=...
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Vyrok tvaru ,,jestlize A, pak B se nazyva...
Druhy vyrok v implikaci se nazyva...
Prvni vyrok v implikaci se nazyva...
Vyrok ,,jestlize je doma, je na facebooku* je pravdivy v téchto situacich:
o Je doma a je na facebooku
o
o ...
e Implikace je nepravdiva jen v piipadé, Ze antecedent je... a konsekvent je...
e Zduvodnéte pravdivost vyroku ,,jestlize x = 0, pak xy = 0. Tento vyrok je
pravdivy, protozZe je vylou€eno, aby ...
e Ekvivalence ,,a-b = 0, kdyz a jen kdyZz a = b* je pravdivé, protoze neni
mozné, aby ... nebo ...
e Kdyby ekvivalence ,,x<y, kdyz a jen kdy x = y* byla pravdiva, muselo by
platit, ze ...

SAMOSTATNY UKOL 2

Necht p, s, v jsou po fade vyroky ,,pozorovani probiha®, ,,pokus skon¢il®, ,,vysledky se
vyhodnocuji“. Mame tyto vyroky:
o Jestlize pozorovani probihd, pak pokus neskon¢il
o Jestlize pokus skon¢il a vysledky se vyhodnocuji, pak pozorovani
neprobiha.
o Neni pravda, ze pokus skon¢il a vysledky vyhodnocuji.
o Pozorovani probiha, pravé kdyz pokus neskoncil a vysledky se vy-
hodnocuji.
o Vysledky se nevyhodnocuji ani pokus neskoncil.
o Neni pravda, Ze pozorovani probiha nebo vysledky se vyhodnocuji.
o Neni pravda, ze vysledky se nevyhodnocuji.

Zapiste dané vyroky formalné.
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3 Sémantika vyrokové logiky

3 SEMANTIKA VYROKOVE LOGIKY

CAS POTREBNY KE STUDIU

Celkovy doporuceny ¢as k prostudovani KAPITOLY je 180 minut.

RYCHLY NAHLED DO PROBLEMATIKY KAPITOLY SEMANTIKA VYROKOVE
LOGIKY

Cilem tretiho modulu je zavedeni semantiky vyrokové logiky, pouzivani a porozumeéni
pojmum tautologie, kontradikce, splnitelnost, logickeé vyplyvani.

KLICOVA SLOVA KAPITOLY SEMANTIKA VYROKOVE LOGIKY

Sémantika vyrokové logiky, pravdivost, logické vyplyvani, tautologie

Interpretovat formuli znamené proces pfifazovani vyznamu formuli. V denota¢ni sé-
mantice je stanoveno, jakym zpiisobem se jednotlivé prvky jazyka vyrokové logiky in-
terpretuji, tzn. pravidla interpretace dobie utvorené formule. Oborem sémantické inter-
pretace vyrokové logiky je M = {true, false} — sémantickd doména.

Pravdivostni ohodnoceni (valuace) vyrokovych symboli je zobrazeni v, které ke kaz-
dému vyrokovému symbolu pfifazuje pravdivostni hodnotu, tj. hodnotu z mnoziny
{1,0}, kterd kdduje mnozinu {pravda, nepravda}.

Pravdivostni ohodnoceni v§ech vyrokovych symbolt jazyka definuje model jazyka vy-
rokové logiky.

Pravdivostni funkce formule vyrokové logiky je funkce w, ktera ke kazdému pravdi-
vostnimu ohodnoceni vyrokovych symbolu pfifazuje pravdivostni hodnotu celé for-
mule.
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Pravdivostni hodnota elementarni formule je rovna pravdivostni hodnoté vyrokového
symbolu, tj wp ) = v(p) pro vSechny vyrokové promeénné p.

A|B| -A | A&B |AvB | A—>B | A<B
010 1 0 0 1 1
0| 1 1 0 1 1 0
110] 0 0 1 0 0
111 0 1 1 1 1

3.1 Tabulkova metoda interpretace formule

Je nejjednodussi metoda, je pouzitelna jen pro malo slozité formule. Vyskytuje-li se
v dané formuli n» atomickych vyroki, pfislusna tabulka ma 2" fadkd. Velikost pravdi-
vostni tabulky formule, ktera se vejde do jediné¢ho fadku, mlize zna¢né piesahnout veli-
kost normalni knihy.

Jaka bude pravdivost nésledujiciho slozené¢ho vyroku: , Gen je biologicka struktura
nebo na Marsu je Zivot. “ Prvni vyrok je pravdivy, je i vysledny slozeny vyrok pravdivy.

Je-li formule 4 vytvofena z k riznych vyrokovych symbold, pak existuje celkem 2riiz- ~ Model
nych ohodnoceni (valuaci) v formule 4. Kazdé ohodnoceni v vyrokovych symbolti ob-

sazenych ve formuli 4, pro které je hodnota pravdivostni funkce rovna 1, tedy w(A)y =

1, se nazyva model této formule.

DEFINICE 3-1 SPLNITELNA FORMULE .f
Formule A vyrokové logiky je splnitelna, je-li w(4)v = I pro n&jaké ohodnoceni v,

neboli existuje aspoil jeden model formule 4.

DEFINICE 3-2 TAUTOLOGIE .f

Formule 4 vyrokové logiky je tautologii /logickym zakonem/, je-l1i w(4), = I pro
vSechna ohodnoceni v neboli kazdé ohodnoceni je modelem formule A.
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3 Sémantika vyrokové logiky

Skutec¢nost, Ze formule A4 je tautologii, oznacujeme zapisem F A.

DEFINICE 3-3 KONTRADIKCE

Formule A vyrokové logiky je kontradikeli, jestlize neexistuje takové ohodnoceni vy-
rokovych symboli, pro které by hodnota pravdivostni funkce formule 4 byla rovna 1,
tj. w(4)» = 0 pro vSechna ohodnoceni v, formule nema model.

DEFINICE 3-4SPLNITELNA MNOZINA FORMULI

Mnozina formuli M je splnitelna, jestlize existuje valuace v takova, ze w(4), = 1 pro
kazdou formuli 4 € M. Takové ohodnoceni v se pak nazyva model mnoZiny M.

Formule 4 vyrokové logicky vyplyva z mnoziny formuli M, znaime M k& A4, jestlize 4
je pravdiva v kazdém modelu mnoziny M.

Uvedeme zde ptiklad na interpretaci tabulkovou metodou.

4
2R

RESENY PRIKLAD 3-1

Interpretujte formuli tabulkovou metodou formuli:
((pvq) — true) & —q

Reseni prikladu

P |q9 |pvg | X>true | - Y&—q

0 10 |0 1 1 1
0 (1 |1 1 0 0
1 0 |1 1 1 1
1 1 11 1 0 0

doc. RNDr. Ludék Cienciala, Ph.D. Uvod do logiky

Bf

Bf

Vyrokové
logické
vyplyvani



Z uvedené tabulky je zfejmé, Ze dana formule neni tautologii, neni kontradikci, je
splnitelna.

*

N7
2R

RESENY PRIKLAD 3-2

Zjistéte, zda mnozina formuli M = {p - r, ¢ = r, p v g} je splnitelna.

Reseni prikladu

Plg|r|\p=>r |q—=>r |pVvyg
0101011 1 0
010111 1 0
0111011 0 1
01111 1 1
1101010 1 1
110]1]1 1 1
1111010 0 1
11 1]11]1 1 1

Dand mnozina M je splnitelna a jejimi modely jsou ohodnoceni odpovidajici 1., 3.
a 5. radku.
Dale z tabulky vidime, Ze z mnoziny M logicky vyplyva formule ». Pro kazdy mo-
del této mnoziny je r pravdiva.

p—o>r,q—>r,pvqgETr

Mezi dilezité tautologie vyrokové logiky patii:

* Tautologie s jedinym vyrokovym symbolem:
* Epp
* Epv—p zakon vylouceného tietiho
* E —(p &—p) zdkon sporu
* E p<> ——p zdkon dvoji negace
» Algebraické zakony:
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3 Sémantika vyrokové logiky

s E(vg<(qvp) komutativni zakon pro v

s E (p&q)o (q&kp) komutativni zakon pro &

s E (peq)o (g p) komutativni zakon pro <>

s E(pvgvreopyv(gyvr) asociativni zakon pro v

s Ep&kqg&rop&qgkr) asociativni zdkon pro &

* E ([p©q) 1) (p o (q 1) asociativai zakon pro <>

* E (pvqg) &r< (p&r)v(q&r) distributivni zakon pro &,v
s E (pp&q)vr< (pvr)&(qvr) distributivni zakon pro v, &

» Zakony pro implikaci:

* FEp—>(q—p zdkon simplifikace

* E(P&-p —>q zdkon Dunse Scota

* E(p—>9 (4 —>-p zakon kontrapozice

* E(p—>(q—>1) > ((pkg)—>r) spojovani predpokladii
* E (p>(q —>r) <>(q = (p —r)) na poradi predpokladii nezalezi
* E (p—>q9) —>(q—>1r) =P -—>1) hypoteticky sylogismus
* E(p—>q9 &G —>1)>{p—>r tranzitivita implikace

* E (p—>(q—>r) <(p—->q =@ —->r) Fregivzdkon

* E (—=p—>p) —>p reductio ad absurdum
* E(p—>q9 &p—>—) >-p reductio ad absurdum
* FE (p&g) »p. F(pLg) —>q

* Ep—=>@pwvg, Fqg—=>({pvg

» Zakony pro vzajemné pirevody funktori:
* Fpogeop>9&Gop

* Fpogeop&yv(i-q&—p)

* F(p>9o(=pVvae

s E-(p—oqg o (p&—q) Negace implikace

s FE(p&qg) > (—pVv—q) De Morganovy zakony
s E (pvqg o (—p&—q) De Morganovy zakony

VETA 3-1 VETA O SUBSTITUCI

Necht 4 je tautologie vyrokové logiky utvotena z vyrokovych symbolt p;, ps,...,ps. Ne-
cht’ formule B vznikne z tautologie A simultannim nahrazenim vyrokovych symbolt p;,
p2,....,pn formulemi A;,4>,...,4, (tj. substitucemi 4; za p; pro i = 1, 2,...,n). Potom formule
B je rovnéz tautologii.

Dikaz :

Uvazujme libovolné pravdivostni ohodnoceni vyrokovych symbold obsazenych ve for-
muli B a necht’ pifi tomto ohodnoceni maji formule A;,A4>,...,4, pravdivostni hodnoty
hi,ho,....h,. Ud€lime-li tyto hodnoty vyrokovym symboltim p;,p,...,p, formule 4, budou
mit formule 4 i B stejnou pravdivostni hodnotu. Vzhledem k tomu, Ze A4 je tautologie,
bude tato pravdivostni hodnota vzdy 1.
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Véta o substituci umoziuje vytvorit k dané tautologii neomezené¢ mnoho dalSich tauto-
logii, které maji s danou vychozi tautologii spole¢ny tvar.

Nahradime-li v tautologii vyrokové symboly p, ¢, r, ... metasymboly 4, B, C,... dosta-
neme z konkrétni vychozi tautologie schéma tautologii dan¢ho tvaru.

Napt. z tautologie (p A g) — p ziskame tautologické schéma (4 £ B) — 4
(p&q)—>p
(& q) > q, (—p&q) > -,
[(p 1) & —q] = (p < r) atd.
Formule A4, B jsou ekvivalentni (oznacujeme 4 <>B), nejsou-li od sebe odlisitelné po-
moci zadného ohodnoceni prvotnich proménnych obsazenych v obou formulich, tj. da-
vaji-li jejich interpretace pti odpovidajicim ohodnoceni prvotnich proménnych stejné
pravdivostni hodnoty.

N/
2R

RESENY PRIKLAD 3-3

Rozhodnéte, které dvojice formuli jsou ekvivalentni. Své tvrzeni odGivodnéte.

® _I_I_I(A \/B), _I_I(_II4&_IB)
* (A—>(B—4)), (A—>B)—>(B—4))
Reseni prikladu
® _I_I_I(A \/B), _I_I(_II4&_IB)
Ano, formule jsou ekvivaletni (de Morgantiv zakon pro disjunkci)
Ano, formule jsou ekvivalentni (de Morganiiv zakon pro konjunkci)
* (A—>(B—4)), (A—>B)—>(B—4))
Ne, formule nejsou ekvivalentni (prvni formule je tautologie, zatimco
druhé nikoli).
*

4
2 NIRESENY PRIKLAD 3-4

Necht 4, B jsou formule vyrokové logiky. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou prav-
diva?

a) Kdyz 4 je tautologie, tak —4 je kontradikce.

b) Kdyz A4 neni splnitelna, tak —4 je tautologie.
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3 Sémantika vyrokové logiky

c) Kdyz 4 je kontradikce a B je tautologie, tak 4 VB je tautologie.
d) Kdyz —4 neni splnitelna, tak A4 je kontradikce

Reseni prikladu

a) Pokud je A4 tautologie, je A vzdy pravdiva. Negace A4 je pak vzdy nepravda
a tudiz —4 je kontradikce.

b) Pokud 4 neni splnitelna, neexistuje jeji ohodnocenti, které by mélo hodnotu
true, proto negace 4 nebude mit ohodnoceni false a tudiz je to tautologie.

c) Pokud je B tautologie, pak kazdé jeji ohodnoceni je true. Z definice dis-
junkce plati, ze pokud je jedna z formuli spojenych disjunkci pravdiva, pak
i cela disjunkce je pravdiva.

d) Pokud —A4 neni splnitelnd, pak vSechna jeji ohodnoceni jsou nepravdiva a
tudiz 4 musela byt pro vSechna tato ohodnoceni pravdiva.

Vysledkem tedy je, ze pravdiva tvrzeni jsou a), b) a ¢).

KONTROLNI OTAZKA 2 )

Co nazyvame sémantikou vyrokové logiky?

Co nazyvame tautologii, kontradikci?

Kdy je formule splnitelna?

Kdy tfikame, ze zavér vyplyva z danych predpoklada?

b=

CVICENI 2 ff\q
25

Ptiklad 1: Slunce nesviti pravé tehdy, kdyz je mlha. Je mlha. Ktery z nasledujicich vy-
rokl je pravdivy.
e Slunce sviti.
Je mlha a slunce nesviti.
Slunce nesviti.
Neni mlha.
Neni mlha a slunce nesviti.

Ptiklad 2: (A) Stat je zalozen na demokracii.
(B) Stat se nesmi vazat na ideologii.
Urcete, ktery z nésledujicich vyroki je pravdivy.

e Stat je zaloZen na demokracii a nesmi se vazat na ideologii.

Stat neni zalozen na demokracii a smi se vazat na ideologii.

Stat je zaloZen na demokracii praveé tehdy, kdyz se nesmi vazat na ideologii.
Jestlize stat neni zalozen na demokracii, pak se smi vazat na ideologii.

Stat je zalozen na demokracii nebo se nesmi vazat na ideologii.
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Ptiklad 3: Pro formuli w a interpretaci / urcete /(w)

e w=[p>(q&—q)]—>p
o Ip)=114q) =0

e w=(pvq)>(p&q)
o Ip)=11q) =1

e w=(p—>q)—>(q—>p)
o Ip)=01(q) =1

Ptiklad 4: NapiSte pravdivostni tabulku pro formuli w definovanou takto:

w=p—>(-p-—>q)

w=p-—>(q—>r)
w=[(p—>q)>(p&q) ] v
w=(p—>q)—>(q—>p)
w=(p—>q)—>[—(pvqg)—>—=(rvp)]

Ptiklad 5: Jsou nasledujici formule tautologii

(A—>B)—>(AVvB)
((A—>B)—>(-A&B)) v—-B
((A—->C)v(B—>C))—>(4A—>B)
(-A—>(BvC))—>(-B—>(A—>-C))
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4 Normadlni formy vyrokovych formuli

4 NORMALNIi FORMY VYROKOVYCH FORMULI

CAS POTREBNY KE STUDIU

Celkovy doporuceny ¢as k prostudovani KAPITOLY je 90 minut.

RYCHLY NAHLED DO PROBLEMATIKY KAPITOLY NORMALNI FORMY
VYROKOVYCH FORMULI

Cilem ctvrtého modulu je znalost prevodu formuli na kanonické tvary formuli.

KLICOVA SLOVA KAPITOLY NORMALNI FORMY VYROKOVYCH FORMULI

Normalni tvary vyrokovych formuli, disjunktni normalni formy formuli, konjunktivni
normalni formy formuli.

Nékdy je vyhodné pracovat s menSim poctem logickych spojek. Pro normalni formy
formuli vyrokové logiky je charakteristické, ze vystaci s trojici logickych spojek — ne-
gace, konjunkce, disjunkce. Mezi kanonické tvary pafi disjunktivni normalni tvar a kon-
junktivni normalni tvar.

VETA 4-1

Kazda vyrokova formule je ekvivalentni s jistou formuli, ktera je v disjunktivnim nor-
malnim tvaru, a také s jistou formuli, kterd je v konjunktivnim normalnim tvaru.

Neni pravda, Ze konjunktivni nebo disjunktivni normalni tvar formule je urcen jedno-
znaén¢, a nepomiize dodat “az na poradi ¢lent v konjunkcich a disjunkcich”.

Priklad je formule:
(p—>q9)A(g—>r)A(r—p)
(=pVg)A(=gvr)A(=rv p)
(—=pVr)A(=gVr)A(=gV p)
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Literal je vyrokovy symbol nebo jeho negace. Je-li p atomicky vyrok, tak literalem Litersl,
ne formuli ve tvaru p nebo —p. Disjunkce n&kolika literald se nazyva klauzule. Elemen- ~ klauzule
<onjunkce (EK) je konjunkce literalti. Elementarni disjunkce (ED) je disjunkce literalt.

Disjunktivni normalni forma obsahuje jen spojky negace, konjunkce a disjunkce. Vyro- DNF
kova formule je v disjunktni normalni formé, je-1i disjunkci nékolika podformuli (dis-
junktd) o nichz plati:

+ Kazdy disjunkt je konjukci kone¢n€ mnoha literali (prvotnich proménnych
nebo jejich negaci).
* V zadném disjunktu se sob¢ odpovidajici pozitivni a negativni literaly nevy-
skytuji soucasné.
Uplna disjunktivni normalni forma je takova, v niz kazdy disjunkt obsahuje literaly
vSech proménnych formule.
Napt. a&(bv—(—c—a)) je Uplnad disjunktivni normalni forma nésledujici formule
(a&b&—c)\(a&b&c).

DEFINICE 4-1 UED Bf

Uplna elementirni disjunkce (UED) dané mnoziny vyrokovych symbolil je elemen-
tarni disjunkce, ve které¢ se kazdy symbol z dané mnoziny vyskytuje pravé jednou
(bud’to prosté nebo negovany).

DEFINICE 4-2 DNF Bf

Disjunktivni normalni forma (DNF) dané formule je formule ekvivalentni s danou
formuli a majici tvar disjunkce elementarnich konjunkect.

DEFINICE 4-3 UDNF Bf

Uplna disjunktivni normalni forma (UDNF) dané formule je formule ekvivalentni s
danou formuli a majici tvar disjunkce uplnych elementarnich konjunkci.

<

N
7

RESENY PRIKLAD 4-1

Pieved’te do uplné disjunktivni normdalni formy formuli (a—b) \V(—a&c).
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4 Normadlni formy vyrokovych formuli

Reseni prikladu

X Y
alb|lc|—a]|a>b | —ake | XvY
01010 1 1 0 1
010 1] 1 1 1 1
01110 1 1 0 1
01 |1] 1 1 1 1
110101 0 0 0 0
110111 0 0 0 0
I1{1]0] 0 1 0 1
1(1]|1] 0 1 0 1

(—a&—b&—c) \(—a&—b&c) \(—a&b&—c) ((—a&b&c) (akb&—c)(a&b&c)
*

Kazda vyrokova formule, kterd neni kontradikci, je ekvivalentni jisté formuli v disjunk-
tivni normalni formé¢.

Dvé Uplné disjunktivni normalni formy téze formule se mohou lisit nejvyse poradim
slozek v téze disjunkci nebo konjunkei.

Disjunktivni normalni forma kontradikce je prazdna disjunkce.

Vyrokova formule je v konjunktivni normalni formé, je-li konjunkei nékolika klau-
zuli(konjunktl) o nichz plati:

» Kazdy konjunkt je disjunkci kone¢né mnoha literal.

* V zadném konjunktu se sobé odpovidajici pozitivni a negativni literaly ne-
vyskytuji soucasné.

»  Uplna konjunktivni normalni forma je takova v niz kazda klauzule obsahuje
literaly vSech proménnych formule.
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DEFINICE 4-4 UEK

Uplna elementarni konjunkce (UEK) dané mnoziny vyrokovych symbolil je elemen-
tarni konjunkce, ve které se kazdy symbol z dané mnoziny vyskytuje pravé jednou
(bud’to prosté nebo negovany).

Bf

DEFINICE 4-5 KNF

Konjunktivni normalni forma (KNF) dané formule je formule ekvivalentni s danou
formuli a majici tvar konjunkce elementdrnich disjunkect.

Bf

DEFINICE 4-6 UKNF

Uplna konjunktivni normalni forma (UKNF) dan¢ formule je formule ekvivalentni s
danou formuli a majici tvar konjunkce Uplnych elementarnich disjunkci.

UDNF a UKNF dané formule nazyvame kanonickymi (standardnim) tvary této for-
mule.

Bf

N7
2R

RESENY PRIKLAD 4-2

Najdéte normélni Gplnou konjunktivni formu formule (—a—¢) >(b&(—c—a)).
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4 Normadlni formy vyrokovych formuli

Reseni prikladu

Zacatek stejny, jako bychom hledali uplnou disjunktivni normalni formu, ale ne
dané formule, ale jeji negace, nalezneme ji a pak opét znegujeme a vyuzitim De
Morganovych pravidel prevedeme do Uplné konjunktivni normélni formy formule

puvodni.
X Y Z

al|lb|c| —a>c | —c>a | b&Y | X—>Z —(X—>Z)
0010 0 0 0 1 0
0101|1I 1 1 0 0

01110 0 0 0 1 0
0|11 1 1 1 1 0
11010 1 1 0 0 1
1101 1 1 0 0 1
1110 1 1 1 1 0
11| 1 1 1 1 1 0

Uplna disjunktivni normalni forma je (—a&—b&c) V(a &—b&—c) V(a&—b&c).
Jeji negace (avbv—c)&(—avbvc)&(—avbv—c) je UKNF pivodni formule.
Tento tvar formule 1ze zjednodusit:

(avbv—c)&(—avbvec)&(—avbv—c)

((av—c)&(—avc)&(—av—c))vb

((av—c)&(—av(c&—c)))vb

((av—c)&(—avfalse))vb

((av—c)&—a))vb

((a&—a)Vv(—c&—a))vb

(falsev (—c&—a))vb

(—cvb)&(—avb)

Stejného vysledku lze dosdhnou také pfimo tpravami, tj. ndhradou vyrokovych spojek
jinymi spojkami, odpovidajicimi této formé.
Postup:
» Ptepis spojky «» spojkami —»a £
FEXeY)oX—Y)&(Y-X)
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» Ptepis spojky —
podle E(X—=Y)<(—=XVY)

Pouziti dle potfeby De Morganovych pravidel a pravidel distributivity.

74
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RESENY PRIKLAD 4-3

Pomoci tprav sestavte DNF formule: (avb) —>(a&—b).

Reseni prikladu

Implikaci vyjadiime jako disjunkci predpokladu a zavéru:

—(avb)v(a&—b).

Pouzijeme de Morganiiv zakon pro disjunkeci:

(—|a&—|b)v(a&—|b)

N/
2R

RESENY PRIKLAD 4-4

Pomoci tprav sestavte KNF formule: (—a—¢c) >(b&(—c—a)).

Reseni prikladu
(—a—c) Hb&(—c—a))
—(avc) (b&(cva))
(—a&—c) (b&(cva))
((—a&—c) vb) &((—a&—c) \(cva))
((—a&—c) vb) &(—(a\c) (c\va))
((—a&—c) vb) Ltrue
(—avb) &(—c\vb)
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4 Normadlni formy vyrokovych formuli

VETA 4-2 \/

KaZzdou formuli, ktera neni kontradikci, l1ze vyjadfit ve tvaru UDNF.

Dikaz :

Ditikaz je konstruktivni — sta¢i ukézat, jak se pomoci tabulky UDNF vytvofi.

VETA 4-3 \V/

Kazdou formuli, ktera neni tautologii, 1ze vyjadrtit ve tvaru UKNF.

Dikaz :

Ditikaz je konstruktivni - ukdzeme, jak se pozadovany tvar nalezne.

DEFINICE 4-7 FUNKCNE UPLNA MNOZINA LOGICKYCH SPOJEK Bf

Mnozina logickych spojek je funk¢éné uplna, jestlize 1ze pomoci této mnoziny nahradit
(ptepisem formuli na formule ekvivalentni) v§echny zbyvajici logické spojky.

VETA 4-4 \/

Naésledujici soustavy pravdivostnich funkei jsou funkcionalné uplné:

» pravdivostni funkce ptislusejici funktorim {—, & /},
* pravdivostni funkce ptislusejici funktorim {—, &£} nebo {—, },
» pravdivostni funkce ptislusejici funktorim {—, —/.

Mnozina spojek {&, v} neni Uplna.

4
2" NIRESENY PRIKLAD 4-5

Alchymista je zavien ve vézeni, protoZe se mu stale nedaii pfeména olova ve zlato.
Dostane pét motakil, z nichz prvni ¢tyfi obsahuji nasledujici vyroky:

p — Podafi se ti pfeména olova ve zlato

q — 1.4. bude tvlij Svagr jmenovan prokuratorem
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r—Po 1.4. bude soud.

Prvni motak zni: p £ g & r

Druhy motak zni: p £ q & —r

Treti motak zni: -p & —q & r

Ctvrty motik zni: —-p & —q & —r

Paty motak zni: Alespoii jeden z pfedchozich motékt je pravdivy.

Otazka: Co se vlastn¢ nebohy alchymista dozveédéel?.

Reseni prikladu

r&q
Mame

&r)vip&q&—r)v(—p&—-q&r)v(—p&-—qg&-r).
tedy nalézt formuli, k niz je tato UDNF ekvivalentni.

Dostaneme:

(r&q

&r)vip&kqg&—-r)v(—p&—q&r)v(p&—-q&-r)=p&qg &(r

Var)v(p&—q) & (rv—-r)sp&q) Vv (—p &—q) S (pq)

Odpovéd: Podaii se ti pfeména olova ve zlato tehdy a jen tehdy, kdyz bude 1.4.
tvlij Svagr jmenovan prokuratorem.

*

KONTROL

NiOTAZKA 3 ‘)

1. Jak pfevadime formule do disjunktivni, konjunktivni normalni formy?
2. Kdy je mnozina spojek funkcionalné Gplna?

CVICENI 3

Priklad 1: Negujte slovné i formalné

KdyZ piSu program, premyslim, jestli funguje.

Program funguje pravé tehdy, kdyz je spravné napsany.

Jestlize nevénuji feSeni dostatek Casu, je vysledek nejisty a musim zacit
ZNnovu.

Neumim programovat v Javé, ale umim syntaxi C++.

Petr a Pavel véfi v budoucnost IT, Tomas a Emil krouti hlavou.

Budete-li mit dobr¢ vysledky, nebudete mit problém ve $kole a budete v po-
hodg.

Priklad 2: Nésledujici tvrzeni vyjadiete jinym (ekvivalentnim) zplisobem.

doc. RNDr.

Neni-li mokro, neprselo.

Kazdy zvejk je samec.

Zadny uéeny z nebe nespadl.

Neni nikdo, kdo by skakal z mostu a jedl olivy.
Existuji politici, kteti v mladi koufili travu.
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4 Normadlni formy vyrokovych formuli

Ptiklad 3: Ovéite splnitelnost mnoziny formuli. (pomoci tabulky)
o T={(p—>q)&r,q&r,r—s,p&—s}
o F={p&q&r) (s&—t) v(—s&t] q&r, —s, —t p}
o G={q —r, v >p, q =p}
o Y={q —r r—=p —(q >p)}
*» Z={(pvg) &, 1, g}

Ptiklad 4: U nasledujicich formuli rozhodnéte, o jakou formuli se jedna (splnitelna, tau-
tologie, kontradikce). Vyuzijte ekvivalentnich uprav formuli

* (q&p)—>[(p—>q9) £ (—pvq)]
e [(p—q) &(q\p)]>(—pvq)

Ptiklad 5: Urcete UDNF (pomoci tabulky)

* [p&p—>9)]>[(—pvq)&lqvp)]
* [(p—>q) &(—r—>—q)]&—r&p
o (a—b)—>c

Priklad 6: Vyjadiete v uplné konjunktivni normalni formé (pomoci tabulky)

o (aeb)>(—akc)
* [p&(p—q)]>[(-pva)&lqvp)]

Priklad 7: Vyjadiete formuli v DNF pomoci Gprav
o (aeb)—>(c\d)
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5 SPLNITELNOST A PLATNOST, LOGICKY DUSLEDEK

GAS POTREBNY KE STUDIU @

Celkovy doporuceny ¢as k prostudovani KAPITOLY je 90 minut.

RYCHLY NAHLED ‘DO PROBLEMATIKY KAPITOLY SPLNITELNOST A
PLATNOST, LOGICKY DUSLEDEK

V patém modulu se zaobirdme splnitelnosti, platnosti a dedukci ve vyrokové logice. Rychly na.

KLICOVA SLOVA KAPITOLY SPLNITELNOST A PLATNOST, LOGICKY
DUSLEDEK

Splnitelnost, platnost, dedukce ve vyrokové logice. Klicova

Vsechny atomické formule obsahujici pouze prvotni proménné jsou splnitelné. Ato-
mické formule tvofend logickou konstantou true je tautologie, zatimco false je kontra-
dikce neboli nesplnitelnd atomicka formule. Kontradikce jsou nesplnitelné neboli ne-
konsistentni formule. Platné formule jsou zaroven formulemi splnitelnymi neboli kon-
sistentnimi.

Formule A je platna pravé tehdy je-li — 4 nesplnitelna. Toho se vyuziva pii dikazech
platnosti formuli. Pfevedeme na problém nesplnitelnosti jeji negace. Hovotime o tak
zvané proceduie popieni.

Vsechny formule

Splnitelné formule

Platné formule

Pro rozhodovani platnosti nebo splnitelnosti formule 4 se hovoii ¢asto o rozhodovacich
algoritmech. Pfitom se zde rozumi rozhodovaci procedura, ktera skon¢i odpovédi ano,
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5 Splnitelnost a platnost, logicky dusledek

patfi-li formule 4 do mnoziny platnych (splnitelnych) formuli, resp. skon¢i odpovédi
ne, jestlize 4 do této mnoziny nepatii.

Pro rozhodovani splnitelnosti vyrokovych formuli mizeme pouzit:

* Rozhodovaci algoritmy

* Rozhodovani sémantickymi stromy

*  Quinetv rozhodovaci algoritmus

* Nepiimé dikazy logické platnosti implikaci

* Rozhodovani tablovou metodou

* Rozhodovani rezolu¢ni metodou
Rozhodovaci procedura splnitelnosti fesi zaroveil 1 problém rozhodovaci procedury
platnosti formule, nebot’ formule je platnd, pravé kdyz jeji negace je nesplnitelna.

5.1 Rozhodovani pomoci sémantického stromu

V sémantickém stromu je kazd4 proménna p vyrokové formule zastoupena dvojici lite-
ralu.
* Pozitivni literal proménné zastupuje jeho pravdivostni hodnotu true.
* Negativni literdl —p zastupuje jeho pravdivostni hodnotu false.
* Strom slozeny z hran a uzll tvofi systém vétvi prochazejicich uzly vzdy od
kotene az po list.

Ptiklad sémantického stromu formule, kterd méa dvé proménné p a g vidime na obrazku:
Obrazek 1

q —q q —q
Obrizek 1Uplny sémanticky strom formule

U uplného sémantického stromu z kazdého uzlu sémantického stromu vychazeji prave
dvé hrany pfisluSejici pozitivnimu a negativnimu literdlu téze vyrokové promeénné.
Kazda vétev Uplného sémantického stromu od kofene az k listu predstavuje jedno
z moznych ohodnoceni atomickych proménnych vystupujicich ve formuli. Koncovému
listu pak piislusi vysledek interpretace formule pii tomto ohodnoceni. Zadna z vétvi ne-
obsahuje vice nez jeden vyskyt literdlu téze proménné.

Uplny sémanticky strom zachycuje v ptipadé kone¢né formule v§echna mozna ohodno-
ceni jejich proménnych. Je-1i mnoZzina proménnych nekonecna, je nekonecny i odpovi-
dajici sémanticky strom.

Na obrazku Obrazek 2 vidime nelplny sémanticky strom.
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q —q
Obrazek 2 Neuplny séemanticky strom formule

Pro zjisténi, zdali je formule splnitelnd zkouSime v§echna mozna ohodnoceni stejné jako
u pravdivostni tabulky, az do té doby, nez nalezneme vétev, ktera vede k vysledku true.

<

N
7

RESENY PRIKLAD 5-1

Sestavte sémanticky strom formule a rozhodnéte o splnitelnosti formule
P&(—qVv-p).

Reseni prikladu

q -4 q -9

Sledovani nejlevejsi vétve ndm dava hodnotu true pro p. Na druhé hlading true pro
q. Takze tato vétev ndm dava hodnotu false.
Dalsi vétev pro p true a pro ¢ false. Ted dostdvame hodnotu true. Dal nemusim

pokracovat, dané formule je splnitelna.
Je dand formule platna? Neni, museli bychom u vSech vétvi dostat true anebo do-

kazovat nesplnitelnost formule, ktera je jeji negaci.
*
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5 Splnitelnost a platnost, logicky dusledek

5.2 Quineuyv algoritmus

Zakladni mysSlenka daného algoritmu je, Ze sledovani vétve sémantické stromu vzdy
kon¢i tam, kde pokraCovéani v prichodu vétvi jiz nevede ke zméné vysledné pravdi-
vostni hodnoty.

U ptedchozi formule p&(—q v—p) bychom skoncili u pravé vétve hned.

74
2R

RESENY PRIKLAD 5-2

Sestavte sémanticky strom a rozhodné pomoci Quineova algoritmu, zdali formule
je splnitelnd: (((p&q) —r) &(p—>q)) >(p—1).

Reseni prikladu

Formule obsahuje tfi prvotni proménné, usporadani v sémantickém stromu neni
podstatné. Vezmeme abecedni potadi.

Pii sledovani nejlevéjsi vétve sémantického stromu formule ma p na prvni hlading
true, coz vede k redukci ptivodni formule na ((q—7) £q) —r, na druhé hlading, kdy
1 g je true, se formule dale redukuje na r—r, coz je vzdy true.

Pii volb¢ false pro g vede redukce na druhé hladin€ k formuli false—r, coz je rov-
n¢z vzdy true.

Prava vétev, kdy p je false, vede na prvni hladiné¢ kredukci formule
((false—r) &true) >true, kterd je vzdy true bez ohledu na ohodnoceni g a r.
Formule je tedy platna

*
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Pokud jsme aplikovali Quinetv algoritmus na dany pfiklad se prohleddvani Gplného
sémantické stromu o tfech hladinach zredukovalo na prohleddavani netplného stromu
z nasledujiciho obrazku.

q -9

Obrazek 3Neuplny sémanticky strrom pro formuli z prikladu 5-2

5.3 Reductio ad absurdum

Redukeni algoritmus rozhodovani logické platnosti formule je v podstaté jejim nepfi-
mym diukazem. Algoritmus je aplikovatelny pfedevs§im na formule obsahujici fadu vy-
skytl spojky implikace.

4
2" NIRESENY PRIKLAD 5-3

Dokazte platnost rezolu¢niho principu:
avb,—bvc

ave
Reseni prikladu
A = ((avb) &(—b\c))—>(avc)
Predpoklad, ze vysledek interpretace formule A je nepravdivy, musi tedy platit
I(A) = false
1. I(((avb) &(—b\c)))= true
2. I(avc) = false
Analyza ze 2. I(a) = false

I(c)=false
I(((avb) &(—bvc)))=false ve sporu s 1.
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5 Splnitelnost a platnost, logicky dusledek

Sémanticka korektnost formalni dikazové metody — kazda pomoci ni dokazatelna for-
mule pfislu§ného jazyka je logicky platnd. Sémanticka uplnost formalni diikazové me-
tody — Ize-1i pomoci ni dokéazat vSechny logicky platné formule ptislusného jazyka.

Piimé a nepiimé ditkazy logickych disledka

Piimym postupem je formule postupnymi kroky odvozovéna z vychozich ptred-
pokladli pomoci danych pravidel.

Neptimé postupy spocivaji v tom, ze formule, kterd mé byt z danych ptedpo-
kladt dok4zana je poptena, z ceho pak postupnymi kroky odvozovani vyplyne spor. Pfi
diikazu logické platnosti formule postupuji nepifimé ditkazové metody tak, ze dokazuji
nesplnitelnost negace této formule.

Nejuzivangjsi typy nepiimych dikazovych postupti jsou:

* Tablovy dikaz

* Rezolu¢ni dikaz
Oba dva se opiraji o nasledujici, formule je logickym disledkem dané mnoziny piedpo-
kladi, prave kdyz je mnozina formuli sestavajici ze vSech danych predpokladii a negace
predpokladaného zavéru nesplnitelna.

5.4 Tablova metoda

Tablovéa metoda je jistou modifikaci vyuziti forma¢niho stromu, zndzornéni postupného
rozkladu formule az na jeji literaly. Je pfedev§im vhodnd pro formule s hlavni spojkou
&, stejné jako spojkou podformuli. V ptipad¢, ze je ve formuli v, pomoci de Morgano-
vych pravidel, u — a «» 1épe pouzit neptimého ditkazu.

o - pravidla (pravidla pro spojku &) obsahuje pravidla ptepisu vyrokovych spojek —, v;
—, «» vyskytujicich se v dané formuli na spojku &£.

a ap a2
——A 4
A1 &A> A A

—(A1vAz) | —A; —A>

—I(AJ—)AQ) A; —A>

—/(AJ (—Az) —A; A

AIHAQ AI%AZ AQ%AJ

B-pravidla (pravidla pro spojku V) obsahuje pravidla ptepisu vyrokovych spojek —, &,
—, «» vyskytujicich se v dané formuli na spojku v.
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p pi P

BiVvB; B B>
—(B1&B2) | —B, —B;
Bi—B; =B B>

Bi<B> B —B>
—(B1¢>B3) | =(Bi—B3) | —=(B>—B1)

N 7
2R

RESENY PRIKLAD 5-4

Pomoci sémantického tabla rozhodnéte o splnitelnosti formule: (pvg) &(—pL—q).

Reseni prikladu

(pvg)&(—p&—q)
Vg, =P, —q
P, 7P, 7/q q, D,
X X

Na zacatku jsme pouzili alfa pravidlo pro konjunkei a jako druhé jsme pouzili beta
pravidlo pro disjunkci. Rozlozili jsme danou formuli az na jednotlivé literaly. Po-
kud se v listu vyskytuje pozitivni a negativni literal stejné proménné, povazujeme
danou vétev za uzavienou a oznacime kiizkem. Pokud se v listu nevyskytuji na-
vzajem opacné vétve oznaCujeme danou vétev za otevienou a oznacime koleCkem.
Staci, aby alespoil jedna vétev byla oteviend a formule je splnitelnd. Pozor, pokud
by kazda z vétvi byla oznacena koleCkem, neznamena to, ze dand formule je tau-
tologii, pouze to znamena, Ze je splnitelna. Pokud bychom chtéli dokazat, ze dana
formule je tautologii, museli bychom pouzit tablovou metodu na negaci dané for-
mule a dokdzat, Ze jeji negace je nesplnitelna, kontradikei a tudiz ptivodni nenego-
vana formule je tautologii.

V nasem ptikladu jsou obé dvé vétve uzaviené. Dand formule neni splnitelna, je
nesplnitelna, tzn. kontradikci.

*
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5 Splnitelnost a platnost, logicky dusledek

N7
2 NIRESENY PRIKLAD 5-5

Pomoci sémantického tabla rozhodnéte o splnitelnosti formule: p&(—qv—p).

Reseni prikladu

p&(—qv—p)
D —q VP
p’_|q p: _’p;
®) X

U této formule nejdiive pouZzijeme alfa pravidlo pro konjunkci a poté beta pravidlo
pro disjunkci.

Po rozkladu az na jednotlivé literaly zjiStujeme, Ze prvni vétev je oteviena, tzn. ,
ze dand formule je splnitelna.

*

5.5 Dedukce ve vyrokové logice

Vyrokova logika piedstavuje model lidského vnimani svéta, mysleni. Vyjadieni, co
z ¢eho vyplyva, schopnost skute¢ného lidského mysleni nazyvame schopnosti dedukce.

Kazdé ohodnoceni proménnych formule 4, které vede k jeji interpretaci hodnotou true,
predstavuje model formule 4. Model mnoziny formuli U ptedstavuje kazdé takové
ohodnoceni prvotnich proménnych vyskytujicich se v U, které dava pro vSechny for-
mule mnoziny U vysledek interpretace true.

Problém rozhodovani, zdali uréita formule 4 vyplyva z mnoziny formuli U, se nazyva
problém dedukce.

Ve vyrokové logice hovofime o formuli 4, vyplyvajici z mnoziny formuli U jako

(tauto)logickém diisledku U. Mnozina formuli U je v tomto pojeti specialni mnozinou
predpokladii (specidlnich axiémil), na niZ je postavena urcita teorie.
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DEFINICE 5-1 TAUTOLOGICKY DUSLEDEK .f

Formule A4 je tautologickym diisledkem mnoziny U formuli, plati-li pro v§echny mo-
dely mnoziny formuli U, Ze formule 4 je v nich spln&na (true), oznadujeme U /=4 nebo
formou zlomku:

U

A

Potom teorii 1ze definovat takto: Je ddna mnozina U vychozich formuli — specialnich Zzzzsa‘g’a

axiomu (pfedpokladil) teorie. Mnozinu 7(U) se nazyva teorii vybudovanou na U, je-li na mno-
kazdy prvek mnoziny 7(U) formuli, ktera je logickym dusledkem U plati tedy 7(U) = Ziné for.

muli

{A JUEA}.
Problém dedukce se vétSinou formuluje takto, Ze z mnoziny hypotéz {H;, H>, .. H,} vy-
plyva zavér Z.
Mnozina hypotéz U = {H,, H,, .. H,} tedy tvofi specialni axidmy teorie a Z je jejim
tautologickym diisledkem:
{H;, H>, .. H)}) = Z.
Je-1i U E Z, hovotime o platnosti formule Z ve v§ech modelech mnoziny formuli U.
Nasledujici véta nam tika, ze problém dedukce lze téz vyjadiit jako tautologii:

EH&E&EH:X... &H,)>Z
VETA 5-1 \/

Necht H;, H>, .. H, jsou vyrokové formule. Jestlize Z je tautologickym diisledkem mno-
ziny formuli {H;, H>, .. H,}, pak formule (H:& H>& .. &H, )—Z je tautologie.

Diikaz :

Nepiimy

Existuje-1i ohodnoceni takové, ze I((H; & H:& .. £H,) — Z)<false, pak pro toto ohod-

noceni musi platit /(Z) < false a zaroven I (H;& H>& ... &H,) < true. To vSak je ve
sporu s piedpokladem véty.
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5 Splnitelnost a platnost, logicky dusledek

N
2R

RESENY PRIKLAD 5-6

Ukazte, ze formule y vz je tautologickym dusledkem formuli xvy a —xvz.

Reseni prikladu

x|y |z |xw | -—=xvz | Modely | yvz

o|o 1 - o

o|lo|1 |0 1 -

ol1 |o 1 M 1 *

o1 |1 |1 1 M 1 *

1|0 |0 |1 o - o

1|0 1 1 M *
1 |01 o - 1

1|1 |1 |1 1 M 1 *

Formule yvz je splnéna pro vSechny modely mnoziny piedpokladd teorie {xvy,
—xvz/}. Dané fadky jsou oznacené hvézdickou.

Za mnozinu piedpokladi teorie vyrokové logiky lze povazovat libovolnou neprazdnou
splnitelnou mnozinu U formuli vyrokové logiky. Kdyby tato mnozina formuli byla ne-
splnitelnd, neméla by model a proto by jejim logickym dasledkem byla libovolna for-
mule ( zaroven i jeji negace), coz by vedlo ke sporné teorii.

<

N
/7

RESENY PRIKLAD 5-7

Ukazte, zdali z danych pfedpokladii vyplyva dany zaveér:
Kdyz se ohlédl, spatfil ji. Spatfil ji. = Ohlédl se.
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Reseni prikladu

o —=>Ss, SFo
o s 0—»s | Modely | o
0] o 1 - o
o 1 1 M o
1 o o - 1
1 1 1 M 1

Nejdiive ur¢ime model. Ve druhém tadku tabulky je mnozina piedpoklada spl-
néna, ale zavér nikoliv. Z danych predpokladi nevyplyvé dany zaveér.

*

Formule je logickym dtsledkem ptedpokladi. Plati, Ze pro kazdy model mnoziny for-
muli, je formule splnéna.

N 7
2R

RESENY PRIKLAD 5-8

Kdyby ji to netekl, nikdy by na to neptisla. Kdyby se nebyla zeptala, nebyl by ji to
fekl. PriSla na to. = Musela se zeptat.

Reseni prikladu

—r—>—p, ~Zz—>—r pEz
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5 Splnitelnost a platnost, logicky dusledek

P rlz|-r|—-p| -2z |-r>p | 2Zz>- | modely
o|lof|o |1 1 1 1 1

o|lo |1 |1 1 0] 1 1

o|l1 [o]o 1 1 1 (0]

o|l1]11|o 1 0] 1 1

1 |o|o |1 0] 1 (0] 1

1 (o)1 |1 o o o 1

1|1]o]o o 1 1 o

1 |1 |1 |o o o 1 1 M

KONTROLNI OTAZKA 4

1. Jakym zptsobem zjistujeme splnitelnost, platnost ve vyrokové logice?
2. Kdy formule je tautologickym disledkem mnoziny formuli?

CVICENI 4

Ptiklad 1: Zjistéte, zda z premis vyplyva zavér. (pomoci tabulky)

e Petr je maly nebo chytry.
Petr je maly.
Z: Petr je maly a chytry.

e Jestlize hraji hokej, mam na sob¢ dres.
Hraji hokej.
Z: Méam na sob¢ dres.

e Jestlize hraji hokej, mam na sob¢ dres.
Mam na sob¢ dres.
Z: Hraji hoke;j.

e Nejsem sportovec, ale jsem pravnik.

Jsem historik.
Z: Jsem pravnik a historik.
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Priklad 2: Zjistéte, zda plati logické vyplyvani, tedy zda plati T /=@
o T={/p—>q) &r,q&r,r—>s}

D=—p &—s)

o T={p&q&r)—>|[(s&-t)v(=s&t)]qg&r, —s, —t}
D=—p

e T={p&q v —q
P=q

Ptiklad 3: Ovéite platnost usudku (pomoci Uprav):
e Nefunguje-li program jak ma, je chyba v programu nebo neni.

Je-li chyba v programu, musim se poradit se svym cvicicim.
Program funguje.
Z: Nefunguje-li program, musim se poradit se svym cvic¢icim.

Ptiklad 4: Pfeved’te do symbolického jazyka a ovéite platnost usudku:

e Nebezi-li motor, je vada v motoru nebo nejde proud.

Je-li vada v motoru, je tfeba volat opravare.
Proud jde.
Z: Nebéz-1i motor, je tieba volat opravare.

e Neni pravda, ze uchaze¢ umi anglicky i némecky.

Uchaze¢ neumi anglicky.
Z: Uchaze¢ neumi némecky.

e Je-li pan X otcem Jirky a ma krevni skupinu A a také Jirkova matka ma
skupinu A, pak Jirka mé nékterou z krevnich skupin A nebo 0

Pan X i Jirkova matka maji krevni skupinu A.
Jirka nema krevni krevni skupinu A.

Jirka nema krevni skupinu 0.

Z: Pan X neni otcem Jirky.

e Jestlize studuji, dosahnu dobrého postaveni.

Jestlize nestuduji, uzivam si.
Z: Bud’ dosdhnu dobrého postaveni nebo si uzivam.

Ptiklad 5: Pomoci sémantického tabla dokazte, ze formule je tautologie.
* (P&(P—>9)>(=pVvq&(qVvp)

Ptiklad 6: Pomoci sémantického tabla rozhodnéte, jaka je formule.

e pvy—>(p&q
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5 Splnitelnost a platnost, logicky diisledek

Ptiklad 7: Najdéte rezolventy
® XV-yVvz
—XVZvVv-—t
e avb
—bvec
e pvqVvrv—s

pvqvsyv—t
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6 REZOLUCNI PRINCIP

CAS POTREBNY KE STUDIU

Celkovy doporuceny ¢as k prostudovani KAPITOLY je 90 minut.

RYCHLY NAHLED DO PROBLEMATIKY KAPITOLY REZOLUCNI PRINCIP

Cilem Sesteho modulu je rezolucni princip a jeho aplikace pro diikaz, Ze formule je tau-
tologie, pro ditkaz spravnosti usudku.

KLICOVA SLOVA KAPITOLY REZOLUCNI PRINCIP

Rezolu¢ni princip, klausularni forma, princip vyvraceni, rezolu¢ni pravidlo.

Rezolu¢ni metodou ve vyrokoveé logice (automatické dokazovani) dokazujeme nesplni-
telnost dané¢ formule (resp. mnoziny formuli) a je uplatnitelna na formuli v konjunk-
tivni normalni formé (KNF).

Vyuzivéa dvou jednoduchych tvrzeni:

e Je-li formule A tautologie, pak formule —A je kontradikce a naopak.
(Diikaz ztejmy.)
Symbolicky:
EA pravé kdyz —A E
e Rezoluc¢ni pravidlo odvozovani: Necht / je literal.
Z formule (A v I) A (B v =/) odvod’ (A v B).
Zapisujeme:
(AvD&Bv-=l)

(A v B)
Dané pravidlo neni pfechodem k ekvivalentni formuli, ale zachovavéa splnitelnost.
Duikaz: Necht je formule (A v /) & (B v =) splnitelna, tedy pravdiva pti néjaké valuaci
v. Pak pfi této valuaci musi byt pravdivé oba disjunkty (tzv. klausule) A v /a B v —l.
Necht je dale v(/) = 0. Pak w(A) =1 a tedy w(A v B) = 1. Necht’ je naopak v(/) = 1. Pak
w(—/l) =0 a musi byt w(B) =1, a tedy w(A v B) = 1. V obou piipadech je tedy formule
A v B pravdiva v modelu piivodni formule, a tedy splnitelna.
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6 Rezolucni princip

Uvédomme si, Ze diikaz byl proveden pro jakykoli model v. Jinymi slovy plati, ze pra-
vidlo zachovava i pravdivost:
AvD&@Bv-l)E(AVB).

Jednotlivé disjunkty v KNF nazyvame klausule, a proto je KNF také nazyvana klausu-
larni forma.

Pokud budeme chtit dokéazat, Ze formule A je tautologie budeme postupovat takto:

* Formuli A znegujeme a pfevedeme do KNF.

* Nyni uplatitujeme pravidlo rezoluce.
Pokud pii postupném “vySkrtavani” literall s opacnym znaménkem dosp&jeme k
prazdné klausuli, je tato evidentné nesplnitelnd, tedy také ptivodni —A4 je nesplnitelna a
A je tautologie.

Chceme-li dokézat spravnost dsudku P;,...,P, E Z, postup je nasledujici

* Zavér Z znegujeme a dokazujeme, ze mnozina {P;,...,P,, —Z} je spornd.
Jinymi slovy, dokazujeme, ze formule (P; & P> & ... & P,) — Z je tautologie, tedy ze
jeji negace P &£ P> & ... & P, & —Z je kontradikce.

4
2R

RESENY PRIKLAD 6-1

Ovétte platnost isudkup - q, rv —q, —r / —p.
Reseni prikladu

Jednotlivé klausule zapiSeme pod sebe (s negovanym zaveérem) a uplatiiujeme pra-
vidlo rezoluce:

1. —=p vq

2. rv—

3. —=r

4. p

.............. alternativne:

5. ¢q (l.a4) 5"-pvr (lal)
6. r (2.a5.) 6" —p (5'a3.)

7. false (3.a6.) 7’ false (6’a4)
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RESENY PRIKLAD 6-2

Ovéite platnost nasledujiciho tisudku h, —h vpvq, —pve, —q ve E c.

Reseni prikladu

{h, —h vp\vq, —pvc, —q Ve, —c}

1
2
3
4
5.
6.
7
8
9

h

—hvpvq

. pvq rezolventa 1, 2
—q vC

pve rezolventa 3, 4
—pve

c rezolventa 5, 6
.

. false rezolventa 7, 8

4
R

N
7

RESENY PRIKLAD 6-3

Ovéite platnost nasledujiciho tsudku pvq, p—> 1, q —>s E 1 vs.

Reseni pri
{rvq,
1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

kladu
—pvr, —q Vs, —r, S}
pvq
—pvr
qwr rezolventa 1, 2
—q Vs
rvs rezolventa 3, 4
-
S rezolventa 5, 6
—s
false rezolventa 7, 8
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6 Rezolucni princip

N
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RESENY PRIKLAD 6-4

Ovéite platnost tsudku:

Je doma nebo odesel do kavarny.

Je-li doma, pak nas ocekava.

Z: Jestlize nas neocekava, pak odesel do kavarny.

Reseni prikladu
Oznacime jednotlivé elementarni vyroky: d—"je doma”, k — ’odesel do kavarny”,
o —’ofekava nas” a formalizujeme:

dvk 1. dvk

d—>o 2. —dvo

------- 3. —o

—0 —k 4. —k (klausule 3. a 4. tvori negovany zaver —o &—k)
5.d (l.a4.)
6. o (2.a5.)

7. false (3.a6.)

N7
2R

RESENY PRIKLAD 6-5

Dokazte, ze formule /(p — q) & —q] — —p je tautologie.
Reseni prikladu
Formuli znegujeme a ptevedeme do klausularni formy: /(—p vq) & —q] £ p
Klauzule:
1. —pvq
2. —q
3 p
4. —p rezoluce 1.2.
5. False

Metoda automatického dokazovani nalezla Siroké uplatnéni v pocitacovém dokazovani
(je na ni, resp. na obecné rezoluci pro predikatovou logiku, zalozen napt. programovaci
jazyk PROLOG), v expertnich systémech a v dalSich oblastech umél¢ inteligence.

Metoda automatického dokazovani se opira o tii principy:
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e Princip vyvraceni, prevad¢jici problém dikazu dané formule na problém
diikazu nesplnitelnosti negace této formule.

e Rezoluéni odvozovaci pravidlo — jediné odvozovaci pravidlo pouzivané
metodou.

¢ Robinsoniiv rezolu¢ni princip umoziujici vyvodit spor z nesplnitelné for-
mule a tak dokazat jeji nesplnitelnost (a tim dokdzat platnost ptivodni for-
mule).

Klauzule je kone¢na disjunkce literalt. Literal je vyrokovy symbol nebo jeho negace.
Prazdna klauzule je klauzule, kterd neobsahuje ani jeden literal. Hornova klauzule je
klauzule s nejvySe jednim pozitivnim (nenegovanym) literdlem. Klauzularni forma
dané formule je ekvivalentni formule ve tvaru konjunkce klauzuli.

Specialni ptipady klauzuli:

¢
¢

Klauzule bez antecedentd  { )= {p1, p2,....pn}
Klauzule bez konsekventd, tj. Hornova klauzule se vSemi literaly negativnimi

Klauzule s jedinym konsekventem, tj. Hornova klauzule s jedinym pozitivnim
literalem 191,92,....qm} = {p1}, neboli (q;: & q> &... & gm) — pi
Prazdna klauzule { =)

VETA 6-1 PRINCIP VYVRACENI

Formule B vyplyva z ptedpokladi A;, 4»,...,An , znacime A;, Az,..., An E B, pravé
tehdy, je-1i formule 4; & 4> &... & An & —B kontradikci.

Diikaz :

Specialné pro n=1:
1.AEB
2.4 >B je tautologii
3.-4A vB je tautologii
4. -(4 & -B) je tautologii
5.4 & =B je kontradikci

Naésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni

1.

Ay, As,..., An EB

2. Ai&A> &.. &An - B je tautologii

whkw

—-A; v—A> vi.v -4, vB je tautologii
—(A; &£A> &.. £An & =B) je tautologii
Al KA &.. A & —B je kontradikei
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6 Rezolucni princip

VETA 6-2 \V

Jsou-li splnitelné klausule A; v A2 vi..vAuv L, B v B> v...vB, v =L, pak je splnitelna
také klausule 4; v A, vi.vAnw vB; vBs vi..vBy,neboli: A; v Ay vi.vAu vL, B vB;
vi.vBy,v—=L E Ay vA, vi.vAnw vBr vBy vi..vB,.

Specialné plati:
e m=0,n=0: L, —L |- false odvozeni sporu

e m=0,n=1:L —-L vB|-B pravidlo MP
e m=I,n=1:LvA-LvB|-AVvB zakl. tvar rezol. pravidla
DEFINICE 6-1 REZOLUCNI UZAVER FORMULE Bf

Necht’ F'je formule v klauzuldrnim tvaru (neboli konjunktivni mnozina klauzuli). Sym-
bolem R(F) ozna¢me formuli F rozsifenou o vSechny rezolventy vSech rezoluce schop-
nych dvojic klauzuli z . Rezolu¢nim uzivérem formule F n-tého Fadu nazveme for-
muli R,(F) definovanou rekurzivné takto:

* Ro(F)=F,

. Ri(F) = R(Ri_J(F)), i:],Z ..... n

VETA 6-3 ROBINZONUV REZOLUCNI PRINCIP \/

Formule F v klauzularnim tvaru je kontradikci (nesplnitelnd) pravé tehdy, existuje-li
ptirozené ¢islo n takové, ze R,(F) obsahuje prazdnou klauzuli.

N7
2R

RESENY PRIKLAD 6-6

Dokazme nesplnitelnost nasledujici konjunktivni mnoziny klauzuli

{pvaqg pvr, —q v -—r —p)}
neboli nasledujici konjunktivni normalni formy

pve &pvr) &(—qv-r) & ()

Reseni prikladu

1. P Vvq vychozi klauzule
2. pVvr vychozi klauzule
3. —q vV = vychozi klauzule
4. —p vychozi klauzule
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Systematicky: Optimalné:
5. pv-r rezoluce: 1,3 5'.q rezoluce: 1,4
6. q rezoluce: 1,4 6.r rezoluce: 2,4
7. pVv— rezoluce: 2,3 7. —q rezoluce: 3,6
8. r rezoluce: 2,4 8. false rezoluce: 5,7
9. p rezoluce: 2,5
10. —r rezoluce: 3,6
11. —q rezoluce: 3,8
12. —r rezoluce: 4,5
13. —q rezoluce: 4,7
14.  false rezoluce: 4,9
*
KONTROLN/ OTAZKA 5 ?

1. Uved'te tvar rezolu¢ni pravidla.
2. Uved'te vyznam rezolu¢niho principu.
3. O co se rezolucni princip opira?

CVICENI 5 ff\—y
2S5

Priklad 1: Ovéite platnost/neplatnost tisudku rezolu¢ni metodou

Nefunguje-li program, je chyba v programu nebo neni v potadku systém.
Je-1i chyba v programu, musim se poradit se cvi¢icim.

Systém je v poradku.

Z: Nefunguje-li program, musim se poradit se cvi¢icim.

Ma prednasku nebo se tould po skole.

Jestlize ma prednasku, pak se jedna o vzorného studenta.
Z: Jestlize se nejednd o vzorného studenta, pak se tould po skole.

Neni pravda, Ze student umi Javu a C++.

Student neumi Javu.
Z: Student neumi C++.

Jestlize se problému vénuji, tak ten problém vyieSim.

Jestlize se problému nevénuji, pak mam na préci néco jiného.
Z: Vyftesim ten problém nebo mam na praci néco jiného.

Jestlize pracuji, potom vydelavam penize, ale jestlize jsem liny, pak si uzivam.

Bud’ pracuji nebo jsem liny.
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6 Rezolucni princip

Nicméng, jestlize jsem liny, pak nevydélavam, zatim co jestlize pracuji, pak si
neuzivam.
Z: Proto si uzivam.

Priklad 2: Formalizujte nasledujici véty. Pomoci rezolu¢ni metody rozhodnéte, zda véta
pod carou je sémantickym dasledkem vét nad Carou.

e Jestlize bude prset, nepiijdeme na vypravu.

Jestlize neptjdeme na vypravu, pijdeme do kina.
Plijdeme-li do kina a bude prset, pojedeme autobusem.
Pojedeme-li autobusem, budeme potiebovat penize.
Bude prset.

Budeme potiebovat penize

e Na zajezd do Recka pojede Petr nebo Pavel.

Jestlize pojede Pavel, pojede Simona a nepojede Renata.
Jestlize pojede Tomas, pojede i Renata.
Jestlize pojede Simona, pojede Tomas.

Petr Pojede na zajezd do Recka.

Ptiklad 3: Odvod’te, co vSechno vyplyva.
e pl: Karel pojede autobusem nebo vlakem.

p2: Jede-li Karel autobusem nebo svym vozem, pak pfijede pozdé¢ a zmeska
schiizku.
p3: Karel neptisel pozdé.

e pl: Je-li utery, je prednaska a neni cviceni.

p2: Dnes je ptrednaska i cviceni.
p3: Je-li cviceni, pak nepotiebujeme projektor.

Ptiklad 4: Dopliite chybéjici predpoklad, aby byl usudek platny. Vypiste vSechny moz-
nosti.

e PI: Je-li Karel v Praze, Je Helena v Brné.

P2: Je-li ttery, neni Helena v Brné.
P3:?

Z: Helena je v Brné nebo neni utery.

Ptiklad 5: Rezolu¢ni metodou rozhodnéte, zda S je splnitelnd mnozina klausuli.

o S={pvqvr, pvsvt =S VYy =t p VX =g VW —q VW
o S={a, -av—-bve —av—-dvf —dvb —cvq —fvq —q}
o S={xvy —zvt —=x vt =y vz -t}
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7 AXIOMATICKY SYSTEM VYROKOVE LOGIKY

CAS POTREBNY KE STUDIU

Celkovy doporuceny ¢as k prostudovani KAPITOLY je 90 minut.

RYCHLY NIAHLED DO PROBLEMATIKY KAPITOLY AXIOMATICKY SYSTEM
VYROKOVE LOGIKY

Cilem sedmého modulu je popsat axiomatické systemy vyrokoveé logiky a to Hilbertova
a Gentzenova typu.

KLICOVA SLOVA KAPITOLY AXIOMATICKY SYSTEM VYROKOVE LOGIKY

Axiomatické systémy vyrokové logiky, Hilbertovsky axiomaticky systém, Gentzenov-
sky axiomaticky systém.

Tautologie 1ze definovat pomoci sémantického pojmu pravdivostniho ohodnoceni. Tau-
tologie 1ze definovat také syntakticky, totiz jako formule, které 1ze odvodit mechanickou
aplikaci jistych strukturalnich pravidel. Tautologie jsou ty formule, které 1ze formalné
dokézat pomoci pravidel jistého diikazového systému neboli kalkulu.

Kalkulus chapeme jako mnozinu odvozovacich pravidel. Kalkulus je korektni vuci sé-
mantice klasické vyrokové logiky, jestlize kazda formule v ném dokazatelna je tautolo-
gie. Kalkulus je Uplny, jestlize je korektni, a navic v§echny tautologie jsou v ném doka-
zatelné.

Formalni axiomaticky systém libovolné teorie (a specialné také vyrokové logiky) je za-
dan trojici udajt:

* jazykem,

* mnozinou axiémd,

* mnozinou odvozovacich pravidel.
Jazyk teorie je mnozina vSech (dobie utvotfenych) formuli jazyka. MnoZina axiémi
teorie je vybrana podmnozina mnoziny vSech formuli. Axiomy ptedstavuji zdkladni te-
orémy teorie, které jsou povazovany za vychozi. Axiém je vlastn¢ pravidlo s nulovym
poctem predpokladii. Odvozovaci pravidla umoznuji odvozovat (dokazovat) nové teo-
rémy na zaklad¢ axiomi a teorémtl jiz dokdzanych.
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7 Axiomaticky systém vyrokové logiky

Formalni teorie (v SirSim slova smyslu) je tvofena axidomy a vSemi formulemi, které
1ze z nich pomoci odvozovacich pravidel odvodit.

Oznacime-li jednotlivé zminiované mnoziny jako:

A — mnozina axiomi (teorie v uz§im slova smyslu, v kostce”),

T — mnozina teorémt (teorie v $irSim slova smyslu), DUF — mnozina vSech dobte utvo-
fenych formuli (4. jazyk)

S — mnozina vsech slov v abeced¢ jazyka, pak plati nasledujici vztahy:

A cTcDUF cS.

Postup budovani axiomatické teorie (formalniho systému ¢i logického kalkulu) tedy
sestava z téchto krok:

Vymezeni jazyka teorie, ktery je dan
o abecedou
o gramatikou — pravidla, jak tvofit DUF.
Vybeér jisté (vlastni) podmnoziny formuli jako axiémd.
Stanoveni pravidel odvozovani.
Demonstrace bezespornosti (korektnosti) teorie, tj. axidému a pravidel.
Interpretace formuli.

MnoZina axiomi je:

Vzdy neprazdnéd a musi byt rozhodnutelnd v mnoziné DUF (jinak bychom ne-
mohli v takovém systému nic dokazovat).

o To znamen4, ze existuje algoritmus, ktery pro kazdou DUF ur¢i, zda je
to axiém nebo ne.

Muze byt kone¢néd nebo nekonecna.

o Kone¢na mnozina axiom je trivialné rozhodnutelna.

o Nekonecné mnoziny axiomua musi byt charakterizovany algoritmem vy-
tvareni axiomu, nebo ¢astéji kone€nou mnozinou tzv. axiémovych sché-
mat.

Axidmy jsou voleny tak, aby byly pravdivé v kazdé interpretaci — tautologie.

Navic stanovujeme tzv. specialni axiomy, které charakterizuji pfimo danou teorii (napf.
aritmetiku pfirozenych Cisel a ty volime tak, aby byly pravdivé v zamyslené interpretaci
teorie. (Vyrokova logika ¢i predikatova logika 1. fadu — mohou byt tedy povazovany za
teorie bez specidlnich axidomu — logické kalkuly.)

Mnozina odvozovacich pravidel je:

* Tvorena n€kolika nebo dokonce jen jednim pravidlem (jsou-li axiémy repre-
zentovany schématy).

* Odvozovaci pravidla ptevadéji DUF na DUF a jsou volena tak, aby byla sé-
manticky korektni, tj. aby “zachovavala pravdivost” (jinak bychom obdrzeli
nekorektni systém, ve kterém je mozno dokdzat vSe, a takovy systém jisté
neni z praktického hlediska uZzite¢ny).

* Odvozovaci pravidla tedy umoziuji vytvaret teorémy, tj. dokazatelné
formule.

* Diikaz je konecné posloupnost krokit — DUF, z nichz kazda je bud’
axiom nebo vznikne z pfedchozich DUF pomoci odvozovaciho pra-
vidla. Poslednim krokem je dokazovana formule — teorém.
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Neékdy byva stanoven jesté jeden pfirozeny “kosmeticky” pozadavek na mnozinu
axioml: Mnozina axioml ma byt nezavisla, tj. zadny axiom neni dokazatelny z ostat-
nich axiémda.

Pfirozenym pozadavkem je (syntaktickd) bezespornost (konzistence): Alespon jedna
formule neni dokazatelnd (ve sporném systému dokazeme vse). (Ekvivalentnim poza-
davkem v systémech obsahujicich —, & je to, ze neni dokazatelna formule typu 4 & —4,
ptipadné v systémech s —, — formule typu —(4 — A4).

S timto souvisi rovnéz sémanticka bezespornost, neboli korektnost systému: Kazdy te-
orém je logicky pravdiva formule (v ptipadé teorie bez specialnich axiomi), nebo lo-
gicky vyplyva ze specialnich axiomu (ptedpokladt). Tedy “’to, co dokézeme, je prav-
divé”. Oznacime-li mnozinu specialnich axiému jako SA, mizeme pozadavek korekt-
nosti zapsat schematicky:

Jestlize |- T'pak & T, resp. jestlize SA |- T pak SA E T.

Problém:

Je dokazatelnost totéz co (logickd) pravdivost? Jinymi slovy, jsou dokazatelné presné
ty vyroky, které jsou (logicky) pravdivé?

D. Hilbert (vyzna¢ny matematik pocatku 20. stoleti) o¢ekaval kladnou odpovéd’ na
vySe uvedené otazky a vytyc€il tzv. program axiomatizace matematiky.

Kurt Godel (nejvétsi logik 20. stoleti) dokédzal véty o uplnosti, které davaji pozitivni
odpovéd’ na tyto otazky (pro vyrokovou logiku a) pro predikatovou logiku 1. fadu, tedy
“obracené” tvrzeni ke korektnosti: Jestlize = T pak |- T, resp. jestlize SA = T pak SA
|- T (tzv. silnd véta o Gplnosti).

Hilbert vSak ocekaval jesté vice, a to Ze vSechny “matematické pravdy” lze “mecha-
nicky” finitn¢ dokéazat (z vhodnych axiomil), tedy Zze takové bezesporné teorie, které
charakterizuji aritmetiku pfirozenych ¢isel, jsou uplné v tom smyslu, ze kazda formule
je v dané teorii rozhodnuteln4, tj. na zdkladé¢ axiomu teorie miizeme dokéazat bud’to
danou formuli nebo jeji negaci. Tedy ze vSechny formule, které jsou pravdivé v zamys-
lené interpretaci nad mnozinou ptirozenych ¢isel jsou v této teorii dokazatelné.

Godelovy véty o netplnosti davaji velice piekvapivou odpoveéd’ — existuji pravdivé le¢
nedokazatelné vyroky aritmetiky pfirozenych c¢isel. Tedy Hilbertiv program neni (v
plné §iti) uskutecnitelny.
S (ne)uplnosti uzce souvisi problém rozhodnutelnosti: Existuje algoritmus, ktery o li-
bovolné dobte utvoiené formuli urci, zda je to teorém (dokazatelnd DUF) ¢ili (v korekt-
nim systému) logicky pravdiva formule?
Da se dokazat:
e pro vyrokovou logiku lze vyvinout kalkuly, které jsou
o bezesporné
o uplné
o rozhodnutelné
e pro predikdtovou logiku 1. fadu Ize vyvinout kalkuly, které jsou
o bezesporné
o uplné
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7 Axiomaticky systém vyrokové logiky

o jen parcialné rozhodnutelné (tj. pokud dand DUF je tautologie, pak algo-
ritmus po konec¢ném poctu krokli odpovi ANO, jinak nemusi vydat zad-
nou odpovéd’ — mitize ’cyklovat” ¢i odpovi NE)

o nelze vyvinout rozhodnutelny kalkul pro PL1 (problém logické pravdi-
vosti je v PL1 nerozhodnutelny)

e pro predikatovou logiku 2. fadu (a vyssich) Ize vyvinout

o bezesporné kalkuly

o neuplny

o nerozhodnutelny (ani parcialn¢)

K charakteristice dokazatelnosti byly vytvofeny dva typy formalnich
systémi:

* Gentzenova typu

* Hilbertova typu

7.1 Formalni systém Gentzenova typu

DEFINICE 7-1 FORMALNI SYSTEM HILBERTOVA TYPU

* Abeceda
* Vyrokové symboly: p, q, 1,... /piipadné s indexy/
* Logické funktory: —, >
* Zavorky: (,)  /ptipadné [,],{,}/
Gramatika (DUF):
* p,q1,... jsou formule.
* Je-li A formule, pak (—A) je formule.
* Jsou-li A,B formule, pak (A — B) je formule.
* Jinych formuli nez podle (1), (2), (3) neni.
Jazyk: mnozina vSech (dobie utvofenych) formuli.
¢ Axiomova schémata:
 ALA->B-—>A)
* A2: (A—->B—->C)—>(A—>B)—>A—>0)
*+ A3:(—B—>—-A)—>(A—>B)
Odvozovaci pravidlo: MP: AL A—>B-B

Pozn. Rozsifime-li mnozinu spojek do {— —, &, ! a tedy vytvoiime jiny formalni sys-
tém, pak axiomy Al — A10, pfidame k tomu MP a ziskame definici jiného systému.

s Al:A—>(B—>4)

* A2:(A—>B—>C) >(A—>B)—>A4—->C))

* A3:4 — (Av B)

* A4:B—> (Av B)

* A5:(A—>B)—> ((C >B)—>(Av C)— B)

* A6:A&B—> A4

 A7:A&B—>B

* A8:4—> (B —> (A &B)
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* A9:(A—>B)—>(A—>—-B)—>—-4)

o Al):—=—-A—>4
Z pohledu véty o uplnosti oba dva systémy jsou ekvivalentni: jenom tautologie jsou
dokazatelné. VSechny axiomy nebo véty prvniho systému jsou axiomy nebo véty dru-
hého a naopak. Odlisnost je jednoduchost formalnich dikaz.

Definovany axiomaticky systém pracuje pouze s funktory —, — . Vzhledem k tomu, Ze
pravdivostni funkce ptislusné k témto funktorim tvofti funkcionalné uplny systém, po-
staci tyto funktory k vytvotfeni sémanticky tplné logiky.
Ostatni vyrokotvorné funktory miizeme pouzivat jako zkratky (zkracujici a zptehlediu-
jici zapis formuli) definované takto:

* A&B =df —-(4 > —-B)

* AvB =df -4 —>B

s AeB=df (A—>B) &(B —>4)
Symboly &, v, ¢»nepatii do jazyka definovaného axiomatického systému, jsou to me-
tasymboly slouzici k oznacovani slozenych formuli jistého typu.

DEFINICE 7-2 DUKAZ FORMULE

Diikaz formule A za predpokladii A;, A, ..., Ar 'k 20/ je kone¢na posloupnost formuli
Bi, B»,...,B, takova, ze: Proi = 1, 2,...,n -1 je B;

* bud predpoklad 4; (j € {1,....k})

* nebo axiom

* nebo formule, kterd vznikla aplikaci pravidla MP na nékteré dvé formule z mno-

2iny {B], B,..., Bi-J}.

* B, je dokazovana formule 4.
Skutecnost, ze formule 4 je dokazatelné za predpokladii 4;, 4>, ..., Ax 0znacujeme zapi-
sem A1, Az, ..., Ak |- A.

Hilbertliv systém je korektni, tedy sémanticky bezesporny. Pfedevs§im, snadno oveé-
fime, ze vSechny axiomy systému jsou tautologie.

Jediné pravidlo systému (MP) “zachovdva pravdivost” v tom smyslu, Ze formule B,
ktera vznikne aplikaci pravidla na formule A, Az z téchto formuli logicky vyplyva.
Tedy plati: Pokud 4, 42 |- B, pak 4;, A2 |= B. (Véta Postova).

Vsimnéme si, Ze z definice dikazu vyplyva, ze i axidom je teorémem. Jeho dilkaz je
trivialni: dikazem axiému je axiém sam.

Dtkaz Bj, Ba,...,B, formule 4 za ptedpokladt 45, A», ..., Ak je nejenom ditkazem formule
A = B,, ale obsahuje i dikazy B;, B>,...,B; vSech formuli B;proi =1, 2, ..., n-1.
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7 Axiomaticky systém vyrokové logiky

VETA 7-1 \/

/—4 >4  (schématu formuli)

Diikaz :

1. 4 > (4 —>4) - 4) Al

2. (A (A —>A4) 54) 5(A—>(A—>A4) > (4 >4) A2

3. f—(A> A —>4) >(4—>4) MPna 1., 2.

4. [—4 > (4 —>A4) Al

5. /-4 >4 MP na 3., 4.

VETA 7-2 \/

Formule 4 — C za ptedpokladi 4 — B, B — C.

Diikaz :

1.4 >B 1.ptfedpoklad
2.B—>C 2.predpoklad
3.(A >(B »C)) »>((A >B) >4 —>C)) A2

4. (B >C) > (A —> B —>0) Al A/(B - C) B/A

5.4 > (B >0 MP:2.4

6.(A >B) >4 —>C) MP:5,3

7.4 ->C MP:1,6

Tedy:4 B, B >C|-4 >C.

VETA 7-3 O DEDUKCI \/

Ay, As,..., Ak |- A - B praveé tehdy, kdyz A, A»,...,Ai, A |- B. (Specialné pro k=0: |-
A — B pravé tehdy, kdyz 4 |- B)

Diukaz :

1. Necht 4;, 4>,...,Ax |- A — B. Tedy existuje posloupnost formuli B;, By,..., By, kterd
je ditkazem formule 4 — B z ptedpokladt 4;, 4>, ...,Ar. Dikazem formule B z pted-
pokladd A, A»,..., Ak, A bude pak posloupnost formuli By, B>,...,Bx, A, B, kde B, = A
— B a B je vysledkem aplikace pravidla MP na formule B, a 4.
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2. Necht 4;, A,...,Ax, A |- B. Tedy existuje posloupnost formuli C;,C,, ...,C, = B, ktera
je dikazem formule B z predpokladi Ai,Az, ...,Ax, A. Dokdzeme, ze formule
A — C; je platné pro vSechna i = [, 2,...,r. Tim bude specialné¢ dokazano také 4 —
C, coz chceme dokazat. Diikaz provedeme matematickou indukci podle délky du-
kazu.

a) Je-1i délka diikazu 1, pak pro jedinou formuli C/ diikazu mohou nastat tfi pfipady:
e () je predpokladem 4;,
e (jeaxiomem,
e (jje formuli 4.

V prvnich dvou ptipadech diikazem formule 4 — C; je posloupnost formuli:

1. Ci ptedpoklad nebo axiom
2. Cr—>((A—>Cy) Al
3. A —>C MP:1,2

V tfetim piipad¢ je tfeba dokazat A — A. Dukaz této formule jiz dfive.
b) Dokazeme, ze z predpokladané platnosti formule 4 — C, pro n = 1, 2,...,i-1 plyne
jeji platnost také pro n=i.
Pro C; mohou nastat Ctyti ptipady:
* (ije predpokladem 4;,
* (ije axiomem,
* (ije formuli 4, C;je bezprostiednim disledkem formuli C;a Cir = (C; -
Ci), kde j, k <i. V prvnich tfech ptipadech probiha dikaz formule 4 —
C; stejnym zpiisobem jako v bod¢ 1.
* V poslednim ¢tvrtém piipadé je ditkazem posloupnost formuli:

I. A —>C induk¢ni predpoklad
2. A —>(C—>Cy indukéni predpoklad
3. (A —>(Ci >Cy)) >((A—>C) >4 —>C)) A2

4. (A—>C)—>[A4—->C) MP:2.3

5. A —>C MP:1,4

Podle véty o dedukei kazdému teorému (a specidlné také axidomu) ve tvaru implikace
odpovida odvozovaci pravidlo (pfip. nékolik odvozovacich pravidel) a naopak. Tak
napf.:

Teorém: Pravidlo

-4 > ((4A —>B) »B) A, A - B |- B /pravidlo MP/
|-A — (B — A4) /ax.schéma A1/ A|-B —>A4,a4,B|-4

-4 >4 priklad A|-4

-4 —>B) »>((B—>C) »>(A4—>C)|A—>B|-(B—>C) >4 —>C)

piiklad A—>BB—>Cl-4—>C
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7 Axiomaticky systém vyrokové logiky

VETA 7-4 \V

|-4 - (=4 - B), resp. A, =4 |- B.

Diikaz :

1. A predpoklad

2. —A predpoklad

3. (=B - —A4) - (A - B) A3

4. —A > (=B — —A4) Al

5. —B —> —A4 MP: 2,4

6. A —>B MP: 5,3

7. B MP: 1,6

VETA 7-5 \V

Z ptedpokladu —B—>—A4 je dokazatelna formule 4 — B.

Dikaz :

1. /—(-B —» —4)— (4 —>B) A3
2.-B—>—-A4 |—4>B

VETA 7-6 \V
f——a —>(a —b)
Diikaz :

1. [——a —>(=b > —a) Al

2. —al——b—>-a dedukce 1

3. f—(=b—>—a) >(a—>b) A3

4. —al—(a—>b) MP na 2. a 3.

5. f——a —>(a —>b) dedukce na 4.
VETA 7-7 \/
——a —>d
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Dikaz :
l. =—a —=(—a > ——ua) podle pfedchoziho
2. f—(—a - ———a) > (——a —>a) A3
3. ——al——a —>——a dedukce na 1.
4, ——a f———a —a MPna2.a3.
5. ——a/—a dedukce na 4.
6. |———a—>a dedukce na 5.
VETA 7-8
Dikaz :
1. /————b—>=b podle ptedchoziho

2. f—(=——=b—>—=b) > (b —>=-b) A3

MPnal.a2.

VETA 7-9 O NEUTRALNI FORMULI

Je-liU,4 /~BiU -4 /—B,pak U /—B.

Diikaz :
1. U 4/—B predpoklad
2. Ul—4 B dedukce na 1.
3. U —A/—B predpoklad
4. Ul——4 >B dedukce na 3.
5. U (Av—4) —B véta o ditkazu rozborem ptipadii
6. U (-4 —»—A) |—B prepis vyrokové spojky v
7. U /—~(-4 - —-4) >B dedukci na 6.
8. [——Ad—>-A véta
9. U/—B MPna7.as8.
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7 Axiomaticky systém vyrokové logiky

VETA 7-10 POMOCNA VETA PRO DUKAZ POSTOVY VETY

Necht' formule A4 je sestavena z vyrokovych symbolt p;, p2,...,p.. Oznaéme pismenem
v pravdivostni ohodnoceni (valuaci) téchto proménnych a zapisem w(4) pravdivostni
ohodnoceni formule 4, jezZ je timto ohodnocenim indukovéano. Potom plati:

pr’, p2, ..., pa” |- A, /*/, kde
zapis AYznaci bud’ formuli —4 (je-li w(4) = 0 pii ohodnoceni v), nebo formuli 4 (je-li
w(A4) = I pti ohodnoceni v).

Dikaz :

Duikaz provedeme matematickou indukci podle konstrukce formule 4. Ve formalnim
systému muize mit formule 4 prave jeden z nasledujicich tfech tvara:

1. A=p elementarni formule

2. A=-B sloZzena formule ve tvaru negace

3. A=B —>C slozena formule ve tvaru implikace
Indukéni krok. Dokézeme, Ze z pfedpokladu platnosti vztahu /*/ pro komponenty B, C
slozené formule vyplyva platnost vztahu /*/ pro celé slozené formule =B a B — C.

a. Slozena formule mé tvar —B. Podle indukéniho piedpokladu plati p;”,
p2',...pi" |- B'. Mame dokézat p,*, p2",...,pn" |- (=B)". K tomu, abychom to
dokézali, sta¢i dokazat B” |- (—B)". Jsou dvé moznosti: bud’ w(B) = 0 a pak
—B |- =B anebo w(B) = I apak B |- ——B. Vztah B” |- (=B)" je dokazany.

b. Slozenéd formule ma tvar B — C. Podle indukéniho ptedpokladu plati p,”,
p2, .., pi |- B apr, p2,...p." |- C'. Mame dokézat p,”, p2,...p." |- (B =
C)". K tomu, abychom to dokazali, staéi dokazat B*, C" |- (B — C)". Ctyfem
raznym ohodnocenim formuli B, C odpovidaji nasledujici ¢tyfi pravidla, je-
jichz platnost tfeba oveéfit:

a) =B, =C|-B »C
b) =B, C|-B—>C

¢) B, —C|-—B —>C)
d B C|-B—>C

Dtikaz a),b):

I. —B predpoklad

2. —-B - (B >C) teorém

3. B—>C MP: 1,2

Diikaz c):

1. B predpoklad

2. —-C predpoklad

3. (B—>C) >C) > (-C—>—B—>C) ax.schéma
A3

4. B—>(B—>C) —»C) teorém /ekvivalent MP/
5. (B—>C)—>C MP: 1,4

6 —C - —(B - C) MP: 5.3
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7. —(B - C) MP: 2,6
Diikaz d):

1. C predpoklad

2. C—>B->0 ax.schéma Al

3. B—>C MP: 1,2

VETA 7-11 POSTOVA

Uplnost a korektnost logického kalkulu vyrokové logiky
Kazda dokazatelnéd formule je tautologii a kazda tautologie je dokazatelna, t;.
|- A pravé tehdy, kdyz = A4.

Obecnéji plati: 45, 4z,...,An |- B prave tehdy, kdyz A, Ao, ..., An E B.

Dikaz :

Necht’ |- 4, dokazeme |= A. (Korektnost)

Formule A4 je bud’ axiém a nebo je dokazatelna z axidml pomoci opakovaného
pouzivani odvozovaciho pravidla MP. Je-li axiomem, pak je tautologii — o tom se pie-
svéd¢ime pro vSechna tfi axiomova schémata metodou pravdivostnich funkci /metodou
0-1/.

Pouziti pravidla MP zachovava "tautologi¢nost": jsou-li formule B, B — C tau-
tologiemi, pak také formule C musi byt tautologii /kdyby pro néjaké pravdivostni ohod-
noceni vyrokovych symbolii bylo w(B) = I a pti tom w(C)=0, pak by pro toto ohodno-
ceni bylo w(B — C) = 0 a formule B — C by nebyla tautologii/.

Protoze vSechny teorémy lze odvodit z axidomi pomoci opakovaného uziti pra-
vidla MP, jsou vSechny teorémy tautologiemi.

Necht' |= A, dokazeme |- A. (Uplnost)

Protoze formule A4 je tautologii, je A” = A4 pro vSechna pravdivostni ohodnoceni
vyrokovych symbolt v. Je tedy p1”, p2",...,p." |- A pro vSechna ohodnoceni v. Plati tedy
specialné také ps, p2’, ..., pn" |- A4, —p1, p2",...px" |- A. Odtud podle véty o neutralni
formuli dostavame p>", ..., p»" |- A4 pro vSechna ohodnoceni v. Specidln¢ opét plati p»,
v P’ |— A, —po2,..., pi¥’ |-A apocet predpokladll Ize opét snizit o jeden.

Timto zpGsobem lze pokracovat az nakonec po n krocich nalezneme |- 4. Tau-
tologie A je tedy dokazatelnou formuli.

Formalni systém je sporny, je-li v ném dokazatelné libovolna formule. Formalni systém,
ktery neni sporny, je bezesporny.
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7 Axiomaticky systém vyrokové logiky

VETA 7-12

Je-li U sporna mnozina vyrokovych formuli, pak U f—A4iU[——A.

Diukaz :

Je-1i z U dokazatelna libovolna formule, pak ziejmé je z U dokazatelna jak formule 4,
tak i formule —A4.

Poznamka :
* Disledkem véty o tplnosti je fakt, ze formalni systém vyrokové logiky je beze-
sporny.

* Pojem bezespornosti 1ze zobecnit i na mnoziny formuli. Je-li 7 mnozina formuli
n¢jakého formélniho systému, fikame, ze T je sporna, je-li kazda formule (da-
ného formalniho systému) dokazatelna z mnoziny 7. Jinak fikdme, Ze T je beze-
sporna.

Formalni systém je sporny, pravé kdyz je spornd prazdna mnozina formuli.

VETA 7-13

Vyrokova logika je bezesporny formalni systém.

Diukaz :

Ptedpokladejme, ze formalni systém vyrokové logiky je sporny, musi tedy v ném byt
dokazateln libovolna formule, tj. — A i — — A. Podle Postovy véty by pak byly
tautologiemi zaroven A i —A, coz neni z hlediska jejich sémantiky mozné.

VETA 7-14

Kone¢na mnozina formuli je bezesporna prave kdyz je splnitelna.

Dikaz :

1. Je-li U= {Bj, B>, ....Bi} bezesporna mnozina formuli, pak podle definice existuje
formule A takova, Ze neplati U /—A. Podle jedné z ptedchozich vét by tedy ne-
platilo /—(B:&B2&... &By) —A.

Podle véty Postovy pak nemiize ani /=B &B>&... &Biy)— A. Musi exis-
tovat ohodnoceni v, pro néz formule (B;&B>&... £B;) — A nabyva hodnotu. Ta-
kové ohodnoceni musi formuli B;&B:>&... &Bi a tedy 1 kazdému B; ptifazovat
hodnotu 1.
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2. Neptimo: Je-li U = {Bj, Bz, ....Bi} sporna, pak existuje formule 4 takova, ze U
/—A4 & —A. Podle Postovy véty pak formule (B; & B &...& By) > A & —A (
oznacime ji B) musi byt tautologii. Pro libovolné ohodnoceni v, pak w = 1. Pro-
toze vSak w' ( A&—A4) = 0 vzdy nemlze byt i (B;&B:&...&By) = 1, nebot’ by
pak B nebyla tautologii. Z toho ale vyplyva, Ze existuje / <j <k takov¢, Ze w(B))
=0.

Véta o uplnosti pro hilbertovsky kalkulus spolu s tabulkovou metodou zarucuji existenci
algoritmu, ktery po kazdou vyrokovou formuli rozhodne, je-li dokazatelna v Hilbertov-
ském axiomatickém systému.

Slo by takovy algoritmus odvodit pfimo z definice ditkazu, bez odvolani se na séman-
tiku? Mozna, ze o existenci ditkazu dané formule v Hilbertovském kalkulu by $lo roz-
hodnout tak, Ze bychom se okusili diikaz dané formule sestrojit od konce, tj. Ze bychom
se pokusili zpétnym uzivanim pravidel kalkulu dospét od dané formule k axiomtim. Pra-
vidlo modus ponens mé bohuzel pro tento ucel nevyhodnou vlastnost, ze dvojic formuli
z nichz lze jednim uZzitim pravidla MP odvodit danou formuli, je nekone¢né mnoho.

Studium Gentzenovského kalkulu d4 ndm odpovéd’, jakou cenu je tieba zaplatit za kal-
kulus, jehoz pravidla by neméla pravé popsanou nevyhodnou vlastnost pravidla MP.

V Gentzenovském kalkulku se na rozdil od Hilbertovského kalkulu nedokazui jednot-
livé formule, ale sekventy. Nékdy se proto oznacuje jako sekventovy kalkul. Sekvent je
definovén jako dvojice kone¢nych mnozin formuli.

7.2 Gentzenovsky formalni systém vyrokové logiky

Gentzenovsky formalni systém disponuje pouze jednim axidémem a fadou odvozovacich
pravidel tohoto tvaru:
Sty ey Sn
S

Formule S je jako zavér odvozena z formuli Sy, ..., S, — z pfedpokladii dedukce.

Nasledujici axiom neni v pravém smyslu formuli vyrokové logiky, ale mnozinou for-
muli.

Axiém gentzenovského formalniho systému vyrokové logiky je mnozina formuli U
obsahujici komplementarni par atomickych formuli {p, —p}e U.

Odvozovaci pravidla gentzenovského systému jsou dvojiho typu:
* - pravidla dand schématem
UiAal, axt
USa}
a tabulkou
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7 Axiomaticky systém vyrokové logiky

a a a
1 2
A ——A
A vA A A
1 2 1 2
—(A &A —A —A
( 1& 2 1 2
A —>A4 —A A
12 1 2
A «A A —A
) I 2
—(A A 2) —(A —A 2) —(A —A4 )
1 1 2
* [pravidla dand schématem
Ui pi} U, A B}
U U 4B}
a tabulkou
s s 3
B &B B B
1 2 1 2
—(B VB —B —B
( 1\/ 2) 1 2
1 i 2
I 1 2
B «»B B —B B —B
1 2 12 2

Duikaz v gentzenovském formalnim systému vyrokové logiky je posloupnost sekvenci
formuli takové, ze kazdéa sekvence je bud’ axiomem nebo je odvozena z jednoho nebo
dvou ptedchazejicich ¢lent posloupnosti pomoci nékterého odvozovaciho pravidla.

Je-1i formule 4 poslednim prvkem posloupnosti a, nazyva se posloupnost jejim ditkkazem
a samotna formule 4 formuli dokazatelnou.

Oznadeni dokazatelné formule stejn& jako v hilbertovském: /—A4
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RESENY PRIKLAD 7-1

Dokazte v Gentzenovském axiomatickém systému /— (pvg) — (qvp).

Reseni prikladu

1.

TIPSR

- 4P axiom

-, 4, p axiom
—(pvq), 4, p f-vnal.a2.
—(pvq), (q vp) o-vna 3.
(rvq) —>(qvp) a-—»>na4

*

Je mozno znédzornit i graficky, je to v podstaté sémantické tablo konstruované opacnym
smérem, pricemz uzlové sekvence tvoti dudlni sekvence formuli.

Sekvence literalii zavéSena listech sémantického stromu ptedstavovaly jejich kon-
junkce, zde se jedna o disjunkci literalti komplementarnich.

Dané pravidla jsou dudlni k pravidlim sémantického tabla.

N7

2 NIRESENY PRIKLAD 7-2

Dokazte v Gentzenovském axiomatickém systému /—(p \(q&r))—((pvq) &(pvr))

Reseni prikladu

l. —=p,pq axiom

2. —p (pvg) a-vna 1.

3. —wppr axiom

4. —p, (pvr) a-vna3

5. —p (pvq) &pvr) B- &na?2. 4.
6. —q, =1 pq axiom

7. —q. =1, (pvq) a-vna 6

8. —q, = pr axiom

9. —q, =, (pvr) a-vna 8.

10. =g, =1, (pvg) & (p vr) B-&na7. ao.
11. —=(q&r), (pvq)&pvr) a-&na 10.

12. =(pAq&r)), (p vq) &(p vr) B-vnas.all.
13. (pv(q&r))—> ((p vq) & (p 1) a- —na 12.
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7 Axiomaticky systém vyrokové logiky

KONTROLNI OTAZKA 6 )

1. Popiste Hilbertovsky axiomaticky systém.
2. Popiste Gentzenovsky axiomaticky systém.

CVICENI 6

L2

Ptiklad 1: Dokazte v Hilbert. Ax. systému

f—a > (—a —>b), resp. a, —a f—b
[——a — (a > b) (vwuzijte vétu o dedukci)
——a—>a
f—(a > b) - (b > —a), resp. (a - b) ——b —> —a
[—a &b —>a resp.a &b [—a

Ptiklad 2: Dokazte v Gentz. ax. systému

e Fpv@&n)—>(vy&pv)
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8 PREDIKATOVA LOGIKA 1. RADU

CAS POTREBNY KE STUDIU

Celkovy doporuceny ¢as k prostudovani KAPITOLY je 90 minut.

@YCHLY NAHLED DO PROBLEMATIKY KAPITOLY PREDIKATOVA LOGIKA 1.
RADU

Cilem osmeho modulu je predikatova logika 1. Fadu.

KLICOVA SLOVA KAPITOLY PREDIKATOVA LOGIKA 1. RADU

Predikatova logika 1. fadu, pravdivost, splnitelnost, logické vyplyvani.

Pouze jen mala cast usudki mtize byt formalizovdna a dokézdna v rdmci vyrokové lo-
giky.
Pokusme se napt. ovétit typ (zjevné spravného) tsudku charakterizovany nasledujicim
ptikladem:

Kazdy Clovek je omylny.

Jan je ¢lovek.

Jan je omylny.

Oznacime-li uvedené tfi véty symboly p, g, r, pak pokus o formalizaci v rdmci vyrokové
logiky je dan nésledujicim usudkem: p, ¢ & r, coz odpovida formuli: (p & q) —>r.

Tato formalizace je vSak ziejmé nedostacujici, a to z téchto divodi. Uvedené tii vyroky
jsou z hlediska VL elementarni a navzdjem nezavisl¢, avSak ve skute¢nosti maji vnitini
komponenty, jsou strukturované, a existuje mezi nimi prostfednictvim téchto kompo-
nent vazba. Termin "Cloveék" se vyskytuje ve vyrocich p i g, termin "omylny" ve vyro-
cich p ir, atermin "Jan" ve vyrocich g ir.

Formule (p & g) — r neni tautologii, sudek p, g & r neni platny, i kdyz usudek demon-
strovany piikladem evidentné platny je.
V predikatové logice, ktera je zobecnénim vyrokové logiky, je uvedeny tsudek forma-
lizovén jako

Vx [p(x) > q(x)], p(J) |= q(J), resp. nasledujici formuli
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8 Predikatova logika 1. iadu

{Vx [p(x) = q(x)] & p())} = q(J), kde

e xjepredmétova (individuova) proménné probihajici uréitou predmétnou ob-
last — universum diskursu,

e Jje individuové konstanta z dané predmétné oblasti (v uvedeném ptikladé
konkrétni ¢lovek Jan),

e p, g jsou urcité vlastnosti predmétii z universa diskursu (v uvedeném pii-
kladé¢ je interpretujeme jako vlastnosti myslicich bytosti "byt clovékem" a
"byt omylny"), p(x), g(x) resp. p(J), q(J) znaci, ze x resp. J ma vlastnost p
resp. ¢,

e zapis Vx| ] znaci, Ze pro vSechna individua z pfedmétné oblasti plati to, co
je uvedeno v hranatych zavorkach.

Dalsi priklady jsou:

Kazdé celé cislo je racionalni
1 je celé cislo

Tedy 1 je racionélni Cislo

Kazdy clovek je smrtelny.
Aristoteles je clovek

Tedy Aristoteles je smrtelny.

V dal$im se budeme zabyvat pouze tzv. predikatovou logikou 1. Fadu, kterd formali-
zuje usudky o vlastnostech pfedmétl a vztazich mezi predméty pevné dané predmétné
oblasti (univerza).

Nebudeme se zabyvat formalizaci usudki, které navic vypovidaji i o vlastnostech vlast-
nosti a vztahll a o vztazich mezi vlastnostmi a vztahy. Tim se zabyvaji predikatové
logiky druhého a vysSich radi.

Predikatova logika 1. fadu je zobecnénim vyrokové logiky, kterou miizeme povazovat
za logiku nultého fadu. Predikéatova logika 1. faddu je postacujici pro formalizaci mno-
hych matematickych i jinych teorii.

DEFINICE 8-1 JAZYK PREDIKATOVE LOGIKY 1. RADU

Abeceda predikatové logiky je tvoiena nasledujicimi skupinami symboli:
o Logické symboly
o predmétové (individuové) proménné: x, y, z,... (pfip. s indexy)
o symboly pro spojky: —, &, v, =, <>
o symboly pro kvantifikatory v, 7
o prtipadné bindrni predikatovy symbol = (predikatova logika s rovnosti)
o Specidalni symboly (urcuji specifiku jazyka)
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o predikatové symboly(relacni symboly):
* p,q,r,.. /ptip. s indexy/
o funkéni symboly:  f, g, h,... /ptip. s indexy/

e Ke kazdému funkénimu a predikdtovému symbolu je ptifazeno nezaporné Cislo
n (n 20), tzv. arita, udavajici pocet individuovych proménnych, které jsou argu-
menty funkce nebo predikatu.

o Pomocné symboly /zavorky, carka/: (,) /ptipadnéi/,],{.,}/,,

Abecedy vyrokové a predikatové logiky maji spolecného: 5 symboli logickych spojek,
logické konstanty a nékteré symboly pomocné — zavorky. Nové jsou zde zavedeny sym-
boly pro proménné a konstanty, n-arni funktory a n-arni predikatové symboly, kvantifi-
kator a pomocny symbol ¢arka.

Funk¢ni symboly ¢etnosti nula se nazyvaji konstanty. Funkéni a predikatové symboly
se nazyvaji dohromady mimologické symboly. Logickym spojkam a kvantifikatorim se
fiké logické symboly.

Jazyk je tedy mnozina mimologickych symbolt spolu s tdajem, ktery pro kazdy prvek
mnoziny urcuje, zda je to funkcni nebo predikatovy symbol a jaka je jeho ¢etnost.

Jazyk predikatové logiky, jak byl vymezen vyse, je jazyk logiky 1. fadu, pro niz je cha-
rakteristické to, ze jediny pripustny typ proménnych jsou individuové promenné. Pouze
individuové proménné Ize vazat kvantifikatory. Volbou jazyka je dano, o ¢em se v dané
teorii mize mluvit.

Definice gramatiky, ktera udava, jak tvofit:
* termy:
o kazdy symbol proménné je term
o jsou-li t4,...,t, (n > 0) termy a je-li f n-arni funkéni symbol, pak vyraz
f(ti,...,t,) je term; pro n = 0 se jednd o nuldrni funkéni symbol, neboli
individuovou konstantu (zna¢ime a, b, c, ...)
o jen vyrazy dle ptedchoziho jsou termy
e atomické formule:
o je-li p n-arni predikatovy symbol a jsou-li #;,...,t, termy, pak vyraz
p(ti, ..., ty) je atomicka formule
o jsou-li#; a t;> termy, pak vyraz (¢; = t) je atomické formule
e formule:
o kazdé atomicka formule je formule
o je-li vyraz 4 formule, pak —A4 je formule
o jsou-li vyrazy A a B formule, pak vyrazy (4 v B), (A & B), (A — B),
(A <> B) jsou formule
o je-lix proménnd a 4 formule, pak vyrazy Vx4 a #xA4 jsou formule
o jen vyrazy dle ptedchoziho jsou formule.
Zapis formuli mizeme zjednodusit na zéklad¢ nasledujicich konvenci o vynechavani
zavorek:
e FElementarni formule a formuli nejvyssiho fadu netfeba zavorkovat (vnéjsi za-
vorky vynechavame).
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8 Predikatova logika 1. iadu

e Zavorky je mozné vynechavat v souladu s nasledujici prioritni stupnici funktorti:
(v, 3, = &, v, =, ¢«». Kazdy funktor vlevo od vybraného funktoru vaze silngji
nez vybrany funktor.

e Vpfipad¢, Ze o priorité vyhodnoceni nerozhodnou ani zavorky ani prioritni stup-
nice, vyhodnocujeme formuli zleva doprava.

e Specidlné vzhledem k asociativité¢ konjunkce a disjunkce, netieba pii zapisu vi-
ceclennych konjunkei a disjunkci uzivat zadné zavorky.

o Vedle zavorek (,) Ize uzivat i zavorky /,1.{,}.

Z definice gramatiky je zfejmé, Ze termy jsou vytvafeny z proménnych, konstant a funk-

o

toru.

Bazovy term je term neobsahujici zadné proménné.

Kvantifikatory umoziuji zavést do jazyka moznost formalniho vyjadieni toho, ze n-
cetny predikat plati nebo neplati pro vSechny nebo jen pro nékteré n-tice prvki univerza
diskurzu. Kvantifikatory se vzdy vtahuji k symbolim pro proménné obsazené v dané
formuli.

Jazyk elementérni aritmetiky je pfipadem jazyka predikatové logiky 1. fadu s rovnosti.
Ma tyto (specialni) funkéni symboly:
* nularni symbol: 0 (konstanta nula)
* unarni symbol: s (funkce néslednik)
* Dbinarni symboly: + a x (s¢itani a nasobeni)
» Prikladem termi jsou (pouzivame infixni notaci pro + a x):
0, s(x), s(s(x)), (x +y) xs(s(0)), atd.
* Formulemi jsou napft. vyrazy:
s(0) = (0xx) +s(0), I (y =x x2), Vx [(x=y) > F (x=s0)]
Vyskyt proménné x ve formuli A je vazany, jestlize je soucasti néjaké podformule
VxB(x)nebo ZB(x) formule A. Proménnd x je vdazand ve formuli A, ma-li v A vazany
vyskyt. Vyskyt proménné x ve formuli 4, ktery neni vdzany, nazyvame volny. Pro-
ménnd x je volnd ve formuli A, mé-1i v A volny vyskyt. Formule, v niz kazd4 proménna
ma bud’ vSechny vyskyty volné nebo vSechny vyskyty vazané, se nazyva formuli s Cis-
tymi proménnymi. Formule se nazyva uzavienou, neobsahuje-li zddnou volnou pro-
ménnou. Formule, kterd obsahuje aspon jednu volnou proménnou se nazyva otevienou.
Necht x;, x2, ..., x» jsou vSechny volné proménné formule 4. Potom uzavienou formuli
VA =df Vx;Vx.¥x,A resp. 34 =df x,3x>...3x,4,
nazyvame generdlnim resp. existenénim uzdvérem formule A.

Formule je rovnéz uzaviena, neobsahuje-li Zddnou proménnou. TataZ proménna mize
mit ve formuli volny i vdzany vyskyt, napiiklad:
x<0—=Vx(-x>0)

Symbolem A4 (x/t) oznacujeme formuli, ktera vznikne z formule A korektni substituci
termu t za proménnou x. Ma-li byt substituce korektni musi splilovat nasledujici pravi-
dla:

» Pfi substituci nahrazujeme vsechny volné vyskyty proménné x ve formuli 4.

» Substituovat lze pouze volné vyskyty proménné x ve formuli 4.
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*  Zadna individuova proménna vystupujici v termu ¢ se po provedeni substituce
x/t nesmi stat ve formuli 4 vazanou (v takovém piipad¢ je term ¢ za proménnou
x ve formuli A nesubstituovatelny).

Symbolem A(x1,x2,...,%n / t1,t2,...,ta) 0znacujeme formuli, ktera vznikne z formule 4 ko-
rektnimi  substitucemi x4 pro i = I, 2,..,n. VSechny formule tvaru
A1, X2,...,%n / t1, B,...,1,) nazyvame instancemi formule A.

Jestlize formule A po substituci termll za proménné jiz neobsahuje Zzddnou proménnou,
nazyva se bazovou instanci A. Proménné obsazené ve formulich umoznuji vyjadfovat
obecna tvrzeni. Dosazovanim termil za proménné 1ze pak ziskat jednotlivé instance for-
mule, které ptredstavuji tvrzeni o jejich specidlnich ptipadech.

4
2 NIRESENY PRIKLAD 8-1

Necht formuli A(x) je: p(x) = V) q(x, y) a term ¢ necht’ je f{y).
Proved'te substituci 4(x/f()).

Reseni prikladu
Provedeme-li substituci 4(x/f(y)), dostaneme:
() = Yy a(fy), y)-
Vidime, Ze druhy (zvyraznény) vyskyt proménné y neni volny (pfitom pivodné
zde byla volna proménnd x, takze jsme zménili ”smysl vyrazu”).
Tedy term f{y) neni substituovatelny za x v dané formuli 4,

tj. p(x) > Vy q(x, y).

Nyni si ukazeme, jak ptevadét z ptirozeného jazyka do symbolického jazyka PL1. Jde
o analyzu vyrazl pfirozeného jazyka v ramci PL1.

Volba predikatovych (a funkénich) konstant je libovolna potud, Ze nesmi dojit ke ’kolizi
vlastnosti, funkci ¢i vztahi”. Vyrazy jako “vSichni”, “kazdy”, “nikdo”, apod. “ptekla-
dame” vSeobecnym kvantifikdtorem V, vyrazy jako “n¢kdo”, ’nekteii”, apod. “prekla-
dame” existencnim kvantifikatorem 7.

Dale budeme piedpokladat, ze jde o jazyk nad homogennim universem, proto v nasle-
dujicich ptikladech povazujeme za universum diskursu (obor proménnosti proménnych)
mnozinu vSech individui. Pro pfehlednost budeme pouzivat velka pismena pro predika-
tové symboly.

doc. RNDr. Ludék Cienciala, Ph.D.  Uvod do logiky



8 Predikatova logika 1. iadu

N7
2 NIRESENY PRIKLAD 8-2

Analyzujte v jazyce PL1 nasledujici vyroky:
1. Nikdo, kdo neni zapracovan (P), nepracuje samostatné (S).
Ne kazdy talentovany (T) spisovatel (Sp) je slavny (SI).
Pouze zaméstnanci (Z) pouzivaji vytahu (V).
Ne kazdy ¢lovek (C), ktery hodné mluvi (M), nema co fici (R).
Nékdo je spokojen (Sn) a nékdo neni spokojen.
Nekteti chytti lidé (Ch) jsou lini (L).
7. Vsichni zaméstnanci (Z) pouzivaji vytahu (V).

AN

Reseni prikladu
Jako pomticka k feSeni mtze slouzit tato zasada: Po vSeobecném kvantifi-

katoru V'nasleduje formule ve tvaru implikace (—), kdeZto po existencnim kvan-
tifikatoru formule ve tvaru konjunkce (&).

1. Nikdo, kdo neni zapracovan (P), nepracuje samostatné (S).
Vx [-P(x) > —S(x)]

2. Ne kazdy talentovany (T) spisovatel (Sp) je slavny (SI).
—Vx {[T(x) & Sp(x)] — Sl(x)}

3. Pouze zaméstnanci (Z) pouzivaji vytahu (V).
Vx [Vix) = Z(x)]

4. Ne kazdy clovek (C), ktery hodné mluvi (M), nema co fici (R).
—Vx {[C(x) & M(x)] > —R(x)}

5. N¢ékdo je spokojen (Sn) a nékdo neni spokojen.
dx Sn(x) & Ix —~Sn(x)

6. Ngktefi chytti lidé (Ch) jsou lini (L).
dx [Ch(x) & L(x)]

7. VSsichni zaméstnanci (Z) pouzivaji vytahu (V).
Vx [Z(x) > V(x)]

8.1 Sémantika PL1 — interpretace formuli

Sémantika neboli vyznam formuli predikatové logiky 1. fadu, je dana jejich interpretaci.
Nez tento pojem presné definujeme, uvedeme nékolik neformalnich motivaci a vysvét-
leni. PoloZime-li si otazku, zda dana formule PL1 je pravdiva ¢i ne, pak takova otazka
je v podstaté nesmyslna, pokud nevime, co formule znamena, tedy jak je interpretovana.
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Tak napt. formule
vx p(f(x), x)

*  miZze “fikat”, Ze pro vSechna pfirozena Cisla plati, Ze jejich druha mocnina je
vEtsi nez to ¢islo, nebo ze pro vSechny lidi plati, Ze jejich otec je starsi nez do-
ty¢ny ¢lovek, pak je samoziejmé v takovych interpretacich pravdiva.

* Miuze ale také znamenat, Ze pro vSechna pfirozena Cisla plati, Ze jejich druha
mocnina je mensi nez to Cislo, nebo ze pro vSechny lidi plati, Ze jejich otec je
mladsi nez doty¢ny clovek, pak je samoziejmé (v takové interpretaci) neprav-
diva.

V ¢em tedy spociva interpretace formule? Nejprve musime stanovit, o ¢em mluvime”,
tedy jaka je predmétné oblast — obor proménnosti (individuovych) proménnych, tj. zvo-
lime jistou neprazdnou mnozinu — universum diskursu, jejiz prvky jsou individua. Je-
likoZ predikatové symboly maji vyjadiovat vztahy mezi témito pfedméty — prvky uni-
versa, pfitadime kazdému n-arnimu predikdatovému symbolu jistou n-arni relaci (tj.
podmnozinu Kartézského sou¢inu) nad universem. Specidlné, jedna-li se o unarni pre-
dikatovy symbol (n = 1), pak pfifadime podmnoZinu universa. Podobné funkéni sym-
boly budou vyjadrovat n-arni funkce nad universem. Teprve poté, co je dana formule
interpretovana, mtizeme vyhodnotit jeji pravdivost ¢i nepravdivost v dané interpretaci.

Informace ptedstavuji data spolu se svou interpretaci. Interpretaci dat se rozumi jejich
vyznamova stranka. Pojem informace je tedy neoddélitelny od sémantiky dat.

Je zde vSak jesté jeden problém, a to jsou proménné. Proménnym jazyka PL1 pfifazu-
jeme valuaci individua, tj. prvky universa. (Proménnym jazyka PL2 mohou byt pfifa-
zeny také vlastnosti ¢i funkce.) Jak uvidime dale z definice sémantiky kvantifikatort,
pravdivostni hodnota formule nezavisi na hodnoté vazanych proménnych (pouze volné
proménné jsou “skutecné” proménné). Obsahuje-li vSak formule néjaké volné pro-
meénné, mizeme vyhodnotit jeji pravdivost v interpretaci pouze v zdvislosti na ohodno-
ceni (valuaci) volnych proménnych. Pti nékteré valuaci mize byt formule v dané inter-
pretaci pravdiva, pfi jiné nepravdiva.

Tak napt. formule

vx p(f(x), y)

* muze byt interpretovana nad mnozinou celych ¢isel tak, ze symbolu p je pfita-
zena relace vétsi nebo rovno (=), symbolu f funkce druhd mocnina (tedy f(x)
“znamena” x?).

 Pak formule “iika”, Ze pro kazdé celé &islo x plati, ze x* je v&t$i neZ nebo rovno
jistému ¢islu y.

* Tedy pravdivost formule v této interpretaci zavisi na ohodnoceni (valuaci) pro-
ménné y.

» Ptifadime-li napt. y ¢islo 5, je formule nepravdiva, ptifadime-li tfeba cislo -3
nebo 0, je formule pravdiva.

* Obecné bude formule pravdiva (v této interpretaci) pro kazdou valuaci pro-
meénné y, kterd ptifadi y zaporné ¢islo nebo nulu, nepravdiva pro vSechny valu-
ace, které ptifadi proménné y ¢islo kladné.
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DEFINICE 8-2 INTERPRETACE JAZYKA PL1

Interpretace jazyka predikdtové logiky 1. idadu je tato trojice objektii (kterd je nékdy
nazyvana interpretacni struktura):
* Neprazdna mnozina M, kterd se nazyva universum diskursu a jeji prvky jsou
individua.
* Interpretace funkénich symbolll jazyka, ktera pfifazuje kazdému n-drnimu
funkénimu symbolu f urc¢ité zobrazeni fy: M" — M.

Interpretace predikatovych symbolt jazyka, kterd pfifazuje kazdému n-drnimu predika-
tovému symbolu p jistou n-arni relaci py nad M, tj. podmnoZinu Kartézského soucinu
M.

Kazdy n-arni funkéni symbol je tedy interpretovan jako funkce, kterd ptifazuje n-tici
individui pravé jedno individuum, tj. zobrazeni z M x...x M do M. Specielné:

* je-lin=0, pak se jedna o nularni funkéni symbol, tedy o individuovou konstantu,
které je ptifazen prvek universa — individuum

* je-lin =1, pak se jednd o unarni funk¢ni symbol, kterému je pfifazena funkce o
jednom argumentu (napf. nad mnoZinou ¢isel x?, x + 7, nad mnoZzinou individui
otec(x), matka(x), atd.)

* je-li n =2, pak se jedna o bindrni funkéni symbol, kterému je pfifazena binarni
funkce se dvéma argumenty (napf. nad mnozinou ¢isel x + y, x.y, atd.)

Kazdy n-arni predikatovy symbol p je interpretovan jako n-arni relace pu, tj. podmno-
zina Kartézského soucinu M x...x M, neboli zobrazeni M x...x M — {1,0}. Tato relace
pu se nazyva obor pravdivosti predikatu. Specialné:

* je-lin=0, pak se jedna o nularni predikatovy symbol, kterému je pfifazena hod-
nota / nebo 0 (pravda, nepravda) tak, jak to jiz zndme z vyrokové logiky.

* je-lin=1, pak se jedna o unérni predikatovy symbol, kterému je pfifazena pod-
mnozina universa M. (Vlastnosti tedy v PL1 vyjadifujeme — pon¢kud neptesné —
jako podmnoziny universa.)

* je-li n =2, pak se jedna o bindrni predikatovy symbol, kterému je piifazena bi-
narni relace nad universem (napf. relace vétsi, mensi, apod.)

Vyrokova logika je tedy specidlnim (nejjednodussim) piipadem predikatové logiky, a
to 0. fadu, ve které pracujeme pouze s nularnimi predikaty a nepotiebujeme proto termy,
funkéni symboly, individuové proménné ani universum diskursu (obor proménnosti
proménnych). Nuldrnim predikattim pfifazujeme pouze hodnoty pravda, nepravda.

Ohodnoceni (valuace) individuovych proménnych je zobrazeni e, které kazdé pro-
ménné x ptifazuje hodnotu e(x) € M (prvek univerza).

Ohodnoceni termii e* indukované ohodnocenim proménnych e je induktivné defino-
vano takto:

* &'(x)=ex)
o c'f(t, t2...1n) = fu (7(t1), €'(12),...,e7(ts), kde fu je funkce pfifazena v dané
interpretaci funkénimu symbolu f.
Hodnotou (realizaci) termu ¢ v interpretaci [ je tedy vzdy jisty prvek universa. Tedy
funkéni symboly jsou “jména funkci — zobrazeni”, termy jsou “jména prvkll universa”,
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zatimco predikatové symboly jsou “jména relaci” a formule jsou “yména pravdivostnich
hodnot”.

DEFINICE 8-3 PRAVDIVOST FORMULE

Pravdivost formule A v interpretaci I pro ohodnoceni e individuovych proménnych
(coz znac¢ime |=; Afe] — formule A4 je pravdiva v I pro e, nebo také A je splnéna v I
ohodnocenim e), je definovana v zavislosti na tvaru formule:
Je-li A atomické formule tvaru
s p(t, ..., ty), kde p je predikatovy symbol (rizny od =) a ¢, ..., t, jsou termy, pak
|=1 A[e], jestlize plati < e*(t1), e’(t2),...,e*(t,)> € pu, kde pu je relace piifazena
interpretaci / symbolu p — obor pravdivosti p. Tedy individua, kterd jsou hodno-
tou termt ¢4, ..., ¢, jsOu v relaci p.
* (1 =1, pak |=1 A[e], jestlize plati e”(t;) = e*(12), tj. oba termy jsou realizovany
tymz individuem.
Je-1i 4 slozena formule tvaru
* =B, pak |=; A[e] jestlize neplati |=;B/e]
* B&C,pak |=14/e],jestlize plati |=; Bfe] a |=1C[e]
* BV, pak |=14/e], jestlize plati |= ; B/e] nebo |=; C[e]
* B —>(C, pak |=14[e], jestlize neplati |= ; Bfe] nebo plati |= ;C/e]
* B «(C, pak |=14/e], jestlize plati |=; Bfe] a |=; C[e], nebo neplati |=; Bfe] a
neplati |=; C/e].
Je-1i 4 formule tvaru
* Wx B, pak |= 1 Afe], jestlize pro libovolné individuum i € M plati
|=1 B[e(x/i)], kde e(x/i) je valuace stejna jako e az na to, ze ptifazuje promeénné
x individuum 7.
* = B, pak |= 1 Afe], jestlize pro alespon jedno individuum i € M plati
=1 B[e(x/i)], kde e(x/i) je valuace stejna jako e az na to, ze ptifazuje promeénné
x individuum 7.

Je-li universum diskursu kone¢na mnozina M = {ay, ...,a,}, pak plati nasledujici ekviva-
lence formuli:

Vx A(x) < A(a)) & ... & A(an)

Ax A(x) < A(ay) v... v Ala,).

Z definice kvantifikéatora je navic zfejmé, ze plati:
Vx A(x) < —3x —A(x),
dx A(x) < —Vx —A4(x).

Formule A je splnitelnd v interpretaci I, jestlize existuje ohodnoceni e proménnych
takové, ze plati |= 14 [e].

Formule A je pravdiva v interpretaci I, znaime |= ; A , jestlize pro vSechna mozna
ohodnoceni e individuovych proménnych plati, ze |= ;4 /e].
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Formule A je splnitelna, jestlize existuje interpretace /, ve které je splnéna, tj. jestlize
existuje interpretace / a valuace e takové, ze |= ; A/e/. Takova interpretace / a valuace
e, tedy dvojice <7,e>, pro kterou plati |=; A/e], se nazyva model formule.

Formule A je tautologii (logicky pravdiva), znacime |= A, jestlize je pravdiva v kazdé
interpretaci.

Formule A je kontradikci, jestlize nema model, tedy neexistuje interpretace /, ktera by
formuli 4 spliiovala.

Podmnozinou mnoziny splnitelnych formuli je mnozina formuli platnych v dané struk-
tufe pfi vSech jejich moznych valuacich a podmnozinou této podmnoziny je pak mno-
zina logicky platnych formuli.

Model mnoZiny formuli {4, ...,A,} je takova interpretace / (a pfipadné valuace e vol-
nych proménnych), kterd splituje vSechny formule 4, ...,4,, tedy dvojice <7,e>, pro kte-
rou plati |= s Aife],..., |= 1 4a]e].

Formule B logicky vyplyva 7 formuli Ay, ..., An, Zna¢ime Aj,...,An |= B, jestlize B je
pravdiva v kazdém modelu mnoziny formuli 4;,...,4,. Tedy pro kazdou interpretaci 7,
ktera splituje formule A4, ..., A (|=141fe], ..., |= 1 An[€]) plati, Ze splituje také formuli
B (|=1B/e]).

Formule A, B jsou (sémanticky) ekvivalentni, jestlize pro vSechny interpretace / a
vSechny valuace e maji stejna pravdivostni ohodnoceni. Skutecnost, ze formule 4, B
jsou ekvivalentni zapisujeme: 4 < B.

VETA 8-1

Necht plati: 4 je formule vyrokové logiky sestavena z vyrokovych symbolt p;, po,...,pn,
B1,B,...,By jsou libovolné formule predikatové logiky, formule A' vznikne z formule 4
nadhradami proménnych p;, p»,...,p» formulemi B;, B,...,B, (po fad¢, tj. Bi za p;). Potom
plati: je-li 4 tautologii vyrokové logiky, je A’ tautologii predikatové logiky.

Diukaz :

Pravdivostni hodnota formule A4 nezavisi na pravdivostnich hodnotach formuli p;,
p2,...,pn a tedy ani pravdivostni hodnota formule 4" nezavisi na pravdivostnich hodno-
tach formuli B;, B.,...,Bn.

VETA 8-2

Necht plati: Formule 4 obsahuje podformule B, B,...,B, , formule B;, B>,...,B, jsou po
fadé ekvivalentni s formulemi B;', B>'....,B," /tj. Bi < B;'/, formule A’ vznikne z formule
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A nahradami formuli B;, By,...,B, formulemi B;', B>',...,B,' (po tad¢, tj. Bi' za B;). Potom
plati: je-1i A4 tautologii predikatové logiky, je 1 4’ tautologii predikatové logiky.

Dikaz :

Ve formuli 4 nahrazujeme podformule formulemi se stejnym pravdivostnim ohodnoce-
nim (pro vSechny (7, e)). Tedy pravdivostni ohodnoceni formule 4" musi byt pro vS§echny
(1, e) stejné jako pravdivostni ohodnoceni formule 4. Je-li tedy A tautologii, je tautologii
14"

Nyni uvedeme nekteré dilezité tautologie predikatové logiky:
1. |= WxA(x)—>A() dictum de omni
specialné |= WxA(x) > A@/t)
2. FA(@Y) — IxA(x)

De Morganovy zdkony:
3. FVxA(x) & Ix—A(x)
4. |=—3xA(x) > Vx-A(x)

Zikony distribuce kvantifikdtori:

5. |=Vx[A(x) > B(x)] > [VxA(x) > VxB(x)]

6. |=Vx[A(x) > B(x)] >[3xA(x) > IxB(x)]
|= Vx[A(x) & B(x)] <> [VxA(x) & VxB(x)]

8. |=3x[A(x) & B(x)] — [AxA(x) & IxB(x)]

9. |=/VxA(x) v VYxB(x)] = Vx[A(x) v B(x)]

10. |= 3x[A(x) v B(x)] <> [AxA(x) v IxB(x)]
Zadkony prenexnich operaci (ptedpokladame, ze formule 4 neobsahuje volnou promén-
nou x):

11. |= Vx[/A > B(x)] <> [A —> VxB(x)]

12. |=3x[/4 - B(x)] <> [A —> IxB(x)]

13. |= Vx/B(x) > A] <> [3xB(x) — A]

14. |= 3x/B(x) > A] <> [VxB(x) —> A]

15. |= Vx[4 & B(x)] <> [A & VYxB(x)]

16. |= 3x/4 & B(x)] <> [A & IxB(x)]

17.|=Vx[A v B(x)] <> [A v VxB(x)]

18. |=3x[/4 v B(x)] <> [A v 3xB(x)]

~

Zikony komutace kvantifikdtorii:
19. |= VxVyA(x,y) <> VyVxA(x,y)
20. |= IxIyA(x,y) <> FyIxA(x,)
|= D VyA(x,y) > VyIA(xy)

Necht’ term t je substituovatelny za proménnou x:

22. |= VxA(x) — A(x/t) zakon konkretizace
23.|= A(x/t) > dxA(x) zakon abstrakce
24. |= VxA(x) —> IxA(x) zdakon partikularizace
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8 Predikatova logika 1. iadu

DEFINICE 8-4 DUALNIi FORMULE

Necht’ formule F je utvofena z elementarnich formuli 4, B,... pouze pomoci funktort —,
&, v, V, 7 Formuli F', kterd vznikne z formule F' vzajemnymi zdménami funktorti & a
v a vzajemnymi zaménami funktori a 7, nazyvame dudlni formuli k formuli F.

Vzhledem k tomu, ze F"" = F, jsou formule F a F" dudlnimi navzdjem.

Bf

VETA 8-3

Necht' L je jazyk predikatové logiky s danou interpretaci /, v némz x je proménna, A4 je
formule. / E 4, pravé kdyz I & Vx A.

Diukaz :

Necht' I E 4, tj. A4 je pravdiva v [ pti libovolném ohodnoceni, tedy i pro takové ohodno-
ceni e, vnémz za x zvolime libovolné individuum m z universa M. Plati tedy / £ Vx
A[e(x/m)] pro libovoln¢ zvolené m a proto plati / &= Vx A.

Dokézeme nepiimo: predpokladejme, Ze neplati / £ Vx 4. Potom by muselo existovat
ohodnoceni ey takové, Ze pii némz by neplatilo I & A/eo/, tj. platilo by I £ —A[ey/. To
ale odporuje predpokladu, Ze I = A/e] pro vSechna e.

VETA 8-4

Necht' 4 je formule jazyka L a [ jeho interpretace. Potom A je nesplnitelna v 7, prave
kdyz I = V—A.

Diukaz :

Je-li 4 nesplnitelnd, tj. neplati / = Ale] pro libovolné e, plati tedy / = = Afle] pro
viechna e a proto plati 1 /=—A. Podle pedchazejici véty pak plati I /& v'—A.
Dokazeme neptimo: Kdyby A4 byla splnitelna v /, existovalo by ohodnoceni e takové,
e I J=A[e], proto by nemohlo platit I /= V'—d.
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VETA 8-5

Necht A4 je formule jazyka L a [ jeho interpretace. Potom 4 je splnitelna v 7, pravé kdyz
I 34,

Dikaz :

Je-li 4 splniteln4, pak existuje takové ohodnoceni e, Ze plati I /=A[e]. Ziejmé& pak plati
I /=34[e]. Podle diisledku predchoziho lemmatu je pak ale / /=374, nebot’ 74 je uzaviena
formule.

Dokazeme neptimo: kdyby A byla nesplnitelna, neexistovalo by ohodnoceni e takové,
7e il =A[e], tedy by neplatilo I /= J4/e] a proto ani I /=7 A.

KONTROLNI OTAZKA 7

1. Definujte jazyk predikatové logiky.
2. Definujte splnitelnost a pravdivost v predikatové logice.
3. Co nazyvame interpretaci?

CVICENI 7

Priklad 1: Pfeved'te nasledujici véty v pfirozeném jazyce do formuli v predikatové lo-
gice.

Nekteti studenti nemaji hudebni nadéni.

Nekteti ptitomni bydli v hotelu.

Nékteti studenti nejsou ani nadani ani pilni.

Kazdé cislo délitelné 8 je délitelné 4.

Kdo seje vitr, ten sklizi boufi.

Psi, ktefi hodné §te¢kaji, nekousou.

Zadny tyran neni spravedlivy.

Kazdy ¢lovek ma otce, ma i matku.

Kazdy, kdo ma otce, mé i matku.

Kazdy ¢lovek je mladsi nez jeho rodice. (pomoci termit)
Zadny dobry ugitel nikoho zbyteéné nepotrestal.
Neékdo ma rad kazdého.

Neékdo ma rad ostatni.

Neni vSechno zlato, co se tipyti.

VSsichni sourozenci maji stejného otce. (pomoci termi)

Ptiklad 2: Necht’ vyraz P(1, e, t) znamena Lubos piijcuje Eveé tuzku. Zapiste symbolicky
nasledujici vyroky.
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8 Predikatova logika 1. iadu

Nékdo pijcuje Eve tuzku.

Eva ptijcuje nékomu tuzku.

Eva n¢komu néco ptjcuje.
Nékdo Evé néco piijcuje.

Lubos kazdému néco ptjcuje.
Neékdo nékomu néco ptjcuje.
Kazdy nékomu néco pajcuje.
Neékdo kazdému vSechno pijcuje.
Nékdo nikomu nic neptijcuje.
Z4dny kazdému viechno nepijéuje.
VSsichni v§echno vSem pujcuji.

Priklad 3: Necht’ vyraz V(p, t) znamena ,,vidim pfedmét p v okamziku t. ,,zapiste sym-
bolicky véty.

e Vzdy néco vidim.

e N¢kdy nevidim nic.

e Existuji predméty, které nikdy nevidim.

e Vidim kazdou véc v nékterém Casovém okamziku.

Ptiklad 4: Najdéete negace formuli
e Ix((PK) & g(x)) v 1(x))
V x(p(x) = Vy q(y))

e Vx(p(x)VvIyq(y))
e Vx(p(x) = q(x) & Ix(r(x) & s(x))
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9 AUTOMATICKE DOKAZOVANI V PREDIKATOVE LOGICE

(OBECNA REZOLUCNI METODA)

CAS POTREBNY KE STUDIU

Celkovy doporuceny ¢as k prostudovani KAPITOLY je 90 minut.

RYCHLY NAHLED DO PROBLEMATIKY KAPITOLY AUTOMATICKE
DOKAZOVANI V PREDIKATOVE LOGICE (OBECNA REZOLUCNi METODA)

Cilem devatého modulu je rezolucni princip v predikatové logice 1. Fadu.

KLICOVA SLOVA KAPITOLY AUTOMATICKE DOKAZOVANI V PREDIKATOVE
LOGICE (OBECNA REZOLUCNI METODA)

Rezolu¢ni princip, prenexni tvar, Skolemova forma, unifikace.

Duikaz logické pravdivosti, a tedy 1 logického vyplyvani apod., zkoumanim vSech moz-
nych interpretaci, je v predikatové logice Casto obtizny. Jednou z efektivnich metod je
vsak rezolu¢ni metoda, kterd je pro PL1 zobecnénim zékladni rezoluéni metody vyro-
kové logiky.

Obecna rezolu¢ni metoda se stala zakladem pro logické programovani, zejména progra-
movaci jazyk PROLOG (Programming in Logic).

Rezolu¢ni metoda je jedna z procedur (algoritmil), které parcialn¢ rozhoduji, zda dana
formule PL1 je nesplnitelna.

Pro piedlozenou formuli 4, ktera nesplnitelna je, tedy procedura v konecném case tuto
skutecnost zjisti a zastavi se. V piipadé, Ze 4 je splnitelnd, algoritmus nemusi nikdy
skoncit svou ¢innost.

Chceme-li tedy rozhodnout, zda dana formule A4 je logicky pravdivd, pouzijeme re-
zolu¢éni metodu na formuli —4 a zjiStujeme, zda je nesplnitelna. Je-li tomu tak, proce-
dura to zjisti a vydé kladnou odpovéd’. V opacném piipad¢€ proces nemusi nikdy skoncit.

Chceme-li zjistit, zda-li B vyplyva z ptedpokladii A4;,...,4, , formdlné¢ zapséano:
{Ai,...,An} |= B aplikujeme rezolu¢ni metodu na formuli 4; &£ ... & 4, & —B, nebot’
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9 Automatické dokazovani v predikdatové logice (obecna rezolucni metoda)

pokud je tato formule nesplnitelnd, pak je formule (4; & ... & 4,) — B tautologie a
vztah vyplyvani plati.

Rezolu¢ni metodu lze aplikovat pouze na formule specidlniho tvaru, v tzv. klauzularni
(Skolemové) formé. Nejprve proto ukdzeme, ze kazdou formuli je mozno prevést do
klauzularni formy tak, Ze vysledna formule je splnitelna, pravé kdyz vychozi formule je
splnitelnd. Potom uvedeme Herbrandovu vétu, o niz se opiraji prvni zndmé rozhodovaci
procedury pro dokazovani nesplnitelnosti v predikatové logice 1. fadu. Uplatnéni re-
zolucniho pravidla vyrokové logiky je totiz v PL1 komplikovéno tim, Ze v literalech se
vyskytuji termy obecné rtizného ,.tvaru”, které je nutno n¢jak ,,unifikovat”. Popiseme
zakladni rezolu¢ni metodu pro PL1, kterd je znac¢n¢ neefektivni. Prilomem v téchto me-
todach se vSak stal Robinsonliv objev unifika¢niho algoritmu, ktery umoznil zobecnéni
zakladni rezoluéni metody na mnohem u€innéjsi rezoluéni metodu, ktera se pak stala
zakladem logického programovani.

Automatické dokazovani v predikatové logice zobecnuje postupy automatického doka-
zovani vyrokové logiky. Oproti situaci ve vyrokové logice je situace v predikatové lo-
klauzularni tvar. Oproti vyrokové logice obsahuje navic: pfevod formule na prenexni
tvar, eliminaci kvantifikatorti z formule. Slozitéjsi je tvar rezolu¢niho odvozovaciho
pravidla. Jeho pouziti vyzaduje tipravu literali - unifikaci.

DEFINICE 9-1 PRENEXNI TVAR FORMULE

Formule A predikatové logiky je v prenexnim tvaru, ma-li podobu Qx; Oxx2...Quwxn B,
kde
* n2>0aprokazdéi= 1, 2,..,nje Q; bud vSeobecny kvantifikdtor ' nebo exis-
tencni 7,
* X1, X2,...,Xn jJSOU navzajem ruzné individuové proménné,
* B je formule utvofena z elementarnich formuli pouze uzitim vyrokovych funk-
torth —, &, v.
Vyraz Qix; Q2x2...0nxn s€ nazyva prefix (charakteristika) a B otevienym jadrem (ma-
tici) formule A4 v prenexnim tvaru.

Bf

VETA 9-1

KaZzdou formuli Ize pfepsat do prenexniho tvaru, tj. ke kazdé formuli predikatové logiky
A existuje formule 4* v prenexnim tvaru, ktera je s formuli A ekvivalentni (tj. 4 <4 #).

Dikaz :

Algoritmus pifevodu formule do prenexniho tvaru ma tyto kroky:
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1. Eliminace funktort — a ¢». Toho Ize dosdhnout uzitim nésledujicich ekviva-
lenci (nahrady jejich levé strany pravou stranou):

A—>B & —A4 vB,
AB& @A —>B)&B »4)= (—A vB) & (=B v A).

2. Pfevedeni formule na tvar s ¢istymi proménnymi.

e Pouzijeme nasledujici ekvivalence (ndhrady levé strany pravou):
(VxA & VxB) < Vx (A & B) (KA v KB) < Fx (A vB)

e Pifejmenovani vazanych proménnych tak, aby zddna proménné nebyla ve for-
muli soucasné volnd i vdzana a tak, aby vSechny vazané proménné byly navza-
jem razné. To plati nejenom pro celou formuli, ale i pro kazdou jeji podformuli.

3. Vypusténi nadbyte¢nych kvantifikatord, tj. Kvantifikatort jejichZ oblast piisob-
nosti neobsahuje zadny vyskyt kvantifikované proménné.

4. Pteneseni vSech vyskytil funktoru negace bezprostiedné pred elementarni for-
mule. Toho lze dosdhnout opakovanym uzitim nasledujicich ekvivalenci (né-
hrady jejich levé strany pravou stranou):

——A @A,

—(4 &B) <& -4 v =B,
—(A4 vB) = -4 & -B,
- A(x) < I —A(Kx)
- AK) = Vx —AKX).

5. Pfeneseni vSech kvantifikatord na zacatek formule. Toho lze dosdhnout opako-
vanym uzitim nasledujicich ekvivalenci (ndhrady jejich levé strany pravou stra-
nou):

VXA & B < Vx (A & B) IA vB < HK (A vB)
B neobsahuje volnou x
A& VB < Vx (A &B) Av B & HK((AvB)
A neobsahuje volnou x
KA &&B < ((AKB) VXA vB < Vx (A vB)
B neobsahuje volnou x
A& KB I (A&LB) Av VB < Vx (A vB)
A neobsahuje volnou x

<

N
/7

RESENY PRIKLAD 9-1

Urcete prenexni formu formule: Vx /[p(x) & Y= (—q(x,y) = Vzr(axy))].
Reseni prikladu

Vx [p(x) & Wik (q(x,y) v Vzr(axy))] eliminace —»

x [p(x) & Y3t (q(ty) v Vzr(aty))] prejmenovani proménné

Vx [p(x) & W (q(ty) vr(aty)) vypusténi nadbytecného kvantifika-
toru
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9 Automatické dokazovani v predikdatové logice (obecna rezolucni metoda)

Wx W [px) & T (q(ty) vir(aty)) presun kvantifikatoru doleva
Wt [p(x) & (qty) vir(aty))] presun kvantifikatoru dolev.

Prenexni tvar formule neni ur€en jednoznacné. Konecna podoba prenexni formule za-
visi na pofadi provadéni iprav a na zplsobu pifejmenovani vazanych proménnych.
Vsechny prenexni tvary jsou vSak ekvivalentni.

DEFINICE 9-2 SKOLEMOVA FORMA FORMULE

Skolemova forma uzaviené formule je prenexni tvar této formule, ktera neobsahuje
zadné existencni kvantifikatory. Skolemova forma vznikne z prenexni formy opakova-
nym pouzitim nésledujicich dvou operaci (skolemizaci):

VX1 Vx2..¥x, Ay A(x1, X2,...,%n, V) = VX1 VX2...¥%0 A(X1, X2,...,%0, f(X1, X2,..., X)), kde fje
novy (v jazyce dosud nepouzity) n-arni funkéni symbol, tzv. Skelemova funkce, 7x vy,
Wo... Won A(x, Y1, Y2,...,0n) = W1 Wya... Vou A(c, y1, y2,....yn), kde ¢ je nova (v jazyce
dosud nepouzitd) individuova konstanta, tzv. Skolemova konstanta

Kazdému eliminovanému existenénimu kvantifikatoru odpovida jina Skolemova funkce
nebo konstanta.
Skolemovu formu formule 4 ozna¢ime zapisem A45.

Konjunktivni normadlni tvar formule predikatové logiky je prenexni tvar formule, jejiz
matice je konjunkce disjunkeci literalt (tj. konjunkce klauzuli).

Disjunktivni normadlni tvar formule predikatové logiky je prenexni tvar formule, jejiz
matice je disjunkce konjunkci literald.

Klauzuldrni forma formule je Skolemova forma, jejiz matice je v klauzularnim tvaru,
tj. je konjunkci klausuli.

Skolemovy konstanty a funkce ptedstavuji predméty (reprezentanty predmétit), o jejichz
existenci vypovidaji ptivodni formule.

Naptiklad:  IxVy A(x,y) = Vy A(c, »)
Je-1i univerzem mnozina vSech nezépornych celych Cisel a realizaci (interpretaci) pre-
dikatu 4 je relace < (tedy A4 (x,y),.chapeme jako* x <y), pak c interpretujeme jako 0. V
tomto modelu je konstanta c jedind, ale v jinych modelech tomu tak byt nemusi.

Vx3dy A(x,y) > Vx A(x,f(x))
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Je-1i univerzem mnozina realnych ¢isel a oborem pravdivosti predikatu 4 je relace <,
pak interpretaci funkéniho symbolu f miize byt napt. funkce f*, ktera je zadana ptedpi-

sem: f*(x) =x + V3.

Po provedené skolemizaci zlstavaji v prefixu formule pouze obecné kvantifikatory. Du-
lezita pro nas je klausularni forma formule:

Vx V... Vxn[C1RC2 & ... Ci,
kde C; jsou klausule (disjunkce literalt). Vzhledem k tomu, ze uvazujeme pouze uza-
viené formule, neni nutné tyto kvantifikatory explicitné uvadeét.

Skolemova forma A5 uzaviené formule 4 neni ekvivalentni s formuli 4, ale plati:
E A5 — A, neboli 45 E A.

VETA 9-2

Kazda formule 4 muZe byt prevedena na formuli 4% v klauzuldrni (Skolemov€) formé
takovou, Ze 4 je splnitelnd, pravé kdyz 4 je splnitelna.

Dikaz :

Uvedeme algoritmus prevodu 4 — A5,
1. Utvoreni existencniho uzaveru formule A. (Zachovava splnitelnost.)
2. Eliminace nadbytecnych kvantifikatoru. (Ekvivalentni krok.)
Z formule 4 vypustime vSechny kvantifikatory Vx; Zx;, v jejichz rozsahu se
nevyskytuje proménna x;.
3. Prejmenovani promennych. (Ekvivalentni rok.)
Piejmenujeme vSechny proménné, které jsou v 4 kvantifikovany vice nez jed-
nou tak, aby vSechny kvantifikdtory mély navzajem rizné proménné.
4. Eliminace spojek —, <> podle téchto vztahti (Ekvivalentni krok.):
(A—>B)= (—AvB),(A<>B) < (—AvB) & (—BVv A
Presun spojek — dovnitr. (Ekvivalentni krok.)
6. Presun kvantifikatori doprava. (Ekvivalentni krok.)
Provadime nahrady podle téchto ekvivalenci (Q je kvantifikator V' nebo 7, © je
symbol & nebo v; 4, B neobsahuji volnou proménnou x):
Ox (A©B(x)) A © QOx B(x), Ox (A(x) ©B) & Ox A(x) ©B
7. Eliminace existencnich kvantifikatorii (Zachovava splnitelnost.)
Provadime postupné Skolemizaci.
8.  Presun vSeobecnych kvantifikatoru doleva. (Ekvivalentni krok, nebot’ jsme jiz
provedli krok 3. a plati ekvivalence dle 6.)
9. Pouziti distributivnich zakonii. (Ekvivalentni krok.)
Provedeme postupné nédhrady podformuli vlevo formulemi vpravo:
(A&B)vC = ((AvC) & (BvC), Av(B&C)<=(AvB)&(Av ().

V)]
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9 Automatické dokazovani v predikdatové logice (obecna rezolucéni metoda)

Z praktickych diivodi se snazime minimalizovat pocet argumentli zavadénych Skole-
movych funkei. Krok 6 slouzi tomuto ucelu. Vyslednou formuli mizeme jeste zjedno-
dusit pouzitim uprav, které zachovavaji splnitelnost.

Uvazujme formuli

A=VxF Ve [pzy) AqEv)].
Pokud bychom aplikovali Skolemizaci bez kroku 6, dostali bychom formuli:

A% = W& vz [p(z, fix) £ q(x, h(x,2)],

kde £, h jsou zavedené Skolemovy funkce.
Pouzijeme-li v§ak nejprve krok 6, dostaneme

A’ = Vzp(zy) & Vx P q(x,v)
a z ni eliminaci existen¢nich kvantifikatora

A= Vap(z, a) & Vx q(x, h(x)).
Odtud pak presunem kvantifikatort doleva:

A = vz Vx [p(z, @) &q(x, h(x)],
v niz zavedené Skolemovy funkce a, / jsou jednodussi.

<

N
7

RESENY PRIKLAD 9-2

Naleznéte Skolemovu formu uzaviené prenexni formy
FuWIw Xy A, v, w, X, Y, z).

Reseni prikladu

1. FuVvIwVxVy3z A(u, v, w, X, ¥, 2) vychozi forma

2. WawvaWkA@, v, w, x,y, z) po eliminaci Fu

3. WwWWEZAe@, v, f(v), x, y, z) po eliminaci #w

4. WiaxW A, v, fv), x, y, g(v,x,y)) po eliminaci %

5. A, v, f{{v), x, ¥, gv,x,)) bez explicitni obecné kvantifikace.

Pievedeme formuli 4 na formuli v klausularni (Skolemové) formé& A5

A4 = Vx{p(x) = Z{=Vy[q(xy) > p(fx)] & Vy[q(xy) = px)]}}.
1.,2. Utvoreni existen¢niho uzavéru a eliminace 7%:

A2 = Kl Vx{p(x) = {=V¥[q(xy) > p((x])] & Vy[q(xy) = px)]}}.
3. Pfejmenovani proménné y:

Az = Kl Vx{p(x) = {=Vy[q(xy) = p(fix])] & Vz[q(x,z) = p(x)]}}.
4. Eliminace —:

Ag = KIVx{—p(x) v{=Vy[=q(y) vp(x])] & Vz[—q(x.2) vp(x)]}}.
5. Pfesun negace dovniti:

As = Il vx{—px) viHlq(xy) & —p(fx]))] & Vz[—q(x.z) vp(x)]}
6. Presun kvantifikatorti 3y a Vz doprava:

Ag = IxIVx{—p(x) v {[Fy q(x,y) & —p(f(x1))] & [Vz =q(x,2) v p(x)]} }.
7. Eliminace existen¢nich kvantifikatort:
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A7 = vx{—p(x) v{[q(xh(x) & -p(f(a))] & [Vz —q(x.z) vpx)]}}.
8. Pfesun Vz doleva:
As = v vz{—p(x) v{[q(xh(x) & —p(f(a)] & [—q(xz) vpx)]}}.
9. Pouziti distributivniho zakona:
Ao = VxVz{[—p(x) vq(x.h(x)] & [-p(x) v —p(fl@)] & [-pXx) v —q(x.z)
vp(x)]}.
10. Provedeme zjednoduseni:
1) Vypustime tfeti klausuli (je to tautologie)
i1) Odstranime kvantifikator Vz (stal se zbytecnym)
ii1) Ve druh¢ klausuli odstranime —p(x), neovlivnime tim splnitelnost

AS = Vix{ [=p(x) v q(x,h(x))] & =p(f(a)) }.

Herbrandova procedura.
Chceme-li dokézat logickou pravdivost formule 4 v PL1, pak budeme postupovat ob-
dobné jako ve VL:
e Formuli 4 znegujeme
e Formuli —4 pievedeme do klauzularni formy (—4)5
e Na formuli (—4)% budeme postupné uplatfiovat rezolu¢ni pravidlo. Pokud zis-
kame prazdnou klausuli, je diikkaz ispé$né ukoncen.

o Tento tfeti bod vsak v PL1 nelze provést tak jednoduse jako ve vyrokové
logice. Problémem je to, Ze literdly s opaénym znaménkem, které by-
chom mohli pii uplatiiovani rezoluce ,,vySkrtavat™, mohou obsahovat
rizné termy.

4
2 NIRESENY PRIKLAD 9-3

Uvazujme formuli 4 v klauzularni forme:
vx Uy vz W [p(x, f(x) &qv, h(y) & (=p(a, z) v —q4(z v))].
Dokazte, ze tato formule je nesplnitelna.
Reseni prikladu
Vypisme jednotlivé klausule pod sebe a pokusme se uplatiiovat pravidlo rezoluce:
L. p(x, f1x)

2. q(, h(y)

3. —p(a, z) v —q(z V)
Klausule 1. a 3. obsahuyji literaly s opacnym znaménkem, avSak uplatnéni rezoluce
brani to, ze p(x, f(x)) #p(a, z).
Je-1i term ¢ substituovatelny za x ve formuli A(x), pak Vx A(x) |= A(x/1), ,.co plati
pro vSechny, plati i pro #“), mizeme se pokusit najit vhodnou substituci termil za
proménné tak, abychom dostali shodné ,,unifikované* literély.
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9 Automatické dokazovani v predikdatové logice (obecna rezolucni metoda)

V nasem piikladé takova substituce existuje:
x/a, z/fla).
Po provedeni této substituce dostaneme klausule:
I”. p(a, fla)
2.9(y, h(y)
3% —p(a, fla) v —q(f(a), v)
kde na 1° a 3¢ jiz 1ze uplatnit pravidlo rezoluce:
4. —q(fta), v)
Abychom nyni mohli rezolvovat klausule 2. a 4., zvolime op¢t substituci:
y/fa), v/h(f(@).
Dostaneme
2°. q(f(a), h(f(a)))
4. =q(f(a), h(f(@))

a jejich rezoluci jiz obdrzime prazdnou klausuli.

Tedy formule 4 je nesplnitelna.

Problémem ovSem je to, Ze ptislusné substituce jsme hledali ”zkusmo”, intuitivné. Aby
mohl byt cely proces automatizovan (a mohl tak slouzit jako zaklad pro logické progra-
movani), musime najit néjaky algoritmus, jak provadét ptislusné unifikace.

Uvedeme zde dva:

*  Herbrandova procedura

*  Robinsonny unifikacni algoritmus
Podle definice je dana formule A nesplnitelnd, pravé kdyz nabyva hodnoty nepravda ve
vSech interpretacich nad v§emi moznymi obory interpretace. Dikaz toho, Ze 4 je nespl-
nitelnd, by samoziejmé usnadnilo, kdybychom nasli jisty pevny obor interpretace D ta-
kovy, ze A je nesplnitelnd, praveé kdyz nabyva hodnoty nepravda ve vSech interpretacich
nad timto pevnym oborem D. Takovy obor ke kazdé formuli 4 existuje a nazyva se
Herbrandovo universum H 4.

DEFINICE 9-3 HERBRANDOVO UNIVERSUM

Herbrandovo universum H, je tvofeno mnozinou vSech termt, které mohou byt sestro-
jeny z individuovych konstant a; a funk¢nich konstant f;, které se vyskytuji v 4. (Pokud
v 4 neni zadn4 individuova konstanta, pouzijeme libovolnou, napt. a.)

V dalsim vykladu budeme vyznacovat prvky Herbrandova universa kurzivou a tu¢né,
abychom je odlisili od funkénich symboli formule.
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Priklad:
Pro formuli 4 = Vx [p(a) v q(b) = p(f(x))]
je Ha = {a, b, fla), f(b), f(f(@), f(f(})). ...}
Pro formuli B = Vx Yy p( (fx), v, q(x.y))
je Ha = {a, fla), q(a,a), f(f(), q(a.f(@). 4(f(a),q), ...}

DEFINICE 9-4

Bud’ 4 formule v klausuldrni formé: vx; Vxz ... W, [C1 & ... & Ci]. Zdkladni instanci
klausule C; (1 <i <k) rozumime klausuli, ktera vznikne z C; tim, Ze vSechny individuové
proménné v C; nahradime néjakymi prvky z Hy.

Bf

VETA 9-3 HERBRAND

Formule A4 v klausuldrni formé je nesplnitelnd, praveé kdyz existuje kone¢na konjunkce
zakladnich instanci jejich klausuli, kterd je nesplnitelna.

Herbrandova procedura parcidlné rozhoduje, zda je dand formule 4 nesplnitelnd. K dané
formuli postupné generujeme zakladni instance jejich klausuli a resoluéni metodou vzdy
testujeme, zda je jejich konjunkce nesplnitelna. Jestlize tomu tak je, pak A je nesplni-
telnd a tato procedura to po konecném poctu kroki zjisti. V ptipadé splnitelnosti A mize
procedura generovat donekonecna nové a nové zékladni instance a testovat jejich kon-
junkce.

Podstatnym problémem této metody je skutecnost, ze generovani zékladnich klausuli je
neefektivni. Pocet zakladnich instanci, které musi byt generovany, dokud nenarazime
na “protipiiklad” — nesplnitelnou konjunkci, mize byt casto tak velky, Zze nam pteplni
pamét’ pocitace, nehled¢ na ¢asovou slozitost takového algoritmu. J.A. Robinson na-
vrhl v r. 1965 metodu, kterd na rozdil od Herbrandovy procedury nevyzaduje genero-
vani zékladnich instanci, ale rozhodne ptimo, zda k /ibovolné konjunkci klausuli exis-
tuje substituce takova, kterd unifikuje nékteré literaly a umozni dokazat nesplnitelnost
(pokud tato konjunkce nesplnitelna je).

DEFINICE 9-5 SIMULTANNI SUBSTITUCE TERMU

Necht’ 4 je formule obsahujici individuové proménné x;, i = 1,2,...,n, a to bud’ ptimo
(jako bezprostfedni argumenty) nebo zprostiedkované (jako argumenty funkci).
Ozname o ={x,/t;, X2/ts, ..., xn/tn} simultanni substituci termu ¢t; za (vSechny vyskyty)
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9 Automatické dokazovani v predikdatové logice (obecna rezolucni metoda)

predmétové proménné x; pro i = 1,2, ...,n. Potom zépisem Ao ozna¢ime formuli, ktera
vznikne z formule A4 provedenim substituce o.

Poznamenejme, ze substituce se mize tykat vSech, nebo jen nékterych, nebo dokonce
zadné individuové proménné obsazené v A (v tomto piipadé pro nékterd nebo vSechna i
substituujeme xi/x;).

Formule B je instanci formule A, jestlize existuje substituce otakova, ze B = 4o.

DEFINICE 9-6 UNIFIKACE Bf

Unifikace (unifikacni substituce, unifikator) formuli 4, B je substituce ¢ takova, ze
Ao =Bo.

DEFINICE 9-7 NEJOBECNEJSI UNIFIKACE Bf

Nejobecnéjsi unifikace formuli 4, B je unifikace otakova, ze pro kazdou jinou unifikaci
p formuli 4, B plati p = or, kde 7 # &, tj. kazda unifikace vznikne z nejobecnéjsi unifi-
kace provedenim dal$i dodate¢né substituce.

VETA 9-4 ROBINSON: ZOBECNENE REZOLUCNI ODVOZOVACI PRAVIDLO \/

Necht’ A4;, Bi, L; jsou atomické formule predikatové logiky. Potom plati nésledujici od-
vozovaci pravidlo: 4; vi.vAm v Ly, Bi vi.v By, v =L |- Aic vi.vAno vBio Vi..v
B,o, kde oje unifikace formuli L;, L>, tj. Lo = L2o.

Klauzule na levé strané odvozovaciho pravidla nazyvame rodicovskymi klauzulemi a
klauzuli na pravé strané rezolventou.

Formule A° v klausularni formé je nesplnitelna, pravé kdyZ z ni lze opakovanym pouZi-
tim obecného pravidla rezoluce odvodit prazdnou klausuli.

Speciélni ptipady rezolu¢niho odvozovaciho pravidla (ptedpoklddame L;o = L>0):
s m=0,n=0:L; L |- odvozeni sporu
* m=0,n=1:L;,—-L>vB|-Bo pravidlo MP
s m=I1,n=1:L;vA —-LvB|-Ac v Bc =zakladni tvar rez. pravidla
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Unifikace o formuli L;, L, mlze byt jakakoliv, chceme-li vSak vyvodit z predpokladi
(rodic¢ovskych klauzuli) nejobecnéjsi zaver (rezolventu) je tieba pouZzit nejobecnéjsi uni-
fikaci.

N7
2R

RESENY PRIKLAD 9-4

Dokézeme spravnost usudku (analytickou pravdivost véty): Jisty filosof odporuje
vSem filosoftim, tedy odporuje sam sobé.

Reseni prikladu

Vétu analyzujeme jako (,,zamyslend” interpretace je nad mnozinou individui, p —

podmnozina filosofti, ¢ — relace, ve které budou ty dvojice, kde prvni odporuje
druhému)

I {[p(x) &V (p(y) = q(xy)] = q(x.x)}
Formuli znegujeme a pifevedeme na klausularni tvar:

v vy {p(x) & [—p() vq(xy)] & =q(x.x)}.

K jednotlivym klausulim

2" NIRESENY PRIKLAD 9-5

L. p(x)

2. p(y) vax.y)

3. —q(x,x)

je nejobecnéj$im unifikatorem substituce {y/x}:

4. q(x,x) zl.a2.

5. z3.a4.

*

N7

Dokazme spravnost tsudku:
Kdo zn4 Pavla a Marii, ten Marii lituje.
Nekteii nelituji Marii, ackoli ji znaji.

N¢ekdo zna Marii, ale ne Pavla.
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9 Automatické dokazovani v predikdtové logice (obecna rezolucéni metoda)

Reseni prikladu

Kdo zn4 Pavla a Marii, ten Marii lituje. Vx ([Z(x, P) & Z(x, M)] —=L(x, M))

Nékteti nelituji Marii, ackoli ji znaji. I [—L(x, M) & Z(x, M)]
Neékdo zna Marii, ale ne Pavla. I [Z(x, M) & —Z(x, P)]
Vx [—Z(x, P) v —Z(x, M) v L(x, M)] odstranéni implikace (1. pfedpoklad)
—L(a, M) & Z(a, M) Skolemizace (2. ptedpoklad)
W [=Z(v, M) v Z(y, P)] negovany zavér (pfejmenovani x)
Klausule:

1. —=Z(x, P)v —Z(x, M) v L(x, M)

2. —L(a, M)

3. Z(a, M)

4. —Z@y, M) v Z(y, P)

5. —Z(a, P) v —Z(a, M) rezoluce 1., 2., substituce x/a

6. —Z(a, P) rezoluce 3., 5.

7. —Z(a, M) rezoluce 4., 6., substituce y/a

8. rezoluce 3., 7.

<

NV

RESENY PRIKLAD 9-6

Dokazme spravnost tsudku:

VSsichni ¢lenové vedeni jsou majiteli obligaci nebo akcionafi.
Zadny &len vedeni neni zaroven majitel obligaci i akcionat.
Vsichni majitelé obligaci jsou ¢leny vedeni.

Z4dny majitel obligaci neni akcionat-
Reseni prikladu

Vx [v(x) = (o(x) va(x))]
Vx [v(x) = —(o(x) & a(x))]

Vx [o(x) = v(x)]
Vx [o(x) = —a(x)]
Klausule:
. —v(x)vox)va(x) 1. Pfedpoklad
2. —v(x) v—o(x) v —a(x) 2. Predpoklad
3. —o(x) vv(x) 3. Predpoklad
4. o(k) negovany zaver
5. a(k) (po Skolemizaci)
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6. —o(x) v —a(x) rezoluce 2., 3.
7. —a(k) rezoluce 4., 6., substituce x/k
8. rezoluce 5., 7.

N4
N

A4

RESENY PRIKLAD 9-7

Dokazme spravnost tsudku:

VSsichni ¢lenové vedeni jsou majiteli obligaci nebo akcionafi.
Zadny &len vedeni neni zarove majitel obligaci i akcionat.
Vsichni majitelé obligaci jsou ¢leny vedeni.

Zadny majitel obligaci neni akcionaf.
Reseni prikladu

Vx [v(x) = (o(x) va(x))]
Vx [v(x) = —(o(x) & a(x))]

Vx [o(x) = v(x)]

Vx [o(x) = —a(x)]

Klausule:
1. —v(x)vo) va(x) 1. Pfedpoklad
2. —v(x) v —o(x) v —a(x) 2. Predpoklad
3. —o(x) vv(x) 3. Predpoklad
4. o(k) negovany zaver
5. a(k) (po Skolemizaci)
6. —o(x) v —a(x) rezoluce 2., 3.
7. —a(k) rezoluce 4., 6., substituce x/k
8. rezoluce 5., 7.
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9 Automatické dokazovani v predikdatové logice (obecna rezolucni metoda)

N7
2 NIRESENY PRIKLAD 9-8

Dokazme spravnost tsudku:

Kazdy, kdo ma rad Jitiho, bude spolupracovat s Milanem.
Milan nekamaradi s nikym, kdo kamaradi s Lad’ou.

Petr bude spolupracovat pouze s kamarady Karla.

Jestlize Karel kamaradi s Lad’ou, pak Petr nema rad Jitiho.

Reseni prikladu
Vx [R(x, J) = S(x, M)]
Vx [K(x, L) - —K(M, x)]
vx [S(P, x) = K(x, Kr)

K(Kr, L) — =R(P, J)

Klausule:
1. =Rk, J)v S(x, M) 1. ptedpoklad
2. =K@y, L) v—-K(M,y) 2. ptedpoklad
3. =S(P, z) vK(z, Kr) 3. ptedpoklad
4. K(Kr, L) negovany
5. R(P,J) Zaver
6. —K(M, Kr) rezoluce 4., 2., substituce y/Kr
7. =S(P, M) rezoluce 3., 6., substituce z/M
8. —=R(P,J) rezoluce 1., 7., substituce x/P
9. rezoluce 5., 8.
*
N/

2 NIRESENY PRIKLAD 9-9

Dokazme spravnost usudku:

Kazdy muz ma rad fotbal a pivo.

Xaver ma rad pouze milovniky fotbalu a piva.
Nekteii milovnici fotbalu nemaji radi pivo.

Nékteré Zeny nema Xaver rad.

Reseni prikladu

Vx [M(x) = (R(x,f) A R(x,p))] 1. ptedpoklad
Vx [R(Xa,x) = (R(x,f) AR(x,p))] 2. ptedpoklad
I [R(x,f) A =R(x,p)] 3. ptedpoklad
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Vx [M(x) v R(Xa,x)]

Klausule:

Nk W=

—M(x) v (R(x,/)
—M(x) v (R(x,p)
—R(Xa,y) v (R(y.f)
—R(Xa,y) v (R(y.p)
R(k.f)

—R(k.p)

M(z) vR(Xa,z)

8.
9.
10.
11.

—R(Xa,k)
Mik)
R(k,p)

negovany zaveér: 7 [—M(x) A —=R(Xa,x)],
(zena = neni muz)

rezoluce 4., 6. (y/k)
rezoluce 7., 8. (z/k)
rezoluce 2., 9. (x/k)
rezoluce 6., 10.

KONTROLNI OTAZKA 8

1. Srovnejte rezolucni princip ve vyrokové logice a v predikatové logice.
2. Popiste pouziti rezolu¢niho principu v predikatové logice.

CVICENI 8

Ptiklad 1: Pomoci rezolu¢ni metody ovéite platnost tisudkil

e Nikdo, kdo trpi klaustrofobii nemtize pracovat jako liftboy.
VSichni horolezci trpi klaustrofobii.

Proto zadny horolezec nemiize pracovat jako liftboy.

e Vsechny dievéné stoly jsou stoly.
Vsechny dfevéné stoly jsou ze dieva.

Nekteré stoly jsou ze dieva.

e Vsechny muchomurky zelené jsou jedovaté.
Tato tuzka je muchomurka zelena.

Tato tuzka je jedovata.
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9 Automatické dokazovani v predikatové logice (obecna rezolucni metoda)

e Kazdy, kdo miluje jachting a mofe, citi k mofi respekt.
Nékteti respekt k mofti neciti, ackoli ho miluji.

Ziejme¢ existuji takovi, kteti miluji mofte, ale nikoliv jachting.

e Kazdy nékomu pije krev.
Komu pije krev Drakula, ten brzo zemfe.

Neékdo brzo zemfre.
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10 SEMANTICKE TABLO, AXIOMATICKY SYSTEM PREDIKA-
TOVE LOGIKY

GAS POTREBNY KE STUDIU @

Celkovy doporuceny ¢as k prostudovani KAPITOLY je 90 minut.

RYCHLY NAHLED DO PROBLEMATIKY KAPITOLY SEMANTICKE TABLO,
AXIOMATICKY SYSTEM PREDIKATOVE LOGIKY

Cilem desdtého modulu je moznost vyuZiti sémantické tabla pri rozhodovani splnitel-  Ryehy né.
nosti v predikatové logice a zavedeni axiomaticky systéemui predikatové logiky a to Hil-
bertovského a Gentzenovského.
KLICOVA SLOVA KAPITOLY SEMANTICKE TABLO, AXIOMATICKY SYSTEM
PREDIKATOVE LOGIKY

Kligov

Sémantické tablo, Hilbertovsky axiomaticky systém, Gentzenovsky axiomaticky sys-
tém.

slova

10.1 Rozhodovani splnitelnosti formuli sémantickymi tably

Sémantické tablo formule 4 jazyka L predikatové logiky je kone¢ny ohodnoceny binarni
strom, jehoz vSechny uzly jsou oznaceny navéstimi — sekvencemi formuli 4, tak, ze
plati: Listy jsou oznaCeny sekvencemi literald proménnych vyskytujicich se ve formuli

A.
Jestlize je uzel oznacen sekvenci formuli X7, X3, ..., @, ..., X, obsahujici jako ¢len for-
muli typu alfa, pak jediny uzel bezprostiedné nasledujici je oznacen sekvenci X;, Xo,

..... ai, a, ...., X, obsahujici formule a;, a.
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10 Sémantické tablo, axiomaticky systém predikdtové logiky 101

a-pravidla:
a a a
——A A
A LA A A
—(A VA ) —A —A
—(A —A ) A —A
—(A <A ) —A A
A A A—>A | A—>A

Jestlize je uzel oznacen sekvenci formuli X;, Xo, ..., B ..., Xi obsahujici jako €len for-
muli typu B, pak dvojice uzlli bezprosttedné nasledujicich je oznacena sekvencemi X,
X2, oo, P1y o, Xna X1, Xo, ..., P>, ..., Xy obsahujicimi po fad€ formule £, f».

- pravidla:
p p s
31 \/B2 B1 B2
—( B1 &B2 ) —,BI —,B2
B1 »BZ —,BI B2
B1 eBZ B1 —,B2
—( 31 HBZ ) | 31 —)B2 )| = B2 —)BI )

JestliZe je uzel oznacen sekvenci formuli X7, Xo, ..., 5 ..., Xu obsahujici jako ¢len formuli
typu y pak jediny uzel bezprostiedné nasledujici je oznacen sekvenci X7, X>, ..., % #a)
..., Xn obsahujici ptivodni formuli ya jeji instanci p(a) pficemz a je konstanta vyskytujici

se jiZ v jazyce.
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y - pravidla pro univerzalni formule:

/4 na)

xA(x) VxA(x), A(a)

—xA(x) | =FKA(x),—A(a)

JestliZe je uzel oznacen sekvenci formuli X7, X3, ..., 6, ..., X, obsahujici jako €len formuli
typu 0, pak jediny uzel bezprostfedné nésledujici je oznacen sekvenci X;, Xo, ..., 6,0(a)
..., X» obsahujici instanci d(a) formule O pficemz a je nova konstanta nevyskytujici se
dosud v jazyce.

0 - pravidla pro existen¢ni formule:

o oa)
FA(x) A(a)
—VxA(x) —A(a)

Navéstim kofene sémantického tabla je formule 4. Pravidla pro rozhodnuti zda vétev
stromu je uzaviena a oteviena jsou stejna jako u sémantického tabla ve vyrokové logice.
Stejny princip pouzijeme i pfi rozhodovani zdali formule je splnitelnd, tautologie ¢i kon-
tradikce. Nesmime opé€t zapomenout, Zze pro dikaz, ze formule je tautologii, musime
pracovat s negovanou formuli a dokazujeme nesplnitelnost negované formule a tim pa-
dem ptvodni formule je tautologii.

N7
2R

RESENY PRIKLAD 10-1

Rozhodnéte o splnitelnosti formule pomoci sémantického tabla
=(Vx(p(x) = q(x)) = (F px) = Fxq(x)
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Reseni prikladu

=(Vx(p(x) = q(x)) = (3x p(x) > I x q(x)))
2x aplikujeme alfa pravidlo pro negaci implikace

Vi(p(x) = q((x), —(Fp(x) >3 q(x))
Vx(p(x) = q(x)), Fxp(x), —=Txq(x)

Vx(p(x) = q(x)), p(a) = q(a), p(a), =3xq(x), —q(a)
\
Vx(p(x) = q(x)), =3q(x), =p(a), p(a), —q(a)  Vx(p(x) = q(x)), =3xq(x), q(a),
p(a), —q(a)
Obé¢ vétve jsou uzavieny, z ¢ehoz lze ucinit zavér, ze formule je nesplnitelna.

*

10.2 Formalni systém (logicky kalkul) Hilbertova typu

DEFINICE 10-1 AXIOMATICKY SYSTEM HILBERTOVA TYPU

definice axiomatického systému Hilbertova typu

e Jazyk: Viz definice diive s jedinou vyjimkou: mnozina funktorli je omezena na
funktory —, —, V.

e Axiomovd schémata:
Al: A—>((B—>A4)
A2: (A->B—->C)—>(A—>B)—>[A—->C)
A3: (=B —>—-4) > (A—> B)
A4:  axidém specifikace VxA(x) — A(x/t), term ¢ je substituovatelny za x v 4
AS5: axiom kvantifikace implikace (Vx/4 — B(x)]) > (4 — VxB(x)), x neni
volna v 4

e Odvozovaci pravidla:
MP: A, A> B |- B (pravidlo odlou¢eni, modus ponens)
(Z dokazatelnych formuli 4, 4 — B odvod’ formuli B.
G: A |- VxA (pravidlo generalizace)
(Pro libovolnou volné se vyskytujici proménnou x ve formuli odvod’ z formule
A formuli Vx4)
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Diikaz je konecna posloupnost krokil — dobte utvoienych formuli (DUF) dle gramatiky
jazyka, z nichz kazda je bud’ axiém nebo vznikne z ptedchozich DUF pomoci odvozo-
vaciho pravidla. Poslednim krokem je dokazovana formule — teorém.

Volba axiémii neni pochopitelné zcela libovolna; aby byl systém “rozumny”, tedy ko-
rektni, podléha dvéma kritériim:
+ Kazdy axiom je tautologie
* Mnozina axidéml musi umoziovat, aby se z nich daly odvodit vSechny logicky
platné formule a pfitom je rozumné, aby tato mnozina byla minimalni, tedy
zadny axiom neni dokazatelny z jinych axidmu — nezdvisla mnoZina axiomii.
Rovnéz volba odvozovacich pravidel neni libovolnd. Aby byl systém korektni, musi
pravidla ‘zachovévat pravdivost® v tom smyslu, ze formule, kterou podle pravidla obdr-
zime, je pravdiva alesponl ve vS§ech modelech pfedpokladl pravidla, tedy z téchto pted-
poklada vyplyva.

Tedy pro kazdé pravidlo A4;,...,4, |- B by m¢lo platit, ze 4,,...,4, |= B. Pravidlo gene-
ralizace A(x) |- VxA(x) vSak zjevné tento pozadavek obecné nespliuje, formule 4(x) —
VxA(x) neni tautologie. Piesto je Hilbertiv kalkul korektni systém a formuli 4A(x) —
VxA(x) v ném nedokdzZeme.

Jak je to mozné? Intuitivni zdvodnéni tohoto pravidla je : Mame-li dok4zat néjakou
vlastnost pro vSechny objekty, je mozno ji dokazat na jednom libovolne vybraném (pfi
ditkazu vSak nesmime pouzivat zadnych dalSich specifickych vlastnosti tohoto objektu).
Vzpomenime si, jak jsme provadéli ve Skole napt. dikazy v geometrii. Nakreslime /ibo-
volny trojuhelnik a pro tento trojiihelnik provedeme néjakou konstrukcei, jejiz pomoci
dokazeme zkoumanou vlastnost (tohoto) trojuhelnika, a protoze to byl trojihelnik libo-
volny, prohlasime, ze tuto vlastnost maji vSechny trojuhelniky. Musime si vSak dat po-
zor, aby zvoleny trojuhelnik byl skute¢né libovolny, tedy aby nemél néjakou dalsi vlast-
nost, tfeba rovnoramenny, protoze takovéto specifické vlastnosti nesmime — ani podveé-
dom¢ — v diikazu vyuzit. Jinak bychom nase tvrzeni dokézali pouze pro vSechny rovno-
ramenné trojuhelniky.

VETA 10-1 O DEDUKCI

Pro uzavienou formuli 4 a libovolnou formuli B plati:
|- A4 — B prave tehdy, kdyz 4 |- B.
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10 Sémantické tablo, axiomaticky systéem predikatové logiky

VETA 10-2 O KOKEKTNOSTI

Kazda dokazatelna formule predikatové logiky (tj. teorém kalkulu Hilbertova typu) je
také tautologii predikatové logiky. Formaln¢: Jestlize |- 4, pak |= 4.

Diukaz /nastin/: ~

Vsechny formule, které obdrzime z axiomovych schémat 4 /—A45 jsou tautologiemi, tedy
jsou pravdivé v kazd¢ interpretacni struktute / (pfi libovolné valuaci e volnych promén-
nych). Korektnost pravidla MP (modus ponens) byla demonstrovana v diikazu Postovy
vety.

Korektnost pravidla generalizace 4(x) |- VxA(x)je zarucena definici splilovani formule
VxA ve struktufe /. Pfedpokladejme, ze jsme v diikazové posloupnosti dosud pravidlo
generalizace nepouzili. Tedy formule A(x) musi byt tautologii (nebot’ mohla vzniknout
z axiomu — tautologii pouze pouzitim pravidla MP, které zachovava pravdivost). To
znamena, ze v libovolné struktuie 7 plati, Zze |=; A(x)/e] — formule A(x) je pravdiva v I
pro libovolné ohodnoceni e proménné x. Tedy plati pro libovolné individuum i € M,
kde M je universum zvolené v interpretacni struktute /, ze formule 4 je pravdiva v [ pro
valuaci, kterd pfifazuje individuum i proménné x, tedy |=;A/e(x/i)], kde e(x/i) je valu-
ace stejna jako e az na to, ze ptifazuje proménné x individuum i. Tedy formule VxA(x)
je pravdiva v I, |=; VxA(x). Pravidlo generalizace je korektni v tom smyslu, Zze zacho-
vava pravdivost formule v interpretaci.

VETA 10-3 O SEMANTICKE UPLNOSTI AXIOMATICKEHO SYSTEMU - K. GODEL

Kazda tautologie predikatové logiky je dokazatelna (v logickém kalkulu Hilbertova
typu). Formalné, je-li |= 4 pak |- 4.

VETA 10-4

Necht’ 4, B jsou formule predikatové logiky. Je-li |- 4 — B a proménnd x nema zadny
volny vyskyt ve formuli 4, pak |-4 — Vx B.

Diikaz :

1.A—>B|-A—>B predpoklad

2.A—> B|-Vx(4 > B) generalizace na 1.

3. |- V(4 > B) - (4 - VxB) schéma kvantifikace implikace
4.4A—>B|-4A—> VxB modus ponens na 2. a 3.
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10.3 Gentzenovsky axiomaticky systém

DEFINICE 10-2 LOGICKY AXIOM

Logickym axiomem gentzenovského axiomatického systému G1 predikatové logiky
je mnozina (sekvence) U formuli obsahujici komplementarni par literalt {p(x;, x2, ...xn),
—p(x1, X2, ...xn), } = U nékteré atomické formule p(x;, x2, ...xs).

Odvozovaci pravidla jsou rovnéz témét beze zmén pienesena z G do zékladu gentze-
novského formalniho systému G/ predikatové logiky. Odvozovaci pravidla « a g sys-
tému G/ jsou zde rovnéz definovana metajazykové, a to piisluSnymi schématy a tabul-
kami. Navic jsou zde pravidla ya dpro formule s kvantifikatory uréena metajazykovymi
schématy.

Bf

DEFINICE 10-3

Odvozovacimi pravidly gentzenovského axiomatického systému G1 jsou :

a) a - pravidla dana schématem
UAHa o}

USa).

b) S - pravidla dand schématem
U gt U2 Bt
UrvU, v{p}

c) ¥ - pravidla dana schématy
Uu{ IxAx). Ala)}
Uu{xA®x)}

Uu =i Ax),—=A(a)}
Uu{=vx A(x)}

d) O - pravidla dana schématy
UuUiAa)}
Uu{vxAx)}

Uui{—=A(a)}
Uu = Ax)},
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kde A(x) je formule.
a a a B 'Bz 132
A ——A B &B B B
i 2 I 2
A vA AI A2 B VB 3 3
] 2 i ( - -
( ' z) I 2
—(A & A —A —A
( 1 2) 1 2 —(B —)B} B — B
1 1 2
A] _)Az _,AJ Az —(B (—B} —B B
i 1 2
A4, 4, -4, BwB | BB | BB
i 2 i 2 2 i
~A o4) | 4 »4) | ~4 )

4
2" NIRESENY PRIKLAD 10-2

a) Dokazte pomoci sémantického tabla logickou platnost formule

(Vxp(x) v Vx q(x)) = VX (p(x) vq(x))
b) Proved’te gentzenovsky dikaz této formule.

Reseni prikladu
—(Vx p(x) v Vx q(x)) = Vx (p(x) vq(x))
|
(Vxp(x) v Vx q(x)), =Vx (p(x) vq(x))

— ~
v p(x), ﬂ%i P& vqX) Vi q(x), ﬂVxl(p(X) vq(x))
vx p(x), Ix T(p(x) vq(x) Vi q(x), Tx j@(x) vq(x))
vx p(x), =(p(a) v q(a) v q(x), ~(p(a) v q(a)
vx p(x), ﬂp(la), —q(a) x q(x), ﬂp(al), —q(a)
vx p(x), p(a),| —P(a), —4(a) x q(x), q(a),| —P(a), —q(a)

Vytvoiime dikazovy strom dané formule jako dudalni strom k sémantickému
stromu, formule konstruovany v obraceném potadi jeho uzli. Protoze v ptipadé
dualniho stromu ¢arky mezi podformulemi pfedstavuji jejich disjunkci a vétveni
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konjunkci, staci pti konstrukci dudlniho stromu zdola nahoru negovat v§echny pod-
formule obsazené v navéstich jeho uzli.

=Vx p(x), —p(@), p(a), q(a) —Vx q(x), -q(a), p(a), q(a)
— V& p(x), :p(a), q(a) — Vx q(x), p(a:), q(a)
= Vi p(x), |(p(a) vq(a) —Vx q(x), (p(la) vq(a)
=V p(x), Vx (p(x) v q(x) =V q(x). Vx (p(x) vq(x)
e

R

O(Vxp(x) v Vx q(x)), Vx (p(x) vq(x)
|

(Vxp(x) v Vxq(x) = Vx (p(x) vq(x)

Dukaz formule :

1. =Vxp), —p(a), p(a), q(a) axiom

2. =W px), pla), q(a) y - pravidlo na 1.
3. =Vxp®), (p(a) v q(a) o v na?2.

4. =Vx p(x), Vx (p(x) v q(x)) d - pravidlo na 3.
5. =Vxq(x), —q(a), p(a), q(a) axiom

6. —=Wxq(x), p(a), q(a) y - pravidlo na 5.
7. =Vxq(x), (p(a) v q(a) o v nab.

8. =Vxgq(kx), Vx (p(x) v q(x)) d - pravidlo na 7.
9. =(Vxp(x) Vv Vxq(x), Vx (p(x) v q(x)) Bvna4.a8.

10. (Vxp(x) v Vx q(x)) > Vx (p(x) v q(x)) o —na9.

Zpisob, jakym byl ditkaz formule sestrojen (vyuzitim duality) ukazuje, ze gentzenovské
dikazy logicky platnych predikatovych formuli nebyvaji tak obtizné, jako tomu bylo v
ptipadé hilbertovskych dikaz.

Ze zpusobu feSeni uvedeného piikladu lze téz usoudit, Ze zde zavedeny gentzenovsky
axiomaticky systém predikatové logiky je sémanticky korektni a Gplny, nebot’ plati na-
sledujici.

VETA 10-5

Gentzenovsky dikaz formule A4 predikatové logiky existuje, pravé kdyz se sémantické
tablo formule —4 uzavfte.
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10 Sémantické tablo, axiomaticky systéem predikatové logiky

DEFINICE 10-4 DUKAZ FORMULE V G1

Diikaz formule A z mnoZiny specidlnich axiomi U v gentzenovském axiématickém
systému G/ predikatové logiky je posloupnost sekvenci formuli takova, ze kazda sek-
vence je bud’ logickym axiomem v G/ nebo specidlnim axidémem nebo je odvozena z
jednoho nebo dvou ptedchézejicich ¢leni posloupnosti pomoci nékterého z odvozova-
cich pravidel &, S 5 Jsystému G1.

Je-li formule 4 poslednim prvkem posloupnosti, nazyva se posloupnost diikazem for-
mule A a samotné formule 4 vétou vétou teorie T(U) dokazatelnou z U v systému G 1.

Bf

4
R

N
7

RESENY PRIKLAD 10-3

Dokazte ze specialnich axiomu p(x) — q(x), p(x) vétu q(x) (pravidlo modus ponens
systemu H7).

Reseni prikladu

1. p(x) > q®) |- p>x) — q(x) prvni piedpoklad
2. pix) >qx) |- ), q(x) ptepis prvniho piedpokladu
3. p(x) |-pkx) druhy predpokla
4. p(x) > q(x), p(x) |- p(x) & —p(x), q(x) f & na3.
5. p(x) > qx), p(x) |- q(x) vynechdni nesplnitelné
konjunkce
*
VETA 10-6

Formule dokazatelné v gentzenovském axiomatickém systému predikatové logiky jsou
prave logicky platné formule.

Diukaz /nastin/:

Duikaz korektnosti axiomatického gentzenovského axiomatického systému predikatové
logiky, tzn., ze jestlize formule je dokazatelnd, pak je logicky platnd dokaZeme indukei:

Duikaz obsahujici jeden axiém systému, je v podstaté logicky platnou disjunkci

Necht’ indukéni predpoklad plati az do délky dikazu n. Potom n+/-ni ¢len du-
kazové posloupnosti seznamt formuli mize vzniknout tak, Ze na jeden ditkazovy fadek
je aplikovano pravidlo ¢, ynebo onebo je na dva fadky aplikovano pravidlo . Ve vsech
téchto ptipadech jsou tak vygenerovany seznamy, jimz odpovidaji logicky platné for-
mule nebo jde o logické disledky, které zachovavaji jejich modely.
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Dtikaz Gplnosti gentzenovského axiomatického systému: Je-1i formule A logicky platna,
je jeji negace nesplnitelnd, z ¢ehoz vyplyva existence uzavieného sémanticka tabla ne-
gované formule. Existuje pak diikaz formule v gentzenovském systému.

KONTROLNI OTAZKA 9

1. Popiste postup pii pouziti sémantického tabla pii dokazovani splnitelnosti v predi-
katové logice.

2. Definujte Hilbertovsky axiomaticky systém predikatové logiky.

3. Definujte Gentzenovsky axiomaticky systém predikatové logiky.
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11 TRADICNi ARISTOTELOVA LOGIKA

CAS POTREBNY KE STUDIU

Celkovy doporuceny ¢as k prostudovani KAPITOLY je 90 minut.

RYCHLY NAHLED DO PROBLEMATIKY KAPITOLY TRADICNI ARISTOTELOVA
LOGIKA

Cilem jedendctého modulu je popsani tradicni logiky od Aristotela.

KLICOVA SLOVA KAPITOLY TRADICNI ARISTOTELOVA LOGIKA

Tradi¢ni Aristotelova logika, sylogismus.

Tradi¢ni Aristotelova logika je fragment predikatové logiky 1. fadu, ktery je omezen
pouze na jednomistné predikaty. Tato logika byla (v podstaté jako jedind) vyucovana
jesté v 19. stoleti.

Umoziiuje kontrolovat spravnost zvlastniho typu jednoduchého usudku, ktery se nazyva
kategoricky sylogismus. Tyto sudky zkoumal pied vice nez 2000 lety fecky filosof a
zakladatel logiky Aristoteles. Aristotelova logika vznikla kupodivu dfive nez vyrokova
logika, kterou zkoumali stoici. Stoici byli v jisté opozici vii€i Aristotelovi a z jejich dila
se zachovaly jen fragmenty, ze kterych je vSak zjevné, ze pouzivali rozvinuty systém
vyrokové logiky a v podstaté (i kdyZ ponékud v jiné form¢) i systém predikatové logiky
1. fadu.

Aristotelova logika zkouma tzv. subjekt — predikatové vyroky (S-P vyroky), kde S i
P jsou n¢jaké vlastnosti (formalizované jako predikaty).
Tyto vyroky délime na obecné a ¢aste¢né, kladné a zdporné.
Vsechny moznosti a jejich vzéjemny vztah jsou znazornény logickym ¢tvercem, kde
vyznam zkratek je odvozen z latinského affirmo (tvrdim) a nego (popiram):

e SaP — Vsechna S jsou P

o SeP - Zadné S neni P

e SiP — Ne¢ktera S jsou P

e SoP — Nékterd S nejsou P
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Kladnée Zaporné
kontrarni
Obecné SaP. SeP
subalterni Kontradikiorické cubalterni
SiP
Casteéné subkontrarni SoP

Obrazek 4 Logicky ctverec

Logicky ¢tverec znazoriiuje jednoduché tisudky platné mezi témito vyroky.
1. Kontradiktorické (protikladné, jeden je vzdy ekvivalentni negaci druhého):

SaP = =SoP SeP = —SiP
2. Kontrarni (z jednoho vyplyva negace druhého):
SaP |= —SeP SeP |= —SaP

Muze vsak byt zdroven nepravda jak SaP tak SeP (tedy ani Sap ani Sep neni
pravda): VSechny houby jsou jedlé, vSechny houby jsou nejedlé.
3. Subkontrarni (podprotivné):
Muze vSak byt SiP i SoP pravdivé:
Neékteré labuté€ jsou cerné, nékteré labuté nejsou cerné
4. Subalterni (podiizeny):
SaP |=SiP  SeP |= Sop —SiP |= —SaP —SoP |= —SeP
5. Dale plati tzv. obraty:
SiP |= PiS SeP |= PeS
Nekteti studenti jsou zenati |= Nekteii Zenati jsou studenti
Zadny ¢lovék neni strom |= Zadny strom neni ¢lovek
SaP |=PiS  SeP |=PoS
Vsichni ucitelé jsou statni zaméstnanci |[= Nektefi statni zaméstnanci jsou ucitelé
Z4dné jedovaté houby nejsou jedlé |= Nékteré jedlé houby nejsou jedovaté

Sylogismy jsou usudky, které sestavaji ze tfi S-P vyroku tvaru (4 figury):

M P P M M P P M

S M S M M S M S
. — n — . — IV, ——

S P S P S P SP

Kombinaci a, e, 1, 0 1ze nyni vytvofit 64 tzv. modul, z nichz jen nékteré jsou platné.
Platné mody se pochopitelné neuc¢ime nazpamét' (jako to kdysi délali nasi otcové), ne-
bot’ jejich platnost miizeme snadno ovéfit i sémanticky, na zakladé mnozinovych uvah,
které miizeme zndzornit geometricky (napt. metodou zndmych Vénovych krouzkt).
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Obory pravdivosti predikati S, P, M zakreslime jako (vzajemné se protinajici) krouzky.
Poté znazornime situaci, kdy jsou premisy pravdivé, tj. vySrafujeme plochy, které od-
povidaji prazdnym tfidam objektt. Oznacime kiizkem plochy, které jsou jisté neprazdné
(kfizek ptitom klademe jen tehdy, kdyz neexistuje jind plocha, ”kam by mohl pfijit”).
Nakonec ovéfime, zda vznikla situace znazornuje pravdivost zaveéru.

Ptiklad spravného tisudku:

Vsechny velryby jsou savci.

Nékteti vodni zivocichové jsou velryby.
Ul

Nékteti vodni zivocichové jsou savci.

Ptiklad nespravného usudku:
Zadny uéeny z nebe nespadl
Vsechno co spadlo z nebe je voda
U2

Zadné voda neni ucena.

KONTROLNI OTAZKA 10 )

Popiste Aristotelovu logiku.
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