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Predmluva

Co najdeme v téchto skriptech

Tato studijni opora je uréena studenttim predmeétu Numerické modelovdani v prirodnich véddch. Cilem tohoto
predmétu je ukézat pouziti riiznych numerickych metod v praxi, zejména p¥i feSeni redlnych fyzikalnich
problému. Studijni opora je sestavena z 9 kapitol, kdy kazda kapitola se vénuje jiné oblasti z fyziky.
Predmét numerické metody v prirodnich védach ma za cil ukazat pouziti numerickych metod v praxi, sestava
tedy, stejné jako tato opora, z jednotlivych piikladii, a spiSe neZ teoretické znalosti zde najdete pouziti
ruznych metod v praxi. K studijni opofe je tedy nutné pristupovat jako ke sbirce feSenych i nefesenych
prikladi. Ve vétsing kapitol naleznete také ukazku feSeni ¢ésti problémi v jazyce Python, piipadné Wolfram
Mathematica.

Vzhledem ke komplexnosti zadani sestava opora z tloh, které pripravil Siroky autorsky kolektiv. Nékteré
z nich jsou dilem studenti doktorského studia Fyzikalnfho tstavu, jiné vytvorili odborni asistenti zde
piusobici. Dalsi kapitoly byly napsdny védeckymi pracovniky z Astronomického ustavu Akademie véd CR.
Proto je kazda kapitola svym charakterem do jisté miry odlisna. Autofi jednotlivych kapitol budou déle
napomocni pii feSeni tloh, pripadné poskytnou dalsi zadani pro semestralni préce.

Nedilnou souc¢asti studijni opory jsou Jupyter a Mathematica notebooky, které Vam poskytne vyucujici

predmétu.

Znaceni
Ve skriptech se pouzivaji nasledujici barevné ikony:
. Rychly ndhled (skript, kapitoly), ve kterém se dozvime, o ¢em to bude.
° Klicovd slova kapitoly.
° |£I Ctle studia pro kapitolu nam feknou, co nového se v dané kapitole naucime.

. Nové pojmy, znaceni apod. jsou oznaceny modrym symbolem, ktery vidime zde vlevo. Tuto ikonu

(stejné jako nasledujici) najdeme na zac¢atku odstavce, ve kterém je novy pojem zavadén.

° Konkrétni postupy a nastroje, zpusoby FeSeni ruznych situaci, do kterych se muze spréavce poci-

tacového vybaveni dostat, atd. jsou znaceny také modrou ikonou.

iii



v

° Neékteré ¢asti textu jsou oznaceny fialovou ikonou, coZ znamena, Ze jde o nepovinné iuseky, které
nejsou probirany (vétsinou; studenti si je mohou podle zajmu vyzadat nebo sami prostudovat). Jejich
ucelem je dobrovolné rozsifeni znalosti studenti o pokrocila témata, na kterda obvykle pfi vyuce

nezbyva moc ¢asu.

. Zlutou ikonou jsou oznaceny odkazy, na kterych lze ziskat dalsi informace o tématu. Nejcastéji

u této ikony najdeme webové odkazy na stranky, kde se dané tématice jejich autori vénuji podrobnéji.
° Cerven4 je ikona pro upozornéni a poznamky.

Pokud je mnozstvi textu patiictho k urcité ikoné vétsi, je cely blok ohrani¢en prostiedim s ikonami na

zaCatku i konci, napfiklad pro definovani nového pojmu:

Definice

V takovém prostiedi definujeme pojem ¢i vysvétlujeme sice relativné znamy, ale komplexni pojem s vice

vyznamy ¢l vlastnostmi.
s

Podobné muze vypadat prostiedi pro delsi postup nebo delsi poznamku ¢&i vice odkazii na dalsi informace.

Mohou byt pouzita také jina prostiedi:

Priklad

Takto vypada prostiedi s prikladem, obvykle néjakého postupu. Priklady jsou obvykle komentovany, aby
byl jasny postup jejich feSeni.
A

|£| Ukol

Otéazky a tkoly, ndméty na vyzkouSeni, které se doporucuje pii procvi¢ovani uciva provadét, jsou uzavieny

v tomto prostiedi. Pokud je v prostfedi vice tkolti, jsou ¢islovany. E

Souhrn kapitoly

Na konci kazdé kapitoly je souhrn, ve kterém si ujasnite, o ¢em dana kapitola byla a co vSechno jste se

naucili.
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Kapitola

Zakon lomu a Duhova tunkce

Debora Lancovd, Gabriel Torok

Rychly ndhled:  Tato kapitola se zabyva odvozenim rovnice priméarni a sekundarni duhu, jejich vy-
kreslenim a nalezenim maxima a minima. Jsou zde popsany zakladni metody numerické derivace a hledani

korenu funkece.

Klicovd slova: Numerickd derivace, hledani kofent funkce, metoda puleni intervali, bisekce, duha,

zékon lomu, duhové funkce, difrakce

|EI Cile studia: Po prostudovani kapitoly budete schopni v Pythonu naprogramovat jednoduchou nu-
merickou derivaci funkce jedné proménné, pouzit a implementovat metodu pileni intervalt (bisekce) —
spoletné budete schopni najit extrémy funkci. Seznamite se také s tim, jak se vykresluji jednoduché grafy
pomoci knihovny matplotlib.

Duha je opticky jev, ktery vznikd odrazem slune¢niho svétla na kapkach desté. Vznika jen za specifickych

podminek, kapky musi mit spravnou velikost, Slunce musi byt nizko nad obzorem, a jiné.

1.1 Jak vznikid duha - fyzikalni zaklad

Abychom mohli nastinit zakladni princip vzniku duhy, musime nejprve zavést néktera zjednoduseni - napii-
klad, ze destové kapky jsou kulové. To viceméné plati pro malé kapky, o velikosti 0.5 — 0.7 mm, jejichz tvar
je vyrazné ovlivnén povrchovym napétim. Pfedpokladejme tedy, Ze Slunecni paprsky dopadaji na kulatou

kapku vody a pii dopadu se lamou. Bude pfitom pouzivat pouze zdkony geometrické optiky.

1.1.1 Lom svétla

Zakon lomu, jinak také Snelliv zakon, k4, jakym zptsobem se méni chod optického paprsku pii
prechodu mezi optickymi prostiedimi. Optické vlastnosti prostiedi jsou vyjadieny indexem lomu n, ktery

k4, o kolik pomaleji se v ném §iii svétlo oproti rychlosti sifeni ve vakuu

, (1.1)

c
n=—
v

kde v je rychlost sifeni svétla v daném prostiedi. Indexy lomu v riznych prostredich jsou shrnuty v tabulce
1.1.
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Obréazek 1.1: Dvojita duha viditelna z budovy Fyzikalniho ustavu v Opavé, véetné vyrazného Alexandrova

tmavého pasu

Tabulka 1.1: Indexy lomu v rtizném prostiedi.

Prostredi Vzduch | Voda | Sklo | Diamant
Index lomu 1.00 1.33 1.5 2.42

~ oy

Podle Fermatova principu nejkratsiho casu se svétlo Siti po takové draze, ktera odpovida nejkrat-
$fmu casu. Prechazi-li tedy z jednoho prostfedi do druhého, ve kterych se lisi rychlost sifeni, bude se Fidit

timto principem. Zékon lomu mé tvar

nq sin @ = ng sin 3, (1.2)

kde nesmime zapomenout, Ze uhly o a 8 se mé&fi od kolmice (jak je nakresleno na obrazku 1.2).

1.1.2 Uplny odraz, mezni thel

Mezni thel dopadu je takovy thel, pii némz se svétlo lame pod thlem 90° od kolmice. Pte jeho pfekroceni
se tedy vSechny dopadajici paprsky odrazeji - dochézi k wplnému odrazu.

Odvozeni meznitho thlu, ktery zna¢ime zpravidla a,, je jednoduché. Chceme-li, aby 5 = 90°, plati
sin 8 =1 a pak

sin gy, = na/nq, (1.3)

E Ukol

Spocitejte mezni thly pro uplny odraz paprsku, ktery prechazi ze vzduchu do vody a naopak. E
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\%

Obrazek 1.2: Snelluv zakon — zakon lomu

Tabulka 1.2: Indexy lomu svétla ve vodé v zavislosti na vinové délce.

VInova délka Barva Index lomu ve vodé | Index lomu ve skle
396,85 tmavé fialova 1.343 1,471
430,78 fialova 1.341 1,468
486,14 modré 1.337 1,464
527,00 zelen4 1.335 1,461
589,30 zluta 1.333 1,459
656,28 oranzova 1.331 1,457
686,72 cervena 1.330 1,456
760,82 tmavé Cervena 1.329 1,454

1.1.3 Barvy duhy, disperze

Disperze znamené rozklad bilého svétla na jeho jednotlivé barevné slozky. K tomu dochazi pii lomu nebo
odrazu diky tomu, Ze pro kazdou vlnovou délku je hodnota indexu lomu jina - viz tabulka 1.2. Plati, Ze
pro rostouci frekvenci klesa rychlost sifeni v daném prostiedi, a tim pddem také index lomu. Nejznaméjsim

piikladem disperze je lom na optickém hranolu, kde dochézi k rozkladu svétla hned dvakrat - obrazek 1.3.

1.1.4 Prtchod paprsku vodni kapkou

Nyni si tedy mtuzeme predstavit, jak vypada situace, kdy na kulovou vodni kapku dopadne paprsek svétla
(obrazek 1.4). Mé&jme vodni kapku o poloméru r, do které v bodé A vstupuje paprsek ve vzdalenosti h od
osy prochézejici stitedem S (veli¢ing h také fikdme impakini parametr). Paprsek dopada pod thlem a od
kolmice (pfimky spojujici body S a A), lame se na povrchu kapky pod thlem f. Poté se odrazi od prot&jsi
stény kapky v bodé B, dopadé opét na povrch v bodé C, lame se a opousti kapku.

Zajima nas, pod jakym thlem se paprsek od kapky odrazi - tedy tihel . Kdyz se peclivé podivéite na
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AN

Obrazek 1.3: Rozklad svétla na optickém hranolu [Wikimedial

'&\\L( B k
Ry

Obrazek 1.4: Prichod paprsku vodni kapkou a vznik duhy

obrazek, uvidite, ze plati
v =45 — 2. (1.4)

Ukol

Odvodte rovnici (1.4) z obrazku 1.4 tak, ze si z AABS spocitate velikost thlu §

a pak z AAPS thel ~. E
Uhly o a 8 miizeme zapsat nasledovné
h
ina = — 1.5
sina = (1.5)
1 1h
sinff = —sina = ——, (1.6)
n nr

kde vztah pro thel 8 vyplyva ze zékonu lomu.
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KRN,

w\S

Obrazek 1.5: Prichod paprsku vodni kapkou, detailni oznaceni thla a bodu.

Definice

Po dosazeni rovnic (1.5) a (1.6) do rovnice (1.4) ziskame finalni vztah
. h .
~ = 4arcsin — — 2arcsin —, (1.7)
nr T

ktery oznacujeme jako Duhovd funkce 1. fadu, kterd popisuje zéavislost thlu, pod kterym se paprsek od

vodni kapky odrazi.

Obrazek 1.6: Princip vzniku duhy, jak je popsal ve své knize Discours de la méthode z roku 1637 René

Descartes
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1.2 Sekundarni duha a Alexandrtv tmavy pas

Casto mizeme pozorovat duhy hned dvé, ptricemz druha duha bude mit prevracené barvy a bude mnohem
méné vyrazna (jako na obrazku 1.1). Sekundéarni duha vnikd po dvojitém odrazu paprsku uvniti kapky,

pfi¢emz paprsek do ni vstupuje pod osou a vystupuje nad osou (obréazek 1.6).

Definice

Duhové funkce pro sekundarni duhu méa tvar

h h
2 = m — barcsin — + 2arcsin —. (1.8)

nr r

E Ukol

Zkuste si vzorec pro sekundarni duhu odvodit sami, stejnym postupem jako v pfipadé primarni duhy.

Mezi primérni a sekundarni duhou se nachézi tzv. Alexandriv tmavy pds, ktery je mnohem tmavsi

nez zbytek oblohy. Pro¢ tomu tak je, uvidite, az si vykreslime primarni a sekundarni duhovou funkeci.

1.3 Implementace

Nasim tkolem bude implementovat funkce pro primarni a sekundarni duhu v Pythonu, vykreslit si je pro

rizné vlnové délky a nalezeni maxima a minima pomoci derivace.

1.3.1 Vykresleni duhové funkce 1. a 2. fadu

Nejprve si pouze vykreslime obé duhové funkce, abychom vidéli jejich pribéhy a mohli si tak 1épe predstavit
vznik duhy.

Zatnéme importovanim knihoven Numpy pro numerické vypoCty a Matplotlib pro tvorbu grafii:

import numpy as np

from matplotlib import pyplot as plt

Nyni muzee definovat a vykreslit funkci pro jednu vinovou délku, tedy jeden index lomu. Definujme

také prumér kapky, typicky d = 0.5 mm.

#index lomu svétla
n = 1.3333
#typicky prumer destove kapky je 0.5 - 0.7 mm
r =2.5x* le-4
#duhova funkce
def gama(x,r):
foo = 4.0 * np.arcsin(1/n * x/r)
bar = 2.0 * np.arcsin(x/r)

return foo - bar
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Chceme vykreslit graf zévislosti v na impaktnim parametru s, musime tedy vytvofit array s hodnotami h
od 0 (horizontalni osa kapky) do h = r, vyuzijeme funci linspace z knihovny numpy. Pak do dalsi array

gamy ulozime hodnoty funkce gama(h,r) pro vSechny prvky h:

# impaktni parametry od nuly do r, celkem 100 hodnot
h = np.linspace (0,r, num = 100)
gamy = gama(h,r)

Nyni uz mizeme primarni duhovou funkci vykreslit. AvSak, nesmime zapomenout na pievody jednotek.
h jsme si zaveli v metrech, knihovna numpy poc¢ita gonieometrické funkce v radidnech - prevedeme si je do

stupnu:

plt.plot (h*1000,gamy*180/np.pi)
plt.xlabel('h (mm)')
plt.ylabel(r'$\gamma$')
plt.show()

10 1

0.00 0.05 0.10 015 0.20 0.25
h {mm}

Obréazek 1.7: Duhova funkce priméarni duhy pro index lomu n = 1.33

Vysledek miizete vidét na obrazku 1.7. Nyni uz jen podle pohledu miiZete vidét, Ze nejvice paprski se
od kapky odrazi pod thlem pfiblizné 40° - tam pravé dochézi ke vzniku primérni duhy. Jaké je konkrétni
hodnota tohoto maxima najdeme pomoci numerické derivace v dalsi kapitole. Nyni pojdme do grafu pridat
barvy a funkci pro sekundarni duhu (vSimnéte si, Ze jsme prevod z radiant do stupnu pfidali jiZ pfimo do

funkce pro 7).

def gama_n(x,r,n):
foo = 4.0 * np.arcsin(1/n * x/r)
bar = 2. * np.arcsin(x/r)

return (foo - bar) * 180/mp.pi
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def gama_2(x,r,n):
foo = 6.0 * np.arcsin(x/(n*r))
bar = 2.0 * np.arcsin(x/r)

return (np.pi - foo + bar) * 180/np.pi

indexy = [1.343,1.341,1.337,1.335,1.333,1.331,1.330,1.329]

barvy = ['indigo', 'mediumorchid', 'blue', 'lime', 'yellow', 'orange', 'red', 'maroon']

for i in range(0,len(indexy)):
plt.plot(h*1000,gama_n(h,r,indexy[i]),color = barvy[il)
plt.plot (h*1000,gama_2(h,r,indexy[i]),color = barvy[il)

plt.xlabel('h (mm)')
plt.ylabel(r'$\gamma$')

plt.show()

Vsimnéte si, ze jsme pro vykresleni grafu pouzili smycky for. Také jsme zvolili barvy tak, aby viceméné
odpovidali barvé duhy — knihovna Matplotlib nabizi celou fadu barev, prehledné je naleznete na jejich

vvvvvv

priméarni a minima sekundérni funkce. Nyni uz pravdépodobné chapete, jak vznika Alexandriv tmavy pas
— mezi primarni a sekundarni duhou je oblast, do které se odrazi zddné paprsky — podle zdkont geometrické
optiky by tedy mél byt aplné ¢erny. Vidite také, pro¢ mé sekundérni duha oto¢ené barvy oproti primérni

duze.

175

150

125

100

. . : : : . 35 ; : : : :
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.220 0.225 0.230 0.235 0.240 0.245 0.250
h {mm}) h {mm}

Obrézek 1.8: Duhova funkce pro primarni a sekundarni duhu — celé (vlevo) a piibliZzeni na oblast maxima

a minima (vpravo).

|£| Ukol

Jak se zméni vlastnosti duhové funkce 1. a 2. fadu pro jinou velikost kapky?

"https://matplotlib.org/3.1.0/gallery/color/named_colors.html


https://matplotlib.org/3.1.0/gallery/color/named_colors.html
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1.3.2 Numerické derivace, hledani minima a maxima funkce

I kdyZz muZeme pouzit vestavéné funkce a knihovny, pojdme si funkci, ktera bude pocitat derivaci, imple-

mentovat sami.

Definice

Derivace funkce f(z) podle z je limita

df(@) _ . fle+0z) — f(z) (1.9)

dx N dz—0 ox

Derivaci miizeme pouzit k nalezeni extrému funkce. Jelikoz derivace funkce je rovna smérnici teény

funkce v daném bodé, pro extrém funkce bude platit, Ze derivace v tomto misté je rovna nule. Toho

vyuzijeme pii hledani thlu, pod kterym se od kapky odrazi nejvice paprskt. P#i pouhém pohledu na graf

na obrazku 1.8 vidime, Ze tato hodnota se bude pohybovat okolo 40°, ale pojdme najit pfesnou hodnotu.
Pouzijeme nejjednodussi metodu, zvolime h < 1 a fekneme, Ze derivace funkce f(x) v bodé zg je

f(zo+h) — f(zo)
- :

d(IL’()) = (1.10)

def derivative(f,x,h=0.01):
return (f(x + h) - f(x))/h

Spocitame derivace funkce (1.7) podle h a podivame se na jeji pribéh. Budeme hledat maximum
tieba pro zlutou barvu (n = 1.333). Nadefinujeme si ale duhovou funkeci znova, pomoci lambda funkce.
Ta je uzitecna, pokud mame velmi kratké funkce, muze obsahovat pouze 1 vyraz. Jejich vyhoda spociva
v anonymnosti — nemaji nézev, hodi se, pokud chcete rychle vytvofit jednoduchou funkci, kratce ji pouzivat

a poté zase zapomenout.

n = 1.333

r =0.25

hs = np.linspace(0,r,100)

gammafce = lambda x: (4.0 * np.arcsin(l/n * x/r) - (2. * np.arcsin(x/r))) * 180/np.pi
gama_der = derivative(gammafce,hs)

gamas = gammafce (hs)

plt.axhline(0,color ='k')

plt.plot(hs,gama_der)

plt.show()

Budeme hledat takovou hodnotu v, kde plati g—z = 0, tedy prunik derivace s osou y. Na obrazku 1.9
je znazornén pribéh derivace duhové funkce a zvyraznéna je osa y. V pfibliZzeni vidime, Zze funkce protne
nulu pfiblizné kolem hodnoty h = 0,21, avSak ziskat pfesné ¢islo je komplikovanéjsi — musime pouzit dalsi

numerickou metodu, pilent intervali (bisekce).

1.3.3 Hledani kofene - metoda piileni intervalt

Nejjednodussi metoda pro nalezeni kofene rovnice se nazyva metoda pileni intervali. Spociva v jednodu-
chém predpokladu — ve chvili, kdy funkce prekroci osu y, zméni se znaménko jeji funkéni hodnoty. Jeji

princip je velmi jednoduchy:
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Obréazek 1.9: Priabéh derivace duhové funkce. V obrazku je také pfibliZeni, které v kodu nenajdete - je jen

ilustraéni.

Postup

Vezmeme 2 funkéni hodnoty f(zg) a f(z1). Pokud plati, Ze sgn (f(xo)) = —sgn (f(z1)), vime, Ze se

kotfen nachéazi nékde v intervalu mezi x1 a xg. Pokud to neplati, musime interval rozsitit.

To+x1
5

Urcéime funkéni hodnotu v bodé xo, ktery lezi presné mezi body x1 a zg, 2 =

Zjistime, zda ma funkéni hodnota f(z2) stejné znaménko, jako f(z¢) nebo jako f(x1). Podle toho

uréime nové dva okrajové body tak, aby mély funkéni hodnoty opa¢né znaménko.

Pokra¢ujeme stejnym zpisobem, dokud nenajdeme takové x,, kde plati f(z,) = 0 (nebo alespoii
f(xn) =0+¢€ kde e < 1).

>5

Vyzkousime si to tedy na na$i derivaci duhové funkce. Vyuzijeme opét lambda funkci a vytvorime

funkci der, ktera poc¢ita piimo derivaci duhové funkce

#Puleni intervalu

der = lambda x: derivative(gammafce,x)

x0 = hs[0]
x1 = hs[-5]
xs = np.array([x0,x1])

epsilon = 0.001

vysledek = False
plt.axhline(0,color ='k')
plt.plot(hs,der (hs))
while (vysledek == False):
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x2 (x0 + x1)/2.

xs = np.array([x0,x1])

plt.plot(xs,der(xs),'-or')
if ((der(x2) < np.abs(0.0+epsilon))):
vysledek = x2
break
plt.plot(x2,0,'-ob')
if (np.sign(der(x0)*der(x2)) == 1): x0 = x2
elif (np.sign(der(xl)*der(x2)) == 1): x1 = x2
plt.show()
print (vysledek, gammafce(vysledek))

\

)|

=500

—1000 -

—1500 -~

—2000 -

0.00 0.05 0.10 015 0.20

Obrazek 1.10: Hledani kofene pomoci metody puleni intervala.

Vysledek, ktery nam koéd vypocita, je hodnota v = 41.45°.

0.25

E Ukoly

1. Spocitejte, jaké jsou maxima pro ostatni barvy podle tabulky 1.2.

2. Spoditejte minimum duhové funkce sekundarni duhy pro rtzné barvy. UrCete thlovou 8ifku Alexan-

drova tmavého pasu.

3. Existuje také duha tietitho a ¢tvrtého radu, kterou ale pozorujeme na opa¢né strané, tedy kolem

Slunce. Jsou uz opravdu velmi vzacné. Zkuste odvodit, jakym zpisobem se v takovém p¥ipadé paprsky

v kapkach odréazeji a jakou maji duhovou funkci.

[2]
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Souhrn kapitoly

V této kapitole jsme nastinili zdkladni principy numerického feSeni fyzikalnich problémi a zakladni vy-
kreslovani grafi pomoci knihovny matplotlib v Pythonu. Naudili jsme se jednoduché metody numerické

derivace a hledani kofenti, které budou dale rozvedeny také v nasledujicich kapitolach.

Otazky

1. Proc je v Alexandriav pas tmavy?
2. Jaké jsou nevyhody metody bisekce?
3. Proc jsou barvy sekundarni duhy otocené oproti primarni?

4. Jaké poradi barev bude v duze 3. a 4. fadu?

Dalsi informace
e Encyklopedie fyziky, Duha, J. Reichl
e Optické tkazy v atmosfére na www.ukazy.astro.cz

. Duha 3. a 4. fadu (anglicky)



http://fyzika.jreichl.com/main.article/print/448-duha
http://ukazy.astro.cz/duha.php
https://www.atoptics.co.uk/rainbows/ord34.htm

Kapitola

Modelovani dat

Katerina Klimovicovd, Gabriel Térok

Rychly ndhled: 'V kapitole si povime néco o modelovani dat. PfedevSim se zaméfime na metodu

nejmensich ¢tverct.
Klicovd slova: Modelovani dat, metoda nejmensich ¢tverci.

|£| Cile studia: Po prostudovéani kapitoly by jste méli byt schopni pouZzivat metodu nejmensich ¢tverci.
Mégjme dano N bodu
[21391], [z25 9], [T s YN, (2.1)

kde x1,x2, ...xn jsou pevné dané hodnoty veli¢iny . y1,y2, ...yn jsou hodnoty ziskané mérenim veli¢iny .

Nekdy se setkavame s oznacenim nezavisle (veli¢ina z) a zavisle (veli¢ina y) proménna.

Priklad

Veli¢inou y miZze byt poloha vozidla jedouctho konstantni rychlosti po rovné silnici (oznacme z’). Veli¢ina

x mize byt ¢as méfeni daného 2’ (ozna¢me t). Mame N bodi

Hodnota 2 je poloha vozidla méfena v case ¢ atd.

Predpokladejme, Ze y je znamou funkei x. Neboli, Ze plati

y = f(z). (2.3)
Priklad
V nagem piikladu mame
' = f(t) = vot + (), (2.4)
kde vy a xj, jsou konstanty (rychlost a poloha vozidla v ¢ase t = 0).
A

13
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Pokud jsme schopni veli¢inu y méfit presné, plati

y1 = f(z1),y2 = f(@2),....,yn = f(zN). (2.5)
Jinymi slovy, vSechny body v roviné x — y lezi na k¥ivce dané vztahem y = f(x).
Bézné se v8ak setkdavame se situaci, kdy veli¢inu y nejsme schopni mérit presné.
Funkce f(z) obecné zavisi na P parametrech. Predpokladejme, Zze pocet parametria P je mensi nez

pocet bodit N. Oznafme parametry jako ay,ag, ...,ap. MiZeme napsat y(x) = f(x; a1, ag, ...,ap). Plati

yi = f(zi;a1,a2,...,ap) + ;. (2.6)

Veli¢iny ey, ea, ..en jsou ndhodné (chyby méfeni).

Priklad

Vratme se k nagemu piikladu. Pokud polohu vozidla méfime piesné, graf zavislosti polohy z’ na ¢ase t muze
vypadat jako ten umistény na levém panelu obr. 2.1. Pokud polohu nejsme schopni namé¥it zcela presné,

graf bude vypadat jako ten na pravém panelu stejného obrazku. Pro jednotlivé z/ plati

i = f(ts;vo, ) + €i, (2.7)
kde
f(ts;v0, 20) = tivo + 2. (2.8)
300 : ‘ ; ‘ ; ‘ ; 300
250 ¢ 250} ]
200 | 2001 1
E 150} E.150] ]
”>< , )
100 | 100+t i
50 50 | * ]
oL 0 S ——
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14 16
t[s] 1 [s]

Obrazek 2.1: Poloha vozidla z’ jako funkce ¢asu méfeni t. Levy panel: Poloha vozidla méfena piesné.
Cerné body odpovidaji jednotlivym méfenim. Cervena krivka je dana rovnici (2.7). Parametry jsme zvolili:

1

vo = 15m.s™" a z;, = 50 m. Pravy panel: obdoba levého panelu pro pfipad kdy rychlost neni méfena presné.

Pokud bychom méli veli¢inu y zméfenou presné, pak prolozit ji kiivkou y = f(z;a1,a2,...ap) neni

problém. Pokud nejsme schopni veli¢inu y mérit presné pak musime nejdiive odhadnout hodnoty za-
tim nezndmych parametri ai,as,...,ap. Pfitom pozadujeme aby kiivka co nejlépe pfiléhala k bodim
[z1;y1], [x2; 2], ...y [T Y] JelikoZ nalezené hodnoty nebudou pfesnymi hodnotami parametri, ale pouze
jejich odhady, je tfeba si zavést nové oznaceni. Napiiklad je miZzeme znacit velkym pismenem (Aj, Ao, ...Ap).

Dale je treba zvolit kritérium urcujici jak moc kiivka piiléha k bodum.
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2.1 Metoda nejmensich ¢tvercia

V piipad€ metody nejmensich ¢tverct je kritériem pfiléhavosti kiivky k bodim minimalnost veli¢iny
S = Z flxs; Ay, Ay, . AY)]2 (2.9)

Jedna se o soucet kvadrati (¢tverct) rozdilu mezi y; a f(x4; A1, Az, ... Ap).
Odhady A1, Ag, ..., A, ziskdme z podminky

N
Z[yi — flai; Ay, Ag, ... Ap)]2 = min (S) (2.10)

Priklad

V naSem piikladu jedouciho vozidla je

2’ = vot + x, (2.11)
Neboli
N
S = Zl‘ — vot — xp]?. (2.12)
=1
Odhady na Vj a X{, ziskame z podminky
N
> [#} = Vot — X{J? = min (S). (2.13)
i=1

Nyni aplikujeme vyse uvedeny postup na body (viz pravy panel obr. 2.1):
[1;66,52],[3;77,14], [6;128,01], [8; 174, 53], [12; 230, 79], [15; 287, 52]. (2.14)

Jinymi slovy najdeme takové Vj a X{), pro které veli¢ina S nabyva minima. Timto postupem dostaneme
Vo =16,3297m.s"! a X} =38,27890m . K vypoctu jsme pouzili program jehoZ piepis je uveden v kapitole
2.2. Odpovidajici kfivku je mozné vidét na obrazku 2.2.

300
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200 -

é. 150
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100
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Obrazek 2.2: Poloha vozidla z’ jako funkce ¢asu méfeni ¢ prolozena kiivkou nejlépe priléhajici k bodim.

Kfivka je dana rovnici (2.7) s parametry Vp = 16,3297 m.s! a X} = 38,27890 m.
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2.1.1 Linearni regresni funkce

Nyni se zabyvejme piipadem, kdy y = f(x;aq,ase,...ap) je tvaru

y = a161(x) + asde(x) + ... + apdp(x). (2.15)

o1(x), p2(x), ...¢p(x) jsou funkce x, avsak neobsahuji zadné dalsi parametry. Jinymi slovy, y ,zavisi“ na
parametrech ai,as, ...,ap linedrné.

Pro y; obecné plati
Yi = a191 (.%1) + a2¢2(xi) —+ ...+ apqﬁp(:vi) + e, (2.16)

kde e; jsou nahodné veli¢iny. Odhad parametri Ay, Ao, ..., Ap uréime z podminky

N
S = lyi — ar¢1(xi) — agda(w:) — ... — apeyp(;)]> = min S. (2.17)
=1

(2

K vypocétu miizeme pouzit rovnic

os 05 s
0A; 7 9Ay T T T 9Ap T
Neboli
a5 Y
oA, (=2) > [y — Argn (i) — Asgo(wi) — ... — Apop (i) (zi) = 0,
oS 1&1
A, (=2) Y lys — Aror (i) — Aagpa(i) — ... — Apgp(wi)]da(w) = 0,
i=1
a5 Y
oAy (=2) > [yi — Ardn (i) — Asgo(wi) — ... — Apgp(w:)|pp(x;) = 0,
i=1

Zavedeme substituce

N N
Bjn, = Z én(xi)pj(xi), Bp= Zyi¢h($i)~

=1 =1

Dostavame soustavu p linearnich rovnic o p nezndmych:

Bi11A1 + Bo1As + ...+ Bp1Ap =0,
BigAy + B Az + ... + BpaAp =0,

BipAi + BapAs + ...+ BppAp = 0.

Regenim jsou odhady parametra Aj, As, ..., Ap.
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Priklad
V prikladu, ktery nés provazi celou kapitolou, je funkce
2 = vt + x, (2.18)
skute¢né linearni ve vyse uvedeném smyslu.
Jiz vyse bylo uvedeno, ze
6
S = Z (1‘1 — ’Uotz‘ — .%‘/0)2 . (219)
i=1
Dostavame
08 4
o, (Z zits = v Zt RN ) -0, (2.20)
6
8:60 (Z i — Vo Ztl — 221) =0. (2.21)
(2.22)
Po tapravé mame dvojici rovnic
6 6 6
Z .%';ti — Ztiti — x{) Zti = 0, (2.23)
i=1 i=1 i=1
6 6 6
oai—wd ti—apy =0 (2.24)
i=1 i=1 i=1
Zavedme substituce
6 6 6 6 6
Bl = Ztil‘;, BQ = Zl’;, Bll == Zt’iti> 312 == Zti, BQQ == Z = 6. (225)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Rovnice se zredukuji do tvaru
Bl - ’U()BH - IE6B12 == O, 226)
32 - ’U()B12 - xloBQQ =0. (227)
Regenim rovnic dostavame
r( = 38.27890m, wy= 16.3297m.s (2.28)

K vypoctu byl pouzit program uvedeny v kapitole 2.2.

2.1.2 Priklad z realného svéta - Uréeni stari vesmiru

V roce 1929 Edwin Hubble uvedl (viz [3]), Ze ¢im je galaxie vzdéalené&jsi od Zemsé, tim se od ni rychleji

vzdaluje!. Zjigténi lze shrnout v podobné tzv. Hubbleova (& Hubbleova-Lemaiterova) zakona

v= Hr.

!Ponechme nyni stranou spory o skuteéném prvenstvi této préce.

(2.29)
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Hubbletv zékon déva do souvislosti rychlost vzdalovani galaxie v a vzdalenost galaxie r od zemé. Konstanta
ameérnosti, H, se nazyvad Hubbleova konstanta. MtzZe byt interpretovana jako relativni rychlost rozpinani
vesmiru.

Z hodnoty Hubbleovy konstanty je teoreticky mozné urcit staii vesmiru. Potfebujeme v8ak védét nejen
soucasnou hodnotu H, ale i vyvoj s casem. Pfedpokladejme nyni, Ze hodnota H se s ¢asem neméni. Jinymi

slovy, Zze vesmir se uz od svého pocatku rozpina stejné rychle.

Ukol

Na konci této podkapitoly jsou uvedeny rychlosti a vzdalenosti galaxii od Zemé. Vasim tkolem je urcit

z téchto pozorovani hodnotu Hubbleovy konstanty a z ni predpokladané staifi vesmiru. Pokud si s tim

nebudete védét rady niZe uvidime podrobnéjsi navod. Zavislost rychlosti vzdalovani na vzdélenosti od

m

Zemé je vykreslena na obr. 2.3.
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Obrazek 2.3: Hubbletiv diagram. Zavislost rychlosti vzdalovani galaxii v na jejich vzdélenosti od Zemé r.

Hondoty jsme pievzali z |5].
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1

Hodnoty rychlosti v galaxii mefenych v km.s™" a vzdalenosti galaxii r» v megaparsecich (zaloZeno

na 7))

ri = [35.101,40.501,42.864, 55.689, 58.39, 66.152, 68.515, 72.903, 76.615,
84.378,84.716,93.153, 98.891, 103.954, 111.041, 115.429, 117.117,
118.129, 127.917, 128.592, 134.667, 138.717, 145.805, 148.168, 150.193,
155.593, 163.693, 167.743, 169.769, 186.982, 188.332, 190.357, 202.845,
214.658, 227.821, 231.533, 235.583, 237.271, 241.996, 259.547, 280.473,
292.96, 303.761, 341.225, 347.975, 385.439, 420.878, 499.18, 635.535)

v; = [2535.6,2704.8,3380.5,3429.7,4057.1, 4130, 5408.8, 4781.9, 5940.1,
4927.4,5385.8,5917.2, 7389.2, 6448.7, 7824.3, 6956.1, 7631.7, 8307.3,
8549.2,9755.5, 7801.8, 8718.9, 8212.7,9443.3,10722.1, 11542.7,
8841.2,10723.3,10361.5, 12847.6, 13740.4, 10893.7, 11956.1, 14996.7,
14635.7,14949.6, 13550.6, 16132.2, 17387, 15602.9, 18258.2, 16690.9,
19055.9, 23666.5, 22412.4, 21160.5, 26374, 30215.3, 37293.5]

Poznamka

Rada: Predpokladejte, Ze rychlost vzdalovani zname presné (i kdyZz tomu tak neni) a vzdéalenost je méfena
s chybou. Jak spocitat stari vesmiru? Pii velkém tfesku by vzdalenost mezi vSemi objekty ve vesmiru méla

jit do nuly. Tedy miizeme fici, Ze pro vzdélenost galaxii v Case t plati
r=wvt+rg, kde ro=0. (2.30)
7 vyse uvedeného je patrné, Ze Cas, za ktery se galaxie dostanou do soucasného stavu, vypocteme z rovnice
t=-=—. (2.31)

Predpokladané stafi vesmiru je tedy nepfimo imérné hodnoté Hubbleovy konstanty. Davejte si vSak pozor

na jednotky.

Regeni: Mé& vyslo stafi vesmiru piiblizné 15.7 mld let .

2.2 Priklady v Pythonu
Nize uvadime nékolik prikladi, jak lze Tesit vyse uvedené tkoly.

1. Hled&ni parametri pro které kiivka nejlépe pfiléha k bodim. Viz sekce 1.1.

from scipy.optimize import minimize

def square(a,b, data):
X, y = data
return ((y-(at+b*x))*(y-(a+b*x))).sum()

(=] ot - w N -
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7 d = numpy.array([1, 3, 6, 8, 12, 15])
8 v = numpy.array([66.5248, 77.1354, 128.014, 174.528, 230.793, 287.515])

10 data = (d,v)
11

12 def squarekon(p):

13 X,y=p
14 return square(x,y,data)

15

16 minimize (squarejedna, (10.0,10.0))

2. Obdobné jako 1., avSak tentokrat je vypocet proveden metodou popsanou v sekci 1.2.

1 import numpy as np

2 from scipy.optimize import minimize

IS
]

numpy.array([1, 3, 6, 8, 12, 15])
v = numpy.array([66.5248, 77.1354, 128.014, 174.528, 230.793, 287.515])

o
|

7 data = (d,v)

9 A = np.array([[-(d*d) .sum(), -(d).sum()], [-(d).sum(), -611)
10 B

11

np.array([-(d*v) .sum(), -(v).sum()])

>
I

np.linalg.solve(A,B)
12

13 print(X)

3. Priklad ko6du o kterém jsme dosud nehovofili, ale ktery mize slouzit ke kontrole vyse uvedenych

vysledkt. Zde jsme pouzili knihovnu Kapteyn

1 import numpy

2 from kapteyn import kmpfit

4 def residuals(p, data):

5 X, y = data
6 a, b=p
7 return (y-(a+b*x))

9 d = numpy.array([1, 3, 6, 8, 12, 15])
10 v = numpy.array([66.5248, 77.1354, 128.014, 174.528, 230.793, 287.515])

11

12 paramsinitial = [1.0, 1.0]
13 fitobj = kmpfit.Fitter(residuals=residuals, data=(d,v))
14 fitobj.fit(paramsO=paramsinitial)

15 print ('Parametry: ', fitobj.params)
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Dalsi informace

e Kapteyn Astronomical Institute. Least squares fitting with kmpfit. Dostupné z
https://www.astro.rug.nl/software /kapteyn /kmpfittutorial.html

e PRESS William H., TEUKOLSKY Saul A., VETTERLING William T., FLANNERY Brian P. Nu-
merical recipes. The art of scientific computing. Third edition. Cambridge. 2007, ISBN-13 978-0-521-
88068-8

e REKTORYS, Karel a kolektiv. Prehled uzité matematicy. SNTL. 1980, ISBN 04-003-81.

Souhrn kapitoly

V kapitole jsme se vénovali piedevsim vyuzit{ metody nejmensich ¢tverct.

Otazky

1. Vysvétlete diivody, pro¢ jsme na pocatku predpokladali, Zze pocet bodt N je vétsi nez pocet

parametra P.




Kapitola

Interpolace a extrapolace

Gabriela Urbancovd

Rychly ndhled: 'V této kapitole se nauc¢ime, co je interpolace a extrapolace, jak je vyuzivat v praxi,
tedy jak spojit zadanou mnozinu bodu kfivkou tak, aby tato kiivka byla hladka, prochazela viemi zadanymi
body a co nejvice se blizila piuvodni, nami hledané, funkci. Uvedeme si zde piiklady rtznych interpolaci,
k jejichz vypo¢tu a k tvorbé grafii vyuZijeme programovaci jazyk Python a jeho vestavéné knihovny a
funkce. V téchto kratkych programech se naucite porovnavat rizné interpola¢ni metody, jak numericky,
tak graficky. Taky si ukdZeme i jiny zpusob, jak ovéfit kvalitu zvolené interpolace, konkrétné pomoci

Riemannova urc¢itého integralu.

Klicovd slova: Interpolace, extrapolace, interpolaéni uzel, interpolace polynomem, stupen polynomu,
koeficient polynomu, linearni interpolace, Lagrangeova metoda, linearni splajn, kubicky splajn, Python,

Scipy, quad, Riemanntv urcity integral, Rungeova funkce.

|£| Cile studia: Po prostudovani této kapitoly budete védét, k C¢emu a jak se pouziva interpolace a
extrapolace. Budete znat nékolik druhi interpolaci, v jakych pfipadech se daji pouzit a kdy je lepsi zvolit
jinou aproximad¢ni metodu. Také budete umét zvolit vhodné knihovny a funkce v programu Python, spocitat
a vykreslit jednotlivé interpolace a srovnat jejich vysledky. Nakonec si spocitate integraly znamych funkci

a srovnate presné vysledky s jejich interpolovanymi hodnotami.

3.1 Co je to interpolace a extrapolace

Jednou z aproximacnich metod, které se hojné vyuziva v numerické matematice, je interpolace, resp. extra-
polace. Hlavnim znakem interpolace je, Ze nové sestrojena aproximaécni funkce g(z) musi pfesné prochazet
v8emi znamymi body. Tato mnozina bodii, tzv. interpola¢nich uzli, je vysledkem ptvodni funkee f(x). Ve
vEt8ing piipadu je to tak, Ze tato puvodni funkce f(x) je neznamé a neni spocitana ve vsech bodech. Mé&jme

tedy jednoduchou tabulku obsahujici napocitané hodnoty y; néalezici jednorozmérné funkei f(x;) v bodech

Ly L1y -y TN, ml?’é$j proi#j, (31)

ale my potfebujeme zjistit hodnotu y v jiném bodé x, a to tak, aby x¢p < x < xy. Interpolaci se tedy

snazime nalézt hodnoty, které se nachazi mezi dvéma interpola¢nimi uzly uvniti zndmého intervalu.

22
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Obrazek 3.1: Extrapolace funkce f(x) = sin(x) na 20ti interpola¢nich uzlech.

Nékdy se stane, ze nam nékteré okrajové body v pozadovaném intervalu chybi a potfebujeme je znat.
Takovému procesu se k4 extrapolace a snazime se nalézt ptiblizné hodnoty funkce mimo interval zndmych
hodnot. Funguje na stejném principu jako interpolace, tedy opét hleddme vhodnou nédhradni funkci. Diky
této funkci, kterd odpovida okrajovym hodnotdm néam neznamé funkce, mizeme urcit i hodnoty mimo
puvodni rozsah méfeni, ale pouze s jistou pravdépodobnosti. Cim d4l od okrajovych bodi extrapolujeme,
tim vice nepfesné mame vysledky (roste odchylka od skute¢nych hodnot). Extrapolace je metoda méné
vyuzivana, protoZe neni tak presné a funguje spiSe jako hruby odhad toho, jak by se mohla funkce chovat,
kdyz je za okrajovymi uzly. Ukdzku extrapolované funkce f(z) = sin(z) muizete vidét na obr. 3.1, pouzili
jsme linedrniho a Lagrangetv interpola¢ni polynom. Na nami uvedeném piikladé se odhad minulého ani

budouciho chovani pomoci extrapolace moc nezdafil, i kdyz jsem zvolili pomérné hodné interpola¢nich uzli.

Definice

Interpolace je tedy takovy typ aproximace, u které pozadujeme, aby hledané funkce pfesné prochézela

zadanymi body neboli hleddme takovou funkci g(x), kterd se shoduje s funkei f(x) v uzlovych bodech z;

9(xi) = f(z:) =y i=1,...,N. (3.2)
Existuje cela fada raznych typu interpolaci [6], u nékterych poZzadujeme i shodnost derivaci v uzlovych

bodech, tj. ¢'(z;) = f'(z;), u jinych i spojitost druhych derivaci (nap¥. Hermiteova interpolace). Kazd4 z
existujicich interpolaci mé své vyhody i omezeni.

V tomto textu si uvedeme nékteré zakladni interpolace [7], omezime se na pfipad jedno dimenzionalni,
kdy vSechny body lezi v roviné v kartézském souradném systému a jsou sefazeny vzestupné podle prvni

soufadnice. Samoziejmé se daji interpolovat i funkce vice proménnych, ale pro zachovani jednoduchosti
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této kapitoly se jimi zabyvat nebudeme.
Na konci této kapitoly najdete ¢asti kodu psaného v Pythonu, pomoci kterého si muzete vyzkouset

druhy interpolaci, které zde uvedeme.

3.2 Polynomialni interpolace

P1i interpolovani se snazime najit takovou t¥idu funkci, kterda bude v néjakém smyslu vyhodné. Nejvice

vyuzivané funkce v bézné praxi jsou ty ve tvaru polynomu
N
P(x) = Ao—i—All'—l—AQa}z + ... —i—ANl'N = ZA, N (3.3)
i=1

Pozadujeme, aby byla splnéna interpola¢ni podminka (3.2)

a dostavame tedy predpis pro interpola¢ni polynom nejvyse stupné N.

Jak muzeme vidét, tak matematicky tvar polynomu vypada jednoduse. Staci, kdyz ur¢ime stupen poly-
nomu, napocitame piislusné koeficienty pomoci feSeni soustavy linearnich rovnic a dostaneme jednoznac¢ny
tvar hledaného interpola¢niho polynomu. Stupen polynomu je definovan jako nejvyssi mocnitel proménné v
nenulovém ¢lenu. Vyhodou tohoto tvaru funkce je také nasledné pocitani derivace a integrace. Volbou riz-
ného stupné polynomu jsme schopni dosdhnout libovolné presnosti, ale pozor, u vysokych stupiitt polynomu

uz dochazi k velkych zaokrouhlovacim chybam a k nezadoucim oscilacim.

3.2.1 Linearni interpolace

Polynomem prvniho stupné (pro N = 1) interpolujeme linearné. Dva sousedni uzly se jednoduSe prolozi
use¢kou. Hodnotu interpolaéni funkce v bod& x spocitame tak, Ze nejdiive zjistime, mezi kterymi uzly
nami hledany bod lezi. Je potfeba védét, zda mém uzly rozmistény rovnomérné ¢i nerovhomérné. Na tento
vypocet existuji rizné algoritmy. Kdyz nakonec znam polohu z; a x;41, ndmi hledana interpola¢ni funkce

se spocita ze vztahu
9(z) = flw) _ flai) = flz) o(2) = flz:) + f(@iv1) = f(i)

T — Tit1 — T Titl — T

(x — ;). (3.5)

Takto vznikla interpola¢ni funkce je sice spojita, ale neni hladka, tedy jeji prvni derivace neni spojité, proto

je jejl pouziti zna¢né omezené. Na obr. 3.2 vidime srovnéni linearni a polynomialni interpolace..

3.2.2 Lagrangetv interpola¢ni polynom

Pii vypoctu jednotlivych koeficientt polynomu muze dochézet ke vzniku velkych zaokrouhlovacich chyb,
hlavné v pripadech vysokého stupné polynomu. LepSim feSenim je se tomuto vypoctu tplné vyhnout a

pouzit tzv. Lagrangeovu metodu. Ta spociva ve slozeni jednotlivych elementérnich polynomi

(r—x0)...(r —xim1)(x —xiy1) ... (z —xN)
(:EZ' — xo) c. (.13, — sz‘_l)(xi — a;i+1) e (1'1 — ZCN)

li(x) = (3.6)

splnujicich podminku

li(xj) = i, (3.7)
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Obrazek 3.2: Srovnani linearni a polynomialni interpolace pro pfipad 4 interpola¢nich uzli.

do vysledného Lagrangeova interpolac¢niho polynomu

N
Ly(zy) = Zyzlz(xk) =Yk, proi,k=0,...,N. (3.8)

i=0
Pokud mame tabulku obsahujici vysoky pocet interpola¢nich uzli, kterymi vysledny polynom musi
projit, tak Lagrangeova metoda neni vhodna, jeji vypocet se stava slozity a zdlouhavy. Naopak je metoda

dobre vyuZitelné, pokud interpolujeme ruzné funkce, ale ve stejnych uzlovych bodech.

3.3 Interpolace pomoci splajnu

Jak uz jsme uvedli diive, v pfipadech vysokého poc¢tu interpolacnich uzli musime k interpolaci zvolit
polynom vysokého stupné. Vysledna funkce se sice v blizkosti uzli chova celkem hezky, ale mezi uzly
dochéazi ke kmittim, viz obr. 3.3, které jsou samoziejmé nezidouci, ale jsou pfimym disledkem vysoké
zaokrouhlené chyby ve vypoctech. Zde prichazi na fadu metoda, které se ¢esky rika splajn (z angl. spline).
Opét vyuzivime funkce ve tvaru polynomu, ale tentokrat tak, Ze hledana interpola¢ni funkce je po celém
intervalu rozdélend na malé ¢asti. Jednotlivé Casti mezi uzly jsou popsany polynomy nizkého stupné a v
uzlech na sebe hladce navazuji.

Pro predstavu si zde uvedeme pouze dva druhy splajnu, konkrétné Linearni a Kubicky splajn. Existuje

jich samozrejmé vice a maji rizné vyhody i nevyhody, dalsi informace najdete napf. v doporucené literatufte.

3.3.1 Linearni interpolac¢ni splajn

Nejjednodusim druhem interpolace splajnem je linedrni a neznamena nic jiného, nez prolozeni dvou soused-

nich uzla aseckou. Méjme tedy dva sousedni uzly dané soufadnicemi [x;—1,yi—1] & [x;, yi], které prolozime
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Obrazek 3.3: Interpolace Rungeovy funkce pomoci Lagrangeova polynomu 10. stupné.

tseckou, tedy linearnim interpolaénim polynomem ve tvaru 7]

(Yi — yi-1)

Si(z) = yi—1 + (25— 20 1)

(r — 1) = yi—1 + 504, (3.9)

kde S(z) je spojita funkce, ale jeji prvni derivace ve vnitinich uzlech obecné spojita neni. Pokud zname

dostatecné mnozstvi uzld, pak lze chybu interpolace ovliviiovat a zmengovat.

Ukol

Vysvétlete vlastnimi slovy, ¢im se od sebe lisi linearni interpolace a linearni splajn. E

3.3.2 Kubicky splajn

Velmi pouzivanou aproximaci je interpolace pomoci kubického splajnu. Vyuzivame tak vlastnost{ polynomu
3. stupné, ktery je spojity a méa také spojité prvni i druhé derivace a zaroven ma nizké riziko vzniku
nezadoucich kmitia. Obr. 3.4 potvrzuje, Ze jsme pomoci kubického splajnu dostali naprosto vyhovujici
aproximaci Rungeovy funkce i pfi zachovani poc¢tu interpolacnich uzla.

Podrobnou definici zde pro jednoduchost uvidét nebudeme, ale krésné vysvétleny kubicky splajn

1 s postupem FeSeni mtzete najit na http://kfe.fjfi.cvut.cz/ psikal/nme/cv04/kubspline.pdf.

E Ukol

Meéjte zadanou funkci pomoci 12ti interpolacnich uzli. Ktera z intepola¢nich metod bude

nejvhodnéjsi? E
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Obrazek 3.4: Interpolace Rungeovy funkce pomoci kubického splajnu.

3.4 Interpolace v programu Python

V programovacim jazyce Python existuje velkd knihovna Scipy, ktera obsahuje velké mnoZstvi riznych
druhti interpolaci, jejich vycet lze najit na SciPy.org. Pro nase tcely si vybérem jen nékteré druhy interpolaci

a jejich pouziti si ukdZzeme v nasledujicim pfikladé.

Piiklad

Necht mame funkci f(zp) = sin(xzg) a zname jeji funkéni hodnotu v 5ti interpola¢nich uzlech, jejichz
soufadnice jsou z¢ = [0.0,0.785,1.571,2.356, 3.142] na intervalu < 0,7 >.

e Srovnejte, jakou vyslednou hodnotu spocitaji rtizné druhy interpolaci dostupné v knihovné Scipy
(konkrétné pouzijeme interpolaci linearnim polynomem, Lagrangeovu interpolaci, linearni splajn a
také splajny 3. a 4. stupné), a to konkrétné v bodech z = [0.2,0.5, 0.9, 2.4] s hodnotami vypocitanymi

originalni funkci.
e Na zakladé ziskanych vysledkt rozhodnéte, kterd z interpolaci je pro nas piiklad nejvhodnéjsi.

K vypoctu pouzijte nize uvedeny koéd v Pythonu.

Uvedeme zde feSeni pouze pro z = 0.2 (ostatni jsou za tkol):

# Importujeme knihovny, které chceme pouzit
import numpy as np
from scipy import interpolate as inter

import math

# Poloha 5ti interpolacnich uzld a originadlni funkce, ze které dopocitame hodnoty
x0 = np.array([0.0 , 0.785, 1.571, 2.356, 3.142])



https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/interpolate.html

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

KAprPiTOLA 3 INTERPOLACE A EXTRAPOLACE 28

yO = [math.sin(i) for i in x0]

# Poloha bodl, ve kterych chceme znat interpolacni hodnoty

x = np.array([0.2, 0.5, 0.9, 2.4])

# NaSe interpolacni funkce

funkce_linear = inter.interpld(x0, yO, kind='linear') # linearni interpolace
funkce_lagrange = inter.lagrange(x0, y0) # Lagrangelv polynom

funkce_spline = inter.InterpolatedUnivariateSpline(x0, yO, k=1) # splajn 1. stupné
funkce_cubic_spline = inter.InterpolatedUnivariateSpline(x0, yO, k=3) # splajn 3. stupné
funkce_spline_4 = inter.InterpolatedUnivariateSpline(x0, yO, k=4) # splajn 4. stupné

print ("Interpolovanad hodnota 'linear' v bod&", x[0], '=', funkce_linear(x[0]))

print ("Interpolovand hodnota 'lagrange' v bod&", x[0], '=', funkce_lagrange(x[0]))

print ("Interpolovand hodnota 'spline' v bod&", x[0], '=', funkce_spline(x[0]))

print ("Interpolovanad hodnota 'cubic spline' v bodé&", x[0], '=', funkce_cubic_spline(x[0]))
print("Interpolovand hodnota 'cubic spline 4' v bodé&", x[0], '=', funkce_spline_4(x[0]))
print("Originalni hodnota v bodé", 0.2, '=', math.sin(0.2))

Program na obrazovku vypiSe:

Interpolovana hodnota ’linear’ v bodé 0.2 = 0.18008284868926522

Interpolovana hodnota ’lagrange’ v bodé 0.2 = 0.19689743442955368

Interpolovana hodnota ’spline’ v bodé 0.2 = 0.18008284868926525

Interpolovana hodnota ’'cubic spline’ v bodé 0.2 = 0.20516280705344686

Interpolovana hodnota ’cubic spline 4’ v bodé 0.2 = 0.19689743442955354

Originalni hodnota v bodé 0.2 = 0.19866933079506122

Zkuste si najit napovédu k funkci interpld z knihovny scipy.interpolate, tato funkce je totiz
hodné specifickd a ma velmi Siroky zabér. V nasem piikladé ji pouzivime pouze k vypoctu linearni in-
terpolace, ale v napovédé najdete, Ze existuji i volby ‘nearest’, ‘nearest-up’, ‘zero’, ‘slinear’,

‘quadratic’, ‘cubic’, ‘previous’ a ‘next’ a kazda z nich pocita interpolaci odliSnym zptisobem.

Priklad

Necht stale mame funkci f(xg) = sin(zg). Na intervalu < 0,7 > si pomoci piikazu v Pythonu

x0 = np.linspace(0, math.pi, num=10, endpoint=True)

napo¢itame rizny pocet interpola¢nich uzli (budeme ménit ¢islo num) v ekvidistantnich vzdalenostech od

sebe. Pomoci podobného piikazu

x = np.linspace(0, math.pi, num=100, endpoint=True)

si navolime pocet novych bodi, ve kterych chceme znat hodnotu interpolace. Vysledujte, jakym zptisobem

se méni predchozi vysledky, pokud zvySuji nebo snizuji pocet interpolac¢nich uzli. Diskutujte vysledky a

pouzitelnost jednotlivych druhti interpolaci.
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|£| Ukol

Existuje i jiny zpusob, jak ovérit na kolik vybrana interpolace odpovidé ptvodni funkci?

m

Priklad

Mégjme Rungeovu funkci g(zo) = 1/(1 + 2523). Na intervalu < —1,1 > si pomoci pifkazu v Pythonu
spocitejte jeji integra¢ni hodnotu. Poté funkci interpolujte vSemi jiz uvedenymi zptusoby a spocitejte jejich

integra¢ni hodnoty. Vysledné hodnoty porovnejte a rozhodnéte, kterd z interpolaci je nejvhodnéjsi.

# importované cCasti knihoven
from math import sin, pi

from scipy.integrate import quad

# definice funkce, kterou chceme numericky integrovat
def g(x):
return 1./(1.+25.%x*%2.)

# pouZijeme vestavénou funkci quad pro vypolet uréitého integralu od O do Pi
vysledek, chyba = quad(g, -1., 1.)
print ("Numericky vysledek funkce je {:f} (+-{:g})" .format(vysledek, chyba))

Na obrazovku se nam vypiSe:

Numericky vysledek funkce je 0.549360 (+-2.86683e-09).

Nyni si spoc¢itame, jaké integracni hodnoty dostaneme pouzitim riznych interpolaci, jinymi slovy spo-
¢itame obsahy ploch ohrani¢ené interpolovanou kfivkou. Ze znalosti o poéitani urcitych integralu zvolime
Riemanntv integral. Na obr. 3.5 vidime grafické srovnéni levé, stfedové a pravé Riemannovy sumy spocCi-
tané pro piipad Rungeovy funkce. Zvolili jsme déleni intervalu na 11 oddili. Hned na prvni pohled vidime

jasné rozdily ve zptsobu vypoctu obsaha ploch pod kfivkou.

Levd Riemannova suma, N = 11 Stiedova Remannova suma, N = 11 Prava Riemannova suma, N = 11

10 10 - 10
0.8 A 08 08 =
056 06 06
- -
04 04 0.4
-
02 02 02
L 3 - # -
: 3 E 3
- - - T -
. | ! . . | .
0.0 L L ! ! t ! oo LIS ! | [T 0.0 L ) ! ! — !
-10 05 0.0 05 10 -10 05 0.0 05 10 1o -05 0.0 05 10

Obrazek 3.5: Graficky znazornény postup pii poditani Riemannova integralu Rungeovy funkce.

Lze samoziejmé pouzit i jiny druh integralu, nap¥. Simpsonovo pravidlo (vice informaci v knihovné

scipy.integrate.simpson), které k vypoétu pouziva kvadraticky polynom na kazdém oddilu kiivky. Také
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existuje lichobéZnikového pravidlo (scipy.integrate.trapezoid), které aproximuje kazdy oddil kiivky
primkou.

Z vyse uvedeného kodu vime, jaké je pfesna hodnota integralu Rungeovy funkce na intervalu < —1,1 >.
Pouzitim Riemannovy sumy dostavame hodnoty (pro piipad déleni na 11 oddild):
Leva Riemannova suma: 0.5477044454139318,
Stredovi Riemannova suma: 0.4956374418136541,
Pravi Riemannova suma: 0.33904407478069454.

Pro znazornéni vypoctu jsme pouzili interpola¢ni funkci nazvanou funkce_spline, kterd nam interpoluje

Rungeovu funkci pomoci splajnu 1. stupné. Vypocty ostatnich druhti interpolaci jsou za tkol.

# Importujeme knihovny, které chceme pouzit
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from scipy import interpolate as inter

# Poloha 11ti interpolacdnich uzld a originadlni funkce, ze které dopocitame hodnoty
x0

yoO

np.linspace(-1, 1, num=11, endpoint=True)
[1/(1.+(25.%(1)**2)) for i in xO0]

# Poloha bodl, ve kterych chceme znat interpolacni hodnoty

x = np.linspace(-1, 1, num=100, endpoint=True)

# NaSe interpolaéni funkce

funkce_linear = inter.interpld(x0, yO, kind='linear', bounds_error=False, fill_value='extrapolate')
funkce_lagrange = inter.lagrange(x0, y0) # Lagrangeliv polynom

funkce_spline = inter.InterpolatedUnivariateSpline(x0, yO0, k=1) # splajn 1. stupné
funkce_cubic_spline = inter.InterpolatedUnivariateSpline(x0, y0, k=3) # splajn 3. stupné
funkce_spline_5 = inter.InterpolatedUnivariateSpline(x0, yO, k=5) # splajn 5. stupné

# Do grafu vykreslime modrou gridovaci mrizku
plt.plot(x0, yO, 'o', label='Data')

plt.grid(linestyle="-", color=(0.7, 0.8, 1.0))

# Vykreslime si vSechny pouZité interpolace do jednoho grafu

plt.plot(x, funkce_linear(x), '-', label='linearni polynom')
plt.plot(x, funkce_lagrange(x), '-', label='Lagrangeiv polynom')
plt.plot(x, funkce_spline(x), '-', label='splajn 1. stupné')
plt.plot(x, funkce_cubic_spline(x), '-', label='kubicky splajn')
plt.plot(x, funkce_spline_5(x), '-', label='splajn 5. stupné')

# Oznacime osy v grafu
plt.xlabel('x')
plt.ylabel('f(x)")

# Legendu v grafu
plt.legend()

plt.show()

# Predpisy pro vypocet Riemannovy sumy ve 3 riznych polohach

a= -1
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b=1
N =11
dx = (b-a)/N

x_vlevo = np.linspace(a, b - dx, N)
x_uprostred = np.linspace(dx/2,b - dx/2,N)

x_vpravo = np.linspace(dx,b,N)

# Vypolet Riemannova integrald pro rtzné polohy
Riemannova_suma_vlevo = np.sum(funkce_spline(x_vlevo) * dx)
Riemannova_suma_uprostred = np.sum(funkce_spline(x_uprostred) * dx)

Riemannova_suma_vpravo = np.sum(funkce_spline(x_vpravo) * dx)

# Tisk vysledki

print("Levy Riemanniiv integral:", Riemannova_suma_vlevo)
print ("St¥edovy Riemanniv integral:", Riemannova_suma_uprostred)
print ("Pravy Riemanntiv integral:", Riemannova_suma_vpravo)
20 -
® Data
linearni polynom
15 A — Lagrange(v palynom

splajn 1. stupné
kubicky splajn
splajn 5. stupné

fix)

I I I I I I
-1.00 -075 -050 -025 000 025 050 075 100
X

Obréazek 3.6: Riizné druhy interpolaci aplikovanych na Rungeovu funkci.

Spusténim vyse uvedeného kdédu obdrzime obr. 3.6 a text:
Levy Riemanntv integral: 0.5473018959649976

Stredovy Riemanntuv integral: 0.5027747653416103

Pravy Riemanntv integral: 0.35668449197860963

Porovname nyni ziskané hodnoty integralit Rungeovy funkce:

quad funkce: 0.549360(+ — 2.86683¢ — 09)

Riemannova leva suma aplikovana na originalni funkci: 0.5477044454139318
Levy Riemanntiv integral z funkce_spline : 0.5473018959649976
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Vsechny ziskané vysledky takto porovnejte a diskutujte.

E Ukoly

1. Jak muzeme na obr. 3.6 vidét, tak napf. interpolace splajnem 5. stupné uz nebude idealni, zkuste si
spocitat jeji Riemannuv intergral a opét diskutujte vysledky.
2. Zkuste zménit pocet oddili, na které se plocha pod kiivkou déli, jak moc to ovlivni vysledky?

3. Vyménte Rungeovu funkci napt. za funkei f(z¢) = sin(zg) a zkuste spocitat vyse uvedené Riemannovy
integraly.
i) Ktery z Riemannovych integrali bude nejblize odpovidat hodnoté originalni funkce?

ii) Zkuste zménit i pocet oddili, na které si plochu pod k¥ivkou rozdélite. Diskutujte vysledky. E

Souhrn kapitoly

V této kapitole jste se dozvédéli, k ¢emu a jak se pouziva interpolace a extrapolace. Vysvétlili jsme Vam
ruzné druhy interpolaci, popsali jsme, kde a jak se daji vyuzit a pro jaké pfipady jsou ¢i nejsou vhodné.
Pomoci programt psanych v programovacim jazyce Python, vyuzitim hlavné knihovny Scipy a jejich
vestavénych funkci, jste méli za tkol spocitat interpola¢ni hodnoty v rtznych bodech kiivky za pouziti

riznych interpola¢nich metod. Naudili jste se, jakym zplisobem ovérit kvalitu Vami zvolené interpola¢ni

metody i za pouZiti Riemannova integralu.

Dalsi informace

e PRESS William H., TEUKOLSKY Saul A., VETTERLING William T., FLANNERY Brian P. Nu-
merical recipes. The art of scientific computing. Third edition. Cambridge. 2007, ISBN-13 978-0-521-
88068-8

° CERMAK, Libor a Rudolf HLAVICKA. Numerické metody 1. In: VUT, FSI, Ustav matematiky
|online|. Brno, 1.11.2006. Dostupné z:
http://mathonline.fme.vutbr.cz/Numericke-metody-I/sc-8-sr-1-a-11 /default.aspx




Kapitola

Numerické reseni rovnic, hledani korent

Rychly ndhled: Tato kapitola se zabyva hledanim kotenti funkci. UkaZeme si dvé zakladni metody a
to metodu pileni intervalu (bisekci) a Newtonovu Raphsonovu metodu (metodu te¢en). Metody budeme
nejprve aplikovat na hledani kofeni kvadratické funkce. V druhé ¢asti si ukaZzeme aplikaci na hledani

rovnovaznych bodu gravitaéné vazanych systémai.

IE' Cile studia:
e Pochopit matematické pozadi zédkladnich numerickych metod pro hledani kofend funkci.
e Umét pouzivat metody hledani kofent, které jsou soucasti knihovny scipy.
e Seznamit se s Rocheovym potencidlem a jeho vlastnostmi.

Vsechny rovnice lze prevézt na tvar f(z) = 0 a proto se budeme v této kapitole zabyvat pouze rovnicemi
tohoto typu. Uloha tedy spo¢iva v nalezeni zg pro které plati f(xg) = 0. Hledani feSeni této rovnice se
Casto oznacuje jako hledani kofenti (root finding). Pro fadu pfipadi muze byt takovych feseni vice. Napf.
kvadraticka rovnice 22 — 4 = 0 ma tato feSeni dvé, a to 21 = 2 a 29 = —2. Nékteré tilohy naproti tomu
feSeni v oboru realnych ¢&sel nemaji, napt. rovnice 22 + 4 = 0.

Pfi feSeni rovnice numericky je proto tieba znat o feSeni néjaké informace (napf. feSeni existuje priblizné
zde, nebo FeSeni existuje na intervalu (a,b), ktery zname). Toto se miize zdat jako znacné omezeni nicméné

pri feSeni redlnych problémi v pfirodnich védach takové informace ¢asto mame k dispozici.
funkci, které je ovSem zajimava z hlediska vyzkumu Vesmiru, konkrétné dvojhvézd.

4.1 Hledani korenu kvadratické funkce

Zacénéme zopakovanim zakladnich vlastnosti kvadratické rovnice. Mé&jme kvadratickou rovnici

2 +axr+b=0, (4.1)

17 terminologického hlediska je hledani kofent funkce f(x) ekvivalentni s feenim rovnice f(x) = 0. Vzdy ale hovoiime o

FeSeni (FeSenich) rovnice, pfipadné o kofenu (kofenech) funkce.

33
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— x2-2x-5
—

Obrazek 4.1: Vievo: Znazornéni vlivu koeficientu b na kvadratickou funkci. Znazornény jsou situace, kdy
existuji dva kofeny (modfe), jeden kofen (zelené) a situace kdy kofen neexistuje (Cervené). Uprostred:

Znazornéni metody pileni intervali. Vpravo: Znazornéni Newtonovy Raphsonovy metody.

2 rtizny od jednicky, muZeme celou rovnici

kde uvazujeme, ze ¢len u z? je roven jedné. Pokud by byl ¢len u z
vydélit timto koeficientem a pfevézt ji na tvar (4.1).
7 hlediska hledani feseni kvadratické rovnice mohou nastat tii situace v zavislosti na hodnoté tzv.

diskriminantu, ktery v pfipadé rovnice ve tvaru (4.1) vypada D = a? — 4b
e D < 0 rovnice (4.1) feSeni nema.
e D =0tj. b= a?/4 ma rovnice jedno feseni x9 = —a/2 a rovnici lze prepsat na tvar (z + a/2)% = 0.
e D > 0 ma rovnice dvé feSeni 1 = —a/2 + \/5/2 axy=—a/2— \/5/2

Podivame-li se podrobné na vyse uvedené vidime, Ze pokud kofeny kvadratické funkce existuji lezi jeden z
nich vlevo od —a/2 a druhy lezi vpravo od a/2. K podobnému zavéru bychom dosli, pokud bychom vyuzili

zndmych vztahu koeficienti a a b ke kofent rovnice x1 a xo

a = —(x1+xz2), (4.2)
b = xixo. (4.3)

I z téchto vlastnosti vyplyva, Ze koeficient —a/2 je mozné brat jako pramér koeficientii 21 a x9 a Ze intervaly
na kterych se nachézi pravé jeden koten jsou tedy (—oo, —a/2) a (—a/2,00). Ke stejnému zavéru jsme dosli

jiz diive ze znalosti korent.

4.1.1 Hledani korenti metodou piileni intervali

Metoda piileni intervalu je jednou ze zakladnich metod hledani kofenti. Postup vychézi z poc¢atecni znalosti
intervalu na kterém se kofen nachézi. V ukazce budeme hledat veétsi kofen tj. kofen ktery se nachézi v
intervalu (—a/2,00). Nekonetno je z pochopitelnych diavodii jako okrajovy bod nevhodné, proto zkusime
najit vhodngjsi bod. Udé&lame odhad, Ze timto bodem by mohl byt bod 2’ = a/2 a spo¢itame hodnotu levé

2 vime, Ze hodnota levé strany rovnice v

strany rovnice v tomto bodé. Vzhledem k nasi volbé koeficientu u z
ro = —a/2 musi byt zaporna, aby kofeny existovaly?. Pokud je hodnota v 2’ = a/2 kladna, mame vyhrano
a vime, Ze kofen lez{ na intervalu (z,2’). Pokud je hodnota levé strany rovnice v bodé x’ zaporna stejné
jako v bodé xq prolozime témito body pfimku a nalezneme priise¢ik x; této pifimky z osou x. Vzhledem

k tomu, Ze pfimka lez{ na intervalu (2/, 00) pod parabolou musi i v bodé, kde pfimka protina osu x lezet

2Je-li koeficient u 2 > 0 je parabola obrécena vrcholem dolu (tj. v bodé xo = —a/2 lezi minimum kvadratické funkce).

Nachézi-li se toto minimum na osou x, priseciky s osou z neexistuji a tim pddem nelze kofeny nalézt.
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parabola nad ni a hodnota musi levé strany rovnice musi byt v bode z; kladna. Nyni tedy jiz bezpetné
zname interval na kterém kofen lezi, ozna¢me ho (z0,x1).

Pfi zmenSovani intervalu postupujeme nésledovné. Levou stranu rovnice si oznacime jako f(z) a levé
strana rovnice je rovna nula. Zvolime zo = (z1 — x¢)/2. Spoéitame f(x2). Je-li f(x2) > 0 vime, Ze kofen
lezi na intervalu (xo, z2). Je-li f(x2) < 0 vime, Ze kofen lezi na intervalu (z2,x1). Novy interval oznacime
(0, 1) spocitdme nové xo a postupuje do doby neZ je splnéna podminka z1 — xo/(x1 + z9) < 1, kde n

znadi nami pozadovanou presnost. ReSeni potom miizeme psat jako x = (xg + x1)/2.

Piiklad

Nésledujici ¢ast ukazuje vyuziti metody pileni intervalti v pythonu.

from scipy import optimize as opt

def f(x):

return x**2-2*%x - 5

koren=opt.bisect(£f,1,7)

print (koren)

Program vypiSe hodnotu 3.4494897427834985. Na fadku 1 importujeme z knihovny scipy rutinu optimize.
Na fadku 3 definujeme kvadratickou funkci. Hledany koren potom najdeme metodou optimize.bisect,
kde prvnim argumentem je funkce jejiz kofen hleddme, druhym a tfeti argument urcuji interval na kterém

se kofen hled4a — v nasem piipadé se jedna o interval (1, 7).
' A

Ukol
Vyteste nasledujici ukoly.
1. Vy8e uvedeny postup jsme aplikovali na hledani kofenu vpravo od minima kvadratické funkce. Jak
by se postup zménil pro hledani kofenu vlevo od minima? Jak byste poznali zda hledany kofen lezi

v intervalu (zg,x2) ¢i (z2,21) v obecném piipadé, kdy nevite zda funkce f(z) na intervalu (zg,z1)

roste ¢i klesa.
2. Proctéte si dokumentaci scipy.optimize.bisect

3. Jakym zpusobem miuZeme nastavit presnost s jakou se kofen hleda? Nastavte pfesnost na rizné

hodnoty a porovnejte vysledky.

4. Nastavte pFesnost na pomérné vysokou hodnotu (napf. xto1=0.01 a zkuste zménit pravy okraj inter-
valu na kterém koten hledame. Ma toto nastaveni vliv na vysledek? Je vysledek vzdy v pozadované

toleranci od pfesného feSeni, které ziskate primym vypoctem?

5. Upravte jednoduchy skript tak, aby nasel druhy kofen kvadratické rovnice.

[2]
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4.1.2 Hledani korenti Newtonovou — Raphsonovou metodou

Metoda puleni intervali je vhodnéa pro tlohy kde zname interval na kterém se kofen nachézi. Nékdy muzeme
hledat koreny funkce u které vime, kde pfiblizné koren lezi. Toho poté mizeme vyuZzit pro najiti kofenu s
libovolnou presnosti.

Metoda je znézornéna vlevo na Obr.4.1. Vyjdeme z prvotniho odhadu mista, kde se kofen nachazi.
V piipadé kvadratické funkce f(z) = 22 — 2z — 5 zvolime bod vpravo od vrcholu paraboly (zg = 1). V
ukazce jsme zvolili x; = 7. V bodé z; nalezneme funkéni hodnotu (f(x1)) a numericky spocitame derivaci
v tomto bodé. Z znalosti derivace spoc¢itame teénou piifmku v bodé x;. Na obrazku je znazornéna Cervené
a oznacena jako p;. SpoCitdme prisec¢ik p; s osou x a prusecik pouzijeme jako novy odhad kofenu xs.

Pokracujeme déle iterativné dokud nenalezneme koten s pozadovanou pfesnosti.

Piiklad

Nésledujici ¢ast ukazuje vyuziti Newtonovy Raphsonovy metody v pythonu.

from scipy import optimize as opt

def f(x):

return x**2-2*%x - 5

koren=opt.newton(f,7)

print (koren)

Program vypiSe hodnotu 3.449489742783178. Na fadku 1 importujeme z knihovny scipy rutinu optimize.
Na fadku 3 definujeme kvadratickou funkci. Hledany koren potom najdeme metodou optimize.newton,

kde prvnim argumentem je funkce jejiz kofen hledame, druhym argumentem je prvotni odhad na kofen, v

nasem piipadé jsme zvolili 1 = 7. .

|E| Ukol

Vyteste nésledujici tkoly.

1. Proctéte si dokumentaci scipy.optimize.newton

2. Jakym zpusobem miuZzeme nastavit presnost s jakou se kotfen hleda? Nastavte presnost na ruzné

hodnoty a porovnejte vysledky.

3. Upravte jednoduchy skript tak, aby nasel druhy kofen kvadratické rovnice.

[2]

Dalsi informace

e Podivejte se na dalsi metody hledéni korenti funkci. Pti feSeni vlastnich problémi vzdy dbejte o to,
abyste méli odhad jaké FeSeni hledate. Napf. si muzete vykreslete funkci, jejiz kofen hledate apod.
Pokud pouzivate jiné programovaci jazyky nez python mizete vyuzit napi. numerical recipes nebo
GSL


http://www.numerical.recipes
https://www.gnu.org/software/gsl/doc/html/index.html
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e Dokumentaci k probiranym knihovnédm naleznete online pro ptleni intervalt i pro Newtonovu Raph-

sonovu metodu

4.2 Pohyb castic v poli dvou kolem sebe obihajicich objekti

Zabyvejme se situaci kdy mame dvé gravita¢né vazana télesa, kterd obfhaji po kruhovych trajektoriich

My

kolem vzajemného tézisté. Nas zajima pohyb mnohem lehéiho télesa v jejich blizkosti. Takova situace je
které jsou gravitac¢né ovliviiovany obéma télesy.

7 hlediska vypocetni naro¢nosti je vhodné zvolit soufadnou soustavu ve které je Slunce i Jupiter v
klidu a vypocet provadét v ni. Asteroid, ktery je v klidu v této soustavé ve skutec¢nosti obihé kolem stfedu

soustavy stejnou thlovou rychlosti jako Jupiter.

4.2.1 Teorie

~ev s

1 a plati tedy M| > M>. My se omezime na jednoduchy pftiklad, kdy nas budou zajimat drobné télesa,
ktera se pohybuji ve stejné roviné jako vzajemné se obihajici télesa. V piipade soustavy Slunce — Zemé by
se jednalo o télesa ktera se pohybuji v roviné ekliptiky. My si tuto rovinu oznac¢ime jako rovinu x,y. Télesa
umistime na osu x a do po¢atku soustavy soufadnic umistime hmotny stred.

Je-li hmotny stfed v bodé [0, 0] pak pro souradnice téles musi platit
Myry = Moars, (4.4)

kde r; je vzdéalenost daného télesa od hmotného stfedu. Zaroven zname vzdalenost obou téles a, tedy plati
r1 + 12 = a. Hmotngjsi téleso mé tedy soufadnice [z1,0], téleso méné hmotné ma soutradnice [x9, 0], kde

x12 jsou dany nasledovné

Mga
€T = -t = -
! ! M, + My’
Ma
= =1 4.5
2 "2 M+ M, (45)

Uhlova rychlost, kterou télesa obihaji kolem spoleéného hmotného stiedu je dana Keplerovym zékonem

My + My

2
=G 4.6
w PER (4.6)
kde G = 6.6724 x 107! je gravitacni konstanta®.
Pohybové rovnice v ndmi uvazované soustavé je mozné zapsat ve tvaru
. OUgr
r = —W + 2wvy,
" oUg
j = Ty 2w, (4.7)
kde Ur je Rochetiv potencial definovany nasledujicim zptsobem
GM, GM 1
Un(z,y) = === = == = sw?(@® +47), (48)
dq do 2

3Hodnotu gravita¢ni konstanty uvadime dle aktualnich méfeni ze stranek NIST.


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.bisect.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.newton.html#scipy.optimize.newton 
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.newton.html#scipy.optimize.newton 
https://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?bg|search_for=gravitational+constant

10

11

12
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kde d; 2 jsou vzdalenosti bodu o soufadnicich (z,y) od téles 1, 2 a mizeme je psat nasledujicim zptsobem

di = (z-m)*+9% (4.9)
2 = (z—x)%+9° (4.10)

V Rocheové potencialu (4.8) maji prvni dva ¢leny vyznam gravita¢nich potenciala poli generovanych télesy
o hmotnostech M;, Ms. Tteti ¢len odpovida potencidlu odstiedivé sily, ktera ptisobi v rotujici soustavé i
na castici kterd je v této soustavé v klidu.

V rovnicich (4.7) odpovida druhy ¢len piislugné slozce Coriolisova zrychleni
QCor = —2W X 7. (4.11)

V naSem piipadé je & = (0,0,w) a ¥ = (vs,vy,0). Coriolisovo zrychleni neptisobi na ¢astice, které jsou v
soustavé v klidu, ale ptsobi na pohybujicich se ¢astice.

Rocheiiv potenciél graficky znézoriiujeme na Obr.4.2. Potencial mé pét lokdlnich extrémi, které zna-
¢ime L; a nazyvame je Lagrangeovymi body. V téchto bodech je OUr/0x = OUgR /0y = 0. Bod L; lezi mezi
télesy, body Lo a L3 lezi na ose x vné soustavy. Body L4 a Ls lezi ve vrcholech rovnostrannych trojuhelniki
se zékladnou danou télesy M7 a Mo.

Body L1, Lo a L3 jsou nestabilni a ¢astice v nich umisténa by vlivem malé perturbace uletéla nakonec

pry¢. Body Ly a Ls jsou stabilni pokud je*

1 1—4/62
M1>25M2( v - /6 5). (4.12)

K tomu dochézi napf. v soustavé Slunce — Jupiter, kde se v bodech L4 a Ls pohybuji tzv. Trojské asteroidy.

Naproti tomu v binarnich systémech dvou hvézd tato situace vétsinou nenastéava.

4.2.2 Implementace v Pythonu

V repozitari na githubu si muzete stahnout skript, ktery fesi pohyb asteroidu v blizkosti bodu L4 soustavy
Slunce — Jupiter. My se zde zaméfime na hledani bodu Lq, Lo a L3 pomoci Newtonovy - Raphsonovy
metody.

Zactneme definovanim zakladnich veli¢in

DistanceJ = 778570000000. # m JUPITER FROM SUN
G = 6.6724%10%x-11

Jupiter_mass = 1.8982%10%%27 # kg

Sun_mass = 1.989%10%x30 # kg

M1=Sun_mass

M2=Jupiter_mass

a=Distancel]
Ang_vel=math.sqrt (Gx (M1+M2)/(a**3))
r2=Mix*a/(M1+M2)

ri=M2*a/(M1+M2)

Nadefinujeme Rochetv potencial Ur(x,y, vz, vy)

4Zajemci o odvozeni se mohou podivat napf. zde.


https://github.com/murbanec/Roche2D
https://map.gsfc.nasa.gov/ContentMedia/lagrange.pdf
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Obrazek 4.2: Znazornéni Rocheova potencidlu. Soutfadnice na osdch x a y jsou v jednotkach a.Nahote:
Hodnoty Rocheova potencidlu (v jednotkich w?a? pro My = 0.8 My. Vievo dole: Ekvipotencialy pro
hodnoty, které odpovidaji Lagrangeovym bodim. Ty jsou oznaceny znazornény obrazku jako L;...Ls. I zde
je My = 0.8 M;. Vpravo dole: Stejné jako vlevo dole s tim, Ze zde je My = 0.2 My
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def pot(x,y):
x1=-r1
x2=r2
dl=math.sqrt ((x-x1)**2 + y**2 )
d2=math.sqrt ((x-x2) **2 + y**2 )
result = -Gx(M1/d1l + M2/d2) -1.xAng_vel*Ang_vel*(x**2 + y*x2)/2.

return result

Zrychleni ve sméru osy x a, = OUR(z,y, vy, vy)/0x je definovano ve funkei acz, zatimco aczqz je specialni
piipad zrychleni piisobici na ¢astici v klidu (v; = v, = 0) na ose z (y = 0). My zde implementujeme vlastni

derivaci, ale mohli bychom vyuzit i pfeddefinované (napf. derivative z knihovny scipy.misc).

def acx(x,y,vx,vy):
dx=a/1000.
result=-(pot (x+dx,y) - pot(x-dx,y))/(2.*dx) + 2.% Ang_velxvy
# result=-(-pot (x+2.*dx,y) + 8.*pot(x+dx,y) - 8.*pot(x-dx,y) + pot(x-2.*dx,y))/(12.*dx)
+ 2.% Ang_velxvy

return result

def acx_ax(x):

return acx(x,0,0,0)

Hledani extrémii potencialu Ur na ose  muZzeme piepsat na hledani kofeni funkce a,(x). Tedy hledame
mista, kde na umisténou ¢astici nepiisobi zadna sila.

Definujme parametr o = My /(M7 + My). Je-li tento parametr maly o < 1 potom je mozné vyjadrit

z1 = a[1—<§>1/3] (4.13)

2y = a[1+(§>1/3] (4.14)

pozici bodu L;[x;, 0] vztahy

5
x3 = —a [1 + ama] (4.15)

. Tyto body vyuzijeme jako odhad kofenu pro Newtonovu Raphsonovu metodu.

alpha=M2/(M1+M2)

PO=a*a*xAng_vel*Ang_vel

L1X_O=ax(1.-(alpha/3.)**(1./3.))
LiX=opt.newton(acx_ax,L1X_0,tol=a*10**-5)
L1Y=0.

Pi=pot (L1X,L1Y) /PO

print(L1X_0/a,L1X/a)

V uvedené funkci je PO jednotka, kterd se pouziva pro méfeni potencidlu. L1X_0 znac¢i puvodni odhad a

L1X pFesnéjsi feSeni. Jako pozadovanou piesnost jsme uvedli 107 %a. Je dilezité védét s jak velké hod-

noty kofen mé a nastavit pfesnost na rozumnou hodnotu. Pro soustavu Slunce — Jupiter dostaneme
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L1X_0=0.931757139893148 a L1X=0.9323711678782919. Zkusime si nyni nastavit hodnotu My = 0.1Mj.
Dostavame L1X_0=0.688234046118128 a L1X=0.6266027208867219. Vidime, Ze nyni je pfesna hodnota

od puvodni dale, coz jsme ocekavali, nebot pomér hmotnosti byl nyni mensi.

E Ukol

Vyteste nésledujici tkoly.

1. Najdéte polohy dalsich Lagrangeovych bodi.
2. Prozkoumejte chovini pro dal$i poméry hmotnosti.

3. Upravte kod pro soustavu Slunce — Zemé a pro soustavu Zemé — Mésic.

m

Dalsi informace

e Stahnéte si kod z Github a zkuste si vykreslit trajektorie pro rizné kombinace hmotnosti a rtzné

pocatecni polohy asteroidi.

Souhrn kapitoly

V této kapitole jsme se zabyvali metodami hledéni kofenu funkci. Newtonovu Raphsonovu metodu jsme

poté aplikovali na hledani rovnovaznych poloh v poli dvou kolem sebe obihajicich objekt.



https://github.com/murbanec/Roche2D

Kapitola
Statisticky popis dat, distribuc¢ni funkce

Adam Hofer

Rychly ndhled:  Tato kapitola se zabyva statistikou, jez ndm slouzi k popisu libovolného datového
souboru. Jedna se jak o popis dat za pomoci charakteristik, coz je popsano zakladni deskriptivni statistikou.

Déle jsou zde popséany nejcastéji pouzivané distribu¢ni funkce

Klicovd slova: statistika, popis dat, distribu¢ni funkce, normalni rozdéleni, PDF, CDF, variabilita,

prameér

|EI Cile studia: 'V této kapitole je cilem studenta naucit pracovat se zékladnimi statistickymi metodami
pro popis dat. Po precteni tak bude student schopen Fict zédkladni informace o libovolnych datech a popsat
je za pomoci zakladnich charakteristik. Déale budete schopni v Pythonu naprogramovat jednoduché funkce
pro zpracovani dat a jejich zakladni statisticky popis.

Pokud chceme dobfe porozumét svétu okolo nés, je vhodné znét alespon zakladni statistické metody.
Proto si v této kapitole vybrané metody popiSeme. Jelikoz nase okoli lze ¢asto popisovat za pomoci riznych
méfeni a nasledné tak namérenymi daty. Ty vSak mohou byt pomérné rozsahlé, tudiz je vhodné zacit
s prvni Casti statistiky a tou je statistika popisna neboli deskriptivni. Ta se nam naméfeny soubor dat
snazi popisovat pomoci nékolika ¢iselnych hodnot, jeZ o danych datech néco vypovidaji. Piikladem muze
byt méreni teploty v pribéhu dne. Dejme tomu, Ze budeme mé¥it teplota kazdou ¢tvrthodinu. Za jeden den
tak ziskdAme 96 hodnot. Z téchto hodnot méme velmi podrobnou predstavu o pocasi v daném dni. Nicméné
kdyz budeme chtit nékomu dalsimu popsat jaky bylo ten dany den pocasi sdélovat mu vSech 96 hodnot by
bylo jisté nadbyte¢né. Proto si vystac¢ime s nékolika charakteristikami jez ndm ten soubor teplot popiSou.
MizZe to byt napriklad minimum, maximum a prumér. K ziskani pfedstavy o pocasi v daném dni mi tak
stadi tyto t¥i hodnoty a to je v zakladu princip popisné statistiky. Samoziejmé charakteristik existuje vicero

nez v tomto nagem jednoduchém piikladé. Proto se s nimi pojdme seznamit:

5.1 Zakladni charakteristiky popisné statistiky

Tyto charakteristiky jsou nam schopny dobife popsat datovy soubor a fict ndm zékladni informace o

obsazenych datech.

42
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5.1.1 Minimum

vy

nejnizsi hodnota v datovém souboru. Pro jeji nalezeni ndm v Pythonu slouzi funkce min(1ist)

5.1.2 Maximum

nejvyssi hodnota v datovém souboru, kterou muzeme nalézt pouzitim funkce max(list)

5.1.3 Pocet hodnot

Neboli celkovy pocet vzorka v datovém souboru. Tento tdaj o po¢tu hodnot v datovém souboru je nezbytny
pro vétsinou dalsich vypoc¢tl. V Pythonu jej mizeme najit funkei len(1list), kterou aplikujeme na datovy

soubor.

5.1.4 Aritmeticky primeér

Zéakladni charakteristika popisujici stfed dat. Anglicky jej nazyvidme mean a oznacujeme jej T. Spocteme
jej tak, ze secteme veskeré hodnoty v datovém souboru a tento soucet vydélime poctem hodnot. Tato
charakteristika je nicméné nachylna na odlehlé hodnoty, které nam mohou vysledny primér zkreslovat.
Prikladem budiz platy. Naptiklad mame 9 délniku pracujicich za minimélni mzdu a jednoto top manazera
s milionovym prijmem. Pokud spo¢teme aritmeticky primér jejich platu ziskdme ¢astku kterd rozhodné
nepopisuje realny piijem vétsiny zaméstnancti v dané firmé, ale je zkreslena odlehlou hodnotou platu
manaZera. V Pythonu muZeme (diky statistic module) aritmeticky priamér spocist funkci mean(list).

Piipadné miizeme vyuzit knihovnu Numpy a funkci numpy.mean().

I= izx (5.1)

Ukol

Napiste vlastni funkci pro vypocet aritmetického priméru. TakZe nam ale nic nebrani napsat si vlastni

funkci za pomoci sum() a length(). Funkci sum prvné seéteme polozky dle predchoziho vzorce a nasledné

vydélime poctem prvkil o coz se ndm postard funkce length. E

5.1.5 Median

Je charakteristika stfedu a je to hodnota u niz plati, Zze 50 % dat je vétsich nebo rovno nez median a 50 %
dat je mensich nebo rovno. Pfi sudém poctu vzorkt pak spocitame aritmeticky primér dvou prostirednich

¢isel. V Pythonu jej spocteme funkei median(list). Oznacujeme jej 7.

5.1.6 Modus

Dalsi z charakteristik, kdy spo¢itdme pocty vyskyti jednotlivych prvkt a modus je ten nejcastéjsi. V Pythonu

se funkce nazyva mode (1ist). Oznacujeme jej Z.
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5.1.7 Kvantily

Jde o hodnoty, které nam rozdéluji setf¥idéné data podobné jako medidn. Medién je tedy specialni p¥ipad
kvantili. Tedy kvantil x4.33 rozdéluje data tak, ze 33 % dat je mensich nebo rovno nez x¢.33a 66 % je vétsich

nebo rovno nez z9.33. V Pythonu jej diky knihovné numpy mtzeme spocitat funkei numpy.quantile().

5.1.8 Rozpéti

Zakladni a nejjednodussi mira variability. Ziskame jej tak, Ze sta¢i ode¢ist minimum a maximum. Na data
bez extrému (outliers) to staci, ale co tfeba na (1,2,3,4,500)? Rozpéti vychazi 500 — 1 = 499, pfitom

vétsina dat je z rozsahu 1 az 4.

5.1.9 Mezikvartilové rozpéti a odchylka

Resf problémy s extrémy. Budeme pracovat s rozdily kvartilti na rozdil od klasického rozpéti. Pokud budeme
chtit popsat, jak se data odchyluji od medianu, vydélime jej dvéma.

5.1.10 Rozptyl

Nejpouzivanéjsi mira rozptylenosti. Spoc¢teme jej tak, Zze se¢teme druhé mocniny vSech odchylek od pri-
méru. Jde o celkovou miru rozptylenosti ta nam ale moc nefika, jak jsou data pramérné rozptylena. Ozna-

¢ujeme jej o2 & s? & Var(X). Lze jej spocist za pomoci nésledujiciho vzorce

n—1

s = ! Z(wi—a’:)Q (5.2)

Pro vypocet za pomoci Pythonu muzeme pouzit funkci numpy.var ().

5.1.11 Smeérodatna odchylka

Urcuje pramérnou odchylku od stfedu. Sta¢i odmocnit rozptyl. Byva oznacovana feckym pismenem o Ci s.
Jedné se o ¢asto pouzivanou miru variability, kterd nam vypovida o tom, nakolik se od sebe navzajem lisi
jednotlivé prvky v souboru zkoumanych dat. V praxi lze Tict je-li smérodatna odchylka mal4, jsou si prvky

souboru dat povéts§inou navzajem podobné, naopak je-li velka jsou prvky odlisné.

n

oc=s = ! Z(Zl — )2 (5.3)

n—14%
=1

Smérodatnou odchylku lze vypodcist pomoci funkce numpy.std() v Pythonu.

5.1.12 Variac¢ni koeficient

Slouzi ke studiu, zda neni s daty néco podivného. Vydélime smérodatnou odchylku primérem a pocitdme
jej v procentech. Hodnoty vétsi nez 15 % az 30 % (zalezi jakého charakteru mam data) svédéi o n&jakém

problému (tfeba kdybychom porovnavali stari babicky a vesmiru).

ve = 22 % 100 (5.4)
X
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5.2 Distribuce pravdépodobnosti

Pro popis dat vyuzivame obvykle ¢iselnych hodnot, proto je pro popis nékterych déji v prirodé nutno

stanovit pravidla a kazdému jevu pfifadit hodnotu ¢ pravdépodobnost s jakou ten jev nastava.

5.2.1 NAahodna veli¢ina

Néhodna veli¢ina X je realna funkce definovana na mnoziné vSech elementérnich jevi, ktera kazdému jevu
prifadi realné ¢islo. Mtzeme ji rozdélit na spojitou a diskrétni. V piipadé spojité ndhodné veli¢iny je obor
hodnot M otevieny nebo uzavieny interval. Pro diskrétni nadhodnou veli¢inu je obor hodnot M kone¢na
nebo nekone¢né posloupnost.

N&ahodnou veli¢inu lze také popsat jako libovolné veli¢inu, kterou je mozné opakované méfit u riznych
objektli, v riznych mistech nebo v rtizném case ale jeji hodnoty zavisi na ndhodé. Tyto vysledky lze pak
nésledné zpracovat.

Prikladem muZe byt hazeni minci, kde jevu kdyz padne rub pfifadime ¢iselnou hodnotu 0, a jevu, kdy

padne lic prifadime 1.

5.2.2 Pravdépodobnostni funkce

Pravdépodobnostni funkce (anglicky probability mass function, zkracené PMF') je funkce, ktera udava
pravdépodobnost, Ze diskrétni nahodna veli¢ina se pfesné rovna n&jaké hodnoté [I]. Pravdépodobnost

jednotlivych hodnot z oznacujeme P(x) a obvykle je zobrazujeme pomoci tabulky a grafu.

0.5 1
1, 1, 1, 1, 1, 1
0.3 5 % %6 %6 6 6

Ll UL

1 3 7 2 3 4

Obréazek 5.1: Pravdépodobnostni funkce (vlevo) a pravdépodobnostni funkce pro poctivou hraci

kostku(vpravo).

5.2.3 Distribu¢ni funkce diskrétni veli¢iny
Pomoci pravdépodobnostni funkce lze zavést distribuéni funkci vztahem
F(z) = P[X < z] (5.5)

Distribu¢ni funkce je vzdy neklesajici, je spojita zprava a jeji hodnoty lezi v intervalu od 0 do 1.
Pribéhy distribu¢nich funkci a jejich vlastnosti jsou déany typem jejich rozdéleni, zékladni seznam

diskrétnich rozdéleni je zde:
e Alternativni rozdéleni

e Binomické rozdéleni
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e Poissonovo rozdéleni

Negativné binomické rozdéleni

Pascalovo rozdéleni

Geometrické rozdéleni
e Hypergeometrické rozdéleni
e Logaritmické rozdéleni

Vice informaci o jednotlivych rozdé€lenich naleznete v libovolné literatufe o teorii pravdépodobnosti ¢i

statistice.

5.2.4 Distribu¢ni funkce spojité veli¢iny

Distribu¢ni funkce anglicky oznacovana jako cumulative distribution function zkracené CDF je definovana
vztahem:
Fx(z) = P[X < z] (5.6)

V piipadé, ze X je spojitd ndhodné proménna s hustotou f, potom plati

Fy(o) = | " foat (5.7)

Prubéhy distribu¢nich funkci a jejich vlastnosti jsou déany typem jejich rozdéleni, zakladni seznam

spojitych rozdéleni je zde:
e Rovnomérné rozdéleni
e Normalni (Gaussovo) rozdéleni
e Logaritmicko-normalni rozdéleni
e Exponencialni rozdéleni
e Cauchyho rozdéleni
e Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni
e Studentovo rozdéleni
e Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni
e 2 rozdéleni (Chi kvadrat)

Vice informaci o jednotlivych rozdélenich naleznete v libovolné literatuie o teorii pravdépodobnosti ¢i
statistice.
Pro vykresleni funkce za pomoci Pythonu vyuzijeme knihovnu SciPy a jeji funkci cdf (x, loc=0,

scale=1).
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Obrazek 5.2: Priklady distribu¢nich funkci pro normalni rozdéleni.

5.2.5 Hustota pravdépodobnosti

Hustota pravdépodobnosti se anglicky nazyva Probability Density Function proto byva oznacovana jako

PDF. Tuto funkci, kdyz zintegrujeme na kterémkoli jejim vzorku, vyjde nam relativni pravdépodobnost,

Ze hodnota ndhodné proménné by se rovnala tomuto vzorku.[2| Zobrazuje nam hustotu rozloZeni pravdé-

podobnosti.

/Qp(:v)d:v =1

(5.8)

Pro vykresleni funkce za pomoci Pythonu vyuzijeme knihovnu SciPy a jeji funkci pdf (x, loc=0,

scale=1).

1.0 | |

0.8

0.2

0.0

Obrazek 5.3: Priklady hustot pravdépodobnosti pro normélni rozdéleni.
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5.2.6 Centralni limitni véta

jsou-li X; nezavislé nahodné veli¢iny s kone¢nym rozptylem, pak vybérovy primér mé pii dostateéné velkém

poctu pozorovani priblizné normalni rozdéleni, at uz X; pochéazeji z libovolného rozdéleni.

5.2.7 Normalni rozdéleni

Normalni rozdéleni neboli Gaussovo rozdéleni je jedno z nejvyznamnéjsich rozdéleni a to diky Centrding
limitnid véte. Toto rozdéleni tak popisuje velké mnozstvi jevii a pro vétsinu aplikaci si s nim vysta¢ime. Nor-
mélni rozdéleni je definovano 2 parametry (neboli charakteristikami) a to rozptylem o a st¥edni hodnotouy.

Hustota pravdépodobnosti tohoto rozdéleni ma tvar

Fz) = \/;76—% (5.9)

Typickym piikladem normalniho rozdéleni je napiiklad vyska dospélych lidi ¢i velikost jejich inteligence.

JelikoZz nejvice lidi mé pramérnou vysku ¢i inteligenci je kfivka v tomto bodé nejvyssi a do obou stran
postupné kleséd smérem k nule. To vypovida o tom, ze extrémné malych ¢i velkych lidi je velmi méalo a to

stejné plati i o inteligenci.

E Ukoly

1. Budeme losovat z 5 bilych a 9 ¢ernych micki. Nahodné veli¢ina X ndm pfedstavuje pocet bilych

mickd mezi 5 vybranymi. Vytvoite pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci této nahodné veli¢iny.

2. Zkusme si nasledujici pokus, kde budeme hézet virtudlni poctivou minci. Hodime tficetkrat minci a
budeme poécitat kolikrat padne rub (1) ¢i lic (0). Tento nasledné pokus budeme opakovat 100 krat.
K tomu vyuzijeme Python a vykreslete si hustotu pravdépodobnosti. E

Souhrn kapitoly

Statistické zpracovani dat je obséhla disciplina, jez by s klidem zabrala samostatny pfedmét, tato kapitola

je pouze shrnutim zakladnich a nejpouzivanéjsich pojmi pouzivanych pii zdkladnim zpracovani dat.

Otazky

1. Jaké zname charakteristiky stfedu a jak se lisi?
2. K ¢emu nam slouzi smérodatna odchylka?

3. Pro¢ je zrovna tak dtlezité Normalni rozdéleni?

Dalsi informace

e PRESS William H., TEUKOLSKY Saul A., VETTERLING William T., FLANNERY Brian P. Nu-
merical recipes. The art of scientific computing. Third edition. Cambridge. 2007, ISBN-13 978-0-521-
88068-8
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e HUFF, Darrell. Jak lhat se statistikou. Nakladatelstvi BRANA A.S.. Praha,2013. ISBN-978-80-7243-
623-1

e FEYNMAN, Richard Phillips, Robert B. LEIGHTON a Matthew SANDS. Feynmanovy prednasky
z fyziky: revidované vydani s feSenymi piiklady. 2. vydani. Prelozil Ivan STOLL. Praha: Fragment,
2013. ISBN 978-80-253-1642-9.




Kapitola
Reseni okrajové tlohy relaxa¢ni metodou

Jiri Hordk

Rychly ndhled:  Tato kapitola se zabyva numerickym FeSenim systému obyc¢ejnych diferenciélnich rov-
nic 1. fadu relaxa¢ni metodou, konkrétné feSeni okrajové ulohy. Studenti se podrobné seznami se zptisobem

implementace této metody v jazyce Python. Soucasti je také vzorové feseni Gorillas problému.

Klicovd slova: numerické feSeni diferencialnich rovnic, obycejné diferencialni rovnice, relaxa¢ni me-

toda, okrajové tloha

|EI Cile studia: Po prostudovani kapitoly budete schopni v Pythonu fesit systémy diferencidlnich rovnic
se zadanymi okrajovymi podminkami, napfiklad pohyb téles v gravitacnim poli zemé. Kapitola je dale

zékladem pro nasledujici kapitolu — Bondiho akrece, kde bude tato metoda vyuzita na slozit&jsi systém

rovnic.

6.1 Okrajova tloha

Relaxa¢ni metoda je uzite¢ny nastroj pro feSeni jedno-dimenzionélnich okrajovych tloh. Déle uvazujeme

set obyc¢ejnych diferenciélnich rovnic 1. fadu ve tvaru:

%:F(:U,Y), g < < ap, (6.1)
kde x je nezavisla proménna, Y(z) = [YO(z),...,YV~1(2)] je vektor zavislych proménych (proménné
jednotlivych fegeni Y*(x) jsou znaceny feckymi indexy) a F : RV*!1 — R jsou nelinearni funkce popisujici
pravé strany rovnic.

Set N diferencialnich rovnic by mél byt ohrani¢en N okrajovymi podminkami (omezenimi). Obecné
mohou byt okrajové podminky z obou stran oblasti feSeni (ve specidlnim p¥ipadé, kdy jsou vSechny jen na

jedné strané, se uloha stava pocate¢ni tlohou). Obecné mohou byt okrajové podminky psény
A[Y (z4)] =0, BIY (z)] =0, (6.2)

kde A a B jsou dvé nelinearni funkce, A : RV — RNe a B : RV — R kde N, a N; je pocet omezeni

aplikovan na x, a xp, a Ny + Ny = N.

20
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6.1.1 Diskretizace

Soustavu oby¢ejnych diferencidlnich rovnic budeme feSit na nepravidelné siti tvorené M body z, =
To...%,...Tp—1 = Tp. Rovnice vyhodnotime na stfedovych bodech (7;11/2) kazdého segmentu. Derivace
jsou jen pfiblizné, vypocitané pomoci metody centralni diference, hodnoty feSeni Y;11 jsou aritmetickym

priumérem Y; a Y;41 na dvou sousednich bodech. To je

(Yir1 +Yy) . (6.3)

N —

Y Yi+1 — Yz 1
dx ~——, F; ~F|=(z; )
( dz >i+1/2 Tig1 —x; T2 9 (i +Tiv1),

Takto obdrzime N x (M — 1) algebraickych rovnic popisujicich oby¢ejné diferencialni rocnice v kazdém
segmentu (0 <1i < M — 2),

Ei(Yi,Yis1)) =Yir1 = Yi = Fipy o (i1 — 23) =0, (6.4)
plus v celkem N okrajovych oblastech na koncich domény,
A(Yy)=0, B(Yy-1)=0 (6.5)

pro N x M hodnot vSech nezéavislych proménnych na vSech bodech sité¢ Y;*. Formalné to mizZeme zapsat:

A (Yo)
Eq (Yo,Y1)
g = : =0 (6.6)
Ey—2(Yar—2, Y1)
B (Y1)
kde
Y=[Yo, .., Yy ] =YY, ..., Y2, Y. (6.7)

6.1.2 Iterativni reSeni

Rovnice G()) = 0 muZe byt feSena iterativné pouzitim Newton-Ralphsonovy metody. Pfedpokladejme, ze
méme poc¢atecni odhad Feseni Y™ . Hledame vylepSené feseni Y"1 = V() 4§ takové, ze g(y<”+1>) =0.

Expanzi v linedrnim fadu dostaneme

Q@Mﬂvzgﬁﬂﬁ+v ;iﬁfzu (6.8)

i,

To je linearni rovnice, kterda mize byt feSena pouzitim Gaussovy eliminace.
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Vsimnéte si, Ze struktura matice L = 9G/0Y;* je nasledujici:

QAP
aya
8BS  OEf
ave  ove
d9EY  OEY
Yy vy
I — (6.9)
OES,
e,
8E]ﬁt{72
ave
aB”
Yy e

Je tomu tak proto, Ze E; zavisi pouze na hodnotéch feSeni ve dvou sousednich bodech sité. Mame

oE" . . 1 /0F”8 . ,

@ _ 58 (5g+1 - 53) -5 <aya>m/2 (25 + i41) (53 + 5g+1) (6.10)
6.2 Implementace

Nejprve importujeme nezbytné moduly numpy pro manipulaci s vektory a maticemi, a matplotlib pro

tvorbu graft.

import numpy as np

import math

import matplotlib

import matplotlib.pyplot as plt

# some settings of matplotlib:
from matplotlib import rc
rc('text', usetex=True) # ... in order to use LaTex fonts in the graphs.

rc('legend', frameon=False) # ... as a default, legends without the boundary frame.

Nyni implementujeme jeden krok relaxace. Funkce relaxation_step bere jako vstup:

e Array hodnot nezavislé proménné, X = [zg,...,xp—1].
e Vektor TeSeni vSech hodnot zavislé proménné, ) = [YOO,YOl, N ..Y]\]/\[[__ll] popisujici pocatec¢ni
odhad.

e Pravou stranu rovnice F(z,Y) = [Fl(z,Y),... FN~(z,Y)].
e Jakobian pravé strany rovnice jacF = 9(F°,..., FN=1)/o(Y?, ..., YN—1)

e Dveé funkce A a B, udéavajici okrajové podminky na obou stranach oblasti feseni, A(Y) =0v z = x4
aB(Y) =0 v z =, a jejich jakobidny 9(AY, ..., ANa=1) /(Y0 ... YN
a d(BY...,BN=1)/o(Y0, ... YN,
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Funkce vyhodnoti vektor G a jakobian L. Nakonec Fesi rovnici

L§Y = —G (6.11)

Vystup funkce je vektor d ).

def relaxation_step(X, Y, F, jacF, A, jacA, B, jacB):

# We find the number of mesh points M and number of the solution variables N
# from the sizes of the solution vectors X and Y:

M = len(X)

N = len(Y)//M

if len(Y)%M != O:

raise ValueError ('Incompatible sizes of X and Y arrays.')

# Create the empty vector G and empty matrix L:
G = np.zeros (N*M)
L = np.zeros((N*M, N*M))

# Filling G and L:

# We start with the constrains at left border of the domain (the block dA/dY):

# We assign the number of constraints Na as a size of A(Y_O)

# Evaluating A(Y_0).
# Note that vector Y_O corresponds to first N elements of the vector Y.
Aval = A(Y[0:N])
Na = len(Aval)
if Na > O:
G[0:Na] = Aval
L[0:Na, 0:N] = jacA(Y[0:N])

# Now we calculate and place contributions of the individual segments:
# (the index i numbers the segments)
for i in range(M-1):
# Find the midpoint (x) and the size of the segment (dx):
x = (X[i+1] + X[i1)/2
dx = X[i+1] - X[i]
# Find the average value of the solutions y = (Y_i + Y_{i+1})/2
# and the difference dy = Y_{i+1} - Y_i.
# Note that the vector Y_i is located in the solution vector Y[] at
# indices i*N, i*N+1, ..., i*N+N-1.
y = (Yi*N: (i+1)*N] + Y[(i+1)*N: (i+2)*N])/2
dy = YL(i+1)*N: (i+2)*N] - Y[i*N: (i+1)*N]
# Fill the vector G: Note that the contributions has to be placed AFTER the
# boundary conditions (first Na elements)
G[Na+i*N:Na+(i+1)*N] = dy - F(x, y)*dx
# Fill the matrix L:
# First calculate the gradient of F with respect to the solution variables,
jF = jacF(x, y)
delta = np.identity(N)
L[Na+i*N:Na+(i+1)*N, i*N:(i+1)=*N] = -dx*jF/2 - delta
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L[Na+i*N:Na+(i+1)*N, (i+1)*N:(i+2)*N] = -dx*jF/2 + delta

# Finally the constrains at right end of the domain:
if Na < N:
# There should be N-Na constraints.
# Evaluate the boundary function B(Y_{M-1}) & Jacobian:
Bval = B(Y[N*x(M-1):])
Nb = len(Bval)
if Na + Nb != N:
raise
— ValueError('The number of boundary constraints ({}) does not match the number of variables
G[Na+(M-1)*N:] = Bval
L[Na+(M-1)*N: ,N*(M-1):] = jacB(Y[N*(M-1):1)

# The matrix L and the vector G is now assembled.
# Solve L.dY = -G for the improvement dY:

dY = np.linalg.solve(L, -G)

return dY

Tato funkce je implementovana v modulu relaxation.py.

Gorilla problem

Kdysi davno existovala velmi popularni poc¢itacova hra napsané v MS-DOS g-basic, jmenovala se Gorillas
nebo GORILLAS.BAS, podle jména souboru se zdrojovym kdédem. Hra byla velmi jednoducha. Byli v ni dvé
gorily, které po sobé hézely vybuchujici banédny nad obrysem mésta. Hra byla uréena pro dva hrace, kazdy
musel zadat pocatecni rychlost a thel hodu tak, aby trefil druhého hrace.
Pro ty z vas, ktef{ se zajimaji o poc¢itacovou prehistorii, tady je odkaz na online verzi:

https:/ /www.retrogames.cz/playghd — DO.S.php

Chceme Tesit stejny problém pouzitim relaxac¢ni metody. Podivejme se na problém takto: Vezmeme
stielce (prvni gorilu) a cil (druhou gorilu) ve vzdalenosti d. Pro jednoduchost, predpokladejme Ze stielec
i cil jsou ve stejné vysce a zanedbejme jakoukoli interakci objektt (banant) s okolnim vzduchem. Jaka ma
byt pocatecni rychlost a thel tak, abychom trefili cil? ProtoZe problém vede na nekoneény pocet FeSeni,
musime specifikovat ¢as letu objektu .

Ze znalosti zakladni fyziky vime, Ze pohyb bude urc¢en timto systémem diferenciélnich rovnic:
r=0, §y=-—g, (6.12)

kde z(t) a y(t) popisuji trajektorii bananu a g je tihové zrychleni. NaSe situace je popsana ¢tyfmi okrajovymi
podminkami

2(0) =0, y(0)=0, z(ty)=d, y(t,)=0. (6.13)

Dveé z nich jsou uréeny v t = 0, delsi dvé v t = T. Tyto predstavuji okrajové podminky tlohy.
Chceme tlohy fesit s pouzitim relaxacni metody. Proto musime transformovat systém dvou obyc¢ejnych

diferencidlnich rovnic 2. fadu na systém ¢tyf obycejnych diferencidlnich rovnic 1. Ffadu. Nejjednodussi


https://www.retrogames.cz/play_654-DOS.php

10

11

12

13

14

15

16

KaAriTOLA 6 RESENI OKRAJOVE ULOHY RELAXACNI METODOU 55

zpusob jak to provést, je zavést rychlosti u = & a v = g jako nové zavislé proménné. Pak dostaneme

X u
0

dlu]s . (6.14)
dt Y v
v —g

Déle zavedeme vzorkovani Casového intervalu [0,¢]. PouZijeme rovnomérné rozlozenou sit bodi, takze

vektor hodnot nezéavislé proménné je T = [0,...,t;, ..., tyr—1 = tp]. Vektor lokdlniho feSeni je jednoduse

Y = [z, u,y,v]T. Vektor celkového feSeni ma tvar

Y = [$07U07y0,voa cee 7«Tz‘auiayiaviw--folaqul,nylﬂ)Mfl]-

Funkce F, A a B popisujici pravé strany rovnic a okrajové podminky jsou

F (tv [x,u, Y, U]) = [U,O,'U, —g], A ([x07u079077)0]) = [Q?o,yo] =0,

B ([xp—1,unm—1,ym—1,vm-1]) = [®nv—1, ym—1] =0,

a odpovidajici Jakobiany:

oJ

Y

oA _ 9B (1000
T I9Y oY \o0 o010

o o o O
o o o =
o o o O
S = O O

Pro pouziti relaxa¢ni metody musime poskytnout poc¢ateéni odhad, ktery potencialné povede ke skute¢nému

FeSeni. Poc¢atecni odhad neni pravym feSenim diferencialnich rovnic, ale obvykle staci, kdyz spliuje zakladni

topologické vlastnosti predpokladaného feseni (napiiklad, Ze spojité spojuje pocatecni a koncové okrajové

podminky). My pouZijeme obzvlasté jednoduchy prvni odhad — pfimku. Pak pfedpokladéame, Ze se banan

hybe s konstantni rychlosti horizontalnim smérem a dosahne cile v ¢ase t;. Tato situace odpovida stavu

bez gravita¢niho pole. Horizontélni rychlost je v tomto pfipadé dana jako u = d/tp, vertikalni rychlost je

nulova a trajektorie je popsana z(t) = td/t, a y = 0. Regenf je implementovano dale.

class GorillasProblem:

def __init__(self, d, g, tb, M):

nnn

Initialization.

"d” is the distance of the target,

g" 1is the gravitational acceleration

“tb® is the time, when the should reach the target,
"M® is the number of mesh points in time domain.
i

self. d =d

self. g =g

# create evenly spaces sample for the independent variable (time):

self._T = np.linspace(0, tb, M)

# put as the solution vector the initial guess:

self._Y = self.initial_guess()
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def

def

def

def

def

def

def

def

def

def

self._norm_dY = None

initial_guess(self):
""" Return the global solution vector Y corresponding
to the initial guess. """
u0 = self._d/self._TI[-1] # ...constant horizontal speed
Y = [0, u0, 0, 0]
for t in self._T[1:]:
Y += [u0O*t, u0, 0, 0]

return np.array(Y)

F(self, x, Y):
""" The right-hand sides of the differential equations. """
[X, u, y, vl =Y

return np.array([u, 0, v, -self._gl)

jacF(self, x, Y):
""" The Jacobian of the right-hand side. """
return np.array([[0, 1, O, 0], [0, O, O, O], [0, O, O, 11, [0, O, O, 011)

A(self, Y):

""" The boundary constrains at t = 0: x=0 and y=0 """
x, u, y, vl = Y

# We return vector of just 2 items as there are only
# two constraints: x = 0 and y = O.

return np.array([x, yl)

jacA(self, Y):
""" Jacobian of the boundary constrains at t=0. """
return np.array([[1, O, O, 0], [0, O, 1, 011)

B(self, Y):

""" The boundary constrains at t = tb: z=d and y=0 """
x, u, y, vl = Y

return np.array([x - self._d, yl)

execute_one_step(self):

""" Executes the relaxation method. """

dY = relaxation_step(self._T, self._Y, self.F, self.jacF, self.A, self.jacA, self.B, self.jacA)
self._norm_dY = np.linalg.norm(dY)

self._Y += dY

norm_dY (self):
""" Returns the L2-norm of the last update. """

return self._norm_dY

initial_velocity(self):

""" Returns the initial velocity of the current solution and the angle. """
self._Y[1]

self._Y[3]

return math.hypot(u, v), math.atan2(v, u)*180/math.pi

u

v

plot_solution_xy(self, ax, **kwargs):
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""" Plots the solution into the axes object “ax’
ax.plot(self._Y[0::4], self._Y[2::4], **kwargs)

A jeden ptiklad pro parametry d = 10m, ¢ =9.8m-s 2 a t, = 5s.

gorillas = GorillasProblem(10, 9.8, 5, 20)
fig, ax = plt.subplots(1l)

gorillas.plot_solution_xy(ax, 1s='-', marker='x', label='initial guess')

gorillas.execute_one_step()
gorillas.plot_solution_xy(ax, ls='-', marker='x', label='l-st step')

print('1-st step norm = {}'.format(gorillas.norm_dY()))

gorillas.execute_one_step()
gorillas.plot_solution_xy(ax, ls='-', marker='x', label='2-nd step')

print('2-nd step norm = {}'.format(gorillas.norm_dY()))

ax.set_xlabel(r'$x [\mathrm{m}]1$')

ax.set_ylabel(r'$y [\mathrm{m}]$')

ax.legend()

print('initial velocity = {} m/s, angle = {} deg'.format(*gorillas.initial_velocity()))

30 4

—w— initial guess

15t stap
—wi— Jond step

T T
0 2 i [ & Lib

V tomto pripadé konvergovala relaxa¢ni metoda hned po prvnim kroku. Je to diky tomu, Ze systém

oby¢ejnych diferencidlnich rovnic je homogenni a linearni. Newton-Raphsonova metoda aproximujici funkeci

G(Y) tak dava primo presné feSeni. To v8ak neni obvykly piipad, jak uvidite pfi feSseni nasledujiciho

problému.

6.3 Numerické nebo automatické derivace

Vypocitat Jakobidn je jednoduché, avsak nékdy to muze byt zdlouhavé. Misto pfimého zapsani vzorce

miuzeme pouZit numerickou diferenciaci:
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Zavedeme numerickou derivaci funkce jedné proménné (numder) a gradient Oy F' pro funkci vice pro-

ménnych. F' muaze byt také vektor nebo tenzor.

def numder(f, x, dx=1e-10):
return (f(x+dx) - f(x-dx))/(2*dx)

def grad(F, X, eps=le-5):
n = len(X)
result = []
for i in range(n):
FF = lambda t: F(np.concatenate((X[:i], [t], X[i+1:]), axis=None))
result.append (numder (FF, X[i], dx=eps))

return np.array(result)

Ukol

Zkuste znova vyfesit Gorilla problém, avSak bez zanedbéni odporu vzduchu. Navic uvazujte nenulovou

rychlost vétru a rtznou vysku stielce a terce. E

Souhrn kapitoly

V této kapitole jsme se sezndmili s metodou feSeni soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic pomoci

metody relaxace, také jsme si zopakovali pouziti Newton-Raphsonovy metody. Dale poznatky vyuzijeme

v néasledujici kapitole.

Otazky

e Kolik okrajovych podminek musime znat, abychom mohli fesit systém N obycejnych diferenci-

alnich rovnic 1. fadu?
e Jak se nazyva tloha, kterd ma vSechny okrajové podminky na jedné strané oblasti FeSeni?

e Jakym zpiisobem je mozné vytesit problém, ktery je zadén soustavou obycejnych diferencialnich

rovnic vysstho fadu?




Kapitola

Bondiho akrece

Jiri Hordk

Rychly nahled: 'V této kapitole budeme vytvaret numericky model Bondiho akrece v jazyce Python.
Vyuzijeme k tomu relaxa¢ni metodu popsanou v predchazejici kapitole. Regeni budeme implementovat pro

sit soufadnic s logaritmickym rozlozenim.

Klicovd slova: Bondiho akrece, numerické modelovani, numerické feSeni diferencialnich rovnic, rela-

xacni metoda.

|£| Cile studia: V této kapitole najdete konkrétni implementaci a pouZiti relaxa¢ni metody na FeSeni
redlného fyzikdlniho problému, konkrétné Bondiho akrece. Také se naucite definovat a pouzivat rizné

rozloZeni sité souradnic.

7.1 Akrecni procesy

Akrece je proces, pfi némz se hmota akumuluje na povrchu hmotného télesa diky gravitacni pritazlivé sile.
K akreci dochazi nejcastéji ve vesmiru v okoli velmi hmotnych téles, jako jsou hvézdy, pfipadné i hmotné
planety nebo extrémni objekty (¢erné diry, neutronové hvézdy). V piipadé hvézd nebo planet dochazi
k akreci prachovych CGastic, v pripadé kompaktnich objekti se jedné o plasma, diky extrémnim tlaktm
a teplotam, které v jejich okoli nalezneme.

Specificky pripad, ktery je zaroven nejjednodussi, je pfipad stacionarni sféricky symetrické (Bondiho)

akrece.

7.2 Sféricka akrece

Uvazujeme nerelativistickou, sféricky symetrickou akreci polytropické kapaliny na kompaktni objekt.

Definice

Polytropicka kapalina je popsana polytropickou stavovou rovnici

p=Kp, (7.1)
kde p a p je hustota a tlak plynu, K je polytropickd konstanta a ~ je polytropicky index.

29



KAprpiTOLA 7 DBONDIHO AKRECE 60

Polytropicka kapalina je jednoduchy model kapaliny, pro ktery rtizné hodnoty polytropického indexu od-

~ Morw

povidaji riznym druhtim kapalin. Rychlost a, kterou se v kapaliné §if{ zvuk, je dana

dp 1P
2 1
a*=—=~vKp' ™ = —. 7.2
1 p (7.2)
Definice
Gravita¢ni pole kompaktniho objektu je popsdéno Newtonovskym gravitaénim potencidlem
GM
O(r) = ———, (7.3)
r

kde M je hmotnost kompaktniho objektu, G je gravitaéni konstanta a r je radidlni soufadnice.

Predpokladame, Ze ve velké vzdalenosti od centra je tok v klidu, takZe radialni rychlost «” vymizi. Asympto-
tické hodnoty hustoty a tlaku ozna¢ime poo a poo-

Dynamika kapaliny je dana rovnici kontinuity popisujici zachovani hmoty, a radialni Eulerovou rovnici
popisujici zachovani hybnosti v radialnim sméru. Rovnice kontinuity mé tvar

T (1) = g () =0 (7.4)

V tomto piipadé mize byt dale integrovana

2 r —
r“pu’” = cons gy (7.5)

Vyznam konstanty M je jasny: udavé, jak rychle je hmota dodavana centralnimu objektu. Rovnice (7.5)
udavé pouze celkové mnozstvi hmoty, které prekroéi sféru o poloméru r za jednotku ¢asu, M = 4772 p(—u")
je konstantni bez ohledu na velikost sféry. Tato podminka musi byt splnéna, jinak by doslo k akumulaci
hmoty v nékterych mistech toku a proces by nebyl stacionarni.

Radialni Eulerova rovnice popisuje pohyb elementu kapaliny pod vlivem tlakové a gravita¢ni sily

du” 1dp GM dlnp GM
T 2
s - _ -, 7.6
o pdr r2 “Tar r2 (7.6)
Pouzijeme-li logaritmus radialni derivace rovnice kontinuity, dostaneme
dlnp 2 1 du”
- _Z_ = 7.7
dr r o u dr (77)
a radialni Eulerova rovnice ma pak tvar
d \2 4(12 o 2GM
(é‘ L (7.8)
N

7.2.1 Bezrozmérna verze

Definujeme-li nasledujici bezrozmérné proménné:

9 :
—u" M
yE( u) , dEai, .%'EL, m=-——5——— (7.9)

Qoo
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kde
Ty = —— (7.10)

je prirozena délkov4, je mozné celou situaci popsat jednou oby¢ejnou diferencialni rovnici (Bondiho rovnice)
a jednou algebraickou rovnici

52

dy Lo, a \T
_ _x x ~a
- 12 “‘(;Uzyl/z) ~ (7.11)
Yy

Okrajové podminky pii  — oo vyplyvaji z pozadavku nulové radidlni rychlosti ve velké vzdalenosti,
(y — 0), rychlost zvuku pak nabyva asymptotické hodnoty @ — 1. Druha podminka dava asymptotické

chovani

Y~ (m>2 (z — 00). (7.12)

22
7.2.2 Kriticky bod a podminka regularity

Bezrozmérna Bondiho rovnice mé kriticky bod, ve kterém rychlost proudéni nabyva lokalni rychlosti zvuku,

y = @°. V tom piipadé je jmenovatel na pravé stran& rovnice (7.11) nulovy a fefeni rovnice je mize byt

regulédrni pouze pokud je ve stejném bodé nulovy také ¢itatel. Takové misto nazyvame jako sonicky bod a

prislusnou radialni soufadnici oznac¢ime xs. Aby bylo FeSeni regularni, musi tedy platit
4a®> 2 5

-—=0 & y=a".

rs a2

(7.13)

Z toho vyplyva dalsi podminka na feseni Bondiho rovnice. Obecné plati, Ze integra¢ni kiivka y(z), ktera
prochézi spojité sonickym bodem (a spliiuje podminku regularity uréenou vyse), nemusi byt v souladu
s pozadovanym asymptotickym chovanim feSenim pii x — oco. Obé tyto podminky jsou tak splnény jen pii
urcitych hodnotach akre¢ni rychlosti i, kterd hraje roli vlastni hodnoty problému. Stacionarni akrece je

moznéa jen pro tuto hodnotu akre¢niho toku, pfi jinych hodnotéch nemusi byt akrece nutné stacionérni.

7.3 Analytické reSeni

Dalsi podminka regularity predstavuje zajimavou vyzvu pii numerickém feSeni. Diive nez se o néj pokusime,
nastinime si analytické feSeni, abychom méli néco k porovnani. Hlavni vyhoda sférické akrece je, Ze je mozné
integrovat také rovnici pro hybnost, takze se jedna o algebraicky problém (pFestoZe je dan transcendentni
rovnici).

Zactnéme s bezrozmérnou rovnici pro hybnost

mdy/ L Ldp 1

——+ = =0. 7.14
dz pa2 dx = x? (7.14)

Je snadné integrovat prvni a tfeti ¢len podle x. Druhy ¢len lze integrovat néasledovné:

1 1dp 1 dp 7K/ 9 ’prV 1 a’
— | ——dr=— | — T™2dp = . 7.15
/ pdx v a2, —1Da2, -1 (7.15)
Pak dostaneme )
a 1
Yy & —const= U, (7.16)

2 -1 =z
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coz je bezrozmérna Bernoulliho rovnice. Integracni konstanta W oznacuje odlisné integracni k¥ivky, které
jsou FeSenim y(z) Bernoulliho rovnice (7.11). Ta z nich, ktera odpovida nasi okrajové podmince, musi

spliiovat y = 0 a @ — 1 pro x — o0, je tedy dana hodnotou
U=Uy=1/(y—1). (7.17)

Které hodnoté W odpovidaji feseni, které spojité prochazi kritickym bodem? Z podminky regularity vime,
ze
-9 1
Ys = g, Ts= ﬁ (718)
Rovnice pro zachovani hmoty ndm dale dovoluje vyjadrit rychlost zvuku v sonickém bodé pomoci akre¢ni
rychlosti jako

-1
s = (41i) 557 . (7.19)
Po dosazeni do Bernoulliho rovnice dostavame

2
a a; 9 0—3Y.9 O—3y, . =2
232 = = A1) 537 7.20
2 7_1 aS 2,}/_20’8 27_2(m) g ( )

Jelikoz pozadujeme, aby TfeSeni prochézelo spojité sonickym bodem, a zaroven davalo spravné chovani na
velkych polomérech, musi platit U3 = ¥j. To ndm davéa jednoduché analytické vyjadreni polohy sonického

bodu xg a lokdlni rychlost zvuku as v sonickém bodg,

9—3vy . 2
o= a§:5737. (7.21)

Tato rychlost zvuku odpovida akreéni rychlosti g

5
1 2 2y—2
o = - 7.22
o 4(5—37) ’ (7.22)

coz je vlastni hodnota problému.

7.3.1 Asymptotické chovani reseni:

7 predchozich odstavct uz vime, jak se méa fesenf chovat ve velkych vzdélenostech od kompaktniho objektu
(kdyz & — o0). Jaké chovani lze o¢ekavat, kdyZz x — 0?7 K nalezeni odpovédi se skvéle hodi Frobeniova teorie.
Predpokladejme, Ze Feseni blizko bodu x = 0 vystihuje zéavislost y &~ A/x®. Z Bernoulliho rovnice vybereme
nejrychleji rostouci ¢leny, které musi byt v rovnovaze a jejich porovnanim ur¢ime « a A. Z rovnice kontinuity

2 ~ 2(@=20=1) Pryni ¢len Bernoulliho rovnice (¢len odpovidajici kinetické energii) roste jako

je vidét, ze a
x~%, druhy ¢len (odpovidajici vnitini energii) roste jako z(@=2)(=1) 4 posledni tfeti ¢len (odpovidajici
potencialni energii) roste jako z~!. Porovnanim exponentii za predpokladu ze 1 < v < 5/3 zjistime,
ze nejvyssi hodnota « odpovida rovnovéize mezi kinetickym a potenciondlnim ¢lenem a odpovida o = 1
a A =2, takze

S (729

Odsud vidime, Ze velmi blizko kompaktniho objektu méa nejvétsi vliv gravitace a tlak zptisobuje jen zanedba-
telné perturbace, zatimco ve velkych vzdalenostech je nejvyraznéjsi rovnovaha mezi gravitaéni potencialni
a vnitini energii. V obou pfipadech mé navic zanedbavany ¢len tendenci snizovat hodnoty rychlosti. To se

bude hodit pfi numerickém Feseni Bernoulliho rovnice pomoci metody piileni intervalt.
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7.3.2 Grafické znazornéni analytickych vysledkia

Na obrazku 7.1 je znazornéno analytické feSeni popsano diive. Abychom graf mohli vytvorit, za¢neme

nahranim potiebnych moduli:

import numpy as np

import math

import scipy.optimize as opt
import matplotlib

import matplotlib.pyplot as plt

# in order to use LaTex fonts in the graphs:
from matplotlib import rc
rc('text', usetex=True)

rc('legend', frameon=False)

# introduce "nice" colors:
purple = '#9467bd'
blue = '"#1£f77b4'

V Pythonu dale definujeme funkce pro razné fyzikalni veli¢iny popisujici akreéni tok. V obecném piipadé
je akre¢ni tok popsan dvéma parametry — polytropickym indexem 7 a bezrozmérnou akreéni rychlosti m.
Regulérni feSeni v8ak existuje jen pro jednu konkrétni hodnotu g, ktera je implementovana jako funkce
mdot0. Bernoulliho konstanta W, jako funkce bezrozmérného poloméru x a kvadratické rychlosti y, je
implementovana pomoci funkce Psi. Jeji dvé specidlni hodnoty Wy a g, odpovidajici integralni kiivce
prochézejici sonickym bodem a FeSeni se spravnym chovanim na velkych vzdélenostech, jsou dany funkcemi
Psis a PsiO. Asymptoticka chovani feSeni blizko kompaktniho objektu a v nekonecnu popisuji funkce

yasy_0 a yasy_inf, poloha kritického bodu [zs(y, ), ys(7, )] je dana funkcemi xs a ys.

def mdotO(gamma) :
return (2/(5-3*gamma) ) ** ((5-3*gamma) / (2*xgamma-2)) /4.
def Psi(x, y, gamma, mdot):
return y/2. - 1./x + (mdot/(x*x*math.sqrt(y)))**(gamma-1)/(gamma-1)
def Psis(gamma, mdot):
return (5-3xgamma)/(2xgamma-2)* (4.*mdot) ** ((2*gamma-2) / (5-3*gamma) )
def PsiO(gamma):
return 1/(gamma-1)
def yasy_inf(x, mdot):
return (mdot/(x*x))**2
def yasy_0(x):
return 2/x
def xs(gamma, mdot):
return 1/(2*ys(gamma, mdot))
def ys(gamma, mdot):
return (4*mdot)**((2*gamma-2)/(5-3*gamma))

Nyni vykreslime grafické feSeni pro rizné hodnoty akre¢niho toku. Misto FeSeni Bernoulliho rovnice,
abychom ziskali specifické funkce y = y(x; ¥), vykreslime ¢ary konstantniho ¥ v roviné (x,y). UkaZzeme si
tri pripady. Prvni dva jsou nefyzikalni, s m < mg odpovidajici ¥o < Ug a 1 > 1hyg, coz odpovida ¥y < Wg.
Nakonec treti pripad, kdy m = g, dava fyzikalni smysl.
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1 def flow_plot(ax, gamma, mdot):
2 xvals = np.logspace(-2, 2, 300)
3 yvals = np.logspace(-5, 3, 300)
4 n = len(xvals)
5 X, Y = np.meshgrid(xvals, yvals)
6 Z = np.array([[Psi(x, y, gamma, mdot) for x in xvals] for y in yvals])
7 ax.contour(X, Y, Z, levels=[Psis(gamma, mdot)], colors=[blue])
8 ax.contour (X, Y, Z, levels=[PsiO(gamma)], colors=[purple])
9 ax.plot(xvals[2*n//3:1, [yasy_inf(x, mdot) for x in xvals[2#n//3:]1] 1ls=':', color=purple)
10 ax.plot(xvals[:n//5], [yasy_0(x) for x in xvals[:n//5]], 1ls=':', color=purple)
11 ax.set_xlabel(r'Radial coordinate $x$')
12 ax.set_ylabel(r'Squared velocity $y$')
13 ax.axhline(ys(gamma, mdot), ls='--', color='gray')
14 ax.axvline(xs(gamma, mdot), 1ls='--', color='gray')
15 ax.set_ylim(le-5,1e+3)
16 ax.set_xscale('log')
17 ax.set_yscale('log')
18
19 fig, panels = plt.subplots(l, 3, figsize=(14,4))
20 flow_plot(panels[0], 4./3., 0.5*mdot0(4/3))
21 flow_plot(panels[1], 4./3., 1.5*mdot0(4/3))
22 flow_plot(panels[2], 4./3., mdot0(4/3))
23 panels[0] .annotate(r'$\dot{m}<\dot{m}_0$', xy=(0.98, 0.98), xycoords="axes fraction", va="top", ha='right|)
24 panels[1] .annotate(r'$\dot{m}>\dot{m}_0$%"', xy=(0.98, 0.98), xycoords="axes fraction", va="top", ha='right|)
25 panels[2] .annotate(r'$\dot{m}=\dot{m}_0$', xy=(0.98, 0.98), xycoords="axes fraction", va="top", ha='right|)
26
27 fig.tight_layout ()

10" — iy — 1 —

10# 10# 10°

10 W o

o o oo
& 10 & 10 &0

10 10 10-*

-4 -4 -t

At 10 1t 10° e e 10-: 1P 10 e 10-: 1 10

Radial coordinate Radial coordinate = Radial coordinate
Obrazek 7.1: Tt pripady pro rtuzné hodnoty akre¢niho toku.

Je vhodné zavést funkci, kterd vraci transonické feseni y v daném bodé = — tady je: Hodnota kvadratu
rychlosti je nalezena jako feSeni Bernoulliho rovnice pro dané x. Pouzijeme metodu bisekce. Jako okrajové
hodnoty pouzijeme rychlost zvuku v sonickém bodé a dvé asymptotické formy (pro z — 0,00) vynasobené
,bezpecnostnim® faktorem

1 def exact_solution(x, gamma):
2 mdot = mdotO(gamma)

3 x0 = xs(gamma, mdot)
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yO = ys(gamma, mdot)
if x < x0:

ya, yb = y0, max(yasy_0(x), 1e2xy0)

return opt.bisect(lambda y: Psi(x, y, gamma, mdot)-PsiO(gamma), ya, yb)
else:

ya, yb = min(le-2*yasy_inf (x, mdot), le-2xy0), yO

return opt.bisect(lambda y: Psi(x, y, gamma, mdot)-PsiO(gamma), ya, yb)

fig, ax = plt.subplots(1)

flow_plot(ax, 4/3, mdot0(4/3))

xvals = np.logspace(-2, 2)

ax.plot(xvals, [exact_solution(x, 4/3) for x in xvals], 1ls='--', color=blue);

1

10*

10t

IS

Squared walocity 1

T 1y P 3
== 10¥ 1 1=
Radial coordinate =

104

Obrazek 7.2: PTesné feSeni pro kvadrét rychlosti.
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7.4 ResSeni s pouzitim relaxa¢ni metody, reSeni problému vlastnich hod-

not na neznamé oblasti FeSeni
Chceme fesit Bondiho tlohu numericky. Nejprve si pojdme shrnout zakladni vlastnosti tlohy.

e Bondiho akrece je ,,okrajova tilloha“. ReSeni je vymezeno na velkych radiadlnich soufadnicich a navic je
dalsi omezen{ dano podminkou regularity v sonickém bodé. Numerické feseni musi spliiovat omezeni
na obou stranéich oblasti feseni. Jak jsme vidéli, relaxacni metoda muze byt v tomto piipadé velmi

napomocna.

e V pripadé Bondiho akrece zname piredem pozici sonického bodu, ale v obecném pripadé nemusi byt
jeho pozice znama. Abychom mohli lépe demonstrovat numerické feSeni, budeme dale predstirat,
7e nevime kde se sonicky bod nachézi. To v8ak dale komplikuje situaci. Pokud bychom povazovali
bezrozmérnou radialni souradnici za nezavislou proménou, neznali bychom predem oblast feSeni (ne-
védéli bychom, kde se nachazi vnitini okraj). Musime tedy pouzit néjaky trik a tento problém vyf¥esit

dfive nez za¢neme primo implementovat relaxa¢ni metodu.

e ProtoZe je feSeni dano jednoduchou diferencialni rovnici prvniho fadu, je problém ocividné prilis
omezeny a FeSeni existuje pouze pro urcité hodnoty akre¢niho toku 7. To znamené, ze Bondiho tloha
je také problém vlastnich hodnot. Hledame konkrétni hodnotu parametru (bezrozmérného akrecniho
toku 1) tak, Ze existuje FeSeni kompatibilni s obéma okrajovymi podminkami. Jak mtizeme pouZit

relaxaéni metodu pro nalezeni vlastnich hodnot problému?

7.4.1 Shrnuti problému

Pojd'me si nejprve shrnout problém v jeho matematické formé. Hledame feseni y(z) a hodnotu parametru m

problému zadaného jednou oby¢ejnou diferencialni rovnici,

52
dy 4a= _ % 9 m 7—1
o % - é , a° = 7.%23/1/2 , (7.24)
y
s dvéma okrajovymi omezenimi
N
m
~ - 7.25
v=(5%) @ (7.25)
& 2
4a 2 9
-—==0 < =a 7.26
xs a2 y=a (7.26)

7.4.1.1 Uprava problému vlastnich hodnot

Méme dvé okrajové podminky pro jednu oby¢ejnou diferenciélni rovnici, které zavisi na jednom dodateéném
parametru (7). Hledame feSeni y(x) a odpovidajici hodnotu 7 takovou, ze obé okrajové podminky jsou
splnény. Nejjednodussi zptisob, jak najit feSeni, je povazovat parametr m za dalsi zavislou proménou,
m = m(x), danou dalsi oby¢ejnou diferencialni rovnici driv/dx = 0 zajistujici, Ze se bude jednat o konstantu.
Pak dostaneme soustavu dvou oby¢ejnych diferencialnich rovnic pro y(x) a m(z) s dvéma okrajovymi

omezenimi,
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d | m 0 4y 2 m?
— = _ -1 |, A(hy)=-—2—5=0, By =y—— =0. (7.27
dz [ y ] (4;2 52) (1 az) (m,y) = = o (m,y) =y 22 (7.27)

Pozice vnéjsiho okraje xp je ve své podstaté volné, v praxi bychom meéli volit radius dostatecné da-
leko, tak aby skutecné feseni souhlasilo s asymptotickym tvarem, ktery jsme odvodili v predchozi ¢asti.
Podivame-li se na analytické fefeni, vidime, Ze uz na x;, ~ 10? odpovida skuteéné Feseni asymptotickému
tvaru velmi dobfe (alternativné muzeme zkusit najit dalsi ¢len v asymptotickém rozvoji, ktery indikuje
chybu predeslého fadu, a podle toho se rozhodnout, kam umistime vnéjsi okrajovou podminku). Na dru-

hou stranu, poloha vnitini okrajové podminky je stile neznamé — misto toho méme vztah
y(xa) —a’ (’rh, La, y) =0. (728)

To je mnohem lepsi, ale stale ne perfektni. Pozice vnitini okrajové podminky x, neni pfedem znédmé, misto

toho zéavisi na lokalni hodnoté zéavislych proménnych y a .

7.4.1.2 Co udélat s vnitFni okrajovou podminkou?

Vnitini okrajova podminka je o¢ividné také neznamaé, ale mame pro ni jedno omezeni navic. Co kdybychom
do zavislych proménnych zahrnuli také radialni soufadnici? Jinak feceno, zavedeme novou zavislou pro-
ménnou ¢, tak ze z = z(q), y(z) = y[z(q)] = y(q), a obdobné pro 7. Pak lze derivaci podle = rozlozit na
derivaci slozené funkce

4 _dgd (7.29)

Pojdme se podivat, co se stane s nasim systémem rovnic. Nyni mame t¥i neznamé funkce m(q), x(q)

a y(q) a systém obycejnych diferencialnich rovnici vypada takto:

0
L I b . (7.30)
HEREICDICEN

Objevuje se zde nova funkce 1 (q) = dz/dg, kterd vychazi ze zmény nezavislé proménné x na q. Tato funkce
je viceméné volitelné, pokud zvolime 1 = 1, dostaneme piivodni problém. Pokud ji zvolime rovnou néjaké
jiné konstanté (napf. «), dostaneme jen jiné skalovani radialni souradnice (¢ = x/a). Na prvni pohled se
zd4, Ze jsme nic nevylepsili: méfit radialni soufadnici v  nebo v nasobcich x — jaky je v tom rozdil? Avsak to
je praveé smysl této prace. VSimnéte si, Ze stale nevime kde se nachéz{ vnitini okrajova podminka x,, avsak,
jakékoli je jeji hodnota, vzdy bude existovat takova hodnota 1, ktera bude transformovat (neznamy) interval
x, [xq, xp] do daného predepsaného intervalu g, t¥eba [0,1]. Zavedme x(0) = z, a (1) = x3. Hodnota 1,
ktera definuje tuto transformaci je neznamaé, ale muzeme ji povazovat za dalsi vlastni podminku problému,
iplné stejné jako jsme to udélali s . Takze, v koneéném disledku feSime problém pro Ctyii zavislé proménné

m, x, y a ¥ danymi rovnicemi

m O

T (0 9 m y-1
— = _ -1 |, a®(m,x,y) = () . (7.31)
dg | y (0 (% - %) (1 — ”—;) x2yl/2

Y 0
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s dvéma omezenimi FeSeni na obou stranach,

A (s, 0] ) = [ Zﬁ;:@% ] =0, B ([izyu") = 5:242 ] —0 (7.32)

V této formé je jiz mozné problém reSit pouzitim relaxacni metody. AvSak neZ to udélame, musime

pridat nékolik poznémek.

7.4.1.3 Obecna poznamka k siti soufadnic

Transformace z neznamého intervalu [z,, 23] na pevny interval v ¢:

V pfedchozim textu jsme predpokladali, ze [z, xp] — [0,1], takZze x(q¢ = 0) = 2, a x(q = 1) = xp. Ve
skute¢nosti je mnohem obvyklejsi transformace [zq,xp] — [0, M — 1], kde M je pocet bodu sité. Pak
jednotlivé body sité odpovidaji celo¢iselnym hodnotam nezavislé proménné ¢ (napf. z; = x(q = 7)). Dosud

jsme predpokladali linearni transformaci ¢ — x takovou, ze z(0) = z, a x(M — 1) = xp. TakZze transformace

ma tvar d
r Tp—x
v = ot gpog @ a), Y= o= (7.33)
Mizeme ale také zvolit nelinearni funkci. Napiiklad pokud vezmeme misto dz/dg = 9,
dz
= — il 7.34
= vola), (7.3
kde 9 je konstanta a 0(x) je funkci x. Po integraci pak dostaneme
d
W;:) = 1pq + const (7.35)

Funkce 0 ocividné ovlivni transformaci ¢ — z. Jelikoz celo¢islené hodnoty ¢ oznacuji jednotlivé body sité,
0(x) urcuje umisténi téchto bodu. Napiiklad volba 6(x) = z definuje logaritmické rozlozeni bodi sité, které
bude vyuzito pfi implementaci dale.

MizZeme pouzit i pokrocilejsi rozlozeni bodi, napiiklad metodu adaptivni sité. Napriklad

0(z,Y) = A+ BY (g>_l (7.36)

nam davéa uniformni sit, kde je vzdalenost mezi body rovna A pravé tehdy, kdyz § = 0. Pro nenulové /3
je rozlozeni bodu ovlivnéno také magnitudou funkéni derivace: sit je hust$i v mistech, kde se feSeni méni

rychleji.

7.5 Implementace

Pii implementaci vyuZijeme relaxaéni metodu pro feseni Bondiho akrece. PouZijeme 4 proménné [rin, z, y, 1] .
Dveé z nich, m a 1 jsou vlastni hodnoty problému. Pro transformaci ¢ — x pouzijeme dz/dg = xv, tedy
logaritmické rozloZzeni bodii sité. Hodnota ¢ = 0 odpovida vnéjsimu okraji umisténému na x = 10%. Vnitini
okraj je dan funkci ¢ = M — 1, kde M je pocet bodu sité. Volame relaxa¢ni metodu implementovanou
v relaxation.py (viz pfedchozi kapitola). Jako pocatecni odhad pouzijeme dvé vlastni hodnoty m a .
Poté integrujeme obyc¢ejné diferencidlni rovnice pouzitim metody Runge-Kutha az do bodu, kdy rychlost

dosahne 0.8 lokalni rychlosti zvuku. S timto feSenim muZeme zacit nasledny relaxaéni proces.
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JelikoZ relaxacni metoda vyzaduje implementaci jakobidnu pravé strany rovnic a hrani¢ni omezeni,
musime bud'to najit pfesny vztah analyticky, nebo jej vypocitat numericky — tak, jak to udélame dale. Dvé
funkce numder a numjac berou funkci jedné nebo vice proménnych a vraci funkcei, ktera poc¢itd numerickou

~ s

derivaci metodou centralni diference. Elegantnéjsi feseni by vSak bylo vyuzit automatickou diferenciaci.

def numder (f, dx=1e-10):
return lambda x: (f(x+dx) - f(x-dx))/(2*dx)

def numjac(F, eps=le-5):

def jac(X):
n = len(X)
result = []

for i in range(n):
FF = lambda t: F(np.concatenate((X[:1i], [t], X[i+1:]), axis=None))
result.append ((FF(X[i]+eps) - FF(X[il-eps))/(2*eps))

return np.transpose(np.array(result))

return jac

# example: der is derivative of the function x --> x72
der = numder (lambda x: x**2)
print(der(1))

# example: jac is jacobian of the function [x, y] --> [x72, x+y]
jac = numjac(lambda X: np.array([X[0]**2, X[0]+X[1]]))
print(jac([1,11))

Zde je implementace:

import scipy.integrate as integrate

import relaxation

class BondiFlow:

Solution class for finding regular solutions of the Bondi equation

Initialization:

gamma : polytropic index of the flow

mdot : initial guess of the accretion rate
xinf : position of the outer boundary
M : rough number of the grid points (logarithmically spaced)

def __init__(self, gamma, mdot, xinf, M):
""" Initialization. """

# set the private variables:

self._gamma = gamma

self._mdot = mdot

self._xinf = xinf

# set the Jacobians of RHS and boundary constraints:

# Note since F depends on both dependent and independent variables (q and X),
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# and Jac is related only to X, we have to do the following trick:
self.jacF = lambda q, X: numjac(lambda Y: self.F(0, Y))(X)
self.jacA = numjac(self.A)

self.jacB = numjac(self.B)

# finally, calculate the initial guess:

self .make_initial_guess(M)

def make_initial_guess(self, M):
""" Calculating the initial guess using direct RK integration. """
# initial values of the solution variables = first 4 entry of the solution vector _Ys
# (here psiO is calculated by integrating dx/dq equation and assuming that the
# sonic point is approximately at xs ~ 1/2)
xs = 0.5
psiO = math.log(xs/self._xinf)/(M-1)
self._Ys np.array([self._mdot, self._xinf, math.log(self._mdot**2/self._xinf**4), psiO])
self._gs = [0]

# introduce the scipy.integrate ode solver:

solver = integrate.ode(self.F).set_integrator('vode', method='bdf', rtol=1e-10, nsteps=10000)

solver.set_initial_value(self._Ys, self._qgs[0])

# integrate until we the velocity is greater than sqrt(0.8) sound speed or number of
# mesh point exceeds 1.5 times the initially setted. The local values are storred in
# the local solution vectors _gs and _Ys:
q=1
finish = False
while not(finish):

Y = solver.integrate(q)

self._gs.append(q)

self._Ys = np.concatenate((self._Ys, Y))

q+=1

[mdot, x, y, psi]l =Y

a2 = (mdot/(x*x*math.exp(y/2)))**(self._gamma - 1)

finish = (q > 1.5%M) or (math.exp(y) > 0.8*a2)

def F(self, q, Y):
""" The right-hand sides of the ODEs. """
[mdot, x, y, psil =Y
a2 = (mdot/(x*x*math.exp(y/2)))**(self._gamma - 1)
f = (4%a2/x - 2/x*%x2)/(math.exp(y) - a2)

return np.array([0, x*psi, f*x*psi, 0], float)

def A(self, Y):
""" Constraints at x_inf. (corresponding to g=0) """
[mdot, x, y, psil = Y
xinf = 1le2

return np.array([x - xinf, math.exp(y) - mdot**2/xx*4], float)

def B(self, Y):

""" Constraints at the sonic point (corresponding to g=M-1). """
[mdot, x, y, psil = Y
a2 = (mdot/(x*x*math.exp(y/2)))**(self._gamma - 1)

return np.array([math.exp(y) - a2, 4*xa2/x - 2/x*x2], float)
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def calculate(self, k=1., atol=1le-3, maxiter=50):
i
Iterative use of the relaxation method.
Returns (success, i), where success is True if the iteration converged and
i is number of the iteration steps.
success = False
i=1
# The iterative process continues until number of iteration exceeds “maxiter"
# or the L2-norm of the improvements < 'atol'
while not(success) and (i < maxiter):
dY = k*relaxation.relaxation_step(self._gs, self._Ys,
self.F, self.jacF, self.A, self.jacA, self.B, self.jacB)
self._Ys += dY
self._mdot += dY[O0]
i+=1
success = (np.linalg.norm(self.B(self._Ys[-4:]1)) < atol)

return success, i

def modify_gamma(self, gamma):

""" Change the value of polytropic index.

self._gamma = gamma

Q@property
def mdot(self):
""" Actual accretion rate. """

return self._mdot

Q@property
def gamma(self):
""" Actual polytropic index. """

return self._gamma

Q@property

def xs(self):
""" Actual position of the sonic point. """
return self._Ys[-3]

def plot_solution_xy(self, ax, **kwargs):

""" Place the solution into the axes object ax.
ax.plot(self._Ys[1::4], np.exp(self._Ys[2::4]), *xkwargs)

... a priklad pouziti. Zkousime najit feSeni pro v = 1.3 s pocatetnim odhadem piekracujicim spravnou
hodnotu o 10%.

# set the params and initialize the solver:

gamma = 1.3

mdot_guess = 1.1*mdotO(gamma)

bondi = BondiFlow(gamma=gamma, mdot=mdot_guess, xinf=100., M=100)

# plot the initial guess (the relaxation is not called yet):
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fig, ax = plt.subplots(1)
flow_plot(ax, bondi.gamma, mdotO(bondi.gamma))

bondi.plot_solution_xy(ax, ls='-', color='gray', marker='', label='initial guess')

# make the relaxation process:

success, i = bondi.calculate(atol=1e-3, maxiter=100, k=0.2)

# plot the solution:
bondi.plot_solution_xy(ax, 1ls='-', color=blue, marker='', label='relaxed solution')

ax.legend()

# print the report:

print ('success: {}, number of iterations: {}'.format(success, i))
print('initial mdot = {}'.format(mdot_guess))

print('mdot found = {}'.format(bondi.mdot))

print ('correct mdot = {}'.format(mdotO(gamma)))

1

) initial guess
1 — relaxed solution
10¢
;;;:. IS
ﬁ
2
= 1
]
[
g 10-2
wh
1
10—
1) T T T
10-* -1 1P 1y 10
Radial coordinate =
Obréazek 7.3: Numerické feSeni
(2] Tkol
Zkuste implementovat FeSeni pomoci adaptivni sité bodu. E

7.5.1 Zkoumani prostoru parametri

Relaxa¢ni metoda je tizasny néstroj pro prizkum prostoru parametri. Jediny volny parametr je polytro-
picky index «. Pokud jiné feSeni za¢neme s pocatecéni hodnotou 7y, zjistime, Ze FeSeni stejné jako predtim
zaCind s pocCateénim odhadem. Poté zménime poltropicky index z =y na v + dvy. A pouZijeme piedchozi

feSeni jako pocatecni odhad pro nové feseni. Tato procedura je implementovana nize:

# various values of the polytropic index:

gammas = np.linspace(1.1, 1.6, 30)

# initial guess for the first solution, and relaxed solution:

mdot_guess = 1.1*mdotO(gammas[0])
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bondi = BondiFlow(gamma=gammas[0], mdot=mdot_guess, xinf=100, M=100)

sucess, i = bondi.calculate(atol=1e-3, maxiter=100, k=0.2)

# we store the accretion rate, position of the sonic point and number of iterations:
mdots = [bondi.mdot]
xss = [bondi.xs]

iters = [i]

# now we go through all values of the polytropic index, modify the solver
# and upadate & store the solutions:
for gamma in gammas[1:]:

bondi.modify_gamma (gamma)

sucess, i = bondi.calculate(atol=1e-3, maxiter=100, k=0.2)

mdots . append (bondi.mdot)

xss.append (bondi . xs)

iters.append (i)

# finally, we plot the resuts. Black solid line is the solution of the analytic theory:

fig, panels = plt.subplots(1,3, figsize=(16,4))

panels[0] .plot(gammas, mdots, 1ls='', marker='x', label='numeric')

panels[0] .plot(gammas, [mdotO(gamma) for gamma in gammas], ls='-', color='black', label='analytic')
panels[0] .set_xlabel(r'Polytropic index $\gamma$')

panels[0] .set_ylabel(r'Accretion rate $\dot{m}$')

panels[0].legend ()

panels[1] .plot(gammas, xss, 1ls='', marker='x', label='numeric')

panels[1] .plot(gammas, [xs(gamma, mdotO(gamma)) for gamma in gammas], 1ls='-', color='black', label='analy
panels[1].set_xlabel(r'Polytropic index $\gamma$')

panels[1].set_ylabel(r'Sonic radius $x_\mathrm{s}$')

panels[1].legend ()

panels[2] .plot(gammas, iters, 1ls='-', marker='x')
panels[2] .set_xlabel(r'Polytropic index $\gamma$')
panels[2] .set_ylabel(r'Number of iterations');

tic')

* numerc o ®  numenc
.40

analytic analytic
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030
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Souhrn kapitoly

V této kapitole jsme implementovali problém Bondiho akrece a vyfTesili jej pomoci relaxa¢ni metody. Také

jsme zavedli rizné sité bodi, od linearni, pres logaritmickou az po adaptivni.

Otazky

. Jaky méa vyznam rovnice kontinuity?

. Co reprezentuje konstanta m?

1

2

3. Jak se zméni feSeni pii pouziti jiného polytropického indexu?

4. Jakym zptisobem lze urcit vnéjsi okrajovou podminku pro radidlni souradnici?
5

. Jaka je vyhoda pouziti logaritmické sité oproti linearni?




Kapitola

Neékteré aproximacni metody reSeni diferencialnich

rovnic

Martin Blaschke

Rychly ndhled: 'V této kapitole si predstavime aproximadcni FeSeni diferencidlnich rovnic, konkretné
Poissonovu a Linstedtovu metodu a pfedevsim Krylovu-Bogoliubovu metodu. Implementace je nastinéna

v programu Wolfram Mathematica. Kapitola je uréena pro pokrocilé studenty.

Klicovd slova: mnumerické feSeni diferencialnich rovnic, aproxima¢ni metody, Poissonova metoda, Lin-

stedtova metoda, Krylova-Bogoliubova metoda, Wolfram Mathematica

|E| Cile studia: Cilém této kapitoly je ukazat aproximativni feSeni diferencidlnich rovnic, ktera jsou
uzite¢na v piipadé, kdy nelinearni ¢leny jsou malé (zanedbatelné) vzhledem k linearni ¢asti diferencialni

rovnice. Po prostudovéini kapitoly bude student schopen pouzit tuto metodu na feSeni diferencialnich rovnic.

8.1 Reseni v podobé Talorovy fady generované v Mathematice

Nez prejdeme k perturbacni metodé, ukdzeme si, ze program Mathematica je schopen generovat feseni ve
tvaru Taylorovy fady, které bude validni na uréitém rozpéti parametri.

Abychom zjistili, jak 1ze program Mathematica pouzit k vygenerovani Taylorovy fady, uvazujeme o kon-
krétnim piifkladu jednoduchého (to znamena g = ) matematického kyvadla: 6” + sinf = 0 s pocatenim
tthlem 6(0) = 7/3 a pocateéni rychlosti 6'(0) = 0.

Reseny priklad

Odvozte feseni Taylorovy fady jednoduchého matematického kyvadla podle dané pocatecni podminky, do

osmého Fadu (t%) piesnosti.
Reseni
Zacnemetim, Ze rozvineme 6[t] v Taylorovu fadu kolem ¢asu t =0,

pri¢em? fady vy$si neZ t® budemeignorovat a vloZime pocate¢ni podminky do fady .

75
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Clear["Global ="]
sl[t_] = Series[o[t], {t, 0, 8}] /. {6[0] » n/3, 6'[0] » O}

a1 1 1
—+—0'[0)t?+ —0® 0] t3+ — oW e] t*+
3 2 6 24
1 1 oMe1t” o® 0] t8
—o® 01t + 6® 0] t8+ + +0[t]°
120 720 5040 40320

Toto nasledné vlozime do diferencidlni rovnice a automaticky sefadime jednotlivé ¢leny podle rady

v proménné ¢. Toto sefazeni zajisti pfikaz Simplify[], nebo v nékterych piipadech i piikaz FullSimplify[]

ode = Simplify[D[s1[t], {t, 2}] +Sin[s1[t]] == O]

3 1
£ +07[0] |+ (0] t+— (07[0] +20W [0]) t7+

2 4

1 1

— (6P [e1+20® [0]) 2+ — (-3 /367 [0]7+6W (0] +209 [0]) t*+
12 48

1
— (-10v/3e7[0]6P (0] +6 [0] +26T [0]) 7+
240

(-10 3 e®[e]?-15 (e71071%+ NERCACIE [(0]) +e® 0] +20® [0]) t° .
+0[t] =0

1440
Jelikoz proménné t (Cas) miZe nabyvat libovolnych hodnot, je jedinym zpusobem jak zajisti obecné
FeSeni to, ze vSechny koeficienty ve vSech Fadech ¢ jsou nulové. Tato podminka mtze byt vyjadiena pomoci

piikazu LogicalExpand[].
eql = LogicalExpand[ode]

\/E 3 1 4
+07[0] =08&&067 [0] = 08&& — (67[0] +26 [0]) = 08&&
2 4
1 3 5 1 2 4 6
— (6 (0] +20® [0]) = 0&& — (-3 V3 67[0]7+6W [0] +26!° [0]) == 0 &&
12 48

1
— (10367010 (0] +6 [0] +26'7 [0]) = 0&&
240

~10 /3 0¥ [0]7-15 (67[0]%+ \/3 67 [0] 6 [0]) +6'® [0] +26® [0]
=0

1440
Symbol && objevujici se mezi rovnicemi reprezentuje logicky soucet. Tento systém oby¢ejnych rovnic
muzeme nyni primo vyTtesit.
Solve[eql]

NER . 3
{{e”[@] St 63 (0] 50,0 [0] > =

49 /3

i

Reseni ve formé fady pak nalezneme pfmim pouzitim jednotlivych vysledki.
sol =s1[t] /. %[[1]]
o A3t t4 t° 78

+ + - +
3 4 32 4/3 240 +/3 15360 /3

Povsimnéme si, ze vyjadieni neobsahuje liché ¢leny fady. Ke koneénému vyjadieni vysledku mutzeme

e 0] »0,0° 0] >+/3,07 0] 50,06® (0] > -

o[t)?

pouzit pirikazu Normal [] k odstranéni symbolu reprezentujicitho vyssi fady pfesnosti.
Normal[sol]
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7 A/3 t2 t4 6 78

+ + -
3 4 32 4/3 240 +/3 15360 /3

Toto FeSeni ve tvaru Fady bude piesné (lépe Feceno uZitecné) pouze pro omezené mnozstvi Casu t,

o ¢emz se v tomto piipadé lze pfesvédéit porovnanim s analytickym feSenim.

Ukoly

1. Spoéitejte feseni pitkladu az do O(t'?) a prodiskutujete moznost a prakti¢nost nalezeni tohoto fegeni

metodou papir - tuzka.
2. Vykreslete (Plot[]) feSeni pomoci fady pro rizné fady presnosti vzhledem k analytickému FeSeni.
3. Nahrad'te sin (z) ¢lenem (22 +3) cos () a provedte cely vypocet znovu. Opét uvazujte do jaké miry

m

by tento postup byl uziteéni pokud by byl provadén metodou papir - tuzka.

8.2 Poissonova metoda

VVVVV

malost zajistuje parametr €, ktery je do problému vlozen ru¢né. Uvazujme napiiklad Van der Polovu rovnici
D[x[t], {t, 2}] -€ (1 -x[t]1"2) D[x[t], t] +x[t] =
x[t] —e (1-x[t]?) X' [t] +x"[t] =0
Parametr byl vloZen pied zavorku tak, aby nulty fad (e = 0) byla jednoduché linearni diferencialni
rovnice.
Zakladni myslenka perturba¢nich metod spociva v tom, Ze i feSeni se da rozepsat pomoci mocninné
fady v € (ne nutné Taylorovi).
Jestlize je e skutecné malé, obycejné potiebujeme pouze nékolik ¢lenti fady k nalezeni piiblizného reSeni
dostatecné presnosti.
Mocninné fady obvykle diverguji, a proto je obcas potfeba uzit dalsich metod, které extrahuji uzitecnou

informaci z divergujici fady (Padé aprozimace).

Reseny priklad

Naleznéte feseni do 6-tého fadu v € pomoci Poissonovy perturba¢ni metody pro

x[t] +e x[t]?+ X [T] =

Reseni
Clear["Global "]
n==6;
x[t] = Sum[x;[t] e?i, {i, O, n}]
Xo[T] +eXi[T] +€2xy[t] +€3x3[t] +e* xa[T] +€°Xx5[T] +€® X6[T]

Pozn. Index se vytvori kombinaci klaves | cti | + | - |. Nelinedrni rovnice je poté rozvedena

eq = Expand[x[t] +ex[t]?+D[x[t], t]]
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Xo[T] +€Xp[T 2

+E€X1[T] +262x@[t} X1[T] +63Xl[t]2+€2X2[t] +
+e®xo[t]?+edxs[t] +2e* xo[T] X3[T] +
+e7x3[t]2+€4x4[t] +2€5X0[t] Xq[T] +

+2e¥x3[t] xa[t] +€¥x4[T]2+€X5[T] +

]
2e¥xe[t] Xa[r] +2€* x1[T] X [T]
26e%x1[t] X3[t] +2€®%xy[T] X3[T]
2e % [t] xa[T] +2€" Xo[T] Xa[T] o
2¢b xo[t] x5[1]+2€ X1[t] Xs[t] +2€¥xy[t] xs[t] +2€” x3[T] Xs5[T] +
2ex,[t] x5[T] +€ x5[t]2+e Xg[T] +2€" Xo[T] Xe[T] +2€¥x1[T] Xg[T] +
29 x,[t] Xg[t] +2€X® x3[t] Xg[t] +2 e xa[T] Xg[T] +2 € x5[T] Xg[T] +
eB¥ xg[t]?+xe [T] +eXi'[T] +€2 X2 [Tt] +€3x3'[t] +€¥ x4 [

A jednotlivé koeficienty jsou dany dohromady do eq2.
eq2 = Collect[eq, €]

Xo[T] +2€X® x5[t] xg[T] +€2

Xe[T]?+

T] +ed X5 [T] +eb Xe [T]

e’ (xs[t]?+2xa[t] Xa[T] +2X1[T] Xs[T] +2Xp[T] Xg[T]) +

f(2x3t] Xa[t] +2xa[T] Xs[T] +2x1[T] Xg[T]) +

€® (xalt]?+2x3[t] xs[T] +2x2[T] X [T]) +€™®

(2xa[t] xs[T] +2x3[T] Xe[T]) +

et (xs[t]?+2x4[T] Xe[T]) +xo'[T] +€ (Xo[T]?+x1[T] +x1 [T]) +

3

€? (2Xo[T] X1 [T] +x[T] + X [T]) +€> (xa[T]?+2xo[T] X2 [T] + X3[T] +x3"[T]) +
€ (2x1[T] X2[T] +2Xe[T] X3[T] +X4[T] +X4'[T]) +

€® (xa[T]?+2x1[T] Xa[T] +2Xe[T] X4[T] +Xs[T] + x5 [T]) +

€® (2xa[t] x3[T] +2X1[T] X4[T] +2Xe[T] Xs[T] +Xe[T] + X6 [T])

Protoze € je libovolny parametr musi byt v feSeni kazdy koeficient roven nule. P¥ikaz CoefficientList []

nam udéva seznam koeficienti, které je vhodné zobrazit v tabulce.

Table[CoefficientList[eq2, €][[i]] == 0, {i, 1, n+1}] // TableForm
X@['EJ +X®/[t] =0

Xe[T]2+ Xy [T] +x1'[T] =0

2xolT] Xp[T] +X2[T] +X2"[T] =0

x1[T]?+2xe[T] Xa[T] +x3[T] +X3'[T] =

2xy[t] Xa[t] +2xe[T] X3[T] + Xg[T] +X4"[T] ==

Xa[T]?+2x1[t] X3[T] +2Xe[T] X4[T] +Xs[T] +X5'[T] = O

2xy[t] Xz[t] +2xy[t] xqa[t] +2Xe[T] Xs[T] +Xg[T] +Xg'[T] =0

solo = Flatten[DSolve[{CoefficientList[eq2, €][[1]] == 0, Xg[0] == 1}, Xg[T], T]]

{Xo[T] » e "}
soll =

Flatten[DSolve[{CoefficientList[eq2, €] [[2]] =
sol2 = Flatten]
DSolve[{CoefficientList[eq2, €] [[3]] ==
sol3 = Flatten[DSolve[{CoefficientList[eq2, €] [[4]]
X3[0] = 0}, x3[t], t]]
sol4 = Flatten[DSolve[{CoefficientList[eq2, €] [[5]]
sol3, Xx4[0] = 0}, X4[t], t]]
sol5 = Flatten[DSolve[{CoefficientList[eq2, €] [[6]]
sol3 /. sol4, x5[0] =0}, xs[t], t]]
sol6 = Flatten[DSolve[{CoefficientList[eq2, €] [[7]]
sol3 /. sol4 /. sol5, xg[0] == 0}, Xg[t], tl]
[t] > -e?" (-1+e")}
[t] »e?" (-1+e")?}
X3[t] > -e " (—l+<et)3}
[T]

se® (-1+e")?}

0 /.s0lO, x;[0] ==

0/.s0lO /. soll, x,[0]

=0/.s0l0/.soll /. sol2,

=0/.s0l0/.soll /. sol2/.

=0/.s0l0/.soll /. sol2/.

=0/.s0l0/.soll /. sol2/.

0}, x3[t], ]l

=0}, X2[t], tl]
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[Xs[t] > -e®" (-1+e")°}
{xe[t] e’ (-1+e")°}
Simplify[x[t] /. sol@ /. soll /. sol2 /. sol3 /. sol4 /. sol5 /. sol6]
e’"t (ceet—cest (-l+e) e+e?t (-1+e")2e?-
e (m1+e")3 e +e?t (mlreN)tet et (m1+ef)’ e+ (—l+et)666>
GeneralSol = FullSimplify[ Sum[(-e) "ke ®V® (~1+e%) A (k), {k, 0, Infinity}]]
1

—e+e’ (1l+e€)
V kone¢ném kroku, miizeme jednotlivé fady perturbativniho feSeni porovnat s analytickym vysledkem.
Zde se obvykle € poklada hodnoté 1.

Plot[{ /.e-1,sun[(-e)"ke *VE (m1set) A (k), {k, 0, 1}] /. e~ 1,

-e+et (l+e€)
sum[ (-e€) Ake DT (_14et)A(k), {k, 0, 2}] /. e>1,
Sum| (-€) Ake DT (L1 4ef) A (k), {k, O, 3}] /. e~ 1}, {z, 0, 4}]

E Ukoly

1. Naleznéte perturbacéni feSeni pro nelinearni tvrdou strunu danou rovnici:
X" [t] +w? x[t] +x3[t] =0

2. Naleznéte Poissonovu expanzi do desatého fadu v € pro ODE:
X' [t] +x[t] +x*[T] =
X' [t] -x[t] +X°[t] =0

X' [t] -x[t] -x*[t] =0 E

8.3 Lindstedtova metoda (Poincarého-Lindstedtova metoda)

V poruchové teorii je Lindstedtova metoda (technika) uzita pro uniformni aproximaci periodickych reseni
oby¢ejnych dif. rovnic (ODE), kdyZ ostatni metody selhavaji.

Demonstrujme metodu na jednoduchém piikladu tvrdé nelinearni struny. Abychom mohli vyfegit rov-
nici

X [t] +w? x[t] +e x3[t] =

pro malé hodnoty ¢, predpokladame, Ze frekvence se zméni pfispévkem nelinearniho ¢lenu, a Ze muZe
byt vyjadfena jako poruchovéa fada. Necht € je neznamé frekvence periodického feSeni strunové rovnice,

pak provedeme substituci 7 = Qt tak, aby feSeni mélo periodu 27 vzhledem k nové proménné 7.
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X[t+2m] =x[t]

Takze nelinearni strunova rovnice prejde od tvaru
Q% x"[t] +w? x[t] +e x3[t] =0

Lindstedtova metoda predpokladé, ze

X (Tt) =Xo (T) + € X1 (T) + ...

a

Q =Qp+€Q1+ ...

Pro € = 0, musi zi'ejmé platit Qo = w

Reseny piiklad

Naleznéte Lindstedtovo feSeni pro tvrdou strunu v prvnim fadu e.
X" [t] +w® x[t] +e x3[t] =0

Reseni:
Clear["Global "]
n=1;
x[t] = Sum[x;[t] e™i, {i, O, n}]
Q = Sum|w; e, (i, 0, n}]
Xpl[T] +€Xx1[T]
we + € W1

Vlozime rovnici pro tvrdou strunu a feSeni rozvedeme.
eql = Expand[Q*2D[x[t], {t, 2}] +we™2 x[Tt] +€ (X[T]) "3]
waxg[T] +exp[T] +ewixy[T] +3€Xxe[T]2x1[T] +3 €3 xe[T] Xy [T]2+e* xy[T]%+
wé Xo  [T] +2 € we w1 X [T] + €2 w% Xo [T] +ewé X1 [t] +2€?wewy X1 [T] +€° wf X1 [t]
Seradime jednotlivé ¢leny podle Ffadu v € a vygenerujeme potiebny pocet dif. rovnic.
eq2 = Collect[eql, €]
odsystem =
Table[Expand[CoefficientList[eq2, €] [[1]] /we™2] == 0, {i, 1, n+1}] // TableForm
wé Xo[T] +€* Xl[t]3+wé e [T] +€ <x@[t}3+wé X1[T] +2we w1 X" [T] +w§ xl”[t]) +
€? (3xo[T)? x1[T] +wi Xo” [T] +2wp w1 X1” [T]) +€ (3xo[T] X1 [r]?+wi x1"[T])
Xp[T] +Xo”" [T] == O

X []?
—— +Xy[T] +
2 1[t] oo

2wi e [T] +x7[T] =

Nyni jsi tyto ODE separatné zobrazime
od0O = odsystem[[1, 1]]

odl = odsystem[[1, 2]]

X@['E] +X0”['[] ==
Xo[T]? 2wy X' [T]
" +X[T]+ ——— + %77 [t] =0

Wo Wo

Prvni rovnici od0 analyticky vyfesime za urcitych okrajovych podminek, napt.
Sol0 = DSolve[{0d0O, Xg[0] == A, X¢'[0] == 0}, Xg[T], T]

X0 = Xg[T] /. SolO[[1]]
{{xe[t] »ACos[t]}}
ACos[t]

Tento nulovy Fad feSeni je nésledné vlozen do rovnice odl jako funkce:
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odl = odl /. xg » Function[t, ACos[t]]
A3Cos[t]® 2ACos[t] w;

+X[t] +x"[T] =
w3 we

Poté je i odl vyfeSeno za pouzitim nulovych okrajovych podminek, nebot informaci o okrajovych

podminkéich systému jiz obsahuje nulty rad feSeni.

Soll = FullSimplify[DSolve[{odl, x;[0] == 0, X;"[0] == O}, X;3[Tt], T]]
ASin[c] (A* (6 T+Sin[2t]) - 16 T wp wy)
{{rate1-- }

Cleny obsahujici 7 jsou seskupeny
x1 = Collect[x;[t] /. Sol1[[1]], ]
A3Sin[t] Sin[2¢] AtSin[t] (6A*-16we w:)

16 w3 16 w3

16 wé

Koeficient stojici pred 7 je polozen nule ¢imz nalézame prvni fad opravy k frekvenci.
freq = Solve[Coefficient[x1, t] = 0, w;]

{229

Frekvence je do prvniho fddu v € dana vztahem:
Q=0 /. freq[[1]]
3A%¢

8&)0

+ Wo
8&)@

K vyjadfeni prvniho fadu feseni muzeme napiiklad polozit 7sinT — 0 a zjednodusit vyraz pomoci

piikazu TrigReduce[], nebo piikazem Simplify[]:

m

1.

x1 = TrigReduce([x1l /. t Sin[t] » 0]
x1p = Simplify[x1l /. T Sin[t] - 0]
~A3Cos[t] +A3Cos[3 1]

32 w}
A3 Cos[t] Sin[t]?

8 w?
Celkové Teseni do patti¢ného radu je:
X = X0 + € Collect[x1, A*3]

Xp = X0 + € Collect[x1lp, A73]
A3e (-Cos[t] +Cos[3T])

ACos[t] +
32 w}

A3 e Cos[t] Sin[t]?

ACos[t] -
8 w?

Ukoly
Analyticky (pomoci programu Mathematica) dokazte nésledujici trigonometrickou identitu:
Cos[5t] == 16 (Cos[t]) "5 -20 (Cos[t])”"3 + 5Cos|[t]

. Naleznéte feseni tvrdé struny do tretiho fddu a ten porovnejte s analytickym feSeni. Diskutujte, pro¢
metoda selhava! E
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Souhrn kapitoly

V této kapitole jsme predstavili nékteré aproximacni metody FeSeni diferencidlnich rovnic a ukazali si jejich

pouziti pii feSeni fyzikalnich problému v programu Wolfram Mathematica.

Otazky

1. Kdy muzeme pouzit aproximativni metody? Jaky typ diferencialnich rovnic tak muzeme fesit?
2. Pro jaké pfipady se pouziva Lindstedtova metoda?

3. Jak se k TeSeni pouziva Taylorova fada?




Kapitola

Profil spektralni ¢ary od rotujiciho prstence hmoty

Viadimir Karas

Rychly ndhled:  Tato kapitola popisuje vznik spektrélnich ¢ar vznikajicich v prstenci hmoty rotujicim
kolem kompaktniho télesa. Tato kapitola je pouze zadéni dlohy, kterou student mutze vypracovat v ramci

zavérectné seminarni prace.
Klicovd slova: Spektralni ¢ary, kompaktni objekty, numerické integrace

IE' Cile studia: Cilem kapitoly je predstavit studentim princip vzniku spektralnich ¢ar z rotujiciho
prstence v okoli kompaktniho objektu tak, aby byli studenti schopni samostatné navrhnout a implementovat

TeSeni.

Spektralni profil emisni ¢ary vznikajici v rotujicim prstenci

Spektralni ¢ary jsou zpravidla vyzafovany urcitym zafivym piechodem v atomech zahiatého plynu. Vlnova
délka A (nebo ekvivalentné energie resp. frekvence vyzarovanych fotoni v) je presné dana. Nasledkem po-
hybu jednotlivych atomt a také vlivem gravita¢niho pole v misté zdroje se vSak mutze vysledné pozorovana
spektralni ¢ara jevit vzdalenému pozorovateli rozsifena, s uréitym deformovanym profilem. Také miize dojit
k posunu jeji vinové délky (¢i energie E = hv) vlivem Dopplerova jevu a gravita¢niho ¢erveného posunu.

Pozorovany zativy tok v laboratorni soustavé spojené s teleskopem lze symbolicky zapsat jako integraci

Flv) = / 1(1) 90, 4S. (9.1)

(Over observer’s plane)

Priklad

Prevedte vySe uvedeny obecny vyraz do vhodného tvaru sumy piispévki od jednotlivych elementt zdroje
zareni, ktery pro ucely tohoto cvi¢eni povazujte za kruhovy prstenec o poloméru R. Numerickou integraci
pres azimutalni thel podél prstence urcete pozorovany spektralni profil F/(v) od spektralni ¢ary emitované
na jednotkové energii prstencem s danou konstantni rotacni rychlosti v(R) v ekvatorialni roviné. Objekt je
pozorovan vzdéalenym pozorovatelem pod danym thlem (tzv. inklinaci) v intervalu 0 (podél osy prstence)

az 90 (v roviné prstence) stupia.

83
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Pozn.: svételné paprsky povazujeme z piimky. Neuvazujeme na tomto misté zakfiveni paprsku
v silné gravitaci vlivem efekti obecné teorie relativity. Poloha stfedu spektralni ¢ary (tzv. centroidu)
zjevné nezavisi na inklinaci disku. Pfi aplném, self-konzistentnim relativistickém feSeni tohoto problému
neni mozné oddélovat gravita¢ni posuv od Dopplerova. VInova délka centroidu bude na inklinaci zaviset,
uvazime-li aplny vztah posuv vinové délky, anizotropni emisivitu prostiedi, zévislou na thlu vyzarovéni,
i gravita¢ni fokusaci svételnych paprskii.

Regeni: Vztah mezi pozorovatelem (obs) zaznamenanou a zdrojem emitovanou (em) vlnovou délkou
1ze zapsat v pfiblizném tvaru (Gerbal & Pelat 1981; Karas et al. 1995)

000 s (1135 ). 0

kde f = v/c, y = sin ¢sinbOyps (¢ je azimutalni thel v roviné prstence a fopg je inklinace pozorovatele, ¢

)\obs = Aem

znadi rychlost svétla).

Obdobné Ize odvodit vztah pro gravita¢ni cerveny posuv

Aem
>\obs = 1—7,32 (93)

Komentar: Zareni plynu, obfhajictho u vnitintho okraje disku, podléha silné€jsimu gravita¢nimu
a pri¢nému Dopplerovu jevu, nez zafeni z odlehlejsich oblasti. Vysledkem je nesoumérnost pozorovanych car,
které jsou zaroven celkové posunuty k ¢ervenému konci spektra. K tomu pristupuje dopplerovsky zesilené
zareni priblizujictho se materidlu, jez zvyraziuje vrchol na modré strané ¢ary. Graf 9.1 ilustruje spektralni
profil, kde elementy prstence vydavaji zafeni o frekvenci v = vy, predstavujici v lokédlni klidové soustavé
tzkou spektralni ¢aru s charakterem Diracovy funkce 9. Profil se potom vytvari prekrytim jednotlivych

prispévki ovlivnénych Dopplerovym jevem a gravita¢nim ¢ervenym posuvem. Pozorovany profil zavisi na

pozorovatelové inklinaci 0.

|£| Ukoly

tace kolem centralniho télesa o hmotnosti M spliiuje orbitalni rychlost latky, odpovidajici vrcholim

v profilech ¢ar, vztah
UKa|R=Rin __ Rout

UK a|R=Rout Riy
nezavisle na thlu inklinace. Tento pomér poskytuje prvni odhad rozméru disku.

2. Integraci pres R zjistéte spektréilni profil ¢ary od radialné rozlehlého disku. V pripadé disku se profil
cary ziské jeho rozdélenim do jednotlivych prstencii o radialni Sifce dr, z nichz kazdy vyzafuje se svou
vlastni lokalni frekvenci a intenzitou, a naslednym sloZenim vysledného signalu. Integrace probiha od
ur¢itého vnitiniho okraje Rj, do vnéjstho poloméru Reyt. Prostudujte polohu centroidu energie F,

m

spektalni ¢ary rozlehlého disku.
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Obrazek 9.1: Spektrélni ¢ary plynného prstence na poloméru 6 R, v Newtonovské aproximaci normalizo-

vany: vlevo — tak, Ze f F,dv = 1, vpravo — k velikosti peaku modrého posunu na dané spektralni care.

Cerné teckovana ¢ara ukazuje vlastni frekvenci.
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Obrazek 9.2: Spektralni ¢ary plynného prstence na poloméru 6 R, ve specialni relativité, normalizovany:

~ 2N

vlevo — tak, ze [ F,dg = 1, vpravo — k velikosti peaku modrého posunu na dané spektralni care. Cern4

teckovana ¢ara ukazuje vlastni frekvenci.
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Obrazek 9.3: Spektralni ¢ary plynného prstence na poloméru 6 R, ve obecné relativité, normalizovany:

2N

vlevo — tak, ze [ F,dg = 1, vpravo — k velikosti peaku modrého posunu na dané¢ spektralni ¢are. Cerna

teCkovana Cara ukazuje vlastni frekvenci.
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Souhrn kapitoly

V této kapitole jsme uvedli studenty do problematiky spektralnich ¢ar, které jsou zakladem pro samostatnou
praci.
Otazky

1. Co je zdrojem zafeni vytvarejici spektralni ¢ary?

2. Jak se méni tvar ¢ar, pouzivame-li stale pfesnéjsi teorii gravitace? Cim je to zptsobeno?
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