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1 Parcialni diferencialni rovnice

Rovnice uréujici pohyb nebo staciondrni stav fyzikalnych systémi lze
shrnout do generického, kvaziliedriho tvaru
o*f o*f o*f

&11@ + 2a12 = + a2

of ofy
ooy T 2 oy2 )‘0 )

—|—F<:z:,y,f,8x,8y
kde a;; jsou konstanty vedouci ke klasifikaci PDR prostfednictvim
parametru A = ajia9 — aje. Je-li A < 0 mluvime o hyperbolické
rovnici (vlnové rovnice), pro A > 0 dostdvame eliptickou rovici
(Poissonova rovice), a pro A = 0 obdrzime parabolickou rovnici
(rovnice difuze).

1.1 Numerické metody reSeni

Fyzikalni problémy, které popisuji parcidlni diferencidlni rovnice,
miizeme rozdélit do ti{ kategorii:

e problém rovnovahy - eliptické PDR, napf. Laplaceova nebo
Poissonova rovnice,

e problém §ifeni - parabolické a hyperbolické rovnice, napf. rovnice
difuze nebo vlnova rovnice,

e Eigenvalue problém - piikladem je Schrodingerova rovnice a jeji
stacionarni stavy.

Obecné maji PDE nekonetné monozstvi feseni. Kdyz stanovime
pocatecni a okrajové podminky tak z toho nekonetného mnozstvi
vybirame pravé jedno.

Pii feseni problému rovnovahy stanvujeme pouze okrajové podminky,
protoze zde nehledame vyvoj v ¢ase. Naproti tomu problém Siteni



reprezuntuje ulohy kdy se fyzikalni systém vyvyji v Case a tedy
potieba specifikovat poc¢atetni podminky.

Fyzikdlni jevy jsou zpravidla fizeny PDE druhého fadu. Pfi for-
mulaci matematického modelu fyzikalniho problému jsou uvazovany
t¥i typy okrajovych podminek

e Dirichletova okrajovd podminka - na hranicich integra¢ni oblasti
je specifikovdna hodnota hledané funkce f(xp,ys), kde body
(xp, yp) predstavuji hranici.

o Neumanova okrajovd podminka - je specifikovana hodnota derivace
funkce 0 f /07 ve sméru normadly 7 k hranici.

e SmiSené okrajové podminky - jedna se o linearni kombinaci hod-
not a derivaci ve sméru normaly okraje domény integrace, tj.

af(zy, yp) + bOf /01 (b, yb)-

Zastavme se na okamzik u Neumanovy okrajvé podminky. Derivaci
ve sméru 71 uréime ze vztahu

or . of _ of, of
on =" oF " as T oy )

Déle, necht je hranice uréend implicitné rovnici
F(z,y) =0. (3)
Normalovy vektor k tého hranici je potom uréen vztahem

Yy 1 .

We} ¥ e (4)

A=t
1+ (y)? "’

kde je
,_dy  OF/0x (5)
dr  OF/0y’
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1.1.1 Problém rovnovahy

Numerické schéma které resi problém rovnovahy vysvétlime na piikladu
rozdéleni teploty ve vodi¢i. Uvazujme vodic se ¢tvercovym prufezem
10 x 10 cm a tloustce dz << 1. Horn{ hrana vodice je udrzovdna na
stalé teploté T' = 100° C a zbylé tii hrany udrzujeme na teploté 0°
C. Rozdéleni teploty ve vodici urcuje Laplaceova rovnice

*T 9T

K vyfeSeni této ulohy vyuzijeme metodu koneénych diferenci.
Doménu D(z,y) nad kterou hleddme rozdéleni teploty T'(z, y) rozdélime
na kne¢nou miizku NI x NJ bodu, pficemz souradnice z a y budou

T = Tin +1dx & Y = Ymin + jdy, (7)
kde je
dr = (xmaa: - mmzn)/zvj ady = <ymax - ymzn)/NJ (8)

Rovnici (6) pfevedeme na diferenéni tvar takto. Rozvineme fe
Seni T' v okoli bodu (z,y) do Taylorovy fady

or 10T

T(x+ Az,y) = T(z,y)+ %A x+ ian +o(Az)?, (9)
or 10T
T(x—Az,y) = T(z,y)— %A x + iaAm —o(Az)3. (10)

Posledn{ dvé rovnice se¢teme a vyjadifme 92T /022, obdrzime vztah

FPT  T(x+Ax,y) +T(x — Aw,y) — 2T (x,y) (1)
or? Ax? '




Analogicky, pro 9?T/dy? dostaneme vztah
PT _ T(x,y+Ay) +T(x,y — Ay) — 2T (z,y)

a7 = Ay . (12)
Funkci T'(z,y) budeme vy¢cislovat pouze v uzlovych bodech, tj.
T(z,y) = T(Tmin + 1z, Ymin + 7dy), (13)
prejdeme k novému znaceni
T(z,y) = Ti;- (14)

Dosazenim vztaht (11) a (12) do (6) a po osamostatnéni T; ; dostaneme
rovnici

1

Tij = 0+ [Ti—i-l,j +Tim1g + k(T + Ti,j—l)} (15)

kde jsme uz vyuzili preznaceni (14) a zavedli k = Ax/Ay.
K nalezeni feSeni T; ; na celé miizce NI x NJ pouzijeme iteracni
schéma. Standartné se diskutuji tii iteraéni schémata:

e Jacobiho,
e Gaussovo-Seidelovo,
e SOR (Succesive-Over-Relaxation).

Zde se omezime na posledni dvé iteracni schémata.

Gaussovo-Seidelovo (GS) schéma

Zavedeme novy index m kterym budeme ¢&islovat jednotlivé iterace.
GS schéma pro rovnici (15) bude mit tvar (k rovnici (15) pficteme
+T5,5)

T =T+ AT (16)
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kde je

1

1 2 1 2

ATm+ P { i+l T Tm (T ‘*’Tz";ﬂ) 21+ k )Tzﬂ .
(17)

V tomto schématu, slouzi k urc¢eni hodnoty T{EH jak hodnoty predchozi

iterace m tak i aktudlni iterace m + 1. To znamend, ze k vypoctu
vystacime s jednim dvourozmérnym polem ve kterém jsou jeho prvky
postupné prepisovany, v nasem piipadé zleva-doprava a sdola-nahoru
(viz obr.1)
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Figure 1: Schéma rozdéleni integraéni domény D(z,y) a smér gen-
erovani feSeni GS metodou. Aktudlné urcovana teplota v bodé i, j

(Cerveny bod) je urcend z b...

rast indexu i —

Okrajové podminky nasi tilohy lze reprezentovat nésledovmeé

(18)



Tio=0aT;nj-1 =100 V ¢=0,...,NI—1. (19)

Inicidlni stav iteracniho procesu nastavime na 0, tj.,
;=0 V i=1,...,. NI -2aj=1,...,NJ - 2. (20)
Iteracni proces zastavime tak, ze v kazdém iteracnim kroku uréime
A = MAX(ATHH) (21)

a srovname se zvolenou presnosti €, tzn. m + 1 iterace je posledni
pokud je splnéna podminka

A<e (22)

SOR schéma

SOR iteraéni schéma vychéazi ze schématu Gausse-Saidela pridanim
over-ralaxa¢niho parametru w

1 1
TI = T7 + wATS (23)

Je-li w =1, dostaneme se zpét ke GS schématu. Maximélni rychlost
konvergence je dosazena vhodnou volbou parametru wqy: € [1.0,2.0].

SOR schéma a smiSené okrajové podminky

V piedchozich dvou tilohach jsme pii hledéni rozdéleni teploty pouzili

Dirichletovy okrajové podminky, tj. na hranici integra¢ni oblasti

jsme urcili hodnoty funkce T'. To odpovidalo situaci, kdy jsme véechny
¢tyti hrany desticky udrzovali na konstantnich teplotach. Nyni nas

experiment ponékud zménime.



1.1.2 Problém Sifeni

Parcidlni diferencidlni rovnice spadajici do této kategorie jsou parabol-
ické a hyperbolické. Typickym predstavitelem parabolickych PDR je
rovnicd vedeni tepla a typickym predstavitelem hyperbolickych PDR
je vlnova rovnice.

Rovnice vedeni tepla

Uvazujme nésledujici fyzikdlni pokus. Mame médénou ty¢ délky L
(tfeba L = 2m) a pruméru d << L (tfeba d = 2cm). Ty¢ te-
pelné izolujeme od okoli , vyjma jejich koncu (teplo vstupuje/vys-
tupuje pouze na koncich tyce). Tuto ty¢ vlozime do prostiedi s
teplotou Ty a nechame ji tam tak dlouho, dokud nedojde k tepelné
rovnovéaze s okolim (ty¢ bude mit konstantni teplotu Tp). Po vyj-
muti z prostiedi, v ¢ase t = 0 ptilozime ke konciim tyce dva tepelné
elementy s teplotami 77 a Ty (napt. 71 = 0°C a Ty = 50°C). Moni-
torujeme jak se vyvyji rozlozeni teploty v ty¢i v Case t.

Abychom mohli kvantitativné pfedovédét vysledek pokus musime
vytvorit jeho matematicky model. Tento model se sklada ze tii
slozek:

e PDR - tidi vyvoj teploty v ty¢i,

e BC(s - okrajové podminky popisuji fyzikalni problém na krajich
tyce,

e [(s - pocateéni podminky popisuji rozlozeni teploty v ty¢i na
zacatku pokusu.



PDR

Rovnici vedeni tepla lze odvodit néasledujici ivahou. Uvazujme tenkou
ty¢ o priéném prufezu A. Uréime celkovou zménu tepla v ty¢i dQy/dt
v ¢asti od x do x + Ax. Ziejmé bude platit

% — Qu(@) + Qu(z + Az) (24)
kde je
Qo) = ka0 (25)
* dT(x + Az)

Qi(x+ Ax) =kA (26)

dx

Celkové vnitini teplo daného tseku materialu s hustotou p bude
z+Ax
dQ; = cT'dm = cApTds = Q1 = / cATds. (27)

x

Pro jeho celkovou ¢asovou zénu nakonec obdrzime vztah
r+Ax
cpAp / Tyds = kA [Ty (2 + Ax) — To(z)] . (28)
xX

Integral na levé strané rozireSime pomoci véty o stiedni hodnoté,
podle které existuje ¢islo z < £ < x + Az takové, ze plati

z+Az
/ Ti(s,t)ds = Tu (€, £) A, (29)

Dostavame tak rovnici

Typ(z + Ax — Tm(x))

Cth(£7 t) =k Ax
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0/(x)<0 Oi(x+Ax)>0)

X X+Ax

Figure 2: Schéma elementu tyce, oblast mezi x a x + Ax, které
analyzujeme tok tepla.

V limité Ax — 0 je ziejmé £ — z a dostaneme rovnici vedeni
tepla v homogennim materidlu s koeficientem vodivosti « ve tvaru

0 0%u
o2l (31)
ot Ox
kdeje0<z< L, 0<t<ooa
e u(x,t) - teplota v tyci, v misté z a case t,
e OJu/0t - rychlost zmény teploty v misté x a case t.
e 0?u/0z?% - konkévnost teplotntho profilu u(z,t).

Vyznam posledni zminéné veli¢iny snadno nahlédneme, kdyz rozvineme
u(z,t) do Taylorovy fady pii fixovaném ¢ase ¢, tj.

ou 10%u 3
u(z + Az, t) = wu(x,t)+ 8:6A x + 5@(Ax) + o(Ax)”, (32)
ou 10%u 3
u(lx — Ax,t) = wu(x,t) — 8—A 292 2(A:U) o(Azx)°. (33)

Se¢tenfm obou rovnic a osamostatnénim 9?u/0x? dostaneme vztah

0%u 2 Ju(x+ Az, t) +u(z — Ax,t)
927 = A2 2 )]

(34)

11



7 této rovnice odvodime nésledujici vysledky:

e pokud bude v misté z a ¢ase t teplota u(z,t) <prumérnd teplota
v sousednich bodech, pak bude 9*u/0z? > 0 a celkovy tepelny
tok bude kladny,

e pokud bude v misté z a ¢ase t teplota u(z,t) =prumérnd teplota
v sousednich bodech, pak bude 9?u/0x? = 0 a tepelny tok bude
nulovy,

e pokud bude v misté z a ase t teplota u(x, t) >primérnd teplota
v sousednich bodech, pak bude 9?u/dx? < 0 a celkovy tepelny
tok bude zdporny.

Jinak teceno, kdyz bude teplota v bodé x a ¢ase t vétsi nez je
prumérna teplota dvou sousednich bodu z+ Ax a x — Az pak teplota
v bodé x bude klesat a to s rychlosti a?0%u/0z2.

BCs

Ze zkuSenosti vime, ze fyzikalni problémy jsou néjakym zpusobem
ohranic¢eny. Hranicemi naseho experimentu jsou konce tyce z; =0 a
r9 = L kde udrzujeme stalé teploty T3 = 0°C a Tb = 50°C, tj.

BCs = { Z(g?) z% (35)

pro 0 <t < oo.

ICs

Dale je ziejmé, ze fyzikalni systém se musi vyvijet z vychoziho znamého
stavu. Tento stav je urcen, zpravidla, pro ¢t = 0. V nasem piipadé
predstavuje pocatecéni stav rozlozeni teploty v tyci v ¢ase t = 0, tj.

ICs: u(x,0) =Ty pro0 < ax < L. (36)

12



Numerické reSeni

K nalezeni numerického feseni problému, ktery matematicky popsan
systémem

ou 5 0%
_ ) uw0,t) =Ty
BCs = { W(Lt) =T (38)
a
ICs: u(z,0) =Ty pro0 <z <L, (39)

pouzijeme opét metodu koneéngjch diferenci. Ty¢ délky L rozdélime
na N stejnych dilu, kazdy o velikosti

Az = L/N (40)

a Casovy integracni krok bude At. Budeme urcovat feSeni v uzlovych
bodech
u(z,t) = u(zo + iAz, kAt) (41)

a zavedeme oznaceni
u(xo + iAz, kAL) — uf. (42)

Déle nahradime parcidlni derivaci aproximativnimi vztahy

oul okt

7 ~ ? 7 43
ot At (43)

0*u - ufyy +ufy — 2uf
0z (Az)?

13



Ze vztahu (43) a (44) dosadime do rovnice (37) a osamostatnime

uf L obdrzime vztah
202AL [ulf | +uk
k +1 -1
ui'H —-u?—k( )? l ! 5 L —uf . (45)

Prévé odvozené integra¢ni schéma se nazyvd FTCS (Forward Time
Centered Space).

/

Figure 3: Snimky ¢asového vyvoje rozdéleni teploty v tenké médéné
tyci.

Vlnova rovnice

Urceme, jak se bude §itit rozruch v jednorozmeérné struné délky L a
na vodni hladiné. Rovnici, ktera popisuje ¢asovy a prostorovy vyvoj
inicidlni perturbace, je vlnova rovnice. Pro veli¢inu u = u(z, t), kterd
zde ma roli amplitudu vychylky, vlnovou rovnici piSeme ve tvaru

Pu 0%

72~ o (46)

kde parametr c je rychlost s$ifeni viny.

14



Figure 4: Struna upevnénd v bodech A a B.

Ukéazeme si jednoduché odvozeni rovnice pro Siteni pii¢ného vlnéni
struny. Strunu napneme mezi body A a B (viz obr. 4). Vychylime
strunu z rovnovazné polohy. Ve struné se vyvolané vnitini napéti se
bude snazit uvést strunu opét do rovnovazné polohy. Analyzujme
detailné okoli bodu u(z).

15



xX-dx X X+dx

Figure 5: Detail struny.

Soustiedime hmotnost struny délky Al do bodu m, budou na
tento hmotny bod sily T' a —T, takze vysledna pusobici sila bude
(obr. 5)

Thet = T(cos ag — cos )&y, + T(sin ag — sin oy )é,. (47)

Struna je velmi tuhd, takze typické hodnoty tulht oy a as budou
malé v porovnani s jednickou, tj. a1 << 1 a ag << 1. Za téchto
predpokladu v prvni aproximaci goniometrickych funkef plati cos o ~
1 a sina ~ a, takze vyslednd sméfuje v pricném sméru, tj.

Toet = T(ag — aq)ey,. (48)
Pohybové rovnice pro pfi¢nou vychylku je potom vyjadiena vztahem
9%u Pu Toas— o
— =T (g — - = = ——"—. 49
" o2 (a2 —an) o2 o Ax (49)

16



Z geometrie (obr. 5) je ihned vidét, ze dhly a; a ag se daji zapsat
pomoci vyrazu

u(z) —u(zr — Ax)

u(z + Azx) — u(m)

a1 ~ tanag = a ao ~tanag =

Azx Ax
(50)
Po dosazeni (50) do (49) dostaneme rovnici

@ _ 2 u(z + Az) + u(x — Az) — 2u(m)’ (51)

ot? Ax?

ktera v liminé Ax — 0 pfejde na rovnici

2 2

0“u _ 028 u (52)

2 922

kde jsme zavedli rychlost §ifeni piiéné viny ve struné ¢ = /T'/o.
V naSem experimentu aplikujeme na konce struny dva typy okra-
jivych podminek:

e von Neumanova okrajovd podminka - struna je pevné ukotvena
na koncich,
u(0,t) = u(L,t) = 0. (53)

e Dirichletova okrajovd podminka - rozruch (vlna) se odréazi od
levého (pravého) okraje nadrze,

ou ou

8x| 0 81}‘ L =0 (54)

Inicidlni rozruch bude popsdn Gaussovou funkci

T — x0)?
u(z,0) = exp <(20)> , (55)

g

kde bod xy = L/2.
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Diskretizace ilohy

Defini¢ni obor nad kterym hledame feSeni opét rozdélime na konec¢nou
miiz a vlnovou rovnici pfevedeme na diferenéni tvar. Druhé derivace
podle x a t aproximujeme vztahy

a o2
u 1 k+1 k—1 k
Dosazenim do vlnové rovnice (46) dostaneme rovnici pro odhad hod-
noty uf“ ve tvaru
uf“ = 2u§(1 - B4 - u§_1 + B2 [uﬁl + u?,l] (58)

kde jsme zavedli parametr 5 = cAt/Az. Pozornou analyzou tohoto
vztahu zjistime, ze k urcéeni hodnoty ukHl potfebujeme znat hodnoty

J
uF i uF~1. Toto schéma je dvoutiroviiové (viz obr. 6).

Figure 6: Schématicky diagram integracniho schématu, které je dano
vztahem (58).

18



Pocéateéni podminky

Protoze je integra¢ni schéma (58) dvoutroviiové, musime specifikova
pocateéni podminky ve dvou éasovych trovnich. Necht mé prvni
casovd droven index k = 0 a druhd casova urven index k = 1.
Velic¢inu u v uzlovych bidech miizky nastavime v prvni ¢asové tirovni
na Gaussuv impulz, tj.

u? = exp <_M/2)21’2> ) (59)

J N2g2
Zbyva vytesit, jak urcéit hodnoty u ve druhé casové turovni, tj. ujl
Pro fixovanou pozici x rozvineme u v okoli prvni ¢asové urovné do
prvniho fadu v At, tj.

1 0 ou\" .
wj ~ u; + en At proj={1,2,...,N —2}. (60)
J

Z vlnové rovnice (46) plyne platnost vztahu

0 (Ou u  Ou 0%u
Doy a0 ol
ot \ ot 0z ot

Dosazenim posledniho vztahu do (60) obdrzime vyraz pro inicializaci
veli¢iny u ve druhé casové urovni, tj. dostaneme

wj =ud 4+ B(ud +ud  —2ud), proj={1,2,...,N —2}. (62)

Zde jsme za 0*udz? dosadili z diferenéniho vztahu (56).
Jesté poznamenejme, ze pocateéni podminky jsou stejné pro oba
nase priklady Sifeni vlny, tj. pro strunu a vodni hladinu.

19



Okrajové podminky

Diskutujme nyni nastaveni okrajovych podminek v pfipadé struny
upevnéné na koncich, tj. v bodech x = 0 a x = L ve kterych je
u(0,t) = u(L,t) = 0. V diskretiza¢nim formalizmu maji okrajové
podminky tvar

uf = u%_, =0, pro vsechny hodnoty k. (63)

Dostavame se k druhé tloze a to k sifeni vlny na vodni hladiné.
Hladina je ohranic¢ena bfehem na z = 0 a « = L. V téchto bodech

plati podminky
ou\* ou\*
JE— — —_ = U. 4
(3»’6>0 (336)1\71 ! (64

Rozvineme feseni u v okoli bodu j = 0 a j = N — 1 do Taylorovy
fady do prvniho fddu v Ax a obdrzime

o k
uf = uf + <8Z>0 Ax (65)
& k
ou
uk o, =uk | — <3$>N 1 Ax. (66)

Uplatnénim podminek (64) tak dostdvdme hodnoty w v krajnich
bodech intervalu

uf = uf auf; | =uk _,, pro viechny hodnoty k. (67)

20
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Figure 7: Snimky §ifeni poruchy v napnuté struné pfi pouziti von
Neumanovy okrajové podminky.
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Figure 8: Snimky $ifeni viny na napnuté struné pfi pouziti Dirichle-
tovy okrajové podminky.

Vlnova rovnice ve 2D

Piedchozi analyzu lze snadno rozsitit na 2D piipad Sifeni vin (vodni
hladina, bldna bubnu). VInova rovnice mé v tomto piipadé tvar

Pu [ 0Pu O
oz = C (ax2 e (68)

22



Pfi konstrukci odpovidajici diferenéni rovnice rozvineme, opét, feSeni
v okoli bodu (¢, z,y) do Taylorovy fady s presnosti do 2. fadu v Ax.
Diferenc¢ni rovnice je potom dana vyrazem

n+1 n—1 n ~ 2 1+1,5 i—1,j %,J
AL (“w tui; o~ zum‘) ~ c ( N
L Ui o1 T 2“%’) (69)
Ay?
L s +1
odkud vyjadiime “?,j
1 1, 22
wtt =y — w4 8w e — 2u)
2
+8y (ull o + ulty_y — 2u7) (70)
kde je
cAt cAt
= — = —. 71
Be Ax a 53/ Ay ( )

Advektivni rovnice a diskuze stability numerickych schémat

Na jednoduchém prikladu advektivni rovnice
ou(z,t) ou(z,t)
ot v or

kterou splnuje kazda funkce u ktera se da zapsat ve tvaru

=0, (72)

u(x,t) = u(x — vt), (73)

budeme ilustrovat von Neumanovou analyzu stability numerickych
schémat odvozenych k jejimu FeSeni.

V aritmetice s kone¢nou presnosti se musime potykat s problémem
Sifeni zaokrouhlovaci chyby (roundoff error). Rozliujeme tii charak-
tery numerickych schémat s ohledem na sifeni chyby zaokrouhleni:
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e stabilni - zaokrouhlovaci chyba klesd,
e rovnovdzné - zaokrouhlovaci chyba se neméni,

e nestabilni - zaokrouhlovaci chyba roste.

Definujme zaokrouhlovaci chybu nasledujicim vztahem

NP —ul (74)

n
€
kde uf je presné reseni diferenc¢ni rovnice a N}’ je feSeni ziskané
prostiednictvim aritmetiky s kone¢énou pfesnosti. Pro linearni difer-
encialn{ rovnice s periodickymi okrajovymi podminkami lze chybu e

rozvinout do Fourierovy fady

M M
e(x) = Z Ay, exp(ikpx) = Zexp(at) exp(ikmx). (75)

m=1 i=1
Diferen¢nf rovnice, kterd urcuje vyvoj uf, je linedrnf a tak muzeme,
bez 1jmy na obecnosti, uvazovat chovani typického ¢lena rozvoje, tj.

em(z,t) = exp(at) exp(iky,x). (76)

Pro analyzu stability zavedeme amplifika¢ni parametr £ vyrazem

et
=L = ¢ =expat. (77)

n
€

Zde jsme zavedli oznaceni

€; = exp(at)exp(ikm), (78)

€?+1 = exp(a(t+ At)) exp(ikmz). (79)

Je tedy ziejmé, ze pro stabilni numerické schéma musi pro ampli-
fikacni faktor platit

[§l=¢¢" < 1. (80)
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Numerické chéma UPWND:o(Azx) a o(At)

Zformulujeme numerické schéma kde aproximuje parcialni derivace z
Taylorova rozvoje s presnosti do linedrnich ¢lenti v At a Azx. Dostdvame

ou "~ 81
ot~ At (81)

du ~ ’LL?+1 B u? )
or Az (82)
takze advektivni rovnice (72) prejde na tvar

n+l __ vAL

n_

u

Tuto rovnici musi spliiovat i chyba €, tzn. ze plati

vAt
et = en —

: P A G ). (84)
7 této rovnice dostaneme pro amplifika¢ni faktor vyraz
£ =1+ 5(1 —exp(ikAx)), B =vAt/Ax (85)
a pro jeho normu vyraz
€7 =14 2B(1 4 B)(1 — cos kAxz). (86)
Z podminky pro stability plyne, ze parametr § musi spliiovat podminku
<0 a [B>-1. (87)

Parametry Ax, At a v jsou potom svazany vztahem

[vAt/Az| <1 a v<0. (88)
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Numerické schéma FTCS(Forward Time Centered Space):
o(Ax?), o(At)

Prvni derivaci v prostorové soufadnici ziskdme z Taylorova rozvoje
v okoli bodu ¢,z ve sméru +Ax, tj.

n n au n
uiy o= uj+ %]j Az + o(Ax?), (89)
B)
Wiy o= ol - 87;6 "Az + o(Ax?), (90)

odkud plyne aproximativni vztah pro prvni parcialni derivaci

n

n n
Oupn |, U1 — Myt
or’ 20x

(91)

Po dosazeni do advektivni rovnice (?7) dostaneme FT'C'S integraéni
schéma

n+l o ,n

vAt n
uj Uy = (uj+1 - uj_l) . (92)

Aplikujeme na toto schéma von Neumanovu analyzu stabitity, tj.
dosadime do tohoto schématu poruchu (76) a uréime |G|. Nejprve
pro G obdrzime vztah

G =1 —iasin(kAz) (93)
a nésledné pro |G|? obdrzime vysledek
G2 = |GG*| =1 + o?sin®(kAz) > 1, (94)

ktery implikuje nestabilitu FT'CS schématu. Tuto nestabilitu resi
nésledujici schéma.
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Numerické schéma Lax-Friedrichs: o(Az?), o(At?)

Nestabulitu FTCS eliminujeme, kdyz v rovnici (92) nahradime prvn{
¢len na pravé strané prostorovym prumeérem sousednich bodu, tj
R

PO (95)

Nové schéma pro nasi advektikvi rovnici, Lax-Friedrich, ma potom
tvar

u

J 2  2Ax
Opét podrobime toto numerické schéma analyze stabitity a pro ze-
silovaci parametr G obdrzime vztah

w4+ ul At
wtl e oSS o () (96)

G = cos(kAx) — iasin(kAx) (97)
a pro GG* dostaneme vyraz
1G> = |GG*| = 1 — sin?(kAz)(1 — o?). (98)

Pokud bude |a| < 1 tak je |G|*> < 1 a schéma je stabilni.
Modifikact ¢lenu uj jsme do systému vlozili numerickou disipaci,
jak nasledné ukazeme. Rovnici (96) stac¢i upravit na tvar

ntl oo
uj T g u; +

ult 1 + Un_l vAt n n
Tt st o (ujﬂ_uj,l) (99)

resp., lépe, na tvar

1
uj ™ —uj N U1 — Ui e QU?A 1
A Y 2Ax + 2A¢2 t (100)

coz je v limité A — 0 pfevedeno na rovnici

ou ou  10%u
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Vyraz na pravé strané predstavuje numerickou disipaci. Lax-Friedrichs
je tedy schéma pro posledni uvedenou rovnici. Pro At << 1 jej lze s
opatrnosti aplikovat na rovnici (72).

Numerické schéma Leap frog: o(At?), o(Az?)

Druhy 7ad v At i v Ax vede na dalsi numerické schéma - Leap frog.
Advektivni rovnice piejde na tvar

1 -1
u;-”r + u L 102
2t 2Az (102)

ktery vede na schéma

At
u?“ o~ u?il - UA—CB (u?_H - u?_l) . (103)

. n-1

Figure 9: Leap-frog schéma je v ¢asové oblasti dvoutdroviiové. Kdyz
chceme urcit funkei u v ¢ase n+1 (Sedé body), musime znat hodnutu
funkce v ¢asovych drovnich n (¢ervené body) a n—1 (éervené body).
Navic touto metodou ziskavdme dvé na sobé nezavisla feseni (bilé a
¢erné bloky.)
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Schéma leap-frog taky podrobime analyze stability. Pro parametr
G dostaneme vztah

G= :l:\/l — a?sin?(kAx) — iasin(kAzx) (104)

GG* =1 — o?sin®(kAz) + o?sin?(kAzx) = 1. (105)

Schéma Leap-frog je mezné stabilni. K uréeni hodnoty u?“ musime

znat hodnoty w v ¢asovych trovnich n a n — 1. Jednd se tedy o
dvouuroviiové integracni schéma. Hlavni nevyhodou je vsak exis-
tence dvou nezavislych feseni, jak je vidét na obrazku (obr. 9).

1.1.3 Numerické schéma Lax-Wendroff: o(Ax?) a o(At?)

Zachovat vysokou miru stability a pfitom mit k dispozici ¢asové jedno
droviiové schéma nam umozni Lax-Wendroff schéma.

@ n+1

= D n+1/2

|

|

|

|

|

|

|

1

|

|

|

|

|

|

|

L 1 1 1

I T ‘ T 1 N
i-1 ji-1/2 j j+1/2 j+1
Figure 10: Schéma numerické metody integrace Lax-Wendroff. Odd-

vozené pomoci ”1/2”-Lax-Friedrich schématu a ”1/2”-Leap frog
schématu.
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Toto schéma odvodime pomoci ”1/2”-Lax-Friedrichs a 71/2”-
Leapfrog schémat:

e 71/27-Leapfrog: Standardni Leapfrog ma tvar

At
u?“ = u;”l VAL (U?H - u;-‘_l) . (106)

Pro At — At/2 a Ax — Ax/2 piejde toto schéma na tvar

At/2
n+l n n+1/2 n+1/2
uj = U - UAa:/z (“j+1/2 - “j—1/2)
n At oni12 11/2
= u v (uj+1/2 - “?—1/2) . (107)
n+1/2 n+1/2

Nyni stac¢i urcit u
Lax-Friedrichs.

IRy K tomu pouzijeme ”1/2”-

e 71/27-Lax-Friedrichs: Nejprve obaz vyse zminéné body uré¢ime
pomoci ”1/2”-FTCS. Obdrzime

n+1 n vAt n n
a pro bod (n+1/2,j —1/2) dostaneme

n+1l/2  p A75/2 n n
Ui gy = UG qjy — vm (uj — uj_1> (109)

a pro bod (n+1/2,j 4 1/2) dostaneme

nt1/2  n At/2 n
Uiy = U2 VAL (i —ug). (110)
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Aplikaci Lax-Friedrichs na posledni dva vztahy dostaneme koneéné

vyrazy
y1/2 uj U At
T e ( n_ u}[l) (111)
! 12 Wi Uy At
n
Uity)y =~ 5 s - UAp (U?Jrl - U?) : (112)

Posledni vztahy dosadime do (107) a obdrzime findlni schéma Lax-
Wendroff ve tvaru

vAt vAt
W = = S | S — i) + g~ — ).
(113)

Opét je ihned vidét, ze Lax-Firedrichs vnasi do nového schématu nu-
merickou disipaci, kterou reprezentuje podledni ¢len na pravé strané.
Podrobme nyni toto schéma analyze stability. Pro chybu e bude ze-
silovaci faktor G ddn vyrazem

G =1-a*(1 - coskAz) —iasin kAx. (114)
a GG* vyrazem
|GG*| =1 — a*(1 — a®)(1 — cos*(kAx)). (115)

Schéma Lax-Wendroff bude stabilni pokud bude o? < 1.

Vlnova rovnice jako systém linearnich PDR prvniho fadu

Vratime se zpatky k 1D vIlnové rovnici pro velicinu u = u(t, z) ve

tvaru o2 924
u

= (116)

o2 922
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a prevedeme ji na soustavu linedrnich PDR prvniho fadu. Rovnici
(116) prevedeme na tvar

0 0 0 0
(5~ ¢32) (5 +eaz) v~ o
nebo 1épe, na tvar
0 0 ou ou
— ) ([Z=+cZ=) =0. 11
(at Cm») <8t +Cax) 0 (118)
Z posledniho vyrazu je vidét, ze bude vyhodné zavést substituci
ou ou
r=g; @ s=cg (119)

Kdyz tuto substituci dosadime do puvodni vlnové rovnice (116) tak

obdrzime rovnici
or 0s

— =Cc—. 120
ot~ ‘oz (120)
Rozvineme nyni rovnici (118). Dostaneme se tak k rovnici
s or ds Or
R S 121
ot “ox ‘oz ot (121)
Z rovnice (120) vsak dale vyplyvé platnost vztahu
0s or 0s or
A AR PN 122
ot “ox "7 5t~ “oa (122)

Soustava linedrnich PDR prvniho fadu, pfedstavujicich vlnovou rovnici
(116), je

ou

5 = (123)
or 0s
E = 6%7 (124)
Os or



Tuto soustavu nyni muzeme Fesit jednim z diskutovanych schémat.
Nasi volbou v tomto textu bude schéma Lax-Wendroff. Nejprve
prevedeme posledni dvé rovnice a obdrzime

«

n+l _ n
T —TJ+2

; [0 = s+l =2 4] (126)

«
it =5+ 3 [T;l—l-l — i1 +alsiy — 287 + S?—l)] - (127)

Prvni rovnici ze soustavy pak snadno uréime ze vztahu

wth = + AL (128)

Parametr « je definovan vztahem

cA
— 12
Ax (129)

o~

(0}
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2 Eigen-value problem

2.1 Schrodingerova rovnice

Schré dingerova rovnice je pohybovou rovnici pro nerelativisticky
elektron. Budeme se zabyvat jak ¢asovou rovnici a hledat FeSeni
vyvijejici se v ¢ase tak i necasovou Schrédingerovou rovnici popisujici
stacionarni stavu vazanych elektront v potencidalu V. Jednorozmérna
rovnice méa tvar

oY(x,t)

ih—p = = Hip(z,y). (130)

s Hamiltonovym operatorem hAH, ktery nezavisl na case. ReSeni pak
hleddme v separovaném tvaru

(1) = () e(t). (131)

Toto feSeni dosadime do rovnice (130) a obdrzime rovnici

() 220 o) (o) = in

29(t) do(t)/dt _ Hi(a)
ot

(t) P(x)
Pravé ileva strana posledni rovnice se museji rovnat jedné a téze kon-

stanté rozméru energie, feknéme F. Timto zptsobem jsme obdrzeli
dvé diferencidlni rovnice

(132)

Hy(z) = Bi(a) (133)
* L 06(t)
ih=5 = = Bo(t). (134)

Rovnice (133) je hledana bezcasova Schrodingerova rovnice.
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Bezéasova Schrodingerova rovnice

Nyni se zabyvejme hledanim vazanych stavu nerelativistické ¢astice v
potencidlu V (x), které jsou fesenim bezcasové Schrodingerovy rovnice

(i‘f N V(:c)> b= Ev, (135)

S S h2 d2 . s sz s
kde ziejmé je H = —5— = + V(z) a E je energie castice.
Castice v nekoneéné potenciilové jameé

Nekonecénou potencidalovou jamu charakterizuje potencial ve tvaru

_J oo pro z<—-1 a xz>1
V(ac){ 0 pro z € [—1,1]. (136)

Céstice nemuize existovat v oblasti © < —1 a > 1, proto je zde

P(x) =0. (137)
Vinové funkce je spojita, v bodech £ = —1 a x = 1 musi také platit
P(—=1) =¢(+1) =0. (138)
Uvnitf potencidlové jamy mé Schrodingerova rovnice tvar
(i;f = —et) (139)
a jeji obecné feSeni je
Y(x) = acos(kx) + bsin(kx). (140)
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7 okrajovych podminek dostaneme

¥(—1) = acos(—k) + bsin(—k) = acos(k) — bsin(k) =0  (141)

(1) = acos(k) + bsin(k) = 0. (142)

Kdyz se¢teme posledni dvé rovnice tak dostaneme rovnici
ZaQBk::O:>k::%;,pn)n::L3w... (143)

Pokud odec¢teme posledni dvé rovnice tak dostavdame rovnici

nm

2bsink:0:k:7, pron=2,4,.... (144)
Existuji dvé vétve feSeni:
e (1) - z pozadavku
P (0)=0=b=0 (145)
obdrzime feseni
Y(x) = acoskx (146)

kde k spliiuje rovnici (143).

e (s) - z pozadavku
b(0)=0=a=0 (147)

obdrzime reSeni

Y(x) = bsinkx (148)
kde k spliiuje rovnici (144).
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Po dosazeni feseni (147) nebo (148) do rovnice (139) zjistime, ze
energie ¢astice bude kvantovédna a bude platit

2
e:("27T> . pron=1,2,3,.... (149)

Pii hledani numerického feSeni vyuzijeme symetrii dlohy a budeme
integrovat rovnici (139) od z = 0 smérem k x = 1 pro danou energii
e. Hleddme takové e pro které bude (1) = 0.

Nejprve provedeme experiment, kdy numericky uréime, jak se
chové 1 (z = 1;€) pro energie € (obrazek 11 ilustruje, vyvoj ¢ (z =
—1;¢)). Je vidét, ze kvantované hodnoty energie ¢astice v potencidlové
jadme lezi na intervalech [ey, e2], kde plati (1, €1)1(1, e2) < 0.

0.5 |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90100

Figure 11: Ilustrace vyvoje funkei (%) (1,¢€) a (1, ¢).

K urceni jedné kvantované hodnoty €, budeme postupovat podle
nasledujictho algoritmu:
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Zvolim e tak aby platilo € < €.

Specifikuji krok de dostateéné maly.

Hledam takové €, pro které bude platit
1/)(1761)1/](1762) <0. (150)

e Pro takto nalezeny interval pouzijeme jednu z metod hledani
kofene na intervalu monoténnosti(napt. puleni intervalu).

Linearni harmonicky oscilator

Potencidl linedrniho harmonického oscilatoru je dan rovnici
Lo o
V(z) = qua (151)

Rovnice (135) pfejde na tvar

R? 42 1
(—M(M + 2w2x2> Y =Ey (152)

a po prevedeni do bezrozmérného tvaru, mame rovnici

a2y

@~ (- )1 = 0. (153)

Nejprve se analyzujme asymtotické chovani feseni rovnice (153), tj.
v oblastech £ — +00. Rovnice (153) prejde na tvar

d?y

Fri 4 = 0. (154)
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Snadno se pfesvédéime, ze tuto rovnici fesi funkce
b = aexp(€?/2) + bexp(—€2/2). (155)

Prvn{ s¢itanec v této funkci zfejmeé zpusobi, ze ¢ pro & — oo bude
divergovat, coz je v rozporu s pozadavkem aby vlnova funkce byla
kvadraticky integrabilni (musi platit ¢ (§ — +o0) — 0). V tomto
piipadé bude mit vlnova funkce tvar

B(E) = bexp(—€2/2). (156)
Obecné feseni rovnice (153) budeme tedy hledat ve tvaru
»(€) = v(€) exp(—€7/2). (157)

Dosazenim tohoto feseni do rovnice (153) obdrzime diferencidlni rovnici
pro nenamou funkei v(§) ve tvaru

v"(§) — 26V'(§) + (A = 1)v(§) = 0. (158)
Reseni budeme hledat pomoci mocninné fady
0(&) =Y art® (159)
k=0
Prvni a druha derivace jsou
V() = Y apkeh ! (160)
k=1
a [e.e]
V() =Y apk(k —1)€F 2 (161)
k=2
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Po dosazeni do (158) a pieindexaci dostaneme pro koeficienty ay
rekurentni vztah

Ajto = M%. (162)
Existuji dvé vétve feSeni:
e sudd-ap=1aa; =0,
e lichd-ap=0aa; =1.
Pro velkd k plati pro agio/aj ptiblizné
Apt2 2k 2 (163)

arp  (k+2)(k+1) “kt2

Ovsem pro funkci exp(£2), kterou rozvedeme do mocninné fady dostaneme

exp(&?) = ) bipé", (164)
k=0
kde plati
bi+2 2
—_— = . 1
by, k42 (165)

Odtud vidime, ze pokud funkci v(€) rorvineme do mocninné fady pak
se asymptoticky bude chovat jako funkce exp £2 a zpiisobi divergenci
¥ v +00. Funkce v(£) musi mit formu polynomu, tj. existuje takové
n, od kterého je an42 = 0.
Takto se dostavme ke kvantovani dosud libovolné hodnoty veli¢ity
A.  Aby byla funkce 1 kvadraticky konvergentni musi A spliovat
podminku
2n— A —1)=0= X\, =2n+1. (166)

Pfi numerickém feSeni budeme, diky symetrii potencidlu V', pos-
tupovat analogicky jako v piipadé nekoneéné potencialové jamy. Rozdil
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je v hodnoté & kdy vlnova funkce vymizi, zde je to pro & — oo.
Nekonecno zde nahradime konecnym ale ”velkym” ¢islem 100.

Kdyz sudé a liché feSeni vlnové rovnice pro linedrni harmonicky
oscilator v bodé £ = 100 vyneseme do grafu pro ruzné hodnoty
parametru A € [0,10], obdrzime obrizek 12, ze kterého je ihned
vidét, ze nulové body v nastavaji pro diskrétni hodnoty parametru
A=1,3,5, ... Coz presné odpovidé vysledku (166).

0.5 | *

T S ! L
0123 456 78 910

Figure 12: Hodnoty vinovych funkci v bodé & = 100 jako funkce
parametru .
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2.2 Vlastni frekvence schwarzchildovy ¢erné diry

Zabyvejme se urcenim vlastnich modt Schwarzchildovy ¢erné diry.
Konkrétné, budeme hledat feseni Regge-Wheelerovy rovnice

igﬁ + [0 = V(@) v =0 (167)

pro —oo < x < oo. Potencidl V(z) je na celém definicnim oboru
kladna a koneéna, tj.

[ T V(e)dr = 4 (168)

pricemz A je konecné. V piipadé Schwarzchildovy geometrie ma
potencial V' tvar

r—3
V() =201 -2/m O (169)
kde je r = r(x) a je ddno rovnici
r=r+2log|r/2 —1]|. (170)

Pro numericky vypocet feseni rovnice (167) je vyhodné zavést novou
funkci ¢ vztahem

1 = exp <i/¢daz) . (171)

Dosazenim (171) do (167) obdrzime odpovidajici rovnici pro funkci
¢ ve tvaru

d¢

Zi

dx
Reseni, predstavujici kvazinormdlni mody ¢erné diry odpovidaji okra-
jovym podminkam

+o?—¢" =V =0. (172)

¢ — —0 pro x — oo (173)
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¢ — +0 pro r — —oo. (174)

Z praktickych duvodu rozdélime rovnici (172) na redlnou a ima-
ginarni ¢ast. Nejprve rozdélime frekvenci o a feSeni ¢, tj.

O =¢1+igs aoc =01+ ios. (175)

Z rovnice (172) obdrzime soustavu dvou diferencidlnich rovnic

% = —20109 + 2¢1¢2 (176)
a
¢, =02 — 0% — p1 + 3 — V(z). (177)

dx

3 Generator ndhodnych ¢isel a rozdélovaci funkce

Pojmy nahodné ¢islo a deterministicky pocitac se filozofim mohou
zdat neslucitelné, nicméné generatory nahodnych ¢isel ve svych pocitacich
mame a to nam stac¢i. Podivejme se blize co myslime generatorem
nahodnych ¢isel.

Zakladni implementaci je linear congruential generator, ktery generuje
celociselné fady Iy, Ia, I3, ... spadajici do mnoziny I = (0,1,..., M —
1), podle rekurentniho vztahu

Ij+1 = AIJ + C(InOdM) (178)

Takto zkonstruovand fada se opakuje s periodou mensi nez M. Pro
dobré generatory nahodnych ¢&isel je klicova volba parametra A a C,
kterym fikdme postupné nasobitel a piirustek.

Park a Miller navrhli jednoduchy multiplikativni kongruenéni al-
goritmus

Ij+1 = AI](modM) (179)
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s parametry A = 7° = 16807 a M = 231 -1 = 2147483647. Nésledujici
pseudokdd ilustruje pouziti tohoto algoritmu:

inum = 0

func seed(s)
inum = s
end func

func ran0 ()
A = 16807
M = 2147483647

inum = Axinum
IF inum<0 THEN

inum = inum + M
END IF

inum = inum MOD M
RETURN inum /M
end func

Tato pfiméa implementace neni piili§ korektni, protoze nezohlediiujé
jev ”preteceni”. K piimé realizaci je totiz potfeba 64 bitové reprezentaci
celych ¢isel. Aby byl algoritmus Parka a Millera spravné implemen-
tovan musime pouzit Schargeuv algoritmus. Ten vyuziva ptibliznou
faktorizace hodnoty M, t.j.

M=Axq+r (180)

kde je ¢ = trunc(M/a) a r = M moda. Algoritmus implementuje
nasledujici pseudokdd:
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IA = 16809
IM = 2147483647

AM = 1.0/IM
1Q = 127773
IR = 2836

MASK = 123459876
idum = seed

FUNC rand ()
idum = idum XOR MASK
k = idum / 1IQ
idum = TAx(idum — kxIQ) — IRxk
IF idum<0 THEN
idum = idum + IM
END IF
ans = AMxidum
idum = idum XOR MASK

RETURN ans
END FUNC

3.1 Cislor

Jednou ze zajimavych aplikaci, i kdyz ne velmi efektivni, je vypocet
¢isla m pomoci generatoru nahodnych ¢isel. Generdtor ndhodnych
Cisel popsany v predchozi kapitole generuje Cisla s rovnomérnym
rozdélenim. Uvazujme jednotkovy kruh vepsany do ¢tverce (obrazek
13).
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Figure 13: Ilustrace konstrukce ¢isla .

Plocha ¢tverce Sg = 4 a plocha vepsaného jednotkového kruhu
je m. Necht Ng je poéet ndhodnych é&isel které padnou do étverce
2 x 2 a Np je potet z Ng cisel, které padnou do disku. Protoze tato
nahodnd ¢isla vychézeji z rovnomérného rozdéleni, pak plati

= lim -2 (181)

Vyuzijeme tento vztah odhadu hodnoty ¢isla 7 s pouzitim generatoru
nahodnych ¢isel, ktery jsme zavedli v pfedchozi kapitole. V nasledujicim
pseudokddu je implementovan algoritmus vypoctu ¢isla 7

FUNC get_pi (NS)
ND =0

FOR i = 0 TO N STEP 1
x = 1 — 2xrand ()
y 1 — 2xrand ()
r = sqrt (xxxtyxy)
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IF r<1 THEN
ND+=1
END IF
END FOR

pi = 4xND/NS

RETURN pi
END FUNC

3.2 Nahodna prochazka

Uvazujme tidky plyn tvofeny identickymi ¢dsticemi. Jednotlivé ¢astice
spolu interaguji pouze piimou srazkou. Statisticky, pfi kolizi dvou
¢éstic, jsou vSechny sméry hybnosti po srazce ekvivalentni (ééstice
maji sféricky tvar). K simulaci pohybu ¢astice takovym prostfedim
opét s vyhodou vyuzijeme nas generator nahodnych ¢isel. Protoze
rozdéleni rychlosti fidkého plynu se fidi Maxwellovym-Boltzmanovym
(MB) rozdéleni budeme muset nas generdtor ndhodnych ¢isel modi-
fikovat aby toto rozdéleni respektoval.

Hustota MB rozdéleni pravdépodobnosti p pro teplotu plynu T’
a hmotnost ¢astic plynu m je

m \¥? mo2
p(v,T) = (27T]€T) 47v* exp ~orT |- (182)

Parametr k reprezentuje Boltzmannovu konstantu.
Prislusnou rozdélovaci funkei pak muzeme psat ve tvaru

m 3/2 v P mv/2 ,
F(U’T)_<27T/~CT> 47T/0 viexp | — o dv'. (183)
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Necht je ¢ € [0, 1] ndhodné ¢&islo splitujici rovnovomérnou rozdélovaci
funkci, potom ndhodnd veli¢ina v splinujici MB rozdélovaci funkci
bude feSenim rovnice

m 3/2 v m,U/2
f(T):(%kT) 47r/0 v"? exp T dv’. (184)

Numericky to znamend hledani kofene 1-D transcendentni rovnice

R(v;€,T) =0 (185)

pro nezndmou hodnotu v a parametry systému £ a T', kde funkce R
ma ziejmeé tvar

) o m \3/? Vo muv'? ,
R(v;&,T)=&(T) — <27rkT) 477/0 v’ exp (— 2kT> dv’. (186)
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Figure 14: Nahodna prochazka v M-B plynu.

Vratme se k problému nédhodné prochdzky. Mezi dvémi srazkami
se pohybuje ¢astice plynu rovnomérné piimocaie rychlosti v. Stfedni
volna draha pro Céastici v plynu s MB rozdélenim rychlosti je

¢ = (V20n) (187)

kde o je plocha jedné ¢astice (uc¢inny prufez), n je hustota poctu
¢astic v plynu. Simulace ndhodné prochazky v MB plynu je dana
nasledujicim algoritmem:

e generator ndhodnych ¢isel uréi hodnoty &, a &,
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e fesenim rovnice (185) uréime v , rychlost odpovidajici &, podle
MB rozdéleni, a jednotlivé slozky rychlosti v, = v cos(27¢,) a
vy = vsin(27€y).

e novou polohu uréime ze vztahu
P = VAt + 170, (188)

kde je 7 = (z,y), ¥ = (vz,vy) a Casovy interval po ktery se
Castice pohybuje mezi srazkami je

At=<v> [/l (189)

pricemz stiedni kvadraticka rychlost < v > MB rozdéleni urcuje

rovnice
kT
<v>= \/3—. (190)
m

4 Vicerozmérné integraly

4.1 Opakovani jednorozmérné integrace

V této kapitole se omezime na vicerozmérné integraly které budou
maximdlné 3D. Uvazujme nasledujici urc¢ity integral funkce f(x,y, 2)

T2 y2(z) z2(2,y)
I:/ dx/ dy dzf(x,y, 2). (191)
z y1(x) z1(z,y)
Tento integral fesime tak, ze postupné fesime 1D integraly pies x,
y and z. Tj. rozdélime integraci pies 3D oblast na integraci t¥i 1D
integraliu, které maji nasledujici tvar
ZQ(xvy)

G(z,y) = /Z dzf(z,y, 2), (192)

1 (CE,y)
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H(x)

y2(z)
/ G(x,y)dy, (193)
y1(z)

I = [ H@de (194)

1

Néasledujici pseudokdd ukazuje realizaci integrace pies 3D oblast:

I =0
FOR x = x1 TO x2
H=0
FOR y = y1 TO y2
G=0
FOR z = z1 TO z2
G=G+ f(x,y,z)xdz
END FOR
H =H + Gxdy
END FOR
I =1 + Hxdx
END FOR

Pritom kazd4 ze smyc¢ek muze realizovat sofiiovanoulD metodu inte-
grace (Simpsonova pravidlo, Rombergova integrace, metoda Gaussovy

kvadratury).
Piiklad: Necht je ddna funkce

f(x,y) = 2%y + 5. (195)

Méme urcit objem pod touto plochou nad kruhem o poloméru r = 2
v pocatku soufadnic, tj. feSime dvojny integral

2 y2(x)
/ dz / dya?y. (196)
x1 y1(x)

Meze ziejmé budou x1 = —r, z9 =1 a y1(x) = —Vr?2 — 22, yo(x) =
Vr2 — z2. Zde je pseudokdd, ktery fesi tento integral numericky:
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I =0
FOR x = x1 TO x2
H=0
FOR y = —SQRT(4—xx*x) TO SQRT(4—xxx)
H =H + (xxx*xy+5)*dy
END FOR
I =1 4 Hxdx
END FOR

4.2 Monte-Carlo

Uvazujme N nahodnych bodu uniformé rozdélenych ve vicerozmérném

objemu V. Ozna¢me tyto body x1,x2,...,xn. Integral funkce f
aproximujeme
2\ 2
/de:V(f>iV <f>N<f> (197)
kde je

=S r@) ()= P a9m)

i=1

Uvazujme funkci jedné proménné f(x) na intervalu = € [a,b] a

funkéni hodnoty sspadaji do intervalu y € [y1,ys2]. Urcity integrél
funkce f je obsah plochy pod f, tj.

A= /abf(x)dx. (199)

Dale, necht plati f(x) > 0. Celkova plocha obdelniku Ay = (b —
a) * fmaz & oznaéme Ny celkovy pocet ndhodnych bodu rovnmérné
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rozdélenych na plose odelniku a N4 je pocet ndhodnych bodu, které
padnou pod kiivku f. Za téchto predpokladu plati
A Ny

~

Atot N, tot

Na
Ntot .

= / " b )z ~ Ay (200)
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