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1 Strojova reprezentace cisel

Ve smyslu numerickych vypocta rozlisujeme dva ¢éiselné typy: ce-
lo¢iselny a s plovouci desetinnou ¢arkou. V jazyce C jsou celo¢i-
selné typy implementovany v datovych typech unsigned int, int,
unsigned char, char. Co se tyce ¢isel s plovouci desetinnou ¢ar-
kou tak jsou to datové typy float a double. Aritmetika &islicové
techniky je postavena dvojkové soustaveé. Cisla jsou ukladané do
bitovych poli, které jsou organizovana po osmi do jednotky byte

(B).

1.1 Format celého d¢isla

Celé ¢islo zapsané do dvojkové (binarni) baze bude mit tvar

n—1
a= Zaka (1)
k=0



kde koeficienty rozvoje a k jsou jednotlivé hodnoty bitového
pole, viz. tabulka ukazujici zapis ¢isla 136 do 8-bitového pole.

ar ag as a4 as a9 a1 ap
110} 0}01]0]0]0

Uvazujme napftiklad datovy typ unsigned char, ketry je tvo-
fen polem 8 bitw, tj. n = 8. M&me binarni ¢islo (10001000)s
které prevedeme na ¢islo v desitkové soustavé a obdrzime

(10001000); = (1 x274+0x2°4+0x2°+0x2*+1x23
+0x 2240 x 2 +0x 2%
= (1284 8)19 = (136)10 (2)

V piipadé znaménkovych typt je nejvyssi bit vyhrazen hodnoté
znaménka a to tak, Ze

sign(a) = (-1)*" (3)

(v ptipadé datového typu char).

1.2 Formaéat cisla s plovouci desetinou ¢arkou

Norma IEEE 754 definuje single-precision binary floating-point
format: binary32. Jeho 32 biti je rozdéleno do tii poli:

e Znaménkovy typ s: 1 bit

e Exponent e: 8 biti



e Mantisa m: 23 biti

Nasledujici tabulka ilustruje upsporadani jednotlivych poli v da-
tovém typu float:

[s]erfesfes[eaes[esfer[eofme [ma]-[mo]

Hodnotu takto zakédovaného desetinného ¢isla ziskame ze
vztahu

23
r=(—1%) x (1 + Zm%_kz—k) x 267127, (4)
k=1

Jako ptiklad uvedme ¢islo 5.125 zak6dované podle normy IEEE
754. Bitové pole je zaplnéno tak jak ukazuje tabulka

[0 ] 10000001 | 01001000000000000000000 |

Odkud je ziejmé exponent e = (10000001)s = (129)19 a
mantisa je m = (0100100 0000 0000 0000 0000)s = (2359296).
Po dosazeni do predchoziho vztahu obdrzime hodnotu

ro= Ix(14+1x27241x27%) x 21297127 — (1 £ 0.25 + 0.03125) x 22
= 1.28125 x 4 = 5.125. (5)



Cviceni

1. Vytvofte program, ktery ma na vstupu celé ¢islo v de-
sistkové soustavé a prevedte jej do dvojkové soustavy a
zobrazte na obrazovce (hint: pouZijte datovy typ unsigned
int, vysledek ulozte do pole char a/32]).

2. Napiste program, ktery zobrazi bitové pole ¢isla uloZzeného
v proménnné o datovém typu float a urCete exponent a
mantisu. Vysledky zobrazte na obrazovce.

»

2 Typy chyb a jejich Sitfeni

Diky koneé¢né velikosti datovych typt kodujicich éisla s plovouci
detetinou ¢arkou neni vétsina ¢isel strojové reprezento- vatelné.
Napftiklad ¢islo (0.1)10 neni strojové reprezovatelné, protoZze ma
nekoneény rozklad do dvojkové baze, jak ukazuje nasledujici roz-
klad

0.1p = 0.00011001100110011001100110011001100110011001
10011001100110011001100110011001100110011001100
110011001 - - -5 . (6)

Necht je mnoZina strojové reprezovatelnych ¢isel A. Pokud pro
¢islo x plati, ze ¢ A pak hledame takové ¢islo g € A pro které
plati

|z —g| < |z —b|,Vbe A, (7)



tj., hledadme nejblizsi strojové reprezentovatelné ¢islo g k &islu
x. Zakladnim mechanizmem, kterym lze toho dosadhnou je zao-
krouhlovani.

Uvazujme ¢islo a < 1 a definujme nasledujici reprezentaci

a:O.a1a2a3'~aiai+1~-,Ogai§9/\a1§£0. (8)
7Z ¢isla a vytofime zaokrouhlené ¢islo na ¢ -platnych éislic takto

o — 0.arasas - - az pro a4 <4 )
0.a1aza3---(a; +1) proazy; =5

Zaokrouhlené ¢islo potom piSeme ve tvaru

rd(z) = sign(x) x @’ x 10°. (10)
Pomoci této definice snadno uré¢ime relativni chybu zaokrouh-
leni, tj.

rd(z) — x '

(11)

€r =

Nejprve urceme, ¢emu se rovnd A = rd(z) — x:
e a;y1 <4
A = |0.a1a2 covap X 10° = 0.ajay - - apQpp1 -+ X 10b’

= ‘am Clpgg - x 100D < 55010070 1 (12)

protoze je a;y1 <4 a agpa € [0,1,2,...,9].



® aiy1 25

(13)

A = ’O.a1a2~~-(at+1) X IObe.a1a2~~atat+1~~- X 10b|
= |bgibipo - x 107D < 5 5 1007+

protoze ziejme plati by1 = 10 — aip1 < 5 a soucasné

ai41 > 5.

Pro relativni chybu zaokrouhlovani tak dostaneme odhad

b—(t41
6 < % = 2 x 107" <5 x 107* (14)

co? je disledkem faktu, Ze @ > 10~!. Zavadime oznadeni EPS =
5x 107" a nazyvame tuto veli¢inu strojovd piesnost. Chyba, které
se pri zaokrouhlovani dopoustime je tzv. zaokrouhlovaci chyba
(trucation error). Tato chyba se netyka pouze vstupnich dat ale
mohou a jsou touto chybou zatiZeny i aritmetické operace , které
nad ¢isly s plovouci desetinou ¢arkou provadime. Muze se totiz
stat, ze pro z,y € A bude z +y ¢ A.

Je tedy dulezité védet, jak se pfi danam algoritmu (ktery je
tvofen aritmetickymi operacemi) zaokrouhlovaci chyba Sifi.

Necht ¢ je funkce reprezentujici algoritmus, tj.

¢1(£L’1, e ,xn)
¢:D— R" ¢(x) = (15)
¢77L(x17 cee 7xn)

déle necht je T aproximace ¢isla x a oznatme Ax; = I; — x;
a Az = Z — x absolutni chybu a ez, = Ax;/z; relativni chybu



aproximace. Dosadime-li na vstupu & za = tak dostaneme vy-
sledek § = ¢(Z), ktery se lisi od y = ¢(x). Absolutni chyba
vysledku bude (Taylortv rozvoj do prviho fadu v Ax;)

~ n 8 ’
Ay =i —yi = ¢i(T Z Azj ¢ (16)

Veli¢ina 0¢; /0x; reprezentuje "citlivost algoritmu'"na zménu Az.
Analogicky, pro relativni chybu vysledku dostaneme vztah

€y, = €z, - (17)
Y = ¢i ($) 6xj J
Dokazme posledni vztah.
¢ Relativni chybu definujeme vztahem
Ay;
€y; = ?Z (18)

Dosazenim za Ay; obdrzime vztah

B d)i( AJ:J 8@ Ascj 0 (x )
vi T Z (x) Z (z) 8% x]
_ " l‘j 8¢Z(x) 19
; ¢i(x) Oz, 2 (19)

C.B.D



Tlustrujme $ifeni zaokrouhlovaci chyby na ptikladu y = ¢(a, b, ¢) =
a + b+ c. Pro relativni chybu vysledku obdrzime vysledek

23: z; Op(x B “« . b b .

P(z) 8% T bt atbte atbte”

(20)

7Z vysledku vyc¢teme, tento problém je dobfe definovan pokud je
soucet a + b + ¢ mnohem vétsi nez jednotlivé hodnoty a, b, c.

Podivejme se na dalsi pfiklad. Necht je tentokrate y = —p +

\/pP? + q. Pro relativni chybu vypo¢tu tohoto vzorce dostaneme

vyraz
_ P p+vVp?+q
€y = ——F—=¢€P+t (21)
Vp©+gq 2¢/p* +q

Pro ¢ > 0 jsou oba faktory < 1. Tento algoritmus je Spatné

definovan pro ¢ = —p?. Nakonec uréeme relativni chyby aritme-
tickych operaci +, * a /. Obdrzime nasledujici vysledky
O(T,y) = THY — €gy =€z + €y, (22)
P, y) = T/Y = €1y = €2 — €y, (23)
x
o(r,y) = vy = ey = (24)

—ey =
x:l:yez x:l:yey

Vydime, Ze nasobeni a déleni nejsou nebezpeéné operace. Pozor
si musime davat pfi odeéitani, kdy dochazi k amplifikaci chyby
pro x ~ y.
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== e
N = O

3 Hledani korfene nelinearni 1D-rovnice
f(x)=0

Pokud je funkce f(z) spojita a hladka, tak podminkou pro exis-
tenci kofene r na intervalu [x1, z2] je

o f(z1)f(x2) <0,
e Vx € [z1, 23] bude bud f'(z) < 0 nebo f/(z) > 0.

Pokud hleddme vSechny kofeny rovnice f(z) = 0 tak musime
provést na intervalu [a, b] tzv. “bracketing”, tj. musime najit su-
bintervaly na kterych funkce f(z) splnuje vySe uvedené pod-
minky.

Bracketing

Nejednodusi zptisob jak zajistit aby na pod-intervalech byla
funkece f(z) monotonni, je rozdélit definiéni obor na co nejmensi
¢asti. Nasleduje pseudokdd ilustrujici myslenku bracketingu.

(xbracketingx*)
h=(b—a)/N
indx=0
for i=0 to N step 1
x1=a+ix*h;
x2=x1+h;
if f(x1)xf(x2)<0 then
xl [indx]=x1
xu[indx]|=x2
indx=indx-+1
end
end




Po ukonéeni tohoto algoritmu budou sub-intervaly na kterych
existuje kofen rovnice f(x) = 0, J; = [zl[i], zuli]]. Jejich pocet
bude uloZen v proménné indzx.

Metoda bisekce

Pilenim intervalu [z, 2] postupné udoldame kofen. Jestlize po
n - tém kroku je $ifka subintervalu €, pak v nasledujicim bude
zFejmé polovicni, tj.

€nt1 = %” (25)

Pocatecni interval mé 8itku eg. Pocet krokti n potfebnych k

dosazeni sitky subintervalu €, potom je

n = log, «, (26)

n

Dokazme toto tvrzeni. Pro tfi po sobé nésledujici kroky bisekce
postupné dostavame

® ¢ =¢y/2
e s =¢€1/2=¢/4
o c3=¢€2/2=¢/8
o ...
7 této posloupnosti je vidét, ze pro obecné n plati

€0
— =2"=n =log, —.
€n €n

€0

10
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==
N = O

KdyZz budeme chtit najit kofen s presnosti odpovidajici €, =
10712 v okoli z = 1 bude potieba n ~ 40 krokt. Nasledujici
pseudokod ilustruje implementaci metody bisekce pii hledéni
kofene 1D rovnice f(x) = 0.

(x Bisekcex)
x1l=a
x2=b
m=(x1+x2)/2
while abs(x1—x2)>eps and abs(f(m))>eps do
if f(m)xf(x2)<0 then
x1=m
else
X2=m
end
m—(x1+x2)/2
end

Na konci algoritmu bisekce bude pfiblizny kofen rovnice (urceny
s presnosti eps) uloZen v proménné m.

Metoda secen

Tato metoda je zaloZena na linedrni aproximaci fuknce f(z)
na daném intervalu. Ozna¢me interval monoténosti I = [a,b] .
Piimka aproximujici f(z) na daném intervalu bude pfedepséna
formuli ot
Y —
y(x) = ﬁ(f —a)+ fa (28)

kde je fo = f(a) a fi, = f(b). Odhad kofene rovnice f(z) =0
potom plyne jako FeSeni rce y(z) = 0, coZ nam da vysledek
b—a

Te=b—f, .
f b_fa

(29)

11
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== e
N = O

Pokud je f(z.) < € tak jsme nasli kofen rovnice f(z) = 0. Po-
kud zminéna podminka neplati, pak je interval [a, b] rozdélen na
dva podintervaly [a, 2] a [z, D] a skutetny kofen leZi v jednom z
nich. Pokud le7i v [a, x.] tak polozime b = z. v opa¢ném pifpadé
polozime a = x. . Cely postup opakujeme dokud neni dosaZeno
pozadované presnosti . Metodu sefen shrnuje nasledujici pseu-
dokod:

ai=a

bi=b

fe=f ((a+b)/2)

while abs(ai—bi)>eps do
fa=f(ai)
fb=f (bi)
xc=b—fax(b—a)/(fb—fa)
fe=f(xc)
if abs(fc)<eps then break
if fcxfb<0 then ai=xc
else bi=xc

end

Kofen hleday na intervalu [a,b] bude po skonceni tohoto algo-
ritmu uloZzen v proménné x. s presosti eps.

Brentova metoda

Brentova metoda kombinuje metodu bisekce s inverzni kvad-
ratickou aproximaci funkce f(z), resp. s metodou sefen. Opé&t
fesime problém f(z) = 0. ReSenim ziejmé bude z = f~'(y = 0).
Iverzni funkci f~!(y) aproximujeme Legendrovym polynomem
a dostaneme

1 ~ Woy)ly—y) (y —y0)(y — ¥2)
o) = (yo — y1)(yo — y2) * (x1 — z0)(z1 — 22)

1

12
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Y~y —y)

(2 — o)1 —w0) (30)
Odhad kofene z, potom bude
T, = -1 ~ (y1)(y2) T
I el T Py
(y0)(y2) (o) (v1)
= w0 -2 T = ) — o)

V pfipadé, Ze je y1 == yo nebo yo» == y1 pak nelze pouzit od-
had kofene Lagrangovym polynomem druhého fadu a pouzijeme
vyraz odpovidajici odhadu kofene metodou secen.

Pro urceni kvadratického polyomu jsou potieba t¥i body
9 < x1 < z9. Necht bod z; je presné v poloviné intervalu
[0, 22]. Body 21 a z. dé&li interval na t¥i ¢asti. Nejprve otestu-
jeme jestli kofen rovnice nelezi mezi body (z1,z.). Pokud ano
tak nastavime nové krajni body intervalu na [z, z1]. Pokud ne
tak otestujeme na piitomnost kofene interval [z.,xs] a v pii-
padé kladné odpovédi nastavime novy interval tak, ze o = ..
Pokud ani tento interval neobsahuje kofen rovnice tak zbyva po-
sladni moZnost a to interval [xg, z.]. Nakonec, kofenem se stava
bod min(f(z.), f(z2))~! . Nasledujici pseudokod ilustruje im-
plementaci této metody hledani kofene problému f(x) = 0:

x0=a
x1l=(a+b)/2
x2=b
c=a
while abs(x0—x2)>eps and (f(c)!=0 and f(x2)!=0) do
if fo!=f1 and f2!=f1 then
c=f1xf2%x0/((f0O—f1)*(f0—f2))

13



c=c+f0xf2xx1/((f1—£f0)*(f1—-f2))
c=c+fOxflxx2/((f2—f0)*(f2—f1))
else
c=x2—f1%(x2—x0)/(f2—-£f0)
end
fc=f(c)
if x1<c then swap(xl,c)
if fc+fl1<0 then

x0=c
x2=x1
else if fl1%f2<0 then
x0=x1
else
X2=c
end
end

x1=(x0+x2)/2
fo=f(x0)
fl1=f(x1)
f2=f(x2)

end while
if f(x2)<f(c) return x2
return c

Nasledujici obrazek ukazuje typické déleni intervalu [zg, 23] bé-

hem Brentovy metody.

x0 c x1

14




4 Polynomialni rovnice
Polynomem n -tého fadu je funkce dana predpisem
Py(z) = ap+ a1x + asx® + - + ap_12" + apa™. (32)

Pokud je n > 4 tak nezname explicitni vyjadfeni pro kofeny
polynomialnich rovnic P,(x) = 0. PouZijeme téinnou nume-
rickou metodu zaloZenou na Laugerre algoritmu. Necht jsou
Z1,%a,. .., T, kofeny rovnice P,(x) = 0. Pak lze P,(x) pomoci
téchto kofent zapsat vztahem

P (x)=(x—z1)(x —x2) - - (x — ). (33)

Nyni na posledni rovnici aplikujeme pfirozeny logaritmus a ob-
drzime

In(P,(z)) =In|z — 21| +Injz — o]+ -+ In|z —z,|. (34)

Nakonec, pro posledni rovici uréime prvni a druhou derivaci

dlnP,(z) 1 11 Pir) _
dx 7x—x1+x—a:2+ +x—xn P,(z) =G (35)
7d21nPn(m) B 1 n 1 +.”+#
da?  (w—2:)? (z—a)) (x —2,)?
_ (Pi@)\ Pl
- (70) 7o (3)

15



Hledany kofen x1 necht je vzdéalen od aktualniho odhadu o délku
a a ostatni kofeny o délku b, tj.

rn—rx=aax,—x=0Yi=223,...,n (37)
Po dosazeni do (35) a (36) obdrzime rovnice
1 n-1
- = G 38
T : (38)
1 n-1

Po nékolika algebraickych upravach poslednich dvou rovnic na-
jdeme pro délku a vyraz

n

TGtV o DnH - GB)

Kofen z7 ted snadno najdeme iterativnd. Pro odhad kofene x
uréime, ze vztahu (40), parametr a a ziskdme novy odhad x :=
2 + a (operator := zde reprezetuje operaci pfifazenil). Takto
pokracujeme dokud neni |a| < € nebo |f(x)] < e. Pro ur€eni
zbyvajicich kofend nejprve zredukujeme piivodni polynom

Po(2) = (2 = 21)@n-1(2) = Qn1(2) = Pa(2)/(z —21) (41)

a aplikujeme celou pfedchozi iteraci na polynom stupné n — 1,
Qn-1(z), atd. dokud neuréime vechny kofeny.

Redukce polynomu n -tého stupné na polynom stupné n — 1
si zaslouZi detailni diskuzi. Necht je z komplexni, pak jsou-li koe-
ficienty a; polynomu P, (z) realné &isla pak komplexnim sdruZe-
nim tohoto polynomu dostaneme [Pn(z)]* = Pn(zx). DokaZme
toto tvrzeni.

(40)

16



o Pocitejme

[Pn(z)]* = (anzn)* + (an—lznil)* + -+ (ChZ)* + ag
= ap(2") +an1(z" )+ a1zt +ag
= an(2)" Fan 1 ()" F a2t 4 ag = P (9)

Zde jsme vyuzili nasledujici identity. Necht v = a 4+ ib a
w = ¢ + id jsou komplexni, pak plati:

(w+w)" = (a+ib+c+id)*=(a+c+ilb+d) " =a+c—i(b+d)
v* 4+ w” (43)

(w")* = (lwle™)* = Jw[*(e™?)* = w["e™™"? = (w*)" (44)

C.B.D.

Nyni, pokud je z kofenem rovnice P,(z) = 0 pak je kofenem
i pfisludné komplexné sdruzené ¢islo z+ ,tj. plati P,(zx) = 0.
To znamené, Ze v algoritmu pro redukci polynomu vystaéime s
realnymi poli a[] a v[] nebot zfejmé plati

Pal2) = (2= 21)(2 = 2)Qu-s(2) = (22 + 20z + a? + 1) Qu_a(2),

(45)
kde a a b ur¢uji kofen z; = a+14b a zjevné jsou a a b redlna ¢isla.
Polynom n — 2 stupné, ,,—2(z), ma realné koeficienty. Déle si,
na zakladé této diskuze, musime uvédomit, Zze kofeny rovnice

17
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P,(z) = 0 jsou bud realna &sla, nebo komplexni. A pokud je
nalezeny kofen komplexni tak feSenim této rovnice je urcité i
kotfen komplexné sdruzeny.

Nasledujici algoritmy ilustruji realizace Laguerrovy iterace,
déleni polynomu a vyéisleni polynomu a jeho prvnich dvou de-
rivaci.

(* Laguerrova iteracex)
laguerre (c,n,x,eps)
imax =100
z=0+1%0
while (i<=imax )
poly(z,c,n,p)
if abs(p[0]) <eps break
F=(n—-1)
F—Fx (n—1)#p[1]#p[1] —nxp[0]*p[2])
Gl=p|1l]+sqrt (F)
G2=p[1] —sqrt (F)
if (abs(Gl)>abs(G2)) then G=G1
else G=G2
z=z-nx*p|[0] /G
end while
end

Redukci polynomu n- tého stupné na n — 1 stupei provede
algoritmus:

(x Deleni polynomusx)
poldiv (a,n,zl,v)
p=a[n]
for i=n—1 to 0 step —1
v[i]=p
p=p*zltalil]
end for
end

Dale je potieba vy¢islit polynom P, v z a jeho prvni a dru-
hou derivaci. To zajisti algoritmus:

18
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(x Vycisleni P, P’ a P’’x)
poly(z,a,n,p)
//polynom
p[0]=a[n]
for i=n—1 to 0 step —1
p[0]=p[0]*z
p[0]=plo]+ali]
end for
//prvni derivace polynomu
p[1]=nsa[n]
for i=n—1 to 1 step —1
p[1]=p[1]*2
pl1]=p[l]+ixali]
end for
//druha derivace polynomu
pl2]=n*x(n—1)*xa[n]
for i=n—1 to 2 step —1
p[2]=p[2]*2
pl2]=pl2]+i*(i—1)xali]
end for
end

5 Lagrangova interpolace

MéJme N bodu ($1>y1)7 (332>y2)7 aeey (ZCN/!/N), kde je Yi = f(wz)
proi=1,2,...,N. Témito body vede jedine¢ny polynom N — 1
stupné uréeny Lagrangeovou formuli
N e
Pyoa(@)d_w [ —F (46)

=1 g T
Napftiklad pro polynom 2. stupné dostaneme vyraz

(x — z2)(x — x3) (x —z1)(x — x3)

P(e) = (1 — x2) (21 — Jis)yl * (w2 — x1) (22 — 23) ’

19




(x —x1)(x — x2)
(z3 — 1) (23 — 22)

(47)

Pro urceni chyby, které se dopoustime pfi Lagrangové interpo-
laci definujeme funkci F'(z)

F(2) = £(2) — y(2) — (@) — (o)) 22E

(48)

kde je
po(z) = [[(x — ) (49)
i=1
Funkce F(z) méa n+ 1 uzlovych boda. Kdyz n-krat zderivujeme
funkei F'(z) podle z dostaneme vyraz

f(@) —y(z)
pn(x)

Tato fukce méa na intervalu, které urc¢uji nulové body z1, o,. ..
a bod z aspoil jeden nulovy bod (n-krat jsme derivovali funkci,
kter4 jich ma n+1). Ozna¢me tento nulovy bod z = £ a dosadime
jej do vztahu pro F(")(z) a obdrzime rovnici

f(z) —y(z)
Pn()

F(z) = f"(2) —y"(z) - nl. (50

0=FM(E) =€) —y™ () ~ nl (51)
Vsimnéme si, ze f(")(z) = 0, protoze f je polynom n— 1 stupné.
Oznacime-li chybu interpolace E(z) = f(z) — y(z) tak z pfed-
chozi rovnice dostaneme vysledek

B(r) = 22 00 ) 52)
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K vy¢isleni Lagrangova polynomu se vyuziva Nevillav algo-
ritmus. PoSme jej pomoci pfikladu pro N = 4. Strom Nevillova
pak vypada nésledovné:

10 y1=n"
Py
To: Yo =P Pyo3
P Pr234
xr3: ys= D3 Py3y
Psy
Zq: Yq = P4

kde jsou Pi,..., P, polynomy 0-tého stupné odpovidajici
funkénim hodnotam f(x;). Pi2 je polynom 1. fadu prochézejici
body (21,41), (x2,y2) a analogicky ostatni P;;. Pia3 je polynom
druhého stupné prochazejici body (z1,y1), (z2,y2) a (z3,ys3).
Nakonec Pj234 je pozadovany vystup, polynom tfettho stupné
prochéazejici v8emi ¢tyfmi body. Vztah mezi rodi¢ovskymi a dce-
Finymi polynomy vyjadfuje vyraz

1

Pitiy1)..(i4m) = P (& = Tigem) Pi(it1)(itm—1)+

(@ = ) Py 42 (i4m)) - (53)

Nasledujici pseudokdéd implementuje Nevilltv algoritmus:

lagrange (xx, x[], y[]l, n)
for m =1 to n
Alm |=y[m |
end for
for m =1 to n-—1
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for j=1 to n-m
Blj]=((xx—x[j+m ])=A[]]
—(x=x[j Al +1])/(x[i]=x[j4m ])

end for

for j=1 to n-m
Alj]=Bl[j]

end for

end for
return B[1]
end

6 Spline interpolace

Méame N + 1 bodi (xg,y0),---, (N, yn), kde je y; = f(z;). Na
intervalech [z;, z;+1] budeme aproximovat funkci f(z) linearni
funkei

gi(x) = a;x + b;. (54)

Mluvime pak o linedrnim spline. Podminkou pro konstrukei li-
nearniho spline je aby byl spojity, tj. aby platilo

9i(it1) = git1(Tit1) (55)

kde g;(z) je linearni funkce na intervalu [z;, 2;11]. Linearni spline
mé potom tvar

(Yi+1 — ¥i) .
) = 7~ — Iy iy = 7...,]V-—:L
() = I =)y, Vi =0 (56)

Snadno ovéirime, Ze plati vySe zavedend podminka spojitosti.
Plati totiz

9i(Tit1) = Yir1 — Yi + ¥i = Yit1 = Gi1(Tig1)- (57)
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Linearni spline g(x) zapisujeme ve tvaru

go(x) pro x € [z, x1]
g1 (z) pro x € [z1,x2)
g(x) = : (58)
gn-1(r) prow € [xy_1,7N]
Chceme-li aby se linearni spline g(x) co nejvice p¥iblizil funkci
f(x), pak musime mit k dispozici co nejvice bodu (z;,y;). Lepsi
aproximace dosdhneme volbou kubické funkce na intervalech

[is i)
V piipadé kubického spline nahradime linearni funkce (54)

kubickou funkei
Si(x) = a;z® + bx? + cix + d;. (59)

Kazda funkce S;je urCena ¢tyfmi parametry (a;, b;, ¢;, d;). To je
celkem 4N nezndmych parametri. Nasledujici podminky, jejichz
splnéni u kubického spline uplatiiujeme nam da potiebnych 4N
rovnic.

1. Pozadujeme, aby nas spline interpoloval vSech N +1 bodt,
dostavame tak podminky

Si(x;)) =y;pro0<i<N—1aSy_1(zny)=yn. (60)
Tim jsme ziskali n 4+ 1 podminek.

2. Pozadujeme spojitost slpline, jeho prvi a druhé derivace.
To nam déava nasledujici podminky

Si—1(xz;) = Si(z;) prol <i< N —1dava N — 1 podminek
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' 1(z;)) = Si(z;) prol <i< N -—1dava N — 1 podminek
() S!(x;) pro1 <i< N —1dava N — 1 podminek

Mame celkem (N + 1) +3(N — 1) = 4N — 2 podminek. Chybi
nam jesté dvé. V pripadé tzv. pfirozeného spline se pozaduje
aby byly navic splnény podminky

S"(x0) = 8" (zx) =0 (61)

tj. v krajnich bodech interpolované funkce pozadujeme nulovost
druhych derivaci kubického spline.

Uplatnénim vyse uvedenych podminek uréime kubicky spline
nasledovné. Necht pro vSechna 0 < ¢ < N plati

zi = 57 (%) (62)

a dale necht je
hi = Ti41 — Ty (63)

Protoze je S;(x) kubickym polynomem an intervalu [x;, 2;41],
tak S!(x) je na tomto intervalu linearni, tj.

S (x) =z +my (x — x;) (64)
kde je
m; = Z“hi_z (65)
Rovnici (64) snadno pfevedeme na tvar
S/@) = G a4 1w —a).(66)
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Ze znalosti z;jsme schopni ur¢it druhou derivaci kubického spline.
Nas ale zajima funkce S;(z) takze budeme funkci (66) dvakrat
integrovat a dostaneme

Si(@) = 2L (¢ — 2P+ (w41 — ) +Cy (2 — 2)+D; (w41 — @)

~ 6h; 6h;
(67)
kde jsou C;a D; integra¢ni konstanty, které uréime z podminek
Si(xi) = yi a Si(®it1) = Yit1. (68)
Takto obdrzime pro C;a D; vztahy
Yi+1 h;
¢ = ht G At
yi i
Di = — — —=Z;.
hi 6

Ke koneénému vypoétu funkee (67) musime ur¢it samotné z;.
K jejich urceni pouzijeme posledni podminku spojisti prvnich
derivaci kubického spline, tj.

i1 (i) = Si(:). (69)
Derivaci rovnice (67) dostaneme nasledujici dvé rovnice
hi— hi_
Si_qy(xi) = leiq lez +bi—1,
hi hi
Si(x;) = —ght T gat bs,

kde je b; = (yi+1 — yi)/hi. Dosazenim poslednich dvou rovnic do
(69) dostavame rovnici pro 1 <i < N —1

hi,12i71 —+ 2 (hi,1 + hi) Zi =+ hiZiJrl = 6 (bl — bifl) . (70)
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Nezapomenme, Ze pro pfirozeny spline plati zg = z, = 0. Dostali
jsme tak tridiagonalni linearn{ systém

(w1 11 2 ] [ ]
hi us ho z2 D2
hy us  hs 23 D3

hy—s un—2 hn_2 ZN—2 DPN-2

L hy—2 un—1 | | 2nv-1 | | PN-1 |

(71)

U; = Q(hz + hi—l) (72)

a

Tridiagonalni systém

K vyfeSeni tridiagonalniho linearniho systému pouzijeme néasle-
dujici algoritmus. Hledame FeSeni systému, ktery ma tvar

b() Co 0 e Ug To
a1 bl c1 ... (5% 1
an—2 by_2 cn_2 UN_2 TN—_2
0 anv-1 byn-1 UN_1 TN-1
74)

Regenf spociva v postupné eliminaci prvntho nenulového prvku
v fadcich 1 az N — 1. Timto uré¢ime hodnotu N-té slozky vektoru
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i, tj. uny_1. Postupnou zpétnou substituci od fadku ¢.N — 2 po
radek 0 ziskime zbylé slozky vektoru «. V maticové notaci bude
soustava vypadat nasledovné

M-u=r. (75)

Budeme ekvavalentnimi operaceni upravovat matici

(Mr) (76)
nebo ve slozkovém zapise
Moo Moy Moz ...  Mon—1 Mon =10
Mo My M ... Min_1 Min =1y
My-10 My-11 My-12 ... Mynan-1 | Myan=7N_1
(77)

Protoze mame tridiagonalni systém, tak staci eliminovat na i-
tém radku prvek M;;_;. Provedeme to tak, ze i-ty fadek vyna-
sobime zlomkem —M;_1;,_1/M;;—1 a pFi¢teme Fadek i — 1, tzn.
pro j-ty sloupec i-tého fadku provedeme nasledujici vypocet
Mii—q

Tento vztah je aplikovan na rfadky matice M;; proi =1,...,N—
1. Novou matici soustavy M budeme op&t znacit M.

Regeni soustavy (77) najdeme zpétnou substituct, tj. pro i =
N — 1 bude

un—1 =My 1N/My_1N-1. (79)
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Zbyvajici slozky vektoru u vychazeji ze vztahu

1 N-1
u; = — | Min — Z u; M;; (80)

j=i—1

Tento postup je detailné ukazach na nésledujicim pseudokoédu:

(xtransformace tridiag systemusx)
for i=1 to N—1 step 1
MMVEM[i —1][i—1]/M[i][i—1];
for j=0 to N step 1
ML J[Jl=—MMM[ 3 [ J]4+M[ T —1][] ]
end
end
(x vypocet korenu u_i *x)
u[N—-1]=M[N—1][N]/M[N—1][N—-1]
for i=N—-2 to 0 step —1
uli]=M[i][N]
for j=i—1 to N—1 step 1
uli]=uli]—ulj]=M[i][]]
end
end

Spline je definovan na intervalech [x;, z;11] a je tedy potfeba,
k uréeni jeho hodnoty v bodé z, znat do kterého intervalu x
nalezi. Pokud jsou jsou body z; ekvidistantni se §ifkou intervalu
h, pak index i, ktery identifikuje levy, krajni bod intervalu do
kterého x nalezi, uréime takto

x:$0+i*h:>i:Chop<x_hx0>. (81)

Funkce Chop odtrhava od realného ¢isla jeho desetinnou CGést,
takze nam zustane celé ¢islo.
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Shrnuti

Interval [zg, 2 y] rozd&lime na N+1 ¢asti. Na kazdé z nich uréime
funkci

Si(z) = a;z® + biz® + iz + d; (82)
a pozadujeme aby tyto funkce na jednotlivych intervalech spl-
novali podminky

Si(ziv1) = Sip1(@ig1) (83)

Si (@it1) = S (@it1)- (84)
Postupnymi algebraickymi tpravami dostaneme

Sile) = T (2=, + o (21 —2) +Ci(w—2) + Dilair 1 —)

~ 6h; h;
(85)
kde je

C; = y;jl—%zwh (86)

_ v
R (87)

_ Yi+1 — Y
b= P (88)
yi = Si(zi), (89)
ao= S(x), (90)
hi = Ti41 — Ty (91)

K urceni splinu je tedy nutné uréit pouze z;. Hodnoty z; jsou
FeSenim tridiagonalniho systému (71).
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7 Numericka integrace

Neprve se seznamime s integraci s fixnim krokem kdy budeme
aproximovat urcity integral

b
I:/ f(z)dz (92)

pomoci kvadratury, tj. sumou
N
I=hY aifi (93)
i—0

kde je N déleni intervalu [a,b], h = (b — a)/N, f; = f(z;) a
ri=a+i-hproi=0,---,N. Koeficienty «; jsou vahy souctu.

Aproximace pomoci kvadratur je zaloZena na mySlence, Ze
na funkei f(z) na intervalu [a, b] nahradime Legengrovym inter-
pola¢nim polynomem, ktery jsme studovali vyse. NapiSme jej ve
tvaru

N
Pu(e)= Y fiLi(x) (94)
i=0
kde ziejmé je
N r — T
Liz)= ] —. (95)
k=0.ki LTk

Integral I pak aproximujeme takto
b b N b
/ F@)de ~ / Py(o)dz =3 f; / Li@)de.  (96)
a a i=0 a
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Kdyz dale zavedeme substituci
x=a+t-h (97)

bude mit funkce L;(z) tvar

N N
a+th—a—kh t—k
L@ =oit)= [ ———p= I — ©9
iy #a—kzh—a—kh kZQk#z—k

a diferencial dx = hdt. Vysledny vzorec pro aproximaci integralu
I kvadraturou bude mit tvar

N N N
IﬁhZfi/ ¢i(t)dt:h2fiai~ (99)

i=0 0 i=0

Koeficienty «; jsou potom uréeny vztahem
N
o = / 6i(t)dt. (100)
0

Pro nazornost odvodime lichobé&znikové a Simpsnovo pravidlo.

Lichobéznikové pravidlo

K aproximaci pouZijeme pouze dva krajni body intervalu [a, b],
tzn. N = 1. Ur¢ime koeficienty alphag a o1 :

ag = /01 %dt: - (t; —t): =—(1/2-1)=1/2, (101)
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ay = /“)dt( >::1/2. (102)

Vysledkem bude integra¢ni pravidlo
(fa+ [b)- (103)

Simpsonovo pravidlo

V tomto pfipadé aproximace se pouZziji t¥i body intervalu [a, b],
oba krajni a jeden prostifedni, tzn. N = 2. Opét urc¢ime koefici-
enty «; , tentokrate pro ¢ = 0,1 a 2. Dostaneme

2
/
0

1 /¢

N /2 (t—0
2 = —_—
o (2-0)
Vysledné integra¢ni pravidlo pak piSeme ve tvaru
h
I’ig(f0+4f1+f2)- (107)

Vytvoime pseudokoéd pro implementaci Simpsonova pravi-
dla. Mé&jme realnou funkei f(z), na intervalu [a, b], ktery rozds-
lime na M podintervald, p¥icemz M je sudé ¢&islo. Pro ilustraci
se podivejte na déleni intervalu [a,b] pro M = 8 na obréazku.
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S1 S2 S3 S$4

Hodnoty S; predstavuji dil¢i aproximace integralu nad pfi-
slusnym podintervalem. V nasledujicim pseudékdu je ukizana
impementace Simpsonova pravidla.

simpson (f,a,b,M)

h=(b—a)/M

S=0

for i=0 to M/2
x0=a+2x*ix*h

xl=a+(2xi+1)*xh
x2=a+(2*xi+2)*xh
fo=f(x0)
fl1=f(x1)
f2=f(x2)
S =S + h*(f0+4xf1+4+£f2)/3
end for
return S
end

Gauss-Legendrova kvadratura

V predchozich podkapitolach byl uréity integréal funkce aproxi-
movan souctem funkénich hodnot na mnoziné ekvidistantnich
bodt z;, vynésobené vhodné zvolenym vahovym parametrem.
Gaussova kvadratura, naAm umozije vybrat jak vahové pa-
rametry tak souradnice (abscissa). Vhodnou volbou vah a sou-
fadnic lze zajistit, to aby pro integrandy typu polynom x W (z)

33




(W(x) je znama fukce) byl ur¢ity integral exaktni. Funkci W (z)
miuzeme zvolit tak, abychom odstraili integrovatelné singularity
z pozadovaného ntegralu.

Pro danou funkci W(z) a dané N najdeme mnozinu vah w;
a soufadnic x; tak, Ze aproximace

b N
/ W(z)f(z)dx ~ ijf(xj) (108)
a j=1

je exaktni pokud je f(x) polynom.

Urceni vah a soufadnic je postaveno na existenci ortogondl-
nich polynomd. Polynomy f(x) a g(z) jsou ortogonalni, pokud
je jejich skalarni soucin

b
< flg>= / W () £ (2)g(x)da (109)

roven nule. Funkce f(z) je normalizovana pokud plati
< flf >=1. (110)

Mnozina polynomu spliiujicich obé podminky je ortonormalni
mozina polynomi. Lze najit mnoziny polynomu které spliuji:

e zahrnuji presné jeden polynom j-tého fadu Pj(z)Vj =
0,1,2,....

e vSechny jsou vzajemné ortogonélni pfes danou vahovou
funkei W (z).
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Procedura pro nalezeni takovéto mnoziny polynomt je urcena
rekurentnim vztahem

P(z) = 0 (111)
Py(z) = 1, (112)
Pi(z) = (z—a5)aPi(x) —b;Pj1(x) (113)
kde je
< zP;|P; > )
a; = <Pj||P]> proj =0,1,... (114)
J15
P;|P;
b; < Bl > proj =12, ... (115)

< Pj,1|Pj71 >

Polynomy P;(z) maji pfesné j kofent na intervalu (a,b). Sou-
fadnice(abscisy) N-bodové Gaussovy kvadratury s vahovou funkei
W (z) na intervalu (a,b) jsou koFeny ortogovalniho polynomu
Py (x) pro stejny interval a stejnou vahovou funkei.

Soustfedme pozrnost na Gauss-Legendrovu kvadraturu, tj.
na piipad kdy je vahova funkce W (z) = 1. Ortonorméalni poly-
nomy na intervalu —1 < z <1 jsou dany rekurenci

G+ DPjp1 = (2 +1)aP; —jPj1. (116)

Po nalezeni soufadnic x; zbyva urcit vahové koeficienty wj;, které
vypocitame podle vztahu
< Pn_1|Pn_-1 >

Y7 P () Py () (17
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8 Numerické Feseni obycejnych diferen-
cialnich rovnic

8.1 Eulerova metoda

Piimy ttok na feSen{ problému

y'(t) = f(ty) (118)

je Eulerova metoda, ktera spociva na hledani feSeni ve tvaru
Taylorova rozvoje do prvniho fadu, tj.

y(t+h) = y(t) + ' (t)h + O(h?) (119)

nebo ve tvaru
y(t+h) =y(t) + fty)h (120)

Pro fixni krok h pfevedeme vztah pro numerické vypocty na
tvar

Yn+1l = Yn + hf(tnayn) (121)

8.2 Runge-Kutta (klasicka RK4)

Resime problém s pocateénimi podminkami ve tvaru

y=f(t.y) ay(to) = yo. (122)
Pro fixni krokh > 0 definujeme

1
Yn+1 = Yn + Eh(lﬁ + 2ko + 2ks + k4) (123)
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kde je

kv = f(tn yn), (124)
ko = f(tn+h/2,yn + hk1/2), (125)
ks = f(tn+h/2,yn + hka/2), (126)
ks = f(tn+ h,yn + hks). (127)

8.3 Runge-Kutta druhého radu

Pro jednoduchost bude odvozeny vzorce Rungeho-Kuttovy me-
tody druhého radu. Pripadé RK metod vyssich rfadi je postup
analogicky ale mnohem pracnéjsi. Uvazujme 1-D problém

y'(t) = f(t,y). (128)

Reseni y(t) hledame ve tvaru Taylorova rozvoje , tj.

2

i+ h) =y + g () + D o) (129)

kde je y/(t) = f(t,y) a y” obdrzime diferenciaci y’, tj.

VO =G+ Gy = fe) A ). 30

Dostéavame tak feSeni ve tvaru

(t+1) = y(0) + A (1) + o [flt) + Fy(60)f(0)], (131)
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kterou po tpravé prevedeme na vyraz

y(t+h) = y(t)+%f(t, y)+g [f(t,y) + hfe(t,y) + hfy(t,y) f(t )]

(132)
Taylorav rozvoj funkce dvou proménnych do prvniho fade je
ft+hy+k)=f(ty)+hfilt.y) +kfyty)+---. (133)

Srovnanim s vyrazem v zavorce ve vztahu (132) dostavame

h h
(134)
a tak bude mit vztah pro RK2 krok tvar

Yt B) = y(t) + 5 7t y) + 7+ Ry + hf(y). (135)

Zapséno pro ucely numerickych vypo¢td mame vysledek

1 1
n = n hizk -k )
Yn+1 Yn + (21+22)
k'l = f(tnayn)v
ky = f(tn +h,yn + hky).

8.4 Chyby (Demonstrovano na Eulerové me-
tot& integrace)

e Local Truncation Error (LTE) - rozdil mezi numerickym
FeSenim po ukondceni jednoho kroku y;a exaktnim feSenim
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v Case t; = tg + h, tj.

y1 = Yo+ hf(yo,to) (numerické feseni),
Yt +B) = ylto) + hy/(t0) + 3h2" (o) + O(H?)
(exaktni feSeni rozvedené do Taylorova rozvoje),
LTE = mm+m—wzéﬁymﬁ+mﬁ)

o Global Truncation Error (GTE) - je chyba v ur¢itém aso-
vém okomziku t doszeného po provedené n kroku potieb-
nych k tomu aby metoda dospéla od poc¢ateéniho okamziku
tok okamziku t. Pro fixni krok A pocet krokia bude

t—to
h
Tento druh chyby je kumulativni efekt LTE ktery je v

piipadé Eulerovy integrace ~ h%. To znamena, Ze po n
krocich bude GTE ~ nh? ~ h .

. (136)

8.5 Adaptivni krok a RK4

Dosud byl integracéni krop pevné dany. Pro ziskani vysledku
s pfedepsanou piesnosti eps bylo nutné vhodné nastavit inte-
graéni krok h tak aby maximélni chyba vysledku byla pravé
eps. Nevyhoda spoCiva v tom, ze pii fixnim kroku jsou urcité
Gasti feSen{ urcovany se zbyte¢né malym krokem (zbytecné vel-
kou pfesnosti) za cenu velkého po¢tu integracnich krokd.
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Lepsi je v kazdém integra¢nim kroku ur¢it chybu vysledku
a pokud bude vétsi nez pozadovana pfesnost tak zmensit inte-
gra¢ni krok a v opa¢ném piipadé integra¢ni krok zmensit.

Piimocary algoritmus spoc¢iva v "doubling"integra¢niho kroku.
Necht je aproximace feseni ODE v bodé t + 2h reprezentovano
veli¢inou y;. Urceme aproximaci feseni ODE v tomtéz bodé ale
pouzitim dvou po sobé nésledujicich RK4 kroki s krokem h.
Tuto aproximaci ozna¢me yo. Chybu dvojnasobného kroku ur-
¢uje rozdil

A=ly2 =yl (137)

Bude-li A > EPS pak integra¢ni krok zmensime na polovinu,
tj. h — h/2, a zopakujeme vypocet y; a yo. Pokud je A < EPS
tak dalsi krok zdojnésobime, tj. h — 2h, a uréime y; a yo v
nasledujicim bodé. Nasledujici pseudokod inlustruje myslenku
adaptivniho kroku.

h=1le—6

t=0

y=y0

while t<tmax do
t=t+h

while true do

rk4 (t,2h,y1)

rk4(t,h,y2)
rk4 (t+h,h,y2)

err=abs (yl—y2)

if err>eps then

h=h /2
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y2=y
else
h=2x%h
y=yl
break
end

end while
print t, y

end while

8.6 Adaptivni krok a embedované RK metody

Cilem embedovanych RK metod je co nejefektivnéji vypocitat
aproximaci feSeni v p-tém a p + 1 - fadu. Necht je Z,11 pFesné
feSeni diferencialni rovnice

dz

— = f(t,x 138

Y rt,) (138)
v n + 1 integra¢nim kroku. Vyjadifeme jej pomoci aproximativ-
nich FeSeni z7 a xo (prvni aproximace je uréena krokem h a
druha krokem h/2)

Tpi1 = a1+ ChPTH 4 o(hPT?), (139)

h p+1
Tpy1 = x9+2C (Qh) + o(hPT2). (140)

Odtud vidime, ze pro rozdil 1 — zo plati

1 |z — 22
_ - p+1l1 _ — = Al
‘.’El (EQ‘ Ch (1 ):>C hp+1(1—1/2p).

5 (141)
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Ozna¢me | |
1 — T2
e=— 142
1—-2-r (142)
a dostavame vyraz pro C ve tvaru

€
=

C (143)

Odhadnéme nyni nejvétsi optimalni krok pro RK metodu pii
pozadované toleranci €y. Jestlize bude krok h,,c,, pak vztah mezi
aproximaci a skuteénym feSenim je

Fnt1 = Tpy1 + ChELL. (144)

new

Hledame aproximaci s toleranci €q, tj.
Tn+1 = Tnyt1 + €o. (145)

To ale znamena, Ze musi platit

L
Chnew < €0 = hnew = (2) 7 h. (146)
€

V praktickych aplikacich se ukazuje, Ze je uzite¢né pouzit
tzn. safety faktor g ~ 1 ktery modifikuje odhad optimalniho

kroku takto )
hnew = B <%) o h. (147)
Volba ¢y zavisi na daném pro problému, ktery fesime. Casto se
voli g tmérné h. Tady se musime mit na pozoru, protoze ve
fazi kdy snizujeme krok A z velkych hodnot pak novy krok f,cq
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urceny exponentem 1/(14p) nevede k pozadované pfesnosti. Pro
€ > ¢ je lepsi pouzit exponent 1/p. Uréeni nového optimélniho
kroku hj,eq tak shrnuje vztah

e 1/(1
h _ 5h’ (?0) [ pro € < € (148)
new — e\ 1/ (P)
Bh ( : ) pro € > €q

Pro embedovanou RK metodu ¢&tvrtého fadu tak dostaneme (
p =4 ) vyraz pro novy krok ve tvaru

< 0.2
hnew = ﬂh ( ¢ )0.25 Pro € <€ (149)
) pro € > €

Algoritmus pro RK s adaptivnim krokem pak vypada takto

VSTUP: t0,x0,epsO,h,j=0, beta=0.8

KROK1: URCI x(t+h,h), x(h+h,h/2) a eps

KROK2: POKUD JE eps<eps0 TAK
h=h*betaxpow(eps0/eps,0.2)

t=t-+h
JINAK

h=hxbeta*pow(eps0/eps,0.25)
KONEC

POKRACUJ KROK1 DOKUD t<tmax
KROK3: TISK TAKULKU (tn,xn)

Sesti troviiovd RK metoda 4. a 5. fadu je
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kl = f(t7 Jf), (150)
ke = f(t—l—agh,.’r—i-hbglk‘l), (151)
- (152)
ke = f(t + aﬁh T + hbg1k1 + hbgoks + - - + hb65k5(L53)
Tny1 = @n +hz cik;) + o(h®), (154)
i, = xz.+h Z(c *i ki) 4+ o(h®), (155)
i=1
(156)
Vypocet chyby € pak jednoduse bude
6
€ = w1 — sl = 3(Cs — C. (157)

i=1

8.7 Poznamky k odvozeni embedded RK sché-
mat

K vysvétleni konstrukce embedded RK schémat se soustfedime
na nejjednodussi variantu RK1(2). Tzn. hlavni integrator je Eu-
lerova metoda 1. fadu a odhad chyby plyne z integra¢niho kroku
2. fadu. Tayloruv rozvoj feSeni diferencialni rovnice

dy

) (158)
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do 1. ado 2. fadu v h je

d
uy, = yn+<d‘tf) h+ o(h?)
n

= Yn+ fnh + O(hz) (159)

dy 1 [/d%y\ 3
=7 — (=2 h
yn+<dt)nh+2(dt2 nh +o(h”)

_ L(of  of 2 3
= yn+fnh+2< +8yf)nh + o(h”). (160)

2
%(1421

Embeded RK schéma je nésledujici:

ki = f(tn,yn), (161)
ko = [f(tn + a2h,yn + ba1hky), (162)
yﬁ}ll = Y+ (c1k1 + coka)h + o(R?), (163)
yfﬁl = yp + (cik1 + ko) + o(h®). (164)

Nyni rozvineme do Taylorova rozvoje ks

kg = f(tnvyn) + (g{) ash + <g£f> bo1h (165)

a dosadime do vztahi pro y™) a y?) a obdrzime

0 0
y7(11+)1 = yn+(cl+02)fnh+02a2i h? + caba if (168)
8tn 6y n
0 0
W= (e oy 1+ citar (7 )18
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Srovnanim rovnic (159) a (160) s rovnicemi (166) a (167) obdr-
zime rovnice pro koeficienty c1, ca, ¢}, ¢5, as a bal ve taru

ci+ec = 1, (168)
e = 1, (169)
cay = 1/2, (170)
by = 1/2. (171)

Odkud plyne,ze by; = as. Kdyz zvolime as = 1 a ¢co = 0 tak
zbylé koeficienty budou

Vysledné embedded schéma RK1(2) bude

k1
ko

1
yﬁll

(2)

by =1,¢1=1,¢=1/2, ¢ =1/2. (172)
f(tnsyn), (173)
f(tn + hyyn + hk1), (174)
Yo + Bk, (175)
Yo + R <1k:1 + 1k2> . (176)
2 2

yn+1
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