Popisna statistika
(Descriptive statistics)

Vysledkem méfeni je soubor n» naméfenych hodnot vytvarejici datovy soubor D = {x;}. V datovém
souboru se mohou vyskytovat tytéz hodnoty i vicekrat, zejména tehdy, maji-li veli¢iny diskrétni
(nespojitou) povahu (pocet rohlikit).

Pokud chceme tento soubor dat blize popsat, pouzijeme néktery z instrumenti tzv. popisné statisti-
ky.

1 Vaha

Pokud neni ocekavana kvalita jednotlivych pozorovani stejna, je uzitecné ji popsat nezapornym
¢islem tzv. vahou - wi. Vaha se vztahuje vzdy k jednomu, konkrétnimu méfteni, proto ji nezaménuj-
te s Cetnosti piislusného vysledku. Vaha vétsinou souvisi s odhadem tzv. vnitini nejistoty urceni
hodnoty konkrétniho méfeni - ox;:
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ZkuSenost ukazuje, Ze zavedenim vah se globalni charakteristiky souboru obvykle zméni jen nevy-
znamn¢, a proto neni je tieba si piedem rozmyslet, zda vahy pfi vypoctech viibec pouzijeme. Vahy
bychom nemeéli pouzit v ptipad¢, kdy se ukaze, ze ocekavana nejistota jednotlivych méfeni v souboru
je vyrazné mensi, nez jejich celkovy rozptyl v ramci souboru. Naopak jsme je povinni pouzit pokud
jsou deklarovany, tedy zejména pii transformaci méfenych veli¢in néjakou nelinearni funkci (log x,
1/x) nebo pti nékterych robustnich metodach zpracovani vysledki.

Zaved’'me si sumu vah S, a stfedni vahu wy:
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2 Mira polohy

Nejznaméjsi a nejpouzivanéjsi mirou vztahujici se ke stfedu studovaného datového souboru je tzv.
aritmeticky priimer, Casto jen prumér (arithmetic mean, mean), ptipadné vahovany prumér (weigh-
ted mean):

DileZitou vlastnosti priiméru je fakt, ze: Z(xi —x) =0, resp. Z(x[ —x) w, =0.
Geometricky primér (geometric mean):
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Harmonicky prumér (harmonic mean):
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Kvadraticky priimeér (quadratic mean):
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Pro dalsi charakteristiky je vhodné soubor {x;} pfipadné {x; w;} setfadit podle velikosti x;.

Kvantil (quantile) urceny cCislem p, 0<p<1 je Cislo x z intervalu <xi, x»>, pro n¢jz plati, Ze pn hod-
not souboru je mensich nez x a (1 —p) n vétSich. Vazeny kvantil (weighted quantile) se vztahuje
k vaham. Pokud je zkoumany soubor vzorkem né¢jakého vétsiho souboru, pak kvantil p(x) je odha-
dem pravdépodobnosti, ze n¢jaké nahodné vybrané Cislo ze souboru bude mensi nez zvolena hod-
nota x. Rozdil p(x.) - p(x») pak udava odhad pravdépodobnosti, ze se takové Cislo vyskytne
v intervalu <xs, x.>. Je-li p vyjadieno v procentech, pak se kvantilu tika percentil (percentile).
Zvlastni vyznam ma kvantil pro p = 0,5 (50 %), nazyvany medidn, prvni kvartil (first quartile) - p =
0,25 (25 %) a treti kvartil (third quartile) — p = 0,75 (75 %).

Vyse naznaceny predpis je jen ramcovy, pro algoritmus vypoctu kvantili je nutno byt konkrétné;si.
Vyhodné je k tomu definovat si tzv. kumulativni distribucni funkci, ptipadné vahovanou kumulativni
distribucni funkci ®(x), ktera vyjadiuje zavislost kvantilu p na méfené veli¢iné x. Kumulativni distri-
bucni funkce @(x) je predstavovana lomenou ¢arou s uzlovymi body v {x;, p:}. Pro p; plati: p1 = 1/(2
n), pi=pi1+ 1/n = p; = (1+2 1)/(2n) pro x < xi je hodnota p rovna nule, pro x > x, je funkce rovna 1.
Obdobn¢ pak vahovana kumulativni distribu¢ni funkci ®(x) je predstavovana lomenou carou
s uzlovymi body v {x;, pi}. Pro p; plati: p1 = wi/(2 Sw), pi = pi-1 + (w1 +wi)/(2 Sw), pro x < x1 je hodnota
p rovna nule, pro x > x, je funkce rovna 1.
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Medidn (median) X nebo vahovany median — je oblibena robustni mira polohy centra souboru, jeZ
prakticky nezévisi na vyskytu ,,odlehlych® bodt. Z vyse uvedené definice funkce ®@(x) plyne, ze je-li
n liché ¢&islo (n=2m+1), pak X = x,, , je-li sudé ¢&islo (n=2m), pak X =(x,_, +x,,)/2.

Orezany primér (trimmed mean) X, (D, p)— robustni odhad polohy centra — je jistym kompromi-
sem mezi aritmetickym primérem a medianem. Jako parametr se pouziva veli¢ina p vyjadiena
zpravidla v procentech (nejcastéji 10 %). Ze setazeny soubor dat odstranime round(p/2) nejvyssich
a stejny pocet nejnizSich hodnot a ze zbytku vypocteme aritmeticky priamér. Pro p = 0 jde o pri-
mer, pro p = 100% o median. U vahovanych veli€in je definice ofezané¢ho pruméru ponc¢kud vagni
a proto se béZn¢ nepouziva.



Modus — je-li nejCetnéji zastoupena hodnota (nebo hodnota s nejvétsi vahou) — byva u diskrétnich

3 Miry rozptyleni, distribuéni funkce

Nejcasté&jsi mirou rozptyleni dat kolem centra je takzvany rozptyl (variance) s> nebo smérodatna
odchylka (standard deviation) s.
I3 _ - _ [ _ =
szz—Z(xi—x)zzxz—xz, s2:S—Z(xi—x)2wi:x2—x2.
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Centrem rozptyleni je zde aritmeticky prumeér. Dokazte, ze pravé pro né¢j nabyva funkcional
S(a)=>_(x, —a)*, resp. S(a) = »_(x, —a)*w;, svého minima.

Robustni ttidou mér rozptyleni je tzv. stredni velikost odchylky (mean absolute deviation — MAD),
respektive vazena stiedni velikost odchylky (weighted mean absolute deviation — WMAD), centro-
vana k a, nejcastéji pak aritmetickému priméru nebo k medianu:

mad(a)=%i|xi—a| wmad(a)=Sii|xl_—a|wi.
i=1

w =l
Lze ukazat, Ze pro a = X je hodnota mad(a), resp. wmad(a), minimalni.
Celkové rozpeéti (total range) dany rozdilem mezi nejveétSim a nejmensi naméienou hodnotou.

Mezikvartilni rozpéti (interquartile range), coz je rozdil mezi 3. a 1. kvartilem slouZzi jako robustni
odhad rozptyleni, nebot’ se vztahuje na vnitini ¢ast rozdélovaci kiivky.

Nejinstruktivnéjsim vyjadienim distribu¢ni funkce je u diskrétnich veli¢in tzv. tyckovy graf,
v piipad¢ spojitych veli¢in pak histogram (histogram). Cely interval pokryty daty se rozdéli na
vhodny pocet n; ekvidistantnich intervalii a pocita se pocet (Cetnost), respektive suma vah dat
k nim pfislusejicich. Graficky se potom distribu¢ni funkce zndzorni sloupcovym diagramem. Do-
poruceny pocet sloupct pro n méteni udava Sturgesovo pravidlo:

n, =1+33logn.




4 Normalni rozdéleni

Vyjimecné postaveni mezi rozdélovacimi funkcemi ma tzv. normdalni rozdelovaci funkce, zvana téz
Gaussova funkce, odpovidaji rozdéleni zcela ndhodnych veli¢in. Funkce hustoty pravdépodobnosti
f(x) je normovana na 1 a je popsana dvojici parametrii iz a o':

(r—p)*
f(x)= -S| :
N27 207
,,Gaussovsky Rip*“ je ptisné symetricky podle osy x = u, kterazto hodnota je sou¢asné aritmetickym
pramérem, medianem i modem souboru podfizujicimu se normalnimu rozdéleni. Lze ukazat, ze
smérodatna odchylka s je pravé rovna parametru popisujicimu §itku normalniho rozdéleni o (dis-
perze), tedy:

2_i:w N2 _ 17 N2 (x—p)’
' = (x— ) [fx )2 f(x)dx —ﬂa[fx £) exp{ 5 }dx o’

Kumulativni distribuéni funkci lze s vyhodou popsat pomoci specialni tabelované funkce erf(x)
odpovidajici gaussovskému rozdéleni s u=0a o= 1/2:

erf(x)Z%]i dt:@(xa’uj 1|:€’f(f/§_g}+l:|

Nekolik charakteristik: v rozmezi =0 se nachazi 68% piipadl, £20 95%, £30 99,7%. 1. kvartil se

nachdzi ve vzdalenosti 0.6745 o od centra, mezikvartilni rozpéti tak odpovida 1,349 o. o =
1/0.6745 mad = 1.483 mad.
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41 Odhad pa o

K tomu, abychom dokonale mohli zjistit oba parametry normalniho rozd¢€leni ¢ a ¢, bychom museli
mit k dispozici nekone¢né¢ mnoho bodl. Ve skutecnosti méme k dispozici jen omezeny vzorek ce-
1ého souboru, a pomoci dat tohoto vzorku miizeme nanejvys stanovit odhad obou parametrd, ktery



je zatiZen jistou neurcitosti. Za ptredpokladu, Ze zkoumany soubor ma normalni rozdéleni, pak lze
ukazat, ze nejlepsi nezavisly odhad parametru o je dan vztahem:

Godhz\/Z(x,»—f)z z\/n(?—#) Godh:\/Z(xi—x)zwi :\/n(;—)_cz)‘
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Pomoci tohoto odhadu stfedni kvadratické odchylky 1ze odhadnout i neurcCitost stanoveni parametru
i (vlastng aritmetického primeéru):
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4.2 Odchylky od normalniho rozdéleni , Sikmost a Spi¢atost
K popisu rozdélovaci kiivky se obCas pouziva jeste jemnéjSiho popisu, ktery vyuziva

Obecny moment k-tého radu (moment of k-th order):
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Obecny centralni moment k-tého radu kolem bodu a (centred moment of 4-th order):
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Centrem byva nejcastéji aritmeticky pramér, resp. vahovany aritmeticky prumér x. Vidime, ze pro

tento pripad mo=mi =0, ma = s°.

Zavadime ted’ jesté dvé bezrozmémé charakteristiky: tzv. Sikmost (skewness): a3 = m3/s® a Spicatost
(kurtosis) as = ma/s* funkce. Sikmost symetrickych funkci je nulové (tedy i normélniho rozdéleni),
charakteristiky tedy popisuje miru asymetrie funkce. Charakteristika a4 pfinasi informaci o tom, jak
se vlastné body koncentruji kolem priméru. Je-li a4 blizké 3, pak mluvime o souborech s normalni
Spicatosti, pii as < 3, hovotime o souborech plochych a pfi a4> 3 se mluvi o souborech $picatych.
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Za nejsdé€Ingj$i nastroj k posouzeni odchylek pozorovaného rozdéleni od normalniho rozdéleni
povazuji graf normalni pravdépodobnosti (normal probability plot), do n¢hoz vynasime kumula-
tivni distribu¢ni funkci, pficemz osa pravdépodobnosti (kvantilova) je transformovana tak, aby se
tam soubory s normalnim rozdélenim zobrazily jako pfimky. Je vhodné si pritom body odpovidaji-
ci 1. a 3. kvartilu prolozit piimkou a diskutovat pak odchylky redlného rozlozeni bodl od ni.
V Matlabu je pro tuto ulohu piikaz: normplot.

5 Uloha

Vysledkem méfeni atmosférické extinkce z pozorovani komet na observatofi Skalnaté Pleso jsou
tyto hodnoty extink¢nich koeficientli ve vinové délce 416 nm (mag/vzdusnou hmotu):

0.82+0.07 0.39+0.03 0.54+0.05 0.57+0.03 0.42+0.04
0.39+0.07 0.69+0.05 0.81%0.05 0.33+0.05 0.41+0.04
0.11+0.07 0.23+0.04 0.39+0.04 0.43+0.04 0.97+0.03
0.26+0.05 0.47+0.04 0.41+0.05 0.52+0.04 0.45+0.03

Instrumentafem popisné statistiky charakterizujte tento soubor, specidlné pak uved’te:

a) pocet méteni a jejich charakter (spojité, diskrétni?)

b) stanovte vahy jednotlivych méfeni a diskutujte, zda je v tomto pifipad€ ptipadné tyto vahy
pouzit. Bez ohledu na vysledek uvahy pocitejte vSechny dalsi ulohy ve dvou variantach —
s vahami a bez nich.

¢) odhad aritmetického priiméru a jeho nejistotu za piedpokladu normalniho rozd¢leni, har-
monicky, geometricky, kvadraticky priimér a median, ofezany pramér pro 10% a 20% (jen
pro piipad bez vah)

d) minimalni a maximalni hodnotu extinkce a celkové rozpéti

e) rozptyl s*, smérodatnou odchylku s, odhad rozptylu o, stfedni velikost odchylky
s centrem v aritmetickém priméru a v medidnu

f) graf kumulativnich distribu¢ni funkce a pomoci ni stanovte hodnoty kvartili a mezikvar-
tilniho rozpéti

g) Porovnejte odhady p a 6 pro normalni rozdéleni ziskané riznymi metodami

h) Vypoctéte Sikmost a Spicatost rozdélovaci funkce a porovnejte s normalnim rozdélenim.
Jaky je to typ souboru? Sestrojte graf normalniho rozdéleni a diskutujte (feste bez vah).

i) pomoci stanovte optimalni pocet sloupcti v histogramu a sestrojte jej. Doporucuji sloupce
v histogramu centrovat na nasobky 0,2

j) odhadnéte modus rozdéleni

k) diskutujte tvar rozdélovaci funkce s védomim, ze konstantni slozka extinkéniho koeficien-
tu ve 416 nm zplisobena Rayleighovym rozptylem na nahodnych shlucich molekul vzdu-
chu ¢ini 0,262 mag/vzdusnou hmotu.



Instrumentaiem popisné statistiky charakterizujte tento soubor, specialn¢ pak uved'te:

a)
b)

g)

h)
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k)

D

pocet méteni a jejich charakter (spojité, diskrétni?) — 20, spojité

stanovte vahy jednotlivych méteni a diskutujte, zda je v tomto piipad¢ ptipadné tyto vahy
pouzit. Bez ohledu na vysledek uvahy pocitejte vSechny dalsi llohy ve dvou variantach —
s vahami a bez nich. — neni pfipadné pouziti, standardni odchylka je mnohem vétsi, nez
nejistota jednoho méieni

odhad aritmetického priméru a jeho nejistotu za pfedpokladu normalniho rozdéleni (mean
= 0,480+0,047; meanw = 0,501£0,045), harmonicky (0,382), geometricky (0,435), kva-
draticky primér (0,552) a median (0,425), ofezany primér pro 10% a 20% (jen pro ptipad
bez vah: 0,474; 0,468)

minimalni a maximalni hodnotu extinkce a celkové rozpéti (0,11 az 0,97; 0,86)

rozptyl s%, smérodatnou odchylku s, odhad rozptylu goas, stiedni velikost odchylky
s centrem v aritmetickém priméru a v medidnu (v aritmetickém priméru: 0,0417; 0,204;
0,0439; 0,210; se sttedem v medianu: 0,448; 0,212; 0,0471; 0,217)

graf kumulativnich distribu¢ni funkce a pomoci ni stanovte hodnoty kvartilti a mezikvar-
tilniho rozpéti (interkv = 0,165)

Porovnejte odhady p a 6 pro normalni rozdéleni ziskané riznymi metodami; (goan = 0,210;
mad = 0,156, madmed = 0,146

Vypoctéte Sikmost a Spicatost rozdélovaci funkce a porovnejte s normalnim rozdélenim.
Jaky je to typ souboru? Sestrojte graf normalniho rozdé€leni a diskutujte (feste bez vah).

pomoci stanovte optimalni pocet sloupcti v histogramu a sestrojte jej. Doporucuji sloupce
v histogramu centrovat na nasobky 0,2

odhadnéte modus rozdéleni

diskutujte tvar rozdélovaci funkce s védomim, ze konstantni slozka extink¢niho koeficien-
tu ve 416 nm zplsobena Rayleighovym rozptylem na ndhodnych shlucich molekul vzdu-
chu ¢ini 0,262 mag/vzdusnou hmotu.



