
Nejistoty m¥°ení

26. °íjna 2021

1 Základní vztahy

1.1 Standardní nejistota typu A

Pokud opakovan¥ m¥°íme tutéº veli£inu X, za stejných podmínek, se stejnými
m¥°icími metodami a stejnými m¥°ícími prost°edky, ur£ujeme tzv. standardní
nejistotu typu A (dále jen nejistota typu A), kterou budeme ozna£ovat uA,
stejn¥ jako tzv. výb¥rovou sm¥rodatnou odchylku n opakovaných m¥°ení xi,
které mají aritmetický pr·m¥r x̄, tj. podle vztahu

uA =

√√√√ 1

n(n− 1)

n∑
i=1

(xi − x̄)2. (1)

Tato nejistota je tedy dána statistickým zpracováním, její p°í£iny se povaºují
za neznámé (náhodné vlivy vstupující do procesu m¥°ení) a její hodnota klesá
s po£tem n opakovaných m¥°ení. Pokud je n < 10, pak z teorie plyne, ºe tuto
nejistotu je nutné vynásobit korek£ním faktorem kA, kde nap°.pro n = 5 je
kA =

√
2 ≈ 1.4. Tedy pro 5 m¥°ení budeme tuto nejistotu po£ítat podle vztahu

uA =
√

2u′A, (2)

kde výraz u′A nyní ozna£uje pravou stranu vztahu (1).

1.2 Standardní nejistota typu B

Standardní nejistota typu B (dále jen nejistota typu B), ozna£ovaná uB,
je nejistota daná m¥°icí metodou, pop°. m¥°icím p°ístrojem, chybou ode£tu,
reak£ní dobou experimentátora, atd.. Pro na²e ú£ely ji budeme brát jako polo-
vinu nejmen²ího dílku na stupnici m¥°icího prost°edku, v p°ípad¥, ºe je opat°en
stupnicí s noniem, tj. stupnicí pro jemn¥j²í ode£ítání délek, pak je to polovina
nejmen²ího dílku této stupnice. V na²em praktiku budeme pracovat s t¥mito
nejistotami:
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M¥°icí prost°edek uB
svinovací metr 0.5mm

posuvné m¥°ítko (²uplera) 0.05mm
mikrometr 0.005mm

hodinkový indikátor (viz úl. 6) 0.005mm
stopky 0.1s

obchodní váhy 2g
kuchy¬ské digitální váhy 1g

analytické váhy 0.05g
odm¥rný válec 1ml

1.3 Kombinovaná nejistota

Výsledná, tzv. kombinovaná nejistota uC v sob¥ zahrnuje oba dva p°edchozí
typy. Z teorie plyne

uC =
√
u2
A + u2

B , (3)

p°i£emº jednotka je shodná s jednotkou m¥°ené veli£iny X. Výsledek pak zapí-
²eme ve tvaru

X = (x̄± ux,C)j. (4)

Zde "j"zna£í p°íslu²nou jednotku a p°idaný index x p°íslu²nost výsledné nejis-
toty uC k veli£in¥ X. Toto je vhodné provést, pokud je v dané úloze m¥°eno více
veli£in, zatímco index "C"lze vynechat. Nap°. v úloze 1, kde m¥°íme hustotu
d°eva, z n¥hoº je zhotovena deska s rozm¥ry a, b, c o hmotnosti m, ozna£íme
celkovou (kombinovanou) nejistotu u p°íslu²né veli£iny postupn¥ ua, ub, uc, um.

Za ú£elem sjednocení pouºitého zna£ení zave¤me následující konvenci, kte-
rou si vysv¥tlíme na konkrétním p°íklad¥: v úloze 4, kde m¥°íme doby kmitu
reverzního kyvadla T1, T2, T3 postupn¥ pro t°i r·zné polohy závaºí, ozna£me
nejistotu typu A pro periodu T1 jako uT1A (a ne nap°. UT1a, nebo T1uA) a £t¥me
"nejistota periody T1 typu A", podobn¥ pro nejistotu typu B. Vynecháním typu
nejistoty (indexu C) budeme rozum¥t nejistotu celkovou (kombinovanou).

Zápis (4) budeme vºdy dopl¬ovat vyjád°ením v alternativním tvaru podle
p°edpisu

X = (x̄± ux)j = x̄(1± ur,x)j, (5)

z n¥hoº je ihned patrná relativní nejistota

ur,x =
ux
x̄
, (6)

která je zjevn¥ bezrozm¥rným £íslem (jednotku pí²eme aº vn¥ závorky).
Nap°. ze zápisu

m = (85, 00± 0.05)g = 85(1± 0.0006)g (7)

lze ihned vid¥t, ºe hmotnost m byla zm¥°ena s relativní nejistotou ur,m = 0.06%.
V²imn¥te si, ºe v zápise (7) jsme st°ední hodnotu m zaokrouhlili na stejný po£et
desetinných míst, jako nejistotu. Nelze proto nap°. psát m = (85± 0.05)g.
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1.4 Nejistota nep°ímého m¥°ení

Pokud máme nam¥°eny veli£iny

a = ā± ua = ā(1± ur,a)

b = b̄± ub = ā(1± ur,a) (8)

c = c̄± uc = ā(1± ur,a)

...

na kterých závisí veli£inaX = X(a, b, c, ..), bude hodnotaX vypo£tená z hodnot
a, b, c, .. daných soustavou (8) ve tvaru

X = X̄ ± uX , (9)

kde
X̄ = X(ā, b̄, c̄, ..) (10)

a výsledná nejistota uX tohoto výsledku se vypo£te podle vzorce

uX =

√
(
∂X

∂a
ua)2 + (

∂X

∂b
ub)2 + (

∂X

∂c
uc)2 + ... (11)

Podle typu funk£ní závislosti lze vzorec (11) dále modi�kovat. Níºe popí²eme
dva speciální p°ípady, ve kterých dojde k jeho výraznému zjednodu²ení.

1.4.1 X je funkcí sou£inu, podílu a mocnin prom¥nných a, b, c, ..

V p°ípad¥, ºe funk£ní závislost X = X(a, b, c, ..) obsahuje pouze sou£in, podíl a
mocniny prom¥nných a, b, c, .., tzn. je ve tvaru

X =
aαbβcγ ..

kµlνmρ..
, (12)

lze ze vztahu (11) odvodit výhodn¥j²í vztah pro relativní nejistotu ur,X pomocí
relativních nejistot ur,a, ur,b, .. Úprava spo£ívá ve vyd¥lení obou stran rovnice
(4) st°ední hodnotou x̄, coº nakonec vede ke vztahu

ur,X =
√

(αur,a)2 + (βur,b)2 + (γur,c)2 + ..+ (µur,k)2 + (νur,l)2 + (ρur,m)2...

(13)
Nap°. pro

X =
a3b5

c2d
(14)

dostaneme
ur,X =

√
(3ur,a)2 + (5ur,b)2 + (2ur,c)2 + u2

r,d. (15)

Je vid¥t, ºe veli£iny vystupující v nejvy²²ích mocninách (zde b) je nutno m¥°it co
nejp°esn¥ji, nebo´ vliv jejich relativních nejistot je násoben p°íslu²nou mocninou.

3



Popí²eme nyní na konkrétní úloze dva zp·soby, kterými lze postupovat p°i
výpo£tu m¥°ené veli£iny, p°i£emº v prvním p°ípad¥ uºijeme vztah (11) a ve
druhém vztah (13). Jako p°íklad vezm¥me úlohu £. 4, v níº budeme po£ítat
hodnotu tíhového zrychlení podle vzorce

g = 4π2 lr
T 2
, (16)

kde lr ozna£uje redukovanou délku reverzního kyvadla a T dobu jeho kmitu.
M¥jme nap°. nam¥°eno

lr = (100.00± 0.05)cm = 100(1± 5 ∗ 10−4)cm

T = (2.00± 0.01)s = 2(1± 5 ∗ 10−3)s, (17)

(18)

tedy l̄r = 100.00cm, ul = 0.05cm, ur,l = ul

l̄r
= 5 ∗ 10−4, a dále T̄ = 2.00s,

uT = 0.01s, ur,T = uT

T̄
= 5 ∗ 10−3.

a) Postup za pouºití vzorce (11)

Je moºné pouºít p°ímo vzorec (11) pro výpo£et nejistoty ug, z níº následn¥
ur£íme relativní nejistotu ur,g = ug/ḡ a výsledek pak zapsat podle (4) ve tvaru

g = (ḡ ± ug)ms−2 = ḡ(1± ur,g)ms−2. (19)

Tento zp·sob vyºaduje více numerických výpo£t·, nebo´ kaºdou z parciálních
derivací ve vztahu (11) je nutno vy£íslit v bodech ā, b̄, c̄... V na²em p°ípad¥
máme funk£ní závislost g = g(lr, T ), takºe parciální derivaci

∂g

∂lr
= 4π2 1

T 2
(20)

vy£íslíme v bod¥ T̄ = 2.00, coº ozna£íme jako

∂g

∂lr
|T̄=2 = 4π2 1

22
=

4π2

4
= π2 = 9.8696, (21)

a podobn¥ parciální derivaci

∂g

∂T
= −8π2 lr

T 3
(22)

vy£íslíme v bodech l̄r = 1.00m, T̄ = 2.00s a ozna£íme 1

∂g

∂T
|l̄r=1,T̄=2 = −8π2 1

23
= −π2 = −9.8696, (23)

1Je t°eba mít na pam¥ti, ºe jednotlivé výrazy v kulatých závorkách ve vzorci (11) musí mít
stejný rozm¥r jako veli£ina X, v na²em p°ípad¥ g. Jelikoº jednotkou tíhového zrychlení g je
m.s−2, musíme dosazovat v metrech a sekundách. Proto máme v (23) dosazeno l̄r = 1.
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Obrázek 1: Pravoúhlý trojúhelník ABC s pravým úhlem p°i vrcholu C. Je vid¥t,
ºe £ím více je odv¥sna BC krat²í neº odv¥sna AC, tím více bude rozdíl mezi
velikostí p°epony AB a velikostí odv¥sny AC, který je znázorn¥n úse£kou DB,
zanedbatelný. Zde je BC krat²í neº AC pouze asi £ty°ikrát.

a dosadíme do vzorce

ug =

√
(
∂g

∂lr
ul)2 + (

∂g

∂T
uT )2, (24)

coº vede k numerickému výpo£tu

ug =
√

(9.8696 ∗ 0.0005)2 + (9.8696 ∗ 0.01)2 = 0.098701m.s−2. (25)

Pozor, zde jsme op¥t museli dosadit nejistotu ul v metrech, tj. ul = 0.0005m,
aby výsledek m¥l rozm¥r m.s−2!

Poznámka: �tená°i dále doporu£ujeme ov¥°it numerickým výpo£tem, ºe
výsledek ug je p°i zanedbání £lenu v první závorce, který je o dva °ády niº²í,
roven

ug = 0.098690.

Tedy výsledek se li²í od správné hodnoty nepatrn¥ aº na £tvrtém desetinném
míst¥, p°i£emº tento rozdíl spolehliv¥ vymizí p°i následném zaokrouhlení podle
pravidel uvedených v kapitole 2. P°í£inu tohoto zanedbatelného rozdílu lze ná-
zorn¥ vysv¥tlit: vzorec (24) p°ipomíná Pythagorovu v¥tu pro výpo£et velikosti
p°epony pravoúhlého trojúhelníka ug pomocí odv¥sen, jejichº velikostem odpo-
vídají výrazy v kulatých závorkách. Je z°ejmé, ºe pokud je jedna z odv¥sen
výrazn¥ nebo dokonce °ádov¥ del²í neº druhá odv¥sna, viz obr. 1, budou délky
p°epony a del²í odv¥sny prakticky totoºné. Je-li tedy sou£in v n¥které z kula-
tých závorek o jeden nebo více °ád· niº²í neº je °ád ostatních, je moºné ji ihned
zanedbat.

St°ední hodnotu ḡ vypo£teme ze st°edních hodnot l̄r, T̄ dosazením do vztahu
(16), tj.

ḡ = 4π2 l̄r
T̄ 2

= 4π2 1.00

22
= 9.8696m.s−2. (26)
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Nyní je t°eba správn¥ zaokrouhlit výsledek i nejistotu (viz kap. 2)!
Výsledek pak je

g = (9.9± 0.1)ms−2 = 9.9(1.00± 0.01)ms−2 (27)

b) Postup za pouºití vzorce (13)
Druhou moºností je nejprve spo£ítat relativní chybu jistou úpravou vzorce (4),
kterou lze provést práv¥ tehdy, kdyº funk£ní závislost X(a, b, c, ..) obsahuje
pouze sou£in a/nebo podíl mocnin prom¥nných a, b, c.., k, l,m, ..,

Ná² vzorec (16) svým tvarem odpovídá tvaru (12) (násobící faktor 4π2 je
zde nepodstatný), m·ºeme proto podle (13) psát

ur,g =
√
u2
r,l + (2ur,T )2, (28)

coº po dosazení dá

ur,g =
√

(5.10−4)2 + (2.5.10−3)2 = 0.01001 = 0.01. (29)

Poznámka: Op¥t si zde m·ºe £tená° ov¥°it prakticky shodný výsledek p°i za-
nedbání £lenu v první závorce.

Nyní jiº zbývá jen vypo£íst st°ední hodnotu ḡ podle (26), nejistotu ug podle
vztahu

ug = ur,g.ḡ, (30)

numericky
ug = 0.010 ∗ 9.8696 = 0.098696, (31)

kterou zaokrouhlíme na jednu platnou cifru nahoru podle pravidel v kap. 2, tj.

ug = 0.1. (32)

St°ední hodnotu ḡ = 9.8696 je nyní t°eba správn¥ zaokrouhlit tak, aby se °ád
poslední platné cifry shodoval s °ádem nejistoty (viz kap. 2), tedy

ḡ = 9.9. (33)

Kone£n¥ m·ºeme zapsat výsledek

g = (9.9± 0.1)ms−2 = 9.9(1.00± 0.01)ms−2. (34)

Ze srovnání obou metod je vid¥t, ºe zejména p°i vy²²ím po£tu prom¥nných,
kdy je nutno vy£íslit odpovídající po£et parciálních derivací, je druhá metoda
mnohem rychlej²í. Pouºijeme ji tedy s výhodou nap°. v úloze 6 u statické metody,
kdy zji²´ujeme Young·v modul pruºnosti E v tahu, který pak po£ítáme podle
vztahu

E =
1

4

16π2mg

a3by
. (35)

V p°ípad¥ první metody bychom po£ítali 4 parciální derivace postupn¥ podle
prom¥nných m, a, b, y, které by bylo nutno následn¥ vy£íslit v bodech m̄, ā, b̄,
ȳ a dosadit do (11), p°ípad¥ pouºití metody £. 2 dosadíme jednodu²e do vzorce

ur,E =
√
u2
r,m + (3ur,a)2 + u2

r,b + u2
r,y. (36)
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1.4.2 X je funkcí sou£tu a/nebo rozdílu prom¥nných a, b, c, ..

Pokud je funk£ní závislost X(a, b, c, ..) ve tvaru

X = a± b± c± .., (37)

kde jsou hodnoty a, b, c, .. nam¥°eny ve tvaru (8), potom vzorec (13) nabude
tvaru tzv. geometrického sou£tu

uX =
√
u2
a + u2

b + u2
c + .... (38)

Tento vzorec pouºijeme nap°íklad v úlohách, ve kterých po£ítáme ur£itou ve-
li£inu vícekrát pro r·zné nam¥°ené hodnoty, a nakonec z nich ur£ujeme arit-
metický pr·m¥r. Nap°. v úloze £. 4 po£ítáme tíhové zrychlení g z doby kmitu
matematického kyvadla pro dv¥ r·zné délky záv¥su l1, l2. Jim odpovídají hod-
noty

g1 = ḡ1 ± ug1
g2 = ḡ2 ± ug2. (39)

(40)

Výsledné g ur£íme jako aritmetický pr·m¥r

g =
ḡ1 + ḡ2

2
(41)

a nejistotu podle vzorce (38)

ug =

√
u2
g1 + u2

g2

2
. (42)

Zde je nutno d¥lit geometrický sou£et po£tem s£ítanc· v aritmetickém pr·m¥ru
(41), jak lze odvodit ze vzorce (11). Podobn¥ postupujeme v úlohách 5, 7, kde
po£ítáme hmotnost vále£ku mv, resp. modul pruºnosti ve smyku G pro r·zné
kombinace £as· T1, T2, T3 a jim odpovídajícím vzdálenostem a1, a2, a3, a ty na-
konec zpr·m¥rujeme.

1.4.3 X je obecnou funkcí mocnin prom¥nných a, b, c, ..

V p°ípad¥ dynamické metody úlohy £. 6 pouºíváme vzorec

E =
16π2l3mp

a3b(T 2
1 − T 2)

, (43)

který neodpovídá ºádnému z p°edchozích speciálních tvar· funk£ní závislosti
X(a, b, c, ..), a tudíº nelze pouºít ºádný ze vztah· (13), (38). V tomto p°ípad¥
ur£íme nejistotu uE bu¤ uºitím metody 1 popsané v kap. (1.4.1), anebo spo-
£ítáme mezní hodnoty Emin, Emax pro mezní hodnoty veli£in l,mp, a, b, T1,2.
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Zde jsme Emin/max ozna£ili minimální/maximální hodnotu veli£iny E, p°i£emº
de�nujeme

Emin = Ē − uE (44)

Emax = Ē + uE . (45)

V tomto p°ípad¥ je t°eba správn¥ zvolit znaménko ± u t¥chto veli£in. Zde nap°.
bude

Emax =
16π2(l̄ + ul)

3(m̄p + um)

(ā− ua)3(b̄− ub)[(T̄1 − uT1)2 − (T̄ + uT )2]
, (46)

jak plyne z elementární úvahy pro maximální hodnotu zlomku (43). P°íslu²ný
vztah pro Emin si jiº laskavý £tená° snadno rozmyslí sám. Hodnotu E pak
zapí²eme jako

E = Ē ± uE = Ē(1± ur,E), (47)

kde

Ē =
Emin + Emax

2
, (48)

a

uE =
Emax − Emin

2
. (49)

2 Zaokrouhlování výsledk·

Pouºíváme nasledujících pravidel:

• Nejprve zaokrouhlíme nejistotu, a sice na jednu platnou £íslici nahoru
(platné £íslice jsou v²echny £íslice v£etn¥ nuly, pokud je nula uprost°ed
nebo na konci, nap°. £ísla 0.0120, 0.0102 jsou zaokrouhleny na t°i platné
£íslice, ale £íslo 0.0012 na dv¥), tj. nap°. nejistotu 0.041 zaokrouhlíme
na 0.05, ale 0.0409 na 0.04. Pokud je v²ak nejvy²²í platná £íslice 1 nebo
2, zaokrouhlíme na dv¥ platné £íslice, rovn¥º nahoru, takºe nap°. 0.0123
zaokrouhlíme na 0.013.

• St°ední hodnotu zaokrouhlujeme jiº podle standardních pravidel, a to tak,
aby nejniº²í °ád nejistoty opravoval poslední platnou £íslici st°ední hod-
noty.

P°íklady:

0.123± 0.00123 → 0.1230± 0.0013

0.12345± 0.0012 → 0.1235± 0.0012

0.12345± 0.0031 → 0.123± 0.004

(50)
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