DALKOVY PRUZKUM VESMIRU

2. LAKLADY MECHANIKY KOSMICKEHO LETU



8.1.6 Univerzalni gravitac¢ni zakon

Jakmile se Newton ujistil, ze silové pusobeni Slunce na planety, silové pusobeni
Zemé na Meésic a zemska tize jsou vsechny popsany stejnym zékonem, formuloval
roku 1684 univerzalni gravitaéni zakon:

Libovolna dveé télesa se pritahuji silou, ktera je primo imeérnd sou-

¢inu jejich hmotnosti a nepifimo umérna ¢tverci jejich vzdalenosti.

Newtonuv gravitacni zakon plati v celém vesmiru a urcuje pohyby planet, ko-
met, umélych sateliti. stejné jako hvézd a galaxii. Gravitace zpusobuje stéricky
tvar velkych nebeskych téles. Gravitace umoznuje hvézdam dosdhnout dostatec-
ného tlaku a teploty k zapaleni termojaderné reakce. Gravitace pridrzuje vodu a
vzduch k povrchu Zemé. Proménna gravitace zpusobena pohybem Mésice a Slunce
zpusobuje pravidelnd dmuti hladiny vsech mori, tzv. prilivy a odlivy.
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Ilustrace ke gravitacnimu zédkonu

Univerzalni gravitacni zdkon vyjadien vzorcem zni




Univerzalni gravitacni zdkon vyjadren vzorcem zni
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kde konstanta imeérnosti s se nazyva gravitaéni konstanta a ma hodnotu
10— ‘ 2
72 6.6732 x 107 Nm? /kg” .

Velikost gravitaéni konstanty Newton neznal, poprvé ji naméril az HENRY CA-
VENDISH roku 1798 pomoci presnych torznich vah. Podafilo se mu poprvé zmérit
malé pritazlivé sily, kterymi na sebe ptisobi dvé velké a dvé malé olovéné koule.
Konstanta »r je dodnes jednou z nejméné presnych fyzikalnich konstant.

Schéma usporadani Cavendishova experimentu.

f>ﬂ_ E Z reakce torzniho vldkna na silovy moment M
F M G je mozno urcit gravitacni silu a odtud gravi-
G _

O tacni konstantu.




O nepatrné velikosti gravitacnich sil svedéi napiiklad tato skuteénost. Kdyby-
chom meéli ve volném prostoru dvé stejné olovéné koule, kazdou o prumeéru jeden
metr, ve vzdalenosti jeden kilometr od sebe a na pocatku v klidu, pak by se obé
koule vzajemnym gravitaécnim pritahovanim uvedly do pohybu a srazily by se az
za 460 dni!

A - -~ ~ 1 s 2 . - _ . s ~ _ . ~ . ’

Smer pritazlivé sily je urcen spojnici obou téles, jak to vyzaduje zdkon akce a
reakce. Proto je mozno zapsat gravitacni zdkon také v obecném vektorovém tvaru

MM

(8.5)

kde r je polohovy vektor télesa mso vzhledem k m, a Fg je sila, jakou je hmotny
bod mo pritahovan k m;.

Az do objevu gravitaé¢niho zékona pusobily vsechny zndmé sily kontaktem te-
les, tedy na blizko. Gravitace byla prvni silou, ktera ptsobi na dalku, ad distantio,
a to podle Newtona okamzité. Vsechna astronomickd pozorovani to skutec¢né po-
tvrzuji. Nicméné ani sam Newton silovému pusobeni na dalku nerozumeél a pokud
byl dotazan na podstatu své gravitacni sily, odpovidal vyrokem: Hypotheses non
fingo (Hypotézy nevymyslim). Moderni vyklad silového pusobeni na dédlku spoéiva
v zavedeni hmotného silového pole v prostoru, kde se télesa nachazeji. Ukazuje se
také, ze silové pusobeni neni okamzité, ale ma konecnou rychlost, kterou je rychlost
svetla. Tato vétsinou mald zpfesnéni popisuje teorie gravitace ALBERTA EINSTEINA
z roku 1916, kterd je zndma spise pod ndzvem obecnd teorie relativity.




8.2.2 Reseni Keplerovy tilohy

Budeme tedy zkoumat, podobné jako Newton. pohyb planety nebo komety o hmot-
nosti m v gravitaé¢nim poli nehybného Slunce o hmotnosti Mg. Pohyb planety je
popsan pohybovou rovnici

Mg

r — —sr——r.
,},,3

Trajektoril planety muzeme pohodlné najit napriklad pomoci Binetova vzorce. jako
jsme to deélali jiz dfive v dynamice. Nas vsak zajimd 1 ¢asovy prubéh pohybu.
Uké&Zeme s1 proto jiné feseni, které vyuziva integralu pohybu, tj. zakona zachovani
energie

1 9 mM g
FE = =-mv® — sx——
2 r

a zakona zachovani momentu hybnosti planety
L = -'rn.rzg.b:

ktery je jen jinym vyjadienim druhého Keplerova zdkona.




pohyb po hyperbole Prubéh efektivniho potencidlu Ue () a cel-
kova energie I/ urcuji, zda bude pohyb planety

}.1
T// omezen na interval r; < r < ro (pohyb po
pohyb po elipse elipse) nebo omezen jen zdola ro < r (pohyb
\/ po hyperbole).

V polarnich souradnicich je mozno psat mechanickou energii planety ve tvaru

1 , .2 mhl g
E = Em (7‘2 + 7‘2@ ) — o —

-
Vylouéenim ¢ pomoci (8.6) dostaneme

1 1 L? mM g |
E—=—-mr?t —o—— 32— _yp? Us (1),
2 I 7y 2 + Vet (1),

kde Ut () predstavuje efektivni potencidlni energii. Tato rovnice predstavuje
diferencidlni rovnici pro funkei 7 (t), kterou mizeme upravit do tvaru

7
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a vytesit. Hledejme ale nejprve rovnici trajektorie r (¢). Cas z rovnice vylou¢ime
opét pomoci druhého Keplerova zdkona (8.6). Plati

dr  dr do . L
f=—=——=7¢=r
di do df |

mr2’

kde ¢arkou oznacujeme derivace podle azimutu ¢. Substituce

1 to 2 . / L
uw=— dava 7=-—u —.
r '

a odtud

. du 2mE  2xMgm? 5
U = — = I + U — u-.

~do L? L?

Tuto diferencialni rovnici umime vytesit napriklad separaci proménnych. Oznacime-
li kofeny kvadratické funkce pod odmocninou jako uy a us, pak bude feseni u (¢)
realné, jen pokud plati u; > u > us. Pomoci kofent uy a us 1ze diferencidlni rovnici
zapsat ve tvaru

uw' =4/ (ur — u) (u—us).




Které znaménko u odmocniny skutec¢né plati, to rozhodnou pocatecni podminky.

Pro koreny 1 a us plati znamé Vietovy véty

2¢eM em?
72

U1 + Un = a

Oba koreny jsou tudiz kladné, jen kdyz je £/ < 0. Planeta je pak vazana v gravitac-
nim poli Slunce 71 < r < ry a nemiuze jej opustit. V pripadé £ = 0 vychazi us = 0,
takze planeta se muze vzdalit az do nekoneé¢na ro — oo. Koneéné v pripadé, ze

£ > 0, bude us 1 79 zdporné a pohyb planety je rovnéz omezen jedinou podminkou
r <.

Keplerova iloha. Planeta obiha po elipse v prs-
tencli vymezeném dvéma extrémnimi hodno-
tami vzddlenosti r1 a r2 od Slunce.




Separaci proménnych dostaneme nejprve rovnici

du

V(ug —u) (u—us)

+dop = ;
a odtud jeji integraci dostaneme

U — U1 +us

F (¢ — &) = arccos ——=

Obvykle volime pocatek meéreni azimutu ¢ v perihéliu, tj. tam, kde je u = u; =
Umax, T€SP. ' = I'| = Tmin, Proto je ¢o = 0. Zaroven azimut mérime obvykle na tu
stranu, na kterou azimut prirozenym pohybem planety skutecéné roste. Proto plati

jen znaménko plus. Reseni rovnice ma tedy tvar

U1 + u9 U1 — U9 .
u = -+ Ccos @,

2 2

coz je obecnd rovnice kuzelosecky

1 1

—=—(l+ecoso). (8.8)

r o p
7, geometrie kuzelosecek je znamo. ze pro e = 0 dostaneme r = p = a, tj. Kruznici,
pro e < 1 dostaneme elipsu, pro e = 1 dostaneme parabolu a konec¢né pro e > 1
dostaneme jednu vétev hyperboly. Porovndnim feseni (8.7) s rovnici elipsy (8.8)
dostaneme pro parametr p rovnici

1 U + U 2 Msm?
Bl f— - 8 . 9




a pro excentricitu e rovnici

T2
2L (8.10)

uy +us uy +ug)® 2 MEm®

Tim jsme dokazali prvni Keplertav zakon pro pohyb planet. Zaroven jsme jej roz-

sirili o poznatek, ze draha télesa nemusi byt elipticka, pokud ma téleso dostateénou

energii. V pripadé, ze je celkova energie I télesa kladna, je jeho draha hyperbolicka,

protoze pak je e > 1. V pripadé, Ze energie télesa je presné rovna nule, pohybuje

se téleso po parabole, nebot' je e = 1. Specidlné pro elipsu je velkd poloosa rovna
ry -+ ro U1 + U9 zxmM g

= — X))
) > IR OF

Obracené plati také
xmMg L
F=—-—— (8.11)
2a
takze celkova energie planety zavisi jen na velké poloose jeji obézné drahy. Podobné
z rovnice (8.9) vyjaddrime orbitdlni moment L pomoci drdhovych elementu

L? = »xMgm?p. (8.12)




Orbitdlni moment muzeme vyjadrit také pres plosnou rychlost w = mab/T vztahem
L =2mw = 2mmab/T. Dosazenim do (8.12) odtud dostaneme po malé tprave treti

Keplerav zakon ve tvaru

)

a>  xMg

Pomoci univerzalniho gravita¢niho zdkona jsme tak pohodlné dokazali vsechny tri

Keplerovy zéakony.




8.2.4 Keplerova rovnice

Trajektorii planety r (¢) uz zndme, musime jesté najit zévislost polohy planety na
case, hledame tedy ddle funkce ¢ (t) a r(t).Z (8.6) a (8.12) mame

. L vxMsp  \/xMsp 2
= ~ = — (14 ecosd)”,
mr? r2 p?

takze separaci proménnych a integraci odtud dostaneme

/ ¢ do
0 (14 ecos (,:-_"))2

a spocteme. Tak dostaneme

M =2 (arctg Y — 61 —:—JUQ) :




kde vyraz na levé strané rovnice

se nazyva strfedni anomalie a n = \/ xMg/a? stFedni pohyb planety. Pro prak-
tické vypocty v astronomii je tento vzorec nevhodny, protoze se jednd o relativné
slozitou transcendentni rovnici vzhledem k y. Proto se zavadi dale excentricka
anomalie E vztahem
te=, pakje —l— —isinE
y—=1tg5, Ppakje ———= = silL.
2 l+y> 2

Tak dostaneme mnohem vhodnéjsi vzorec k vypoétu excentrické anomadlie zndmy
jako Keplerova rovnice

M=FE—esnE. (8.15)




Pr1 vypoctu polohy planety se tedy v praxi postupuje takto: Pro dané parametry
elipsy a, e spocteme v dany okamzik ¢ nejprve stredni anomalii M planety podle
(8.14). Odtud pak pomoci Keplerovy rovnice (8.15) najdeme excentrickou anomaélii
E a z ni pak spoéteme pravou anomalii (azimut) ¢ pomoci vzorce

Vzdalenost planety pak spoéteme bud jiz ze znamé pravé anomalie ¢ a z rovnice
elipsy (8.8) anebo s pomoci excentrické anomadlie F ze vztahu

r=a(l—ecosk),

ktery dostaneme tpravou vzorce (8.8), kam dosadime za vyraz

1 —tg? % cos b —e

Ccos () = — — - .
| 1+tg2% l —ecosE




8.3.1 Prvni kosmicka rychlost

Jiz Newton zkoumal, jak by se ménil pad koule vystrelené horizontdlné z déla na
vézl o vysce H nad zemskym povrchem, kdybychom zvysSovali pocatecni rychlost

koule. Galileo ukazal, ze pro malé rychlosti vy by se koule pohybovala po parabole

a na zem by dopadla za ¢as to = \/2H/g, pritom by doletéla do vzddlenosti D =

'2.-‘01?0 = Vo\/ 2 /g

Trajektorie delové koule pri zvysSovani poca-
tecni rychlosti vy.

Kdybychom rychlost koule déle zvysovali, dopadala by koule dél a dél od véze,
az by se pocalo vyraznéji projevovat zakulaceni povrchu Zemé. Pti urcité rychlosti
vo = v by koule padala k Zemi prave tak rychle, jak rychle by pod ni povrch Zemé
ubihal. To by nastalo prave v tom okamziku, kdy by se krivost drahy koule rovnala
kiivosti povrchu Zemé. A protoze polomér kiivosti drahy koule pfi vodorovném
vrhu je r = v /g a polomér Zemé je Ry, dostaneme z podminky r = Rz rychlost

(8.20)




Tato rychlost se nazyva prvni kosmicka rychlost a je to nejmensi rychlost, kte-
rou musime satelitu udélit, aby nespadl zpét na povrch Zemé. Pochopitelné, zde
neuvazujeme odpor atmostéry.

Prvni kosmickou rychlost muzeme pohodlné ziskat také ivahou, Ze koule bude

obihat kolem Zemé po kruhové draze o poloméru Rz, pokud bude mit takovou
rychlost v7, ze jeho dostiedivé zrychleni a = v?/R; bude pravé rovno tithovému

zrychleni g. Odtud opét dostaneme vzorec (8.20).
Obéznd doba satelitu, pripadné kosmické lodi, obihajiciho kolem Zemé je tedy
rovna




Jestlize sem dosadime za hmotnost Zemé vyraz My = %ﬂ'pZR'gzg dostaneme pro

obéznou dobu vzorec

podle kterého nezavisi perioda obéhu satelitu prekvapivé na velikosti planety, ale
jen na jeji stredni hustoté p,. Z obézné doby T nizkoleticich satelitd muzeme
naopak spocitat hustotu planety podle vzorce

B 3T
p= 212

Redlné satelity musi obihat Zemi nad atmostérou, tedy ve vyskach nad 200 km .
Ma-11 satelit obihat ve vysce H, bude polomér jeho kruhové drahy rg = Rz + H.
Dostrediva sila na kruhové obézné draze se musi rovnat pritazlivé sile gravitaéni,
odtud je potrebna kruhova rychlost satelitu rovna

Kruhova rychlost je tedy vzdy mensi nez prvni kosmicka rychlost.




8.3.2 Obecna draha satelitu

Vratme se zpatky k Newtonovu délu. Jestlize vystirelime délovou kouli rychlosti vg
horizontdlné ve vzdalenosti rg = Ry + H od stredu Zemeé, pak moment hybnosti
koule je roven L = mroug a energie koule je rovna

| BN mMz 1

. 2 2
EF==-mvf — —— = =m (v5 — 2037 ).
) 0 ro 2 ( 0 fx)

Pro excentricitu jeji dréhy plati vzorec (8.10), jestlize tam dosadime za L a E podle

poslednich dvou vzorcu., dostaneme po uprave vysledek

je kruhova rychlost prislusnd dané vzdalenosti rg od stredu Zemé.




Zavislost excentricity e a velké poloosy a dréahy
koule na jeji pocatecni rychlosti vo. VSimneéte
si dvou vyznamnych bodu v = v, kde je
trajektorii kruznice a v9p = vx v 2, kde je tra-
jektorii parabola.

Velkd poloosa drdhy se najde ze vzorce (8.11)

To
= : 8.22
5z v [v3 (8.22)

Pro vg > vgv2 vychazi poloosa a zaporna, elipsa tedy prechéazi v hyperbolu.
Parametr p vsak zustava kladny a stidle monoténné roste s pocateéni rychlosti
koule. Parametr p se spoéte pohodlné ze vzorce (8.9), odtud po dosazeni za orbitdlni

moment L najdeme




Parametr p je na obrazku zobrazen pro kazdou trajektorii kvadraturou, tj. useckou
S P, kterd je kolma na vertikdlu AS. Vzorec je mozno prepsat také do tvaru

i '|2 / 12
o » o "’z’ 12 T g.
P 70 g

z néhoz je zrejmé. ze parametr p ma vyznam poloméru kiivostl trajektorie koule
ve vrcholu A dréhy.

> pfimka

Trajektorie koule v z&vislostl na pocatecni
rychlosti vg.




Trajektorie koule v zéavislosti na pocatecni
rychlosti vg.

Nyni provedeme struc¢nou diskuzi téchto vysledkt. Pro malé rychlosti bude e —
1l a a— rg/2. Drédhou koule bude velmi vystredna elipsa, témér parabola AS, jak
veédeél jiz Galileo. Pro vg < vg bude e < 1 a a < rg. Drahou koule bude elipsa se
stredem uprostred Zemé. Pro vg = vxg bude e = 0 a a = 7rg. Drahou koule tedy
bude kruznice a koule se stane umélou druzici Zemeé, pohybujici se prvni kosmickou
rychlosti. Pro vg = v V2 bude e = 1 a velkd poloosa trajektorie diverguje a — oc.
Drahou koule bude parabola a jde o pohyb druhou kosmickou rychlosti. Koneéné
pro vy > UrV2 bude excentricita vetsi nez jedna e > 1 a velkd poloosa bude
zaporna a < 0. Drahou koule tedy bude hyperbola a koule unikne navzdy z oblasti
zemské pritazlivosti.




8.3.4 Druha kosmicka rychlost, tinikova rychlost

Pokud budeme chtit vyslat kosmickou sondu mimo dosah gravitaéniho pusobeni
Zemé, musime ji dodat rychlost, kterou nazyvame druhou kosmickou rychlosti.
Je to nejmensi mozna rychlost, ktera umozni télesu odletét nekonecéné daleko od
Zemé. Prislusnou driahou je zrejmé parabola. Minimalni rychlost sondy najdeme z
podminky, ze jeji celkova energie je rovna nule

I 5 mM z

E = —mvy; —

2 Rz

Odtud mame druhou kosmickou rychlost

M
22 — y;/2 72 11.2 km /s.
Ry

Tato rychlost se bézné nazyva také tiinikovou rychlosti.




8.3.6 Treti kosmicka rychlost

Zemé obihd kolem Slunce ptiblizné po kruhové draze. Jeji rychlost najdeme jako
prislusnou kruhovou rychlost podle vzorce

Tuto rychlost najdeme také tak, ze vyuzijeme znalosti o délce obézné dridhy a
délce obézné doby Zemé kolem Slunce. Ziejmé je vys = 27rg/T ~ 29.8km /s, kde
rs Az 1 AU ~2 149.6 miliénua kilometru je vzdalenost Zemé od Slunce a T' ~2 365.25
dne je siderickd obézna doba. Pokud bychom chtéli. aby Zemé opustila sluneéni
soustavu, museli bychom ji udélit rychlost v;rs takovou, aby se mohla vzdalit do
nekoneéna po parabolické draze. tedy jakousi druhou kosmickou sluneéni rychlost.
/rejmeé plati

UVrrs — ’UIS\/§ 2 42,1 kIll/S .

Pokud budeme Zemi urychlovat ve smeéru jeji nynéjsi obvodové rychlosti vyg, staci
ji udelit jen dodateénou rychlost

Virs — Vrs == 12.3 kﬂl/S .




Totéz plati pro kosmické sondy, které chceme vyslat pryé ze slunecni soustavy.
Nejmensi rychlost vrrr, kterd kosmické sondé dovoli opustit sluneéni soustavu, se
nazyva treti kosmicka rychlost. Predpoklddejme, ze sonda je po startu urychlena
na rychlost vrrr ve sméru orbitdlni rychlosti Zemé kolem Slunce. Cést této rychlosti
vsak sonda ztrati na prekonani gravitacniho pole Zemé, v dostateéné vzdalenosti
od povrchu Zemé musi mit sonda rychlost v = virs — vrs ~ 12km /s, kterou

najdeme ze zakona zachovani energie sondy

2 2

79 -1‘ -\ -12 719

— — —
Ll

2 Rz 2 2

2
0

2

Symbol ~2 jsme zde pouzili vzhledem ke skuteénosti, Zze zménu gravitaéni ener-
ogle Zemé a sondy vzhledem ke Slunci v této aproximaci zanedbavame. Odtud jiz
dostaneme pro treti kosmickou rychlost znamy vztah

1 s 71 ! 12 — 1 J1 2 / 12 o a)
Urrr = \/’(%C + U7 = -\/(ijg — t.JIS) + U7 16.6 kn’l/b .




8.3.7 Ctvrta kosmicka rychlost

Nekdy se pouziva jesté pojem ¢étvrté kosmické rychlosti jako nejmensi poca-
tecni rychlosti nezbytné k tomu, aby kosmickd sonda dopadla na povrch Slunce.
K tomu dojde, kdyz sondu tentokrat urychlime ve sméru opacéném ke sméru or-
bitdlni rychlosti Zemé a ta po prekondani gravitaéniho pole Zemé ziskd rychlost
Uso = —Vzg vzhledem k Zemi nebo v/ ~2 0 vzhledem ke Slunci, takze pak sonda
dopadne volnym padem na povrch Slunce. Pomoci zdkona zachovani energie opét
najdeme priblizny vztah mezi vy a v, plati

2 vhH-  xMyg

1

Iy

L

2 2 Rz

odtud je potrebna rychlost sondy rovna

VI A A /-g;gc + -g;? — \/ "U%S -+ -v% 7 A 31.8km /s.

Pokud bychom tedy chtéli poslat umeélou kosmickou sondu ke Slunci, museli bychom
ji dodat rychlost 31.8km /s, tj. rychlost dvakrat vyssi nez je rychlost postacujici
k opusténi slune¢ni soustavy. Dostat se ke Slunci je tedy energeticky mnohem
obtiznéjsi nez uniknout z jeho pritazlivosti pryc.




8.3.8 Orbitalni manévry

Zakladnim problémem kosmonautiky je presunout kosmickou sondu z orbity jedné
planety na orbitu jiné planety kolem Slunce. Pro jednoznac¢nost v dalsim predpo-
kladejme, ze druha planeta se nachazi dale od Slunce nez planeta prvni, v opacném
piipadée by byl postup analogicky. jen misto urychlovani by se sonda musela zpo-
malovat. V zdkladni formulaci problému se dale predpokladd. ze orbity planet jsou
kruhové a ze maji poloméry r; a ro a rychlosti v1 a v2. Nejjednodussi variantou or-
bitdlniho manévru je udeélit sondé pomoci raketovych motora kratky impulz, ¢imz
vzroste rychlost sondy o Avp a sonda prejde na elipticku drahu, kterd se v aféliu
dotyka drahy druhé planety. Protoze vzdalenost perihélia je rovna vzdéalenosti 74
prvni planety od Slunce a vzdalenost afélia vzdalenosti 7o druhé planety od Slunce,
rovna se velkd poloosa eliptické drahy sondy hodnoté
a = % (r1 +72) .

V aféliu dostane sonda druhy rychlostni impulz Av 4, ¢imz ziskd rychlost vo a prejde
na kruhovou drahu shodnou s orbitou druhé planety. Toto je souc¢asné nejekono-
mictéjsi mechanismus orbitdlniho manévru pro presun mezi planetami a popsal jej
j1z roku 1920 WALTER HOHMANN.




Orbitalni manévr, sonda odstartovala ze Zemé
Z, kde dostala impuls Avp a leti k drize Jupi-
tera J, na kterou prejde po obdrzeni impulzu
Avp. Koneéna rychlost sondy je va.

Najdeme jesté prislusné rychlostni impulzy. Orbitalni rychlosti prvni a druhé
planety jsou

Rychlosti sondy v perihéliu, kdy je r = r; a atéliu eliptické dréahy, kdy je r = ro
jsou podle vzorce (8.13) rovny

2?‘2
r1 T2




Jako priklad si vezméme sondu vyslanou ze Zemé na Jupiter. V tom piipadé
jery =~ 1AU a ro ~ 5.2 AU, vy ~ 29.8km /s a vy ~~ 13.1km /s, rychlost sondy v
perihéliu a aféliu je vp ~~ 38.6km /s a v4 ~ 7.4km /s a tedy potiebné rychlostni
impulzy maji velikost Avp ~~ 8. 8km /sa Avy =~ 5. Tkm /s. Celkovd doba manévru
piitom trva At ~ 2.7 roku.

S popsanym manévrem bezprostredné souvisi také randezvous problem, t).
problém, jak zajistit, aby se na konci manévru nachézela vedle sondy 1 druha pla-
neta. Toho se dosdhne jednoduse tak, Ze cely orbitdlni manévr spravné nacasujeme,
t]. zahajime ve spravny okamzik. Celkova doba letu sondy je zrejmé rovna poloviné
periody 1’ prislusné eliptické orbity. plati tedy

3/2

(r1 + 7‘2)3 Ty (71412

2:cMg 2 21




Oznacime-li délky planet {1 a [o na pocatku t1 a na konci to = t; + At manévru,
pak za predpokladu kruhovych drah plati [ = L1 + nq1tq a ls = Lo + nota, kde

jsou stredni pohyby planet a L a Lo délky planet v okamziku ¢ = 0. Aby sonda na
konci manévru, tj. v ¢ase to potkala druhou planetu a mohla prejit na parkovaci
driahu, musi zrejmeé vyjit [ = [; + 7. odtud jiz dostaneme pro okamzik pocatku a
konce orbitalniho manévru jednoduché vzorce

b Lo — L1 —m+noAt o Lo — L1 —m+niAt
o ny — no IR ny — na '

Startovni okno t; souvisi s okamzikem t5 opozice druhé planety vzhledem ke Slunci
jednoduchym vztahem

no At —
ny —no

t1 =to +

Ndasledujici startovni okno se dostane jednoduse prictenim synodické periody T/ =

2w/ (n1 — na).




Zmeéna A6 sklonu orbity se dosdhne piri¢nym
impulzem Aw.

Dalsim vyznamnym manévrem je zmeéna sklonu orbity. Toho se dosdhne nej-
snaze priecnym impulzem Av v okamziku, kdy je sonda v uzlu své drahy. Tim se
sklon drdhy 6 zmeéni o hodnotu A#, pro kterou ze vzorce pro sklddani rychlosti
plati

A6 B Av
9 — 3

sin

kde v je aktualni rychlost sondy v uzlu.




8.3.9 Gravitacni manévr

Kosmonautika je velmi drahd, k urychleni kazdého jednoho uziteéného kilogramu
sondy az na tieti kosmickou rychlost spotiebujeme zhruba tunu toho nejkvalit-
néjsiho raketového paliva. Pokud by existovala moznost. jak sondu urychlit levnéji,
mohlo by to kosmautiku vyrazneé zlevnit. Jedna takovd moznost skutecné existuje a
nazyva se gravitacéni manévr, také gravita¢ni asistence nebo metoda gravita¢niho

praku. Spoc¢iva v tom, ze sondu urychli gravitaéni pole pomocné planety.

Z pohledu Slunce z pohledu Jupitera

Sonda odstartovala ze Zemé Z, po urychleni
E ziskala rychlost vp ~ 38.6km /s a pokud

| +Av , e o . . .
—Av, se potkd v miste S s Jupiterem, dojde k je-
jimu urychleni o 2Avs =~ 11.4km /s z rych-
losti va ~ 7.4km /s na kone¢nou rychlost

v~ 18.8km/s.




Uvazujme sondu, kterad se blizi ke druhé planeté po prvni fazi Hohmannova
orbitalnim manévru. Vzhledem k planeté se sonda pohybuje zhruba po hyperbolické
draze a ma relativni rychlost Avsy = v9 — v4. Obletem planety muze smér svého
letu zménit az o 180°, takZze zmeéna rychlosti sondy muze dosdhnout az 2Av 4.
Vzhledem ke Slunci pak bude mit sonda koneénou rychlost

UV —7T4Q -+ QA'UA — 2‘1.-‘2 — Vg4 — U2 2 — .

Gravitaéni asistence se vyuziva napiiklad k urychleni sond smétujicich do vzda-
lenych oblasti sluneéni soustavy. Sonda, ktera ztraci rychlost tim, jak se vzdaluje
od Slunce, ziskd presnym navedenim své drdhy ke vhodné planeté az dvojnaso-

bek rozdilu Av, jeji orbitdlni rychlosti a rychlosti sondy. Napriklad Jupiter muze
urychlit pozemskou sondu az o 2Av4 =2 11.4km / s. Urychlend sonda pak muze po-
kracovat dél rychlosti v ~ 18.8km /s. Tato rychlost je vétsi nez tinikova rychlost
v9v/2 22 18.5km /s ze sluneéni soustavy z obézné drdhy Jupitera, takze popsany
mechanismus skuteé¢né umoznuje vystrelovat sondy do mezihvézdného prostoru.




8.3.10 Vliv atmosféry na pohyb satelitu

Umelé druzice Zemé obihaji typicky ve vysce 200 km a vyse rychlosti kolem 8 km /s,
takze jeden obéh se uskutecni zhruba za 90 minut. I kdyz je v téchto vyskach stredni
hustota atmostéry mald, je asi 101" krat mensf nez u hladiny mote, piesto mé odpor
vzduchu na pohyb a zivotnost satelitu velmi vyznamny vliv. Trvalé tteni o ridky
vzduch zpusobuje postupnou ztratu energie satelitu a jeho nezadrzitelny pokles
na nizsi orbitu. Soucasné dochéazi ke zrychlovani satelitu a zkracovani jeho obézné

doby.

|
\ |
|

| (a) Odporové sila F a gravitacni sila G puso-

I
W . o s : :
\ /) bici na satelit S. (b) Pokles vystiednosti orbity
zpusobeny odporem vzduchu.

Pohybové rovnice satelitu mizeme vyjadrit v prirozenych slozkéch sily a zrych-

|‘ \
.x;l
/

leni

muv 2

mv=—F +Gsinfl a = (G cos 0,
0




kde G = »>mMz/r? je tiha satelitu, F' odpor vzduchu, p polomér kiivosti dréhy a
¢ sklon drdhy. Z geometrie déle plati sin @ = —7/v. Pro pfiblizné kruhovou orbitu
je sklon @ maly, pak plati aproximace 6 ~ —7 /v, p ~~ r a pohybové rovnice maji
tvar

mv ~ —F 4+ emMz0/r*,  mv* =~ semMz /.

Derivaci normalové slozky pohybové rovnice dostaneme 2v/v =~ —7/r, odtud je
0 ~ —r/v ~ 20r/ v?. Po dosazeni do teéné slozky pohybové rovnice dostaneme
muv ~2 I, nebot’ GO ~2 2mv. Rychlost tedy skutec¢né roste imeérné velikosti odporové
sily F. To vsak znamend, ze plati také vzorec 0 ~ 2F/G. S rostoucim odporem F
se uhel poklesu 6 zvétsuje a pad satelitu se zrychluje. P11 stalém 6 plati pro vysku
satelitu

h = hg + 1t =2 hg — V0T,
odtud je doba padu zhruba

tg ~ }ZD/“UQ.




V prvni aproximaci muzeme pocitat hustotu atmostéry podle barometrické fo-
mule

p = poe "

kde H =2 8km je charakteristickd vyska atmosféry. Skuteéna hustota atmostéry
zavisi ovsem vyrazné na teploté, kterd je déana predevsim denni dobou. Napriklad
ve vysce 300 km je ve dne hustota vzduchu asi dvakrat a ve vysce 1000 km az
tficetkrat vyssi nez v nocl. Také proto mohou byt nase dalsi vypocty jen hrubé
a orlentacni. Pro satelit o rozméru a a hmotnosti m je podle Newtonova vzorce

odporova sila F' ~~ % pv2a?. Uhel klesani je tedy piiblizné dén vzorcem

- 2 2 2,.
2F  pva PO _n/H

Iy Iy, Iy,
o e L

G mv?/r m




Numericky pro satelit o rozméru a =~ 1m a hmotnosti m = 100kg vychazi pro
hi =~ 100km sklon 67 == 0.2, pro ho == 200km je sklon 8> == 9 x 1077 a pro
hs ~ 300km je sklon 03 ~= 3 X 10712, P#islugnd doba zivota satelitu na obézné
drize je ddna vzorcem (8.23), odtud dostaneme t; == 50 sekund, t5 == 320 dnf a
t3 = 350000 let. Z téchto hrubych odhadu je ziejmé., pro¢ musi byt vyska satelitu
alesponn dvé sté kilometri nad povrchem Zemé. Podobny problém vsak odpada
napriklad u Mesice, ktery zadnou atmostéru nema.

Je-li obézna draha eliptickd, projevi se odpor vzduchu predevsim v oblasti peri-
gea. Pokles rychlosti ma za néasledek pokles excentricity, takze drdha satelitu se
postupné stava kruhovou.

Presny popis vlivu odporu atmostéry je obtizny pro neznalost presné hustoty
vzduchu. Odhad zbyvajici doby zZivota satelitu se proto provadi z méfeni obézné
doby satelitu. Pokud se obéznd doba satelitu zkrati o AT, pak tomu odpovida podle
trettho Keplerova zédkona pokles vysky o Ah = 2r AT /3T. Satelit proto spadne na
zem za cas

J hoT 3ho T>

T

to =

" Ah

i
o

2rAT
Pokud napiiklad nameérime u satelitu ve vysce hg ~= 200 km nepatrné zkraceni
obhézné doby o AT = 1s, pak to znamend, ze satelit klesne pii kazdém ohéhu o

vysku Ah =z 800m . Zbyvajici doba zivota satelitu ¢ini uz jen tg ~z 15dni, tj. asi

250 obletu.
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Priklad 8.2 Popiste parametry letu sondy ze Zemé na Venusi. Polomér drahy Venuse je rv =
0.723 AU a Zemé& rz = 1.000 AU.

Redeni: Energeticky nejvyhodn&jéi je dréha, kterd se v perihéliu dotykd ob&zné drihy Venuge
a v aféliu obézné drahy Zemé. Odtud je velka poloosa

0= % (rz +1v) ~ (0.723 + 1) /2 = 0.862 AU

a excentricita drahy
e="12_""V L 0.161.
rz + v
Pokud jde o impulzy p¥i orbitdlnim manévru, pak plati

2ry-
Avp = vy ( v 1) ~ —2.5km /s

rz +rv

A , QT‘Z
Avy =vz,/— |1 —/——— | = —2.7km /s.
4 “ TV ( rz +rv ) /

Znaménka minus zde znamenayji, Ze je tfeba sondu zpomalit a Ze je tfeba také zaménit vyznam
oznaceni P a A, tj. P znali ve skutecnosti afélium a A perihélium. Aby se tedy sonda dostala
k Venusi, musi nejprve zpomalit z vz ~ 29.8km /s, coz je orbitdIni rychlost Zemé kolem
Slunce, na vp =~ 27.3km /s, a po dobé& letu odpovidajici poloving ob&zné periody T

o __I_ ?”Z—f—?”v
t=5l =51z ( oy

musi znova zpomalit svoji rychlost z va =~ 27.3km /s na v ~ 24.6km /s, coZ je orbitélni
rychlost Venuse kolem Slunce.

3/2
) ~ 0.400 roku =~ 146 dni




Priklad 8.3 Za predpokladu, Ze planeta obiha po eliptické draze s velkou poloosou a a excen-
tricitou e, spoctéte jen za pomoci zédkonli zachovani energii £ a moment hybnosti L planety,
rychlost planety v perihéliu v1 a v aféliu v2 a rychlost planety v ve vzdéalenosti » od Slunce.
ReSeni: ProtoZe se planeta pohybuje po elipse, je vzdélenost planety od Slunce v perihéliu
rovna 1 = a(l —e) a v aféliu o = a (1 + e). Ze zdkona zachovani momentu hybnosti

L = mrivi = mravs

vyjad¥ime rychlost v aféliu
1—e

Nyni dosadime do zdkona zachovani energie

1 5  2embMs 1 o 2mMs
EF==-mv] — —— = =mv3; — ——
2 1 2 T2

Zza 11,72 a v2, po Upravé odtud dostaneme vzorec pro rychlost planety v perihéliu a aféliu
x«Ms1+e \/ xMs1—e

a 1—¢€’ a l+e
Jestlize nyni dosadime do vzorce pro mechanickou energii naptiklad » = r1 a v = v1, dosta-

m =

neme po Upravé vysledek

1 5 2mMsg semM s
E=—-m’———=———7—.
2 r 2a

Pro orbitalni moment podobné dostaneme vysledek

L =mriv, = 'm..\/}fﬂ-fga (1 —e2) =m+/Msp.




PFiklad 8.0 Jestlize svételné paprsky dopadaji na povrch télesa, plsobi na n&j jistym malym
tlakem. Svételny tlak slunecnich paprski je mozno v principu vyuzit k pohonu kosmické sondy:.
Uvazujte sondu, ktera obiha kolem Slunce po kruhové draze o poloméru rg. V jistém okamziku
sonda rozprostre velkou plachtu o plose S a automatika zajisti, aby byla plachta po celou dobu
orientovana kolmo ke sluneénim paprskiam. Popiste pohyb sondy. Uloha je zndmd jako sluneéni
plachetnice, F. A. CANDER 1924

Regeni- Sonda se a7 do okamziku rozevieni plachty pohybuje rychlosti 19 = \vf";{ﬂl.-f,,fru. Po
rozevieni plachty piisobi na sondu vedle pfitazlivé gravitaéni sily G = semM /r? také odpudivy
svételny tlak p, ktery klesa se vzdalenosti stejné jako gravitace Tlakova sila je tedy rovna

2, 2
T =pS = pgSry/r”,
kde po je tlak slunecniho zareni ve vzdalenosti o od Slunce a S plocha plachty. Celkova sila
piisobici na sondu je tedy rovna
. 2 .2 2 o2
F=G—-T=:xmM/r" —poSry/r" = 2emM /r".

Sila ma nadéale charakter coulombovské sily, takze trajektorii sondy bude kuzelosecka. Vliv
svetelného tlaku mizeme chapat jako oslabeni gravitacni sily Slunce, jako zmengeni hmotnosti
Slunce z M na

M' =M — poSry/sm < M.

Kdyz dosadime za vi = />xM' /1o do vzorcii (8.21) a (8.22), dostaneme pro excentricitu a
velkou poloosu driahy kosmické sondy

=1 M . o

T T RS VSV T
Odtud je ziejmé, ze pro M /2 << M’ < M bude trajektorii sondy elipsa, pro M’ = M /2 bude
trajektorii parabola a pro 0 < M’ < M/2 bude trajektorii hyperbola. Pro M’ = 0 nebude
na sondu piasobit Z2adna sila a jeji trajektorii bude proto pfimka. Koneéné pro M’ < 0 bude
prevaZovat tlak zareni nad gravitaci a sonda se bude pohybovat po obrdacené hyperbole Ve
vsech pfipadech bude perihélium lezet ve vzdalenosti rg od Slunce a bude odpovidat mistu,
kde byla rozeviena plachta.
Tlak svétla je sice slaby, ale zvétsenim plachty je mozno dosahnout libovolné tlakové sily. Na-
ptiklad pro uplné vyrovnani gravitace Slunce je nutno pouZit plachtu o rozméru asi 36 m x36 m
na kazdy kilogram vahy sondy, co? je technicky dosazitelné
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