2 ZAKLADNI POJMY A ZAKONY MECHANIKY
KOSMICKEHO LETU

2.1 Gravitacni zakon. Newtonovy pohybové zakony

S projevy gravitace se lidé setkdvaji v bézném Zivoté od nepaméti. Viechny véci ndm
padaji z ruky na zem, nikoliv nahoru. Ne kaZdy si kladl otdzku pro¢ tomu tak je. Spokojili
se s aristotelovskym vysvétlenim, platnym po mnoho staleti. Diky nému byli lidé
presvédceni, Ze tézsi télesa padaji k zemi rychleji nez télesa lehka. A7 zasluhou G.
Galilea (1564-1642) byla objevena skutecnost, ze viechna volné padajici télesa v daném
centralnim gravitaénim poli se pohybuji s konstantnim zrychlenim. O pravdivosti
Galileova tvrzeni jsme se mohli ndzorné presvédéit diky kosmonautovi D. R. Scottovi,
veliteli mise Apolla 15 na Mésic. Ten pied zraky mnoha divakd v pfimém televiznim
pfenosu z Mésice dne 2.8.1971 pfedved| experiment, pfi némi soucasné upustil
geologické kladivko a peficko. Oba pfedméty dopadly na povrch Mésice soucasné.
Timto experimentem na Mésici se potvrdila pravdivost tvrzeni G. Galilea a vyloucily se
neptesnosti Galileovych pokusti na Zemi, které byly ovliviiovany odporem vzduchu.

O tom, Ze se télesa vzdjemné pfitahuji, se jiz dfive vyslovili Mikuld$ Kusansky (1401-
1464) i Leonardo da Vinci (1452-1519). Rovnéz i Mikuld$ Kopernik (1473-1543) a Jan
Kepler (1571-1630) ve svych uvahach spravné predpokladali, Ze nebeskd télesa se
vyznacuji vzajemnou pritazlivosti.

O pritaZlivosti (gravitaci) mezi nebeskymi télesy se v roce 1666 zmiriuje také italsky
utenec G. A. Borelli (1608-1679). Pfedpokladal, ze planety jsou pfitahovany ke Slunci a
na svych obéinych drahdch se udrzuji diky sile vznikajici pfi kruhovém pohybu kolem
Slunce.

Podstatné dale pokrodil vyznamny anglicky védec Robert Hook (1635-1703), ktery
v roce 1674 publikoval své predstavy o pohybu planet. Predpoklada, Ze nebeska télesa
se vzajemné pritahuji ke svym stfedim. Tvar obéiné drahy je dan sklddanim dvou
riznych pohybl. Pfedpokladd, Ze téleso se pohybuje pfimocafe po tecné kdraze a
zarover volné pada na centralni téleso. Oba posledné zminéni badatelé byli svymi
tvrzenimi velmi blizko skuteénosti. Nicméné, jednalo se o nepodloZené domnénky. Bylo
nezbytné je teprve exaktné prokazat.

Ve stejné dobé se problémy gravitace a pohybem nebeskych téles zacal zabyvat Isaac
Newton (1643-1727) i fada dalSich vrstevnikd, ktefi do nebeské mechaniky vyznamné
pfispéli. Z nich je tfeba se zminit v prvé fadé o Ch. Huygensovi (1629-1695), ktery
objevil vztah pro zrychleni télesa pohybujiciho se rovnomérné po kruznici. Zakon Fika,
Ze zrychleni je pfimo Umérné kvadratu rychlosti pohybu V a nepfimo imérné poloméru
kruZnice r
a=V2i/r.

Na zdkladé tohoto poznatku jiz bylo mozno snadno potvrdit zékon o nepfimé uméfe
zrychleni na kvadratu vzdalenosti. Uplatnénim vztahu pro rychlost (obvod déleny
periodou) V = 27tr /T je zrychleni dano vztahem
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2. Zdkladni pojmy a zakony mechaniky kosmického letu

472
a=—T.
Pak spolu se znalosti tfetiho Keplerova zékona (viz kap. 3), v némz pro kruhovy pohyb
dosadime polomér r
T2 4n?
™ k2
Ize dospét k ddlezitému poznatku o nepfimé umére zrychleni pohybu (potaimo sily) na
kvadratu vzdalenosti téles (konstanta k? nebyla v té dobé jesté znama)
k2
a=_3. (2.1)
Dali pokrok v nalezeni zakona o vieobecné pritazlivosti téles byl moZny az na zakladé
tif fundamentalnich Newtonovych zakont o pohybu téles: zakonu setrvacnosti, zakonu
o sile a zdkonu o akci a reakci. Byt jsou tyto zdkladni zdkony klasické mechaniky
vieobecné znamy, nebude na Skodu si je pfipomenout.

Prvni zakon, zakon o setrvaénosti fikd, Ze kazdé téleso zlstava v klidu nebo pfimocarém

rovnomérném pohybu pokud neni néjakou vnéjsi silou pfinuceno tento stav zménit.
Druhy zakon vyjadfuje zavislost mezi zrychlenim a vnéjsi silou plsobici na téleso. Jinymi
slovy tento zdkon fikd, Ze zrychleni télesa je pfimo Umérné vnéjsi plsobici sile a
nepfrimo umérné hmotnosti télesa

F
a =— nebo F = ma. (2.2)
m

Treti zakon (zdkon akce a reakce) fika, jestlie jedno téleso plsobi na druhé téleso
libovolnou silou v jednom sméru, pak druhé téleso plsobi na prvni téleso stejné velkou
silou v opacném sméru.

Na zékladé téchto novych poznatk( a diky svym matematickym znalostem byl Newton
schopen nejen zpfesnit tfeti Keplertv zakon, ale také zformulovat vztah pro gravitacni
silu, ktery fika, Ze pritaZliva sila dvou téles je pfimo Uumérna soucinu hmotnosti obou
téles a nepfimo umérna kvadratu jejich vzdalenosti
mym,
By~ r2

Na rozdil od definitivniho vztahu tak jak jej zndme a pouzivame nyni, Newton nebyl sto
stanovit pfimo velikost gravitaéni sily. Neznal hodnotu konstanty k? ve vztahu (2.1).
Silové ucinky gravitacniho ptsobeni mohl stanovovat pouze vzajemnym porovnavanim.

Definitivni podobu vyrazu pro gravitacni silu dal aZ v roce 1894 dalsi anglicky védec G.
V. Boys tim, Ze zaved| univerzalni gravitacni konstantu, ktera se v odborné literature
oznacuje nejriznéjsimi symboly, nejcastéji G nebo k. Jelikoz zde je symbol G vyhrazen
pro tihovou silu, budeme vyraz pro gravitaéni silu zapisovat ve tvaru
mym;

F,=kK =z (2.3)
Hodnota univerzalni gravitacni konstanty byla stanovena na zdkladé experimentl
anglického fyzika H. Cavendishe (1731-1810). Poté byla v dal3ich letech opakovanymi
pokusy postupné zpresnovana. Poslednimi pokusy, které provedli J. Gundlach a S.
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2. Zdkladni pojmy a zakony mechaniky kosmického letu

Merkowitz na Washingtonské univerzité v roce 2000 se dospélo k nasledujici hodnoté
univerzalni gravitacni konstanty

k = (6,674215 + 0,000092).107 1! [Nm2kg2].
Dle vztahu (2.3) ziskdvdme sice spravné vzajemné gravitacni ucinky, avSak do dnesni
doby nejsme sto vysvétlit fyzikalni podstatu gravitace a jeji plsobeni na dalku. Nadéji
na pochopeni a objasnéni podstaty gravitace nam muze dat aZ Einsteinova obecna
teorie relativity.

Zde se viak nadale budeme zaobirat Newtonovou klasickou mechanikou a pouZivat ji
pro feSeni zakladnich uloh mechaniky kosmického letu bez uvaZovani relativistickych
efektd.

UvaZujeme dvé télesa, ktera v souladu s tfetim Newtonovym zakonem o akci a reakci
na sebe plsobi stejné velkymi, opacné plsobicimi silami (obr. 2-1). Tyto gravitacni sily
se obvykle vyjadruji ve vektorovém tvaru.

; ; m
plisobeni :
na dalku

-
-
-
-
-
— -

Obr. 2-1 Gravitacni sily pusobici na dvé télesa, ktera se vzajemné pritahuji.

Dle obr. 2-1 téleso o hmotnosti m, plsobi na druhé téleso o hmotnosti m, pfitailivou |
silou oznacenou :‘321. Naopak druhé téleso o hmotnosti m, plsobi na prvni téleso o
hmotnosti m, pfitazlivou silou ﬁu- Prvni index vidy oznacuje téleso, na néji pfitailiva
sila pusobi a druhy index oznacuje plsobici téleso. Vzdédlenost obou téles je dana
vektorem 7. Zvolme jednotkovy vektor &, = 7*/r, jehoz kladny smysl sméfuje od télesa
o hmotnosti m,; kdruhému télesu o hmotnosti m,. Pak pfitaZliva sila F‘lz je dana
vektorovym vyrazem
mm; mpm; ,

F, = K— o & =k—3—T (2.4)
a pritailiva sila ﬁ"n = —F’lz je dana vektorovym vztahem

=1 m1m2 - mlmZ -+

F; = —k 7 & =—k—3—T. (2.5)

Pokud za vztainé téleso zvolime téleso o hmotnosti m; budeme tuto gravitacni silu
smérujici vzdy k pfitahujicimu télesu oznacovat obecnym symbolem pro gravitaéni silu
F;, a vyraz (2.5) prepiSeme do nésledujici vektorové formy

= mym; myms;
F.EJ = —K €. = —K .

(2.6)

r? r3
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2. Zdkladni pojmy a zdkony mechaniky kosmického letu

2.2 Gravitacni pole a jeho popis
2.2.1 Intenzita gravitacniho pole

Kazdé téleso o hmotnosti M je zdrojem gravitacniho pole. UvaZujeme sférické téleso,
které generuje homogenni centralni gravitacni pole. Vlozime-li do gravitatniho pole
téleso o hmotnosti m pusobi na néj v souladu s vySe uvedenym Newtonovym zakonem
o vieobecné pFitaZlivosti gravitacni sila F;.

Jednou z mozZnosti jak popisovat vlastnosti a Gcinky gravitatniho pole v okoli
centralniho télesa je pfimé méfeni gravitacni sily vhodnou sondou, tj. néjakym jinym
télesem. Oviem potiZ je v tom, Ze zjisténa gravitacni sila zavisi na hmotnosti pouzivané
sondy. Nehledé na to, Ze vloZené téleso sondy deformuje gravitacni pole, které je
predmétem méfeni. Vliv malé sondy na gravitatni pole je vSak moino prakticky
zanedbat. Teoreticky vliv hmotnosti sondy vylouc¢ime tim, Ze zjisténou gravitaéni silu
délime hmotnosti sondy. Tim se dostdvame k pojmu intenzita gravitaéniho pole

e .7)

Intenzita gravitacniho pole je sila, kterou gravitacni pole v daném misté pusobi na
téleso o jednotkové hmotnosti. PouZiti intenzity gravitaéniho pole nam Iépe poslouZi
pro popis gravitaéniho pole nez gravitacni sila protoze jiz nezavisi na hmotnosti sondy.
Intenzita gravitaéniho pole je vektorova velic¢ina, kterd je funkei tfi soufadnic, resp.
polohového vektoru ve zvolené soufadnicové soustavé

K =K, +JK, + kK,. (2.8)

Dosadime-li do definiéniho vyrazu pro intenzitu gravitacniho pole (2.7) vztah (2.6) pro
gravitacni silu centralniho télesa M obdrzime

=, kM | kM

K@) = ——«;z—er =-—T (2.9)
Aplikaci druhého Newtonova zdkona pro gravitaéni zrychleni libovolného télesa o
hmotnosti m v centralnim poli télesa o hmotnosti M miZeme nalézt fyzikalni vyznam
intenzity gravitacniho pole ze vztahu

.

i, =2 =K. (2.10)

3 |h-r]l

Jak vyplyvé z uvedeného vztahu, gravitaéni zrychleni télesa m v misté 7 centrélniho
gravitacniho pole se rovna intenzité gravitacniho pole v témze misté a nezavisi na jeho
hmotnosti.

2.2.2 Gravitacni potencial

Jak vyplynulo z predchozi ¢asti, gravitacni pole popsané vektorem intenzity R"(F) je
vektorové pole. Ve zvolené souradnicové soustavé intenzita gravitacniho pole zavisi na
trech veli¢indch (slozkach polohového vektoru). Vyuzijme nyni skutecnosti, Zze
homogenni gravitaéni pole je potencialni pole. V potencialnim gravitacnim poli plati, ze
praci gravitacni sily lze popsat zménou potencidlni energie. Potencidlni energie je
skalarni velic¢ina a v kazdém bodé gravitacniho pole je urcena pouze jednou veli¢inou na
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2. Zdkladni pojmy a zakony mechaniky kosmického letu

rozdil od tfi sloZek intenzity gravitacniho pole. A tudiZ na gravitacni pole mizeme nyni
pohliZet jako na skalarni pole.

Vychazime ze znamé fyzikalni skutecnosti, Ze prace A v potencidlnim poli se rovna
zméné potencidini energie AE,. Vtomto pfipadé praci gravitacni sily % sméfujici do
stfedu gravitacniho pole vyjadfime jako Ubytek potencidlni energie A = —AE,,.
Praci gravitacni sily na draze mezi dvéma vzdélenostmi r; a r, od stfedu pfitaZlivosti
mbzZeme s pfihlédnutim k vyrazu pro gravitaéni silu (2.6) zapsat nasledovné

T, 2dr
A=J’ Egdr’=—KMmJ‘ =
T g ¥
Po integraci a dosazeni mezi obdrzime pro praci gravitacni sily vyraz
1 1
A = kMm (———). 2.11)
2 n

Ubytek potencidlni energie mezi dvéma riiznymi body v centrdlnim gravitaénim poli
muzZeme zapsat formalné takto

—~AE, = —[Ey(r;) — Ep(r)] = Ep(r1) — Ep(r2).

Po dosazeni uvedenych vyrazi do fundamentélniho vztahu mechaniky A = —AE),
obdrzime

1 1
A= kMm (g _r_l) = —[E, () - E, (). (2.12)

Pfi popisu gravitacniho pole se béiné za nulovou hladinu potencialni energie bere
hladina ve vzdalenosti, kde se jiz prakticky neprojevuje gravitacni sila, tj. v nekonecnu.
Zvolme tedy za nulovou hladinu vzdélenost r; = o a necht 1, =r je libovolna
vzdalenost od stfedu pfitazlivosti. Na zakladé této volby mGzeme dle rov. (2.12) zapsat
jak vyraz pro préci gravitacni sily pfi premisténi télesa z nekonecna do vzdalenosti r od
stfedu pritazlivosti

KkMm .
A= ; (2.13)
T
tak vyraz pro potencidlni energii na hladiné ve vzdalenosti r od stfedu pfitaZlivosti
KkMm

E,(r) = — (2.14)

Povsimnéme si, Zze pfi této volbé je prace gravitacni sily kladna a potencialni energie je
zaporna. Se vzdalenosti klesa zaporna hodnota potencialni energie. Naopak, zvySovat
potencialni energii v centralnim gravitacnim poli je moZno jen pusobenim vnéjsi sily
pusobici v opacném smyslu nez sila pritazliva. Vnéjsi sila pak kona zapornou praci.
ProtoZe potencialni energie E’p(r) zavisi podobné jako gravitacni sila na hmotnosti,
neni tato veli¢ina vhodna v tomto tvaru pro popis vlastnosti a G¢ink( gravitacniho pole.
Proto podobné jako u intenzity gravitacniho pole vliv hmotnosti vyloucime. S vyuzitim
rov. (2.14) zavedeme novou veli¢inu, tzv. gravitaé¢ni potencidl ®(r), ktery je definovan
nasledovneé

d(r) = EI::) = —ﬂ. (2.15)

r
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Grafické zndzornéni zavislosti gravitactniho potencidlu na vzdélenosti od centra
pfitaZlivosti je uvedeno na obr. 2-2. Alternativni definice gravitatniho potencialu je
zaloZena na vyuziti vztahu (2.13). V tomto pfipadé je gravitacni potencial definovan
jako zaporny podil prace gravitaéni sily a hmotnosti m
A KM

CD(_T) = —; = —T. (2.16)
Fyzikalni vyznam gravitaéniho potencidlu mazeme vyjadfit tak, Ze je to potencidlni
energie, kterou by oplyvalo téleso o jednotkové hmotnosti vloZené do centralniho
gravitacniho pole ve vzdalenosti r od stfedu pfitazlivosti. Nebo také lze gravitacni
potencial definovat jako zaporné vzatou prdci gravitacni sily pfi pfemisténi télesa o
jednotkové hmotnosti z nekoneéna do bodu ve vzdalenosti r od stfedu pfitazlivosti.

o(rf

—(r) 0 !

/

Obr. 2-2 Zména gravitacniho potencidlu se vzddlenosti o stiedu pfitazlivosti.

Intenzita gravitaéniho pole K(¥) a gravitatni potencial ®(r) popisujici stejné
gravitacniho pole mezi sebou Uzce souvisi. Relace mezi skalarnim popisem gravitacniho
pole a vektorovym popisem je dana vztahem zndmym z vektorové analyzy

0D 9D qaq))

O TR L e .
(: +igy thg;)=—grade (2.17)

dx
2.2.3 Tihova sila a tihové zrychleni

Na kosmické letadlo v blizkosti Zemé plisobi nejen gravitacni pole Zemé, ale také pole
odstredivych sil v dusledku rotace Zemé kolem vlastni osy. Gravitacni sila je v souladu s
Newtonovym vSeobecnym gravitacnim zakonem dana vyrazem (2.3), ktery si pfepiseme
na tvar
KkMm
bg=—"732
(1 + h)?

kde r =1, + h je vzdalenost od stiedu centralniho gravitacniho pole Zemé, r, je
smluvni polomér Zemeé a h je vyska nad zemi.

(2.18)
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2. Zdakladni pojmy a zdkony mechaniky kosmického letu

Kromé uvedené gravitacni sily plsobi na kosmické letadlo v disledku rotace Zemé
thlovou rychlosti w, urcitd odstfediva sila. Pro konstantni Uhlovou rychlost rotace
Zemé mulzeme odstfedivou silu obecné vyjadfit ve vektorovém zapisu takto

-

F = -mQx (Qx7). (2.19)
Po provedeni vektorovych souéint a s uvazenim, ze Q = w2§ ar=yj+ zk mizeme
velikost (modul) odstfedivé sily zapsat nasledovné

F, = mw}y.
A po dosazeni soufadnice y = (rz + h) cos ¢ dle obr. 2-3, kde ¢ je zemépisna $ifka, na

niz se kosmické letadlo nachazi, obdriime vyraz pro odstfedivou silu plsobici na
kosmickeé letadlo v disledku rotace Zemé

F, = mw?2 (1, + h)cosg. (2.20)

[

osa otaceni Zemé

rovnik

(r,*h)cose

Obr. 2-3 Definice tihové sily.

Exaktné je tihova sila G definovéna jako vektorovy soucet gravitacni sily ﬁg a odstredivé

sily F, v souladu s obr. 2-3

G=F+E. (2.21) |
Jako kaZdé sile i tihové sile odpovida zrychleni, které v tomto pfipadé nazyvame tihové |
zrychleni. Uvaiime-li druhy Newtondv zdkon pro vztah mezi silou a zrychlenim, |
muzeme tihové zrychleni vyjadrit v souladu s rov. (2.2) nasledovné

= 2.22
g=5 (2.22)
Dosazenim za modul gravitacni sily dle rov. (2.18) a za slozku modulu odstiedivé sily ve |
sméru normaly vyraz —F.cos @ = —mw2(r, + h)cos?@ obdriime vztah pro stanoveni
tzv. normalového tihového zrychleni v zavislosti na vyice a zemépisné Sifce ve tvaru
kM

In =T, +h)2

— w2(r, + h)cos? . (2.23) |
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Ve vztahu (2.23) je uplatnéna pouze normalova slozka F; a je zanedbana tecna slozka
odstfedivé sily (kolmd na normalu). V dal$im textu budeme index ,n" i pfidomek
Lnormalové” vynechdvat, nicméné bude se vidy jednat o normalové tihové zrychleni
(g = gn), jehoz vektor sméfuje do stiedu Zemé. Z vyrazu je ziejmé, Ze v dlsledku
zévislosti na zemépisné Sifce ¢ a vysce h je maximalni hodnota tihového zrychleni na
poélech Zemé v nulové vysce a nejmensi pak bude na rovniku.

V praktickych aplikacich mechaniky letu atmosférickych a kosmickych letadel se vliv
odstfedivé sily obvykle zanedbava. Takze tihové zrychleni je dano pouze prvnim &lenem
v rov. (2.23), ktery zdvisi jen na vysce
_ KM

g(h) = G+ (2.24)
Tihové zrychleni na povrchu sférické Zemé (v nulové vysce h = 0m) je pak dano
vztahem
KM

.
Tz

go= (2.25)

Vyjadiime-li si z této rovnice vyraz pro soucin univerzalni gravitatni konstanty a
hmotnosti Zemé
KM = gor? (2.26)

a dosadime jej do rov. (2.24), mGZeme vyjadFit vyraz pro tihové zrychleni v libovolné
vzdalenosti od stfedu gravitatniho pole Zemé r = r; + h ve tvaru

Y
_ z _ Yo 3 _ E)
g(h) = Yo (TZ e h)z - (1 i h z = Y90 (1 2 v, . (227)

7z
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glh)/g, [1]

gy = 9,80665 [ms?]

Pomérné tihové zrychleni

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Geometricka vyska nad zemi h [km]

Obr. 2-4 Zavislost pomérného tihového zrychleni na vysce nad zemi.

Posledné uvedeny vyraz v rov. (2.27) je priblizny vztah stanoveny pouZitim prvnich dvou
¢lent binomického rozvoje. Za standardni smluvni hodnotu tihového zrychleni Zemé
vh = 0m se bere tihové zrychleni, jehoz hodnota je g, = 9,80665 [ms~?], ktera
odpovida smluvnimu tihovému zrychleni v nulové vy3ce na zemépisné Sifce @ = 45°.
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Na obr. 2-4 je uvedena zavislost pomérného tihového zrychleni Zemé v zavislosti na
geometricke vy3ce. Z uvedeného diagramu mizeme vidét, Ze ve vy3kach odpovidajicich
nizkym obéznym dréhdm kolem h = 500 [km] poklesla hodnota tihového zrychleni o
necelych 15%.

V fadé uloh se pouZiva konstantni smluvni tihové zrychleni g = g,. To znamena, ze
uvazujeme tihové pole, v némz sledované veli¢iny zavislé na vyice vyjadfujeme v jiné
transformované vysce. Této vySce fikdme geopotencialni wyska. Na rozdil od
geometrické vysky h ji obvykle ozna¢ujeme velkym pismenem H.

hH 1} |
(m] |
] g =g, =konst.

g=f(h)

Obr. 2-5 Relace mezi geometrickou a geopotencidlni vyskou letu.

Geopotencidlni vyska H je urtena na zakladé rovnosti potencidlnich energii ve
skuteCném tihovém poli s proménnym tihovym zrychlenim g(h) a tihovém poli o
konstantnim tihovém zrychleni g, (obr. 2-5)

h
mgoH = mf g(h)dh, (2.28)
0

odkud geopotencidlni vyska s pfihlédnutim ke vztahu (2.27) bude dana nasledujicim
definiénim vztahem

1 h h dh
ol * (1+5)
Po integraci pravé strany rovnice (2.29) a dosazeni mezi obdrzime vyraz
Ty )
= 1~ : 2.30
Hen(l-225 @230)

z néhoz mlzZeme piimo urdit geopotencialni vysku pro zvolenou geometrickou vysku h.
Jak je patrné z obr. 2-5 i uvedeného vztahu (2.30) geopotencidlni vyska je vidy mensi a
rozdil roste s vy3kou. Pro relativné malé vysky ve srovndni s polomérem Zemé je moino
rozdil zanedbat H = h. Ve vySce h = 100 [km] je chyba cca (—1,5 %).
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3  PASIVNi POHYB KOSMICKYCH TELES V CENTRALNIM
GRAVITACNIM POLI

3.1 Problém dvou téles. Pohybové rovnice

Problém dvou téles spociva v Feseni Ulohy pohybu dvou téles pod ucinky vzajemné na
sebe plsobicich sil v souladu s Newtonovym zakonem o vSeobecné pritazlivosti téles.

inercialni soustava

Obr. 3-1 Definice poloh a pusobicich sil na dvé télesa v inercidlni souradnicové
soustave.

Uvazujme dvé télesa o hmotnostech M a m vinercidlni soufadnicové soustavé
(X,Y,Z), jejichz pohyb je ovliviiovan pouze vzajemnymi centralnimi gravitacnimi silami
(obr. 3-1).

Obé télesa povaiujeme za homogenni koule, jejichi téZisté jsou shodna s
geometrickymi stfedy. Gravitacni sily tudiz pQsobi pfimo ve stfedech obou téles ve
sméru spojnice obou stiedu, ale v opacnych smyslech. Gravitacni sila F,, je sila, kterou
na téleso m pusobi téleso M. A naopak gravitacni sila Fy je sila, kterou na téleso M
plsobi téleso m.

Polohy stfedl obou téles v dané inercidlni soufadnicové soustavé vzhledem k jejimu
poéatku jsou dany polohovymi vektory 7., a 7. Zavedeme jesté polohovy vektor 7,
ktery stanovuje vzajemnou polohu obou téles. Kladny smysl je definovan jednotkovym
vektorem €, sméfujicim od télesa M k télesu m. Vektor 7 definuje polohu spole¢ného
tézisté obou téles , T v dané soustavé. Hmotnosti téles budeme oznacovat shodné
s oznacenim kosmického télesa. Téleso oznacené jako m ma hmotnost m a podobné to
plati i pro druhé téleso, téleso oznacené jako M ma hmotnost M.
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3. Pasivni pohyb kosmickych téles v CGP

3.1.1 Obecné pohybové rovnice dvou téles

V souladu s rov. (2.6) mGzeme pro silu, kterou plsobi téleso M na téleso m psat vyraz
ve tvaru

Fn = _r_gé’r- (3.1)
A podobné vztah pro silu, kterou pusobi téleso m na téleso M (ﬁM = —ﬁm) maZeme
zapsat ve tvaru

5 kMm

Fy = +-?_Ter. (3.2)

Dale dle druhého Newtonova zdkona, rov. (2.2), lze obé sily vyjadfit nasledovné
(teckami jsou oznaceny derivace dle casu)

= 1" 3 d?#,
Fm =mn, = m-‘?, (33)
’ ) %7y
FM' = MTM = MF (34)

Dosadime-li gravitacni sily dle rov. (3.1) a (3.2) do odpovidajicich pohybovych rovnic
(3.3) a(3.4) obdrzime

d*z., KkMm

m dtz = “r—zer, (35)
d%7y kMm
dt? = +r—2€r. (36}

Nejprve prvni rov. (3.5) délime hmotnosti m a druhou rov. (3.6) délime hmotnosti M.
Nasledné odecteme druhou rovnici od prvni. Timto krokem obdriime pohybovou
rovnici ve tvaru

d%7, d?*7 é

dtzn — dr;f = —k(M +m) r_;
S pfihlédnutim k definici vektoru 7 = 7, — 7, dle obr. 3-1 miZeme uvedenou rovnici
prepsat na tvar

27 g

Dopliime i alternativni vztah zavedenim vyrazu pro jednotkovy vektor €, = 7/r

e

= T :
F+kM+m)—==0. (3.8]
T

Na tomto misté zavedeme dalsi dilezity pojem a to gravitacni parametr, ktery je
definovan vztahem

u=x(M+m). (3.9

Zavedeme-li gravitacni parametr i do vySe odvozené pohybové rovnice (3.7), muzeme
ji pfepsat na jednodussi tvar

F+=8 =0. (3.10
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3. Pasivni pohyb kosmickych téles v CGP

Posledné uvedena vyslednd vektorova pohybova rovnice vyjadfuje relativni pohyb
télesa m viéi télesu M. Pfenasobime-li rov. (3.10) minus jednickou (-1), obdriime de
facto fyzikdlné stejnou rovnici s tim, Ze zménou znaménka se vlastné zménilo misto
»pozorovatele”. A rovnice bude vyjadiovat relativni pohyb télesa M viéi télesu m.

3.1.2 Pohyb spole¢ného tézisté dvou téles

v

Podivejme se nyni na pohyb spolecného tézisté obou téles. Jeho poloha v nasi inercidlni
soufadnicové soustavé je dana vztahem
=3 MFM + m?m
T="M+m
Derivaci rov. (3.11) stanovime nejprve absolutni rychlost a absolutni zrychleni téZisté
v inercialni souradnicové soustavé

(3.11)

. My +miy

= 3.12
ks M+m ' (312)
. Miy +miy,
fir = = 3.13
e M+m ( )
Provedeme-li soucet rov. (3.5) a (3.6), obdrzime
= 5 KkMm _, kMm
Miy + miy, = +——¢€, — e, =0. (3.14)

rz

v

rychlosti {171- 21-':1- = konst.) a tudiz pfimocafe, nebo je v klidu. Polohovy vektor
v libovolném case je dan vztahem
#p = Fno + Vrt, (3.15)

3.1.3 Relativni pohyb v soustavé s pocatkem v tézisti obou téles

Pokud jsme v predchozi podkapitole prokazali, Ze spolecné tézisté se pohybuje
pfimocafe konstantni rychlosti nebo je v klidu, mGzeme tento bod také povazovat za
pocatek jiné inercialni soufadnicové soustavy (nerotujici) dle obr. 3-2.

To znamend, Ze polohovy vektor 7 = 0, z éehoZ dle rov. (3.11) vyplyvd, Ze
M7y + mi, =0,
odkud polohovy vektor télesa M bude
™ =— o
Pro polohovy vektor 7 pak mGZeme psat nasledujici relaci
m, M+m, M+m

P iy = Fm+ﬁ?"m— o m = g TmEr
Modul tohoto polohového vektoru zapiSeme jednoduse ve tvaru
M+m
r= m T (3.16)
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3. Pasivni pohyb kosmickych téles v CGP

r=0
m —
rm
T=0
fM M

inercialni soustava

Obr. 3-2 Pohyb dvou téles v inercidlni soufadnicové soustavé s pocdtkem |
spolecném tezisti.

Vratme se nyni k pohybové rovnici (3.5), kterou délime hmotnosti m a zavedel
vyraz pro jednotkovy vektor €, = %, /1;,,. Rovnice nabude tvar

o M Fm

Ty =
Po dosazeni za modul r dle rov. (3.16) obdrzime pohybovou rovnici ve tvaru

1 M3 Fm

Tn = —K ma—
Citatele i jmenovatele na pravé strané rovnice prendsobime vyrazem (M
zavedeme vyraz pro gravitaéni parametr g = k(M + m). Po malé tpravé obdrz

I M 3Fm
f=u( )

M+m ;‘E
Zavedenim nového gravitaéniho parametru ve tvaru
M 3
My = K (M + m)
a zavedenim 73, = 1,,€, mGzeme pohybovou rovnici (3.18) pfepsat na konecny
Ty HM —
T+ EET = 0.

Stejnym zplsobem miZeme odvodit pohybovou rovnici pro druhé téleso o h
M pohybujici se kolem spoleéného t&7isté ve tvaru

= Hm
Ty +_2€-r = U,
™

kde novy gravitacni parametr je ddn vyrazem
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3. Pasivni pohyb kosmickych téles v CGP

3

=t (55=) - (3.22)

Jak mGzZeme vidét, obé pohybové rovnice télesa m i M vzhledem ke spolecnému tézisti
maji podobny tvar jako vyse odvozené pohybové rovnice pro vzajemny pohyb jednoho
télesa vUci druhému. Z toho vyplyva, Ze tvary drah jsou si podobné. Na obr. 3-3 je
znazornéna dréha télesa m vzhledem k télesu M, které jsme umistili do pocatku inercni

o

obr. 3-4 je pak zndzornén relativni pohyb obou téles vzhledem k tézisti T. Tak by vidél
pohyb jednotlivych téles pozorovatel umistény ve spole¢ném tézisti T.

Obr. 3-3 Pohyb telesa m a spolecného Obr. 3-4 Pohyb obou téles vzhledem ke

tézisté T vuci télesu M. spolecnému tézisti T.

3.1.4 Restringovany problém dvou téles

Pfi feseni pohybu umélych druzic a riznych sond se obvykle uvaiuje ta skutecnost, ze
hmotnost téchto kosmickych téles je mnohonasobné mensi nez hmotnost centralniho
télesa, v jehoi sfére vlivu se toto téleso pohybuje. Uvdiime-li tedy m << M, mizeme
pristoupit ke zjednoduSenému (restringovanému) feseni problému dvou téles. Téleso
M umistime do pocédtku inercialni souradnicové soustavy. Z toho plyne, Ze polohovy
vektor télesa M je nulovy (Fy = 0) a polohovy vektor 7, je totoiny s polohovym
ztotoZnit s tézistém télesa M a tedy s poCatkem soufadnicové soustavy (7 = 0). To
znamena, ze pro feSeni takto formulovaného problému, mizeme pouiit vysledky
odvozené v predchozi podkapitole, kde jsme odvodili pohybové rovnice pro pohyb

Pro nalezeni pohybové rovnice pouzijeme jednoduse rovnici (3.17), v niz uplatnime
totoZnost polohovych vektord 7, =7 . Po dosazeni této skute¢nosti a zavedeni
jednotkového vektoru 7 = ré, obdrzime pohybovou rovnici ve tvaru

7y ?% 2 =0, (3.23)

Do rov. (3.23) jsme zavedli restringovany gravitaéni parametr pfislusejici samotnému
centralnimu télesu M ve tvaru
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3. Pasivni pohyb kosmickych téles v CGP

A=kM=y, (3.24)
ktery v dalsim textu budeme nadéle oznacovat v souladu s timto zapisem symbolem p.

Rovnice (3.23) pfedstavuje pohybovou rovnici v podobném tvaru jako v predchozich |
pfipadech stim, Ze se zménil pouze gravitatni parametr, v némz jsme zanedbali
hmotnost m. Metoda je aplikovatelna pro reseni pohybu jak umélych druzic a sond, tak|
také planet. Hodnoty gravitacniho parametru pro néktera nebeska télesa jsou uvedeny|
v tab. 3-1, [28].

Tab. 3-1
(ome | o) || = o
Slunce 132 712 438 000 Mars 42 828
Merkur 22032 Jupiter 126 710 000
Venuse 324 860 Saturn 37 940 000
Zemé 398 600 Uran 5781600
Mésic Zemé 4903 Neptun 6 871 300

3.2 Keplerovy zakony

3.2.1 Prvni Kepleriv zikon - tvar obézné drahy

Kepler dospél k poznani, Ze drahy planet jsou elipsy a my zde budeme pouze teoreticky
verifikovat, Zze tomu tak je, pokud neuvazujeme zadné rusivé vlivy. Proto nasledujic|
odvozeni rovnice drahy provedeme pro pohyb kosmického télesa po eliptické draze|
Navic pak provedeme zobecnéni platnosti rovnice drahy i pro jiné typy drah

(kuzelosecek).

Uvaziujme obéh kosmického télesa (planety, druzice) m kolem télesa M v jehc
centrdlnim gravitaénim poli. Téleso M spojime s pocatkem nerotujici (0 = 0) vztaine
soufadnicové soustavy (x, y, z). Centrdlni téleso povaiujeme za dokonalou homogenn
kouli. Vtomto pripadé lze centralni téleso nahradit hmotnym bodem v jeho stfedu
Sledujme nyni pohyb kosmického télesa m pod ucinkem pouze centrélni gravitacni sil|
F, = F,, sméfujici neustdle do stfedu télesa M. Okamzita poloha télesa m necht j
dana pravodicem r a polohovym uhlem © dle obr. 3-5.

Pro feSeni dané ulohy se jako nejvhodnéjsi nabizi pouziti polarnich soufadni
Pohybové rovnice v polarnich soufadnicich (r, ®) pro konstantni hmotnost obihajicih
télesa (m = konst.) jsou dostateéné znamy z obecné mechaniky, napft. [38]. Pro né
pfipad je zapiseme ve tvaru

m(# —r0%) = F, (3.23
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3. Pasivni pohyb kosmickych téles v CGP

d(mr?e
—% = M, (3.26)

Obr. 3-5 Pohyb télesa v centrdlnim gravitaénim poli popsany poldrnimi soufadnicemi
(r, ©).

Dle druhého Newtonova zdkona je sila dana soucinem hmotnosti a zrychleni. V naSem
pfipadé je touto silou gravitacni sila, ktera je dana vztahem

F=m(- f—z) (3.27)

kde radialni relativni zrychleni jsme stanovili z rov. (3.10). Moment centralni gravitacni
sily k pocatku je nulovy (M, = 0). Dosadime-li na pravé strany pohybovych rovnic
uvedené skuteénosti a zkratime-li obé rovnice hmotnosti obihajiciho télesa m obdrzime
dvé pohybové rovnice

L.
2’

(¥ -r0%) = - (3.28)

d .
EE(#@) =1, (3.29)
Posledné uvedenou rovnici (3.29) miZeme po provedeni derivace jesté prepsat na
jednodussi tvar
r20 = h = konst, (3.30)

kde h je casové nezavisla konstanta, jejiz geometricky i fyzikalni vyznam si objasnime
pozdéji.

Pro feseni uvedenych pohybovych rovnic pouzijeme substitu¢ni metodu. Zavedeme
nasledujici substituci

= 3.31
= (3.31)
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3. Pasivni pohyb kosmickych téles v CGP

Nejprve stanovime prvni derivaci pravodice 7, kterou s pfihlédnutim k rovnici (3.30) po
substituci © /u? = h upravime nasledovné

B d(l)_ ldudd  ©du  du
"Tat\u)T Tuwrdtde” urde 'de
Druha derivace privodice ¥ je ddna derivaci rov. (3.32) a opét upravena s pfihlédnutim
k substituovanému vyrazu (3.30). Po naznacené uUpravé obdrzime

_d::»_d( du)_ d*u h_ hz@)dzu_ payz & 53
=@ A Vde) - Ca® TR VhaE: Tt gge B
Po dosazeni do rovnice (3.28) a vyuzitim vztahu (3.30) obdrzime po malé upravé
diferencialni rovnici v proménné u ve tvaru

= (3.32)

#

&d + F (3.34)
s—— u=—. u
de? h?
Reseni takové klasické diferencialni rovnice predpokldddme ve standardnim tvaru,
ktery sestava z feSeni homogenni diferencidlni rovnice a partikularniho integralu. V
nasem pfipadé je feSeni v proménné u dano ve tvaru
u
u=~Acos(0—0,) + Wz (3.35)
Po zpétné substituci obdrzime reSeni pro drahu definovanou privodi¢em r ve tvaru
1

r= T
Acos(0 —0y) +?1-2-

(3.36)

Reseni pohybové rovnice obsahuje jisté konstanty, které maji sviij geometricky vyznam.

PfepiSme si uvedenou rovnici drahy na alternativni vztah, ktery ziskdme pfenasobenim
titatele i jmenovatele na pravé strané pomérem (h?/u)

h? 1

r (3.37)

= — 5 s
Hq +A%cos(@— 0,)

JelikoZ Kepler ve svém prvnim zakonu stanovil, ze se planety pohybuji po elipsach,
objasnime si geometrické souvislosti na této nejdllezitéjsi kuZeloseCce. Protoie
konstanty v dané rovnici musi platit v libovolném bodé obézné drahy, zvolme si prc
objasnéni konstanty (h?/u) okamzik, ve kterém je uhel (® = 90° + ©,) . To odpovidé
situaci, kdy privodic r je kolmy na osu apsid (obr. 3-6).
Z geometrie elipsy je zndmo, Ze tento pravodic je totozny s tzv. parametrem elipsy p

hZ

p= (3.38;

Dosazenim zjisténé skutec¢nosti do rovnice (3.37), nabyva feSeni pohybové rovnici
nasledujici tvar

p

= . 3.39
1+ Apcos(@ — 0g) (

r
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V dal$im kroku nalezneme vyraz pro geometrickou konstantu Ap. Tuto konstantu Ize
nalézt ze dvou poloh privodice r, a to pro polohu v pericentru (@ = 0y) a pro polohu
v apocentru (@ = 180° + 0,).

Obr. 3-6 Obecnd poloha elipsy v roviné obézné drahy a zdkladni charakteristiky elipsy.

V prvnim pfipadé obdrzime

o P
Tp = T+4p (3.40)
Ve druhém pripadé plati
P
= -y (341)

Vyjadfenim parametru p z obou rovnic lze psat nasledujici rovnost
rp(1+ Ap) = 1y (1 — Ap).

Po dosazeni vzdalenosti pericentra rp, = a — ¢ a apocentra r; = a + ¢ od ohniska dle
obr. 3-6 obdrzime rovnici

(a=c)(1+A4p) =(a+c)(1-Ap),

z niz nalezneme konstantu, ktera vyjadfuje excentricitu (obr. 3-6), coz je bezrozmérova
veli¢ina

c
Ap=-=e. (3.42)

Zavedeme-li tyto relace do feSeni pohybové rovnice (3.39), mGZeme rovnici pro drahu
zapsat napf. ve tvaru
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h? 1
T ul+ecos(®—0p)
A jelikoz uhlova konstanta @, je libovolnou pocatecni integracni konstantou, mizeme
jeji hodnotu zvolit rovnu nule (@, = 0). V tomto pfipadé bude osa x totoZna s pfimkou
apsid. Vysledné feseni pohybové rovnice zapiseme ve tvaru
h? 1
T = ———
ul+ecos®
Respektive, uplatnénim rovnice (3.38) pro parametr mdZzeme rovnici pro drahu uvadét
v nejjednodussim a nejcastéji pouzivaném tvaru

r:L
1+ecos@®

(3.43)

r

(3.44)

(3.45)

Prestoze jsme celé odvozeni rovnice drahy provedli pro eliptickou drahu, vySe uvedené|
vztahy (3.44) a (3.45) predstavuji rovnice platné pro obecnou kuZelosecku v polarnich
souradnicich s ohniskem v pocatku nasi souradnicové soustavy. O tom, o jaky typ
kuzelosecky se jedna, rozhoduje excentricita (vystfednost) kuZelosecky e, coi je
bezrozmérova vzdalenost fokusu F od stfedu kuzelosecky S.

Eliptickd draha (0 <e < 1)

Eliptické drahy jsou nejrozsifenéjsimi tvary drah, po nichZ se pohybuji nebeska télesa i
uméla kosmicka télesa (kosmicka letadla). Eliptickd draha patfi mezi uzaviené obéiné
drahy, které miZeme jednoznacné definovat excentricitou a parametrem. Polohu
kosmického télesa na draze pak urCujeme polarni soufadnici (argumentem) @, ktera se
nazyva skutecnd (pravd) anomdlie. Je to Uhel mezi privodicem r a pfimkou apsid. Méf
se od bodu, ktery se nazyva pericentrum, co? je bod drahy, ktery je nejblize k ohniskul
Protilehly, nejvzdalenéjsi bod od ohniska se nazyva apocentrum. VySe uvedené nazvy
jsou obecné ndzvy téchto charakteristickych bodd na uzaviené obéiné draze — elipse
Pokud se jednd o ob&inou dréhu kolem né&jakého konkrétniho centralniho télesal
pouZivaji se pro tyto body priléhavéjsi specialni nazvy. Pro obéinou drahu kolem Zem¢
je to perigeum a apogeum. Pro obéiné drahy kolem Slunce se tyto odpovidajici body
nazyvaji perihel a afel.

Vy3e jsme podrobné probrali tvary rovnice drahy pro eliptické obéiné drahy. Nicméné
pro eliptické obézné drahy mazeme jesté uvést dalsi alternativni tvar. Za timto uceler
odvodime jiny vyraz pro parametr elipsy p, tentokrat v zavislosti na hlavni poloose a
excentricité elipsy e. Pro hlavni poloosu elipsy plati

2a =1p + 1y (3.4€

Nejprve stanovime dle rov. (3.45) vztah pro polohu pericentra r,(@ = 0°) a dle téZ
rovnice stanovime vyraz pro vzdalenost apocentra r, (0 = 180°). Takto ziskané vztat
dosadime do rovnice (3.46) a po jednoduché Upravé mame k dispozici dalsi vyraz pr
parametr elipsy

p = a(l—e?). (3.4

Dosadime-li uvedeny vyraz pro parametr do rov. (3.45) obdrzime alternativni rovni
drahy v zavislosti na excentricité a hlavni poloose elipsy ve tvaru
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_ a(l-—e?)
"=1+ecoso

Elipsa je definovdna jako mnozina geometrickych bodd, pro néZ plati, Ze soucet jejich
vzdalenosti od dvou pevnych bodd, tzv. ohnisek, je konstantni. Tato vzdalenost se
rovna dvojnasobku délky hlavni poloosy elipsy (2a). Hlavni geometrické charakteristiky
elipsy jsou jiz uvedeny na obr. 3-6. Dopliime bez odvozeni nékteré dalsi potfebné
vztahy, znamé z geometrie elipsy. Mezi nejduleZitéjsi geometrické parametry elipsy
patfi excentricita (e), hlavni poloosa (a), vzdalenosti pericentru (rp) a apocentra () od
hlavniho ohniska (fokusu).

(3.48)

Pro excentricitu a hlavni poloosu elipsy plati vztahy:

Ta—Tp T+ 1
== 3.49 -l :
s ey (3:49) a B (3.50)
TA Ta
= —_— = . = » 52
geL 1, (3.51) By (3.52)
Tp Tp
=1-— : —] . 54
e=1 o (3.53) B (3.54)
Pro vzdalenost apocentra a pericentra od hlavniho ohniska elipsy plati vztahy:
T =2a—71p, (3:55) Tp = 2a—T1y, (3.56)
ry=a(l+e), (3.57) p=a(l—e), (3.58)
4% 1—=é
B g — (3.59) TP =Tay =7 (3.60)
Vazby mezi dalsimi zakladnimi rozméry elipsy jsou dany vztahy:
a? =b? +c?, (3.61) b=ay1—e’ (3.62)
Priklad 3.1
Zadani:

Stanovte nasledujici parametry eliptické drahy kosmického télesa obihajiciho kolem Zemé:
vzdalenosti perigea rp a apogea 1, od centra gravitacniho pole, specificky moment hybnosti
h, délku hlavni a vedlejsi poloosy a, b.

Potrebna data:

Vyska kosmického télesa v perigeu Hp = 450 [km],
Excentricita e=05I[1],

Polomér Zemé 1y = 6378 [km],
Gravitaéni parametr Zemé i = 398600 [km3s~2].
Reseni:

a) Vypocet vzdalenosti perigea

7o =17 + Hp = 6378 + 450 = 6828 [km].
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b) Vypoéet specifického momentu hybnosti provedeme dle rov. (3.44), kterou upravime
s uvaZenim podminky v perigeu @ = 0° na tvar

h = Jurs(1 + e) = /(398600) 6828 (1 + 0,5) = 63894,14 [km?s~1].

c) Vypocet vzdalenosti apogea provedeme rovnéi pomoci rov. (3.44), kde nyni uvazime
podminku pro apogeum @ = 180°
B h? 1 63894,142 1

=— = = 20484 ;
4= 1-e 398600 (1-05) L]
d) Vypocet hlavni poloosy elipsy provedeme dle vztahu (3.50)
ra+71, 20484 + 6828
a= = = 13656 [km].

2 2

e) Konecné vypocet vedlejsi poloosy elipsy stanovime z rov. (3.62)

= ay1-e? = 13656 /1 — 0,52 = 11826,44 [km].

Kruhova dréha (e = 0)

Kruhovou obéznou drahu mizeme povazovat za specialni drahu eliptickou. KruZnice je
geometrickym mistem bod(, které maji konstantni vzddlenost od pevného bodu.
Vtomto pfipadé je ohnisko totoiné se stfedem kruznice a pruvodi¢ r = konst.
Dosadime-li do rov. (3.44) a (3.45) za excentricitu e = 0 zjistime, Ze pro kruhovou
drahu jednoduse plati

2
r=p= 7 = konst. (3.63)

Parabolicka draha (e = 1)

Parabola (obr. 3-7) je obecné definovana jako mnoZina geometrickych bodd, které maj
stejnou vzdalenost od ohniska a od zvolené fidici pFimky. Ridici pfimka lezi vpravo oc
fokusu ve vzdalenosti d = 215 a je rovnobéina s osou y.

Parabolickd draha je urcena rovnici obecné kuZelosecky (3.45), v niz dosadime z:
excentricitu e = 1. TakZe parabolické draha je v polarnich soufadnicich uréena rovnici

[4

r=———. 3.64
1+ cos® (

Parabola pfedstavuje jiz otevienou drahu. Polohovy vektor pro pravou anomal

@ = 180°, tj. pfi cos® = —1, nabyvd nekonecné hodnoty. Hlavni poloosa a — o

Pericentrum parabolické drahy (vrchol paraboly) lezi na priseciku paraboly s jeji osou
kdy pro pravou anomalii plati cos ® = 1. Parametr paraboly je v souladu s rovnici (3.64
dan dvojnasobkem vzdalenosti vrcholu paraboly od ohniska

p = 21p. (3.65

Parabolicky tvar drahy svymi parametry predstavuje hrani¢ni drahu, ktera je predéler
mezi eliptickymi a hyperbolickymi drahami.
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Obr. 3-7 Geometrické charakteristiky paraboly.

Hyperbolicka draha (e > 1)

Hyperbola je definovdna jako mnoZina geometrickych bodl, které maji od dvou
pevnych bodd (ohnisek) staly rozdil vzddlenosti. Rozdil téchto vzdalenosti se rovna
dvojnédsobku délky hlavni poloosy (2a).

Hyperbolicka draha je uréena rovnici obecné kuzelosecky s tim, Ze excentricita je vétsi
jak jedna (e > 1). V obecné teorii kuzelosecek je délka hlavni poloosy hyperboly
zaporna. Nicméné, zde upravime obecny vyraz pro hyperbolu za pfedpokladu, Ze hlavni
poloosu hyperboly budeme uvazovat jako kladnou veli¢inu (a > 0).

Podobné jako u elipsy i zde pouZijeme pro nalezeni vyrazu pro parametr stejny postup.
Nejprve urc¢ime dle rov. (3.45) vyraz pro vzdélenost pericentra hyperboly 7, (0 = 0)az
téze rovnice ur¢ime vztah pro vzdalenost apocentra hyperboly 1, (@ = 180). Aviak
vzhledem k tomu, Ze nyni je excentricita vétsi jak jedna (e > 1) je dle rov. (3.45) ¢iselnd
hodnota vzdalenosti apocentra hyperboly zaporna. Tudiz v souladu s obr. 3-8 je nutno
kladné uvazovanou vzdalenost (2a) mezi pericentrem a apocentrem zapsat nasledovné

2a = ry| —1p =14 — 1,

Nyni do uvedeného vztahu dosadime vyrazy pro polohu apocentra a pericentra, které
ziskame dle rov. (3.45)

2a= (5 +15)
a_pl—e 1+e/

odkud obdrzime vyraz pro parametr hyperboly, ktery budeme pouZivat ve tvaru
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p = a(e* —1). (3.66)
Po dosazeni parametru p dle rov. (3.66) do obecného vyrazu pro kuzelosetku (3.45]
ziskavame feSeni pohybové rovnice pro pohyb kosmického télesa po hyperbole ve
tvaru

R _a(e?-1)
= 1+ecos® 1+4+ecos®

Na rozdil od jinych typl kuZelosecek, hyperbola ma dvé osové symetrické vétve. Pro
pohyb télesa v centrdlnim poli vykazujicim pfitazlivé gravitacni sily je platnd pouze
jedna z nich, oznacena (1). Druha vétev (2) nema realny fyzikalni vyznam, odpovidala by
odpuzujici gravitacni sile, oznacujeme ji jako tzv. prazdnou vétev. Pericentrum P le?
v priseliku hyperboly (vrchol realné hyperboly) sosou apsid (®@ = 0), zatimco
apocentrum A je totozné s vrcholem prazdné vétve.

(3.67)

Obr. 3-8 Geometrické charakteristiky hyperboly. |

Vyznamnou roli hraji obé asymptoty. Asymptoty jsou tecny v nekonec¢nu k obém
vétvim hyperboly a sviraji spolu thel 2/ (obr. 3-8). Hledejme nyni pravou anomalii pri
pfipad, kdy polohovy vektor r — co. Jinymi slovy, v limitnim pfipadé bude rovnobéin
s asymptotou. Z rov. (3.67) vyplyva, Ze této situaci odpovida prava anomalie @ = 905
pro niZ plati podminka '

cos0, = —1/e. (3.6¢

Jak je mozno vidét z obr. 3-8, mezi uhlem asymptoty f a limitni pravou anomalii ©
plati nasledujici vazba .

B = 180° — O,.

Odtud pro cos £ plati vztah
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cos S = cos(180° — @,,) = cos 180° cos O, + sin 180°sin O, = — c0s O,.
Srovnanim s rov. (3.68) je ziejmé, Ze pro uhel asymptot plati
cosf = 1/e. (3.69)

Prilétajici kosmické téleso k centrdlnimu télesu umisténému v ohnisku F se pfi obéhu
asymptoticky pootodi o thel § a poté opét timto smérem odléta do nekoneéna. Uhel
asymptotického pootoéeni stanovime dle obr. 3-8 z podminky §/2 = 90° — 8. Takze
z funkce pro sinus tohoto Ghlu obdrzime vztah

)
sin - sin(90° — B) = sin90°cos f — cos 90°sin B = cos f3.
Srovnanim s rov. (3.69) vidime, Ze poloviéni uhel asymptotického pootoceni je roven
prevratné hodnoté excentricity

6 1
in—-=—. 3.70
sm2 z ( )

Dopliime jesté bez odvozeni nékteré dalsi uZitecné vztahy, znamé z teorie hyperboly.
Vztahy plati za pfedpokladu, Ze hlavni poloosa hyperboly je uvazovana kladné (a > 0).

b=ae?-1, (3.71) b=rp/(e+1)/(e—1), (3.72)

e=1+(1p/a), (3.73) e =1+ (b/a)?, (3.74)
ry=—ale+ 1), (3.75) rp = a(e —1), (3.76)
pP=c—a, (3.77) d=(rp +a)sinp, (3.78)
d= a\/ﬁ» (3.79) d = aesinf. (3.80)

3.2.2 Druhy Kepleriiv zakon - zakon ploch

Druhy KeplerGv zakon se vztahuje k poznatku, Ze plocha opsana privodi¢em pfi pohybu
kosmického télesa po obéiné draze je konstantni. Pro prokazani tohoto zdkona
pouzijeme odvozenou pohybovou rov. (3.10), do niZ jesté dosadime za jednotkovy
vektor €, = 7/r a zapiSeme takto

Ff=—=r. (3.81)
Obé strany uvedené rovnice pfenasobime vektorové zleva polohovym vektorem 7
2 I
- 14 -+ =
T’XT’-—S(TX?').
Diky tomu, Ze vektorovy soucin polohovych vektor( na pravé strané rovnice je roven
nule (¥ x # = 0), je vektorovy soucin
P i=1_,
Déle uvazime skutecnost, Ze pro derivaci vektorového soucinu polohového vektoru a
vektoru rychlosti s pfihlédnutim k vyse uvedenym skutecnostem plati

—(FXF)=FXF+7FxF=0.
dt
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Z nulovosti uvedené derivace vyplyva, Ze soucin polohového vektoru a vektoru rychlosti
(7= 17) musi byt konstantni

—

Pxi=7xV=nh. (3.82)

Vektor h je konstantni vektor co do velikosti i sméru a s ¢asem se neméni. Jeho
geometricky vyznam vyplyne z nasledujiciho odvozeni Il. Keplerova zakona.

1

y

obézna draha

Obr. 3-9 Defini¢ni obrazek k odvozeni sektoridlni rychlosti.

Sledujme plochu opisovanou privodi¢em r pfi pohybu kosmického télesa po obé&iné |
draze (obr. 3-9). Za elementarni ¢as dt pravodi¢ zméni svou Uhlovou polohu o d@© a
opiSe elementarni plochu dS

1
ds = Er(rd@).

Casova zména plochy pak bude déna vztahem |
ds 1..d8 1.,
— =—rt—==1%0.
dt 2 dt 2 .
Po dosazeni dle rov. (3.30) dostavame velmi dllezity vztah pro tzv. sektoridlni rychlost
dS h |
E = E = konst. (3.83)
Uvedeny vztah predstavuje /. Kepleriv zdkon, ktery fika, Ze plocha opsana prl‘.’wodiéemi
za jednotku casu pfi pohybu kosmického télesa po obéiné draze, tzv. sektoridlni|
rychlost, je konstantni. Timto konstanta h dle rov. (3.83) dostava svij geometricky,
vyznam. Konstanta h je rovna dvojndsobku sektoridlni rychlosti a nazyva se konstanta

zdkona ploch.

Konstanta h m4 vedle geometrického vyznamu také fyzikalni vyznam. Pfipomefime sil
znamy obecny vyraz pro moment hybnosti b=#x mV, ktery prepiseme pro téleso o
jednotkové hmotnosti (m = 1) na tvar
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b
m

=#xV.
Toto je moment hybnosti vztazeny na jednotku hmotnosti, a nazyvé se specificky

moment hybnosti. Srovnanim tohoto vyrazu s rov. (3.82) je zfejmy fyzikalni vyznam

vektorové konstanty h. Pfedstavuje specificky moment hybnosti kosmického télesa o
jednotkové hmotnosti.

Dopliime je$té vzajemnou polohu vektoru 7 a h. Pro tento ucel sestavime skalarni
soucin 7 + h. Uplatnénim pravidla pro smiSeny soucin vektorl obdriime

foh=f(FxV)=¢f-FxF)=F-Fx#) =0

Odtud vyplyva, ie |f"’||f1'| cosa = 0. Pro nenulové moduly vektord |7 a |H| musi byt
cosa = 0, co? plati pro uhel @ = 90°. Z toho vyplyva, Ze oba vektory jsou navzajem
kolmé. A protoze h je ¢asové konstantni vektor (co do velikosti i sméru) znamena to
také, Ze pravodi¢ 7 leZi neustéle v jedné roviné. Toto je potvrzeni toho, Ze ob&iné drahy
jsou rovinné kfivky.

3.2.3 Tieti Keplertv ziakon - obéZna doba

Zajimejme se nyni o periodu pohybu T, tj. dobu, za kterou projde kosmické téleso
stejnymi polohami na své obéiné draze. Za tuto dobu prlvodi¢ opiSe pravé celou
plochu elipsy S,. Pfedpokladame, Ze zname sektoridlni rychlost pohybu kosmického
télesa. Pak lze psat

T dS
S =1rab=f —|dt. (3.84)
. . (dt)

Nyni do uvedeného vztahu dosadime za sektorialni rychlost dle rov. (3.83) a vyraz pro
vedlejsi poloosu dle vztahu (3.62). Po integraci obdriime pro periodu nasledujici

mezivysledek
2

P'= Zn%\/l —eZ,

Déale dosadime za konstantu h dle vztahu, ktery ziskdme kombinaci vyrazi pro
parametr p dle rov. (3.38) a rov. (3.47) ve tvaru

h = Juay1-e?. | (3.85)

Po dosazeni do rov. (3.84) za specificky moment hybnosti h dle rov. (3.85) a Upravé
obdrzime vysledny vztah pro periodu

a3
T=2n|—. (3.86)
u
Uvedenou rovnici mizZeme jesté prepsat na nasledujici tvar
LA (RO 3.87
e onst. (3.87)
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Toto je zpfesnéné vyjadreni Ill. Keplerova zakona, ktery stanovuje skutecnost, ze pomér
druhych mocnin period a tfetich mocnin hlavnich poloos eliptickych drah zlstava
konstantni. V tomto znéni jej vyslovil Kepler, avsak bez znalosti vyrazu pro onu
konstantu. Definitivni podobu Ill. Keplerlv zakon doznal az mnohem pozdéji na zakladé
Newtonovych studii. Vzhledem k tomu, Ze konstanta obsahuje gravitacni parametr u je
tato konstanta pro kazdou planetu, ¢i jiné centralni téleso rizna.

3.3 Energie kosmického télesa pii pohybu v centralnim
gravitacnim poli
3.3.1 Specificka mechanicka energie

Vratme se opét k pohybové rovnici (3.10), kterou s vyuZitim vyrazu pro jednotkovy
vektor €, = 7/r zapi$eme ve tvaru

7=0. (3.88)

Feft+—=r-F=0. (3.89)

Snadno lze prokazat, ze skalarni soucin F-Fsedd vyjadfit nasledovné
. 1.dv*
Fer= = ==
2 dt ) 2 dt( ) 2 .dt’
O spravnosti tvrzeni se lze presvédcit zpétnou derivaci naseho vysledku

-

1 TN _Z. =
Zdt() =E(2r-r)*r 7.

Déle z druhého ¢lenu v rov. (3.89) vypiseme vyraz Fe 7/r a provedeme jeho derivaci. D¢
se prokazat, Ze tento vyraz se da vyjadrit takto

ief 7 1 1 d 1 dr

2 =— Z2=—(r?z=—,
e (r 7) P (rrcos0) T (r4) T
Dlkazem je opét zpétna derivace ziskaného vyrazu

d , 1 1 re F
E(r—r)z:—(?‘ 7) z(r F47eF)= 2(2)1/22& r)—

Nyni mizZeme odvozené vyrazy dosadit do pavodni rovnice (3.89), ¢imzZ ziskdme rovnit
ve tvaru

1dV? L dr
2 dt  r?dt
Rovnici upravime separaci proménnych pro pfimou integraci takto
dr

5dvz =
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Integraci uvedené rovnice obdriime vysledek ve tvaru

VZ u
?——;-f'g.

Rovnici prepiseme do konecného tvaru, kde leva strana predstavuje soucet specifické
kinetické energie a specifické potencialni energie
Vi u

5 —==E kg™ (3.90)

Konstanta na pravé strané rovnice pak predstavuje celkovou specifickou mechanickou
energii kosmického télesa pfi pohybu po obéiné draze. Pokud vysledek uplatnime pro
kosmické téleso o zadané hmotnosti m, maZeme nasi rovnici pfepsat na tvar

1
2mv? + (—£m) = me [] (3.91)
co? predstavuje nam dobfe zndmy zakon zachovani mechanické energie ve tvaru
E.=E +E,. (3.92)
3.3.2 Specificka energeticka konstanta

Vratme se zpét k vyrazu pro celkovou specifickou mechanickou energii kosmického
télesa pohybujiciho se po eliptické draze. Jelikoz celkova energie v souvislosti se
zakonem zachovani energie zGstdva konstantni, mizeme vyraz pro celkovou energii
zapsat pro libovolnou polohu kosmického télesa na obéiné drdze. S vyhodou zvolime
polohu v pericentru r = 1, kde prava anomalie je rovna nule (© = 0). V pericentru
jsou pravodi¢ a vektor rychlosti na sebe vzajemné kolmé. Z vyrazu pro specificky
moment hybnosti 7p X I_r"P =h vyplyva, Ze soucin jejich modull se rovnda modulu
specifického momentu hybnosti 1V, sin90° = h. Odtud pro rychlost kosmického
télesa v pericentru plati

Vp =—. (3.93)

Z rovnice (3.44) zapsanou pro podminky v pericentru dostdvame vztah pro kvadrat
specifického momentu hybnosti ve tvaru

h? = rpu(1 + e).

Po dosazeni kvadratu rychlosti Vp dle rov. (3.93) do rov. (3.90) a nasledné po dosazeni
vySe uvedeného vztahu pro kvadrit specifického momentu hybnosti, obdriime
nasledujici mezivysledek

V2 1h? 1+e

P L W

2 1 215 1 21p Tp 2rp
Nakonec, po dosazeni za vzdalenost pericentrarp = a(1 — e) dle vztahu (3.58) ziskdme
po Upraveé vysledny vztah pro specifickou energetickou konstantu

2
E=mcm (3.94)
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Specifickou energetickou konstantu jsme odvozovali pro elipsu, aviak obecné plati pro
kazdou kuZelosecku a predstavuje celkovou specifickou mechanickou energii
kosmického télesa. Jak je vidét ze vztahu (3.94), zavisi pfimo umérné na gravitacnim
parametru centralniho télesa a nepfimo umérné na hlavni poloose kuZelosecky. To
znamena, ze v daném centralnim gravitacnim poli celkova specificka energie zavisi jen
na velikosti drahy, ktera je dana hlavni poloosou prislusné kuzelosecky. Podle velikosti
hlavni poloosy lze pro jednotlivé kuzeloseCky psat nasledujici konkrétni vyrazy pro%
specifické energetické konstanty, které jsou uvedeny v tab. 3-2.

Specificka energeticka -

Tab. 3-2 konstanta [Jkg™!]
T H
Elipticka draha (a > 0) E= g
oy u
Kruhova drdha (a = 1) E=——
2r

Parabolickd draha (a — ) E=0

AT ; U
Hyperbolicka draha (zde je a > 0) E= +E

3.3.3 Kosmické rychlosti a drahy letu

Rychlost patfi k nejdalezitéjsim charakteristikam popisujicim pohyb kosmického télesa
Pro stanoveni rychlosti pohybu kosmického télesa pouzijeme vy3e odvozeny vztah prc
celkovou specifickou mechanickou energii (3.90), do néhoZz dosadime vyraz pr¢
energetickou konstantu (3.94). Po dosazeni a Upravé obdriime obecny vyraz prc
rychlost pohybu kosmického télesa ve tvaru

V= 2(§+£)=

Uvedeny vyraz je vtomto tvaru platny nejen pro eliptickou obéZnou drdhu, ale m|
obecnou platnost pro jakoukoliv kuzelosecku. V daném centralnim gravitaénim poli (@
zavisi rychlost pohybu jen na velikosti obézné drahy (a) a poloze na dréze, uréen
vzdalenosti pohybujiciho se télesa od stfedu centralniho gravitacniho pole (7).

1. kosmicka rychlost — kruhova rychlost

Dosazenim do obecného vztahu pro rychlost (3.95) za hlavni poloosu polomér kruhoy
obé&?né drahy (a =r = konst.) obdriime vyraz pro rychlost, kterou nazyvame
kosmickou rychlosti, respektive kruhovou rychlosti '

7 :
Vi= |- 3.9¢
= F (

Napf. pro planetu Zemi je hodnota kruhové rychlosti v nulové vyice V; = 7,9 [kms™']
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11. kosmicka rychlost — tinikova rychlost

Pro otevienou parabolickou dréhu, pro niz plati (a — ) obdriime vyraz pro II.

kosmickou rychlost ve tvaru
2p
V= [ VV2. (3.97)

Tato rychlost odpovidd rychlosti, pfi niz je mozno prekonat pfitazlivost centralniho
télesa a proto se nazyva unikova rychlost. Pro tnik z planety Zemé je hodnota II.
kosmické rychlosti V;; = 11,2 [kms™1].

Hyperbolicka rychlost

Vratme se zpét k vyrazu pro celkovou specifickou mechanickou energii, rov. (3.90), kam
dosadime za specifickou energetickou konstantu pro hyperbolu, uvedenou v tab. 3-2
VZ u p

2 r 2a

Dosadime-li za pravodic (r — o) obdrzime vztah pro rychlost v nekonecnu ve tvaru

u
Vo = [—. 3.98
= (3.98)
Tato rychlost se nazyva hyperbolicky prebytek rychlosti. Zavedme tuto rychlost zpét do

vyrazu pro celkovou specifickou mechanickou energii

V: o u Vs
2 ¥ 2
odkud pro kvadrat hyperbolické rychlosti ziskavame vztah ve tvaru
2
PRl 7“ + V2, (3.99)

A s pfihlédnutim k rovnici (3.97) pro Il. kosmickou rychlost mGZeme zapsat relaci mezi
kvadraty rychlosti

V2=Vi+ V2 (3.100)
Z uvedeného vztahu je zifejmé proc je rychlost V,, nazyvana hyperbolickym prebytkem
rychlosti. Je to rychlost, o kterou je tfeba zvysit parabolickou unikovou rychlost,

abychom presli na hyperbolickou drédhu, nutnou pro odlet z pfislusného CGP. Kvadrat
hyperbolického prebytku rychlosti se v mechanice kosmického letu oznacuje

C; = V2 [km?s7?], (3.101)
a je méfitkem energie potiebné k uskutec¢néni meziplanetarniho letu, [23]. Casto se
nazyva jako ,charakteristicka energie”. Vice se o meziplanetarnich letech uvadi v kap. 6.

Srovnani tvarG drah a rychlosti je uvedeno na obr. 3-10. Z uvedeného je vidét, ie
parabolicka Unikova draha je predélem mezi uzavienymi drahami (kruhovymi a
eliptickymi) a otevienymi drahami (parabolickymi a hyperbolickymi). Carkované je na
obrézku zndzornéna dréha balistické rakety, jejiz eliptickd drédha protind povrch Zemé.
Povsimnéte si, Ze pro balistickou drahu lezi perigeum uvniti Zemé.
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Obr. 3-10 Srovndni uzavienych a otevienych drah.

Priklad 3.2

Zadani: |
Stanovte nasledujici parametry eliptické drahy kosmického télesa obihajiciho kolem Zemé
rychlosti v perigeu a apogeu Vp, V,, periodu T, specifickou energetickou konstantu (3
rychlost V; v zadaném bodé dréhy (1), ktery je definovan hodnotou pravé anomalie ©;. |

Potrebna data: I

Prava anomdlie 0, = 115[°],
Excentricita e=0,2[1],
Vzdélenost perigea rp = 7150 [km],
Gravitaéni parametr Zemé i = 398600 [km3s~2].
Reseni:

a) Vypocet specifického momentu hybnosti provedeme dle rov. (3.44), kterou upraw’n@
s uvazenim podminky v perigeu ® = 0° na tvar

h = Jurp(1 + €) = /(398600)7150(1 + 0,2) = 58481 [km?s~"].
b) Vypocet vzdalenosti apogea provedeme rovnéz pomoci vztahu (3.44), kde nyni uvaZin
podminku pro apogeum 0 = 180° -
B h? 1 b 584817 1
"= W 1—e 398600(1-02)
c) Vypoéet hlavni poloosy elipsy provedeme dle vztahu (3.50)

= 10725 [km].
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ra+1o 10725+ 7150
a=2 5 F= > = 8937,5 [km].

d) Vypocet obéiné doby (periody} zrov. (3.86)

8937.5° _ g408,825 [s] = 2,33578 [h] = 2°20'09"".
398600 BN

e) Vypocet rychlostl v perigeu a apogeu provedeme jednoduse dle vztahu (3.93)

58481 i h 58481 g
VP—;; 7150 = 8,179 [kms™1], V, —a 10735 = 5,453 [kms™'].
f) Specificka energeticka konstanta je dana vyrazem
398600
g e o TN 59909 (ks 4] =—22,299 [MJkg Y.

“2a 2(8937 5)
g) Vypocet modulu polohového vektoru ry

h? 1 _ 584817 1
ul+ecos®, 3986001+ 0,2cos115°

h) Koneéné rychlost vbodé (1), ktery je definovan soufadnicemi (r;,0,) stanovime
z rovnice (3.95) ve tvaru

[\ [ 398600 B .
= Jz (n i 5) - Jz (9372'2 i 22,299)) = 6,361 [kms~1].

=9372,2 [km].

n =

3.4 Casovy priibéh pohybu kosmického télesa na obézné
draze

Na zakladé dosavadnich rozborl umime nalézt polohu kosmického télesa r v zavislosti
na pravé anomadlii ® pro jakoukoliv znamou eliptickou obé&Znou drahu, napf. pomoci
rovnice drahy (3.45). Nyni nas bude zajimat, v jakém case se do této polohy kosmické
téleso dostane. Hleddme funkéni zavislost t = f(©). Jak vyplyva ze zdkona ploch,
pohyb kosmického télesa po eliptické obéiné draze je nerovnomérny. Pro fesSeni
Casoveé zavislosti slouzi Keplerova rovnice, kterou nyni odvodime.

3.4.1 Keplerova rovnice - vztah mezi stredni a excentrickou
anomalif

Keplerova €asova rovnice vyjadfuje vztah mezi tzv. excentrickou anomalii E a stfedni
anomalii M. Excentricka anomadlie E je Uhel mezi pfimkou apsid a spojnici stfedu elipsy
S sbodem Q (obr. 3-11). Bod Q je definovan jako primét kosmického télesa D na
kruznici ,k" opsanou dané eliptické draze, vedeny rovnobéiné sosou y. Primét
kosmického télesa (druZice) na pomocnou kruznici se pohybuje rovnéz nerovnomeérné.
Proto se zavadi dal3i pomocna Ghlovd proménna, tzv. stfedni anomalie M, coz je uhel
mezi p¥imkou apsid a spojnici stfedu kruZnice s bodem Q na téie pomocné kruZnici
K, zndzornéné na obr. 3-12. Na rozdil od nerovnomérného pohybu bodu Q,
svazaného s pohybem bodu D, bod Q' se po pomocné kruznici ,k“ pohybuje
rovhomérné s konstantni Uhlovou rychlosti n = 2m/T. Tato uhlova rychlost se
v mechanice kosmického letu nazyva stfedni pohyb. Ten predstavuje vlastné uhlovou
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rychlost mysleného kosmického télesa, v obr. 3-12 oznaéeného bodem Q’, které by se
pohybovalo rovnomérné po kruhové draze ,k“ o polomérur = a.

Q (prumét D na kruznici)

Q&dmﬁw}
rr
\ y 74
77

Obr. 3-11 Definicni obrazek k odvozeni Keplerovy rovnice.

Obr. 3-12 Relace mezi E a M, resp. mezi nerovnomérnym pohybem bodu Q a
rovnomeérnym pohybem bodu Q" na pomocné kruZnici k.
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Hledejme nejprve velikost privodice definujiciho polohu kosmického télesa na eliptické
draze v zavislosti na excentrické anoméliir = f(E’). Zavedeme soufadnicovou soustavu
(x,y) s poc¢atkem v ohnisku 0 = F (obr. 3-11). Slozky polohového vektoru r v zavislosti
na excentrické anomalii vyjadfime nasledovné

x(E)=acosE —ae =a(cosE —e), (3.102)
y(E) =bsinE = avl —e?sink, (3.103)

kde jsme ve druhém vztahu uplatnili vyraz pro vedlejsi poloosu b dle vztahu (3.62).
Derivaci vyse uvedenych rovnic obdrzime

%(E) = —aE sinE, (3.104)

y(E) = bE cosE. (3.105)
Slozky téhoz privodice r vyjadfime také v zavislosti na pravé anomalii

x(0) =7rcosO, (3.106)

y(0) =rsin0. (3.107)
Derivace téchto rovnic jsou nasledujici

%(0) = —rOsin® + ¥ cos O, (3.108)

y(0) = r®cos O + 7 sin O. (3.109)

Nyni sestavime scilenym zamérem dvé rovnice nasledujici kombinaci viech
pfedchozich vztaht (3.102) az (3.109), [52]

x(0)y(0) = x(E)y(E),
y(0)x(0) = y(E)x(E).

Po dosazeni pfislusnych vyraz( do obou uvedenych rovnic a roznasobeni obou stran
rovnic ziskdme mezivysledek v nasledujicim tvaru

20 cos? O + 17 sin O cos ® = abE(cos? E — e cos E),
—r20sin? O + risin ® cos ® = —abE sin? E.
Odectenim druhé rovnice od prvni ziskdame docela jednoduchy vyraz

r20 = abE(1 — e cosE). (3.110)

Leva strana rovnice predstavuje v souladu s rov. (3.30) specificky moment hybnosti h.
Kombinaci rov. (3.83) a (3.84) a s uvazenim vztahu pro stfedni pohyb (Ghlovou rychlost)
n = 2n/T lze specificky moment hybnosti vyjadfit vztahem

2
h= ?nab = nab, (3.111)

Uvedeny vyraz dosadime na levou stranu rovnice (3.110) a separaci proménnych
upravime rovnici pro pfimou integraci

ndt = (1 —ecosE)dE.
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Levou stranu integrujeme v mezich od okamziku prichodu kosmického téles
pericentrem tp po libovolny ¢as t. Pravou stranu integrujeme v mezich 0 az E. P
integraci obdrZime vysledek ve tvaru

n(t—tp) =E —esinE. (3.112
Leva strana uvedené rovnice predstavuje okamzitou hodnotu stfedni anomalie M, t
uhel méfeny od pericentra

2m
M=n(t—tp) = T (t —tp). (3.113@

Nyni mdZeme s vyuZitim rovnice (3.113) zapsat konecnou podobu Keplerovy rovnic
(3.112) ve standardnim tvaru

M =E —esinE. (3.114

Z vyse uvedenych rovnic (3.113) a (3.114) je zfejmé, Ze Keplerova rovnice vyjadfuj
vztah mezi stfedni anomadlii, resp. ¢asem t a polohou kosmického télesa, vyjadrenol
excentrickou anomalii E. Z jejiho tvaru vyplyva, Ze se jednd o transcendentni rovnic
Pro fedeni excentrické anomalie E pro zadany ¢as t musime pouzit néjakou vhodno
numerickou metodu. Grafické vyjadieni vzajemné relace mezi stfedni a excentricko
anomalii je uvedeno na obr. 3-13.

360

"

330 e=1,0 |

300 e=0,8 :\\/

270 0.5 2
240 | 4
210 .
180 ;
150 "
120

60
30 7

0

1]
1

\930,4 |
~ e=0,2

s 7 \%
YAVIW, kk
\

Stredni anomalie M [°]
\

\\
\

0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
Excentrickd anomalie E [°]

Obr. 3-13 Zavislost stfedni anomdlie na excentrické anomadlii.

Pro feSeni uvedené transcendentni rov. (3.114) se nejéastéji pouZiva Newtqf
Raphsonova metoda, [56]. Reseni libovolné rovnice f(x) =0 spodivd v pou:
rekurentniho vzorce

f(x)

|
o) (3.11

Xiv1 = X; —

56
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Podafi-li se zvolit pocatecni hodnotu x, relativné blizkou k feSeni, pak tato metoda
velmi rychle konverguje ke spravnému feseni s predepsanou prresnosti.

V nasem pripadé fedime kofen rovnice f(E) = 0, kde funkce f(E) pro i-tou aproximaci
ma tvar

f(E)=E;—esinE;— M (3.116)

a jeji derivace je dana vyrazem
f(E;) =1—ecosE;. (3.117)
Nyni podle rov. (3.115) zapiSeme rekurentni vztah pro hledani hodnoty excentrické

anomadlie E; .

f(E)
Ei,1 =E———===E; —AE;. 3.118
i+1 L f (Ei) I [ ( )
Uvedeny rekurentni vztah resime v postupnych krocich od vhodné zvolené pocatecni
hodnoty E, tak dlouho, dokud rozdil poslednich dvou hodnot je mensi nez zvolend

tolerance. Za pocatecni hodnotu excentrické anomalie Ize zvolit napfiklad E, = M.

Pro urychleni numerického feseni Keplerovy rovnice se dle lit. [20] doporucuje volit
potatecni hodnotu E; bud' takto:

a) propfipad,zeM <m, E,=M+e/2, (3.119)
b) propfipad,izeM >mn, E,=M —e/2, (3.120)

nebo na zakladé vztahu

esinM
Eg =M+

; (3.121)
cose — i—e)sine+M5ine

Prakticka ukazka numerického feSeni transcendentni Keplerovy rovnice je predstavena
v nize uvedeném pfikladu 3.4.

3.4.2 Vztah mezi modulem polohového vektoru a excentrickou
anomalii

Dosadime-li do modulu polohového vektoru za soufadnice x a y dle vztah(i (3.102) a
(3.103) obdriime vyraz

r=x2+y2=/a?(cosE —e)? + a2(1 — e?) sin? E,

ktery po jistych goniometrickych Upravach vyjadfuje vysledny vztah mezi modulem
polohového vektoru a excentrickou anomalii

r=a(l—ecoskE). (3.122)
3.4.3 Vztah mezi pravou a excentrickou anomalii

Protoze poloha kosmického télesa na obéiné draze je definovana nejen pravodiem,
ale také pravou anomadlii, zbyva nam jesté doplnit funkéni vztah ©@ = f(E). K tomu ndm

57
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poslouii rovnice eliptické drahy (3.48) a x-ové soufadnice polohy kosmického télesa na
ob&iné draze dle rov. (3.106) a (3.102). Z rovnosti x-ovych soufadnic plyne

cosE

+11

+CoSE

rcos® = a(cosE — e).

0
—-COoSE

-1t

Obr. 3-14 Pri pouZiti funkce kosinus uhlu E se objevuje nejednoznacnost feseni. Pro
jednu hodnotu cos E existuji dvé hodnoty uhlu E.

Po dosazeni za r dle rovnice eliptické drahy (3.48) a Upravé dostavame jiz relaci mezi
pravou a excentrickou anomalii

3-15).

'g

rom

cosE =

e+ cos®
1+ecos®

Blizsim rozborem v$ak snadno zjistime, Ze tato vazba je nejednoznaéna, nebot funkce
cos E nabyva stejné hodnoty pro dva rizné argumenty E (obr. 3-14). Proto pouZijeme¢
vazbu platnou pro tangenty poloviénich Ghld, ¢imz se nejednoznacnosti vyhneme (obn

m

m o,

Obr. 3-15 Pouzitim funkce tangens polovi¢niho uhlu E je nejednoznacnost vyloucena
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3. Pasivni pohyb kosmickych téles v CGP

Z goniometrie zname obecny vztah pro tangentu polovi¢niho Ghlu. V nasem pfipadé

pro (E/2) mGZeme psat
E 1—cosE
e A & [
83 .‘1+cosE (3124

Do uvedeného vztahu dosadime vyraz pro cosE dle rov. (3.123). Upravami, které
spotivaji nejprve v prevedeni ¢itatele i jmenovatele pod odmocninou na tvar

. E 1+ecos®— (e+cos@)
83~ |[T+ecos®+ (e+cos®)’
ziskame po dalSich Gpravach nasledujici vztah
. E [1-e 1—cos0O
827 |1+e 1+ cos®
Jelikoz v poradi druha odmocnina v tomto vztahu je dle stejného pravidla opét vyraz

pro tangentu polovicniho Ghlu, tentokrat tg(©/2), bude vysledna vazba mezi
poloviénimi hodnotami pravé anomalie a excentrické anomalie dana vztahem

g e [LER 3125
82° |T+e®2 (3.125)

" Respektive opaéné feseni je dano vyrazem

|3

. _1+e
€2° [1-e

E
tg 7 (3.126)

Nyni méame k dispozici veskerée potfebné vztahy k nalezeni vazby mezi stfedni anomalii,
~ resp. tasem a pravou anomalii.
Vratime-li se ke Keplerové rovnici (3.114), muzeme nalézt vztah pro pfimy vypocet

stfedni anomalie v zavislosti na pravé anomalii. Ktomu pouzijeme relaci sin E +
cos? E = 1, do niZ dosadime vyraz (3.123) pro cos E. Odtud nalezneme vyraz pro sin E

~ ve tvaru
V1 —e2sin@®
1+4+ecosO® °

Dosazenim do Keplerovy rovnice (3.114) za Ghel E, ktery uréime z rov. (3.125) aza sin E
dle rov. (3.127) obdriime modifikovanou Keplerovu rovnici vyjadfujici pfimy funkéni
vztah mezi M a @ ve tvaru

sinE = (3.127)

1—et 0 V1 —e2sin®
1+eg2 ® 1 +ecosO

M = 2 arctg (3.128)

Grafické znazornéni této funkéni zavislosti stfedni anomalie M na pravé anomalii © je
uvedeno na obr. 3-16.
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Obr. 3-16 Graf funkéni zavislosti stfedni anomadlie na pravé anomdlii,

Pozndmka: Nutno podotknou, Ze Keplerovu rovnici je mozno odvodit i jinym postupemn
neZ byl zde uveden. Je moZno vychazet z rov. (3.30). Jeji pfimou integraci s vyuZitir
rovnice drahy (3.44) a vazeb mezi pravou anomdlii a excentrickou anomalii (3.125

muzeme dospét ke Keplerové rovnici v zakladnim tvaru (3.114), resp. (3.128). |

Priklad 3.3
Zadani:

Stanovte dobu letu t kosmického télesa po eliptické obéiné draze kolem Zemé, kteﬂ
uplynula od okamiiku priletu perigeem tp do aktudlni polohy kosmického télesé
definované pravou anomalii ©. |

Potfebnd data: i
[

Vzdélenost perigea rp = 6800 [km],

Délka hlavni poloosy a = 10625 [km],
Prava anomalie 0 = 140 [,
Gravita¢ni parametr Zemé u = 398600 [km3s72],
Cas priletu perigeem tp = 1°36' = 5760 [s].
Reseni:

a) Vypocet excentricity elipsy dle rov. (3.53)
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_ T _,_ 6800
e=r"a """ 10625

b) Vypocet momentu hybnosti dle rov. (3.85)

=0,36 [1].

h = Jua(1 - e?) = /398600(10625)(1 — 0,362) = 60714,52 [km?s~*].
c) Vypocet periody dle rov. (3.86)

7 =2 |% = 2n [29625° _ 1 0899,45 [s] = 3,0276 [hod]
= AT T 4T 398600 RIS g

d) Vypocet excentrické anomalie dle rov. (3.125)

E_[1-e 0 _[1-036 140)_1%”54
8= |T+e %2~ [170.36 g(z =k ’

E = 2arctg(1,884754) = 2,165981 [rad] = 124,102 [°].

e) Vypocet stfedni anomalie z Keplerovy rovnice (3.114)
M =E —esinE = 2,165981 — 0,36sin(124,102),
M = 1,867886 [rad] = 107,022 [°].
f) Vypocet stfedniho pohybu
2m oY 2m
T~ 10899,45
g) Konecné dobu letu mezi perigeem a okamiitou polohou stanovime pomoci rov. (3.113),
kterou si upravime na tvar
. M — 1,867886
- P 7 576468.10~*

Kosmické téleso na dané eliptické obéiné draze doleti do polohy definované pomoci
pravé anomalie za €as t = 2,5 [hod].

n= = 5,76468.107* [s7'] = 2,0753 [hod].

+ 5760 = 9000,2 [s] = 2,5 [hod].

Priklad 3.4
Zadani:

Stanovte polohu kosmického télesa pohybujiciho se po eliptické obéiné draze kolem Zemé
pomoci pravé anomalie @ vdob&, kterda uplynula od priletu perigeem. Cas priletu
perigeem zvolte t, = 0. PoZadovand pfesnost iteraéniho numerického feseni |AE;| < 107,

Potrebnad data:

Vzdélenost apogea ry = 14450 [km],
Excentricita e =0,25 [1],

Gravitaéni parametr Zemé u = 398600 [km3s~?],
Doba letu od perigea t =72 [min] = 1,2 [hod].

61



3. Pasivni pohyb kosmickych téles v CGP

Reseni:

a)

b)

c)

d)

e)

f)

g)

h)
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Vypocet délky hlavni poloosy elipsy dle rov. (3.52)

_ma 14450 — 11560 [km]
a_1+e_1+0,25_ Hl:

Vypocet momentu hybnosti dle rov. (3.85)

h = \/ua(1 — e?) = /398600(11560)(1 — 0,252) = 65725,39 [km?s~1]. |
Vypocet periody dle rov. (3.86)

=2 | = 21 [F2300 _ 15369,38 [s] = 3,4359 [hod
= el T T 1398600 38 [s] =3,4359 [hod].

Vypocet stiedni anomadlie dle rov. (3.113).
M =n(t —tp) = 1,828667(1,2) = 2,194399 [rad].
Vypocet excentrické anomadlie dle rov. (3.114)
M=E—esinE
je nutno provést numericky. Vypocet pokracuje v nasledujicich krocich.
Stanoveni pocatecni hodnoty excentrické anomalie Ej.

Vzhledem ktomu, Ze hodnota stfedni anomdlie M < m zafindme aproximaci
pocatecni hodnoty definované rov. (3.119). Ve vypoctech jsou uhly brany v radianech!

e 0,25
Eo=M+ 2 = 2,194399 + e 2,319399 [rad].

Numerické feseni transcendentni Keplerovy rovnice provedeno Newton-Raphsonow:
metodou dle rov. (3.118)
f(ED)

Eiy1 = E TFE)
L

= Ef - AEI

1. krok fedeni:
Funkéni hodnota f(E;) dle rov. (3.116) '

f(Ey) = Ey—esinEy — M = 2,319399 — 0,255sin 2,319399 — 2,194399,
f(E;) = —5,81601.1072.
Hodnota derivace dle rov. (3.117)
f(Es)=1—ecosE; =1-0,25c0s2,319399 = 1,170154.
Odchylka AE,

f(E,) —581601.10% i
e S e 70300, 2072,

AE,

Absolutni hodnota odchylky |AE,| po prvnim kroku je samoziejmé vét3i jak poZadov,
pfesnost |AE,| > 1078, proto pokraéujeme druhym krokem.
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2. krok feeni
E, = E, — AE, = 2,319399 — (—4,970300. 1072) = 2,369102 [rad],
f(E)) =E, —esinE; — M = 2,369102 — 0,255sin 2,369102 — 2,194399,

f(Ey) = 2,227101.107%,
f'(E;) =1—ecosE; =1—0,25co0s2,369102 = 1,179044,

f(E)) _2,227101.10°*
f(E) 1179044

Absolutni hodnota odchylky |AE;| po druhém kroku je stale vétsi nei poiadovana
presnost |AE;| > 1078, proto pokragujeme tietim krokem.

AE; = = 1,888905.107*.

3. krok feseni
E, = E; — AE; = 2,369102 — 1,888905.107* = 2,368913 [rad],
f(E,) = E, —esinE, — M = 2,368913 — 0,25 sin 2,368913 — 2,194399,
f(E;) = 3,11288.107%,
f(E;)=1—ecosE, =1—0,25c0s2,368913 = 1,179011,
AE, = f‘(Ez) _ 3,11288.107°
f(Ey) 1,179011

Jak vidime absolutni hodnota odchylky |AE,| po tfetim kroku je jiz mensi nei
pozadovana presnost |AE,| < 1078, proto miZeme v tomto kroku stanovenou hodnotu
excentrické anomdlie povaZovat za dostatecné presné feseni Keplerovy rovnice

E = E, = 2,368913 [rad] = 135,7287 [°].

= 2,64025.107°.

i) Vypocet skutecné anomalie ©

Pomoci vyse stanovené hodnoty excentrické anomalie E mlZeme konecné vypocitat
skuteénou anomalii @ dle rov. (3.126)

1+e 1+025 1357287 W Rty
g2 e 1-0258 ¥

= 2arctg3,173670 = 145,02 [°].

Kosmické téleso se béhem 72 minut pfemistilo z perigea eliptické drahy do polohy,
definované pravou anomalii ©@ = 145 [°].

3.5 Poloha a rychlost kosmického télesa v roviné obézné
drahy

3.5.1 Perifokalni souradnicova soustava

Polochovy vektor a vektor rychlosti pohybu kosmického télesa na obéiné draze
odvodime v tzv. perifokélni soufadnicové soustavé (x,y,z) s pocatkem v ohnisku. Osa x
lezi na pfimce apsid a jeji kladny smysl sméfuje od ohniska k pericentru. Osa y je
totoina s parametrem p. Jak je nam jiZz znamo, poloha kosmického télesa na obéiné
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drdze je dana polohovym vektorem 7, ktery ma v perifokalni soufadnicové soustavé dv
slozky, (z = 0)

7 =1x+Jy. (3.12¢
Vektor rychlosti V pohybujiciho se kosmického télesa po eliptické draze je v kaidéi

okamziku tecny k draze. V perifokalni soufadnicové soustavé (x,y) ma rovnéi dv
slozky

F=T1%+]y. (3.13(

%

Obr. 3-17 Definice sloZek vysledného vektoru rychlosti Va sklonu drahy letu y.

Jak zndzornéno na obr. 3-17, vektor rychlosti V rozkldddme na vektor radidlni rychlo|
V; ve sméru polohového vektoru a na vektor transverzalni rychlosti 179, ktery je kolr
na polohovy vektor.
Definujme jednotkové vektory radialnich a transverzalnich slozek pomoci jednotkovy
vektor( ve sméru os perifokalni soufadnicové soustavy dle obr. 3-18
é, =Tcos®+]sin0d, (3.13
8g = —Isin® + Jcos 0. (3.13
Pomoci jednotkovych vektorl vyjadiime jak polohovy vektor, tak vektory radidln
transverzalni rychlosti

F=ré, =r(cosO + Jsin®), (3.13
V. = V.8, = V,(icos® + Jsin ©), (3.12
Vo = Voo = rO(=isin O + jcos 0). (3.17
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Obr. 3-18 Definice jednotkovych vektora.

~ Vrovnici (3.135) je transverzalni rychlost vyjadfena jako souéin modulu polohového
vektoru a tihlové rychlosti Vg = 70. S vyuZitim rov. (3.134) a (3.135) sestavime vysledny
- vektor rychlosti jako vektorovy soucet radialni a transverzalni rychlosti

V =V + Vo = #(icos © + j'sin ©) + rO(—isin © + ] cos 0). (3.136)

- Vdalsim kroku nalezneme vyrazy pro oba moduly vrovnici (3.136) v zavislosti na
geometrii eliptické dréhy a gravitaénim parametru.

Vztah pro specificky moment hybnosti (3.30) prepiseme do tvaru 0 = h/r. Za
konstantu ploch h dosadime dle dfive odvozeného vyrazu (3.38) h = Jup azar

dosadime rovnici drahy dle vztahu (3.45). Po dosazeni a Upravé obhdrzime pro hledany
modul vyraz

Vo =10 =u/p(1+ecosO). (3.137)
Druhy modul 7 nalezneme pfimou derivaci rovnice drdhy (3.45) a s pouZitim vztahu
(3.137) © = V /7 obdrime
. —pe(—sin 0)6 _ pesin® Vy
"= +ecos®)? (1+ecos®Zr
Po dosazeni za Vg dle rov. (3.137) a za r dle rovnice drahy (3.45) obdriime po malé
Upravé vysledny vztah pro modul radidlni rychlosti
V. =7=.u/pesin®. (3.138)

Odvozené vyrazy pro modul radialni i transverzélni rychlosti dosadime do rov. (3.136)
pro vysledny vektor rychlosti
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V=u/plesin® [T cos® + jsin®) + (1 + e cos ©)(—Tsin © + jcos 9)].

Po roznasobeni a setfidéni ¢lent vzhledem k jednotkovym vektorim obdrzime koneér
vyraz pro vektor vysledné rychlosti

V= u/p[—isin@ + j(e + cos ©)]. (3.13¢

3.5.2 Stavovy vektor v perifokalni souradnicové soustavé. Sklon
drahy letu

Vysledky pro polohovy vektor i pro vektor rychlosti mizeme zapsat ve formé stavovyc
vektord. Uplny stavovy vektor predstavuje Sest prvk( vytvofenych ze soufadn
polohového vektoru a vektoru rychlosti. Polohovy vektor s vyuzitim vztah( (3.10€
(3.107) a (3.45) Ize zapsat v maticové formé takto

X rcos® p cos @
= i = —{5si ; d4(
{i} rsan Q] T aes0 511{;@ (3.14

A vektor rychlosti v souladu s rov. (4.139) muzeme zapsat rovnéz v maticovém tvaru |

o~

x —sin®
Ve =1{yt=+u/pie+ cos0;. (3.14
v z 0
S vyuzitim obr. 3-17 mGzZeme definovat dalsi dlleZity pojem a to sklon drahy letu y, c
je uhel mezi vyslednym vektorem rychlosti a transverzalni rychlosti, ktera lezi v mist
horizontdlni roviné. Sklon dréhy letu lze vyjadfit pomoci poméru radidlni a transverza
rychlosti
V. Vsiny .
tgy=—= ; 3.14
4 Vo Vcosy (
odkud po dosazeni dle rov. (3.138) a (3.137) vyjadifime vyraz pro sklon drahy letu
tvaru

esin®
Y= arctg( ) (3.14

1+ ecos®

Vyse uvedené vztahy plati samoziejmé pro jakoukoliv kuZelosecku. Podivejme se v
zvlast na specidlni pfipad, na parabolickou drahu. Pro parabolu platie = 1.
UvaZenim této skutecnosti a pouZitim rov. (3.143) ziskdme nejprve vyraz pro tangel
sklonu drahy letu ve tvaru

” sin®

&Y =1+ coso

Z goniometrickych vazeb lze nalézt vyrazy pro polovicni Uhly pravé anomaélie

) N Q]
sin® =2 smzcos?
] 0] (C] (C] (C]
R - L B 1 T .20, L _ - Sl T s AN
cos 0@ = cos > sin > cos > (1 cos 2) 2 cos > 1.
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~ Po dosazeni do vyrazu pro tangentu sklonu drahy letu obdrZime

. 0 0] . 0
251n§cos§ sin> [e)
Rf———g =l

€]
. il
2 cos ) cos >

Odkud vyplyvé jednoducha relace mezi sklonem drahy letu a pravou anomalii pro
parabolickou drahu

(3.144)

Obr. 3-19 SloZky vysledného vektoru rychlosti a sklon drahy letu pro parabolu.

vé vektory pro parabolickou drahu v perifokalni soufadnicové soustavé nabudou
rov. (3.140) a (3.141) tvar

X P cos®

{z} - o Sll‘(;@ ) (3.145)
Ve —sin®
W =+u/pi1 + cosOy. (3.146)
v, 0

5.3 Vypocet polohy a rychlosti z pocatecnich podminek

'name-li pocatecni polohu 7(0,) =7, a rychlost kosmického télesa V(0,) =V,
v souladu s rov. (3.129) a (3.130) na libovalné obéiné draze

A =x0+y) (3.147)
Vi=#H =x0+y] (3.148)
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mézZeme z téchto pocateénich hodnot stanovit polohu 7, a rychlost kosmického tél
V5 v jiném okamziku, ktery je dan polohou ©, = ©; + A® (obr. 3-20).

v t ¥ trajektorie

Obr. 3-20 Pocatecni a novd poloha a rychlost kosmického télesa.

Vyjdeme ze skutecnosti, Ze specificky moment hybnosti h je na dané obéziné dra|
kaidém okamziku konstantni. Hodnotu specifického momentu hybnosti stanovime
pocatecni podminky takto

—

. R A .
h=rxVi=|x, y, 0|= 0y —yix)k. 3.1
x1 y1 0

Jak vyplyva z rov. (3.149), vektor specifického momentu hybnosti ma jen jednu sl¢

ve sméru jednotkového vektoru ﬁ, takze tato slozka je pfimo modulem vek
specifického momentu hybnosti '

h = (X191 = y1%1). (3.1

V dalsim kroku nasleduje vyjadieni jednotkovych vektori v libovolné zvo
soufadnicové soustavy pomoci pocateénich hodnot polohového vektoru 7, vek

rychlosti Vl a modulu specifického momentu hybnosti h.
Nejprve si z rov. (3.147) vyjadfime jednotkovy vektor T

. Vi
[=———2"7 3
X, X J ( .

Uvedeny vyraz (3.151) dosadime do vztahu (3.148) pro pocatecni vektor rychlosti v

=S (T . S ( X ).. Xy, | X1Y1— V1% )
Vi=xy|\——=—J |+ =—n+ —— =—r +—]
1 1(x1 xlj) yuJ PR Y1 xl}’l ] PRE x 4
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Citatel v poslednim ¢lenu této rovnice predstavuje dle rov. (3.150) modul specifického
momentu hybnosti h. Ztakto upravené rovnice nalezneme vysledny vyraz pro
jednotkovy ve ktor J ve tvaru

=227 -2, (3.152)

Dosazenim tohoto jednotkového vektoru do rovnice (3.151) upravime vyraz pro
jednotkovy vektor 7 na tvar

=2 x_i(fvi_fﬁ) ~27,+ ( 1)r= Wb LT

- Po dosazeni za modul h v Citateli posledniho ¢lenu dle rov. (3.150) upravime vyraz pro

jednotkovy vektor na konecny tvar

3’14

10 yl_'
s

__Vl

: (3.153)

" Oba odvozené koneéné vyrazy pro jednotkové vektory (3.153) a (3.152) dosadime do
- vztahl pro hledany polohovy vektor 1, dle rov. (3.129) a vektor rychlosti V; dle rov.
- (3.130)

?-:2 = xzf + yzj:

Vz - i?z-f + ylzf
Po dosazeni a Gpravé uvedenych vztah( vzhledem k poéateénim vektordm polohy 7; a
rychlosti I71 obdrzime

Yia Vi x1 7 xl » XoV1 — Y2X1,  —Xa¥1 + YaX1 5
?’2 = x2 ——V]_ ""?’1 ?"1 = T]_ + V]_,
h h h
5 sy i x x —XV1 + VoX1 o
V2=£2( )’14)+y2(x1vl__1_..1)= 2V =2 g 2Y1 T2 .
h h h
Obé uvedené rovnice prepiSseme do jednodussich vyrazl
= [+ gV, (3.154)
V, = ffi + gV, (3.155)

kde koeficienty f, g a jejich derivace f, § pfedstavuji tzv. Lagrangeovy koeficienty ve
tvaru

fu X2)1 ;J’z’ﬁr (3.156)
_ XYty
=5 (3.157)
P XN ;J’z’ﬁ, (3.158)
Xy Yo
= N : (3.159)
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Z uvedenych vztahtl (3.154) a (3.155) je patrné, ze polohovy vektor i vektor rychlosti |
dan linedrni kombinaci poéateénich vektor( polohy a rychlosti.

Pro dali fedeni je tfeba vyjadfit Lagrangeovy koeficienty v zavislosti na pravé anomal
respektive na rozdilu pravé anomalie mezi hledanou a pocatecni polohou kosmickéh

télesa. K tomu vyuZijeme vztahy odvozené v piedchozi podkapitole. Slozky pocatecnit
polohového vektoru ve zvolené soufadnicové soustavé zapiseme dle rov. (3.140)

Xy =T7 COS @1, (3.16‘

A slozky poéateéniho vektoru rychlosti ve smérech pfislusnych jednotkovych vektol
v dané soufadnicové soustavé prevezmeme zrovnice (3.141) pro vysledny vekt
rychlosti, odkud slozky pocatecni rychlosti jsou dany vztahy

X, = —/u/psin0,, (3.16/
v =+ u#/p (e +cos@;). (3.16

Pro slozky hledaného polohového vektoru (x,, y,) a slozky hledaného vektoru rychlo
(%,y,) budeme pouZivat stejné vztahy (3.160) aZ (3.163) s tim, Ze budeme v tom
pfipadé pouzivat index ,2“.

P¥ipomerime, ze parametr p je svazan s modulem specifického momentu hybnosti h ¢
rov. (3.38), odkud plyne vztah h = \/ﬁ Nyni jiz mGzeme pfikrocit k sestavovani vyra
pro jednotlivé Lagrangeovy koeficienty.

Koeficient f nalezneme dle vztahu (3.156), kde pouZijeme odpovidajici, vy3e zminé
sloZky polohového vektoru a slozky vektoru rychlosti

1
f= ﬁ[(rz cos ©,)/u/p (e + cos ©,) — (r; sin ©,) (—Ju/p sin @1)],

T :
f= ;Z[e cos 0, + (cos ©, cos O, + sin B, sinO,)]. (3.1¢€
Z goniometrickych funkci vyplyva, ze (cos®, cos©, + sin @, sin®,) = cos(0, — €

Z obr. (3-20) je ziejmé, ie ©, — O, = A® definuje vzdjemnou hledanou polohu v
pocateéni poloze. TakZe vyraz pro Lagrangelv koeficient f mGZeme prepsat do tvary

T
f= ;2(8 c0s 0, + cos AG). (3.1
Z rov. (3.45) prodrahu
B
* " 1+ecosO,
stanovime vyraz pro
e cos 0, =r£—* 1. (3.1

i
Po dosazeni do vztahu (3.165) a Upravé obdrzime vyraz pro soucinitel f ve tvaru
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f=1 —%(1 — cosAB). (3.167)

Pro vypocet Lagrangeova soucinitele f jesté zbyva urdit vztah pro modul polohového
vektoru 7, ktery vystupuje v rovnici (3.167).

Modul hledaného polohového vektoru sestavime opét pomoci rovnice drahy (3.45)
s vyuzitim relace mezi pravymi anomaliemi ©, = ©; + A@®
1+ecos®, 1+ecos(®;+A0)

L)

Do uvedeného vztahu dosadime dle znamych goniometrickych vazeb vztah

cos(0, + A®) = cos ©, cos A® — sin O, sin A®
‘a po nepatrné Upravé piepiSseme vyraz pro modul hledaného polohového vektoru do
tvaru

_ p
" 1+ecosO; cosA® — e sin @, sin A@’

L)

V nasledujicim kroku vyloucime pravou anomalii urcujici po¢atecni polohovy vektor ©;.
K tomu pouZijeme rov. (3.166), kterou zapiseme pro pocatecni podminky (index 1)

seosm =L 1. (3.168)

n
‘Zrovnice (3.138) pro radialni rychlost kosmického télesa V., kterou zapiseme pro
-pocatecni podminky (index 1)

Ve =+/u/pesin®y, (3.169)
‘nalezneme vyraz pro
' esin®, = V,,\/p/u. (3.170)

Po dosazeni obou vyrazt (3.168) a (3.170) obdriime konetny vztah pro modul
‘hledaného polohového vektoru

_ p
1+ (% - 1) cosA® — V,../p/usin A®
Stanoveni koeficientu g provedeme dle rovnice (3.157), kam dosadime za soufadnice

1, ¥1) pfimo dle rov. (3.160) a (3.161). Pro stanoveni soufadnic (x,,y,) pouZijeme
tejnych vztah(, aviak s indexem ,,2“

_ X1t Yo% _ 1

h Jou

(sin®; cos®; — cos O, sinO,) =

2 (3.171)

[(—=r; cos ©,)r; sin ® + (7, sin ©,)r; cos 0],

ez Jpr

nr .
g = —sin 0. (3.172)

N

Sin(ez = @l)a
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Koeficient g odvodime podobnym postupem. Vztahy pro soufadnice x;, y; opét

pouZijeme dle rovnic (3.160), (3.161) a vztahy pro slozky rychlosti x,, y, stanovime dle

rovnic (3.162) a (3.163) pro index ,2“. Dosadime do vyrazu (3.159) pro derivaci

koeficientu g !
—X2)1 + Vo1

§= h ‘/—[ (=/u/psin®,)r; sin @, +,/u/p(e + cos ©,)r; cos @1],4

g =;1[e cos 0, + (sin®, sin ©; + cos @, cos 0,)]. ‘

|
Prvni Elen v hranaté zavorce e cos®, nahradime dle rov. (3.168) a kulatou zavorkul
upravime nasledovné: (sin®,sin®; + cos®, cos ;) = cos(0, — O,) = cosAO. Po
dosazeni obdriime :

-

g= —1(3— 14 cosA@).
P\

A po posledni nepatrné upravé ziskdvame vysledny vztah pro Lagrange(v koeficient g

ve tvaru |

|
g=1- % (1 - cosA®). (3.173)

Posledni koeficient f odvodime jinym zplsobem. Vyuzijeme vzajemnou vazbu mezi
Lagrangeovymi koeficienty, kterou Ize odvodit z vyrazu pro specificky moment hybnosti

fg—fg=1 (3.174)

Uvedend rovnice je vlastné jind forma vyjadfeni zakona zachovéani specifickéhc
momentu hybnosti kosmického télesa pomoci Lagrangeovych koeficientd. Odvozeni je
uvedeno v Priloze A.

Z rov. (3.174) vyjadiime vyraz pro koeficient f ve tvaru

f= é(fg = (3.175]
|
|
= ﬂ{h —%(1 5 cosAO)] [1 e %(1 o cosA@)] = 1}, |

77, Sin A@

Nyni do uvedeného vztahu dosadime dfive odvozené vyrazy pro koeficienty f, ga g

\/— |
M -l —c0sA@) ——(1 — $ B2 esa kb 2] |
= o ol —= (1 —cosA@) ( cos AB) o2 ( cosAB)

Po Upravé dostavame konec“:n\ir vyraz pro Lagrange(v koeficient f ve tvaru

: u(l—cosA®)/1—cosd® 1 1 J
I'= 0 ( ————). (3.176
p sinA® p n T |

Vyhodou poutiti Lagrangeovych koeficientl pro vypocet polohy a rychlosti kosmickéh|
télesa na ob&iné draze je skutecnost, Ze neni nutno a priori znat tvar drahy. Jak jsme ji
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poznali, typ dréhy je uréen excentricitou. Excentricita v8ak v Zzddném vysledném vztahu
pro vypocet Lagrangeovych koeficientl nevystupuje. Metoda je tedy nezavisla na tvaru
drahy, respektive excentricité.

Nicméné, tvar obéiné drahy i polohu obéiné drahy vroviné zvolené soufadnicové
soustavy mizZeme dodatecné stanovit z obecné rovnice drahy (3.43), ktera zahrnuje
konstantu ©,. Pro feseni pouzijeme rovnici drahy pro pocate¢ni podminky (index 1)

h? 1 p

Ty=— = 3.177
17 p1+ecos(®,—0,) 1+ ecos(®,—0,) ( )
a vztah pro pocatecni radialni rychlost kosmického télesa
V. = eyu/psin(0; — 0g). (3.178)
Potfebny modul vektoru pocatecni radialni rychlosti stanovime ze vztahu
I71 ‘F1
Vg = —. (3.179)
r

Poutiti obecného tvaru rovnice drahy (3.43) je nutné pro stanoveni thlové konstanty
0, kterd definuje polohu pericentra obézné drahy v jeji roviné vzhledem k obecné
zvolené souradnicové soustavé dle obr. 3-6. Pfipomenme, Ze pouze v perifokalni
soufadnicové soustavé je tato uhlova konstanta rovna nule. | kdyZ jsme zde pouZitou
soufadnicovou soustavu oznadili stejné (x,y), nejedna se o perifokalni soufadnicovou
soustavu.

Reseni provedeme nasledujicim postupem. Nejprve ze slozek pocatecniho polohového
vektoru 7; uréime pravou anomdlii ©; dle vztahu

0, = arctg (&) (3.180)
X1

VyuZitim rov. (3.177) a (3.178) stanovime vyraz pro tangentu thlu (0, — 0,)

sin(0; —0,)  Viy/p/u

cos(®; — Q) g_l '
1

tg(0; — 0y) =

odkud ziskdme uhlovou konstantu @, ze vztahu

ViWp/1

0o = 0, —arctg| ——— [rad]. (3.181)

L4
Pfed vypoltem excentricity e je nutno stanovit hodnotu modulu pocatecni radialni

rychlosti V,.; dle rov. (3.179). Poté mlzeme pfistoupit k vypoctu excentricity z rovnice
(3.177) nebo z rov. (3.178). Zvolime-li rov. (3.178), obdriime pro vypoclet excentricity

vyraz
_ Vuyp/u

e= sin(0, — 0g)° (3.182)

Vypocet excentricity provadime pro hodnotu uhlové konstanty 0, ktera dava kladnou
hodnotu excentricity. Reseni tvaru a polohy drahy je ukdzano na prikladu 3.6.
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3. Pasivni pohyb kosmickych téles v CGP

Priklad 3.5
Zaddni:

Na zakladé zadanych poé&tecnich podminek vypoltéte pomoci Lagrangeovych koeficiel
polohovy vektor 7 a vektor rychlosti V pro aktudlni polohu, ktera je dana zménou pri

anomalie o hodnotu AG.

Potfebnad data:

Gravitacni parametr Zemeé u =398600 [km3s~?),
Prirtistek pravé anomalie AG =80 [°],

Potateéni polohovy vektor # = 106407 — 7520,
Potatecni vektor rychlosti V, =617+ 19].
Reseni:

a) Vypocet specifického momentu hybnosti

o . T j k .
h=#xV,=|10640 —7520 0|= 66088k
6,1 19 0

b) Vypolet parametru p dle rov. (3.38)

h? _ 66088
u 398600

p= =10957,41 [km].

¢) Vypotet modulu potdtecnino polohového vektoru

1, = J10640% + (—7520)% = 13029,198 [km).
d) Vypotet pocatetni radialni rychlosti dle rov. (3.179)

Vi (617+1,97)(106407 — 75207)

Vi = = — 3,884813 g
n= T 13029,198 3,884813 [kms "]

e) Vypotet hodnot goniometrickych funkci
sin A® = sin(80°) = 0,984808 [1],
cos A® = cos(80°) = 0,173648 [1].
f) Vypocet modulu polohového vektoru dle rov. (3.171)
p

Ta= ’
1+ (2~ 1) cos 20 — Vy1y/p/usin 40

i &
10957,41

T, =
1+ (Poad s — 1) 0173648 — 3,884813 20957 4L 09848
r, = 32411,651 [km].
g) Vypotet koeficientu f provedeme dle rov. (3.167)
32411,651

T-
f=1 -;2(1 —cosA®) = 1o (1 - 0,173648) = —1,44432|
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h) Vypocet koeficientu g provedeme dle rov. (3.172)

nr, 13029,198(32411,651)
g= sin A@ = 0,984808 = 6292,856 [s].
Jru /10957,41(398600)
i) Vypocet derivace koeficientu g dle rov. (3.173)
i=1 3 (1 AB) =1 ey (1-0,173648) = 0,017404 [1]
b e dae T 7 T : b '

j) Vypocet derivace koeficientu f provedeme dle rov. (3.175)
: m 1
f= E(f,g -1)= 6292.856 [—1,44432 (0,017404) — 1],

f =-1,62905.10"* [s~1].
k) Vypotet aktudiniho (hledaného) polohového vektoru 7, provedeme dle rov. (3.154)

,=fr+ gvp

r, = —1,44432(106407 — 7520)) + 6292,856 (6,17 + 1,9)),

7, = 23018,8577 + 22817,713] [km].

‘I)' Vypocet aktudiniho (hledaného) vektoru rychlosti 172 provedeme dle rov. (3.155)
V, = f# + gW,

V, = —1,62905.10™* (106407 — 7520)) + 0,017404 (6,17 + 1,9)),
V, = —1,6271457 + 1,258113 [kms~1].

Priklad 3.6
‘addni:

~Stanovte tvar (excentricitu e) a polohu obéiné drahy ve zvolené soufadnicové soustavé
(x,y) pro pfipad uvedeny v piikladu 3.5.

Potfebnd data:

Gravitatni parametr Zemé 4= 398600 [km3s2],
Eametr p = 1095741 [km],
Pocateéni polohovy vektor 7, = 106407 — 75207,
Pocateéni vektor rychlosti V, =617+ 1,9],
Prirlstek pravé anomalie AO = 80 [°].

Reseni:

- a) Vypocet modulu pocateéniho polohového vektoru ry

= J106402 +(=7520)2 = 13029,198 [km].
b) Vypocet pocatecni radialni rychlosti kosmického télesa dle rov. (3.179)
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3. Pasivni pohyb kosmickych téles v CGP

g R 5 |
V,-#  (6,11+ 1,9))(106401 — 7520)) |
Vi = = = 3884813 [kms™1].
r1 T 13029.198 3,884813 [kms™!] |

ze slozek po&ateéniho polohového vekt¢

¢) Vypocet pravé anomalie poéateéni polohy ©,

|
i
|

—7520
0, = t( )——‘—0, 15 1 d] = —35,251406 [°].
1 = arctg{ 7070 6152531 [rad] 35,251406 [°]
d) Vypotet thlové konstanta Oy, ktera definuje smér pfimky apsid v roviné zvolené
soufadnicové soustavy dle rov. (3.181) .
Vs[5 3884813 | L0o>TA]
0, = 0; —arct =S —35,251406 — arct 398600
ol T Y 81095741

L 13029,198 !

0, = 0,713510587 [rad] = 40,881145 [°] nebo 0 = 220,881145 |

e) Vypoclet excentricity e provedeme dle vztahu (3.182)
konstanty @g

|
Ve p 3,884813 10957,41
—=— = —0,6634
sin(®, — 0g) |1 sin(—35,251406 — 40,881145) .| 398600
Vit P 3,884813 10957,41
e =— — = —————=0,6634¢
sin(@; — 0g) |H sin(—35,251406 — 220,881145) .| 398600

Ghlové konstanta ©, = 220,881 [°]
3. kvadrantu. Dle hodnoty excent

pro obé stanovené hodnoty uh

Je zfejmé, ie geometricky smysl ma pouze
kladnou excentricitu. Pak perigeum lezi ve
maseme konstatovat, e se jedna o eliptickou obéinou drahu. ;

f) Vypocet obéiné drahy provedeme dle obecného tvaru rovnice drahy (3.43), k

prepiseme s uvazenim relace p = h?/u na tvar
p 10957,41

=TT eocos@—0,) 1+ 0663441 cos(® —220,881145°)

&iné drahy byl proveden v tabulkovém procesoru Excel. Grafické znéz;'
dané soufadnicové soustavé je uvedeno na ol
steniho polohového vektoru (ry,01) i hled

Vypocet ob
Uplné obéiné drahy a jeji polohy v
3-21, kde jsou vyznaceny polohy poc
polohového vektoru (73, 0,), posunutého o zadané A® = 80°.
T

i © r cos © X sin @ ,
[1] [km] [1] K
6972,154 | -0,766044 | -83C

'l tkm]
50 | 10846,746 | 0,642788

40 | 12244888 | 0766044 | 9380,128 | -0,642788 | -78i
75:

13029,198 0,816627 10640,000 | -0,577165

1,0, |-352514

16181,549 0,939693 15205,682 | -0,342020 | -55

76
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0 21985,474 1,000000 21985,474 0,000000 0,000

20 28825,206 0,939693 27086,833 0,342020 9858,801

40 32549,552 0,766044 24934,403 0,642788 20922,449
44,7486 | 32411,643 0,710203 23018,835 0,703997 22817,709

50 31765,754 0,642788 20418,633 0,766044 24333,979

T 25000 —

=

> 20000 LF] >\

10000

/ 4V
\ i=falalal

S

_10300\ m\ 10:r00 20600
FaTaTal X

10000

30000
[km]

Obr. 3-21 Viypocteny tvar a poloha eliptické obézné drahy.

_.6 Poloha a rychlost kosmického télesa na draze v prostoru

PFi stanovovani polohy a rychlosti pohybu kosmického télesa na obéiné dréze, kterd
i‘m’zze mit obecnou polohu v prostoru, budeme vychazet ze znalosti polohového
wvektoru a rychlosti v roviné obéiné drahy. Pak nam jiz bude stadit nalézt transformaéni
iovnim mezi perifokalni soufadnicovou soustavou vroviné drahy a vhodnou
; _-ostorovou souradnicovou soustavou.

Nei pristoupime k nalezeni vhodné transformacni rovnice, seznamime se s klasickym
‘popisem obézné drahy v prostoru, ktery se pouZiva v nebeské mechanice a astronomii.
-V této nejstarsi védni discipliné je poloha obéiné drahy v prostoru definovana pomoci
tzv. elementd dréhy.
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3.6.1 Elementy drahy

Mezi zakladni elementy drahy se nejéastéji fadi nasledujici Sestice prvki a, e, i,£,¢
Jejich geometricky vyznam je ziejmy z obr. 3-22. Elementy drahy jsou na sobé neza

a je jimi jednoznaéné dana: |

a) Poloha roviny drdhy v prostoru, kterd je definovéna sklonem drahy (i) a dé
vzestupného uzlu (). Sklon drahy je uhel mezi rovinou drahy a rovinou rov
Délka vzestupného uzlu je Ghel definujici polohu uzlové pfimky v roviné rovniku
sméru jarni rovnodennosti.

b) Orientace obéiné drahy v jeji roviné pomoci argumentu pericentra (w). Argul
pericentra je Uhel mezi uzlovou pfimkou a pfimkou apsid (spojnice pericen
apocentra). Pro kruhovou drahu thel w neni definovan.

c) Velikost elipsy, dana délkou hlavni poloosy (a) a tvar elipsy, dany bezrozmér
excentricitou (e).

d) Poloha kosmického télesa na ob&zné draze pomoci pravé anomdlie (©).

Podle charakteru feenych uloh v nebeské mechanice i mechanice kosmického I
mo3ino volit i jiné kombinace testice elementl drahy. Nékdy se misto hlavni polot
ktera souvisi nejen s velikosti kuzelosetky, ale také s energetickou konstantou, p¢
specificky moment hybnosti h. A misto pravé anomalie © se pouziva stredni anc
M nebo klasicky doba pruchodu kosmického télesa pericentrem tp. Zde
upfednostnili vyse uvedenou 3estici elementd drahy, protoze lépe V¢
geometrické souvislosti (obr. 3-22).

D (druZice)

bé&zna draha

0l

vzestupny uzel

uzlova pfimka

Obr. 3-22 Poloha obéZné drahy v prostoru je definovdna Sesti elementy d
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'3.6.2 Geocentricka rovnikova souiradnicova soustava

‘Geocentrickd rovnikova soufadnicova soustava (X,Y,Z) je inercidlni soufadnicova
ustava, jejiz pocatek je spojen se stiedem centralniho gravitacniho pole ,,C* a zlstava
sehybnd v prostoru vzhledem ke stalicim (obr. 3-23). Primarni osa X leZi vroviné
ovniku a sméfuje k bodu jarni rovnodennosti na nebeské sféfe. Osa Z sméfuje
k severnimu polu centralniho télesa (Zemé). Treti osa leZi v roviné rovniku a doplriuje
soufadnicovou soustavu na pravouhly pravotocivy systém os.

Z| K

rovina rovniku

3

smér jami rovnodennosti

Obr. 3-23 Geocentrickd rovnikovd (inercidlni) souradnicova soustava. Poloha
kosmického letadla je ddna souradnicemi (X,Y,Z).

‘Transformace mezi geocentrickou rovnikovou a perifokdlni soufadnicovou soustavou

Pro nalezeni prvk( polohového vektoru {r} a prvkl vektoru rychlosti {V} v geocentrické
- rovnikové souradnicové soustavé je tfeba nalézt transformacni rovnici, ktera umoznuje
prepolet mezi stavovymi vektory v perifokélni a geocentrické rovnikové soufadnicové
soustavé. Prvky polohového vektoru a vektoru rychlosti v perifokalni souradnicové
soustavé mame k dispozici a jsou dany rov. (3.140) a (3.141).

Nejprve si ukazeme obecnou transformaci mezi dvéma obecnymi soufadnicovymi
soustavami. Pfedpokladejme, Ze mame dvé soufadnicové soustavy, které jsou na
pocatku ztotoznény a nachazi se v zakladni poloze zndzornéné osami (X,Y, Z) dle obr.
3-24. Nyni je tfeba nalézt obecnou vyslednou polohu obou soufradnicovych soustav vici
sobé. Tu nalezneme pomoci tfi postupnych pootoceni sledované soufadnicové
soustavy vUci pevné vztainé soufadnicové soustavé. Touto vztaZznou soufadnicovou
soustavou necht je geocentrickd rovnikovd soufadnicovd soustava (X,Y,Z). Pofadi
pootaceni sledované pohyblivé souradnicové soustavy je patrné z obr. 3-24.
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)
: .-5‘_‘}.\\‘

Obr. 3-24 Vzdjemnd poloha geocentrické rovnikové (X, Y, Z ) a perifokdlni
soufadnicové soustavy (x,, z). Pofadi pootoceni.

Prvni pootoeni provedeme v kladném smyslu kolem osy Z o Uhel Q (i
vzestupného uzlu) dle obr. 3-25. ZapiSeme vztahy vyjadfujici vzdjemnou relaci
sloskami libovolného vektoru ve vychozi geocentrické soustavé (X,Y,Z) a
pootocené poloze (X;,Y;,Z;). Vztahy zapiseme ve slozkové formé i v maticové ft

jak uvedeno nize.

! X; =XcosQ+Ysinf,

Y
A
Y, \\9 Y, = —XsinQ+YcosQ,
L/""\ ZI=Z.
A
\\ \
\
\\ \ X, V maticové formé
\ L -
\ = X1 cosQ sinQ 0](X
R
@ \ms—’ \ ;‘Q {Y1]=[—sinﬂ cos OHY].(B
z=7, \\ / ”‘_...--*"' X Zy 0 0 1] \Z
k‘”’

\

Obr. 3-25 Prvni pootoceni os.

Druhé pootoceni okamiité mezipolohy os (X;,Y1,Z;) provedeme v kladném
okolo osy X; o uhel i (sklon obé&zné drahy), ¢imi dle obr. 3-26 obdriim

transformacni rovnice.
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Z‘ZJ X=X,
@f\( ,,f”f\ i Y, =Y, cosi+ Z;sini,
= g Z, = =Y, sini + Z, cosi.
N L 4,
x=xy |
\ “\ V maticové formé
\
\[ X)) 10 0 1(X:
(L ,0=0 cosi sini|{%}.(3.184)
,,,T"\Y Z, 0 —sini cosillZ;
\ Fa
Y, A

Obr. 3-26 Druhé pootoceni os.

Treti pootoceni okamzité mezipolohy os (X5, Y;, Z,) provedeme v kladném smyslu okolo
o0s Z, o uhel w (argument pericentra). Toto posledni pootoceni konetné stanovi
vyslednou polohu transformované souradnicové soustavy, oznacenou (X3, Ys,Z3). Tuto
‘soufadnicovou soustavu mulzeme v nasem piipadé povazovat za hledanou polohu
 perifokalni soufadnicové soustavy (x,y, z) vidi soustavé (X, Y, Z).

Yi«r X;=x=X,cosw+Y,;sinw,
(:_;)/\r /”,,4;\ o) Y;=y=—X;sinw+ Y, cosw,
_/,1;’ \ }‘/#‘“/, v, Zy=z=1Z,.
2:2) v
\\ \ V maticové formé
\
A X3 x cosw sinw 0](Xz
\-"3\ Y3 E{Y]= —sinw cosw 0]|{Yzt.
)—//'\ 3 Z 0 0 1 Zz
[ \x3
X A (3.185)
2
r

Obr. 3-27 Treti pootoceni os.

Nyni jiZz miZeme postupnym dosazovanim diléich transformaénich matic stanovit
- soufadnice polohového vektoru, resp. stavovy vektor

X cosw sinw 01 0 0
{y} =|—sinw cosw Of[0 cosi sini||—sinfl cos 0f{Y;. (3.186)
z 0 0 1110 —sini cosi 0 0 11\Z

Po roznasobeni dil¢ich transformacnich matic obdrzime tplnou transformacni matici ve
tvaru

cosf) sinf) OHX
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[Tpmr] ) 1 ) ) ]
[ cos w cos ()l —sinw cosisin(l cos w sin {1 + sinw cost cos{l sina

—sinwcosl — cos w cos i sin ) —sinwsin{l + coswcosicosfl cosa
sini sin {1 —sinicos(l cC

Vyslednou transformatni rovnici zapiseme ve zkracené podobé takto

{rhp = [Tpfgr]{’"}grr

kde jsme vektory oznatili nasledovné

x X
rh = {J’} , {rgr = iY} ;
z Z) g

p

Vysledna transformaéni rovnice slouzi k pfepoctu stavovych vektorl z geo
rovnikové soufadnicové soustavy (X,Y,Z) do perifokalni soufadnicové
(x,y,z).Pro ortogonalni soufadnicové soustavy plati

-1 T
[Tgrfp] = [Tp!gr] = [Tp;’gr] :
A proto mizeme zpétnou transformaci z perifokalni soufadnicové soustavy (

geocentrické rovnikové soufadnicové soustavy (X,Y,Z) provést dle
transformacni rovnice

{r}gr = [Tgﬂp]{r}pl

kde inverzni transformacni matice ma tvar

[Tgrfp] _ . ) o )
cos w cos () — sinw coSt sinQl —sinwcos{l —cosw Ccost sin{l  sir

= coswsinﬂ+sinwcosicosn —sinwsinn+cosmcosicosﬂ —5
sinwsini cosw sini

Pro oznatovani transformacnich matic pouzivame dvojici indext. Prvni
lomitkem) vidy oznacuje, kam se transformuje a druhy index, odkud se tran

Vy$e uvedeny postup plati take pro vzajemné transformace prvku stavov
rychlosti mezi obéma vyde uvedenymi soufadnicovymi soustavami.
transformaci prvki stavového vektoru rychlosti z perifokalni do geocentric:
soufadnicové soustavy lze psat

Vigr = [Tgrfp]{v}p'

kde pro vektory rychlosti plati nasleduijici oznaceni

p: X
{V}p = [.V} ' {V}gr = iY}
Zlp Z

ar
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Priklad 3.7

Zaddni:

télesa zadanou pomoci pravé anomalie.

Potrebnd data:

Délka hlavni poloosy eliptické drahy a = 10800 [km],
Excentricita eliptické drahy e =04 [1],
Sklon obézné drahy i=:35 |°l,
Argument perigea w =40 [°],
- Délka vzestupného uzlu 0 =80 [,
Prava anomalie (poloha kosmického télesa) 0 =30 [°],
Gravitaéni parametr Zemé u = 398600 [km3s~2].
Reseni:

‘a) Vypocet parametru eliptické obézné drahy dle rov. (3.47)

p = a(l — e?) = 10800(1 — 0,4%) = 9072 [km].
'b) Vypocet hodnot potfebnych goniometrickych funkci

sin® =sin30° = 0,5, cos ®@ = cos 30° = 0,866025,
sini = sin 35° = 0,573576, cosi = cos 35° = 0,819152,
sin {0 = sin 80° = 0,984808, cos () = cos80° = 0,173648,
sinw = sin40° = 0,642788, cosw = cos40° = 0,766044.

c) Vypocet potfebnych parametr( vystupujicich ve stavovych vektorech

B g = 6737,917 [km]
1+ecos® 1+0,4(0,866025) ’ T

i (398600 _ o 28528 [kms~1]
p_ J 9072 ~ ek

'13.140). Po dosazeni obdrzime stavovy vektor polohy

[x} P {cos 8] [5835,207]
Yy =————4sin@; = 13368,959; [km].
z), 1+ecos® 0 0 ;

~ Po dosazeni obdriime stavovy vektor rychlosti ve tvaru

| Vypocet polohového vektoru v perifokalni soufadnicové soustavé (x,y, z) dle rov.

Pro prostorovou obéinou drahu zadanou pomoci jejich element( naleznéte stavovy vektor
{r} a {V} v geocentrické rovnikové soufadnicové soustavé (X,Y, Z) pro polohu kosmického

- Vlypocet vektoru rychlosti v perifokalni soufadnicové soustavé (x,y, z) dle rov. (3.141).
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v
["} =u/p

% P

—sin® ) (—3,31426
e + cos @] = [ 8,39188 ] [kms™1].
0 o J,

f) Vypocet transformaéni matice dle rov. (3.191)

[7r/s] - | b5y )
coswcos{l —sinwcosisinfl —sinwcos{)l —coswcosisin{l sinis

= |coswsin{l +sinwcosicos{) —sinwsinQl+ coswcosicos{l —sini
sinw sin i cosw sini co¢

Po dosazeni vyse uvedenych goniometrickych funkci obdriime transformacni
tvaru (Pozn.: Vypocty provedeny s vyssi presnosti, vysledky zaokrouhleny na 6
-0,385519 -0,729593 0,564863
i) = [ 0,845839  —0,524057 —0,099601].
0,368688  0,439385 0,819152
g) Vypocet stavového vektoru polohy v geocentrické rovnikové soufadnicové
ziskame dle transformacni rovnice (3.190)

rYer = [Tgrplr}.
{X} [—0,385519 —0,729593 0,564863 ]!5835,207] [—470_‘
ar

Y 0,845839 —0,524057 —0,099601(43368,959 317C
Z 0,368688  0,439385 0,819152 0 2 3631

h) Vypocet stavového vektoru rychlosti v geocentrické rovnikové soufadnicov
ziskame dle transformacni rovnice (3.192)

Vlgr = [Tgf,’v]{V}p’

Ve —0,385519 -0,729593 0,564863 1(—3,31426 —4
v = l 0,845839 —0,524057 —0,099601] [8,39 1885] = [—7,
v, 0,368688  0,439385 0,819152 0 » 2,4

Stanoveni elementt dréhy ze stavového vektoru

Na zakladé znalosti prvkl stavového vektoru v geocentrické rovnikové so

soustavé (X,Y,Z,Vy,Vy,Vz) miieme naopak stanovit vSechny eleme
nasledujicim postupem:

1) Nejprve stanovime moduly polohového vektoru a vektoru rychlosti dle vz

r=+X2+Y2+272

V=vX24Y24+72= ’Vf+V,E+V§-.

2) Nasleduje vypocet specifického momentu hybnosti, véetné jeho modulu

— - f }. E - - —
x W Vg

kde slozky specifického momentu hybnosti jsou dany vyrazy
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3. Pasivni pohyb kosmickych téles v CGP

hy = YV, — ZVy, (3.197)
hy = ZVX ot XVZ, (3.198)
h,z _— XVY i YVX, (3.199)

a modul stanovime ze vztahu

h= fhﬁ + hZ + hZ. (3.200)

Vypocet sklonu obé&iné drahy provedeme pomoci specifického momentu hybnosti
nasledovné

h
[ = arccos (f) (3.201)

Sklon obéiné drahy je definovan v rozsahu 0° < i < 180°. PFi vypoctu sklonu drahy
z uvedeného vztahu se neobjevuje zadna nejednoznacnost. Na tomto misté je vsak
tfeba fici, Ze podle jeho hodnoty definujeme typ dréhy s ohledem na smysl obéhu.
V pfipadé, kdy sklon dréhy leZi v rozsahu 0° < i < 90° nazyvdme obéZnou drahu
jako primou (progradni) a naopak pfi sklonu drahy 90° < i < 180° se jedna o tzv.
zpétnou (retrogradni) obéznou drahu.

Vypocet hlavni poloosy eliptické obéiné drahy provedeme pomoci specifické
energetické konstanty £ a gravitatniho parametru p. Nejprve ze vztahu (3.90)
stanovime energetickou konstantu

VZ
gl B
2 r
a nakonec hlavni poloosu dle vztahu (3.94)
u
=——, 3.202
Vektor uzlové prfimky ur¢ime dle vztahu
— - j’ f I_(. - - = -
U=Kxh=|0 0 1|=-hyl+hy] =uyl+uyj, (3.203)
hy hy hz
odkud je modul vektoru uzlové pfimky dan vyrazem
u= Ju}} +uZ = J(_hy)z + hZ. (3.204)
Délka vzestupného uzlu je pak dana vyrazem
Uy
Q = arccos (?) (3.205)

Délka vzestupného uzlu je definovana v rozsahu GhlG 0° < Q < 360°. Vypocet délky
vzestupného uzlu z uvedeného vztahu vede na nejednoznacnost pfifazeni spravné
thlové hodnoty (1. BéZné obdrzime dvé fedeni, z nichZ je nutno nalézt spravnou
hodnotu ( dle nize uvedené nabidky

Uy
Q, = arccos (—) prouy =0,
u

. u
Q, =360 — arccos (-5—) prouy < 0.
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3. Pasivni pohyb kesmickych téles v CGP

7)

8)

86

Argument pericentra mazeme stanovit ze vztahu

u-é
@ = arccos ; (

ue

Vektor excentricity, ktery zaroven definuje smér pfimky apsid, stanovime
vztahu (B.9), ktery je odvozen v Piloze B

1 U = =

é==[r(v2-3)-V(F-)]

2|7 (V2 =3)-¥6-P) (
Argument pericentra je definovan v rozsahu thla 0° < w < 360°. Rovné: v
argumentu pericentra w zrov. (3.206) vede na nejednoznacné feSeni. Ni
z polohy pfimky apsid, kterou definuje vektor excentricity je ziejmé, Ze vr
Ghld 0" < w < 180° je vertikalni slozka vektoru excentricity e; = 0. A
v rozsahu Ghli 180° < w < 360° je slozka e; < 0. TakZe dle znaménka sloZk
mozno identifikovat spravnou hodnotu argumentu pericentra w podle nize u
nabidky

u-é
W = arccos proez = 0,
ue

. u-é
w, = 360 — arccos
ue

) pro e; < 0.

A koneéné posledni element orbitdlni drahy, pravou anomalii, uréime dle vzt:
e-r
@ = arccos| — ).
er

Vtomto pfipadé mlzeme nejednoznacnost vypoctu pravé anomalie jec
vyfesit pomoci stanoveni znaménka radialni rychlosti letu 1. dle dfive uve
vztahu (3.179)

V-7
s
Dle zakladni rov. (3.138) pro radialni rychlost se miZeme jednoduse preswve
pokud je radidlni rychlost V. = 0, pak se kosmické téleso pohybuje ve sr
pericentra a prava anomélie 0" < ©® < 180° a pokud je radialni rychlost V,
se kosmické téleso pohybuje ve sméru k pericentru a pravd anomalie 180
360°.

r

Alternativné lze vypocet pravé anomalie nalézt také pfimo z rovnice dréhy (:
h? 1
r=——,
ul+ecos®

odkud je prava anomalie dana vyrazem

Fiegd]
® = arccos|—-|——1]].
e\ur




3. Pasivni pohyb kosmickych téles v CGP

ro zadané stavové vektory 7' a V urtete viechny elementy orbitdlni dréhy a, e, i, w, Q, O.
trebnd data:

Sravitacni parametr Zemé p = 398600 [km3s~%] a stavové vektory

= —2228,2] + 7196,1] + 4010K [km],

7
V=-7796] —2,312] + 1,871K  [kms™].

a) Vypocet modulu polohového vektoru dle rov. (3.194)

= JXZ +Y2+2722= \/(—2228,2)2 +7196,1% + 40102 = 8533,981 [km)].
Vypocet modulu vektoru rychlosti letu dle rov. (3.195)

V= VE+ V2 +V}?=(-7796)2 + (—2,312)% + 1,8712 = 8,344076 [kms1].
Vypocet slozek specifického momentu hybnosti dle rov. (3.197) az (3.199)

hy = YV, — ZVy = 7196,1(1,871) — 4010(—2,312) = 22735,023 [km?s~1],
hy = ZVy — XV, = 4010(—7,796) — (—2228,2)1,871 = —27093,

hy = XVy — YVy = —2228,2(—2,312) — 7196,1(=7,796) = 61252,394.

Vypocet modulu specifického momentu hybnosti

h= |h%+ h% + h% =/22735,0232 + (—27093)2 + 61252,3942 = 70730,245.

e) Specifickou energetickou konstantu stanovime dle rov. (3.90)

€ V? u 8344076° 398600

== = [ 2.-2 i
S = s533081 = 11895592 [km?s~2]

ﬁ Vypocet hlavni poloosy provedeme dle rov. (3.94), z niz pro velkou poloosu plati

£ 398600 _ 16754105 [km]
26~ T 2(-11,895592) ' m).

g) Vypocet sklonu obéiné drahy dle rov. (3.201)

hz) (61252,394
= arccos

L = arccos (? m) = 30,0 [ ]

Vypoéteny sklon obéiné drahy lezi v definovaném oboru 0° + 180°. A diky tomu, Ze je
mensi jak 90°, jedna se o pfimou (progradni) obéZnou drahu.
h) Vypocet sloZek vektoru uzlové pfimky. Z rov. (3.203) vyplyva
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3. Pasivni pohyb kosmickych téles v CGP

uy = hy = 22735,023,
Uz = 0.

i) Vypocet modulu vektoru uzlové pfimky

u=Ju?+u?+ui=270932 + 22735,0232 = 35368,232.
i) Vypocet délky vzestupného uzlu dle rov. (3.205)

i (ux) 1 ( 27093 )_400 "
1 = arccos () = arceos | zezeaoam ) = 40, [°L
. Uy L 27093 \ :
2, = 360" - arccos (%) = 360" - arccos (353 68’232) =1320,0 [°].

S ohledem na skuteénost, Ze slozka vektoru uzlové primky je kladna (uy > 0) spré
hodnotou délky vzestupného thlu je Q@ = 0, = 40,0 [°].

k) Vypotet skalarniho souéinu 7 - V
7.V =—22282(~7,796) + 7196,1(—2,312) + 4010(1,871) = 8236,374
I} Vypocet vektoru excentricity dle vztahu (3.207)

=%[F(V2—§)—I7(F'I7)].

my

é

3 " 398600
(—2228,27 + 7196,1] + 4010K) (8,3442 - )

1
398600 [ 8533,981

“i(rrael - 23T uT % 1.8711‘{')8236,374],
é = 0,0329876] + 0,461490] + 0,191881K.

m) Vypocet modulu vektoru excentricity

e= |eZ+eZ+eZ=./0,0329876% + 0,461490% + 0,1918812 = 0,501

Dle vypoctené hodnoty excentricity miZeme konstatovat, Ze obéZnou drahou je el
n) Vypocet argumentu perigea dle rov. (3.206)

-8 27093(0,0329876) + 22735,023(0,4614¢
= ar = ar
Wy = ATCCOS| =g ) = arecos 35368,232(0,501)

wl = 50 [a]l

u-é
w,; = 360° — arccos| — |,
ue

27093(0,0329876) + 22735,023(0,461490)
w, = 360° — arccos =3

35368,232(0,501)

V tomto pfipadé je spravnym fedenim w = w; = 50 [°], coi potvrzuje kladna
vektoru excentricity e; > 0.
o) Vypocet pravé anomaélie dle rov. (3.208)
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3. Pasivni pohyb kosmickych téles v CGP

=

g*T
0, = arccos ( ,
er
- 0,0329876(—2228,2) + 0,461490(7196,1) + 0,191881(4010)
1 = arecos 0,501(8533,981) ’
0, =20[°],

é-F
©, = 360° — arccos (?) = 360° — 20° = 340 [*].

Pro pfifazeni spravné hodnoty je tfeba zndt znaménko radidini sloZky vektoru rychlosti
letu V.. Tuto sloZku stanovime pomoci vyrazu
& V-7 L) —7,796(—2228,2) + (—2,312)7196,1 + 1,871(4010)
T ey 8533,981 !
V. =0,965127 [kms™1].

JelikoZ hodnota radidlni rychlosti je kladna (V. > 0), spravna hodnota pravé anomalie je
B = 01 =20 {D].

3.6.3 Geocentricka sféricka soufadnicova soustava

=l

z
N D(al 5! d

rovina rovniku

polohovy vektor

mistni polednik
kosmického télesa p,

smér jarni rovnodennosti

Obr. 3-28 Definice geocentrické sférické souradnicové soustavy. Poloha kosmického
letadla je dana souradnicemi (a, &, 1).

~ Geocentrickd sférickd soufadnicova soustava (a,d,7) je inercidlni soufadnicova
~ soustava, jejiz pocatek je opét spojen se stfedem Zemé. Poloha kosmického télesa na
obéiné draze je tentokrat uréena dvéma uhly a pravodicem. Sférické souradnice jsou
definovédny dle obr. 3-28 nasledovné:
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