Management rekreace a sportu 7. Funkce jedné realné proménné

7. Funkce jedné realné proménné, zakladni pojmy

POJEM FUNKCE JEDNE PROMENNE
Realnad funkce f jedné realné promenné je funkce (zobrazeni) /2 X — Y, kde X, Y < R.

Jde o zvlastni pfipad obecného pojmu funkce definovaného v piednasce 2.

Poznamka:
V dalsim vykladu budeme terminem funkce, ptipadné funkce jedné proménné rozumét vzdy jen realnou funkci

jedné realné proménné.

Funkce f je tedy piedpis, ktery kazdému redlnému cislu x € X pfitazuje jediné redlné cislo
y=f(x) € Y. Predpis f lze zadat riznymi zpusoby, napiiklad tabulkou, grafem, vyrazem
(vzorcem), ptipadné vice vyrazy (vzorci), jak uvadi nésledujici ptiklad. Nejcastéji je funkce
zadana vyrazem® y=f(x), kde se x chape jako proménna, za kterou se dosazuji ¢isla z X,
a y jako proménnd nabyvajici hodnot z Y; x se pak nazyva nezdvisle proménna (argument
funkce), y zavisle proménnd. Namisto f se k oznaceni funkce uziva ¢asto ptimo vyraz f(x). Pro
pevné zadanou hodnotu a@ proménné x se ptisluSna hodnota f(a) nazyva hodnota funkce f
v bodé a, ¢ funkcni hodnota v bodé a. Mnozina X vSech hodnot proménné x se nazyva
definicni obor funkce f a zna¢i se D(f). Mnozina vSech hodnot funkce f se nazyva obor
hodnot funkce f a znaci se H(f). Neni-li pro funkci f zadan defini¢ni obor D(f) = X, pfijima se
umluva, Ze se za n¢j povazuje mnozina praveé vsech Cisel, pro n€z ma predpis y = f(x) smysl.

V technickych aplikacich je definicnim oborem funkce nejcastéji interval.

Piiklad:
(a X={1,2,3,4,5},Y={0, 1,2}, fje funkce zadana dale uvedenou fabulkou. Plati H(f) = {0, 1}.

x 1 2 3 4 5

y=fx 0 1 1 0 1

(b) Funkce fje zadana grafem na obr. 7.1.

(¢) Funkce fje zadana vyrazem (vzorcem)y = f(x) = Vx. D( f) neni udan, v tomto pripadé podle umluvy je

D(f) =0, ).

" Rikame, Ze funkce je zadana analyticky.
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Obrazek 7.1. Zadani funkce grafem

GRAF FUNKCE
Graf funkce fje mnozina bodt [x, y] roviny s vlastnosti x € D(f), y =f(x).

Piiklad:
(a) Grafem funkce y=f(x)=x% D(f)=(0, ), je mnoZina {Ix, X*; x e (0, )} bodi roviny. Jde o

spravou® polovinu paraboly na obr. 7.2.

Obrizek 7.2. Graf funkce y = f(x) = x%, D(f) = (0, )
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(b) Na obrazku 7.3 je graf funkce

yzf(x)z{ —} je-lix<0

x? je-lix>0.

, -1 je—1li x<0
Obrazek 7.3. Graf funkce y = f (x) =<, )
x” je=lix2>0

Z definice funkce plyne, Ze mnoZina bodid M roviny je grafem néjaké funkce, jestlize

kazda rovnobézka s osou y mé s mnozinou M nejvySe jeden spolecny bod. Na obr. 7.4 je

mnozina M grafem funkce y =f(x), kdezto mnozina M' nemiize byt grafem zadné funkce

v = f(x); n€které rovnobezky s osou y maji s M’ vice nez jeden spole¢ny bod.

Obrazek 7.4.
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Pti kresleni grafu funkce se postupuje tradiéni metodou ,,bod po bodu‘. Nejprve se
urci dostatecny pocet dvojic [x, f(x)], zakresli se jako body roviny a tyto se pak spoji vhodnou
»carou”. Graf bude tim piesnéjsi, ¢cim bude k dispozici vice bodua [x, f(x)]. Osobni pocitace
s grafickym vystupem jsou vesmées vybaveny procedurami, které najdou dostateCny pocet
takovych bodl, pomoci nichz vykresli metodou ,,bod po bodu” graf funkce s uspokojivou
veérnosti. Sestrojovani grafi funkci s vyuzitim analytickych prostiedki bude téz tématem

pfednasky o pribéhu funkce.

NULOVY BOD FUNKCE
Cislo a se nazyva nulovy bod (téz koren) funkce f; jestlize plati f(a) = 0.

Piiklad:
-2

(a) Funkce f(x) Y jediny nulovy bod 2.
X

(b) Funkcee f(x) =x* — 1 ma nulové body 1, —1.

Hledani nulovych bodi funkci patfi k velmi dulezitym, avSak casto k obtiznym
uloham. Nékdy nelze urcit nulové body ve tvaru piesného ¢isla. Pak zbyva nalezeni nulovych

bodl pfiblizné¢ uZitim numerickych metod. Cenny je vtomto piipad€ pfiblizny odhad

nulového bodu, ktery ziskdme nakreslenim grafu (nejlépe pocitacem). Je ziejmé, Ze nulové

body jsou pak pruseciky grafu funkce s osou x (pozor na nulové body, které mohou lezet

mimo rozsah grafického vystupu).

Piiklad:
Z grafu funkce f(x) =x’—2 na obr. 7.5 lze soudit, Z¢ nulové body jsou dva; prvni z nich, x;, patéi do
(-1; —-1,5) (je asi —1,4), druhy, x,, patii do (1; 1,5) (je asi 1,4). V tomto piipadé umime nulové body urcit

~ v v W s . e . 2 .
presné FeSenim kvadratické rovnice x“ -2 =0, tj. x; = — \/2, Xy = 2.

ROVNOST FUNKCI
Funkce f, g jsou si rovny, jestlize D(f) = D(g) a pro kazdé x € D(f) (ptipadné D(g))

plati f(x) = g(x); zapisuje se f= g, v opacném piipadé [ = g.

Piiklad:
(a) Funkee f(x) = |x}, g(x) = vx* jsou sirovny, f=g.
(b) Funkce f(x) =1, g (x) = x/x si nejsou rovny, f# g, nebot’ D(f) =R, D(g) =R - {0}, D(f) # D(g).
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fo)=x-2

Obrazek 7.5. Graf funkce y = f(x) =x* - 2

OPERACE S FUNKCEMI

Soucet, rozdil, soucin a podil funkci f, g se definuje a znaci takto:

( f+ g)(x) =f (x)+ g(x); (,,funkce souctu se rovna souctu funkci”)
( f- g)(x) =f (x)— g(x); (,,funkce rozdilu se rovna rozdilu funkei”)
( fg)(x) =f (x)g(x); (,,funkce soucinu se rovna soucinu funkeci”)
A (x) = % (g(x) # O). (,,funkce podilu se rovna podilu funkci”)
g gl

Z uvedenych vztahl vyplyva grafickd interpretace — graf vysledné funkce se dostane
metodou ,,bod po bodu” provedenim pozadované operace s funkénimi hodnotami

v pfislusném bodé.

Priklad:

Pro funkee f(x) = (x + 1), g0) = Vx je (f+g) @) =+ 1D+ Vx,(f-2) )=+ 1)’ - Jx,

(9 @ =@ +1)7Yx, (ﬂ(x)z % .
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VYZNACNE TYPY FUNKCI
Funkce fje suda, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f) a f(—x) =f(x); jeji graf
je soumérny podle osy y.

Funkce f je licha, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f) a f(—x)=—f(x);

jeji graf je soumérny podle pocatku.

Funkce 1 je periodicka (s periodou p), jestlize existuje p # 0 takové, ze pro vSechna
x € D(f) platix + p € D(f) af(x) =f(x+ p).

Funkce f je rostouci, ptipadné klesajici na M < D(f), jestlize pro kazdé xi,x, e M
plati x; <x; = f(x1) <f(x2), ptipadné x; <x; = f(x1) > f(x2).

Funkce f'je neklesajici, ptipadné nerostouci na M < D(f), jestlize pro kazdé x;, x, € M
plati x; <x; = f(x1) < f(x2), ptipadné x; <x; = f(x1) = f(x2).

Funkce fje ryze monotonni na M < D(f), jestlize je f na M rostouci nebo klesajici.

Funkce fje monotonni na M < D(f), jestlize je f na M neklesajici nebo nerostouci.

Funkce f je shora omezena, ptipadné zdola omezenda na M < D(f), je-li mnozZina
f(M) = {f(x); x € M} shora, ptipadné zdola omezena.

Funkce fje omezend na M < D(f), je-li fna M shora i zdola omezena.

Poznamka:

Pokud se v uvedenych definicich uvazuje M = D(f), vynechava se dovétek ,,na M”.

K ovéfeni, zda dand funkce je nckterého z uvedenych typl lze v jednoduchych
pfipadech vystacit s béznymi prostiedky stiedoskolské matematiky. Lze ale také vyuzit

prostfedkil diferencidlniho poctu (viz pfednaska 12).

SLOZENA FUNKCE

Uvazujme funkce f; g a pfedpokladejme, Ze nekteré hodnoty funkce g(x) patii do D(f).
Kazdé takové hodnoté u=g(x) € D(f) lze pfifadit hodnotu y=f(u)=/(g(x)). Tim je
definovéna nova funkce A(x) = f(g(x)), ktera se nazyva funkce sloZend z funkci f, g a znacime
ji h=fog. Plati D(h)={x;x € D(g), g(x) e D(f)}. [ je vnejsi a g vnitrni slozka.
Uzavorkovani ve vyrazu f(g(x)) pro funkci sloZzenou z funkci f, g urcuje jednoznacné poradi,

v némz se skladani provadi, tj. funkce g se aplikuje jako prvni, funkce fjako druha.

Poznamka:

Slozenou funkci f(g(x)) lze slovné vyjadfit terminem ,.,f po g*.
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Priklad:
(a) Necht’ f(x) = \/; , g(x) = 2x. SloZena funkce ,,f po g%, f(g(x)) = ¥2x , je funkce, ktera vznikla sloZenim

funkce g, ktera zdvojnasobuje, s funkci f, ktera odmociuje. SloZena funkce ,,g po f* vznikne sloZenim

funkce f, ktera odmociuje, a funkce g, ktera zdvojnasobuje, tj. g(f(x)) = 2\/; .
(b) Funkce h(x)= Vx? je funkce sloZena z funkce g, ktera umociiuje, a funkce f, ktera odmociuje,

tj. of PO g% fg(x) = Vx? .

Termin slozend funkce se vztahuje ke zplisobu, jakym lze vyjadfit funkéni hodnoty,
nikoliv pfimo k funkci samotné. Zda funkce je sloZzend ¢i ne zévisi na tom, jak na ni
pohlizime. Funkce v pfedchozim ptikladu (b) je sloZzend — pfitom vSak na ni lze pohliZet jako
na ,,neslozenou* funkci f(x) = |x|. Rozklad slozené funkce na jeji slozky bude dulezity v fad¢

konstrukei. Skladani funkci lze piirozené rozsifit i pro vice funkeci.

Piiklad:
Funkce v(x) = 4/Incos x je funkce sloZena Y po In po cos®, tj. v(x) =f(g(h(x))), kde h poclita Kosinus,

g pocita prirozeny logaritmus, f odmociuje.

PROSTA A INVERZNI FUNKCE
Funkce f se nazyva prosta na M c D(f), jestlize pro kazdé x;,x, € M bude
x1# X = f(x1) #f(x2); v ptipadé M = D(f) se vynechava ,,na M*.

Z definice je zfejmé, ze prosta funkce nabyva kazdé své hodnoty pravé jednou, neboli, kazda

rovnobézka s osou x protne jeji graf nejvyse v jednom bodé¢.

Piiklad:

(a) Funkce f(x) = 1/x je prosta, nebot’ pro x;, x, € D(f), x; # x, plati f(x;) = 1/x; # f(x;) = 1/x,
(obr. 7.6.).

(b) Necht’ fix) = x%. Pro X1, — X1, kde x; # 0 plati x; # — x, avSak f(x;) = x12 =(- xl)2 =f(—-x),
tj. f(x) =x” nabyva kaZdé své nenulové hodnoty dvakrit (jeji graf — parabolu — miiZe rovnobé&zka
s osou x protnout dvakrat), neni tedy prosta. Je vSak prosta, napriklad, na intervalu (0, ), nebo

na intervalu (- oo, 0) (prava nebo leva polovina paraboly) (viz obr. 7.7.)

Plati tato diilezita vlastnost, kterou Casto upotfebime v praktickych tilohéach:

Je-li funkce f na M rostouci nebo klesajici, pak je na M prosta.

Poznamka:
Pozor! Opacéné tvrzeni neplati!!!
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Obrazek 7.7. Graf funkce y = f(x) = x°

Pro prosté funkce se definuji funkce inverzni (v jinych ptipadech vSak inverzni funkci

zavést nelze!). Je-li funkce f prosta, ptislusi kazdému y € H(f) prave jedno takové x € D(f),
ze plati y = f(x). Tim je na mnozin€ H(f) definovana funkce, kterd se nazyva inverzni funkci
k funkci f'a znagi se £ (pozor, jde o jinou funkci nez 1/f ). Funkce a k ni funkce inverzni si

vyméni vzijemnd definiéni obory a obory hodnot, tj. D(f~")=H(f), H(f")=D(f).
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Zuvedeného vyplyva, Ze rovnice y=f(x) je splnéna, pravé kdyz plati x=f"'().
V praktickych tlohach spoc¢ivé nalezeni inverzni funkce ve vyjadieni x jako funkce y. Pokud
takové vyjadieni je jednoznaéné, dostavame ptimo x =/ ().

K interpretaci smyslu pojmu inverze je dulezité si uvédomit, Ze je-1i funkci f provadén
jisty pocetni tikon, je k ni inverzni funkci provadén tkon inverzni, naptiklad k funkci, ktera

zdvojnasobuje, bude inverzni funkce délit dvéma.

Piiklad:

a) Funkce y =f(x) =2x je rostouci (tedy i prosta) a podle shora uvedené vlastnosti k ni existuje inverzni
funkce. Ze vztahu y = 2x lze jednozna&né vyjad¥it x = y/2 = £~ (), coZ je hledana inverzni funkce.

b) K funkeci y=f(x)=x’, D(f) =R neexistuje funkce inverzni, nebot’ f neni prosti. Jak je ziejmé
v tomhle piipadé nelze vyjadrit jednoznacné x jako funkci y. Pokud ale zvolime vhodnou mnoZinu

M < D(f'), na které je f prosta, pak inverzni funkce bude existovat!

Jak jiz bylo zminéno, ptfejdeme-li od funkce k ptislusné funkci inverzni, vyméni si
navzajem Ulohy zévisle a nezévisle proménna. Pfi grafické interpretaci to znamend, Ze nyni
hodnoty proménné y vynasime na horizontalni osu (x) a hodnoty proménné x=7"'(y)
na vertikalni osu (y). V disledku toho jsou grafy funkci fa £~ soumémé podle osy 1. a 3.
kvadrantu (tj. podle pfimky y=x podle niz jsou soumérné osy x,y). Této vlastnosti

vyuzivame pii kresleni grafi inverznich funkci.

Poznamka:
Abychom respektovali umluvu, Ze nezavisle proménnou ozna¢ime x a zavisle proménnou y (tj. aby oznaceni
proménnych bylo shodné s oznacenim os, na které se nanaseji), zaménime po formalnim nalezeni inverzni

funkce ve tvaru x = /() jeji oznateni na y = £ (x).

Priklad:
Necht y=f(x)=x% D(f)=(0,). f je rostouci na (0,), tedy kni existuje funkce inverzni. Plati
x=f"'0)=p, po zaméné y=+x. Na obr.7.8. jsou nakresleny grafy funkci f(x)=x% f '(x)=x

s vyuZitim soumérnosti podle pfimky y = x.
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fo =

Cilové znalosti

Obrazek 7.8. Graf funkce x* a \x

1. Nulovy bod funkce, geometricka interpretace.

2. Vyznacéné typy funkci.

3. Slozena funkce

4. Inverzni funkce, podminky existence.

10
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VII. Funkce jedné realné proménné CVICENI

POJEM FUNKCE JEDNE PROMENNE

. Pro funkci f(x)zx—dki najdéte: a) f(2x). b) f(x2).

. Pro funkci f(x):’ii najdéte: a) 2/(x). b) [1(x)] .

. Pro funkci f(x) = x’ —1 najdéte pro pevné zadané a, b, h:

a) 1)~ 1la) (b#a).b) f(

b—a

. Pro funkci f(x)=x*-x+1 najdéte f(-1), [f(-1)] ", f(-1)-3.

. Pro funkci
3% —1<x<0
f(x): 4; 0<x<1
3x-1; 1<x<3

najdéte f(2), £(0), f(-0,5).

. Pro funkci
37 —1; -1<x<0
fx)= tg%; 0<x<rm
2x ; T<x<6
x =2
e T 2z
najdéte f(—l), f(zj, f(3

. Urcete D(f) pro funkce:

a) f(x)=ﬁ+«/m. b) f(x)=x’-x-2+

1
3+ 2x —x? '

o) f(x)=-/sinx-1.

11
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GRAF FUNKCE

8. Nacrtnéte graf funkce:

-2; x>0
a) fx)=1:  x=0. b) flx)=x+a’.
-x*;  x<0

NULOVY BOD FUNKCE
9. Najdéte nulové body funkce:

a) flx)=x".

10. Najdéte nulové body funkce:

—

x+2)

a) f(x)=(x-1)(x+2). b) f(x)=(x_1).

VYZNACNE TYPY FUNKCI

11.

1-x

a) f(x):2x3—x+1. b) f(x):log1+

12. Urcete periodu funkce:

a) f(x) = tg(2x). b) f(x):‘cosx‘ .

FUNKCE SLOZENA

13.

a) f(x)=sin-/(2+x) .

PROSTA A INVERZNI FUNKCE

14.
al]f, M=R. b)g, M=(a, b). ¢c) h, M=R.

. C f(x):sinx+cosx.

b) f(x):x2—2x+l. ) f(x):—.

sinx; —-7<x<0
o flx)= 2; 0<x<1. d) f(x):‘x+2‘x.
1
e 1<x<4
x—1
1
x—1

o flx)=x"+x*.

Rozhodnéte o tom zda je funkce licha, pfip. suda:

d) f(x):4—2x4 +sin’x .

Urcete, ze kterych funkci a v jakém poradi je utvorena slozena funkce:

b) f(x)=tgx’. ¢ flx)=

(x—1)3‘. d) f(x)=1/sinx . € f(x)=3"".

U funkci zadanych na obrazku (viz seminaf) rozhodnéte, zda jsou prosté na M:

12
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15. U funkci na obrazku (viz seminaf) rozhodnéte, zda jsou prosté na M:

al]f, M=R. b)g M=R. c) h, M=R.

16. Rozhodnéte o existenci inverzni funkce. V kladném pfipadé ji najdéte (pfip. graficky).

a) f(x)=%x +2. Db) fje na obrazku (viz seminar).

17. Najdéte inverzni funkci k funkci f:

1-x

a) f(x)=

b) f(x)=x*. ¢ f(x)=1+x?, D(f):<0,oo).

1+x

13



