Kinematika
Definice: Zndme-li asovy pribéh polohového vektoru r(t), potom urc¢ime vektor okamzité
rychlosti hmotného bodu ¢asovou derivaci vektoru r(t),
_dr
dt

Naopak, znadme-li ¢asovy priibéh vektoru rychlosti v(t), pak priibéh trajektorie ur¢ime integraci
rychlosti v(t) podle Casu,

\ %

r=_[v(t)dt :

Tabulka 1: Derivace a integraly elementarnich funkci.

Funkce Derivace Integral
konst 0 konst x
Xn n Xn—l Xn +1

n+1

1 1 In| X

X X2
sin x CoS X -COoS X
Cos C -sin X sin x

X X X

e e e

In x 1 -x(1-In|x|)
X

Pravidla:

Derivace souctu: (u+v)' =u' + v'

Derivace soucinu: (uv)'=u'v+uv'

Derivace podilu: (u/v)' = (u' v—u v')/v*

Derivace sloZené funkce: (f(u(x)))' = u' df/du

Kraticky uvod do derivaci a integrali funkci jedné proménné

Derivace

Méjme spojitou funkci f(x). Derivaci této funkce v bodé x0 nazveme funkci f'(x0) ktera je rovna
smérnici tg(a) tecny k funkci f(x) v bodé x0 (Podivejte se na obrazek 1).
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Obrazek c.1

Nyni vezméme konkrétni funkci f(x)=x*. Hledejme jeji derivaci v bodé x,=2. Udélejme to nejprve
numericky. Z obrazku €.1 je ihned vidét, Ze plati

f(x;))—f(x)

X1— Xy

tgox=

v naSem konkrétnim ptikladu tedy dostaneme vyraz

2 2 2 2

tgx=
9 X;—X, X;—2

Ted budeme hodnotu x; postupné sniZovat az k hodnoté x,=2. Aby byl priklad dostatecné
ilustrativni zacneme s hodnotou x; =3 a dostaneme tabulku

x1 tg()
3 5
2.5 4.5
2.1 4.1
2.01 4.01
2.0001 4.0001

Analyticka derivace funkce f(x)=x? je f'(x)=2x a tedy v bodé x,=2 bude f'(x0)=4, jak predpovida
nasSe tabulka.

Obecné takovymto limitnim procesem je definovana derivace, tj.
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My budeme v FeSeni naSich prikladi vyuZivat uz nalezené derivace elementarnich funkci uvedenych
v tabulce 1.

Urcity integral

UkaZme si na nasledujicim prikladu co myslim pod pojmem integral. Najdéme délku drahy, kterou
urazi auto pohybujici se rychlosti v(t)=3t m/s v Casovém intervalu od t;=2s do okamciku t,=3s.
UvaZujme, Ze pocCatecni draha s,=0. Postupujme, opét, nejprve numericky. Rozd€lime si celkovou
drahu na 6 tsek As ; tak, Ze v kazdém useku se bude auto pohybovat vzdy po stejnou dobu

At= (t;-t;)/6=1/6 s rychlosti vi(t;+iAt), kde i je index ¢islujici jednotlivé tseky pocinaje O.
Dostaneme nasledujici tabulku délek jednotlivych tseku

i As i— Vi(t1+iAt)At

1m
13/12 m
14/12 m
15/12 m
16/12 m
17/12 m

ul A WIN - O

Celkova draha je pak dana souctem délek jednotlivych tsekd, tj

S=As,+As,+As,+A S3+As4+Ass=%(12+13+14+15+16+17)=?m i

Pokud budeme pocet useki timto zpiisobem dosteneme prechazime, v limitnim pfipadé N —oo ,
od souctu k integradlu
3
1
=§32—§22=—5=&m

Ep
, 270 277274

3
= | 3tdt=
s{ttz

Nas numericky odhad je dost blizko pfesné hodnoté drahy. Matematicky ma integral vyznam
plochy pod kfivkou, ktera je dana funkci f(x) (podivejte se na obrazek ¢.2).

Y v(t)

Obrazek ¢.2




Priklad ¢.1: Pohyb hmotného bodu na pfimce je popsan rovnici

s(t)=12+4t-7t* >
kde je-li ¢as zadan v sekundach pak je draha s v metrech. Urcete:

a) rovnici pro jeho rychlost v(t), b) rovnici pro jeho zrychleni a(t), c) rychlost v Case t=2s, d)
zrychleni v Case t=2s.

ReSeni: a) v(t)=4-14t, b) a(t)=-14, c) v(t=2s)=-24 m/s, d) a(t=2s)=-14m/s’.

Priklad ¢.2: Hmotny bod se pohybuje po pfimce se zrychlenim
a(t)=2+3t—t" .

Zadame-li Cas v sekundach, zrychleni bude v m/s*. UrCete rovnici drahy s(t) a rychlosti v(t), je-li na
zacatku pohybu sp=1m a vo=2m/s. Dale urcete, ve kterém ¢asovém okamzZiku bude zrychleni
maximalni a jaka je v tomto okamzZiku jeho hodnota..
ReSeni:
3
v(t)=2+42t+%5—>
( ) t2 3 b)
3 4

t
=142t +t+——-—
s(t) tHC+ =15

t =3/2s)=17/4mls* |

max ( max

a

Priklad ¢.3: Castice se pohybuje podél trajektorie, ktera je uréena polohovym vektorem
r(t)=at+bt’, kde je a=2i-j+k a b=4i+2j. UrCete vektor okamzZité rychlosti a zrychleni tého Castice na
pocatku a v Case t=1s.

ReSeni: v(t)=a+3bt, a(t)=6bt, v(0)=2i-j+k , a(0)=0, v(1)=14i+5j+k, a(1)=24i+12j.

Priklad ¢. 4: Hmotny bod se pohybuje se zrychlenim a(t)=2 i — 3t*j — t* k. Necht' je v ¢ase t=0 jeho
poloha ry=2k a jeho pocatecni rychlost rovna vo=4j. Urcete vektor okamzZité rychlosti a polohy v
libovolném case t.

b _ .3 n.4 3
O3 j+22= 0k v(e)=20i+ 0730 j Ly

Regeni: r(t)=t’i+
eSeni: r(t)=t"i o 1 3

Priklad ¢.5: Letec upustil lahev Sampariského z koSe svého baldonu, ktery stoupa rovhomeérné
rychlosti 3m/s. Lahvi Sampaniského trva 8s neZ dorazi na zem. UrcCete vySku h; ve které se balon
nachazel v okamzZiku, kdy letec upustil 1ahev, vysku h, ve které se balon nachazel v okamzZiku kdy
lahev narazila na zem a jeji rychlost w v okmZiku jeji srazky se zemi.

ReSeni: h;=296m, h;=320m, w=77m/s .



Priklad ¢. 6: ParaSutista padajici s konstantni rychlosti 2m/s upusti koufici kanistrve vySce 300 m.
Urcete dobu T za kterou kanystr dospéje k zemi a jeho rychlost w kdyZ do ni narazi. UrCete vysku h
parasutisty v okamZiku kdy kanystr narazi do zemé. Urcete zavislost vzdalenosti Ah mezi
kanystrem a paraSutistou na cCase t.

ReSeni: T=7.55s, w=77.5m/s, h=284.5m, Ah =5 t* . Bereme g=10m/s.

Priklad ¢.7: Josef jede v obci rovhoménou rychlosti 50 km/h. Ve vzdalenosti 50m od néj vstoupi
do vozovky diichodkyné Marie. Josef ma ve svém auté ic¢inné brzdy, které ve svém maximu dokazi
vyvolat zpomaleni a=3 m/s* . Jeho reak¢ni doba od okamzZiku spatfeni Marie je 1.2 s. Staci Josef
zastavit pred strnulou stafenkou? Jakou drahu od spatteni stafenky do uplného zastaveni urazi?

ReSeni: staci, s=48.9 m < 50m.

Priklad ¢.8: Vlak jede rychlosti 60 km/h. Ve vzdalenosti 300m uvidi strojviidce na prejezu
porouchany automobil. Jak velké musi byt zpomaleni aby stacilo zabranit sraZce a jakou dobu bude
vlak zpomalovat? Reak¢ni doba strojviidce je 1s.

Reseni: a=0.49m/s?, t=33.9s.

Priklad ¢.9: Urcete o jaky druh trajektorie se jedna, je-li jeji radialni priivodic¢ dan rovnici
r(t)=2sin(wt)i+3cos(wt)j .

kde o je konstanta. Dale urcete rychlost a zrychleni hmotného bodu pohybujiciho se podél této
trajektorie v libovolném Case t.
2

2
ReSeni: Trajektorii je elipsa +*9L=1 , v(t)=2wcos(wt)i—3wcos(wt)j ,

-l>|><

a(t)=—w’r(t)

Priklad €.10: Urcete druh trajektorie, ktera je zadana rovnicemi
x(t)=sin(Qt)
y(t)=;—(3—4sin Qt—cos20Qt)
kde Q je konstanta. Dale urCete zrychleni télesa pohybujiciho se podél této trajektorie v libovolném
casovém okamZiku.
ReSeni: Trajektorie je parabola y=(x-1)? zrychleni je

a(t)=0Q%sin (Qt)(—i+2(1+cos (Qt)tan(Qt)—sin(Qt)))

Priklad €. 11: Urcete rovnici trajektorie, ktera je posana rovnicemi

x=2t , y=4t , z=0 .Déle urCete velikost rychlosti v télesa pohybujiciho se podél této
trajektorie v libovolném case t.

ReSeni: y=x>, v(t)=2V1+16t" .



Priklad €. 12: Na obrazku je znazornén graf v-s zavislosti rychlosti télesa na ujeté draze.
Nakreslete prislusny graf a-s zavislosti zrychleni télesa na ujeté draze.

V casti A je rychlost pohybu ,
v=10 av casti C je rychlost

ResSeni:

v(s)=50—10s v Casti B je rychlost pohybu dané vyrazem

v=10+10(s—8) .

Prvni ¢ast:  a(s)=—100s , druha Cast:

4 8 10 s

a(s)=0 , tfeti Cast: a(s)=100(s—7)

Priklad €.13:Urcete, jakou drahu urazi hmotny bod pohybujici se rychlosti:

a) v(t)=3+4t m/s
b) v(t)=4In(t) m/s
o) v(t)

d) v(t)=14¢* mss
e) v(t)=22 km/h

t)=2+1/t m/s

v Casovém intervalu od 2s do 4s Predpokladejte, Ze pocatecni draha je Om..



ReSeni: a) s=30m, b) s=4(Ln(64)-2)=8.64m, c) s=4+Ln(2)=4.7m, d) s=7e*(e>-1) = 20484.5 m, e)
s=44m.

Priklad ¢.14:Urcete, jaka bude rychlost a zrychleni hmotného bodu pohybujici se po draze, ktera je
zadana funkci:

a)
b)

s(t)=3t+4¢> m
s(t)=4In(Vt+1) m
)=2+3t+2 m
d) s(t)=14¢* m
e) s(t)=2t km

c) s(t

v Case t=2s .

ReSeni:a) v(t=2s)=19m/s, a(t=25)=8m/s? b) v(t=2s)=2/3 m/s, a(t=25)=-2/9m/s* , c)
v(t=25)=0.53m/s, a(t=2s)=-0.1 m/s? d) v(t=2s)=1528.75 m/s, a(t=2s)=3057.5m/s’ , e)v(t=2s)=2
m/s, a(t=2s)=0 m/s’

Priklad €.15: Urcete jaky bude vykon motoru P , ktery vykonava praci W zadanou rovnici

a) W(t)=4(+3)° J,
b) W (t)=4t+2In|1/t|
) W(t)=2t—=5(4+t)"* J,

v Case t=2s. Jaka je jednotka vykonu? (pozn. P = dW / dt)

ReSeni: a) P(t)=24t(¢*+3)> W, P(t=25)=2.352 kW, b) P(t)=2(2—1/t) ,P(t=2s)=3W,

c) P(t)=2- 77 W, P(t=25)=1.67W.

4(t+4)



Uhlové veliginy

Definice:

uhlova vzdalenost: ¢ = L

R
uhlova rychlost: w= %
. . , dw
thlové zrychleni: €= T

tecné zrychleni: a,=Re

2
\4

normalové zrychleni: 4a, =R

celkvé zrychleni: a=a,t+aq,n

Priklad ¢.1: Automobil se pohybuje rychlosti 100 km/h po kruhové draze o poloméru 250m. V
okamZiku t=0 zacne brzdit. Po ujeti jednoho kola ma rychlost 10m/s. Urcete celkovou dobu, kterou
potiebuje na dosazeni rychlosti 10m/s. Dale urcCete celkové zrychleni na zacatku brzdéni a v
okamZiku kdy dosahne rychlosti 10m/s.

ReSeni: a.=5.6 m/s%, t=2.4min.

Priklad ¢.2: VysSetfete pohyb hmotného bodu, jehoZ polohovy vektor r zavisi na ¢ase podle rovnice
r(t)=Acos(bt)i+Asin(bt)j

kde je A=4m a b=n/3 s\

Urcete

1.vektor rychlosti v, jeho velikost a smér pomoci jednotkového vektoru,

2.vektor zrychleni a, jeho velikost a dale tecné a normalové zrychleni,

3.tvar trajektorie pohybu a polomér krivosti trajektorie R,

4.dokazte, Ze vektor rychlosti v a polohovy vektor r jsou na sebe kolmé,

5.vektor tihlové rychlosti ® a dokaZte, Ze ® je kolmé na rovinu, ve které se pohyb déje, tj. @ Lv ,
olr.

Reseni:

1 v=in —sin -t i+cos ¢ j \v|—£rr /s, t=—sin—-ti+cos—tj

) 3 3 3 Jl|, =3 m/s, 3 3 J ,
2. a=_?Tr2 COSgti'f—SiH%tj} ) |a\=%rr2 m/s?, an=g7T2 m/s’, a=0 ,

3.Trajektorii je kruZnice. Polomér kfivosti je tedy R=4m.
4. v-r=0 ,

5. vw=0 , rw=0 .



Priklad ¢.3: Otacky rotoru jsou 4000 s™'. Rotor zaCne zpomalovat rovnomérné s ihlovym
zpomalenim €=20 s . Kolik celych otacek rotor udéla nez se uplné zastavi?

Reseni: N=63661 ot.

Priklad ¢. 4: Kulicka zanedbatelnych rozmért se pohybuje po kruhové draze o poloméru R.
Velikost jeji rychlosti zavisi na draze s podle vztahu v=kI*, kde k je kladna konstanta. UrCete vztah
pro uhel o svirany vektory rychlosti a zrychleni kulicky.

ReSeni: tan o = I/(2R).

Priklad ¢.5: Hmotny bod se pohybuje po kruhové draze o poloméru R=0.2m tak, Ze tihlova
soufadnice se méni s Casem podle vyrazu ¢=1+2¢" . Jaké je tetné a normalové zrychleni
hmotného bodu v Case t=3 s.? Pro které ¢ bude vektor celkového zrychleni svirat s radialnim
vektorem uhel oi=30° ?

ReSeni: a,=43.2 m/s’, a,=345.6 m/s?, t=0.9s, ¢=2.31rad.

Priklad ¢. 6: Otacky motoru se zvySily ze 650 s™ na 4500 s za 20 s. Jak velké je Ghlové zrychleni
€, pokud se otacky motoru zvySovaly rovhomérné?

Reseni: £=192.5s2.

Priklad ¢€.7: Hmotny bod se pohybuje po kruhové draze o poloméru R=0.1m tak, Ze se jeho tihlova
rychlost méni s ¢asem podle vyrazu =2+3t> .Jaké je tetné a normélové zrychleni hmotného
bodu v case t =1 s.? Jaky thel o bude vektor celkového zrychleni svirat s vektorem rychlosti v Case
t=2 s? Jakou uhlovou drahu hmotny bod urazi za tuto dobu, pokud v case t=0 byla ¢,=0.5 rad?
ReSeni: a=(0.6 T + 2.5 n) m/s?, o =86.5°, ¢=12.5rad.



