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2.1 Gravitacni zakon. Newtonovy pohybové zakony

S projevy gravitace se lidé setkavaji v béZzném Zivoté od nepaméti. VSechny véci nam
padaji z ruky na zem, nikoliv nahoru. Ne kazdy si kladl otazku pro¢ tomu tak je. Spokojili
se s aristotelovskym vysvétlenim, platnym po mnoho staleti. Diky nému byli lidé
presvédceni, Ze tézsi télesa padaji k zemi rychleji nez télesa lehkd. Az zasluhou G.
Galilea (1564-1642) byla objevena skutecnost, ze vSechna volné padajici télesa v daném
centralnim gravitacnim poli se pohybuji s konstantnim zrychlenim. O pravdivosti
Galileova tvrzeni jsme se mohli ndzorné presvédcit diky kosmonautovi D. R. Scottovi,
veliteli mise Apolla 15 na Mésic. Ten pred zraky mnoha divakd v pfimém televiznim
pfenosu z Mésice dne 2.8.1971 predved! experiment, pfi némi souéasné upustil
geologické kladivko a peficko. Oba pfedméty dopadly na povrch Mésice soucasné.
Timto experimentem na Mésici se potvrdila pravdivost tvrzeni G. Galilea a vyloucily se
nepresnosti Galileovych pokust na Zemi, které byly ovliviiovany odporem vzduchu.

O tom, Ze se télesa vzajemné pfitahuji, se jiz dfive vyslovili Mikulds Kusansky (1401-
1464) i Leonardo da Vinci (1452-1519). RovnézZ i Mikulds Kopernik (1473-1543) a Jan
Kepler (1571-1630) ve svych uvahach spravné predpoklddali, Ze nebeskd télesa se
vyznacuji vzajemnou pritazlivosti.

O pritazlivosti (gravitaci) mezi nebeskymi télesy se v roce 1666 zmiriuje také italsky
ucenec G. A. Borelli (1608-1679). Pfredpokladal, Ze planety jsou pfitahovany ke Slunci a
na svych obéZnych drahach se udrzuji diky sile vznikajici pfi kruhovém pohybu kolem
Slunce.

Podstatné dale pokrocil vyznamny anglicky védec Robert Hook (1635-1703), ktery
v roce 1674 publikoval své predstavy o pohybu planet. Predpoklada, ze nebeska télesa
se vzajemné pritahuji ke svym stfedim. Tvar obéiné drahy je dan skldadanim dvou
ruznych pohybu. Pfedpokladd, Zze téleso se pohybuje pfimoéarfe po te¢né k draze a
zaroven volné pada na centraini téleso. Oba posledné zminéni badatelé byli svymi
tvrzenimi velmi blizko skutecnosti. Nicméné, jednalo se o nepodloZzené domnénky. Bylo
nezbytné je teprve exaktné prokazat.

Ve stejné dobé se problémy gravitace a pohybem nebeskych téles zacal zabyvat Isaac
Newton (1643-1727) i fada dalSich vrstevnik(, ktefi do nebeské mechaniky vyznamné
prispéli. Z nich je tfeba se zminit v prvé fadé o Ch. Huygensovi (1629-1695), ktery
objevil vztah pro zrychleni télesa pohybujiciho se rovhomérné po kruznici. Zadkon fika,
ze zrychleni je pfimo umeérné kvadratu rychlosti pohybu V a nepfimo itmérné poloméru
kruZnice r
a=V2/r.
Na zakladeé tohoto poznatku jiz bylo moZno snadno potvrdit zdkon o nepfimé Uumére

zrychleni na kvadratu vzdalenosti. Uplatnénim vztahu pro rychlost (obvod déleny
periodou) V = 2nr /T je zrychleni dano vztahem
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Pak spolu se znalosti tretiho Keplerova zakona (viz kap. 3), v némz pro kruhovy pohyb
dosadime polomeér r
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r3 k2
lze dospét k dulezitému poznatku o neprfimé umere zrychleni pohybu (potazmo sily) na
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kvadratu vzdalenosti téles (konstanta k< nebyla v té dobé jesté znama)

k* T

a=—. (2.1)

Dalsi pokrok v nalezeni zakona o vSeobecné pritazlivosti téles byl moZny az na zakladé
tfi fundamentalnich Newtonovych zakont o pohybu téles: zakonu setrvacnosti, zakonu
o sile a zakonu o akci a reakci. Byt jsou tyto zakladni zakony klasické mechaniky

vieobecné znamy, nebude na skodu si je pripomenout.

Prvni zakon, zakon o setrvacnosti Fika, Ze kazdé téleso zustava v klidu nebo primocarém
rovhomeérném pohybu pokud neni néjakou vnéjsi silou pfinuceno tento stav zmenit.

Druhy zakon vyjadruje zavislost mezi zrychlenim a vnéjsi silou pusobici na téleso. Jinymi
slovy tento zakon fikd, Ze zrychleni télesa je pfimo Umérné vnéjsi pusobici sile a
neprimo umeérné hmotnosti télesa

a = — nebo F = ma. (2.2)
m

Treti zakon (zakon akce a reakce) rika, jestlize jedno téleso pusobi na druhé téleso
libovolnou silou v jednom sméru, pak druhé téleso ptsobi na prvni téleso stejné velkou
silou v opacném smeéru.

Na zakladé téchto novych poznatkl a diky svym matematickym znalostem byl Newton
schopen nejen zpresnit treti Keplertv zakon, ale také zformulovat vztah pro gravitacni
silu, ktery rika, Ze pritazliva sila dvou téles je primo umeérna soucinu hmotnosti obou
téles a neprimo umeérna kvadratu jejich vzdalenosti
nm,m-
Fo~ 2

g r2

Na rozdil od definitivhiho vztahu tak jak jej zname a pouzivame nyni, Newton nebyl sto
stanovit prfimo velikost gravitaéni sily. Neznal hodnotu konstanty k*? ve vztahu (2.1).
Silové ucinky gravitacniho plsobeni mohl stanovovat pouze vzajemnym porovnavanim.

Definitivni podobu vyrazu pro gravitacni silu dal az v roce 1894 dalsi anglicky védec G.
V. Boys tim, Ze zavedl| univerzalni gravitacni konstantu, ktera se v odborné literature
oznacuje nejruznéjsSimi symboly, nejcastéji G nebo k. Jelikoz zde je symbol G vyhrazen
pro tihovou silu, budeme vyraz pro gravitacni silu zapisovat ve tvaru

mym- ,
—_— (2.3)

2

Hodnota univerzalni gravitacni konstanty byla stanovena na zakladé experimentl
anglického fyzika H. Cavendishe (1731-1810). Poté byla v dalSich letech opakovanymi

pokusy postupné zpresnovana. Poslednimi pokusy, které provedli J. Gundlach a S.

F, =Kk

o
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Merkowitz na Washingtonské univerzité v roce 2000 se dospélo k nasledujici hodnoté
univerzalni gravitacni konstanty

k = (6,674215 + 0,000092).10~ ! [Nm*kg=].
Dle vztahu (2.3) ziskavame sice spravné vzajemné gravitaéni ucinky, avSak do dnesni
doby nejsme sto vysveétlit fyzikalni podstatu gravitace a jeji pusobeni na dalku. Nadéji
na pochopeni a objasnéni podstaty gravitace nam mdzZe dat aZ Einsteinova obecna
teorie relativity.
Zde se vSak nadale budeme zaobirat Newtonovou klasickou mechanikou a pouzivat ji
pro reseni zakladnich Uloh mechaniky kosmického letu bez uvazovani relativistickych
efektu.
Uvazujeme dveé télesa, ktera v souladu s tfetim Newtonovym zakonem o akci a reakci
na sebe pusobi stejné velkymi, opacné pusobicimi silami (obr. 2-1). Tyto gravitacni sily
se obvykle vyjadruji ve vektorovém tvaru.

plsobeni
nadalku T~

Obr. 2-1 Gravitacni sily pasobici na dvé télesa, ktera se vzajemné pritahuji.

Dle obr. 2-1 téleso o hmotnosti m; pusobi na druhé téleso o hmotnosti m, pfitazlivou
silou oznacenou ﬁz-_ Naopak druhé téleso o hmotnosti m, plsobi na prvni téleso o
hmotnosti m, pfritazlivou silou /""3 ». Prvni index vidy oznacuje téleso, na néjz pritazliva
sila pusobi a druhy index oznacCuje pusobici téleso. Vzdalenost obou téles je dana
vektorem 7. Zvolme jednotkovy vektor €, = r/r, jehoZ kladny smysl sméfuje od télesa
o hmotnosti m, kdruhému télesu o hmotnosti m,. Pak pritazliva sila F:;_; je dana
vektorovym vyrazem

3 mym, mym, ,
o=@ =g £ (2.4)
2 i3
a pritazliva sila F,; = —F;, je dana vektorovym vztahem
; mym; mym, .
Frp = —K———€, = —K———T. (2.5)
= gy

Pokud za vztainé téleso zvolime téleso o hmotnosti m; budeme tuto gravitacni silu
smeéfujici vidy k pritahujicimu télesu oznacovat obecnym symbolem pro gravitacni silu
[ a vyraz (2.5) prepiseme do nasledujici vektorove formy

mym, mym,

F=—-Kk—28 = —k———F. (2.6)
, w7 3



2.2 Gravitacni pole a jeho popis
2.2.1 Intenzita gravitac¢niho pole

Kazdé téleso o hmotnosti M je zdrojem gravitacniho pole. Uvazujeme sférické téleso,
které generuje homogenni centralni gravitacni pole. Vlozime-li do gravitacniho pole
téleso o hmotnosti m plsobi na néj v souladu s vyse uvedenym Newtonovym zakonem
o vieobecné pritaZlivosti gravitacni sila F;.

Jednou z moznosti jak popisovat vlastnosti a ucCinky gravitacniho pole v okoli
centralniho télesa je pfimé méreni gravitacni sily vhodnou sondou, tj. néjakym jinym
télesem. Ovsem potiZ je v tom, Ze zjisténa gravitacni sila zavisi na hmotnosti pouzivané
sondy. Nehledé na to, Ze vioZzené téleso sondy deformuje gravitacni pole, které je
predmétem méfeni. Vliv malé sondy na gravitacni pole je vsak mozno prakticky
zanedbat. Teoreticky vliv hmotnosti sondy vyloucime tim, Ze zjisténou gravitacni silu
délime hmotnosti sondy. Tim se dostavame k pojmu intenzita gravitacniho pole
s ol
K =—. (2.7)
m
Intenzita gravitacniho pole je sila, kterou gravitacni pole v daném misté pusobi na
téleso o jednotkové hmotnosti. PouZiti intenzity gravitacniho pole nam lépe poslouzi
pro popis gravitacniho pole nez gravitacni sila protoze jiz nezavisi na hmotnosti sondy.
Intenzita gravitacniho pole je vektorova veli¢ina, ktera je funkci tfi souradnic, resp.
polohového vektoru ve zvolené souradnicove soustave

K = iK, + JK, + kK,. (2.8)
Dosadime-li do definicniho vyrazu pro intenzitu gravitacniho pole (2.7) vztah (2.6) pro
gravitacni silu centralniho télesa M obdrzime

KM kM

K(#) = ——8, = ——7+. (2.9)
e il

Aplikaci druhého Newtonova zdkona pro gravitacni zrychleni libovolného télesa o
hmotnosti m v centralnim poli télesa o hmotnosti M mizeme nalézt fyzikalni vyznam
intenzity gravitacniho pole ze vztahu

a; = — = K(7). (2.10)

2 m

Jak vyplyvd z uvedeného vztahu, gravitacni zrychleni télesa m v misté 7 centralniho
gravitacniho pole se rovna intenzité gravitacniho pole v témze misté a nezavisi na jeho
hmotnosti.

2.2.2 Gravitacni potencial

Jak vyplynulo z predchozi casti, gravitacni pole popsané vektorem intenzity K () je
vektorove pole. Ve zvolené souradnicové soustavé intenzita gravitacniho pole zavisi na
trech veli¢inach (slozkach polohového vektoru). VyuZijme nyni skutecnosti, ze
homogenni gravitacni pole je potencialni pole. V potencialnim gravitacnim poli plati, ze
praci gravitacni sily lze popsat zménou potencialni energie. Potencialni energie je
skalarni veli¢ina a v kazdém bodé gravitacniho pole je urcena pouze jednou veli¢inou na



rozdil od tri slozek intenzity gravitacniho pole. A tudiZ na gravitacni pole miZeme nyni
pohlizet jako na skalarni pole.

Vychazime ze znameé fyzikalni skutecnosti, Zze prace A v potencidlnim poli se rovna
zmene potencialni energie AE,,. V tomto pfipadé praci gravitacni sily /,, smerujici do
stfredu gravitacniho pole vyjadrime jako ubytek potencidlni energie A = 4A1:5.

Praci gravitacni sily na draze mezi dvéma vzdalenostmi r; a r» od stfedu pritazlivosti
muzeme s prihlednutim k vyrazu pro gravitacni silu (2.6) zapsat nasledovné

2s "z dr
A= F,dr = —kMm —

r2

Po integraci a dosazeni mezi obdrzime pro praci gravitacni sily vyraz
1 1 ,
A= h‘x\"fm(_——f). (2:11)
> Ty
Ubytek potencialni energie mezi dvéma rlznymi body v centrdlnim gravitaénim poli
muzZeme zapsat formalné takto
-AE, = —|E,(1ry) — E,(ry)] = Ep(11) — E, (12).
Po dosazeni uvedenych vyrazi do fundamentalniho vztahu mechaniky A = —AE,
obdrzime
1 1 : ;
A = KkMm ()— - —) = —|E,(ry) — E, (1)) (2.12)
Pri popisu gravitacniho pole se béiné za nulovou hladinu potencialni energie bere
hladina ve vzdalenosti, kde se jiz prakticky neprojevuje gravitacni sila, tj. v nekonecnu.
Zvolme tedy za nulovou hladinu vzdalenost r; = o a necht r, =1r je libovolna
vzdalenost od stredu pritazlivosti. Na zakladé této volby mazeme dle rov. (2.12) zapsat
jak vyraz pro praci gravitacni sily pfi premisténi télesa z nekonecna do vzdalenosti r od
stredu pritazlivosti
KMm

A= ; (2.13)
=

tak vyraz pro potencialni energii na hladiné ve vzdalenosti r od stfedu pritazlivosti
KkMm )

(r) =— : (2.14)

3

PovSimnéme si, ze pri této volbé je prace gravitacni sily kladna a potencialni energie je

zaporna. Se vzdalenosti klesa zaporna hodnota potencialni energie. Naopak, zvysSovat

potencidlni energii v centralnim gravitacnim poli je moZzno jen pusobenim vneéjsi sily

pusobici v opacném smyslu nez sila pritazliva. Vnéjsi sila pak kona zapornou praci.

E

i )

Protoze potencialni energie E,(r) zavisi podobné jako gravitacni sila na hmotnosti,
neni tato velic¢ina vhodna v tomto tvaru pro popis viastnosti a ucinkt gravitacniho pole.
Proto podobné jako u intenzity gravitacniho pole vliv hmotnosti vyloucime. S vyuzitim
rov. (2.14) zavedeme novou veli¢inu, tzv. gravitacni potencial ®(r), ktery je definovan
nasledovné

E,() kM

(D(\:}‘) T e—— T e — (
m r

N
P
n
p—
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Grafické znazornéni zavislosti gravitacniho potencialu na vzdalenosti od centra
pritazlivosti je uvedeno na obr. 2-2. Alternativni definice gravitacniho potencialu je
zaloZzena na vyuiziti vztahu (2.13). Vtomto pfipadé je gravitacni potencial definovan
jako zaporny podil prace gravitacni sily a hmotnosti m

\ A KM - .
(17()'):~;z;— = (2.16)

Fyzikalni vyznam gravitaéniho potencidlu mazeme vyjadrit tak, Zze je to potencialni
energie, kterou by oplyvalo téleso o jednotkové hmotnosti viozené do centralniho
gravitacniho pole ve vzdalenosti r od stredu pritazlivosti. Nebo také lze gravitacni
potencial definovat jako zaporné vzatou praci gravitacni sily pfi premisténi télesa o
jednotkové hmotnosti z nekonecna do bodu ve vzdalenosti r od stredu pritazlivosti.

Iy
’/)(,":

Obr. 2-2 Zména gravitacniho potencialu se vzdalenosti o stredu pritazlivosti.

Intenzita gravitacniho pole K(7r) a gravitacni potencial ®(r) popisujici stejné
gravitacniho pole mezi sebou Uzce souvisi. Relace mezi skalarnim popisem gravitacniho
pole

. » a vektorovym popisem je dana vztahem znamym z vektorove analyzy
" r 0P Jd , d D \
K = — (z + J + k — ) = —grad . (2.1.7)
. dX (,}'\' 0z '

2.2.3 Tihova sila a tihové zrychleni

Na kosmické letadlo v blizkosti Zemé plusobi nejen gravitacni pole Zemé, ale také pole
odstredivych sil v disledku rotace Zemé kolem vlastni osy. Gravitacni sila je v souladu s
Newtonovym vseocbecnym gravitacnim zakonem dana vyrazem (2.3), ktery si prepiseme
na tvar

) KkMm

F=———, (2.18)

(r, + h)~
kde r =1, + h je vzdalenost od stredu centralniho gravitatniho pole Zeme, r, je
smluvni polomér Zemé a h je vySka nad zemi.



Kromé uvedené gravitacni sily pusobi na kosmické letadlo v dusledku rotace Zemé
thlovou rychlosti w, urcitda odstrediva sila. Pro konstantni Ghlovou rychlost rotace
Zeme muzeme odstredivou silu obecné vyjadrit ve vektorovém zapisu takto

FoF=—-mO X (QX7). (2.19)
Po provedeni vektorovych soucint a s uvazenim, ze 0 = wzk a ¥ = yJ + zk mizeme
velikost (modul) odstredive sily zapsat nasledovné

F. = mwsy.
A po dosazeni souradnice y = (rz + h) cos ¢ dle obr. 2-3, kde @ je zemépisna Sirka, na

niz se kosmickeé letadlo nachazi, obdrzime vyraz pro odstfedivou silu plsobici na
kosmicke letadlo v dusledku rotace Zemeé

F. =mw:(r, + h)cose. (2.20)
£}
5
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Obr. 2-3 Definice tihové sily

ako vektorovy soucet gravitacni sily F, a odstredivé

G=F +E. (2.21)

Jako kazde sile i tihove sile odpovida zrychleni, které v tomto pripadé nazyvame tihové
zrychleni. Uvazime-li druhy Newtonlv zakon pro vztah mezi silou a zrychlenim,
muzeme tihove zrychleni vyjadrit v souladu s rov. (2.2) nasledovné

G
g = —. (J.?.z_).)

m
Dosazenim za modul gravitacni sily dle rov. (2.18) a za slozku modulu odstredivé sily ve
sméru normaly vyraz —F.cos@ = —mwz:(r, + h)cos“@ obdriime vztah pro stanoveni
tzv. normalového tihového zrychleni v zavislosti na vySce a zemépisné Sirce ve tvaru
kM

Gn = ———— — w2(7r, + h)cos?q. (2.23)
(ry + h)? s



Ve vztahu (2.23) je uplatnéna pouze normalova slozka F. a je zanedbana tecna slozka
odstredivé sily (kolmd na normalu). V dalsSim textu budeme index ,n“ i pridomek
,normalové” vynechdvat, nicmeéné bude se vidy jednat o normalové tihové zrychleni
(g = g,,), jehoz vektor sméfuje do stifedu Zemé. Z vyrazu je ziejmé, Ze v dusledku
zavislosti na zemépisné Sifce @ a vysce h je maximalni hodnota tihového zrychleni na
polech Zemé v nulové vysce a nejmensi pak bude na rovniku.

V praktickych aplikacich mechaniky letu atmosférickych a kosmickych letadel se vliv
odstredivé sily obvykle zanedbava. Takze tihové zrychleni je dano pouze prvnim clenem
v rov. (2.23), ktery zavisi jen na vysce

g(h) = ——hL (2.24)

== e #h)- :
Tihové zrychleni na povrchu sférické Zemé (v nulové vysce h = 0m) je pak dano
vztahem

KM

.(/«} = (4{25)

s
Vyjadrime-li si ztéto rovnice vyraz pro soucin univerzalni gravitacni konstanty a

hmotnosti Zeme

kM = gor# (2.26)
a dosadime jej do rov. (2.24), muZeme vyjadrit vyraz pro tihové zrychleni v libovolné
vzdalenosti od stfedu gravitacniho pole Zemé r = r, + h ve tvaru

1 I‘;’ \(,/” . ‘ v /z : P N
gh) = g (, — v = 2 = Jo (1 - Z——). (2:27)
' 17+ n)“ AN" i’ 7,
. (1+) g
Ty
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Obr. 2-4 Zavislost pomérného tihového zrychleni na vysce nad zemi.

Posledné uvedeny vyraz v rov. (2.27) je priblizny vztah stanoveny pouzitim prvnich dvou
¢lent binomického rozvoje. Za standardni smluvni hodnotu tihového zrychleni Zemé
vh = 0m se bere tihové zrychleni, jehoZ hodnota je g, = 9,80665 [ms~*], ktera
odpovida smluvnimu tihovému zrychleni v nulove vysce na zemeépisne sirce ¢ = 45°.



Na obr. 2-4 je uvedena zdvislost pomérného tihového zrychleni Zemé v zavislosti na
geometrické vysce. Z uvedeného diagramu mizeme vidét, Ze ve vyskach odpovidajicich
nizkym obéznym draham kolem h = 500 [km] poklesla hodnota tihového zrychleni o
necelych 15%.

Vrade uloh se pouZiva konstantni smluvni tihové zrychleni g = g,. To znamena, ze
uvazujeme tihové pole, v némi sledované veliciny zavislé na vysce vyjadfujeme v jiné
transformovane vysce. Této vySce fikame geopotencidlni vyska. Na rozdil od
geometrické vysky h ji obvykle oznacujeme velkym pismenem H.

4

U g, g|ms—|
~ “ L

Obr. 2-5 Relace mezi geometrickou a geopotencidlni vyskou letu.

Geopotencialni vyska H je urCena na zdkladé rovnosti potencidlnich energii ve
skutecnem tihovém poli s proménnym tihovym zrychlenim g(h) a tihovém poli o
konstantnim tihovém zrychleni g, (obr. 2-5)

mgoH = m [ g(h)dh, (2.28)
J0

odkud geopotencialni vyska s pfihlédnutim ke vztahu (2.27) bude déna nasledujicim
definic¢nim vztahem

i 3 L dh o

H=—| g(h)dh = I = (2.29)
Yo Jo 0 [ i _7 i
(12

Po integraci prave strany rovnice (2.29) a dosazeni mezi obdrzime vyraz
/ & )
H=r(1-——), 2.30
ry + h, ( )

z néhoz muzeme pfimo urcit geopotencialni vysku pro zvolenou geometrickou vysku h.
Jak je patrné z obr. 2-5 i uvedeného vztahu (2.30) geopotencialni vyska je vidy mensi a
rozdil roste s vySkou. Pro relativné malé vysky ve srovnani s polomérem Zemé je mozno
rozdil zanedbat H = h. Ve vy3ce h = 100 |km] je chyba cca (—1,5 %).



3 PASIVNI POHYB KOSMICKYCH TELES V CENTRALNIM
GRAVITACNIM POLI

3.1 Problém dvou téles. Pohybové rovnice

Problém dvou téles spociva v reseni ulohy pohybu dvou téles pod ucinky vzajemné na
sebe plsobicich sil v souladu s Newtonovym zakonem o vseobecné pritazlivosti teles.

m

Inerciaini soustava

=

Obr. 3-1 Definice poloh a pusobicich sil na dvé télesa v inercialni souradnicové
soustave.

Uvazujme dvé télesa o hmotnostech M a m vinercialni souradnicové soustave
(X,Y,Z), jejichz pohyb je ovliviiovan pouze vzajemnymi centralnimi gravitacnimi silami
(obr. 3-1).

Obé télesa povaZujeme za homogenni koule, jejichz tézisté jsou shodna s
geometrickymi stredy. Gravitacni sily tudiz pusobi pfimo ve stredech obou téles ve
sméru spojnice obou stredu, ale v opacnych smyslech. Gravitacni sila F,, je sila, kterou
na téleso m pusobi téleso M. A naopak gravitacni sila Fy; je sila, kterou na téleso M
pusobi teleso m.

Polohy stredu obou téles v dané inercialni souradnicové soustaveé vzhledem k jejimu
pocatku jsou dany polohovymi vektory 7, a 1. Zavedeme jesté polohovy vektor 7,
ktery stanovuje vzajemnou polohu obou téles. Kladny smysl je definovan jednotkovym
vektorem e, smérujicim od télesa M k télesu m. Vektor 7+ definuje polohu spolecného
tézisté obou téles ,T“ v dané soustavé. Hmotnosti téles budeme oznacovat shodné
s oznacenim kosmického télesa. Téleso oznacené jako m ma hmotnost m a podobné to
plati i pro druhé téleso, téleso oznacené jako M ma hmotnost M.



3.1.1 Obecné pohybové rovnice dvou téles

V souladu s rov. (2.6) muzeme pro silu, kterou plsobi téleso M na téleso m psat vyraz
ve tvaru

" KMm ——
F,=——¢,. (3.1)
2
A podobné vztah pro silu, kterou plsobi téleso m na téleso M (Fy, = —F,,,) mGZeme
zapsat ve tvaru
> kMm ,
Fy = +——e;. (3.2)
, .
Dale dle druhého Newtonova zakona, rov. (2.2), lze obé sily vyjadfit nasledovné
(teckami jsou oznaceny derivace dle casu)
= =2 ‘1_7 Py
E., =mt, =m —, (3.3)
dt*-
: > d* ’ ;
Fyy = My, =M - (3.4)

dt=
Dosadime-li gravitacni sily dle rov. (3.1) a (3.2) do odpovidajicich pohybovych rovnic
(3.3) a (3.4) obdrzime

s g o kMm _ )
) § e = — —., (3.5)
at- i
d“Ty KMm _
M i (3.6)
dt* r

Nejprve prvni rov. (3.5) délime hmotnosti m a druhou rov. (3.6) délime hmotnosti M.
Nasledné odecteme druhou rovnici od prvni. Timto krokem obdriime pohybovou
rovnici ve tvaru

d? T d*7y; ) -
- — — = —(M + m) —.
dt= dt® Y <

S pfihlédnutim k definici vektoru 7 = 7;,, — ry, dle obr. 3-1 mliZeme uvedenou rovnici

prepsat na tvar

d<r g i -
— 4+ K(M +m)— = 0. (3.7)
at- %
Doplfime i alternativni vztah zavedenim vyrazu pro jednotkovy vektor e, = 7 /r
+ k(M +m)— = 0. (3.8

Na tomto misté zavedeme dalsSi dulezity pojem a to gravitacni parametr, ktery je
definovan vztahem

u=xk(M+m). (3.9

Zavedeme-li gravitacni parametr u do vyse odvozené pohybové rovnice (3.7), muzZemt
ji prepsat na jednodussi tvar

r+—e, = 0. (3.10



Posledné uvedena vyslednd vektorova pohybova rovnice vyjadruje relativni pohyb
télesa m vaci télesu M. Pfenasobime-li rov. (3.10) minus jednickou (-1), obdrzime de
facto fyzikdlné stejnou rovnici s tim, Ze zménou znameénka se vlastné zmeénilo misto
,pozorovatele”. A rovnice bude vyjadfovat relativni pohyb télesa M vici télesu m.

3.1.2 Pohyb spole¢ného tézisté dvou téles

Podivejme se nyni na pochyb spole¢ného tézisté obou téles. Jeho poloha v nasi inercialni
souradnicove soustave je dana vztahem

. M7y, + mr,,

p. = ' ; (3.11)

: M+ m ‘
Derivaci rov. (3.11) stanovime nejprve absolutni rychlost a absolutni zrychleni tézisté
v inercialni souradnicové soustave

M1y + mn,

}'?T - (3.12)
M+m

g1 “\/IV;‘.! T 7”';‘,'.': 3 13

p = — 3.5

’ M+ m ( )

Provedeme-li soucet rov. (3.5) a (3.6), obdrzime
4 " kMm , kMm g
Mry + miy, = +——8€, — —e, = 0. (3.14)

oL ré

Po dosazeni uvedené skutecnosti do rov. (3.13) vidime, Ze zrychleni spolecného téziste
je nulové (a, = ; = (). Z toho plyne, Ze spolecné tézisté se bud pohybuje konstantni
rychlosti (V,v = / = konst.) a tudiz primocare, nebo je v klidu. Polohovy vektor
v libovolném case je dan vztahem

Fr = g + Vrt, (3.15)

|

kde prvni ¢len vyjadruje polohovy vektor spolecného tézisté v ase t = 0.
3.1.3 Relativni pohyb v soustaveé s pocatkem v tézisti obou téles

Pokud jsme v predchozi podkapitole prokazali, ze spolecné teziste se pohybuje
pfimocare konstantni rychlosti nebo je v klidu, muzeme tento bod také povazovat za
pocatek jiné inercialni souradnicoveé soustavy (nerotujici) dle obr. 3-2.
To znamena, Ze polohovy vektor 7, = 0, z ¢ehoz dle rov. (3.11) vyplyva, Ze

Mty + mr, = 0,

odkud polohovy vektor telesa M bude

, m .
M = W "m-
Pro polohovy vektor 7 pak mizeme psat nasledujici relaci
i ) . m . M+m _ M+m
Fr=Tm M= Tt =3 =35 "mér

M M M
Modul tohoto polohového vektoru zapisSeme jednoduse ve tvaru

M+ m
= —T.

T (3.16)
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Obr. 3-2 Pohyb dvou téles v inercidlni souradnicové soustavé s pocdtkem

o i o 2 gD
spoiecnem tezisti.

>

Vratme se nyni k pohybové rovnici (3

(3.5), kterou délime hmotnosti m a zavedei
vyraz pro jednotkovy vektor e, = 7,,, /7;,,. Rovnice nabude tvar
24 M 1,
o = —K——.
il

Po dosazeni za modul r dle rov. (3

3.16) obdrzime pohybovou rovnici ve tvaru
M
3 — —K T
S (M +m)cr:
Citatele i jmenovatele na pravé strané rovnice prenasobime vyrazem (M
zavedeme vyraz pro gravitacni parametr g = k(M + m). Po malé Gpravé obdr?
5 £ M NS
n *——u(§) -,
M 4m/ rs
Zavedenim nového gravitacniho parametru ve tvaru
/ M
Upy = U (_)
M + m.,
a zavedenim 73, m €, muZeme pohybovou rovnici (3.18) prepsat na koneény
- Har S
i =
s

Stejnym zpusobem muiZeme odvodit pohybovou rovnici pro druhé téleso o h
M pohybujici se kolem spolecného tézisté ve tvaru

kde novy gravitacni parametr je dan vyrazem



m 3 rs g

W = U (m) . (3.22)
Jak mlUzZeme vidét, obé pohybové rovnice télesa m i M vzhledem ke spoleCcnému tezisti
maji podobny tvar jako vyse odvozené pohyboveé rovnice pro vzajemny pohyb jednoho
télesa vuci druhému. Z toho vyplyva, Ze tvary drah jsou si podobné. Na obr. 3-3 je
znazornéna draha télesa m vzhledem k télesu M, které jsme umistili do pocCatku inercni
soufadnicové soustavy. Carkované je znazornén relativni pohyb spoleéného tézisté T
vUci télesu M. Tak vidi pozorovatel z télesa M pohyb télesa m, resp. pohyb téziste T. Na
obr. 3-4 je pak znazornén relativni pohyb obou téles vzhledem k tézisti T. Tak by vidél
pohyb jednotlivych téles pozorovatel umistény ve spoleCném tézisti 7.

m
Obr. 3-3 Pohyb télesa m a spolecného Obr. 3-4 Pohyb obou téeles vzhledem ke
teziste T vaci télesu M. spolecnému tézisti T.

3.1.4 Restringovany problém dvou téles

Pri reSeni pohybu umeélych druzic a ruznych sond se obvykle uvazuje ta skutecnost, ze
hmotnost téchto kosmickych téles je mnohonasobné mensi nez hmotnost centralniho
télesa, v jehoz sfére vlivu se toto téleso pohybuje. Uvazime-li tedy m < M, muzeme
pristoupit ke zjednodusenému (restringovanému) reSeni problému dvou téles. Téleso
M umistime do pocatku inercialni souradnicové soustavy. Z toho plyne, Zze polohovy
vektor télesa M je nulovy (ry, = 0) a polohovy vektor 7;, je totoZny s polohovym
vektorem 7. Zanedbanim hmotnosti télesa m muazeme plvodni spolecné tézisté
ztotoinit s tézistém télesa M a tedy s pocatkem souradnicové soustavy (rp = 0). To
znamena, ze pro reseni takto formulovaného problému, mluzeme pouzit vysledky
odvozene v predchozi podkapitole, kde jsme odvodili pohybové rovnice pro pohyb
télesa vuci spolecnému tézisti.

Pro nalezeni pohybove rovnice pouzijeme jednoduse rovnici (3.17), v niZ uplatnime

totoznost polohovych vektorl 7,,, =7 . Po dosazeni této skutecnosti a zavedeni
jednotkového vektoru r = re.. obdrzime pohybovou rovnici ve tvaru
. ., bl T—
il jfj‘?- = (), (523)

7
Do rov. (3.23) jsme zavedli restringovany gravitacni parametr prislusejici samotnému
centralnimu telesu M ve tvaru



i=kM =y, (3.24)

ktery v dalsim textu budeme nadale oznacovat v souladu s timto zapisem symbolem .

Rovnice (3.23) predstavuje pohybovou rovnici v podobném tvaru jako v predchozich
pripadech stim, ze se zmeénil pouze gravitacni parametr, v némi jsme zanedbali
hmotnost m. Me
take planet. Hodno
v tab. 3-1, [28].

toda je aplikovatelna pro reseni pohybu jak umélych druzic a sond, tak
oty gravitacniho parametru pro néktera nebeska télesa jsou uvedeny

Tab. 3-1
iji?fké i =xkM [km>s— <] }t\(jz;“e u=kxkM [km3s<]
ﬁgL;ciei o 132 712 438 000 Mars 7 4; 828
Merkur 22 032 Jupiter 126 710 000 |
Venuse 324 860 Saturn 37 940 000
Zemée 398 600 Uran 5 ;81 600” 7
Meésic Zeme 4 903 Neptun 7 2871 300

3.2 Keplerovy zakony
3.2.1 Prvni Kepleruav zakon - tvar obézné drahy

Kepler dospél k poznani, ze drahy planet jsou elipsy a my zde budeme pouze teoreticky
verifikovat, Ze tomu tak je, pokud neuvazujeme Zadné rusive vlivy. Proto nasledujic
odvozeni rovnice drahy provedeme pro pohyb kosmického télesa po eliptické draze
Navic pak provedeme zobecnéni platnosti rovnice drahy i pro jiné typy drak
(kuzelosecek).

UvaZzujme obéh kosmického télesa (planety, druzice) m kolem télesa M v jehc

centralnim gravitaénim poli. Téleso M spojime s pocatkem nerotujici (2 = 0) vztaine

souradnicoveé soustavy (x, y, z). Centralni téleso povazujeme za dokonalou homogenn

kouli. Vtomto pfipadé lze centralni téleso nahradit hmotnym bodem v jeho stredtu

Sledujme nyni pohyb kosmického télesa m pod ucinkem pouze centralni gravitacni sil
d S

F, = F,,, smérujici neustale do stfedu télesa M. Okamiita poloha télesa m necht j
dana pravodic¢em r a polochovym uhlem © dle obr. 3-5.

Pro feseni dané ulohy se jako nejvhodnéjsi nabizi pouziti polarnich souradnic
Pohybové rovnice v polarnich souradnicich (7, ®) pro konstantni hmotnost obihajicih
télesa (m = konst.) jsou dostatecné znamy z obecné mechaniky, napr. [38]. Pro né
pripad je zapiSeme ve tvaru

m(# —r0?) = P (323



d(mr* O)
dt

Obr. 3-5 Pohyb télesa v centralnim gravitacnim poli popsany polarnimi souradnicemi
(r,0).

Dle dr uhe 1o Newtonova zakona je sila dana soucinem hmotnosti a zrychleni. V nasem

pripadé je touto silou gravitacni sila, ktera je dana vztahem
E, =m —‘—-), (3.27)

kde radialni relativni zrychlen 'jsmn stanovili z rov. (3.10). Moment centralni gravitacni
sily k poc¢atku je nulovy (M, = 0). Dosadime-li na pravé strany pohybovych rovnic
uvedené skutecnosti a zkratime-li obé rovnice hmotnosti obihajiciho télesa m obdrzime
dvé pohybove rovnice

(# —r0?) = —=;, (3.28)

—{ (r20) (3.29)
(

Posledné uvedenou rovnici (3.29) muZzeme po provedeni derivace jesté prepsat na
jednodussi tvar

r20 = h = konst, (3.30)

kde h je casové nezavisla konstanta, jejiz geometricky i fyzikalni vyznam si objasnime
pozdéji.

Pro reseni uvedenych pohybovych rovnic pouzijeme substitu¢ni metodu. Zavedeme
nasledujici substituci

Y i=— (3.31)



Nejprve stanovime prvni derivaci pruvodice 7, kterou s prihlédnutim k rovnici (3.30) po
substituci ® /u* = h upravime nasledovné

u2 dt d®  u2de 5

. d (1) B 1 du dO O du du

= — ] —. (3.32
dt d® " )

u

Druha derivace pruvodice 1 je dana derivaci rov. (3.32) a opét upravena s prihlédnutim
k substituovanému vyrazu (3.30). Po naznacené uprave obdrzime

o dr d s | dw ; d“u . h _O0d%u p2,,2 d*u

7‘:—:——(—/1——):—‘1 — Q== - ——— = =R U =,

dt dt \ doO, d®< h hdO*+ dO-

Po dosazeni do rovnice (3.28) a vyuzitim vztahu (3.30) obdrzime po malé uUpravé
diferencidlni rovnici v proménné u ve tvaru

(3.33)

d“u U
——— i =
dB- h-
Reseni takové klasické diferencialni rovnice predpokldddme ve standardnim tvaru,
ktery sestava z reseni homogenni diferencialni rovnice a partikularniho integralu. V
nasem pripade je reseni v promeénne u dano ve tvaru

(3.34)

21

u = Acos(®@—0,) +—. (3.35)
h*
Po zpétné substituci obdrzime reseni pro drahu definovanou pruvodi¢em r ve tvaru
1 e
A TR (3.36)
.4 (.(_)5(@ T @(»‘, ) "i’ ﬁ

Redeni pohybové rovnice obsahuje jisté konstanty, které maji sviij geometricky vyznam.

Prepisme si uvedenou rovnici drahy na alternativni vztah, ktery ziskame prenasobenim
Citatele i jmenovatele na pravé stran& pomérem (h4/u)
h* 1

r=— . ; (3.37)

h? . :
H 1+ A —;Tcos(@ — Bg)

JelikoZz Kepler ve svém prvnim zakonu stanovil, ze se planety pohybuji po elipsach,
objasnime si geometrické souvislosti na této nejdulezitéjsi kuzelosecce. Protoze
konstanty v dané rovnici musi platit v libovolném bodé obézné drahy, zvolme si prc
objasnéni konstanty (h?/u) okamizik, ve kterém je thel (© = 90° + ©,) . To odpovid:
situaci, kdy privodic r je kolmy na osu apsid (obr. 3-6).
Z geometrie elipsy je znamo, Ze tento privodic je totoZny s tzv. parametrem elipsy p
h* :
p=—. (3.38
U
Dosazenim zjisténé skutecnosti do rovnice (3.37), nabyva reseni pohyboveé rovnic:
nasledujici tvar
p

L 1+ Ap cos(O — @'».")' o B

W
W)
O




V dalsim kroku nalezneme vyraz pro geometrickou konstantu Ap. Tuto konstantu lze
nalézt ze dvou poloh pruvodice r, a to pro polohu v pericentru (© = 0,) a pro polohu
v apocentru (0@ = 180° + 0,).

Obr. 3-6 Obecna poloha elipsy v roviné obézné drahy a zakladni charakteristiky elipsy.

V prvnim pripadée obdrzime

P
I'p = i (q)“))
1+ Ap
Ve druhém pripadé plati
))
Ty = , (3.41)
1 —Ap

Vyjadrenim parametru p z obou rovnic Ize psat nasledujici rovnost
rp(1 + Ap) = r,(1 — Ap).
Po dosazeni vzdalenosti pericentra rp = a — ¢ a apocentra ry, = a + ¢ od ohniska dle
obr. 3-6 obdrzime rovnici
(a—c)(1+Ap) =(a+c)(1— Ap),
z niz nalezneme konstantu, ktera vyjadruje excentricitu (obr. 3-6), coz je bezrozmeérova
velicina

;3.}7 =—=e8, (3.42)

Zavedeme-li tyto relace do reSeni pohyboveé rovnice (3.39), mtzeme rovnici pro drahu
zapsat napr. ve tvaru



h* 1
 ul+ecos(®—0,)

A jelikoz uhlova konstanta ©, je libovolnou pocatecni integracni konstantou, muzeme

r (3.43)

jeji hodnotu zvolit rovnu nule (@45 = 0). V tomto pripadé bude osa x totozna s primkou
apsid. Vysledné reseni pohyboveé rovnice zapiSeme ve tvaru
h* 1 .
r = ——mooo— (3.44)

ul+ecos®

Respektive, uplatnénim rovnice (3.38) pro parametr muzeme rovnici pro drahu uvadét
v nejjednodussim a nejcastéji pouzZivaném tvaru

p = —p_ (3.45)

1 +ecos® ‘

PrestoZe jsme celé odvozeni rovnice drahy provedli pro eliptickou drahu, vyse uvedené
vztahy (3.44) a (3.45) predstavuji rovnice platné pro obecnou kuzelosecku v polarnich
souradnicich s ohniskem v pocatku nasSi souradnicové soustavy. O tom, o jaky typ
kuzelosecky se jednd, rozhoduje excentricita (vystrednost) kuzelosecky e, cozi je
bezrozmérova vzdalenost fokusu F od stredu kuzelosecky S.

Eliptickdadraha (0 < e < 1)

Eliptické drahy jsou nejrozSirenéjsSimi tvary drah, po nichz se pohybuji nebeska télesa i
umeéla kosmicka télesa (kosmicka letadla). Elipticka draha patrfi mezi uzavrené obéiné
drahy, které muZeme jednoznacné definovat excentricitou a parametrem. Poloht
kosmického télesa na draze pak urcujeme polarni souradnici (argumentem) O, ktera se
nazyva skutecna (prava) anomadalie. Je to Ghel mezi pruvodi¢em r a pfimkou apsid. Mér
se od bodu, ktery se nazyva pericentrum, coz je bod drahy, ktery je nejblize k ohnisku
Protilehly, nejvzdalenéjsi bod od ohniska se nazyva apocentrum. VySe uvedené nazvy
jsou obecné nazvy téchto charakteristickych bodu na uzavrené obéiné draze — elipse
Pokud se jednd o obéinou drahu kolem néjakého konkréetniho centralniho téelesa
pouzivaji se pro tyto body priléhavéjsi specialni nazvy. Pro obéznou drahu kolem Zeme
je to perigeum a apogeum. Pro obéiné drahy kolem Slunce se tyto odpovidajici bod
nazyvaji perihel a afel.

Vyse jsme podrobné probrali tvary rovnice drahy pro eliptické obézné drahy. Nicmeéné
pro eliptické obézné drahy mizeme jesté uvést dalsi alternativni tvar. Za timto uceler
odvodime jiny vyraz pro parametr elipsy p, tentokrat v zavislosti na hlavni poloose a
excentricité elipsy e. Pro hlavni poloosu elipsy plati

.3(7 — "‘17 ‘+' Ta. (34“(

Nejprve stanovime dle rov. (3.45) vztah pro polohu pericentra (0@ = 0°) a dle téz
rovnice stanovime vyraz pro vzdalenost apocentra ry (0 = 180°). Takto ziskané vztal
dosadime do rovnice (3.46) a po jednoduché upravé mame k dispozici dalsi vyraz pr
parametr elipsy

p =a(l—e?). (3.4°

Dosadime-li uvedeny vyraz pro parametr do rov. (3.45) obdrzime alternativni rovni
drahy v zavislosti na excentricité a hlavni poloose elipsy ve tvaru

20



al(l — L“:)
r = —————. (3.48)
1+ ecos® ‘
Elipsa je definovana jako mnozina geometrickych bodu, pro néz plati, Ze soucet jejich
vzdalenosti od dvou pevnych bodl, tzv. ohnisek, je konstantni. Tato vzdalenost se
rovna dvojnasobku délky hlavni poloosy elipsy (2a). Hlavni geometrické charakteristiky
elipsy jsou jiZz uvedeny na obr. 3-6. Doplnme bez odvozeni nékteré dalsi potifebné
vztahy, znamé z geometrie elipsy. Mezi nejdulezitéjsi geometrické parametry elipsy
patii excentricita (e), hlavni poloosa (a), vzdalenosti pericentru (7p) a apocentra (r,) od
hlavniho ohniska (fokusu)

Pro excentricitu a hlavni poloosu elipsy plati vztahy:

):1. = ’[' Vs - I'a -+ .’p
g A P (3.49) N (3.50)
A T7p 2 “' /
TA | ‘3 E1 A : s
a ’ 1 + e ( )
I'p A Sl 7‘_;-, o A
e=1——, (3.53) a= : (3.54)
a : 1—e

Pro vzdalenost apocentra a pericentra od hlavniho ohniska elipsy plati vztahy:

A = 2a—1p, (3.55) p = 2a — 1y, (3.56)

ry =a(l+e), (3.57) e = a(l —e), (3.58)
1+e TR L= o

T4 = Tp X (J’Sq) I'p = Ty : (3()0)
1—e 1+ e

Vazby mezi dalSimi zakladnimi rozméry elipsy jsou dany vztahy:
b

Y N ) (3.61) b = a1 — e2. (3.62)

Priklad 3.1
Zadani:

Stanovte nasledujici parametry eliptické drahy kosmického telesa obihajiciho kolem Zemé:
vzdalenosti perigea 1, a apogea r, od centra gravitacniho pole, specificky moment hybnosti
h, délku hlavni a vedlejsi poloosy a, b.

Potrebna data:

Vyska kosmického télesa v perigeu Hp = 450 [km],
Excentricita e =0,5[1],

Polomér Zemé r, = 6378 [km],
Gravitacni parametr Zemé pu = 398600 [km>s™%].
Reseni:

a) Vypocet vzdalenosti perigea

re =1, + Hp = 6378 + 450 = 6828 [km].



b) Vypocet specifického momentu hybnosti provedeme dle rov. (3.44), kterou upravime
s uvazenim podminky v perigeu © = 0° na tvar

h=urps(1+e)=+(398600) 6828 (1 + 0,5) = 63894,14 [km?s~1].
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c) Vypocet vzdalenosti apogea provedeme rovnéz pomoci rov. (3.44), kde nyni uvazime
podminku pro apogeum 0 = 180
h® 1 63894,144 . S—
A = = —— = 20484 [km].
ul—e 398600 (1 -—0,5)

d) Vypocet hlavni poloosy elipsy provedeme dle vztahu (3.50)

a=———=——790o—o0o0o2o0o=13656 [km].
= =

e) Konecné vypocet vedlejsi poloosy elipsy stanovime z rov. (3.62)

h = c'z\;l —e? = 136561 — 0,5 =11826,44 [km|].

Kruhova draha (e = 0)

Kruhovou obé&znou drahu miZeme povazovat za specialni drahu eliptickou. Kruznice je¢
geometrickym mistem bodd, které maji konstantni vzdalenost od pevného bodu
V tomto pripadé je ohnisko totoiné se stifedem kruinice a pruvodi¢ r = konst
Dosadime-li do rov. (3.44) a (3.45) za excentricitu e = 0 zjistime, ze pro kruhovot
drahu jednoduse plati
h?
r = p =— = Konst. (3.

A
o)
w

Parabolickadraha(e=1)

Parabola (obr. 3-7) je obecné definovana jako mnozina geometrickych bodu, které maj
stejnou vzdalenost od ohniska a od zvolené Fidici pfimky. Ridici pfimka lezi vpravo ot
fokusu ve vzdalenosti d = 27 a je rovnobézna s osou y.

Parabolickd draha je urcena rovnici obecné kuzelosecky (3.45), v niz dosadime z:
excentricitu e = 1. TakZe parabolicka draha je v polarnich souradnicich ur¢ena rovnici
D
= —1—— (3.64
1+ cos®

Parabola predstavuje jiz otevienou drahu. Polohovy vektor pro pravou anomal
® = 180°, tj. pfi cos® = —1, nabyva nekonecné hodnoty. Hlavni poloosa a — <
Pericentrum parabolické drahy (vrchol paraboly) lezi na pruseciku paraboly s jeji osot
kdy pro pravou anomalii plati cos ® = 1. Parametr paraboly je v souladu s rovnici (3.64
dan dvojnasobkem vzdalenosti vrcholu paraboly od ohniska

p = 27p. (3.65

Parabolicky tvar drahy svymi parametry predstavuje hranic¢ni drahu, ktera je predeler
mezi eliptickymi a hyperbolickymi drahami.
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Obr. 3-7 Geometrické charakteristiky paraboly.

A
"

Hyperbolicka draha (e > 1)

Hyperbola je definovana jako mnozina geometrickych bodu, které maji od dvou
pevnych bod( (ohnisek) staly rozdil vzdalenosti. Rozdil téchto vzdalenosti se rovna
dvojnasobku délky hlavni poloosy (2a).

Hyperbolicka draha je urcena rovnici obecne kuzelosecky s tim, Ze excentricita je vétsi
jak jedna (e > 1). V obecné teorii kuzelosecek je délka hlavni poloosy hyperboly
zaporna. Nicméné, zde upravime obecny vyraz pro hyperbolu za predpokladu, ze hlavni
poloosu hyperboly budeme uvazovat jako kladnou veli¢inu (a > 0).

Podobné jako u elipsy i zde pouzijeme pro nalezeni vyrazu pro parametr stejny postup.
Nejprve urcime dle rov. (3.45) vyraz pro vzdalenost pericentra hyperboly 1, (@ = 0)a z
téZze rovnice urc¢ime vztah pro vzdalenost apocentra hyperboly r; (0@ = 180). Avsak
vzhledem k tomu, Ze nyni je excentricita vétsi jak jedna (e > 1) je dle rov. (3.45) Ciselna
hodnota vzdalenosti apocentra hyperboly zaporna. Tudiz v souladu s obr. 3-8 je nutno
kladné uvazovanou vzdalenost (2a) mezi pericentrem a apocentrem zapsat nasledovné

2a = [y —1p = =14 — 1.

Nyni do uvedeného vztahu dosadime vyrazy pro polohu apocentra a pericentra, které
ziskame dle rov. (3.45)

odkud obdrzime vyraz pro parametr hyperboly, ktery budeme pouzivat ve tvaru



p = a(e?—1). (3.66)

L

Po dosazeni parametru p dle rov. (3.66) do obecného vyrazu pro kuZelosecku (3.45
esa po hyperbole ve

ziskavame reseni pohybové rovnice pro pohyb kosmického té

P a(e“ — 1) ekt s i)
o, - it (3.67)
1l +ecos® 1 +ecos®

Na rozdil od jinych typu kuZelosecek, hyperbola ma dvé osové symetrické vétve. Pro
pohyb télesa v centralnim poli vykazujicim pfitazlivé gravitacni sily je platna pouze
 realny fyzikalni vwznam, odpovidala by

jedna z nich, oznacena (1). Druha vétev (2) nema
tzv. p

odpuzujici gravitacni sile, oznacujeme ji jako razdnou vetev. Pericentrum P lezi

v pruseciku hyperboly (vrchol realné hyperboly) sosou apsid (0 = 0), zatimcc
apocentrum A je totozné s vrcholem prazdné vétve.
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Obr. 3-8 Geometrické charakteristiky hyperboly.

Vyznamnou roli hraji obé asymptoty. Asymptoty jsou tecny v nekonecnu k obém
vétvim hyperboly a sviraji spolu dhel 28 (obr. 3-8). Hledejme nyni pravou anomalii pr
pripad, kdy polohovy vektor r — oo, Jinymi slovy, v limitnim pripadé bude rovnobézn
s asymptotou. Z rov. (3.67) vyplyva, ze teto situaci odpovida prava anomalie ® = 0,
pro niz plati podminka

cos®, =—1/e. (3.6¢

Jak je mozno vidét z obr. 3-8, mezi uhlem asymptoty f a limitni pravou anomalii ©

plati nasledujici vazba
[ =180°—0,,.

Odtud pro cos f5 plati vztah



cos S = cos(180° —0,,) = cos 180°cos O, + sin180°sin®@,, = — cos Q.
Srovnanim s rov. (3.68) je zirejmé, Ze pro uhel asymptot plati
cosff = 1/e. (3.69)
Prilétajici kosmické téleso k centralnimu télesu umisténému v ohnisku F se pri obéhu
asymptoticky pootoéi o Uhel § a poté opét timto smérem odlétd do nekoneéna. Uhel

asymptotického pootoceni stanovime dle obr. 3-8 z podminky §/2 = 90° — . Takie
z funkce pro sinus tohoto thlu obdrzime vztah
.0 N TRURT . : , rac :
511,5 = sin(90° — ) = sin90°cos B — cos90°sin § = cos f5.

Srovnanim s rov. (3.69) vidime, Ze polovi¢ni Uhel asymptotického pootoceni je roven
prevratné hodnoté excentricity

o) 1 _
sin— = —. (3.70)
2 e

Doplfime jesté bez odvozeni nékteré dalsi uzitecné vztahy, zname z teorie hyperboly.
Vztahy plati za predpokladu, Ze hlavni poloosa hyperboly je uvazovana kladné (a > 0).

b=aJjez—1, (3.71) b=rf(e+1)/(e—1), (3.72)
e=1+4 (rp/a), (3.73) . \‘,"r-] + (b/a)?, (3.74)
ry=—ale+ 1), (3.75) s = a(e—1), (3.76)
rp = C—a, (3.77) d= (rp +a)sinp, (3.78)
il a\i (3.79) d = aesinf. (3.80)

3.2.2 Druhy Keplertiv zakon - zakon ploch

Druhy Kepleruv zakon se vztahuje k poznatku, ze plocha opsana pruvodicem pfi pohybu
kosmického télesa po obéiné draze je konstantni. Pro prokazani tohoto zakona
pouzijeme odvozenou pohybovou rov. (3.10), do niz jesté dosadime za jednotkovy
vektor e, = r /r a zapiSeme takto

r=——Tr. (3.81)
e :
Obé strany uvedené rovnice prenasobime vektorové zleva polochovym vektorem r
o b |
rXr=——(r Xr).

7
Diky tomu, Ze vektorovy soucin polohovych vektoru na pravé strané rovnice je roven
nule (¥ X r = 0), je vektorovy soucin
T = (),
Dale uvazime skutecnost, ze pro derivaci vektorového soucinu polohového vektoru a
vektoru rychlosti s prihlédnutim k vyse uvedenym skutecnostem plati
d

1—{()"><7':) —FXTF+TFXT=0.
dt \ _
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Z nulovosti uvedené derivace vyplyva, Ze soucin polohového vektoru a vektoru rychlosti

(_?" = ‘L’:\) musi byt konstantni

Vektor h je konstantni vektor co do veliko | smeru a s casem se nemeni. Jeho

st
geometricky vyznam vyplyne z nasledujiciho odvozeni Il. Keplerova zakona.

A
/V‘

Obr. 3-9 Definicni obrazek k odvozeni sektorialni rychlosti.

Sledujme plochu opisovanou pruavodicem r pfi pohybu kosmického télesa po obéiné
draze (obr. 3-9). Za elementarni ¢as dt pravodi¢ zméni svou Uhlovou polohu o d© a
opise elementarni plochu dS
R
dS = —=r(rd0).
2
Casova zména plochy pak bude dana vztahem
@S | L8 A .
& 2 g 2
Po dosazeni dle rov. (3.30) dostavame velmi dulezity vztah pro tzv. sektorialni rychlost
dS h R
G konst. (3.83)
Uvedeny vztah predstavuje /. Kepleritv zakon, ktery rika, Ze plocha opsana pruvodicem
za jednotku casu pri pohybu kosmického télesa po obéiné draze, tzv. sektorialni
rychlost, je konstantni. Timto konstanta h dle rov. (3.83) dostava svuj geometricky
vyznam. Konstanta h je rovna dvojnasobku sektorialni rychlosti a nazyva se konstanta
zakona ploch.

Konstanta h ma vedle geometrického vyznamu také fyzikalni vyznam. Pripomenme si
znamy obecny vyraz pro moment hybnosti b = r X mV, ktery prepiseme pro téleso o
jednotkové hmotnosti (m = 1) na tvar



b L. i

—=r XV,

m
Toto je moment hybnosti vztazeny na jednotku hmotnosti, a nazyva se specificky
moment hybnosti. Srovnanim tohoto vyrazu s rov. (3.82) je ziejmy fyzikalni vyznam

vektorové konstanty h. Predstavuje specificky moment hybnosti kosmického télesa o
jednotkové hmotnosti.

Dopliime jesté vzajemnou polohu vektoru 7 a h. Pro tento ucel sestavime skalarni

soucin 7 * h. Uplatnénim pravidla pro smiseny soucin vektort obdrzime

Feh=r(F X V) =FiPxT)=t-(Fxr) =0

Odtud vyplyva, ze |7| h|cosa = 0. Pro nenulové moduly vektora |#| a |/1'| musi byt
cosa = 0, coz plati pro uhel @ = 90°. Z toho vyplyva, Ze oba vektory jsou navzajem
kolmeé. A protoze h je casoveé konstantni vektor (co do velikosti i sméru) znamena to
také, ze privodic 7 lezi neustdle v jedné roviné. Toto je potvrzeni toho, Ze obézné drahy
jsou rovinné krivky.

3.2.3 Treti Kepleruv zakon - obézna doba

Zajimejme se nyni o periodu pohybu T, tj. dobu, za kterou projde kosmické teleso
stejnymi polohami na své obéiné draze. Za tuto dobu privodi¢ opiSe pravé celou
plochu elipsy S.. Pfedpokladame, Ze zname sektorialni rychlost pohybu kosmického
télesa. Pak lze psat

S B 3.84
S =1ab= — | dt. 3.8¢4
e J,\,\, (a't) : :

Nyni do uvedeného vztahu dosadime za sektorialni rychlost dle rov. (3.83) a vyraz pro
vedlejsi poloosu dle vztahu (3.62). Po integraci obdrzime pro periodu nasledujici
mezivysledek

a’®
h
Déle dosadime za konstantu h dle vztahu, ktery ziskame kombinaci vyrazu pro
parametr p dle rov. (3.38) a rov. (3.47) ve tvaru

T'=32n \1 — e2,

r—

h = \:‘/uz\.“‘] — 8%, (3.85)

Po dosazeni do rov. (3.84) za specificky moment hybnosti A dle rov. (3.85) a uprave
obdrzime vysledny vztah pro periodu

(a-°
T =2m |[—. (3.86)
| u
N
Uvedenou rovnici muzeme jesté prepsat na nasledujici tvar
T? 4m¢ ,
— = —— = Kkonst. (3.87)
a? 7 ‘
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Toto je zpresnéneée vyjadreni lll. Keplerova zakona, ktery stanovuje skutecnost, Ze pomér
druhych mocnin period a tfetich mocnin hlavnich poloos eliptickych drah z(stava
konstantni. Vtomto znéni jej vyslovil Kepler, avSak bez znalosti vyrazu pro onu!
konstantu. Definitivni podobu Ill. Keplertv zakon doznal az mnohem pozdéji na zakladé
Newtonovych studii. Vzhledem k tomu, Ze konstanta obsahuje gravitaéni parametr u je
tato konstanta pro kazdou planetu, ¢i jiné centralni téleso rizna. |

3.3 Energie kosmického télesa pri pohybu v centralnim
gravitaé¢nim poli

3.3.1 Specificka mechanicka energie

Vratme se opét k pohybové rovnici (3.10), kterou s vyuZitim vyrazu pro jednotkovy,
vektor €, = 7 /r zapiSeme ve tvaru

B g, (3.88)

Fef+—=7-F=0. (3.89)

Snadno lze prokazat, Ze skalarni soucin r - +* se da vyjadfit nasledovné

- 1dV?
Fim A =g =g

O spravnosti tvrzeni se lze pFesvédéit zpétnou derivaci naseho vysledku
B8 Sl oy B
2 dt 2 |

Dale z druhého ¢lenu v rov. (3.89) vypiseme vyraz 7 7/r a provedeme jeho derivaci. D¢
se prokazat, Ze tento vyraz se da vyjadrit takto

Fe7Fd 1 d t .ot dr
= (#PI=—( 0)z = — (r2)z = —.
r =@l TR =g iresz =R =5
Dukazem je opét zpétna derivace ziskaného vyrazu
|
G oy ondi Loo oo dom Lo w1 1 i
dt(r rjg = —(r-r) 2(r-r+r-r)—5—(rz)l/22(r T‘)— = |

’ o v L ’, . L ” - -!
Nyni miZeme odvozené vyrazy dosadit do plvodni rovnice (3.89), ¢imzZ ziskame rovnit
ve tvaru |

1dV? udr |
4 ——= 0,
2 dt ridt <

Rovnici upravime separaci proménnych pro primou integraci takto

—?:de ——/,l— |



3. Pasivni pohyb kosmickych téles v CGP

Integraci uvedené rovnice obdrzime vysledek ve tvaru

VZ u
7—;+8.

Rovnici prepiseme do koneéného tvaru, kde leva strana predstavuje soucet specifické
kinetické energie a specifické potencialni energie
V2 wu

Konstanta na pravé strané rovnice pak predstavuje celkovou specifickou mechanickou
energii kosmického télesa pfi pohybu po obé&iné draze. Pokud vysledek uplatnime pro
kosmické téleso o zadané hmotnosti m, miZeme nasi rovnici prepsat na tvar

1
>mv2 + (—Em) = me [J] (3.91)
coz pfedstavuje nam dobfe znadmy zakon zachovani mechanické energie ve tvaru
E. = Ey + E,. (3.92)
3.3.2 Specificka energeticka konstanta

Vratme se zpét k vyrazu pro celkovou specifickou mechanickou energii kosmického
télesa pohybujiciho se po eliptické draze. Jelikoz celkova energie v souvislosti se
zakonem zachovani energie zGstava konstantni, mliZeme vyraz pro celkovou energii
zapsat pro libovolnou polohu kosmického télesa na obézné draze. S vyhodou zvolime
polohu v pericentru r = rp, kde prava anomalie je rovna nule (@ = 0). V pericentru
jsou pruvodi¢ a vektor rychlosti na sebe vzdjemné kolmé. Z vyrazu pro specificky
moment hybnosti 7p X VP =h vyplyva, Ze soudin jejich modulGd se rovna modulu
specifického momentu hybnosti 75V, sin 90° = h. Odtud pro rychlost kosmického
télesa v pericentru plati

Vp = —. (3.93)

Z rovnice (3.44) zapsanou pro podminky v pericentru dostavame vztah pro kvadrat
specifického momentu hybnosti ve tvaru

h? = rpu(1 + e).

Po dosazeni kvadratu rychlosti Vp dle rov. (3.93) do rov. (3.90) a nasledné po dosazeni
vySe uvedeného vztahu pro kvadrat specifického momentu hybnosti, obdriime
nasledujici mezivysledek

vz 1 h? 1+e
gzi_ﬁz___ﬁ=u_ﬁ=_i(1_e)_

2 1 218 71p 27p Tp 27p
Nakonec, po dosazeni za vzdalenost pericentra 7, = a(1 — e) dle vztahu (3.58) ziskdame
po uprave vysledny vztah pro specifickou energetickou konstantu

-1
£=——. (3.94)



Specifickou energetickou konstantu jsme odvozovali pro elipsu, avSak cbecné plati pro
kazdou kuZelosecku a predstavuje celkovou specifickou mechanickou energii
kosmického télesa. Jak je vidét ze vztahu (3.94), zavisi pfimo Umérné na gravitacnim
parametru centralniho télesa a nepfimo umérné na hlavni poloose kuZelosecky. To
znamena, Zze vdaném centralnim gravitacnim poli celkova specificka energie zavisi jen
na velikosti drahy, kterd je dana hlavni poloosou prislusné kuzelosecky. Podle velikosti
hlavni poloosy lze pro jednotlivé kuZelosecky psat nasledujici konkrétni vyrazy pro%
specifické energetické konstanty, které jsou uvedeny v tab. 3-2.

Specifickd energeticka
Tab. 3-2 konstanta [Jkg~1]
S £
Elipticka draha (a > 0) E=——
2a
S— U
Kruhova drdha (a = 1) E=——
2r
Parabolickd draha (a = ) E=10
s s ; H
Hyperbolicka draha (zde je a > 0) E= +2—a

3.3.3 Kosmické rychlosti a drahy letu

Rychlost patfi k nejdlleZitéjsim charakteristikam popisujicim pohyb kosmického télesa
Pro stanoveni rychlosti pohybu kosmického télesa pouzijeme vy3e odvozeny vztah prc
celkovou specifickou mechanickou energii (3.90), do néhoz dosadime vyraz pre
energetickou konstantu (3.94). Po dosazeni a Upravé obdrZzime obecny vyraz pr¢
rychlost pohybu kosmického télesa ve tvaru

V= Jz(g—+s) = |24 (% = Tz%) (3.95

|
Uvedeny vyraz je vtomto tvaru platny nejen pro eliptickou ob&Znou drahu, ale m
obecnou platnost pro jakoukoliv kuzelosecku. V daném centralnim gravitacnim poli (u
zavisi rychlost pohybu jen na velikosti obézné drahy (a) a poloze na draze, uréen
vzdalenosti pohybujiciho se télesa od stfedu centralniho gravita¢niho pole (7). |
|

Dosazenim do obecného vztahu pro rychlost (3.95) za hlavni poloosu polomér kruhov
obéiné drahy (a = r = konst.) obdrzime vyraz pro rychlost, kterou nazyvame |
kosmickou rychlosti, respektive kruhovou rychlosti !

|

71
V, = |—. 3.9¢
- o

|

Napf. pro planetu Zemi je hodnota kruhové rychlosti v nulové vyice V; = 7,9 [kms™1]
l

I. kosmicka rychlost — kruhova rychlost




Il. kosmicka rychlost — anikova rychlost

Pro otevienou parabolickou drdhu, pro niz plati (a = ) obdriime vyraz pro Il
kosmickou rychlost ve tvaru

2
v, = —rf—‘ = V2 (3.97)

Tato rychlost odpovida rychlosti, pfi niz je mozno prekonat pfitazlivost centralniho
télesa a proto se nazyva unikova rychlost. Pro unik z planety Zemé je hodnota Il.
kosmické rychlosti V,; = 11,2 [kms™1].

Hyperbolicka rychlost

Vratme se zpét k vyrazu pro celkovou specifickou mechanickou energii, rov. (3.90), kam
dosadime za specifickou energetickou konstantu pro hyperbolu, uvedenou v tab. 3-2

Vi ok _n

2 % 20

Dosadime-li za pravodic (r — o) obdrzime vztah pro rychlost v nekonecnu ve tvaru
Vo = [—. (3.98)

Tato rychlost se nazyva hyperbolicky prebytek rychlosti. Zavedme tuto rychlost zpét do
vyrazu pro celkovou specifickou mechanickou energii

V: ou Vg
2 2/
odkud pro kvadrat hyperbolické rychlosti ziskavame vztah ve tvaru
2
V2 = 7“ + V2. (3.99)

A s prihlédnutim k rovnici (3.97) pro Il. kosmickou rychlost mGzeme zapsat relaci mezi
kvadraty rychlosti

V2 =V3+ V2. (3.100)
Z uvedeného vztahu je zrejmé proc je rychlost V., nazyvana hyperbolickym prebytkem
rychlosti. Je to rychlost, o kterou je trfeba zvySit parabolickou uUnikovou rychlost,

abychom presli na hyperbolickou drahu, nutnou pro odlet z prislusného CGP. Kvadrat
hyperbolického prebytku rychlosti se v mechanice kosmického letu oznacuje

C3 = V2 [km?s72], (3.101)
a je méfitkem energie potfebné k uskuteénéni meziplanetarniho letu, [23]. Casto se
nazyva jako ,charakteristicka energie®. Vice se o meziplanetarnich letech uvadi v kap. 6.

Srovnani tvart drah a rychlosti je uvedeno na obr. 3-10. Z uvedeného je vidét, Ze
parabolicka unikova draha je predélem mezi uzavienymi drdhami (kruhovymi a
eliptickymi) a otevienymi drahami (parabolickymi a hyperbolickymi). Carkované je na
obrazku znazornéna draha balistické rakety, jejiz elipticka draha protina povrch Zemé.
Poviimnéte si, Ze pro balistickou drahu lezi perigeum uvnitf Zemé.
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Obr. 3-10 Srovndni uzavrenych a otevrenych drah.

Priklad 3.2 |

Zadani: 1
Stanovte nasledujici parametry eliptické drahy kosmického té&lesa obihajiciho kolem Zemé

rychlosti v perigeu a apogeu Vp, V,, periodu T, specifickou energetickou konstantu &£ !
rychlost V; v zadaném bodé& drahy (1), ktery je definovdn hodnotou prave anomalie 0,.

Potrebnda data:

Prava anomalie ;i =115["]; J
Excentricita e= 0,2 [1], i
Vzdalenost perigea rp = 7150 [km], |
Gravitaéni parametr Zemé i = 398600 [km3s~2]. |
Reseni: :‘

a) Vypocet specifického momentu hybnosti provedeme dle rov. (3.44), kterou upravin
s uvazenim podminky v perigeu ® = 0° na tvar f[

h =Jur-(1 + e) = /(398600)7150(1 + 0,2) = 58481 [km?2s~1]. |

b) Vypocet vzdalenosti apogea provedeme rovnéZ pomoci vztahu (3.44), kde nyni uvéiir‘

podminku pro apogeum @ = 180°
h? 1 58481° 1
= = 10725 [km].

A= 11—e 398600(1—0,2) |
c) Vypocet hlavni poloosy elipsy provedeme dle vztahu (3.50) |




ra+71e 10725 + 7150
RS 5 = 8937,5 [km].

d) Vypocet obéiné doby (periody) z rov. (3.86)

—on % = 2x (8937 _ g408.825 [s] = 2,33578 [h] = 2°20'09""
B 398600 2

e) Vypocet rychlostl v perigeu a apogeu provedeme jednoduse dle vztahu (3.93)

Vo= ooet - = 8,179 [kms™1], V, h 2 = 5,453 [kms 1]
o }; ~ 7150 s A= T 10725 ol
f) Specificka energeticka konstanta je déana vyrazem
U 398600 5 5 i
E=——=————-=-22,299 [km?*s™ %] = —22,299 [Mjkg™'].

2a 2(8937,5)
g) Vypocet modulu polohového vektoru ry

4 h? 1 N 584812 1
= u1l+ecos®, 3986001+ 0,2cos115°

h) Kone&né rychlost vbodé (1), ktery je definovan soufadnicemi (7r;,©,) stanovime
z rovnice (3.95) ve tvaru

g 398600+( 22,299) | = 6,361 [kms™1]
+ 93722 : o~ 15

3.4 Casovy priibéh pohybu kosmického télesa na obézné
draze

=9372,2 [km].

Na zakladé dosavadnich rozbord umime nalézt polohu kosmického télesa r v zavislosti
na pravé anomalii © pro jakoukoliv znamou eliptickou obé&Znou drahu, napf. pomoci
rovnice drahy (3.45). Nyni nas bude zajimat, v jakém cCase se do této polohy kosmické
téleso dostane. Hledame funkéni zavislost t = f(@©). Jak vyplyvéd ze zakona ploch,
pohyb kosmického télesa po eliptické obéiné draze je nerovnhomérny. Pro reseni
Casové zavislosti slouzi Keplerova rovnice, kterou nyni odvodime.

3.4.1 Keplerova rovnice - vztah mezi stiredni a excentrickou
anomalii

Keplerova Casova rovnice vyjadruje vztah mezi tzv. excentrickou anomalii £ a stredni
anomalii M. Excentricka anomalie E je uhel mezi pfimkou apsid a spojnici stfredu elipsy
S sbodem Q (obr. 3-11). Bod Q je definovan jako primeét kosmického télesa D na
kruznici ,k"“ opsanou dané eliptické draze, vedeny rovnobéiné sosou y. Primét
kosmického télesa (druZice) na pomocnou kruznici se pohybuje rovnéZ nerovnomérné.
Proto se zavadi dalSi pomocna uhlova proménna, tzv. stredni anomalie M, coz je uhel
mezi pfimkou apsid a spojnici stfedu kruznice s bodem Q na téze pomocné kruZnici
,K“ zndzornéné na obr. 3-12. Na rozdil od nerovhomérného pohybu bodu Q,
svazaného s pohybem bodu D, bod Q" se po pomocné kruznici ,k“ pohybuje
rovhomérné s konstantni Uhlovou rychlosti n = 2n/T. Tato uhlova rychlost se
v mechanice kosmického letu nazyva stredni pohyb. Ten predstavuje vlastné Ghlovou



v ’ - &’ el w r * ’
rychlost mysleného kosmického télesa, v obr. 3-12 ozna¢eného bodem Q , které by se¢
pohybovalo rovhnomérné po kruhové draze ,,k“ o poloméru r = a.

Obr. 3-12 Relace mezi E a M, resp. mezi nerovhomérnym pohybem bodu Q a
rovnomérnym pohybem bodu Q" na pomocné kruZnici k.




Hledejme nejprve velikost pravodice definujiciho polohu kosmického télesa na eliptické
draze v zavislosti na excentrické anomaliir = f(E). Zavedeme souradnicovou soustavu
(x,y) s pocatkem v ohnisku 0 = F (obr. 3-11). SloZky polohového vektoru r v zavislosti
na excentrické anomalii vyjadrime nasledovné

x(E) =acosE —ae =a(cosE —e), (3.102)
y(E) = bsinE = aVl —e?sinE, (3.103)

kde jsme ve druhém vztahu uplatnili vyraz pro vedlejsi poloosu b dle vztahu (3.62).
Derivaci vySe uvedenych rovnic obdrzime

x(E) = —aEsinE, (3.104)

y(E) = bE cosE. (3.105)
Slozky tého?Z privodice r vyjadrime také v zavislosti na pravé anomalii

x(0) =rcos0O, (3.106)

y(@) = rsin©. (3.107)
Derivace téchto rovnic jsou nasledujici

x(©) = —rO®sin O + 7 cos O, (3.108)

y(0) = rOcos O + 7sin O. (3.109)

Nyni sestavime scilenym zdmérem dvé rovnice nasledujici kombinaci vSech
pfedchozich vztah (3.102) az (3.109), [52]

x(0)y(0) = x(E)y(E),
y(©)x(0) = y(E)x(E).

Po dosazeni prislusnych vyrazi do obou uvedenych rovnic a roznasobeni obou stran
rovnic ziskdme mezivysledek v nasledujicim tvaru

20 cos? @ + r7sin® cos © = abE(cos? E — e cos E),
—r20sin? ® + r7 sin © cos ® = —abE sin*E.
Odectenim druhé rovnice od prvni ziskdme docela jednoduchy vyraz
r20 = abE(1 — e cos E). (3.110)
Leva strana rovnice predstavuje v souladu s rov. (3.30) specificky moment hybnosti A.

Kombinaci rov. (3.83) a (3.84) a s uvazenim vztahu pro stfedni pohyb (Uhlovou rychlost)

n = 21 /T lze specificky moment hybnosti vyjadrit vztahem
21
h=?ab = nab. (3.111)

Uvedeny vyraz dosadime na levou stranu rovnice (3.110) a separaci proménnych
upravime rovnici pro primou integraci

ndt = (1 —ecosE)dE.
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|
Levou stranu integrujeme v mezich od okamziku prachodu kosmického téles
pericentrem tp po libovolny ¢as t. Pravou stranu integrujeme v mezich 0 az E. P

integraci obdrzime vysledek ve tvaru

n(t—tp) = E —esinE. (3.112
Leva strana uvedené rovnice predstavuje okamzitou hodnotu stfedni anomalie M, t
uhel méreny od pericentra ,
2 |
M - TI(t == tp) - ‘?‘ (t — tp). (3.113

|
Nyni maZeme s vyuZitim rovnice (3.113) zapsat konecnou podobu Keplerovy rovnic|
(3.112) ve standardnim tvaru 1
M =E —esinE. (3.114

Z vySe uvedenych rovnic (3.113) a (3.114) je zrejmé, Ze Keplerova rovnice vyjadFujf
vztah mezi stfedni anomalii, resp. ¢asem t a polohou kosmického télesa, vyjadieno!
excentrickou anomalii E. Z jejiho tvaru vyplyva, Ze se jednd o transcendentni rovnic
Pro reSeni excentrické anomalie E pro zadany ¢as t musime pouzit néjakou vhodno
numerickou metodu. Grafické vyjadreni vzajemné relace mezi stfedni a excentricko
anomalii je uvedeno na obr. 3-13.

360
330 e=110 ] ‘/
e=0,8__ / . =

300
e =0,6
270 <
240 Z NG e=10,4
| NN e=lo2
]

a—
|
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180
150 |
120 : |
90 ' |
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0

Stiedni anomalie M [°]

0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360 |
Excentrickd anomalie E [°] |

Obr. 3-13 Zavislost stredni anomdlie na excentrické anomadalii. ]
Pro reSeni uvedené transcendentni rov. (3.114) se nejcastéji pouziva Newt(;
Raphsonova metoda, [56]. Re3eni libovolné rovnice f(x) =0 spodivd v pou]

rekurentniho vzorce ;

; |
_}f:((’;‘)) (3.11

Xit+1 = Xi

36



Podafi-li se zvolit pocatecni hodnotu x; relativné blizkou k feseni, pak tato metoda
velmi rychle konverguje ke spravnému feseni s predepsanou presnosti.

V nasem pfipadé fesime kofen rovnice f(E) = 0, kde funkce f(E) pro i-tou aproximaci
ma tvar
f(E;)) =E;—esinE;— M (3.116)
a jeji derivace je dana vyrazem
f(E;) =1—ecoskE;. (3.117)
Nyni podle rov. (3.115) zapiSeme rekurentni vztah pro hledani hodnoty excentrické

anomalie E; ;1

f(E})
Eiyq =E;i — F(—ELJ = E; — AE;. (3.118)
Uvedeny rekurentni vztah feSime v postupnych krocich od vhodné zvolené pocatecni
hodnoty E, tak dlouho, dokud rozdil poslednich dvou hodnot je mensi neZ zvolena

tolerance. Za pocatedni hodnotu excentrické anomalie Ize zvolit napriklad Ey; = M.

Pro urychleni numerického reSeni Keplerovy rovnice se dle lit. [20] doporucuje volit
pocatec¢ni hodnotu E; bud’ takto:

a) propfipad,zeM <m, Eo=M+e/2, (3.119)
b) propfipad,zeM >mn, E,=M —e/2, (3.120)

nebo na zakladé vztahu
esin M

Eo=M+ (3.121)

cose—(%—e)sine+Msine

Prakticka ukazka numerického feSeni transcendentni Keplerovy rovnice je pfedstavena
v nize uvedeném prikladu 3.4.

3.4.2 Vztah mezi modulem polohového vektoru a excentrickou
anomalii

Dosadime-li do modulu polohového vektoru za souradnice x a y dle vztah( (3.102) a
(3.103) obdrZime vyraz

r=4x2+y2=,/a?(cosE —e)? + a%(1 — e?)sin? E,

ktery po jistych goniometrickych uUpravach vyjadfruje vysledny vztah mezi modulem
polohového vektoru a excentrickou anomalii

r = a(l —ecoskE). (3.122)
3.4.3 Vztah mezi pravou a excentrickou anomalii

ProtoZe poloha kosmického télesa na obézné draze je definovana nejen pravodicem,
ale také pravou anomalii, zbyva ndm jesté doplnit funkéni vztah ® = f(E). K tomu ndm



poslouzi rovnice eliptické drahy (3.48) a x-ové souradnice polohy kosmického telesa na
obézné draze dle rov. (3.106) a (3.102). Z rovnosti x-ovych souradnic plyne

rcos® = a(cosE — e).

m

COS

m

Obr. 3-14 PFi pouZiti funkce kosinus uhlu E se objevuje nejednoznacnost reseni. Pro
jednu hodnotu cos E existuji dvé hodnoty uhlu E.

Po dosazeni za r dle rovnice eliptické drahy (3.48) a uprave dostavame jiz relaci mezi
pravou a excentrickou anomalii

e + cos® '

(

cosE = i, 3.

1 +ecos®

143

e nejednoznacna, nebot funkce

BlizSim rozborem vsak snadno zjistime, Ze tato vazba je
cos E nabyva stejné hodnoty pro dva razné argumenty E (obr. 3-14). Proto pouzijeme

vazbu platnou pro tangenty polovi¢nich Ghlt, ¢imz se nejednoznacnosti vyhneme (obr

3-15).

=
-
P
&

Obr. 3-15 PouZitim funkce tangens polovicniho uhlu E je nejednoznacnost vyloucena




Z goniometrie zname obecny vztah pro tangentu poloviéniho thlu. V nasem pfipadé
pro (E/2) mizZeme psat

E 1—cosE

o, | 3.124
%83 = |1+ cosE (3.124)

Do uvedeného vztahu dosadime vyraz pro cosE dle rov. (3.123). Upravami, které
spocivaji nejprve v prevedeni Citatele i jmenovatele pod odmocninou na tvar

tE_ 1+ ecos®— (e +cosO)
€27 |1+ ecos®+ (e+cos®)’

ziskdme po dalsich upravach nasledujici vztah

1—e [1—cos0
1+e. 14 cos®

E
th =

Jelikoz v pofadi druha odmocnina v tomto vztahu je dle stejného pravidla opét vyraz
pro tangentu polovicniho dhlu, tentokrat tg(©/2), bude vysledna vazba mezi
polovi¢nimi hodnotami pravé anomalie a excentrické anomalie dana vztahem

L LW 3.125

g2—¢1+egz' (3:123)
Respektive opatné fedeni je dano vyrazem

- [ 20 3 3126

B2 T2 (3.126)

Nyni mame k dispozici veskeré potiebné vztahy k nalezeni vazby mezi stfedni anomalii,
resp. ¢asem a pravou anomalii.

Vratime-li se ke Keplerové rovnici (3.114), maZeme nalézt vztah pro pfimy vypocet
stfedni anomalie v zavislosti na pravé anomalii. Ktomu pouZijeme relaci sin E +
cos2 E = 1, do niz dosadime vyraz (3.123) pro cos E. Odtud nalezneme vyraz pro sin E
ve tvaru

O i (3.127)

1+ ecosO '
Dosazenim do Keplerovy rovnice (3.114) za ahel E, ktery uréime z rov. (3.125) a za sin E
dle rov. (3.127) obdrzime modifikovanou Keplerovu rovnici vyjadfujici pfimy funkéni

vztah mezi M a © ve tvaru

1—e © V1 —e?sin®

M = 2 arct tg— | — ;
whoi 1+eg2 8 1+ ecos®

(3.128)

Grafické znazornéni této funkéni zavislosti stredni anomalie M na pravé anomalii © je
uvedeno na obr. 3-16.
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Obr. 3-16 Graf funkcni zavislosti stredni anomalie na pravé anomalii.

Poznamka: Nutno podotknou, Ze Keplerovu rovnici je moZzno odvodit i jinym postupen
nez byl zde uveden. Je mozno vychazet z rov. (3.30). Jeji primou integraci s vyuzitir
rovnice drahy (3.44) a vazeb mezi pravou anomalii a excentrickou anomalii (3.12F
muzeme dospét ke Keplerove rovnici v zakiadnim tvaru (3.114), resp. (3.128).

Priklad 3.3
Zadani:

Stanovte dobu letu t kosmickeho télesa po eliptické obezné draze kolem Zeme, kter
uplynula od okamiiku pruletu perigeem tp do aktualni polohy kosmického téles:

definované pravou anomalii ©.

Potrebna data:

Vzdalenost perigea rp = 6800 [km)],

Délka hlavni poloosy a=10625 |km]

Prava anomalie 0 =140 |[°

Gravita¢ni parametr Zemé u = 398600 [km3s~?],
Cas priletu perigeem tp = 1°36" =5760 [s]
Reseni:

a) Vypocet excentricity elipsy dle rov. (3.53)
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Yt 6800 -
e =1 =1 —— — = 0,36 1]]
a 10625

b) Vypocet momentu hybnosti dle rov. (3.85)

h =\ ua(l—e?) =.398600(10625)(1 — 0,36%) = 60714,52 [km*s
c) Vypocet periody dle rov. (3.86)
. _ a ’ 1106257 , 5 = =
' =21 =2 |———— = 10899,45 [s]| = 3,0276 |hod|.
[ I 1398600
' \
d) Vypocet excentrické anomalie dle rov. (3.125)
E l1—e O 1—-0,36 ( 140 B
tg— = tgs = |[———==-tg(——) = 1884754,
=2 1+ 2 036 X 2 9

E = 2arctg(1,884754) = 2,165981 [rad]| = 124,102 |°|
e) Vypocet stredni anomalie z Keplerovy rovnice (3.114)

M=E—esinE = 2,165981 — 0,36sin(124,102),

M = 1,867886 [rad] = 107,022 [°].
f) Vypocet stredniho pohybu
2T 21T
oy 'y e T oo o 34 ’ e o _4
n=—=-———=5,76468.10"" [s~!] = 2,0753 [hod !].
| 10899,45

g) Konecné dobu letu mezi perigeem a okamzitou polohou stanovime pomoci rov. (3.113),

kterou si upravime na tvar

M 1,867886 oo : : S
t=—+tp = ——+ 5760 = 9000,2 [s] = 2,5 |hod].
n : 576468.10°°

Kosmicke teleso na dane elipticke obezné draze doleti do polohy definované pomoci
r
|

pravé anomaliezacas t =

Priklad 3.4
Zadani:

Stanovte polohu kosmického télesa pohybujiciho se po eliptické obézné draze kolem Zeme
pomoci pravé anomalie © vdobé, kterda uplynula od priletu perigeem. Cas priletu
<

perigeem zvolte t, = 0. PoZadovana pfesnost iteracniho numerického reseni |AE;

Potrebna data:

Vzdalenost apogea ry = 14450 [km]
Excentricita e = 0,25 [1],
Gravitacni parametr Zeme u = 398600 [km>s~ %],

Doba letu od perigea t =72 [min] = 1,2 [hod].
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Reseni:
a) Vypocet delky hlavni poloosy elipsy dle rov. (3.52)
' 14450
a = = — = 11560 [km].
1 +e 1+ 0,25
b) Vypocet momentu hybnosti dle rov. (3.85)
h = pua(l—e?)=,398600(11560)(1 — 0,25%) = 65725,39 [km?s™?
c) Vypocet periody dle rov. (3.86)
. a 11560°
'=2m |—=2mn |———— = 12369,38 [s| = 3,4359 |hod|
u 398600
N N
d) Vypocet stredniho pohybu
2T 2T .
n=-—=-—— = 507963.107* ‘_S’ ' = 1,828667 [/?r'/:l’f'
| 12369,38

o

Vypocet stfedni anomalie dle rov. (3.113).
M=n(t —t,) = 1,828667(1,2) = 2,194399 |[rad
Vypocet excentrické anomalie dle rov. (3.114)
M=E—esinE
je nutno provést numericky. Vypocet pokracuje v nasledujicich krocich.
Stanoveni pocatecni hodnoty excentrické anomalie Ej.

Vzhledem ktomu, Ze hodnota stfedni anomalie M < m zacCiname aproximaci
pocateéni hodnoty definované rov. (3.119). Ve vypoctech jsou Uhly brany v radianech!

5 | 0,25 _
Eo = M + = = 2,194399 + —— = 2,319399 [rad].
Lo '

Numerické fesSeni transcendentni Keplerovy rovnice provedeno Newton-Raphsonov
)

metodou dle rov. (3.118
| L OfE) |
E;yy = Ej———— = E; — AE;.
i PR i
J \E;)

1. krok reseni:
Funkéni hodnota f(E,) dle rov. (

W

.116)
f(E,) = E, —esinE, — M = 2,319399 — 0,25 sin 2,319399 — 2,194399,
f(E,) = —5,81601.107%.

Hodnota derivace dle rov. (3.117)

f(Ej) =1—ecosEy;=1-—0,25¢c052,319399 = 1,170154.
Odchylka AE,
f(Eg) —5,81601.107~ } :
AEy = ——— = = = —4,970300.107=.

—
o]
X

s
ek
o

~J
iy
[
og
L

Absolutni hodnota odchylky |AE,| po prvnim kroku je samozrejmeé vetsi jak pozadov
resnost |AE,| > 107°, proto pokracujeme druhym krokem.
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E, = E, — AE, = 2,319399 — (—4,970300.107%) = 2,369102 [rad]
f(E,) =E, —esinE; — M = 2,369102 — 0,255sin 2,369102 — 2,194399,
f(E,) = 2,227101.10
f(E,)=1—ecosE; =1—0,25c0s2,369102 = 1,179044
f(E,) 2,227101.10 »
AE; = — = = 1,888905. 10

Absolutni hodnota odchvlky |AE,| po druhém kroku je stale vétsi nez poZadovana
YIKY J f

presnost |AE;| > 1077, proto pokracujeme tretim krokem.
3. krok reseni
E, = E, — AE, = 2,369102 — 1,888905.10~* = 2,368913 [rad]
f(E,) =E, —esinE, — M = 2,368913 — 0,255in 2,368913 — 2,194399,
f(E;) = 3,11288.10"
f(E;)=1—ecosE, =1—0,25c052,368913 = 1,179011,
y f(E;) 3,11288.10—°
AE, = — = = 2,64025.10

f(E;) 1,179011

Jak vidime absolutni hodnota odchylky |AE,|po tretim kroku je jiz mensi neiZ
pozadovana presnost |AE;| < 107°, proto miZeme v tomto kroku stanovenou hodnotu

excentrické anomalie povaZovat za dostatecne presné reseni Keplerovy rovnice
E=E, =2,368913 [rad] = 135,7287 [°].

i) Vypocet skutecné anomalie ©
Pomoci vyse stanovené hodnoty excentrické anomalie E muzZzeme konecné vypocitat

skutecnou anomalii © dle rov. (3.126)

0 [14e,. E 37
to — — O — . 72670
g5 : = ) 3,17367(
“ ' Sl - s
\l
® = 2arctg3,1736

Kosmickeé téleso se béhem 72 minut premistilo z perigea eliptické drahy do polohy,

definované pravou anomalii @ = 145 [°].

’

3.5 Poloha a rychlost kosmického télesa v roviné obézné
drahy

3.5.1 Perifokalni souradnicova soustava

Polohovy vektor a vektor rychlosti pohybu kosmickeho télesa na obézné draze

odvodime v tzv. perifokalni souradnicové soustave (x,y,z) s pocatkem v ohnisku. Osa x

lezi na primce apsid a jeji kladny smysl sméruje od ohniska k pericentru. Osa vy je
totozna s parametrem p. Jak je nam jiz znamo, poloha kosmického télesa na obézné
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draze je dana polohovym vektorem r, ktery ma v perifokalni souradnicové soustaveé dv
slozky, (z = 0)

Fy .
)

r=1ix+]y. (3.12¢

-
12¢

Vektor rychlosti V' pohybujiciho se kosmického télesa po eliptické draze je v kaidéi
okamziku tecny k draze. V perifokalni soufadnicové soustave (x,y) ma rovnéz dv
slozky

V=r=ix+]y (3.13(

Obr. 3-17 Definice sloZzek vysledného vektoru rychlosti V a sklonu drahy letu v.
y y )

Jak znazornéno na obr. 3-17, vektor rychlosti V rozkladame na vektor radialni rychlo
Yy Y

V. ve sméru polohového vektoru a na vektor transverzalni rychlosti Vg, ktery je kolr
na polohovy vektor.

Definujme jednotkové vektory radialnich a transverzalnich slozek pomoci jednotkovy
vektoru ve smeéru os perifokalni souradnicové soustavy dle obr. 3-18

e, =1cos0 + Jsin O, (3.13
o = —1Sin® + jcos O. (3.13

Pomoci jednotkovych vektora vyjadrime jak polohovy vektor, tak vektory radialn
transverzaini rychlosti

r=re, =r(icos® + jsin®), (3.13
V. =V.é. = V.(Icos® + Jsin©), (3.1-

L = Ve = rO(—1sin O + jcos 0). (3:13
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Obr. 3-18 Definice jednotkovych vektoru.

V rovnici (3.135) je transverzdlni rychlost vyjadrena jako soucin modulu polohového
vektoru a thlové rychlosti Vg = r©. S vyuzitim rov. (3.134) a (3.135) sestavime vysledny
vektor rychlosti jako vektorovy soucet radialni a transverzalni rychlosti

V= l + iv:‘_, = 7(Tcos©® + 7sin®) + rO(—1sin ® + j cos ©). (3.136)
V dalsim kroku nalezneme vyrazy pro oba moduly v rovnici (3.136) v zavislosti na
geometrii eliptické drahy a gravitacnim parametru.

Vztah pro specificky moment hybnosti (3.30) prepiseme do tvaru re = h/r. Za
konstantu ploch h dosadime dle drive odvozeného vyrazu (3.38) h = \F azar
dosadime rovnici drahy dle vztahu (3.45). Po dosazeni a uprave obdrzime pro hledany
modul vyraz

Vo =170 = Vi/p (1 + e cos ). (3.137)

Druhy modul  nalezneme primou derivaci rovnice drahy (3.45) a s pouzitim vztahu
(3.137) O = Vo /r obdriime

—pe(—sin 0)6 pe sin © Vo
T = — e

 (1+ecos®)?2 (14+ecos®)?r’

Po dosazeni za Vg dle rov. (3.137) a za r dle rovnice drahy (3.45) obdrzime po malé
uprave vysledny vztah pro modul radialni rychlosti

.138)

w
W

V. =7 = u/pesin®. (

Odvozene vyrazy pro modul radialni i transverzalni rychlosti dosadime do rov. (3.136)
pro vysledny vektor rychlosti
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= pr—

V=\u/plesin® (cos® + Jsin®) + (1 + ecosO)(—isinO + jcosO)].

Po roznasobeni a setridéni ¢lenu vzhledem k jednotkovym vektorim obdrzime konecr
vyraz pro vektor vysledné rychlosti

V =/ u/p[~Tsin® + j(e + cos 0)]. (3.13¢
3.5.2 Stavovy vektor v perifokalni souradnicové soustavé. Sklon
drahy letu

Vysledky pro polohovy vektor i pro vektor rychlosti mizeme zapsat ve formé stavovyc
vektort. Uplny stavovy vektor predstavuje Sest prvk( vytvofenych ze soufadn
polohového vektoru a vektoru rychlosti. Polohovy vektor s vyuzitim vztah( (3.10€
(3.107) a (3.45) lze zapsat v maticové formé takto

X (1 cos® ‘cos O}
‘\} ={rsin®; = ;;sm (~)z. (3.14(
lg} l 0 1+ ecos® ( 0 s

A vektor rychlosti v souladu s rov. (4.139) mlUZeme zapsat rovnéz v maticovém tvaru

Vi l (X) ( —sin®
W= \% = Ju/pie + cos Oy. (3.14
v, } \Z. | 0

S vyuzitim obr. 3-17 muZeme definovat dalsi dllezity pojem a to sklon drahy letu y, ¢
je uhel mezi vyslednym vektorem rychlosti a transverzalni rychlosti, ktera lezi v mist
horizontalni roviné. Sklon drahy letu lze vyjadrit pomoci poméru radidlni a transverza
rychlosti
4 Vsiny Yy
f = — = — (3.14
/o Vcosy 4
odkud po dosazeni dle rov. (3.138) a (3.137) vyjadrfime vyraz pro sklon drahy letu
tvaru
esin® y
y = arctg (——) (3.14
"\14+ecos®
Vyse uvedené vztahy plati samozfejmé pro jakoukoliv kuZelosecku. Podivejme se v&
zvlast na specialni pripad, na parabolickou drahu. Pro parabolu platie = 1.
Uvazenim této skutecnosti a pouzitim rov. (3.143) ziskame nejprve vyraz pro tangel
sklonu drahy letu ve tvaru
sin ©
tgy = —mm™—.
e 1+ cos®

Z goniometrickych vazeb lze nalézt vyrazy pro polovicni uhly pravé anomalie

. ® Q)
sin® = 2sin—cos—,
2 2
0 5 , 0 / , 0 : 0
cos ® = cos®— — Sin“ — = CcoS* — — ( 1 — cos” —) = 2cos“—— 1.
2 2 2 \ 2/ 2

46
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Po dosazeni do vyrazu pro tangentu sklonu drahy letu obdrzime

= Q) Q) C ]

LSIN=CO0S+H SIIl = ®

oH— = =2 = —_— T

‘87 s , © © ‘8 g
4 COS* = COS=

Odkud vyplyva jednoducha rel:

elace mezi sklonem drahy letu a pravou anomalii pro
parabolickou drahu

C _
Y == (3.144)
%
L‘
= \
v :y/
o \
: X’
- ("‘ [}
2

Obr. 3-19 Slozky vysledneho vektoru rychlosti a sklon drahy letu pro parabolu.
Y y , P

A stavoveé vektory pro parabolickou drahu v perifokalni souradnicové soustavé nabudou
dle rov. (3.140) a (3.141) tvar

/

r'Y (
A

A% cos O)
J,,\' } = ‘still @z, (3.145)
{/J 1+ cos® s

. 0

;’ E ) —_( —sin e l
<Vyr=u/pi{l1 + cos 0.
(‘ J \ ( T “m )

| (3.146)
3.5.3 Vypocet polohy a rychlosti z po¢atec¢nich podminek

Zname-li pocatecni polohu r(@,) =r; a rychlost kosmického télesa V(©,) =V,
v souladu s rov. (3.129) a (3.130) na libovolné obézné draze

o= x. 0+ ], (3.147)

Vi =9 =0+ \/ (3.148)
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muzeme z téchto pocatecnich hodnot stanovit polohu 7, a rychlost kosmického tél
V5 v jinem okamziku, ktery je dan polohou 8, = ©; + AO (obr. 3-20).

y trajektorie

Obr. 3-20 Pocatecni a nova poloha a rychlost kosmického télesa.

Vyjdeme ze skutecnosti, Ze specificky moment hybnosti A je na dané obéiné dra
kazdém okamziku konstantni. Hodnotu specifického momentu hybnosti stanovime
pocatecni podminky takto

- l / K
n=nmrxXV =|x y; O = (x1 V1 yi1X1)K (3.1
X ) 0

Jak vyplyva z rov. (3.149), vektor specifickéeho momentu hybnosti ma jen jednu slc
ve smeéru jednotkového vektoru k, takie tato slozka je pfimo modulem vek
specifickeho momentu hybnosti

1:‘ — (-"Y‘..\"'“ - ..\':.\.‘A; ) (3]
V dalsim kroku nasleduje vyjadreni jednotkovych vektort v libovolné zvo

souradnicové soustavy pomoci pocatecnich hodnot polohového vektoru r;, vek

rychlosti V; a modulu specifického momentu hybnosti A.
Nejprve si z rov. (3.147) vyjadrime jednotkovy vektor ©
. Y, o
Il =———]. (3.
Xy Xy

Uvedeny vyraz (3.151) dosadime do vztahu (3.148) pro pocatecni vektor rychlosti V
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Citatel v poslednim ¢lenu této rovnice predstavuje dle rov. (3.150) modul specifického
momentu hybnosti h. Ztakto upravené rovnice nalezneme vysledny vyraz pro
jednotkovy vektor J ve tvaru
I, % 3.15;
] =—Vy ——". Ca. L
h h
Dosazenim tohoto jednotkového vektoru do rovnice (3.151) upravime vyraz pro
jednotkovy vektor i na tvar

N

)

= e Y

?:1 ,\’l (X B X’ 1 - \ ;\,' 1 > ‘ ( l \,' .\.’ 1 ) y :I'v’ 132 /1 -+ .."]I );‘ 1
- / 7 el /2
B - hx,

¥ XNh & h =Y h X haxy

Po dosazeni za modul h v ¢itateli posledniho clenu dle rov. (3.150) upravime vyraz pro
jednotkovy vektor na konecny tvar

> ,}’1 =2 \ - s P
i =——=V, +=—1;. (3.153)

I

n n

Oba odvozené konecné vyrazy pro jednotkové vektory (3.153) a (3.152) dosadime do
vztaht pro hledany polohovy vektor r, dle rov. (3.129) a vektor rychlosti V, dle rov.
(3.130)

h = Xol + Vo,

Vo = x5 L+ V2]

Po dosazeni a Upravé uvedenych vztah( vzhledem k pocatecnim vektorim polohy 7, a

rychlosti V; obdrzime

a Y1 1 Vi) X 7 X1 o X2V1 — YaX1 L, | —X2Y1 T Y2 Xq %

O Y=l (—— -+ ))—r\ (— ——‘).-‘): Y+ . £

= T “\h B h - h :

7 , ( YVia Vi) . (%1 % X1 0 X2Y1 — YaX1 —X2¥1 + Vo X %

. ol I N VL R W R T h : h :

Obé uvedené rovnice prepiseme do jednodussich vyrazu

f: — /7:‘. + gV, (3.154)

V, = fry + gV, (3.155)

kde koeficienty f, g a jejich derivace f, g predstavuji tzv. Lagrangeovy koeficienty ve
tvaru

X2Y1 — YVa2Xq
f= / ; (3.156)
1
—X2Y1 T Y2Xq
g = 7 (3.157)
X2 Y1 — VaX ,
e . : (3.158)
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Z uvedenych vztaht (3.154) a (3.155) je patrné, zZe polohovy vektor i vektor rychlosti
dan linearni kombinaci pocatecnich vektoru polohy a rychlosti.

Pro dalsi feseni je tfreba vyjadrfit Lagrangeovy koeficienty v zavislosti na pravé anomal
respektive na rozdilu pravé anomalie mezi hledanou a pocatecni polohou kosmicker
télesa. K tomu vyuzijeme vztahy odvozené v predchozi podkapitole. Slozky pocatecnil
polohového vektoru ve zvolené soufadnicové soustave zapiSeme dle rov. (3.140)

X3 =13 c0s 0, (3.16

Y1 = 13 Sin 94. (3.16°

A slozky pocateéniho vektoru rychlosti ve smérech prislusnych jednotkovych vekto
v dané souradnicové soustavé prevezmeme zrovnice (3.141) pro vysledny vekt
rychlosti, odkud slozky pocatecni rychlosti jsou dany vztahy

X1 = —y/}1/psin 0y, (3.16

|

V1 = \:";1/;,7 (e + cos ©9,). (3.16
Pro slozky hledaného polohového vektoru (x5, y,) a slozky hledaného vektoru rychlo
(x,,7,) budeme pouZivat stejné vztahy (3.160) aZ (3.163) s tim, Ze budeme v tom
pripadé pouzivat index ,2“
Pfipomerime, Ze parametr p je svazan s modulem specifického momentu hybnosti A «
rov. (3.38), odkud plyne vztah h = \m Nyni jiz mGzZeme prikrocit k sestavovani vyre
pro jednotlivé Lagrangeovy koeficienty.
Koeficient f nalezneme dle vztahu (3.156), kde pouzijeme odpovidajici, vySe zminé
slozky polohového vektoru a slozky vektoru rychlosti

1 g

f=——|(r;cos0,)/uu/p (e +cos®;)— (r;sin0;) ( -\ 1/ p sin O, )}
J PU \ '

7"1
f =—|ecos®, + (cos O, cos O, + sin O, sin©,)]. (3.1¢€
]7
Z goniometrickych funkci vyplyva, Ze (cos ®, cos©; +sin©®,sin®,) = cos(O, — €
Z obr. (3-20) je zfejmé, ze B, — @, = AO® definuje vzdjemnou hledanou polohu \

pocatedni poloze. Takze vyraz pro Lagrangelv koeficient f miZeme prepsat do tvaru

15
f =—(ecos®, + cos AO). (3.1
p

Z rov. (3.45) pro drahu
p
i
“ 14+ ecosB,

stanovime vyraz pro
: p "
ecos, =——1. (3.1
5

A

Po dosazeni do vztahu (3.165) a Upravé obdrzime vyraz pro soucinitel f ve tvaru

50
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r

f=1——(1—cosAB). (3.167)
p ’

Pro vypocet Lagrangeova soucinitele f jesté zbyva urcit vztah pro modul polohového

vektoru r,, ktery vystupuje v rovnici (3.167).

Modul hledaného polohového vektoru sestavime opét pomoci rovnice drahy (3.45)
s vyuzitim relace mezi pravymi anomaliemi ©, = 0; + A©

p 2,

ry = - ,
‘ 1+ ecos0, 1 + e cos(®, + AQ)

Do uvedeného vztahu dosadime dle znamych goniometrickych vazeb vztah

cos(®; + A®) = cos 4 cos A® — sin O, sin A®

a po nepatrne upravé prepiseme vyraz pro modul hledaneho polohoveho vektoru do
tvaru

p
1+ ecos®, cosA® — e sin O, sin AO®’

—
I'»

V nasledujicim kroku vyloucime pravou anomalii urcujici pocatecni polohovy vektor 0;.
K tomu pouzZijeme rov. (3.166), kterou zapiSeme pro pocatecni podminky (index 1)

2,

= I (3.168)

e cosB, =

T
Z rovnice (3.138) pro radialni rychlost kosmickéeho télesa V., kterou zapiSeme pro
pocatecni podminky (index 1)

Viq =+ u/pesin@y, (3.169)

nalezneme vyraz pro

7

esin©,; = V4\/p/ 1. (3.170)
Po dosazeni obou vyrazu (3.168) a (3.170) obdrzime konecny vztah pro modul
hledaného polohového vektoru

p ;
ry, = = : ‘ . (3.171)
1+ (=~ 1) cos A8 — V,.1y/p/usin 4O

Stanoveni koeficientu g provedeme dle rovnice (3.157), kam dosadime za souradnice
X1,Y1) prfimo dle rov. (3.160) a (3.161). Pro stanoveni souradnic (x5, y,) pouZijeme
stejnych vztahd, avsak s indexem ,,2"

—X2Y1 T YV2X4 1 : ;

g = = ——[(—1, cos ©,)r; Sin©®; + (7, sin ©,)r; cos 0, ],
h [ DL 3 E N z 5 =
V Pt

K172 - . ) , T y
g = — (sin®, cos®; — cosB,sinB@; ) = —sin(0, — 6,),

J PH VPH

ryTs
g = ——sin AG. (3.172)

V PU
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Koeficient g odvodime po

pouzijeme dle rovnic (3.160

rovnic (3.162) a (3.163) pro index ,2“. Dosadime do vyrazu (3.159) pro derivaci
koeficientu g

bdobnym postupem. Vztahy pro soufadnice x;, y; opét
), (3.161) a vztahy pro slozky rychlosti x,, ¥, stanovime dle

e s T TN | _— - ;
g = ; = — [—(—\« u/psin ©,)r; sin ©, + u/p(e + cos©@,)ry cos O, |,
3 ! ‘pu ) : ’ ‘ » ‘
Vv PH
: § 3 g 5 .
g =—|ecosB; + (sin®, sin ®; + cos O, cos O,)].
‘ﬂ

Prvni ¢len v hranaté zavorce e cos @, nahradime dle rov. (3.168) a kulatou zavorku
upravime nasledovné: (sin®,sin®; + cos®, cos®,;) = cos(@, — O,) = cosAB. Po
dosazeni obdrzime

g = )/_;(:—) — 1 4+ cosA® )

A po posledni nepatrné Gpravé ziskdvame vysledny vztah pro Lagrange(iv koeficient g
ve tvaru

. L& o
g=1——(1—cosAD). (3.173)
, »
Posledni koeficient f odvodime jinym zplsobem. VyuZijeme vzdjemnou vazbu mezi
Lagrangeovymi koeficienty, kterou lze odvodit z vyrazu pro specificky moment hybnosti

~J]

fg—fg=1 (3.174)
Uvedena rovnice je vlastné jina forma vyjadreni zakona zachovani specifickéhc
momentu hybnosti kosmického télesa pomoci Lagrangeovych koeficientli. Odvozeni je
uvedeno v Priloze A.

Z rov. (3.174) vyjadfime vyraz pro koeficient f ve tvaru

: 1
f=—(fg—1). (3.175
q

Nyni do uvedeného vztahu dosadime dfive odvozené vyrazy pro koeficienty f, ga g

\m ( ) s 1. ) , ‘ ) }
=} —— (T —€0SAQ) | |1 ——(1—<c0sA8)|—1%
1, sin AG | p p J

. \,-“"pf" 5 i Ty ; Tz
| e [— — (1 —cosAB®) —— (1 — cosAO®) + —— (1 — cos AB)~|.
17, Sin A® p p p?

Po uprave dostavame konecny vyraz pro Lagrangev koeficient f ve tvaru

‘|;( (1 —cosA®) /1 — cos A 1 1 —
‘ ‘ ' —_——— . (3.176
sin A® \ p 7'! >/ ‘

D
N
Vyhodou pouziti Lagrangeovych koeficientl pro vypocet polohy a rychlosti kosmickéh
télesa na obézné draze je skutecnost, Ze neni nutno a priori znat tvar drahy. Jak jsme ji
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poznali, typ drahy je urCen excentricitou. Excentricita vSak v zadném vysledném vztahu
pro vypocet Lagrangeovych koeficientl nevystupuje. Metoda je tedy nezavisla na tvaru
drahy, respektive excentricite.

Nicméné, tvar obéiné drahy i polohu obéiné drahy v roviné zvolené souradnicoveé

soustavy muZeme dodatecné stanovit z obecné rovnice drahy (3.43), ktera zahrnuje

konstantu ©,. Pro reSeni pouzijeme rovnici drahy pro pocatecni podminky (index 1)

h* 1 p -

= e ” e - ; (3.177)
ul+ecos(@; —0;) 1+ecos(0;—06;) ‘

a vztah pro pocatecni radialni rychlost kosmického télesa

Vi = e/ u/psin(0; — 0y). (3.178)

Potfebny modul vektoru pocatecni radialni rychlosti stanovime ze vztahu
Vi - 7y .
A - (3.179)

Pouziti obecného tvaru rovnice drahy (3.43) je nutné pro stanoveni uhlové konstanty
©,, kterd definuje polohu pericentra obéiné drahy v jeji roviné vzhledem k obecné
zvolené souradnicové soustavé dle obr. 3-6. Pripomenme, ze pouze v perifokalni
soufadnicové soustave je tato uhlova konstanta rovna nule. | kdyz jsme zde pouzitou
souradnicovou soustavu oznacili stejné (x,y), nejedna se o perifokalni souradnicovou
soustavu.

Reseni provedeme nasledujicim postupem. Nejprve ze slozek pocateéniho polohového
vektoru r; ur¢ime pravou anomalii ©4 dle vztahu
0 ,, A
0, = arctg(—). (3.180)
X1/ '

Vyuzitim rov. (3.177) a (3.178) stanovime vyraz pro tangentu thlu (0; — 0;)

sin(0; —0,) Vi+/p/u
cos(0; —0,) P _
o

tg(0; — 0,) =

odkud ziskame uhlovou konstantu ©, ze vztahu

V?‘ 1 \"“ P //l

0y = ©; —arctg [rad]. (3.181)

Pred vypoctem excentricity e je nutno stanovit hodnotu modulu pocatecni radialni
rychlosti V,; dle rov. (3.179). Poté mlzeme pristoupit k vypoctu excentricity z rovnice
(3.177) nebo z rov. (3.178). Zvolime-li rov. (3.178), obdriime pro vypocet excentricity
vyraz

Vi o/l
2 = Sinte 3.182
"7 sin(@, — 0,) (3.182)

Vypocet excentricity provadime pro hodnotu uhlové konstanty 0, ktera dava kladnou
hodnotu excentricity. Re3eni tvaru a polohy drahy je ukdzano na prikladu 3.6.
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Priklad 3.5

Zadani:

Na zakladé zadanych poéatecnich podminek vypoctete pomoci Lagrangeovych koeficiet

T

polohovy vektor 7 a vektor rychlosti V pro aktualni polohu, ktera je dana zmeénou pr
anomalie o hodnotu AG.

Potrebna data:

Gravitaéni parametr Zeme u = 398600 [km is=%),
Ptirtistek pravé anomalie A® = 80 [°],

Podateéni polohovy vektor r, = 106407 — 75207,
Pocateéni vektor rychlosti V, = 6,17+ 1,9].
Reseni:

a) Vypocet specifickeho momentu hybnosti

b) Vypocet parametru p dle rov. (3.38)
h* 66088 — )
p =—=————= 1095741 [km].
7 398600

¢) Vypoéet modulu pocatecniho polohového vektoru

r. = 106402 + (—7520)% = 13029,198 [km].

(o]
SR

Vypocet pocatecni radiaini rychlosti dle rov. (3.179)

, V.-7  (6,17+ 1,9))(106401 3 , _ B
V,=——=— —— - 2 = 3,884813 [kms™'].
Z T 13029,198 :

e) Vypocet hodnot goniometrickych funkci
sin A® = sin(80°) = 0,984808 [1],
cos A® = cos(80°) '

f) Vypocet modulu polohového vektoru dle rov. (3.171)

p
ry = a7 2 rm v — =
B 1)cosA® — Vyy/p/usin A®
' 10957,41
Vi e e - — — ——
10957,41 ; e SRR o & ¢ b2 =7 g 1 - .
T o Te] 0173648 — 3,884813 | 5aazrr- 0,9848
(lw’U_L)l‘H’ 1) ] > ] ,\10 D,0¢ I )1 \ A,‘%Q‘tg()l_)” e i O O
r, = 32411,651 [km].
g) Vypocet koeficientu f provedeme dle rov. (3.167)

r, _ 32411,651
III——(]—L‘O,\‘A(T‘,)"—l— —
{)v) ]k)(“‘ﬁ" / ,}'1
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h) Vypocet koeficientu g provedeme dle rov. (3.172)

75 13029,198(32411,651)
g =——=sinA@ = — 0,984808 = 6292,856 [s].
y PH v 10957,41(398600)
i) Vypocet derivace koeficientu g dle rov. (3.173)
Iy 13029,198 ;
g=1——(1—-cosd®) =1————(1-0,173648) = 0,017404 [1].
p 10957,41

i) Vypocet derivace koeficientu f provedeme dle rov. (3.175)

1 1

. 1 | y
f=—(fg—1) =——[—-1,44432 (0,017404) — 1],

< s 6292,856 '
f=-1,62905.10"* [s7*].

k) Vypocet aktudiniho (hledaného) polohového vektoru 7, provedeme dle rov. (3.154)

r, = fry + g}
7, = —1,44432(106407 — 75207) + 6292,856 (6,17 + 1,97),
r, = 23018,8571 + 22817,713] |km].

Vypocet aktudiniho (hledaného) vektoru rychlosti V,, provedeme dle rov. (3.155)

l:lx = /,',:i -+ L1I]

V, = —1,62905.10~* (106407 — 7520)) + 0,017404 (6,17 + 1,9)),

%

V, = —1,6271457+ 1,258113 [kms™*]

Priklad 3.6
Zadani:

b

Stanovte tvar (excentricitu e¢) a polohu obezne drahy ve zvolené souradnicove soustave

~

(X, y) pro pripad uvedeny v prikladu 3.5.
Potfebnad data.
Gravitacni parametr Zeme u = 398600 [km3s™4],

Parametr p= 10957,41 ]'/{NI]I ’

Pocatecni polohovy vektor r; = 106401 — 75207,
Potétetni vektor rychlosti V, = 6,1T+ 1,97

i CRLOTD TYLIHoS Va ,:ll A,,].
Prirtstek pravé anomalie A© = 80 [°]
Reseni:

a) Vypocet modulu pocatecniho polohového vektoru r;

r; =+/10640% + (—=7520)% = 13029,198 [km].

b) Vypocet pocatecni radialni rychlosti kosmického télesa dle rov. (3.179)
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Vi =1y (617 + 1,9)(106407 — 7520))
T T PR e — - =3884813 [kms™ |
) 13029.198
c) Vypocet pravé anomalie pocateéni polohy ©, ze sloZzek pocatecnino polohového vekic

— 7520\
O = d“-"l.’-?(T;. - ) — —0,6152531 |rad] = -35.251406 [°].
0640 / >

d) Vypocet uhlove konstanta 0., ktera definuje smér primky apsid v roviné zvolene
soufadnicové soustavy dle rov. (3.181)
"", {1(‘)().""" ‘-
Vi |7 3 884813 [masrins
\ \H I | P9 127398600
0, = 0, — arctg = —35,251406 — arctg -

e) Vypocet excentricity € nrovedeme dle vztahu (3.182) pro obé stanovené hodnoty uh
), ) 5 \ ]

konstanty @

| p 3,884817 (10957,4 ;
e = - ’ - == — - — - — — = —(0,6634-
sin(®, —Bq) |1 sin(—35,251406 — 40 881145) .| 398600
| \. \
% 3,884813 10957,41 o
6=ttt = — — | ———— = 0,6634
sin(@; — By) _|H sin(—35,251406 — 220,881145) 398600
! L N
Je zfejmé, ze geometricky smysl ma pouze uhlova konstanta 0, = 220,881 b

2

kladnou excentricitu. Pak perigeum lezi ve 3. kvadrantu. Dle hodnoty excent

- =t 5

muZeme konstatovat, Zze se jedna O eliptickou obéznou drahu.

f) Vypocet obéiné drahy provedeme dle obecného tvaru rovnice drahy (3.43), K

prepiseme s uvaienim relace p = h*/u na tvar
p 10957,41

{
y —

1 + ecos(© —0y) 1 + 0,663441 cos(O — 220,881145°)

Vypocet obézne drahy byl proveden v tabulkovem procesoru Excel. Grafické znazs
Uplné obéiné drahy a jeji polohy v dané souradnicove soustave je uvedeno na ol
3-21, kde jsou vyznaceny polohy p ~&steéniho polohového vektoru (r;,©4) i hled

solohového vektoru (13, ©,), posunutého o zadane AG = 80°

"J\J

50 10846,746 0,642788 6972,154 -0,766044 | -83C

<

-40 12244,888 | 0,766044 9380,128 -0,642788 | -78.

| 1,,0, |-352514 | 13029,198 | 0816627 | 10640,000 | 0,577165 | -75:

(o)
w

96

(o)

-20 16181,549 0,9 3 15205,682 -0,342020 -55
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0 21985,474 | 1,000000 21985,474 0,000000 | 0,000

2
o ' i
E ‘ 20 , 28825,206 . O§39693 27086,833 [ Q,3f}7202O i 9858,801
i |
’ 40 ‘ 32549,552 | _O,7660'4é1 24934,403 0,642788 ; 20922,449 .

r,0, | 44,7486 | 32411,643 | 0,710203 | 23018,835 | 0,703997 | 22817,709

50 31765,754 0,642788 | 20418,633 0,766044 24333,979
30000

= 25000

]

>

26600

-10000

-10000

-15000

Obr. 3-21 Vypocteny tvar a poloha eliptické obézné drahy.

3.6 Poloha a rychlost kosmického télesa na draze v prostoru

Pri stanovovani polohy a rychlosti pohybu kosmického télesa na obéiné draze, ktera
muzZze mit obecnou polohu v prostoru, budeme vychazet ze znalosti polohového
vektoru a rychlosti v roviné obézné drahy. Pak nam jiz bude stacit nalézt transformacni
rovnici mezi perifokalni souradnicovou soustavou vroviné drahy a vhodnou
prostorovou souradnicovou soustavou.

Nez pristoupime k nalezeni vhodne transformacni rovnice, seznamime se s klasickym
popisem obézné drahy v prostoru, ktery se pouziva v nebeské mechanice a astronomii.
V této nejstarsi védni discipliné je poloha obézné drahy v prostoru definovana pomoci
tzv. elementu drahy.
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3.6.1 Elementy drahy

Mezi zakladni elementy drahy se nejcastéji radi nasleduijici Sestice prvku a, e, i, £}, ¢
Jejich geometricky vyznam je zfejmy z obr. 3-22. Elementy drahy jsou na sobé neza
aje jimi jednoznacne dana:

a) Poloha roviny drahy v prostoruy, ktera je definovana sklonem drahy (i) a dé
vzestupného uzlu (£1). Sklon drahy je uhel mezi rovinou drahy a rovinou rovi
Délka vzestupného uzlu je uhel definujici polohu uzlové pfimky v roviné rovniku
smeéru jarni rovhodennosti.

b) Orientace ob&iné drahy v jeji rovine pomoci argumentu pericentra (w). Argul
pericentra je Ghel mezi uzlovou pfimkou a pfimkou apsid (spojnice pericen
apocentra). Pro kruhovou drahu thel w neni definovan.

c) Velikost elipsy, dana délkou hlavni poloosy (a) a tvar elipsy, dany bezrozmer
excentricitou (e).

d) Poloha kosmického télesa na obé&iné draze pomoci prave anomalie (©).

Podle charakteru resenych dloh v nebeské mechanice i mechanice kosmického |
moZno volit i jiné kombinace testice elementd drahy. Neékdy se misto hlavni polot
ktera souvisi nejen s velikosti kuzelosecky, ale take s energetickou konstantou, p¢
specificky moment hybnosti h. A misto pravé anomalie © se pouZiva stfedni anc
M nebo klasicky doba pruchodu kosmického télesa pericentrem 0. Zde
uprfednostnili vyse uvedenou Sestici elementu drahy, protoze lepe VYt
geometricke souvislosti (obr. 3-22).

D (druzice)

sestupny uzel . .
T P (pen
rovina rovniku

uzlova pfimka A

Obr. 3-22 Poloha obéZné drahy v prostoru je definovdna sesti elementy d
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3.6.2 Geocentricka rovnikova souradnicova soustava

Geocentrickd rovnikova souradnicova soustava (X,Y,Z) je inercialni souradnicova
soustava, jejiz pocatek je spojen se stredem centralniho gravitacniho pole ,C“ a zustava
nehybna v prostoru vzhledem ke stalicim (obr. 3-23). Primarni osa X leZi v roviné
rovniku a sméruje k bodu jarni rovnodennosti na nebeské sfére. Osa Z sméruje
k severnimu polu centralniho télesa (Zemé). Treti osa lezi v roviné rovniku a doplnuje

souradnicovou soustavu na pravouhly pravotocivy systém os.

-8 —
L K
N
. S =2l D(X, Y, 2
rovina rovniku : : - J
< 7
Sraa L \
| el 1 ‘ ¥
\ l I’
X J
< Y J.
X

smeér jarni rovnodennosti

Obr. 3-23 Geocentricka rovnikova (inercialni) souradnicova soustava. Poloha
kosmického letadla je dana souradnicemi (X, Y, Z).

Transformace mezi geocentrickou rovnikovou a perifokalni sourfadnicovou soustavou

4

Pro nalezeni prvk( polohového vektoru {r} a prvkl vektoru rychlosti {V } v geocentrické
rovnikové souradnicove soustave je treba nalézt transformacni rovnici, ktera umoznuje
prepocet mezi stavovymi vektory v perifokalni a geocentrické rovnikové souradnicoveé
soustave. Prvky polohového vektoru a vektoru rychlosti v perifokalni souradnicoveé
soustave mame k dispozici a jsou dany rov. (3.140) a (3.141).

Nejprve si ukazeme obecnou transformaci mezi dvéma obecnymi souradnicovymi
soustavami. Predpokladejme, Ze mame dvé souradnicové soustavy, které jsou na
pocatku ztotoZznény a nachazi se v zakladni poloze znazornéné osami (X, Y, Z) dle obr.
3-24. Nyni je treba nalézt obecnou vyslednou polohu obou souradnicovych soustav vuci
sobe. Tu nalezneme pomoci trfi postupnych pootocCeni sledované souradnicove
soustavy vuci pevné vztazné souradnicové soustavé. Touto vztaznou souradnicovou
soustavou necht je geocentricka rovnikova souradnicovd soustava (X,Y,Z). Poradi
pootaceni sledované pohyblivé souradnicoveé soustavy je patrné z obr. 3-24.
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Obr. 3-24 Vzdjemnd poloha geocentrické rovnikove (X,Y,Z) a perifokalni
soufadnicové soustavy (x,y, z). Poradi pootoceni.
Prvni pootoleni provedeme v kladném smyslu kolem osy Z o uhel Q (¢
Zapiteme vztahy vyjadfujici vzajemnou relaci
sloskami libovolného vektoru ve vychozi geocentrické soustave (X,Y,Z) a
pootoéené poloze (X;,Y;,Z;). Vztahy zapiseme ve slozkové formé i v maticoveé fc

vzestupného uzlu) dle obr. 3-25.

jak uvedeno nize.

1 ty Xy =XcosQ+Ysing,
¥, £ Y, = —XsinQ + Y cos{,
.
A X V maticové forme
e k. ey X cosfl sinQl O0](X
1) » e Q S ; ) 3 : : .
5 \ ’}; =|—sin) cosf) O l) (3

7= » ¥ \Z 1) ] 0 0 1. Z3

Obr. 3-25 Prvni pootoceni o0s.

Druhé pootoéeni okamiité mezipoloh X;,Y1,Z,) provedeme v kladnem
okolo osy X; o uhel i (sklon obézne drahy), ¢imz dle obr. 3-26 obdrzim

transformacni rovnice.
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Z - 1\’1: = “\!E'
N j Y, =Y, cosi+ Z,; sini,
& N
52 Z, ==Y, sini+ Z; cosi.
X =X
. V maticové formé
‘X;) 1 0 0 S\)
- ( 'Y"_ss =|0 cosi sini (Y; 5.(_'3.184)
- Z, 0 —sini cosil\Z;
| Y
\,/» ‘ !

Obr. 3-26 Druhé pootoceni os.

Treti pootoceni okamzité mezipolohy os (X, Y5, Z;) provedeme v kladném smyslu okolo
os Z, o Uhel w (argument pericentra). Toto posledni pootoceni konecné stanovi
vyslednou polohu transformované soufadnicové soustavy, oznacenou (X3, Y3,Z3). Tuto
soufadnicovou soustavu muZeme v nasem pripadé povazovat za hledanou polohu

perifokalni souradnicové soustavy (x, y, z) vuci soustave (X,Y,Z).

Y X;=x=X,cosw+ Y, sinw,
Y . ; ,
N K ( Y,2=y==-X,sinw+ Y, cosw,
) A . i = E
- Y
=L
> V maticove forme
‘\) ‘\ "cosw  sinw 0] (X: ’
- l ) 5 == 'L_\'j‘ =|—sinw cosw 0O }/;.3 S
’ Z3 z- 0 0 11\Z,
( X
2 L;C
X | (.).1( o)

Obr. 3-27 Treti pootoceni os.

Nyni jiz mGzeme postupnym dosazovanim dil€ich transformacnich matic stanovit
souradnice polohového vektoru, resp. stavovy vektor

J'..\’ ) cosw sinw 0]]1 0 0 cos{l sinQl O \)
l'vj =|—sinw cosw O0||0 cosi sini||—sinf{l cosf) O }’s, (3.186)
Z 0 0 110 —sini cosi 0 0 11\Z.

Po roznasobeni dil¢ich transformacnich matic obdrzime Uplnou transformacni matici ve
tvaru
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coswcos ) —sinw cosisin cos w sin 1 + sinw cos i cos {1 Sin «@
— | — sin w cos {1 — coS w COS isinQ) —sinw sin{} + COsS® COS icos{)l coOsda
sin i sin () —sini cos{l CC

Vyslednou transformacni rovnici zapieme ve zkracene podobé takto

Ji,r,}r:‘ = >‘I';: u:“'((r}/,;:"

A X
Z7 p T &

Vysiedna transformacni rovnice slouzi k prepoctu stavovych vektoru z geo
rovnikové souradnicové soustavy (X,Y,Z) do perifokalni souradnicove
(x,y,z).Pro ortogonalni soufadnicové soustavy plati

arig] = ] =] -

A proto muzeme zpétnou transformaci z perifokalni soufadnicové soustavy (
geocentrickeé rovnikové soufradnicové soustavy (X,Y,Z) provest dle 1
transformacni rovnice

kde inverzni transformacni matice ma tvar

s

cos w cos {l — sin w COs 1 sin{l —sSinwcos () — cos w COS L Sin Q Sit
= |cos w sin ) + sin w COS1 COS ) —sinwsin{l + cosw COS icos{l —S
sin w sin i cos w Sin i

Pro oznacovani transformacnich matic pouzivame dvojici indexu. Prvni
lomitkem) vidy oznacuje, kam se transformuje a druhy index, odkud se tran

Vyde uvedeny postup plati take pro vzajemné transformace prvku stavov
rychlosti mezi obéma vyse uvedenymi souradnicovymi soustavami.
transformaci prvk( stavoveho vektoru rychlosti z perifokdlni do geocentric
souradnicove soustavy |ze psat

kde pro vektory rychlosti plati nasledujici oznaceni

(v}, = 3'_\'-;,)
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Priklad 3.7
Zadani:

Pro prostorovou obéznou drahu zadanou pomoci iejic:x elementl naleznéte stavovy vektor
'} a {V} v geocentrické rovnikc

souradnicove soustavé (X, Y, Z) pro polohu kosmického

~

télesa zadanou pOmaocCi prave anomalie.

Potrebna da

Délka hlavni poloosy eliptické drahy a = 10800 [km
Excentricita eliptické drahy e =04 l!

Sklon ob&iné drahy =35 [,

Argument perigea w =40 [°],

Délka vzestupného uzlu 0 =80 [°],

Prava anomalie (poloha kosmickeho télesa) © =30 [°],

Gravitacni parametr Zemé i = 398600 [km3s~2].

Reseni:

a) Vypocet parametru eliptické obézné drahy dle rov. (3.4

} a(l—e“)=10800(1—-0,4°) =9072 |km
b) Vypocet hodnot potrebnych goniometrickych funkci
sin® =sin30°= 0,5 cos ® = cos 30° = 0,866025,
sini = sin 35° = 0,573576, cosi =cos35°=0,819152
sin {1 = sin 80° = 0,984808, cos ) = cos80° =0,173648,
sinw = sin40° = 0,642788, cosw = cos40° = 0,766044.

c) Vypocet potrebnych parametru vystupujicich ve stavovych vektorech

p 9072
= — = 6737,917 [km],
l +ecos® 1+ 0,4(0,866025)
L "}";()(} .
— = — = ()hu‘iﬁ 28 I!}'.,'ill;\ ‘
o) J 9072

N N
d) Vypocet polohového vektoru v perifokalni souradnicoveé soustave (x, y, z) dle rov.
(3.140). Po dosazeni obdrzime stavovy vektor polohy

' T en)Sing = 13368 wu). km].
I.) “1+ecos@| e [km]

n

w
[
~
e
—

Vypocet vektoru rychlosti v perifokalni souradnicové soustaveé (x, y, z) dle rov. (
Po dosazeni obdrzsme stavovy vektor rychlosti ve tvaru
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E{.;;wl:f-:t-‘.s [kms™1].

f) Vypoéet transformaéni matice dle rov. (3.19

coswcos )l —sinwcosisin{l] —sinwcos{l — cosw cosisin ) SIni s
= |coswsin{l +sinwcosicos{)l —sinwsin{l+coswcosicos{) —sini
sin w sin ¢ COS w Sini CO¢

Po dosazeni vv:e uvedenych goniometrickych funkci obdrzime transformacni

tvaru (Pozn.: Vypocty provedeny s vyssi presnosti x/\,mlec'ky zaokrouhleny na 6
—0,385519 -—0,729593 0,564863
|Tyr/n] = | 0,845839 -413‘;0,7 0,099601
0,368688 0,439385 0,819152
g) Vypocet stavoveho vektoru polohy v geocentrické rovnikové souradnicové
ziskame dle transformacni rovnice (3.190)
oy = [/ ]'7 s
S\’ —0,385519 —0,729593 0,564863 PH%G,:(W) —470
} = | 0,845839 —0,524057 —0,099601({3368,959; =1 317C
(,jfx 0,368688 0,439385 0,819152 1\ 0 s 3631

h) Vypocet stavovéeho vektoru rychlosti v geocentrické rovnikové souradnicovi

ziskame dle transformacni rovnice (3.192)

V1= [Tl Vs
{11) —0,385519 —0,729593 0,564863 § 3,3142 (2
V =] 0,845839 —0,524057 —0,099601/{8,? >Lb 35 ? ,
V, } 0,368688 0,439385 0,819152 5 :

Stanoveni elementu drahy ze stavového vektoru

Na zakladé znalosti prvku stavovéeho vektoru v geocentrické rovnikoveé sol

soustave (X,Y,Z,Vy,Vy,V;) mizZeme naopak stanovit vSechny eleme

nasledujicim postupem:

1) Nejprve stanovime moduly polohového vektoru a vektoru rychlosti dle vz

r=+X2+Y2+ 22

|

y [v2 4 v2 L 72 — |v2 4 v2 72
V=oXsFY* 4+ 2%= \:l‘.{ + Vi + V7.

2) Nasleduje vypocet specifickéeho momentu hybnosti, véetné jeho modulu

3 I I K : ; ;
h=rXV=|X Y Z|=hgl+hy]+hK,
Ve Vo Vg

kde slozky specifickeho momentu hybnosti jsou dany vyrazy
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hy = ZVy — XV5, (3.198)
hy = XVy — YVy, (3.199)

a modul stanovime ze vztahu
h= \/1“ + hZ + hZ. (3.200)

Vypocet sklonu obéiné drahy provedeme pomoci specifického momentu hybnosti
nasledovne
: "h{(." o 3
[ = arccos (——) (3.201)
R
Sklon obézné drahy je definovan vrozsahu 0 < i < 180 . Pfi vypoctu sklonu drahy

z uvedeného vztahu se neobjevuje zadna nejednoznacnost. Na tomto misté je vsak
tfeba fici, Ze podle jeho hodnoty definujeme typ drahy s ohledem na smys! obéhu.
V pripadé, kdy sklon drahy lezi vrozsahu 0° < i < 90° nazyvame obéinou drahu
jako primou (progradni) a naopak pri sklonu drahy 90° < i < 180° se jedna o tzv.
zpétnou (retrogradni) obéznou drahu.
Vypocet hlavni poloosy eliptické obéiné drahy provedeme pomoci specificke
energetické konstanty £ a gravitacniho parametru u. Nejprve ze vztahu (3.90)
stanovime energetickou konstantu

Ve u

I

';’C
; o

4 7

a nakonec hlavni poloosu dle vztahu (3.94)

U -
a — _f (3202)
Vektor uzlové primky urcime dle vztahu
o | £ T K Wghial upifoy= iyl
u=Kxh=10 0 1 | = —hyl + hy] = uyl + uyJ, (3.203)
hy hy hy
odkud je modul vektoru uzloveé primky dan vyrazem
u= [u+ uz = |(—hy)?+ h:. (3.204)
\ \ X
Délka vzestupného uzlu je pak dana vyrazem
Uy
Q = arccos (—) (3.205)
7

Délka vzestupného uzlu je definovana v rozsahu ahli 0 < () < 360°. Vypocet délky
vzestupného uzlu z uvedeného vztahu vede na nejednoznacnost prifazeni spravneé
uhlové hodnoty (1. BéZné obdrzime dvé reSeni, z nichZz je nutno nalézt spravnou
hodnotu () dle niZze uvedené nabidky

Uy 2
Il = ;u*c'cus( ) pro uy = 0,
7

» Uy :
), = 360 — arccos (—) pro uy < 0.
7



Vektor excentricity, ktery zaroven definuje smér primky apsid, stanovime ¢
vztahu (B.9), ktery je odvozen v Priloze B
1 TN _ ,
c"—~lr(\ e Mol (
U r

Argument pericentra je definovan vrozsahu tuhlid 0 < w < 360°. Rovnéz v
argumentu pericentra w zrov. (3.206) vede na nejednoznacné reseni. Nit
z polohy pfimky apsid, kterou definuje vektor excentricity je zirejmé, Ze v r
uhld 0 < w < 180° je vertikalni slozka vektoru excentricity e; = 0. A
v rozsahu uhlid 180 < w < 360° je slozka e; < 0. Takze dle znaménka slozk
mozno identifikovat spravnou hodnotu argumentu pericentra w podle nize u
nabidky

{ z( . )
Wy = arccns( ) proez = 0,

m

ue

TR
w, = 360 — ;111":05( ) pro ez < 0.
\ ue

8) A konecné posledni element orbitalni drahy, pravou anomalii, urCime dle vzt:

e“r
0 = ai‘u‘ns( )

\ €er

V tomto pripadé miZeme nejednoznacnost vypoctu prave anomalie jec
vyfesit pomoci stanoveni znaménka radialni rychlosti letu V.. dle dfive uve
vztahu (3.179)

Dle zakladni rov. (3.138) pro radialni rychlost se mtzZzeme jednodusSe presvi
pokud je radidlni rychlost V. = 0, pak se kosmické téleso pohybuje ve sr
pericentra a prava anomalie 0 < 0 < 180° a pokud je radialni rychlost V,
se kosmické téleso pohybuje ve sméru k pericentru a prava anomalie 18C
360°.

Alternativné lze vypocet pravé anomalie nalézt také primo z rovnice drah (:
‘y
h: l

ul+ecos®’

odkud je prava anomalie dana vyrazem

» 1 [h? :
® = arccos |— — 1 )

e \ur
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Priklad 3.8

1

Potrebna data:

Bravitatni parametr Zemé u = 398600 [km’s~*] a stavové vektory
r = —2228,21 + 7196,1] + 4010K [km|,

]!
|
oy
J
—
=
N
=0
}
ol
o
~N
[
S |
b .
-
~
L

eni:

W

a) Vypocet modulu polohoveho vektoru dle rov. (3.194)

r =X<+Y% FZ° = 4/(—2228,2)° + 7196,1- + 4010< = 8533,98 [km]
b) Vvpodcet modulu vektoru rychlosti letu dle rov. (3.195)
Y
V=V +Vy+V;=(— 796)%2 + (—2,312)2 + 1,871% = 8,344076 |kms~

Vypocet slozek specifického momentu hybnosti dle rov. (3.197) az (3.199)

hy =YV, — ZVy = 7196,1(1,871) — 4010(—2,312) = 22735,023

Ll o 23 |km*s
hy = ZVy — XV, = 4010(—7,796) — (—2228,2)1,871 = —27093,
h, = XV, — YV, = —2228,2(—2,312) — 7196,1(—7,796) = 61252,394.
d) Vypocet modulu specifického momentu hybnosti
h= |h% + hi +hs =22735,023% + (—27093)% + 61252,394% = 70730,245.
N
V4 4 8,344076° 398600 = - s
E=— = = —————= —11,895592 [ km*“57¢].
- r 4 8533,981

f) Vypocet hlavni poloosy provedeme dle rov. (3.94), z niZ pro velkou poloosu plati

L 398600 N
a = e — - — = 16754,105 |km|
2¢& 2(—11,895592)

g) Vypocet sklonu obézné drahy dle rov. (3.201)

Vypocteny sklon obézné drahy lezi v definovaném oboru 0 =+ 180°. A diky tomu, Ze je

mensi jak 90°, jedna se o pfimou (progradni) obéZnou drahu.

h) Vypocets

ozek vektoru uzlové primky. Z rov. (3.203) vyplyva

uy = —hy = 27093,
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u, = 0.

Vypocet modulu vektoru uzlové primky

u = Jug +us +ui =+/270932

j) Vypocet délky vzestupného uzlu dle rov. (3.205)

. U r 27093
(), = arccos (— ) = arccos | 7) = 40,0 [°],
: \ u \35368,232/
o Uy - 27093
Q, = 360" — arccos (— ) = 360" — arccos ( s——— )- 320,0 [°]
" \ u / 35368,232

k) Vypocet skaldrniho souéinu # - V

7,796) + 7196,1(—2,312) + 4010(1,871) = 8236,374

PR 7 L. 290 D¢
VYV = —2440,4(—

I) Vypocet vektoru excentricity dle vztahu (3.207)

- £ SRR e e f i , 398600
€ = /= {(—Jﬁ_’%’).r_‘;’/ + 7196,1] + 4010K )(}_;’3,1.-;~- : )
398600 :

8533,981

~ (=7,7961 — 2,312] + ].h?]f\;)'h’:."‘\(j,f%?-’}],

e = 0,0329876] + 0,461490] + 0,191881K.

m) Vypocet modulu vektoru excentricity

L

e= [eZ+eZ+eZ=,/003298762 + 0,461490% + 0,1918812 = 0,501

Dle vypoctené hodnoty excentricity muZzeme konstatovat, Ze obéZznou drahou je el

\ \/

n) Vypocet argumentu perigea dle rov. (3.206)

o EaA (27093(0,0329876) + 22735,023(0,4614¢€
) = ‘U'(_"L'(,!.\'( :

W, = ;,H‘(_‘L‘US(
\ ue

3
o

w; = 50 [°]
= Uu: ¢
w 360° — AE‘L‘CD\‘( )
) UE
s 27093(0,0329876) + 22735,023(0,461490)"
w, = 360° — .,'zl'CCUS(———-A - ) _

V tomto pripadé je spravnym fesenim w = w; = 50 [°]|, coZ potvrzuje kladna

vektoru excentricity e, > 0.

o) Vypocet pravé anomalie dle rov. (3.208)
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N\
U)

0,0329876(—2228,2) + 0,461490(7196,1) + 0,191881(401

LLLO L

®, = arccos

l‘-‘)“ = 360° — \11‘(,0)\'(

Pro prifazeni spravné hodnoty je treba znat znamenko radiaini slozky vektoru rychlosti

letu V.. Tuto slozku stanovime pomoci vyrazu

V.-r =7,796(-2228,2) +(-2,312)7196,1 + 1,871(4010)
I/ — —
A y 8533,981

= (0,965127 [kms™"|

|

Jelikoz hodnota radialni rychlosti je kladna (V. > 0), spravna hodnota pravé anomadlie je

=0, =20/



