
Základy teorie interaguj́ıćıch poĺı

1 Úvodńı poznámky

Teorie volných (neinteraguj́ıch) poĺı, která byla obsahem předmětu Kvantová teorie pole I,
nepřinesla ve srovnáńı s kvantovou mechanikou žádné nové postupy jak vypoč́ıst měřitelné
veličiny a porovnat je s experimentem. Největš́ım př́ınosem teorie volných poĺı byl popis elektro-
magnetického zářeńı jako toku částic–foton̊u, který se v rámci kvantové mechaniky nezdařil. V
kvantové mechanice se interakce kvantověmechanických soustav (atomy, molekuly, částice, pevné
látky) s elektromagnetickým zářeńım popisovala jako interakce s klasickým elektromagnetickým
vlněńım. I když tento semiklasický popis elektromagnetických jev̊u slavil určité úspěchy (zřejmě
nejvýznamněǰśım byla předpověd’ stimulované emise Albertem Einsteinem v roce 1917), nedal
se považovat za logicky konzistentńı teorii.

U všech poĺı které jsme doposud zkoumali, komutovaly jejich Hamiltonovy operátory s
operátory počtu částic v jednotlivých kvantových stavech. Tyto počty tak byly dobrými kvan-
tovými č́ısly. Procesy ve kterých docháźı k jejich změně (rozptyl částic, vznik částic nebo jejich
anihilace, rozpady částic se vznikem částic jiných) jsou tak v kvantové teorii volných (neintera-
guj́ıch) poĺı zakázané.

Přidáńı interakčńıho hamiltoniánu má za následek, že operátory počtu částic přestávaj́ı ko-
mutovat s hamiltoniánem. Počty částic, či už v jednotlivých kvantových stavech nebo celkově,
se můžou měnit, co umožňuje teoreticky popsat r̊uzné procesy.

Jsou r̊uzné zp̊usoby volby interakčńıho hamiltoniánu, od jednoduchých model̊u až po mo-
derńı kalibračńı teorie elektroslabých a silných interakćı, o kterých si řekneme něco později. Ted’

si ukážeme, jak se źıská hamiltonián spinorové elektrodynamiky, tj teorie která popisuje inter-
akci nabitých lepton̊u (elektrony, pozitrony, miony, tauony) s kvanty elektromagnetického pole,
fotony.

2 Hamiltonián spinorové elektrodynamiky

Vycháźıme z klasické Lagrangeovy hustoty která vede na Maxwellovy rovnice respektuj́ıćı př́ıtomnost
nabitého čtyřproudu jα [viz vztah (51) v elmagpole.pdf]

LM = LM,0 + L′ ,

kde

LM,0 = −
1

4
FαβF

αβ

je Lagrangeova hustota volného (bez náboj̊u) elektromagnetického pole a

L′ = −jαAα

popisuje interakci elektromagnetického pole s elektrickými náboji. Ještě použijeme Lagrangeovu
hustotu volného spinorového pole [vztah (1) v spinpole.pdf]

LD =
i

2

[
ψ(x)γµ(∂µψ(x)) − (∂µψ(x))γ

µψ(x)
]
−mψ(x)ψ(x)

a výraz pro čtyřvektor hustoty toku náboje pro částici popsanou Diracovou rovnićı

jα(x) = (−e)ψ(x)γαψ(x) ,

který jsme dostali tak, že jsme čtyřvektor hustoty toku pravděpodobnosti [vztah (68) v ktp1 201012.pdf]
vynásobili nábojem částice (elektronu).
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Lagrangeovu hustotu spojeného elektromagnetického a spinorového pole zapisujeme ve tvaru

L = L0 + L′ ,

kde
L0 = LD + LM,0

je součet Lagrangeových hustot volných poĺı a

L′ = eψ(x)γαψ(x)Aα(x)

popisuje interakci mezi poli. V daľśım kroku najdeme Hamiltonovu hustotu pomoćı vztahu (30)
z ktp1 201026 pro mnohokomponentńı pole φi (i = 1, . . . , n), který tady pro pohodĺı čtenáře
reprodukujeme

H(φ, π) =
n∑

i=1

πi(x)φ̇i(x)− L(φ, ∂φ) . (1)

Pro spojené spinorové a elektromagnetické pole je n = 12 (osm komponent spinorového pole a
čtyři komponenty pole elektromagnetického). Ke každé komponentě pole př́ısluš́ı odpov́ıdaj́ıćı
komponenta konjugovaného pole

πi(x) =
∂L

∂(∂0φi)
(2)

[vztah (29) z ktp1 201026]. Protože interakčńı Lagrangeova hustota L′ neobsahuje derivace poĺı
podle času, konjugovaná pole se zapnut́ım interakce mezi poli nezměńı. Nezměńı se ani suma ve
vztahu (1). Hamiltonova hustota je proto rovna

H = H0 +H′ ,

kde H0 je součet Hamiltonových hustot spinorového a volného elektromagnetického pole a H′ =
−L′, tud́ıž

H′ = −eψ(x)γαψ(x)Aα(x) (3)

Po přechodu ke kvantové teorii a integraci přes prostor dostáváme pro Hamilton̊uv operátor
soustavy poĺı

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′ ,

kde
Ĥ0 =

∑

~p,s

E~p

(

N̂~p,s + N̂ ~p,s

)

+
∑

~k,λ

ω~kN̂~k,λ

je součet hamiltoniánu volného spinorového pole [vztah (31) v spinpole.pdf] a volného elektro-
magnetického pole [vztah (68) v elmagpole.pdf]. Dále, ve Schrödingerově obraze ṕı̌seme

Ĥ ′ =

∫

Ĥ′(~x) d3x , (4)

kde
Ĥ′(~x) = −e : ψ̂(~x)γαψ̂(~x)Âα(~x) : . (5)

Jako obvykle, i zde jsme předepsali pořad́ı operátor̊u ve smyslu normálńıho součinu.
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3 Interakčńı obraz (Dirac picture)

Mějme Hamilton̊uv operátor ve tvaru

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′,

kde Ĥ0 je Hamilton̊uv operátor volných poĺı a Ĥ ′ je operátor popisuj́ıćı interakci mezi poli. Ve
Schrödingerově obraze jsou operátory od času nezávislé a časový vývoj stavu je popsán rovnićı

i ∂t |ψ; t〉S = Ĥ |ψ; t〉S . (6)

Přechod do Diracova obrazu se realizuje unitárńı transformaćı stav̊u a operátor̊u

|ψ; t〉D = Û(t) |ψ; t〉S (7)

ÔD(t) = Û(t) ÔS Û
†(t) (8)

s unitárńım operátorem

Û(t) = eiĤ0t. (9)

Pro časovou derivaci stavového vektoru v novém obrazu postupně dostáváme pomoćı (7), (9),
(6) a (8)

i ∂t |ψ; t〉D = −eiĤ0tĤ0|ψ; t〉S + eiĤ0tĤ|ψ; t〉S = ÛĤ ′|ψ; t〉S = ÛĤ ′Û † Û |ψ; t〉S .

Výsledná rovnice
i ∂t |ψ; t〉D = Ĥ ′

D(t) |ψ; t〉D (10)

ukazuje, že časový vývoj stavu v Diracově obraze je dán rovnićı Schrödingerova typu, kde však
na pravé straně je mı́sto celkového hamiltoniánu jenom interakčńı hamiltonián. Ten záviśı od
času, jak plyne ze vztah̊u (8) a (9), protože s operátorem Ĥ0 nekomutuje.

Po vypnut́ı interakce se dostáváme do Heisenbergova obrazu volných poĺı, stavový vektor se
stává konstantńım. Bez ohledu na to, jestli je interakce zapnutá či nikoliv, operátory v Diracově
obraze jsou stejné jako v Heisenbergově obraze pro volná pole, jak je vidět ze vztah̊u (8) a (9).
Tyto operátory byly odvozeny v přednáškách z Kvantové teorie pole I a budou beze změny
použity i zde.

V daľśım budeme pracovat výhradně v interakčńım obraze a proto už nebudeme index D u
stav̊u a operátor̊u explicitně vypisovat.

Uved’me jako př́ıklad hamiltonián interakce mezi spinorovým a elektromagnetickým polem
v interakčńım obraze. Když se vztahy (4) a (5) přejdeme do interakčńıho obrazu, dostáváme

Ĥ ′(t) =

∫

Ĥ′(x) d3x , (11)

přičemž

Ĥ′(x) = −e : ψ̂(x)γαψ̂(x)Âα(x) : . (12)

Operátory poĺı v interakčńım (Diracově) obraze, které záviśı od čtyřvektoru x, jsou stejné jako
operátory poĺı v Heisenbergově obrazu pro volná pole, jak jsme je odvodili v KTP I.
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4 Evolučńı operátor a jeho poruchový rozvoj

Časový vývoj stavu se dá popsat jako unitárńı transformace1

|ψ; t〉 = Û(t, t0) |ψ; t0〉 (13)

Operátor zde vystupuj́ıćı muśı splňovat podmı́nku Û †(t, t0)Û(t, t0)=1, která zaručuje zachováńı
normy stavového vektoru, jakož i podmı́nek Û−1(t, t0)= Û(t0, t), Û(t0, t0)=1 a Û(t, t′)Û(t′, t0)=
Û(t, t0). Po dosazeńı (13) do (10) dostáváme rovnici

[

i ∂t Û(t, t0)− Ĥ ′(t)Û (t, t0)
]

|ψ; t0〉 = 0.

Aby tato rovnice platila pro libovolný počátečńı stavový vektor, pro evolučńı operátor muśı
platit

∂t Û(t, t0) = −i Ĥ ′(t)Û (t, t0).

Tuto rovnici převedeme na integrálńı

Û(t, t0) = 1− i

∫ t

t0

dt1 Ĥ
′(t1)Û(t1, t0),

která se dá výhodně řešit iteračńı metodou postupných aproximaćı

Û (k)(t, t0) = 1− i

∫ t

t0

dt1 Ĥ
′(t1)Û

(k−1)(t1, t0)

s U (0) ≡ 1. Po n kroćıch dostáváme

Û (n)(t, t0) = 1 +

n∑

k=1

(−i)k
∫ t

t0

dt1 Ĥ
′(t1)

∫ t1

t0

dt2 Ĥ
′(t2) · · ·

∫ tk−1

t0

dtk Ĥ
′(tk). (14)

Zde vystupuj́ıćı k-rozměrný integrál označ́ıme jako Ik a využijeme, že operátory Ĥ ′(t1), Ĥ
′(t2), . . .,

Ĥ ′(tk−1) se vzhledem ke všem po nich následuj́ıćım integrál̊um chovaj́ı jako konstanty, takže je
můžeme přesunout až do posledńıho integrálu. Máme tak

Ik =

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 . . .

∫ tk−1

t0

dtk Ĥ
′(t1)Ĥ

′(t2) . . . Ĥ
′(tk). (15)

Pomoćı funkce

θ(x) =

{
1 if x > 0
0 if x < 0

můžeme (15) přepsat na tvar se stejnými horńımi integračńımi mezemi ve všech integrálech

Ik =

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2 . . .

∫ t

t0

dtk θ(t1 − t2)θ(t2 − t3) . . . θ(tk−1 − tk) Ĥ ′(t1)Ĥ
′(t2) . . . Ĥ

′(tk). (16)

Ted’ využijeme, že pro libovolnou integrovatelnou funkci k proměnných t1, . . . , tk plat́ı vztah

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2 . . .

∫ t

t0

dtk f(t1, t2, . . . , tk) =
1

k!

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2 . . .

∫ t

t0

dtk
∑

perm.

f(tα1
, tα2

, . . . , tαk
),

(17)

1Je to podobná situace jako v klasické mechanice, kde se pohyb dá popsat jako kanonická transformace zo-
becněných souřadnic a hybnost́ı.
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kde se sč́ıtá přes všechny permutace argument̊u. Vyplývá to z toho, že hodnota integrálu se
nezměńı, když n proměnných přeznač́ıme na jejich libovolnou permutaci a pak pořad́ı integraćı
změńıme na p̊uvodńı (meze jsou ve všech integrálech stejné, jedná se o rektangulárńı oblast).
Když jako funkci f ted’ vybereme integrand integrálu (16), ze vztahu (17) dostáváme

Ik =
1

k!

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2 . . .

∫ t

t0

dtk P̂ [Ĥ
′(t1)Ĥ

′(t2) . . . Ĥ
′(tk)], (18)

kde jsme zavedli Dyson̊uv chronologický operátor P̂ , který uspořádává součin operátor̊u podle
časového argumentu

P̂ [Ĥ ′(t1)Ĥ
′(t2) . . . Ĥ

′(tk)]=
∑

perm.

θ(tα1
−tα2

)θ(tα2
−tα3

) . . . θ(tαk−1
−tαk

) Ĥ ′(tα1
)Ĥ ′(tα2

) . . . Ĥ ′(tαk
).

Tady součet přes všechny permutace obsahuje, d́ıky př́ıtomnosti funkćı θ, jen jeden člen, konkrétně
ten, kde jsou operátory uspořádány podle časového argumentu, od největš́ıho po nejmenš́ı.2

Dyson̊uv chronologický operátor P̂ můžeme v (18) nahradit Wickovým chronologickým
operátorem T̂ , který se lǐśı od P̂ t́ım, že při chronologickém uspořádávańı se za každou vzájemnou
výměnu fermionových operátor̊u změńı znaménko součinu. Interakčńı hamiltonián spinorového
pole s libovolným jiným polem obsahuje dva fermionové operátory [viz např. (12)]. Při použit́ı
operátoru T̂ se při záměně pořad́ı dvou hamiltonián̊u změńı znaménko čtyřikrát, takže výsledek
je stejný jako při použit́ı operátoru P̂ .

Nahrazeńı operátoru P̂ operátorem T̂ ve vztahu (18) nám později umožńı použ́ıvat Wickovu
větu, která plat́ı pro T̂ operátor, ale ne pro P̂ operátor.

V limitě n→∞ ze vztahu (14) tak dostáváme evolučńı operátor ve tvaru nekonečné řady

Û(t, t0) = 1 +

∞∑

k=1

(−i)k
k!

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2 . . .

∫ t

t0

dtk T̂ [Ĥ
′(t1)Ĥ

′(t2) . . . Ĥ
′(tk)] , (19)

nazývané Dysonovou řadou (Dyson series). My z ńı budeme využ́ıvat jenom prvńı členy (po
k=2). Dysonova řada se dá kompaktně zapsat vztahem

Û(t, t0) = T̂ exp

{

−i
∫ t

t0

Ĥ ′(t′)dt′
}

,

nazývaném Dysonovým vzorcem (Dyson formula). Doporučujeme čtenáři, aby si napsal prvńı tři
členy rozvoje exponenty v Dysonově vzorci a ověřil jejich kompatibilitu s odpov́ıdaj́ıćımi členy
Dysonovy řady.

5 Pravděpodobnost přechodu, amplituda procesu

Předpokládejme, že se soustava interaguj́ıćıch poĺı v čase t0 nacházela ve stavu |i 〉, tj, že platilo
|ψ; t0 >= |i >. Stav |i 〉 ve charakterizován typy částic a jejich hybnostmi.

Jako př́ıklad uved’me stav, ve kterém se nacháźı jeden elektron s hybnost́ı ~pa ve spinovém
stavu sa a jeden pozitron s hybnost́ı ~pb ve spinovém stavu sb. Pak bude

|i 〉 = b̂†
~pa,sa

d̂†
~pb,sb
|0〉 .

2Tento zp̊usob úpravy integrálu (15) pocháźı od F. J. Dysona [Phys. Rev. 75, 486 (1949)] a byl převzat např.
do učebnice S. S. Schwebera (An Introduction to Relativistic Quantum Field Theory, p.332). V učebnićıch se
často dokazuje jen př́ıpad k=2 a odvolává se na zobecněńı, nebo se jednoduše jenom naṕı̌se výsledek. Existuje
i d̊ukaz ekvivalence vztah̊u (15) a (18) matematickou indukćı (S. M. Bileňkij, Vvedenije v diagramy Fejnmana i
fiziku elektroslabovo vzaimodejstvija, Moskva, Energoatomizdat 1990), ale ten je mnohem komplikovaněǰśı.
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Stav soustavy v čase t bude podle (13) dán vztahem

|ψ; t〉 = Û(t, t0) |i〉 .

Tento stav bude superpozićı všech možných stav̊u, do kterých se stav |i 〉 může vyvinout vlivem
uvažované interakce. V našem př́ıkladu by to byly, při uvažováńı interakce (12), stavy e−e+,
e−e+γ (ṕısmenem γ označujeme foton), γ γ, γ γ γ a mnohé daľśı, méně pravděpodobné. Při
uvažováńı daľśıch interakćı by to mohly být i stavy π+π−, π+π−π0, p p̄, atd.

Chceme ted’ zjistit, jaká je pravděpodobnost, že soustava se bude v čase t nacházet v určitém
specifickém stavu |f〉. Amplituda této pravděpodobnosti je rovna skalárńımu součinu

〈f |ψ; t〉 = 〈f |Û(t, t0) |i〉 = Ufi(t, t0) ,

tj maticovému elementu evolučńıho operátoru mezi zadaným počátečńım (initial) a uvažovaným
koncovým (final) stavem. Př́ıslušná pravděpodobnost přechodu ze stavu |i〉 do stavu |f〉 je rovna

Pfi(t, t0) = |Ufi(t, t0)|2 . (20)

Jestliže v našem př́ıkladu zvoĺıme

|f〉 = ĉ†
~k1,λ1

ĉ†
~k2,λ2

|0〉 ,

vztah (20) nám poskytne pravděpodobnost, že v čase t najdeme mı́sto p̊uvodńıho elektron-
pozitronového stavu dva fotony, jeden s hybnost́ı ~k1 a polarizaćı λ1, druhý s hybnost́ı ~k2 a
polarizaćı λ2. Formulováno jinak, źıskáme pravděpodobnost, že během časového intervalu τ =
t− t0 dojde k procesu (reakci) e−e+ → γ γ.

Maticový element evolučńıho operátoru parametrizujeme vztahem (o oprávněnosti této pa-
rametrizace se přesvědč́ıme při výpočtu Ufi r̊uzných konkrétńıch proces̊u)

Ufi(t, t0)− δfi = K iM D(t, t0, Pf , Pi) . (21)

kterým je definována amplitudaM uvažovaného procesu. Význam ostatńıch symbol̊u je následuj́ıćı:

� Symbol δfi je roven jedné, když konečný stav je identický s počátečńım, jinak je nulový.

� Veličina K záviśı na výběru normalizace jednočásticových stav̊u. Při našem normováńı na
konečný objem V je rovna

K =
∏

i

1√
2V Ei

, (22)

kde součin prob́ıhá přes všechny zúčastněné částice (v počátečńım i koncovém stavu) a Ei

je energie ité částice v soustavě hmotného středu (cms, center of mass system).

� Funkce D(t, t0, Pf , Pi) je definována vztahem

D(t, t0, V, Pf , Pi) =

∫ t

t0

dt′
∫

(V )
d3x′ ei (Pf−Pi)x

′

(23)

kde Pf je celková čtyřhybnost konečného stavu a Pi celková čtyřhybnost stavu počátečńıho,
čtyřvektor x′ ≡ (t′, ~x ′). V limitě t0 → −∞, t → ∞, V → ∞ snadno ve funkci D (23)
rozpoznáme jednu z možných reprezentaćı Diracovy čtyřrozměrné delta funkce

D(t, t0, V, Pf , Pi) −→ (2π)4δ(4)(Pf − Pi) , (24)
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lim
t0 → −∞
t→ +∞
V →∞

D(t, t0, V, Pf , Pi) = (2π)4δ(4)(Pf − Pi)

která vyjadřuje zákon zachováńı energie a hybnosti.

Na druhé straně, když polož́ıme Pf = Pi tak dostáváme

D(t, t0, V, Pi, Pi) = V τ , (25)

kde τ = t− t0.

Vztahem (21) definována amplitudaM je funkćı kinematických veličin charakterizuj́ıćıch uvažovaný
proces a kvantových č́ısel participuj́ıćıch částic, které specifikuj́ı jejich spinové stavy, resp. pola-
rizace.

Pravděpodobnost přechodu a amplituda procesu představuj́ı teoretické veličiny, které jsme
schopni pomoćı kvantové teorie interaguj́ıćıch poĺı spoč́ıst. To ale nejsou veličiny které se daj́ı
změřit v experimentu. Experimentálně měřitelnými veličinami jsou např. účinné pr̊uřezy reakćı
vyvolaných srážkou dvou částic, nebo rychlost rozpadu mateřské částice na dvě nebo v́ıce částic
(souvisej́ıćı se středńı dobou života nebo poločasem rozpadu). Je proto potřebné vybudovat most
mezi teoríı a experimentem. V daľśım si odvod́ıme vyjádřeńı účinného pr̊uřezu binárńıch reakćı
(dvě částice v počátečńım stavu, dvě v koncovém) pomoćı amplitudy.

6 Účinný pr̊uřez

Uvažujme o dvou prot́ınaj́ıćıch se svazćıch částic (obr. 1). Ve svazku a je hustota částic ρa,

Obrázek 1: K obecné definici účinného pr̊uřezu.

jejich rychlost je ~va a hybnost každé z nich ~pa, podobně i ve svazku b. Středńı počet (jedná se
o kvantovou středńı hodnotu) interakćı mezi částicemi svazku a a svazku b ke kterým dojde za
čas τ v objemu V je úměrný hustotám částic ve svazćıch, jejich relativńı rychlosti (když částice
a a b let́ı vedle sebe se stejnou rychlost́ı, k interakćım nedocháźı, k nejv́ıce interakćım docháźı
jestliže částice let́ı př́ımo proti sobě), objemu a času.

n = σ(~pa, ~pb) ρaρb |~va − ~vb|V τ. (26)

Konstantu úměrnosti jsme označili jako σ a vyznačili jej́ı závislost na hybnostech částic, ze
kterých můžeme určit nejenom jejich rychlosti, ale i jejich energie a celkovou energii srážky. Jej́ı
fyzikálńı rozměr je stejný jako fyzikálńı rozměr obsahu plochy (m2, barn=10−28 m2, . . . ), nazývá
se účinným pr̊uřezem.
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Podle výsledku interakćı, tj. koncového stavu, rozlǐsujeme r̊uzné druhy účinného pr̊uřezu.
Když pod n v definici (26) rozumı́me počet všech interakćı, bez ohledu na to, co v nich vzniklo,
mluv́ıme o totálńım účinném pr̊uřezu, σtot. Když specifikujeme druhy a počty částic v konečném
stavu, ale nezaj́ımaj́ı nás jejich kinematické charakteristiky (bereme všechno), jedná se o integrálńı
účinný pr̊uřez.

Účinný pr̊uřez definovaný vztahem (26) neńı relativistickým invariantem. Výjimečné posta-
veńı má účinný pr̊uřez měřený v soustavě hmotného středu, kde plat́ı ~p ∗

a + ~p ∗
b = 0 (veličiny v

soustavě hmotného středu se obvykle označuj́ı hvězdičkou). Nazývá se invariantńım účinným
pr̊uřezem a je funkćı invariantu s = (pa + pb)

2, který je v cms roven kvadrátu součtu energíı
srážej́ıćıch se částic. Když zaṕı̌seme vztah (26) v soustavě hmotného středu a využijeme, že rych-
lost je rovna pod́ılu hybnosti a energie, dostáváme (hvězdičky pro jednoduchost nevyznačujeme)

n = σ(s)ρaρbvabV τ , (27)

kde jsme zavedli označeńı relativńı rychlosti v soustavě hmotného středu

vab =
|~pa|
√
s

EaEb
. (28)

Pomoćı invariantńıho účinného pr̊uřezu se dá vyjádřit účinný pr̊uřez v libovolné souřadné sou-
stavě

σ(~pa, ~pb) =
vab

|~va − ~vb|
σ(s). (29)

Studenti kteř́ı absolvovali Úvod do částicové fyziky I si vzpomenou, že relativńı rychlost v
soustavě cms souviśı s rychlostmi v obecné soustavě vztahem

vab =
√

(~va − ~vb)2 − (~va × ~vb)2.

Pro nás z toho plyne poznatek, že ve všech soustavách kde ~va × ~vb = 0 (takovou je i soustava
laboratorńı s vb = 0) je účinný pr̊uřez rovný invariantńımu.

My se budeme věnovat proces̊um ve kterých jsou i v konečném stavu dvě částice

a+ b→ c1 + c2. (30)

Může se jednat o pružný rozptyl (např. γ + e− → γ + e−, e+ + e− → e+ + e− nebo o binárńı
reakci (např. e+ + e− → γ + γ, e+ + e− → µ+ + µ−).

Při detailněǰśım popisu reakćı mezi částicemi se nezaj́ımáme jenom o to, jestli k reakci dojde,
ale i o to jaké jsou parametry finálńıho stavu. Můžou se definovat r̊uzné diferenciálńı účinné
pr̊uřezy.

Často se použ́ıvá diferenciálńı účinný pr̊uřez který popisuje úhlové rozděleńı jedné z finálńıch
částic ve zvolené vztažné soustavě.

dn =
dσ

dΩ
ρaρb|~va − ~vb|V τ dΩ, (31)

kde dn je středńı počet interakćı při kterých vylet́ı částice o kterou se zaj́ımáme do elementu
prostorového úhlu dΩ = sin θdθdϕ (jedná se o diferenciál druhého řádu a proto by se správně
mělo psát d2Ω, d2n, d2σ).

7 S-operátor, S-matice

Evolučńı operátor umožňuje stanovit pravděpodobnost přechodu ze stavu |i〉 v čase t0 do stavu
|f〉 v čase t. To ale neńı to, co se měř́ı ve srážkovém experimentu. Počátečńı stav je charak-
terizován hybnostmi a spinovými kvantovými č́ısly participuj́ıćıch částic dlouho před t́ım, než
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dojde k jejich interakci. Konečný stav částic definujeme pomoćı jejich registrace v detektorech,
dlouho potom co interakce odezněla. Pro srovnáńı s experimentem neńı proto d̊uležitý evolučńı
operátor Û(t, t0), ale operátor, který dostaneme limitńım přechodem

Ŝ = lim
t0 → −∞
t→ +∞

Û(t, t0) . (32)

Tento operátor se nazývá S-operátorem. Jeho p̊usobeńım dostáváme ze stavového vektoru v čase
t0 = −∞, který označ́ıme jako |i〉, stavový vektor v čase t = +∞

|ψ; +∞〉 = Ŝ |i〉.

Amplituda pravděpodobnosti, že uvažovaná kvantová soustava se bude v čase t = +∞ nacházet
v určitém vybraném stavu |f〉 je rovna

〈f |ψ; +∞〉 = 〈f |Ŝ |i〉 = Sfi.

Kvadrát modulu maticového elementu operátoru Ŝ je roven pravděpodobnosti přechodu soustavy
ze stavu |i〉 do stavu |f〉

Pfi = |Sfi|2 .
Soubor všech maticových element̊u Sfi se nazývá S-matićı.

8 Vyjádřeńı diferenciálńıho účinného pr̊uřezu (31) v cms sou-

stavě pomoćı amplitudy binárńı reakce

Uvažujme binárńı reakci
a+ b→ c1 + c2 .

Předpokládáme, že v čase t0 byla soustava interaguj́ıćıch poĺı ve stavu |i〉, poz̊ustávaj́ıćım z
částice a s hybnost́ı pa a částice b s hybnost́ı pb. Reakci budeme popisovat v soustavě hmotného
středu, kde ~pa + ~pb = 0 a invariantńı energie

√
s = Ea + Eb.

Pravděpodobnost, že v čase t se soustava bude nacházet ve stavu |f〉 (r̊uzného od |i〉),
poz̊ustávaj́ıćıho z částice c1 s hybnost́ı ~p1 a částice c2 s hybnost́ı ~p2 podle (20) a (21) rovna

Pfi(t, t0) = K2 |M|2 |D(t, t0, Pf , Pi)|2 (33)

Zde naráž́ıme na problém. Jak bylo uvedeno v sekci 7, k porovnáńı s experimentem muśıme
nakonec učinit limitńı přechod (32). Při tomto limitńım přechodu z funkce D dostáváme násobek
Diracovy delta funkce [viz (24)]. Ale kvadrát delta funkce nemá smysl, ani když delta funkci
interpretujeme pomoćı teorie distribućı. Pomůžeme si tak, že na jednu D funkci aplikujeme
limitńı přechod (24) a pak pro výpočet druhé použijeme vztah (25). Když ještě využijeme (22),
vztah (33) přecháźı na

Pfi =
π4τ

V 3EaEbE1E2
|M|2 δ(4)(Pf − Pi) , (34)

kde τ = t−t0 je doba trváńı procesu. Argumentem čtyřrozměrné delta funkce je rozd́ıl čtyřvektoru
energie-hybnosti v konečném stavu Pf = p1 + p2 a toho ve stavu počátečńım Pi = pa + pb.

Poč́ıtejme pravděpodobnost, že částice c1 vylet́ı s hybnost́ı z intervalu (~p1, ~p1+d~p1) a částice
c2 vylet́ı s hybnost́ı z intervalu (~p2, ~p2 + d~p2). Tuto pravděpodobnost dostaneme vynásobeńım
pravděpodobnosti přechodu do jednoho stavu (34) počtem stav̊u

d6Pfi = Pfi
V d3p1
(2π)3

V d3p2
(2π)3

,
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kde jsme využili, že počet stav̊u je pro obě finálńı částice dán objemem fázového prostoru
poděleného fázovým objemem který připadá na jeden stav, tj (2π)3 (viz ktp1 201912.pdf str. 4).
Po dosazeńı za Pfi ze vztahu (34) a rozepsáńı čtyřrozměrné delta funkce na dvě dostáváme

d6Pfi =
τ |M|2

64π2V EaEbE1E2
δ(E1 + E2 −

√
s) δ(3)(~p1 + ~p2) d

3p1 d3p2

Integraci přes ~p2 provedeme s využit́ım tř́ırozměrné delta funkce (v daľśım muśıme všude položit
~p2 = −~p1) a objemový element d3p1 rozeṕı̌seme ve sférických souřadnićıch (použ́ıváme zjed-
nodušené označeńı |~p1| = p1):

d3Pfi =
τ |M|2

64π2V EaEbE1E2
δ(E1 + E2 −

√
s) p21 dp1 dΩ

V daľśım kroku vyintegrujeme přes p1. Je to trochu komplikovaněǰśı, protože v argumentu delta
funkce nemáme př́ımo p1, ale funkci od p1. Použijeme proto známy vzorec

δ[ϕ(x)] =

n∑

i=1

1

|ϕ′(xi)|
δ(x − xi), (35)

kde funkce ϕ(x) má n uzl̊u (ϕ(xi) = 0, i = 1, .., n). V našem př́ıpadě je

ϕ(p1) =
√

m2
1 + p21 +

√

m2
2 + p21 −

√
s ϕ′(p1) =

p1
√
s

E1E2
.

Funkce ϕ(p1) má jediný uzel p̃1 =
√

λ(s,m2
1,m

2
2)/(2

√
s), kde λ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2xy −

2xz − 2yz. Snadno se o tom přesvědč́ıme řešeńım rovnice
√

m2
1 + p21 +

√

m2
2 + p21 =

√
s .

Vlnovku v daľśım opoušt́ıme a máme

d2Pfi =
τ p1 |M|2

64π2V EaEb

√
s
dΩ

Z druhé strany, když použijeme, že v naš́ı normalizaci je jedna částice v objemu V , t.j. ρa =
ρb = 1/V , přecháźı definičńı vztah diferenciálńıho účinného pr̊uřezu (31) na tvar

dn =
dσ

dΩ

τ vab
V

dΩ.

Ted’ využijeme, že pro málo pravděpodobné procesy je pravděpodobnost stejná jako středńı
hodnota, tj. d2Pfi = dn. Když dáme př́ıslušné formulky do rovnosti a využijeme vyjádřeńı (28)
relativńı rychlosti v soustavě hmotného středu, dostáváme vzorec

dσ

dΩ∗
=

1

64 π2s

|~p ∗
1 |
|~p ∗

a |
|M|2 , (36)

ve kterém jsme už hvězdičkou zd̊uraznili, že se jedná o veličiny v soustavě hmotného středu.
Z něho se daj́ı odvodit daľśı vzorce. Např́ıklad, když použijeme, že t = (p1 − pa)

2 = m2
1 +

m2
2 − 2(E1Ea − p1pa cos θ) a předpokládáme, že diferenciálńı účinný pr̊uřez (36) nezáviśı na

azimutálńım úhlu ϕ ∗, lehce odvod́ıme vztah

dσ

dt
=

1

64 πs |~p∗a|2
|M|2 , (37)

který použijeme při odvozováńı vzorce pro diferenciálńı účinný pr̊uřez Comptonova rozptylu v
laboratorńı soustavě.
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9 Vyjádřeńı rychlosti dvoučásticového rozpadu pomoćı ampli-

tudy

Uvažujeme rozpad mateřské částice na dvě částice (např. π0 → γ γ, π+ → µ+νµ, W
+ → e+νe,

H0 → γ γ)
a→ c1 + c2

Voĺıme klidovou soustavu mateřské částice (Ea = ma, ~pa = 0). Postupujeme podobně jako v
př́ıpadě binárńı reakce a postupně dostáváme pravděpodobnost přechodu do stavu s hybnostmi
vycházej́ıćıch částic ~p1 a ~p2

Pfi =
V τ

8V 3maE1E2
|M|2(2π)4δ(4)(p1 + p2 − pa)

a pravděpodobnost přechodu do skupiny stav̊u v intervalech (~p1, ~p1 + d~p1) a (~p2, ~p2 + d~p2)

d6Pfi =
τ

32π2maE1E2
|M|2δ(3)(~p1 + ~p2)δ(E1 + E2 −ma)d

3p1d
3p2 .

Po integraci přes hybnost ~p2 dostáváme podmı́nku ~p2 = −~p1 a

d3Pfi =
τ

32π2maE1E2
|M|2δ(E1 + E2 −ma)p

2
1dp1dΩ ,

kde jsme již napsali objemový element d3p1 ve sférickém tvaru. Při integraci přes p1 znovu
použijeme vztah (35) s

ϕ(p1) =
√

m2
1 + p21 +

√

m2
2 + p21 −ma ϕ′(p1) =

p1ma

E1E2
.

Uvedená integrace vybere ze všech p1 to s hodnotou

p̃1 =

√

λ(m2
a,m

2
1,m

2
2)

2ma
,

která je jako jediná kompatibilńı se zákonem zachováńı energie. Dostáváme tak (vlnovku už
nevyznačujeme)

d2Pfi =
τp1

32π2m2
a

|M|2dΩ .

Rychlost nar̊ustáńı pravděpodobnosti rozpadu s výletem částice c1 do elementu prostorového
úhlu dΩ je

dΓ =
d2Pfi

τ
.

Dostáváme tak diferenciálńı rychlost rozpadu (differential decay rate)

dΓ

dΩ ∗
=

|~p ∗
1 |

32π2m2
a

|M|2,

kde hvězdička ted’ označuje klidovou soustavu mateřské částice.
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10 Wickova věta (Wick’s Theorem)

Jak jsme ukázali, při výpočtu pravděpodobnosti přechodu budeme potřebovat maticový element
evolučńıho operátoru, který je vyjádřen Dysonovou řadou. V ńı vystupuje Wick̊uv chronologický
součin několika (počet podle uvažovaného členu řady) interakčńıch hamiltonián̊u. Interakčńı ha-
miltonián je přitom vyjádřen jako součin několika polńıch operátor̊u [např. tř́ı v (12)]. Takže
budeme postaveni před úkol spoč́ıst maticový element T-součinu mnoha polńıch operátor̊u. Wic-
kova věta vyjadřuje T-součin operátor̊u jako součet normálńıch součin̊u, jejichž maticové ele-
menty ve Fokově prostoru už umı́me snadno vyjádřit.

Nejjednodušš́ı podoba Wickovy věty je ta pro dva operátory. Z definice kontrakce dvou
operátor̊u [vztah (73) v ktp1 201026.pdf] plyne

T̂ (ÂB̂) = : ÂB̂ : + Â•B̂• .

Druhý člen na pravé straně už neńı operátorem, takže nemuśıme normálńı součin vyznačovat.
Wickova věta pro T-součin libovolného počtu operátor̊u zńı (kv̊uli zjednodušeńı grafiky už stř́ı̌sky
nad symboly operátor̊u nevyznačujeme)

T (ABC...XY Z) = :ABC...XY Z : +
∑

kontrakce

:ABC...XY Z : , (38)

kde se sč́ıtá přes všechny možné kontrakce. Přibĺıž́ıme si to na př́ıkladě čtyř operátor̊u:

T (ABCD) = :ABCD : + :A•B•CD : + :A•BC•D : + :A•BCD• : + :AB•C•D :

+ :AB•CD• : + :ABC•D• : +A•B•C••D•• +A•B••C•D•• +A•B••C••D• .

Abychom v př́ıpadě výskytu dvou kontrakćı v jednom normálńım součinu mohli odlǐsit o který
pár operátor̊u se jedná, museli jsme zavést daľśı symbol pro kontrakci (dva punt́ıky). Protože
kontrakce neńı operátor, můžeme psát např.

:A•B•CD : = A•B• :CD : ,

ale muśıme dávat pozor na záměnu pořad́ı operátor̊u při vytvářeńı kontrakćı:

:A•BC•D : = εA•C• :BD : ,

kde ε = −1 když oba operátory B a C jsou fermionové a ε = 1 v ostatńıch př́ıpadech.
Vzhledem k letošńımu náročnému školńımu roku nebudemeWickovu větu dokazovat. Př́ıpadného

zájemce odkazujeme na p̊uvodńı Wick̊uv článek [G.C. Wick, Phys. Rev. 80, 268 (1950)]. Důkaz
prob́ıhá v rigorózńım matematickém stylu–d̊ukaz pomocné věty, potom použit́ı metody mate-
matické indukce.

11 Compton̊uv rozptyl

Budeme se zabývat rozptylem foton̊u na elektronech

γ + e− → γ + e− .

Zavedeme následuj́ıćı označeńı:

� vstupuj́ıćı foton: energie ωi, hybnost ~ki, k
µ
i ≡ (ωi, ~ki), polarizačńı index λi, polarizačńı

čtyřvektor ε(~ki, λi), kreačńı operátor ĉ
†
~ki,λi

≡ ĉ†i
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� vstupuj́ıćı elektron: energie Ei, hybnost ~pi, p
µ
i ≡ (Ei, ~pi), spinový index si, kreačńı operátor

b̂†
~pi,si
≡ b̂†i

� vystupuj́ıćı foton: energie ωf , hybnost ~kf , k
µ
f ≡ (ωf , ~kf ), polarizačńı index λf , polarizačńı

čtyřvektor ε(~kf , λf ), kreačńı operátor ĉ
†
~kf ,λf

≡ ĉ†f

� vystupuj́ıćı elektron: energie Ef , hybnost ~pf , p
µ
f ≡ (Ef , ~pf ), spinový index sf , kreačńı

operátor b̂†
~pf ,sf

≡ b̂†f

� počátečný stav: |i〉 = ĉ†i b̂
†
i |0〉

� konečný stav: |f〉 = ĉ†f b̂
†
f |0〉

Zavedli jsme přitom trochu jiné označeńı polarizačńıch vektor̊u než v KTP 1. Hybnost a pola-
rizačńı index fotonu neuvád́ıme jako dolńı indexy, ale jako argumenty v závorce, abychom uvol-
nili mı́sto pro lorentzovský index v př́ıpadě, že budeme pracovat s kovariantńım polarizačńım
čtyřvektorem.

11.1 Evolučńı operátor pro Compton̊uv rozptyl

Chceme spoč́ıtat maticový element evolučńıho operátoru (19), který vzhledem k naš́ı specifikaci
počátečńıho a koncového stavu můžeme zapsat ve tvaru

Ufi(t, t0) = 〈0| b̂f ĉf Û(t, t0) ĉ
†
i b̂

†
i |0〉 . (39)

Omeźıme se přitom jenom na nejnižš́ı člen řady (19) který dá nenulový př́ıspěvek k (39). Nultý
člen Dysonova rozvoje (rovný 1) nepřispěje, protože konečný stav je odlǐsný od počátečńıho.

V daľśım členu (k = 1) již vystupuje interakčńı hamiltonián (11), zapsán jako objemový
integrál z hustoty (12), pro kterou po zavedeńı maticových index̊u (abychom mohli měnit pořad́ı
operátor̊u) máme

Ĥ′(x1) = −e γαab : ψ̂a(x1)ψ̂b(x1)Âα(x1) : .

Abychom mohli uplatnit normálńı součin, muśıme operátory poĺı rozepsat jako součty kladně
frekvenčńıch část́ı (obsahuj́ıćıch anihilačńı operátory) a záporně frekvenčńıch část́ı (obsahuj́ıćıch
kreačńı operátory). Pak dostáváme

Ĥ′(x1) = −e γαab
[

Â(+)
α (x1) + Â(−)

α (x1)
]

(40)

×
[

ψ̂
(+)

a (x1)ψ̂
(+)
b (x1)− ψ̂(−)

b (x1)ψ̂
(+)

a (x1) + ψ̂
(−)

a (x1)ψ̂
(+)
b (x1) + ψ̂

(−)

a (x1)ψ̂
(−)
b (x1)

]

.

Při aplikaci Wickovy věty je d̊uležité si uvědomit, že kontrakce operátor̊u které pocházej́ı z téhož
hamiltoniánu je rovna nule (jsou již v normálńım pořad́ı a čas maj́ı stejný).

Prvńı řád v Dysonově poruchovém rozvoji (19) je

Û (1)(t, t0) = −i
∫

d4x1 Ĥ′(x1) .

U čtyřrozměrného integrálu nevyznačujeme oblast integrace. Je myšleno, že integrace v t1
prob́ıhá od t0 po t, prostorová integrace d3x1 pokrývá náš normalizačńı objem V . Př́ıslušný
maticový element je

U
(1)
fi (t, t0) = −i

∫

d4x1〈0| b̂f ĉf Ĥ′(x1) ĉ
†
i b̂

†
i |0〉 .

13



Všimněme si strukturu vakuové středńı hodnoty tu vystupuj́ıćı z hlediska kreačńıch a ani-
hilačńıch operátor̊u fotonu. Ze (40) plyne, že fotonové operátory přispěj́ı do ńı bud’to anihilačńım

operátorem ĉ~k,λ anebo kreačńım operátorem ĉ†
~k,λ

. Setkáme se tak s vakuovými středńımi hod-

notami dvou typ̊u (tečkami vyznačujeme fermionové operátory):

1. Prvńı typ (maj́ıćı p̊uvod v členu Â
(+)
α (x1) ze vztahu (40)) vede na nulový př́ıspěvek d́ıky

p̊usobeńı anihilačńıho operátoru na pravé vakuum

〈0| . . . ĉf ĉ~k,λĉ
†
i |0〉 = 〈0| . . . ĉf (ĉ

†
i ĉ~k,λ + δ~k,~kiδλ,λi

)|0〉 = 0

2. Druhý typ (maj́ıćı p̊uvod v členu Â
(−)
α (x1) ze vztahu (40)) vede na nulový př́ıspěvek d́ıky

p̊usobeńı kreačńıho operátoru na levé vakuum

〈0| . . . ĉf ĉ†~k,λĉ
†
i |0〉 = 〈0| . . . (ĉ

†
~k,λ
ĉf + δ~k,~kf

δλ,λf
)ĉ†i |0〉 = 0

Z toho plyne, že prvńı řád Dysonova rozvoje dává v př́ıpadě Comptonova rozptylu nulový
př́ıspěvek k pravděpodobnosti přechodu.

Z výše uvedeného rozboru můžeme udělat i obecněǰśı závěr. K tomu, abychom dostali ne-
nulovou pravděpodobnost určitého procesu, muśı být počet kreačńıch a anihilačńıch operátor̊u
dodaných do vakuové středńı hodnoty operátorem přechodu takový, aby byl pro každý typ
částice celkový počet kreačńıch operátor̊u roven celkovému počtu anihilačńıch operátor̊u.

V pŕıpadě Comptonova rozptylu to znamená, že nenulový př́ıspěvek daj́ı jenom struktury
typu

ψ̂(−)ψ̂(+)Â(−)Â(+) . (41)

Protože součin dvou fotonových operátor̊u nemůžeme źıskat v prvńım řádu Dysonova rozvoje,
muśıme přej́ıt do řádu druhého, kde je evolučńı operátor vyjádřen vztahem

Û (2)(t, t0) =
(−i)2
2

∫

d4x1

∫

d4x2 T̂[Ĥ′(x1)Ĥ′(x2)] . (42)

Protože každý operátor Ĥ′ obsahuje součin dvou operátor̊u spinorového pole, hranatá závorka v
(42) bude obsahovat součin čtyř spinorových operátor̊u, což je o dva v́ıc než povoluje požadovaná
struktura (41). Takže při použit́ı Wickovy věty se uplatńı jenom normálńı součiny ve kterých
bude jedna kontrakce mezi spinorovými operátory.

Při úpravě vztahu (42) použijeme vztah (40) pro Ĥ′(x1) a podobný vztah se záměnami
x1 → x2, a → c, b → d a α → β pro Ĥ′(x2). Kv̊uli zjednodušeńı zápisu nebudeme v daľśım
uvádět závislost na čtyřvektorech. Rozumı́ se, že operátory s indexy a, b, α záviśı od x1, ty s
indexy c, d, β záviśı od x2.

Û (2)(t, t0)
.
=

(−i)2
2

(−e)2γαabγβcd
∫

d4x1

∫

d4x2 [Â
(−)
α Â

(+)
β + Â

(−)
β Â(+)

α ]X (43)

kde

X = T̂

{[

ψ̂
(+)

a ψ̂
(+)
b − ψ̂(−)

b ψ̂
(+)

a + ψ̂
(−)

a ψ̂
(+)
b + ψ̂

(−)

a ψ̂
(−)
b

]

×
[

ψ̂
(+)

c ψ̂
(+)
d − ψ̂(−)

d ψ̂
(+)

c + ψ̂
(−)

c ψ̂
(+)
d + ψ̂

(−)

c ψ̂
(−)
d

]}

(44)

Ve vztahu (43) jsme mı́sto rovńıtka použili symbol
.
= abychom vyjádřili, že rovnost neplat́ı,

protože členy které nemaj́ı strukturu (41) zahazujeme. Po obložeńı operátoru (42) koncovým
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a počátečńım stavem by nepřisṕıvaly. Aby platila v (43) rovnost, museli bychom do hranaté

závorky přidat členy Â
(+)
α Â

(+)
β a Â

(−)
α Â

(−)
β .

Výsledkem součinu hranatých závorek je 16 člen̊u, každý je součinem čtyř operátor̊u. Na
každou takovouto čtveřici pak uplatńıme Wickovu větu (38), ze které si ponecháme jenom ty
normálńı součiny uvnitř kterých je provedena jedna kontrakce mezi operátory pocházej́ıćı z
r̊uzných hamiltonián̊u (kontrakce dvou operátor̊u které pocházej́ı ze stejného hamiltoniánu je

nulová). Pro nás ale budou z hlediska kritéria (41) d̊uležité jenom ty, které obsahuj́ı ψ̂
(−)

a spolu

s ψ̂
(+)
d anebo ψ̂

(−)

c spolu s ψ̂
(+)
b . Podle výše uvedených podmı́nek vybereme z (44) čtveřice, které

budou dávat nenulový př́ıspěvek k maticovému elementu. Jsou to (z typografických d̊uvod̊u
umı́st’ujeme punt́ık označuj́ıćı kontrakci vedle maticového indexu):

X .
=

: ψ̂
(−)

a ψ̂
(+)
b• ψ̂

(+)

c• ψ̂
(+)
d : + : ψ̂

(−)

a ψ̂
(+)
b• ψ̂

(−)

c• ψ̂
(+)
d : + : ψ̂

(−)

a ψ̂
(−)
b• ψ̂

(+)

c• ψ̂
(+)
d : + : ψ̂

(−)

a ψ̂
(−)
b• ψ̂

(−)

c• ψ̂
(+)
d :

+

: ψ̂
(+)

a• ψ̂
(+)
b ψ̂

(−)

c ψ̂
(+)
d• : + : ψ̂

(+)

a• ψ̂
(+)
b ψ̂

(−)

c ψ̂
(−)
d• : + : ψ̂

(−)

a• ψ̂
(+)
b ψ̂

(−)

c ψ̂
(+)
d• : + : ψ̂

(−)

a• ψ̂
(+)
b ψ̂

(−)

c ψ̂
(−)
d• : .

Po umı́stěńı kontrahovaných operátor̊u vedle sebe a vytvořeńı normálńıch součin̊u z nekontra-
hovaných (počet potřebných záměn pořad́ı je vždy sudý, takže znaménka se neměńı) dostáváme

X .
= ψ̂

(−)

a ψ̂
(+)
d

[

ψ̂
(+)
b• ψ̂

(+)

c• + ψ̂
(+)
b• ψ̂

(−)

c• + ψ̂
(−)
b• ψ̂

(+)

c• + ψ̂
(−)
b• ψ̂

(−)

c•

]

+ ψ̂
(−)

c ψ̂
(+)
b

[

ψ̂
(+)
d• ψ̂

(+)

a• + ψ̂
(+)
d• ψ̂

(−)

a• + ψ̂
(−)
d• ψ̂

(+)

a• + ψ̂
(−)
d• ψ̂

(−)

a•

]

.

Součet kontrakćı uvnitř hranatých závorek se dá zapsat jako kontrakce mezi úplnými polńımi
operátory. V podrobněǰśım zápisu máme výsledek

X .
= ψ̂

(−)

c (x2)ψ̂
(+)
b (x1)ψ̂d•(x2)ψ̂a•(x1) + ψ̂

(−)

a (x1)ψ̂
(+)
d (x2)ψ̂b•(x1)ψ̂c•(x2) .

Při záměně x1 ↔ x2, a↔ c, b↔ d se dva sč́ıtance v posledńım vztahu vzájemně vyměńı. Protože
ostatńı součásti vztahu (42) jsou v̊uči této záměně doplněné záměnou α ↔ β symetrické a na
pořad́ı integraćı nezálež́ı, sč́ıtance samotné dávaj́ı stejný př́ıspěvek k (42). Stač́ı uvažovat jenom
jeden z nich (vyb́ıráme ten druhý) a výsledek vynásobit dvojkou.

Kontrakci spinorových operátor̊u vyjádř́ıme pomoćı Feynmanova propagátoru [viz vztah (66)
v spinpole.pdf]

ψ̂b•(x1)ψ̂c•(x2) = i[SF (x1 − x2)]bc
S přihlédnut́ım k (43) ṕı̌seme

Û (2)(t, t0)
.
= (ie)2γαabγ

β
cd

∫

d4x1

∫

d4x2 ψ̂
(−)

a (x1)ψ̂
(+)
d (x2) [i SF(x1−x2)]bc

×
[

Â(−)
α (x1)Â

(+)
β (x2) + Â

(−)
β (x2)Â

(+)
α (x1)

]

Lehce nahlédneme, že ted’ už můžeme obnovit maticové násobeńı

Û (2)(t, t0)
.
= i (ie)2

∫

d4x1

∫

d4x2 ψ̂
(−)

(x1) γ
α SF(x1−x2) γβψ̂(+)(x2)

×
[

Â(−)
α (x1)Â

(+)
β (x2) + Â

(−)
β (x2)Â

(+)
α (x1)

]

(45)

Vzhledem tomu, že v hranaté závorce na pravé straně je součet dvou člen̊u, můžeme i operátor
na levé straně vyjádřit jako součet dvou operátor̊u

Û (2)(t, t0)
.
= Û (2d)(t, t0) + Û (2c)(t, t0) .
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11.2 Prvńı př́ıspěvek k amplitudě Comptonova rozpylu

Budeme se nejdř́ıv zabývat operátorem

Û (2d)(t, t0) = i (ie)2
∫

d4x1

∫

d4x2 ψ̂
(−)

(x1) γ
α SF(x1−x2) γβψ̂(+)(x2) Â

(−)
α (x1)Â

(+)
β (x2) . (46)

Pro prvky tu vystupuj́ıćı můžeme psát na základě materiálu spinpole.pdf, vztahy (54), (57) a
(69), psát

ψ̂(+)(x2) =
∑

~p,s

1
√

2VE~p

e−ipx2u(~p, s)b̂~p,s , (47)

ψ̂(−)(x1) =
∑

~p ′,s′

1
√

2VE~p ′

eip
′x1u(~p ′, s′)b̂ †

~p ′,s′
, (48)

SF (x1 − x2) =
1

(2π)4

∫
/p+m

p2 −m2 + iǫ
e−ip(x1−x2)d4p . (49)

V materiálu elmagpole.pdf ze vztah̊u (76) a (77) zase vyčteme

Â
(+)
β (x2) =

∑

~k,λ

1
√

2Vω~k
ĉ~k,λεβ(

~k, λ)e−ikx2 , (50)

Â(−)
α (x1) =

∑

~k′,λ′

1
√

2Vω~k′
ĉ†
~k′,λ′

ε ∗α(
~k′, λ′)eik

′x1 . (51)

Poč́ıtejme ted’ maticový element operátoru (46) mezi počátečńım a koncovým stavem

U
(2d)
fi (t, t0) = 〈0| b̂f ĉf Û (2d)(t, t0) ĉ

†
i b̂

†
i |0〉 . (52)

Po dosazeńı vztah̊u (47) až (51) do (52) źıskáme komplikovaný vztah, který se tady ani nepo-
kouš́ıme reprodukovat. Dá se však značně zjednodušit d́ıky tomu, že všechny operace (integrace,
sumace) a symboly které nejsou operátory (ř́ıká se jim c-č́ısla) můžeme vyjmout z vakuové
středńı hodnoty. Na té nejhlubš́ı úrovni se nám objev́ı vakuová středńı hodnota, kterou umı́me
aplikaćı komutačńıch a antikomutačńıch vztah̊u lehce spoč́ıst. Výsledkem jsou Kroneckerovy
symboly standardńı a i ty pro vektory

〈0| b̂f ĉf b̂ †~p ′,s′ b̂~p,sĉ
†
~k′,λ′

ĉ~k,λĉ
†
i b̂

†
i |0〉 = δ~pf~p ′δsf s′δ~pi~p δsisδ~kf~k′δλfλ

′δ~ki~kδλiλ .

Z každé sumy nám z̊ustane jenom jeden člen s hodnotami index̊u podle př́ıslušného Kroneckerova
symbolu. Snadno tak identifikujeme faktor K, zavedený v (22)

K =
1√
2VEi

1
√

2VEf

1√
2Vωi

1
√

2Vωf

.

Než se pokuśıme zapsat výsledek, změńıme pořad́ı integraćı. V (42) se má nejdř́ıv provést inte-
grace s čtyřrozměrným elementem d4p [viz (49)], pak d4x2 a nakonec d4x1. Uděláme změnu a
integraci d4p provedeme až nakonec

U
(2d)
fi (t, t0) = K(ie)2ε∗α(

~kf , λf )εβ(~ki, λi)
i

(2π)4

∫
d4p

p2 −m2 + iε
u(~pf , sf )γ

α(/p+m)γβu(~pi, si)

×
∫

ei(pf+kf−p)x1d4x1

∫

ei(p−pi−ki)x2d4x2 .
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Ted’ využijeme, že v limitě t0 → −∞, t → ∞, V → ∞ se z posledńıho integrálu stává
(2π)4δ(4)(p − pi − ki), což nám umožńı lehce provést integraci přes d4p t́ım, že všude polož́ıme
p = pi+ki Ve zbývaj́ıćım integrálu zavedeme čtyřvektor hybnosti konečného stavu Pf = pf +kf
a čtyřvektor hybnosti počátečńıho stavu Pi = pi + ki. Zjist́ıme, že tento integrál je totožný s
funkćı (23). Výsledkem tak je

U
(2d)
fi (t, t0) = K (ie)2u(~pf , sf )γ

α i(/p +m)

p2 −m2 + iε

∣
∣
∣
∣
p=pi+ki

γβu(~pi, si)ε
∗
α(
~kf , λf )εβ(~ki, λi)D(t, t0, Pf , Pi) .

Porovnáńım s definičńım vztahem pro amplitudu (21) źıskáváme prvńı př́ıspěvek k amplitudě
Comptonova rozptylu

iM(2d) = u(~pf , sf )(ieγ
α)

i(/p +m)

p2 −m2 + iε

∣
∣
∣
∣
p=pi+ki

(ieγβ)u(~pi, si) ε
∗
α(
~kf , λf )εβ(~ki, λi) (53)

ve kterém jsme kvadrát součinu (ie) rozhodili mezi matice γ. Pro názornost je této amplitudě
přǐrazen Feynman̊uv diagram zobrazený na obr. 2. Lehce najdeme korespondenci mezi částmi
amplitudy (53) a prvky diagramu, která je obsahem Feynmanových pravidel. Kompletně je
uvedeme později. Vněǰśı čáry (plné se šipkou pro elektrony, vlnovky pro fotony) znázorňuj́ı

Obrázek 2: Prvńı Feynman̊uv diagram nejnižš́ıho (druhého) řádu pro Compton̊uv rozptyl.

vstupuj́ıćı a vystupuj́ıćı částice. Odpov́ıdaj́ıćı prvky amplitudy vynásobené imaginárńı jednotkou
(53) lehce identifikujeme. Vrcholy, ve kterých se setkávaj́ı dvě fermionové a jedna fotonová
čára, odpov́ıdaj́ı interakci (12). V ńı kromě dvou fermionových a jednoho fotonového operátoru
vystupuje ješte gama matice a konstanta (−e). n-tý člen Dysonova rozvoje obsahuje součin n
interakčńıch hamiltoniánu a n-tou mocninu (−i). Na každý interakčńı hamiltonián (vrchol v
diagramu) tak připadá jedno (−i). Proto se za každý vrchol diagramu ve výrazu (53) nacháźı
faktor (−i)(−e)γ = (ieγ) s indexem u γ který odpov́ıdá připojenému fotonu. Vnitřńı fermionová
čára odpov́ıdá výrazu mezi dvěmi (ieγ) v (53), což je podle (49) Fourier̊uv obraz spinorového
propagátoru. Řı́ká se o ńı, že představuje virtuálńı elektron, neboli elektron mimo hmotnostńı
nadplochu (protože p2 6= m2).

Opust́ıme ted’ vztah (53), který byl pro nás d̊uležitý t́ım, že Feynmanova pravidla se formuluj́ı
pro iM(2d). Uvedeme si vztah pro M(2d), nazývané amplitudou př́ımého kanálu (angl. direct,
odtud’ to d) ve tvaru ze kterého budeme vycházet při výpočtu Comptonova účinného pr̊uřezu.
Použijeme (pi + ki)

2 −m2 = 2(piki). Konstantu ε ve jmenovateli můžeme položit rovnou nule,
protože (piki) je pozitivně definitńı. Zavedeme označeńı ui = u(~pi, si), uf = u(~pf , sf ). Použijeme

taky Feynmanovo lomı́tko, např. /ε∗f = ε∗α(
~kf , λf )γ

α. Dostáváme tak

M(2d) = − e2

2(piki)
uf /ε

∗
f (/pi + /ki +m) /εi ui . (54)
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11.3 Druhý př́ıspěvek k amplitudě Comptonova rozptylu

Û (2c)(t, t0) = i (ie)2
∫

d4x1

∫

d4x2 ψ̂
(−)

(x1) γ
α SF(x1−x2) γβψ̂(+)(x2) Â

(−)
β (x2)Â

(+)
α (x1) . (55)

Pro úpravu tohoto vztahu použijeme vztahy (47) a (48) beze změny, vztah (49) s nepodstatným
přejmenováńım integračńı proměnné p na q. Vztahy (50) a (51) se nám ted’ nehod́ı a muśıme je
nahradit vztahy

Â(+)
α (x1) =

∑

~k,λ

1
√

2Vω~k
ĉ~k,λεα(

~k, λ)e−ikx1 , (56)

Â
(−)
β (x2) =

∑

~k′,λ′

1
√

2Vω~k′
ĉ†
~k′,λ′

ε ∗β (
~k′, λ′)eik

′x2 . (57)

Vakuová středńı hodnota která je jádrem vztahu (55) má znovu tvar

〈0| b̂f ĉf b̂ †~p ′,s′
b̂~p,sĉ

†
~k′,λ′

ĉ~k,λĉ
†
i b̂

†
i |0〉 = δ~pf ~p ′δsf s′δ~pi~p δsisδ~kf~k′

δλfλ
′δ~ki~kδλiλ

Z každé sumy nám z̊ustane jenom jeden člen. Snadno taky identifikujeme faktor

K =
1√
2VEi

1
√

2VEf

1√
2Vωi

1
√

2Vωf

.

Než se pokuśıme zapsat výsledek, změńıme pořad́ı integraćı. V (55) se má nejdř́ıv provést in-
tegrace s čtyřrozměrným elementem d4q [viz (49) s p → q], pak d4x2 a nakonec d4x1. Uděláme
změnu a integraci d4q provedeme až nakonec.

U
(2c)
fi (t, t0) = K(ie)2ε∗β(

~kf , λf )εα(~ki, λi)
i

(2π)4

∫
d4q

q2 −m2 + iε
u(~pf , sf )γ

α(/q +m)γβu(~pi, si)

×
∫

ei(pf−ki−q)x1d4x1

∫

ei(q−pi+kf )x2d4x2 ,

Ted’ využijeme, že v limitě t0 → −∞, t → ∞, V → ∞ se z posledńıho integrálu stává
(2π)4δ(4)(q − pi + kf ), což nám umožńı lehce provést integraci přes d4q t́ım, že všude polož́ıme
q = pi − kf . Ve zbývaj́ıćım integrálu t́ım nabude argument exponenty hodnotu pf − ki − q =
pf −ki−pi+kf = Pf −Pi, kde jsme zavedli čtyřvektor hybnosti konečného stavu Pf = pf +kf a
čtyřvektor hybnosti počátečńıho stavu Pi = pi+ki. Tı́m se ze zbývaj́ıćıho integrálu stává funkce
(23). Dostáváme tak

U
(2c)
fi (t, t0) = K (ie)2u(~pf , sf )γ

α i(/q +m)

q2 −m2 + iε

∣
∣
∣
∣
q=pi−kf

γβu(~pi, si)ε
∗
β(
~kf , λf )εα(~ki, λi)D(t, t0, Pf , Pi) .

Porovnáńım s definičńım vztahem pro amplitudu (21) źıskáváme druhý př́ıspěvek k amplitudě
Comptonova rozptylu

iM(2c) = u(~pf , sf )(ieγ
α)

i(/q +m)

q2 −m2 + iε

∣
∣
∣
∣
q=pi−kf

(ieγβ)u(~pi, si) ε
∗
β(
~kf , λf )εα(~ki, λi) (58)

Feynman̊uv diagram který odpov́ıdá této amplitudě je zobrazen na obr. 3.
Při jednodušš́ım zápisuM(2c), které se nazývá amplitudou zkř́ıženého kanálu (angl. crossed,

odtud’ to c), použijeme (pi − kf )2 −m2 = −2(pikf ) a dostáváme

M(2c) =
e2

2(pikf )
uf /εi (/pi − /kf +m) /ε∗f ui . (59)
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Obrázek 3: Druhý Feynman̊uv diagram nejnižš́ıho (druhého) řádu pro Compton̊uv rozptyl.

11.4 Účinný pr̊uřez Comptonova rozptylu

Rozptyl foton̊u na elektronech se nejčastěji vyšetřuje v laboratorńı soustavě, kde plat́ı pi ≡
(m,~0). Protože polarizačńı vektory foton̊u maj́ı nulovou nultou složku, plat́ı (εipi) = (εfpi) = 0.
Laboratorńı energie fotonu vyletuj́ıćıho při Comptonově rozptylu (CR) je dána vztahem

ωf =
ωi

1 + ωi

m
(1− cos θ)

, (60)

kde ωi je laboratorńı energie dopadaj́ıćıho fotonu, m je hmotnost elektronu a θ je úhel v labo-
ratorńı soustavě o který se foton odklońı od p̊uvodńıho směru. Vztah (60) odvod́ıme ze zákon̊u
zachováńı energie a hybnosti

m+ ωi = Ef + ωf

~ki = ~pf + ~kf .

Z nich plynou vztahy
~p 2
f +m2 = (m+ ωi − ωf )

2

~p 2
f = ω2

i + ω2
f − 2ωiωf cos θ .

Jejich odečteńım dostaneme po úpravách hledaný vztah (60).

Diferenciálńı účinný pr̊uřez CR v laboratorńı soustavě

Diferenciálńı účinný pr̊uřez v laboratorńı soustavě odvod́ıme z diferenciálńıho účinného pr̊uřezu
(37) v invariantńı proměnné t, která je definovaná jako kvadrát přenesené čtyřhybnosti. Pro
pohodĺı čtenáře př́ıslušný vzorec připomı́náme

dσ

dt
=

1

64 πs |~p∗a|2
|M|2 .

Proměnná s je definována jako kvadrát čtyřhybnosti v počátečńım stavu, v našem př́ıpadě plat́ı
s = (ki + pi)

2 = m2 + 2mωi. ~p
∗
a je hybnost jedné ze srážej́ıćıch se částic v cms soustavě. Součin

s|~p∗a|2 = λ(s, 0,m2)/4 = m2ω2
i [viz text za vztahem (35)].

V našem př́ıpadě plat́ı t = (kf − ki)2 = −2ωiωf (1− cos θ). Po menš́ım cvičeńı z derivováńı s
přihlédnut́ım k (60) urč́ıme

dt

d cos θ
= 2ω2

f .

Postupně vyjádřujeme
dσ

dΩ
=

1

2π

dσ

d cos θ
=

1

2π

dt

d cos θ

dσ

dt
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Nakonec vycháźı, že v laboratorńı soustavě je diferenciálńı účinný pr̊uřez Comptonova rozptylu
vyjádřen pomoćı amplitudy vztahem

dσ

dΩ
=

1

64π2m2

(
ωf

ωi

)2

|M|2 . (61)

Amplituda Comptonova rozptylu vyjádřena v laboratorńı soustavě

Amplituda CR je součtem amplitudy př́ımého kanálu (54) a zkř́ıženého kanálu (59). Dá se zapsat
následovně

M =
e2

2
ūf

[

− 1

(piki)
/ε∗f (/pi + /ki +m)/εi +

1

(pikf )
/εi(/pi − /kf +m)/ε∗f

]

ui, (62)

kde ui=u(~pi, si) a uf =u(~pf , sf ) jsou Diracovy spinory vstupuj́ıćıho a vystupuj́ıćıho elektronu.
Při daľśıch úpravách použijeme obecně platné vztahy: p2i = p2f = m2, k2i = k2f = 0, pi + ki =

pf + kf , ε
2
i = ε2f = −1, (εiki) = (εfkf ) = 0, (/pi −m)ui = 0, uf (/pf −m) = 0, /a/b + /b/a = 2(ab),

∑

si
ui,bui,c = (pi +m)bc, kde b a c jsou maticové indexy.
Dı́ky tomu, že použ́ıváme laboratorńı soustavu, plat́ı i daľśı vztahy: (εipi) = (εfpi) = 0,

(piki) = mωi, (pikf ) = mωf . Polarizačńı vektory voĺıme reálné, popisuj́ıćı lineárńı polarizaci.
Ukažme si podrobně úpravu čitatele prvńıho členu v (62).

−ūf/εf (/pi + /ki +m)/εiui = −ūf/εf (/pi/εi + /ki/εi +m/εi)ui = −ūf/εf (−/εi/pi − /εi/ki +m/εi)ui

= ūf/εf/εi(/pi −m+ /ki)ui = ūf/εf/εi/kiui .

Při záměně pořad́ı jsme využili vztah /a/b = 2(ab)−/b/a a to, že v obou př́ıpadech je skalárńı součin
roven nule. Podobně uprav́ıme i druhý člen a dostáváme

M =
e2

2m
ūf Qui, (63)

kde

Q =
1

ωi
/εf/εi/ki +

1

ωf
/εi/εf/kf . (64)

Ve vzorci pro účinný pr̊uřez vystupuje kvadrát modulu amplitudy |M|2 =MM ∗. Z maticového
hlediska jeM č́ıslo, v jehož vyjádřeńı vystupuj́ı součiny γ matic. Při stanovováńı M ∗ se nám
objev́ı matice komplexně sdružené ke γ matićım, o kterých toho moc nev́ıme. Využijeme, že
amplituda je matice 1×1 a že pro ńı tedy plat́ıM ∗ =M†. Kvadrát amplitudy vyjádř́ıme raději
vztahem

|M|2 =MM† ,

ve kterém budou vystupovat matice hermitovsky sdružené ke γ matićım, se kterými umı́me
pracovat. Použit́ım (63) dostáváme

|M|2 = e4

4m2
ūf Qui ūiQ

′ uf , (65)

kde
Q′ = γ0Q†γ0.

Mı́rné pocvičeńı s algebrou γ matic nám dá výsledek

Q′ =
1

ωi
/ki/εi/εf +

1

ωf
/kf/εf/εi . (66)
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Předpokládáme, že elektrony na kterých docháźı k rozptylu foton̊u jsou nepolarizované. Pro
každý elektron jsou jeho dva možné spinové stavy stejně pravděpodobné. Dále se rozhod-
neme, že na spinovém stavu vycházej́ıćıho elektronu nám nezálež́ı, budeme brát všechno. Od-
pov́ıdaj́ıćı diferenciálńı účinný pr̊uřez dostaneme tak, že namı́sto jednoduchého kvadrátu ampli-
tudy do (61) dosad́ıme kvadrát amplitudy (62) sečtený přes spinové stavy konečného elektronu
a zpr̊uměrovaný přes spinové stavy počátečńıho elektronu

|M|2 = 1

2

∑

si,sf

|M|2 (67)

Za kvadrát amplitudy sem dosad́ıme ze vztahu (65). Maticová násobeńı v něm obsažená ro-
zeṕı̌seme zavedeńım maticových index̊u, abychom mohli prvky matic přemist’ovat

|M|2 = e4

8m2

∑

si,sf

ūf,aQab ui,b ūi,cQ
′
cd uf,d .

Posledńı člen součinu za sumačńım znaménkem můžeme přesunout k prvńımu a využ́ıt vztahy
[viz (113) v ktp1 201012.pdf]

∑

sf
uf,duf,a = (pf +m)da a

∑

si
ui,bui,c = (pi +m)bc. Máme tak

|M|2 =
e4

8m2
(pf +m)daQab (pi +m)bcQ

′
cd .

Vid́ıme, že maticové indexy na sebe plynule navazuj́ı, takže můžeme obnovit maticové násobeńı.
Výsledkem je prvek dd součinu čtyř matic. Přes opakuj́ıćı se d se ale sč́ıta, takže dostáváme
součet diagonálńıch prvk̊u výsledné matice, tj jej́ı stopu (trace)

|M|2 = e4

8m2
Tr

[
(/pf +m)Q(/pi +m)Q′

]
.

Po dosazeńı za Q z (64) a za Q′ z (66) dostáváme

|M|2 = e4

8m2

[
T1
ω2
i

+
T2 + T3
ωiωf

+
T4
ω2
i

]

, (68)

kde

T1 = Tr [(/pf +m)/εf/εi/ki(/pi +m)/ki/εi/εf ] , (69)

T2 = Tr [(/pf +m)/εf/εi/ki(/pi +m)/kf/εf/εi] , (70)

T3 = Tr [(/pf +m)/εi/εf/kf (/pi +m)/ki/εi/εf ] , (71)

T4 = Tr [(/pf +m)/εi/εf/kf (/pi +m)/kf/εf/εi] . (72)

Začněme úpravou T1, které můžeme d́ıky tomu, že stopa ze součinu lichého počtu gama matic
je rovna nule, napsat jako součet stopy ze součinu osmi matic a výrazu m2Tr(/εf/εi/ki/ki/εi/εf ).
Objevuje se v něm součin /ki/ki, který je roven nule. Proto máme jenom T1 = Tr [/pf/εf/εi/ki/pi/ki/εi/εf ].
Použijeme /pi/ki = 2(piki)− /ki/pi a součin se dvěma /ki vedle sebe zahod́ıme. Takže z̊ustává

T1 = 2(piki)Tr(/pf/εf/εi/ki/εi/εf ) = 2(piki)Tr(/pf/εf/ki/εf )

Při posledńı úpravě se vykompenzovala změna znaménka při /εi/ki = −/ki/εi s /εi/εi = −1. Na
posledńı stopu ze součinu čtyř gama matic už můžeme uplatnit známy vzorec

Tr(/a/b/c/d) = 4[(ab)(cd) + (ad)(bc) − (ac)(bd)] (73)
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a po úpravě, při které využijeme i vztah (kipf ) = (kfpi), plynoućı ze zákonu zachováńı čtyřhybnosti,
dostáváme

T1 = 8mωi

[
mωf + 2(kiεf )

2
]
. (74)

Ve vztahu (70) pro T2 nejdř́ıv použijeme pf = pi + ki − kf a pak hledáme výsledek ve tvaru
součtu tř́ı člen̊u3

T2 = Tr [(/pi + /ki − /kf +m)/εf/εi/ki(/pi +m)/kf/εf/εi] = T2a + T2b + T2c ,

kde

T2a = Tr [(/pi +m)/εf/εi/ki(/pi +m)/kf/εf/εi] ,

T2b = Tr (/ki/εf/εi/ki/pi/kf/εf/εi) ,

T2c = −Tr (/kf/εf/εi/ki/pi/kf/εf/εi) .

Využili jsme přitom, že stopa ze součinu lichého počtu gama matic je rovna nule. Uvedené tři
stopy se daj́ı spoč́ıst r̊uznymi zp̊usoby, postupy které uvád́ıme ńıže nejsou jediné možné.

Při úpravě T2a nejdř́ıv využijeme, že /pi antikomutuje (a m komutuje) s /εf i /εi a přesuneme
prvńı závorku o dvě mı́sta doprava

T2a = Tr [/εf/εi(/pi +m)/ki(/pi +m)/kf/εf/εi] .

Do tohoto vztahu pak dosad́ıme (/pi +m)/ki = 2(piki) − /ki(/pi −m), č́ımž se vztah rozpadne na
dva členy. Ve druhém z nich se objev́ı součin (/pi −m)(/pi +m) = p2i −m2 = 0. Z̊ustane tak opět
jenom jeden člen, ve kterém pak přesuneme posledńı dvě matice na začátek

T2a = 2mωi Tr (/εf/εi//pi/kf/εf/εi) = 2mωi Tr (/εf/εi/εf/εi//pi/kf ) .

Použit́ım vztah̊u /εf/εi = 2(εiεf )− /εi/εf a /εi/εi = −1 dostáváme

T2a = 2mωi [2(εiεf )Tr(/εf/εi/pi/kf )− Tr(/pi/kf )] .

Po vyč́ısleńı stop máme výsledek

T2a = 8m2ωiωf

[
2(εiεf )

2 − 1
]
.

Při hledáńı výsledku pro T2b použijime nejdř́ıv vztah /ki/εf = 2(kiεf )− /εf/ki, č́ımž dostaneme
T2b jako součin dvou člen̊u. Ve druhém z nich použijeme /ki/εi = −/εi/ki. Tı́m dostaneme vedle
sebe /ki/ki = 0, v d̊usledku čeho druhý člen odpadne. Z̊ustane nám tak jenom prvńı člen

T2b = 2(kiεf ) Tr (/εi/ki/pi/kf/εf/εi)

V něm přesuneme posledńı /εi na začátek a využijeme /εi/εi = −1. V źıskaném vztahu

T2b = −2(kiεf ) Tr (/ki/pi/kf/εf )

už stač́ı jenom aplikovat vzorec (73) a máme výsledek

T2b = −8mωf (kiεf )
2 .

Při výpočtu T2c můžeme např. postupovat tak, že nejdř́ıv přesuneme posledńı tři matice na
začátek

T2c = −Tr (/kf/εf/εi/kf/εf/εi/ki/pi)
3Tuto část uvád́ıme kv̊uli úplnosti, odvozeńı T2 nebude na zkoušce vyžadováno.
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a pak vyměńıme pořad́ı prvńıch dvou

T2c = Tr (/εf/kf/εi/kf/εf/εi/ki/pi) .

Když využijeme vztah /kf/εi = 2(kf εi)− /εi/kf a po něm i /kf/kf = 0, vyjde nám

T2c = 2(kf εi)Tr (/εf/kf/εf/εi/ki/pi) = 2(kfεi)Tr (/kf/εi/ki/pi) .

Při posledńı úpravě jsme využili /εf/kf = −/kf/εf a /εf/εf = −1. Pomoćı vzorce (73) dostáváme
výsledek

T2c = 8mωi(kfεi)
2 .

Spojeńım výše źıskaných výsledk̊u dostávame pro stopu T2, zavedenou ve vztahu (70) výsledek

T2 = 8m2ωiωf

[
2(εiεf )

2 − 1
]
− 8mωf (kiεf )

2 + 8mωi(kfεi)
2 . (75)

Výrazy T3 (71) a T4 (72) už nemuśıme poč́ıtat. Všimněme si, že při transformaci

εi ←→ εf ∧ ki ←→ (−kf )

[tato zahrnuje samozřejmě i transformaci nultých komponent ωi ←→ (−ωf )] přecháźı T1 (69) na
T4 (72) a T2 (70) na T3 (71). Stač́ı proto stejnou transformaci udělat ve výsledćıch (74) a (75)
a dostáváme4

T3 = T2 (76)

T4 = 8mωf

[
mωi − 2(kf εi)

2
]

(77)

Po dosazeńı našich výsledk̊u do (68) vycháźı

|M|2 = e4
[
ωf

ωi
+
ωi

ωf
+ 4(εiεf )

2 − 2

]

.

Když ještě použijeme e2 = 4πα [viz ods. 1.4 v ktp1 201012.pdf] a výsledek dosad́ıme do (61),
dostáváme vzorec Kleina a Nishiny (Oskar Klein & Yoshio Nishina, 1929)

dσ

dΩ
=

α2

4m2

(
ωf

ωi

)2 [ ωf

ωi
+
ωi

ωf
+ 4(~εi · ~εf )2 − 2

]

, (78)

který udává diferenciálńı účinný pr̊uřez Comptonova rozptylu s nepolarizovanými elektrony v
laboratorńı soustavě. V limitě měkkých foton̊u (ωi → 0) vztah (78) přecháźı na klasický vzorec
Thompson̊uv

dσ0
dΩ

=
α2

m2
(~εi · ~εf )2.

Když uvažujeme svazek nepolarizovaných foton̊u a nezaj́ımá nás polarizace vycházej́ıćıch foton̊u,
dostaneme př́ıslušný diferenciálńı účinný pr̊uřez tak, že účinný pr̊uřez (78) sečteme přes polari-
zace vycházej́ıćıho fotonu a zpr̊uměrujeme přes polarizace počátečńıho fotonu. Jeden polarizačńı
vektor vstupuj́ıćıho fotonu voĺıme v rovině rozptylu, druhý je na ni kolmý (viz obr. 4). Stejně
voĺıme i polarizačńı vektory vycházej́ıćıho fotonu. Lehce nahlédneme, že plat́ı

~εi,1 · ~εf,1 = cos θ , ~εi,1 · ~εf,2 = 0 , ~εi,2 · ~εf,1 = 0 , ~εi,2 · ~εf,2 = 1 ,

4Kdybychom použili jinou zdánlivě vhodnou transformaci {εi ↔ εf
∧

ki ↔ kf} dostaneme zlé výsledky,
protože tato transformace narušuje zákon zachováńı kf + pf = ki + pi.
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Obrázek 4: Volba polarizačńıch vektor̊u u Comptonova rozptylu.

takže ∑

λi,λf

(~εi,λi
· ~εf,λf

)2 = 1 + cos2 θ . (79)

Když využijeme (79) dostaneme Klein̊uv a Nishin̊uv vzorec pro Compton̊uv rozptyl nepolarizo-
vaných foton̊u na nepolarizovaných elektronech v laboratorńı soustavě, který zńı

dσ

dΩ
=

α2

2m2

(
ωf

ωi

)2 (ωf

ωi
+
ωi

ωf
− sin2 θ

)

, (80)

Celkový účinný pr̊uřez

σ =

∫
dσ

dΩ
dΩ

je jako funkce ν = ωi/m dán vztahem

σ =
2πα2

m2ν2

[
ν2 − 2ν − 2

2ν
ln(1 + 2ν) +

ν3 + 9ν2 + 8ν + 2

(1 + 2ν)2

]

, (81)

kterého odvozeńı nebude na zkoušce vyžadováno.
Pro ilustraci uvád́ıme, že pro ωi = 100 MeV vycháźı σ = 8, 20 mb. Abychom ale tento

výsledek dostali, muśıme opustit námi použ́ıvanou soustavu jednotek ~ = c = 1 a doplnit do
vzorce (81) ~ a c v př́ıslušných mocninách. Modifikovaný vzorec je výhodné zapsat ve tvaru

σ = (~c)2
2πα2

(mc2)2ν2

[
ν2 − 2ν − 2

2ν
ln(1 + 2ν) +

ν3 + 9ν2 + 8ν + 2

(1 + 2ν)2

]

s bezrozměrnou proměnou ν = ωi/(mc
2). Potřebné č́ıselné hodnoty jsou mc2 = 0.5110 MeV,

(~c)2 = 0.3894 mbMeV2, α = 1/137.04.
Pokud by si někdo chtěl ověřit, že vztah (81) přecháźı v limitě ν → 0 na klasický Thompson̊uv

vzorec

σ0 =
8πα2

3m2
, (82)

musel by použ́ıt Maclaurin̊uv rozvoj funkce ln(1 + x) až po člen x3.

12 Rozptyl elektron̊u na pozitronech

e−(~p1, s1) + e+(~p2, s2)→ e−(~p3, s3) + e+(~p4, s4)

Počátečńı stav |i〉 = b̂†i d̂
†
i |0〉, konečný stav |f〉 = b̂†f d̂

†
f |0〉, kde b̂i = b̂~p1,s1 , d̂i = d̂~p2,s2 , b̂f =

b̂~p3,s3 , d̂f = d̂~p4,s4 .

Ufi(t, t0) = 〈0|d̂f b̂f Û(t, t0)b̂
†
i d̂

†
i |0〉
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Obrázek 5: Pod́ıl účinného pr̊uřezu Comptonova rozptylu (81) k jeho klasické limitě (82) jako
funkce energie dopadaj́ıćıho fotonu.

Podle pravidla, které jsme si zd̊uvodnili při Comptonově rozptylu, aby byl maticový element
evolučńıho operátoru nenulový, muśı evolučńı operátor dodat součin jednoho kreačńıho operátoru

elektronu (které jsou obsaženy v ψ̂(−)), jednoho kreačńıho operátoru pozitronu (ψ̂(−)), jed-

noho anihilačńıho operátoru pozitronu (ψ̂(+)) a jednoho anihilačńıho operátoru elektronu (ψ̂(+)).
Požadovaná operátorová struktura př́ıspěvku evolučńıho operátoru je tedy

ψ̂(−)ψ̂(−)ψ̂(+)ψ̂(+) (83)

Abychom dostali potřebný počet operátor̊u spinorového pole, muśıme použ́ıt druhý řád poru-
chového rozvoje evolučńıho operátoru. Ten ale poskytuje i součin dvou operátor̊u elektromagne-
tického pole, které v požadované struktuře (83) nevystupuj́ı. Proto si z rozvoje podle Wickovy
věty ponecháme jenom členy, ve kterých jsou operátory elektromagnetického pole kontrahovány.

Když vyjdeme ze vztahu (42) pro evolučńı operátor ve druhém řádu a upravujeme ho s
přihlédnut́ım ke specifikám procesu který uvažujeme zde, tak namı́sto vztahu (43) dostaneme
vztah velice podobný, ve kterém však budou fotonové operátory kontrahovány5

Û (2)(t, t0)
.
=

(−i)2
2

(−e)2γαabγβcd
∫

d4x1

∫

d4x2 Â
•
αÂ

•
β X (84)

kde

X = T̂

{[

ψ̂
(+)

a ψ̂
(+)
b − ψ̂(−)

b ψ̂
(+)

a + ψ̂
(−)

a ψ̂
(+)
b + ψ̂

(−)

a ψ̂
(−)
b

]

×
[

ψ̂
(+)

c ψ̂
(+)
d − ψ̂(−)

d ψ̂
(+)

c + ψ̂
(−)

c ψ̂
(+)
d + ψ̂

(−)

c ψ̂
(−)
d

]}

(85)

Výraz který jsme si označili jako X je stejný jako v př́ıpadě Comptonova rozptylu. Ted’ si z něj
však ponecháme jiné členy než tenkrát, a to ty, které po uplatněńı normálńıho součinu povedou
na strukturu (83), tj součiny, ve kterých jsou všechny čtyři operátory r̊uzné. Protože členy s
kontrakcemi podle Wickovy věty by ted’ vedly k menš́ımu počtu operátor̊u než potřebujeme,
můžeme operátor T̂ rovnou nahradit normálńım součinem

X .
= : ψ̂(+)

a ψ̂
(+)
b ψ̂(−)

c ψ̂
(−)
d − ψ̂(−)

b ψ̂(+)
a ψ̂(−)

c ψ̂
(+)
d − ψ̂(−)

a ψ̂
(+)
b ψ̂

(−)
d ψ̂(+)

c + ψ̂(−)
a ψ̂

(−)
b ψ̂(+)

c ψ̂
(+)
d : .

5Připomeňme, že závislost na čtyřvektorech x explicitně nevypisujeme. Operátory s indexy a, b a α záviśı od
x1, ty s indexy c, d a β od x2.
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Po uplatněńı normálńıho součinu se změńı pořad́ı operátor̊u

X .
= ψ̂(−)

c ψ̂
(−)
d ψ̂(+)

a ψ̂
(+)
b − ψ̂(−)

c ψ̂
(−)
b ψ̂(+)

a ψ̂
(+)
d − ψ̂(−)

a ψ̂
(−)
d ψ̂(+)

c ψ̂
(+)
b + ψ̂(−)

a ψ̂
(−)
b ψ̂(+)

c ψ̂
(+)
d .

Při změně pořad́ı operátor̊u ke změně znaménka nedošlo, protože počet výměn pořad́ı byl všude
sudý. Změňme ještě pořad́ı sč́ıtanc̊u a zaved’me ozávorkováńı

X .
=

[

ψ̂(−)
c ψ̂

(−)
d ψ̂(+)

a ψ̂
(+)
b − ψ̂(−)

c ψ̂
(−)
b ψ̂(+)

a ψ̂
(+)
d

]

+
[

ψ̂(−)
a ψ̂

(−)
b ψ̂(+)

c ψ̂
(+)
d − ψ̂(−)

a ψ̂
(−)
d ψ̂(+)

c ψ̂
(+)
b

]

.

Ted’ je jasně vidět, že při transformaci {a↔ c ∧ b↔ d ∧ x1 ↔ x2 ∧ α↔ β} si dva výrazy v
závorkách vzájemně vyměńı mı́sta. Protože (84) je v̊uči této transformaci symetrická, ty dva
výrazy v závorkách přisṕıvaj́ı stejně. Stač́ı proto uvažovat jeden z nich (vybereme si ten druhý)
a výsledek vynásobit 2.

Û (2)(t, t0)
.
= (ie)2γαabγ

β
cd

∫

d4x1

∫

d4x2 Â
•
αÂ

•
β

[

ψ̂(−)
a ψ̂

(−)
b ψ̂(+)

c ψ̂
(+)
d − ψ̂(−)

a ψ̂
(−)
d ψ̂(+)

c ψ̂
(+)
b

]

. (86)

Maticový element mezi počátečńım a koncovým stavem tohoto operátoru si vzhledem ke struktuře
výrazu v hranaté závorce můžeme napsat jako součet dvou maticových element̊u. Prvńım je

U
(2d)
fi (t, t0) = (ie)2γαabγ

β
cd

∫

d4x1

∫

d4x2 Â
•
αÂ

•
β 〈0|d̂f b̂fψ̂(−)

a ψ̂
(−)
b ψ̂(+)

c ψ̂
(+)
d b̂†i d̂

†
i |0〉 (87)

a druhým

U
(2c)
fi (t, t0) = −(ie)2γαabγβcd

∫

d4x1

∫

d4x2A
•
αA

•
β 〈0|d̂f b̂fψ̂(−)

a ψ̂
(−)
d ψ̂(+)

c ψ̂
(+)
b b̂†i d̂

†
i |0〉 . (88)

Věnujme se nejdř́ıv výpočtu prvńıho maticového elementu. K tomu budeme potřebovat
operátory

ψ̂(−)
a (x1) =

∑

~p,s

1
√
2VE~p

eipx1ua(~p, s)b̂
†
~p,s
, (89)

ψ̂
(−)
b (x1) =

∑

~p ′,s′

1
√
2VE~p ′

eip
′x1vb(~p

′, s′)d̂ †
~p ′,s′

, (90)

ψ̂(+)
c (x2) =

∑

~q,r

1
√
2VE~q

e−iqx2vc(~q, r)d̂~q,r , (91)

ψ̂
(+)
d (x2) =

∑

~q ′,r′

1
√
2VE~q ′

e−iq′x2ud(~q
′, r′)b̂~q ′,r′ . (92)

Po dosazeńı operátor̊u (89–92) do (87) dostaneme komplikovaný vztah, jádrem kterého bude va-
kuová středńı hodnota ze součinu kreačńıch a anihilačńıch operátor̊u. Jej́ı hodnotu lehce urč́ıme
pomoćı antikomutačńıch vztah̊u mezi těmito operátory. Dostaneme

〈0|d̂f b̂f b̂ †~p,sd̂
†
~p ′,s′

d̂~q,r b̂~q ′,r′ b̂
†
i d̂

†
i |0〉 = δ~p3~p δs3sδ~p4~p ′δs4s′δ~p1~q ′δs1r′δ~p2~q δs2r . (93)

Dı́ky Kroneckerovým symbol̊um z̊ustane z každé sumy, maj́ıćı p̊uvod ve vztaźıch (89–92), jenom
jeden člen. Např́ıklad operátor (89) bude do výsledného výrazu přisṕıvat faktorem

1
√

2VE~p3

eip3x1ua(~p3, s3) .
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Ve vzniklém vztahu můžeme lehce identifikovat faktor

K =

4∏

i=1

1
√

2VE~pi

.

V daľśım použijeme vztah pro kontrakci fotonových operátor̊u [str. 17 materiálu elmagpole.pdf
z 3.4.2021, kombinace vztah̊u (85) a (87)]

Â•
α(x1)Â

•
β(x2) =

(−igαβ)
(2π)4

∫

d4k
e−ik(x1−x2)

k2 + iε
. (94)

Když vytkneme konstantńı výrazy před integrál a obnov́ıme maticové násobeńı, z (87) dostáváme

U
(2d)
fi (t, t0) = K(ie)2u(~p3, s3)γ

αv(~p4, s4)v(~p2, s2)γ
βu(~p1, s1)

(−igαβ)
(2π)4

Y , (95)

kde jsme označili

Y =

∫

d4x1 e
i(p3+p4)x1

∫

d4x2 e
−i(p1+p2)x2

∫

d4k
e−ik(x1−x2)

k2 + iε
.

Změńıme pořad́ı integraćı a máme

Y =

∫
d4k

k2 + iε

∫

d4x1 e
i(p3+p4−k)x1

∫

d4x2 e
i(k−p1−p2)x2 .

V limitě t0 → −∞, t → ∞, V → ∞ se z posledńıho integrálu stává (2π)4δ(4)(k − p1 − p2), což
nám umožńı lehce provést integraci přes d4k t́ım, že všude polož́ıme k = p1 + p2. Z̊ustane nám
tak

Y =
(2π)4

k2 + iε

∫

d4x1 e
i(p3+p4−p1−p2)x1 ,

kde k = p1 + p2. Po zavedeńı označeńı Pf = p3 + p4 a Pi = p1 + p2 se ze zbývaj́ıćıho integrálu
stává funkce (23). Po dosazeńı do (95) dostáváme

U
(2d)
fi (t, t0) = K(ie)2u(~p3, s3)γ

αv(~p4, s4)v(~p2, s2)γ
βu(~p1, s1)

(−igαβ)
k2 + iε

∣
∣
∣
∣
k=p1+p2

D(t, t0, V, Pi, Pf ) .

(96)
Porovnáńım s definičńım vztahem pro amplitudu (21) źıskáváme prvńı př́ıspěvek k amplitudě
rozptylu elektron̊u na pozitronech

iM(2d) = u(~p3, s3)(ieγ
α)v(~p4, s4)

(−igαβ)
k2 + iε

∣
∣
∣
∣
k=p1+p2

v(~p2, s2)(ieγ
β)u(~p1, s1) . (97)

Této amplitudě přǐrazen Feynman̊uv diagram, nazývaný př́ımým (angl. direct, odtud to d v
označeńı amplitudy), je uvedený na obr. 6. Vstupuj́ıćı a vycházej́ıćı pozitron jsou v něm vy-
značeny plnými čarami, ale šipkami orientovanými opačně jako u elektron̊u. V amplitudě (97)
nalézáme tři nové prvky: př́ıspěvek za vstupuj́ıćı pozitron v(~p2, s2), př́ıspěvek za vycházej́ıćı
pozitron v(~p4, s4) a př́ıspěvek za vnitřńı fotonovou čáru (virtuálńı foton) se čtyřhybnost́ı k spo-
juj́ıćı dva vrcholy s indexy α a β, rovnaj́ıćı se (−igαβ)/(k2 + iε). Feynmanovy diagramy, které
tady použ́ıváme, nejsou diagramy v prostoročase, ale v hybnostńım prostoru. Nicméně sváděj́ı
k představě, že v určitém bodě (prvńım vrcholu) dojde k anihilaci elektronu a pozitronu na
masivńı foton, který se po určitém čase (ve druhém vrcholu) rozpadne zpátky na elektron a
pozitron.
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Obrázek 6: Př́ımý Feynman̊uv diagram pro rozptyl elektron̊u na pozitronech.

Věnujme se ted’ druhému maticovému elementu, danému vztahem (88), který tu pro pohodĺı
čtenáře znovu uvád́ıme

U
(2c)
fi (t, t0) = −(ie)2γαabγβcd

∫

d4x1

∫

d4x2A
•
αA

•
β 〈0|d̂f b̂fψ̂(−)

a ψ̂
(−)
d ψ̂(+)

c ψ̂
(+)
b b̂†i d̂

†
i |0〉

spolu s potřebnými polńımi operátory

ψ̂(−)
a (x1) =

∑

~p,s

1
√

2VE~p

eipx1ua(~p, s)b̂
†
~p,s ,

ψ̂
(−)
d (x2) =

∑

~p ′,s′

1
√

2VE~p ′

eip
′x2vd(~p

′, s′)d̂ †
~p ′,s′ , (98)

ψ̂(+)
c (x2) =

∑

~q,r

1
√

2VE~q

e−iqx2vc(~q, r)d̂~q,r ,

ψ̂
(+)
b (x1) =

∑

~q ′,r′

1
√

2VE~q ′

e−iq′x1ub(~q
′, r′)b̂~q ′,r′ , (99)

Čı́slujeme jenom nové operátory, které se při výpočtu prvńıho maticového elementu nevyskytly.
Vakuová středńı hodnota která se na nejhlubš́ı úrovni vztahu pro druhý maticový element objev́ı
je stejná jako v př́ıpadě prvńıho př́ıspěvku (93) a tud́ıž implikuje stejná pravidla pro výběr
sumačńıch index̊u ve výrazech pro polńı operátory. Pro hybnosti jsou to:

~p = ~p3, ~p ′ = ~p4, ~q ′ = ~p1, ~q = ~p2 .

Analogické vztahy plat́ı i pro spinové indexy. Po ponecháńı jenom odpov́ıdaj́ıćıch člen̊u ze sum
v polńıch operátorech a využit́ı vztahu pro kontrakci fotonových operátor̊u (94), ve kterém
opatř́ıme integračńı proměnnou čárkou, dostáváme

U
(2c)
fi (t, t0) = −K(ie)2u(~p3, s3)γ

αu(~p1, s1)v(~p2, s2)γ
βv(~p4, s4)

(−igαβ)
(2π)4

Z , (100)

kde

Z =

∫

d4x1 e
i(p3−p1)x1

∫

d4x2 e
i(p4−p2)x2

∫

d4k′
e−ik′(x1−x2)

k′2 + iε
.

Změńıme pořad́ı integraćı a máme

Z =

∫
d4k′

k′2 + iε

∫

d4x1 e
i(p3−p1−k′)x1

∫

d4x2 e
i(k′+p4−p2)x2 .
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V limitě t0 → −∞, t→∞, V →∞ se z posledńıho integrálu stává (2π)4δ(4)(k′ + p4 − p2), což
nám umožńı lehce provést integraci přes d4k′ t́ım, že všude polož́ıme k′ = p2− p4. Z̊ustane nám
tak

Z =
(2π)4

k′2 + iε

∫

d4x1 e
i(p3+p4−p1−p2)x1 ,

kde k′ = p2 − p4. Po zavedeńı označeńı Pf = p3 + p4 a Pi = p1 + p2 se ze zbývaj́ıćıho integrálu
stává funkce (23). Po dosazeńı do (100) dostáváme

U
(2c)
fi (t, t0) = −K(ie)2u(~p3, s3)γ

αu(~p1, s1)v(~p2, s2)γ
βv(~p4, s4)

(−igαβ)
k′2 + iε

∣
∣
∣
∣
k′=p2−p4

D(t, t0, V, Pi, Pf ) .

(101)
Porovnáńım s definičńım vztahem pro amplitudu (21) źıskáváme druhý př́ıspěvek k amplitudě
rozptylu elektron̊u na pozitronech

iM(2c) = (−1)u(~p3, s3)(ieγα)u(~p1, s1)
(−igαβ)
k′2 + iε

∣
∣
∣
∣
k′=p2−p4

v(~p2, s2)(ieγ
β)v(~p4, s4) . (102)

V této amplitudě se objevil nový prvek, faktor (−1) za zkř́ıžené fermionové nohy6. Amplitudě
(102) přǐrazený Feynman̊uv diagram, nazývaný zkř́ıženým (crossed, proto c), je zobrazen na obr.
7.

1

2

4

3

Obrázek 7: Zkř́ıžený Feynman̊uv diagram pro rozptyl elektron̊u na pozitronech.

Než p̊ujdeme dále, muśıme se vypořádat s t́ım, že jsme pro kontrakci fotonových operátor̊u
použili zjednodušený vztah (94) namı́sto správného

Â•
α(x1)Â

•
β(x2) =

i

(2π)4

∫

d4k
e−ik(x1−x2)

k2 + iε
Pαβ(k) ,

kde

Pαβ(k) = −gαβ −
kαkβ
(nk)2

+
kαnβ + nαkβ

(nk)

je polarizačńı tenzor v př́ıpadě Coulombovy kalibrace. Zjednodušeńı spoč́ıvalo v tom, že ve
vztahu pro polarizačńı tenzor jsme neuvažovali členy obsahuj́ıćı čtyřvektor k. Ted’ si ukážeme,
že i kdybychom je uvažovali, dostaneme stejné výsledky pro amplitudy rozptylu elektron̊u na
pozitronech, protože př́ıspěvky dodatečných člen̊u jsou nulové. Použijeme přitom vztahy (č́ısla
ukazuj́ı na vztahy v ktp1 201012.pdf) /pu = mu (92), u/p = mu (93), /pv = −mv (98) a v/p = −mv
(99).

6Ještě jsme neprozradili, že čarám označuj́ıćım exterńı (tj vstupuj́ıćı a vystupuj́ıćı) částice se ř́ıká nohy (legs)
diagramu.
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Když použijeme k = p1+p2 = p3+p4 a k
′ = p2−p4 = p3−p1, lehce dokážeme, že př́ıspěvky

od čtyřvektoru k k amplitudě (97) a od čtyřvektoru k′ k amplitudě (102) by byly nulové i v
př́ıpadě použit́ı kompletńıho polarizačńıho tenzoru:

kαū(~p3, s3)γ
αv(~p4, s4) = ū(~p3, s3)(/p3 + /p4)v(~p4, s4) = ū(~p3, s3)(m−m)v(~p4, s4) = 0 ,

kβ v̄(~p2, s2)γ
βu(~p1, s1) = v̄(~p2, s2)(/p1 + /p2)u(~p1, s1) = v̄(~p2, s2)(m−m)u(~p1, s1) = 0 ,

k′αū(~p3, s3)γ
αu(~p1, s1) = ū(~p3, s3)(/p3 − /p1)u(~p1, s1) = ū(~p3, s3)(m−m)u(~p1, s1) = 0 ,

k′β v̄(~p2, s2)γ
βv(~p4, s4) = v̄(~p2, s2)(/p2 − /p4)v(~p4, s4) = v̄(~p2, s2)[−m− (−m)]v(~p4, s4) = 0 .

12.1 Diferenciálńı účinný pr̊uřez rozptylu elektron̊u na pozitronech

Pro reakce se dvěmi částicemi (1 a 2) v počátečńım a dvěmi částicemi (3 a 4) v konečném stavu
Mandelstam zavedl tři invarianty: s = (p1+p2)

2, t = (p3−p1)2 a u = (p3−p2)2. Nejsou nezávislé,
ale splňuj́ı vztah s+ t+ u = m2

1 +m2
2 +m2

3 +m2
4.

Proces budeme popisovat v soustavě hmotného středu (cms), kde plat́ı ~p1+~p2 = 0 a ~p3+~p4 =
0. Protože všechny zúčastněné částice maj́ı stejnou hmotnost, budou mı́t všechny i stejnou energii
E a plat́ı s = 4E2. Invariant t souviśı s úhlem rozptylu θ vztahem

t = −2(E2 −m2)(1− cos θ) . (103)

Pro amplitudu rozptylu elektron̊u na pozitronech plat́ı vztah

M(2) =M(2d) +M(2c), (104)

kde amplituda př́ımého diagramuM(2d) je dána vztahem (97) a amplituda zkř́ıženého diagramu
je dána vztahem (102). Tyto vztahy si nejdř́ıv uprav́ıme na jednodušš́ı tvar. Kromě triviálnich
úprav které se př́ımo nab́ızej́ı, vyjádř́ıme kvadráty čtyřhybnost́ı virtuálńıch foton̊u pomoćı Man-
delstamových proměnných, k2 = (p1+p2)

2 = s a k′2 = (p2−p4)2 = t. Dále v obou dvou vztaźıch
můžeme položit ε = 0. Ve vztahu (97) proto, že s ≥ 4m2, ve vztahu (102) proto, že t < 0 kromě
př́ıpadu rozptylu na nulový úhel, který nebudeme uvažovat. Pomoćı metrického tenzoru zave-
deme do vztah̊u gama matice s dolńım indexem γα = gαβγ

β . Pro Diracovy bispinory použijeme
zjednodušené označeńı, např. u1 = u(~p1, s1). Nakonec přejmenujeme lorentzovský index z α na
µ a pro amplitudu (104) dostáváme

M(2) = e2
(
1

s
ū3γ

µv4v̄2γµu1 −
1

t
ū3γ

µu1v̄2γµv4

)

. (105)

Při výpočtu účinného pr̊uřezu budeme potřebovat kvadrát modulu amplitudy, který budeme
poč́ıtat, podobně jako u Comptonova rozptylu, pomoćı vztahu

|M(2)|2 =M(2)M(2)† .

Urč́ıme proto matici 1×1 hermitovsky sdruženou k (105) a z d̊uvod̊u jej́ıho př́ı̌st́ıho násobeńı s
(105), změńıme v ńı označeńı sč́ıtaćıho indexu na ν

M(2)† = e2
(
1

s
ū1γνv2v̄4γ

νu3 −
1

t
v̄4γνv2ū1γ

νu3

)

. (106)

V daľśım budeme určovat účinný pr̊uřez pro nepolarizované elektrony a pozitrony, tj součet přes
spinové stavy částic v konečném stavu a pr̊uměr přes spinové stavy částic v počátečńım stavu.
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Proto ted’ poč́ıtejme součet kvadrát̊u amplitud pro r̊uzné spinové stavy. Parametrizujeme ho
formuĺı

∑

s1,s2,s3,s4

|M(2)|2 = e4
(
Y1
s2
− Y2 + Y3

st
+
Y4
t2

)

(107)

Prvńı člen v závorce dostaneme vynásobeńım prvńıho členu ze závorky v (105) prvńım členem
ze závorky v (106). Proto máme

Y1 =
∑

s1,s2,s3,s4

ū3γ
µv4v̄2γµu1ū1γνv2v̄4γ

νu3 =
∑

s1,s2,s3,s4

ū3aγ
µ
abv4bv̄2cγµcdu1dū1eγνefv2f v̄4gγ

ν
ghu3h

Ve druhém kroku jsme maticové násobeńı rozepsali pomoćı prvk̊u matic, maticové indexy kterých
označujeme latinkou. Rozumı́ se sumace přes opakuj́ıćı se indexy, které nabývaj́ı hodnoty od 1
po 4. Pořad́ı prvk̊u můžeme libovolně měnit, uspořádáme je tak, abychom mohli využ́ıt vztahy

∑

s4

v4bv̄4g = (/p4 −m)bg

∑

s3

u3hū3a = (/p3 +m)ha

∑

s2

v2f v̄2c = (/p2 −m)fc

∑

s1

u1dū1e = (/p1 +m)de

plynoućı ze vztah̊u (113) v ktp1 201012.pdf. Jednotlivé členy potom uspořádáme tak, aby ma-
ticové indexy na sebe plynule navazovaly. Celý výraz se dá napsat jako součin dvou skupin, v
rámci každé ze skupin budeme moci obnovit maticové násobeńı. Skupiny zvýrazňujeme zave-
deńım hranatách závorek

Y1 =
[
(/p4 −m)bgγ

ν
gh(/p3 +m)haγ

µ
ab

]
×

[
(/p2 −m)fcγµcd(/p1 +m)deγνef

]
.

V prvńı závorce máme součin čtyř čtvercových matic. Jeho výsledkem je prvek bb výsledné
matice. Protože přes b se sč́ıtá, dostáváme stopu výsledné matice. Podobně je to i ve druhé
hranaté závorce. Výsledkem tedy je

Y1 = Tr [(/p4 −m)γν(/p3 +m)γµ] Tr [(/p2 −m)γµ(/p1 +m)γν ] (108)

Když vynásob́ıme prvńı člen ze závorky v (105) druhým členem ze závorky v (106) dostáváme
(znaménko minus je zohledněno v (107))

Y2 =
∑

s1,s2,s3,s4

ū3γ
µv4v̄2γµu1v̄4γνv2ū1γ

νu3 =
∑

s1,s2,s3,s4

ū3aγ
µ
abv4bv̄2cγµcdu1dv̄4eγνefv2f ū1gγ

ν
ghu3h .

Kromě předešlých zaangažujeme i daľśı dva vztahy

∑

s4

v4bv̄4e = (/p4 −m)be

∑

s1

u1dū1g = (/p1 +m)dg

a dostaneme

Y2 = (/p3 +m)haγ
µ
ab(/p4 −m)beγνef (/p2 −m)fcγµcd(/p1 +m)dgγ

ν
gh
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Na rozd́ıl od př́ıpadu Y1 tady maticové indexy na sebe navazuj́ı po celé délce výrazu. Výsledkem
je prvek hh matice která je součinem osmi matic. Po sč́ıtańı přes h dostáváme stopu

Y2 = Tr [(/p3 +m)γµ(/p4 −m)γν(/p2 −m)γµ(/p1 +m)γν ] . (109)

Podobně urč́ıme i Y3 a Y4. Pro snazš́ı porovnáńı zde uvád́ıme všechny výsledky:

Y1 = Tr [(/p4 −m)γν(/p3 +m)γµ] Tr [(/p2 −m)γµ(/p1 +m)γν ] ,

Y2 = Tr [(/p3 +m)γµ(/p4 −m)γν(/p2 −m)γµ(/p1 +m)γν ] ,

Y3 = Tr [(/p3 +m)γµ(/p1 +m)γν(/p2 −m)γµ(/p4 −m)γν ] ,

Y4 = Tr [(/p1 +m)γν(/p3 +m)γµ] Tr [(/p2 −m)γµ(/p4 −m)γν ] .

Všimněme si, že když v Y1 uděláme záměnu p1 ↔ −p4 (nebo p2 ↔ −p3) dostaneme Y4. Při této
záměně dojde i k záměně Mandelstamových invariant̊u s ↔ t a invariant u z̊ustane nezměněn.
To má za následek, že když si vyjádř́ıme Y1 pomoćı s a t, k určeńı Y4 stač́ı ve vztahu pro Y1
přejmenovat s na t a vice versa. Okamžitě, bez daľśıho poč́ıtáńı, tak dostaneme Y4.

Stejnou úvahu můžeme aplikovat i na Y2 a Y3 se stejným výsledkem.
Specielńım d̊usledkem výše uvedeného je invariance součtu kvadrát̊u modul̊u amplitud (107)

při transformaci s ↔ t. Tento jev je specielńım př́ıpadem kř́ıžové symetrie (angl. crossing sym-
metry). Dá se aplikovat i na amplitudy samotné, jenom p1 ↔ −p4 muśıme doplnit transformaćı
polarizačńıch vektor̊u ε1 ↔ ε∗4.

Kř́ıžová transformace p1 ↔ −p4 se dá ilustrovat i diagramaticky. Když na př́ımém diagramu
(obr. 6) přejde elektron z počátečńıho stavu se čtyřhybnost́ı p1 do konečného stavu jako pozitron
s čtyřhybnost́ı p4 = −p1 a pozitron z konečného stavu s čtyřhybnost́ı p4 přejde do počátečńıho
stavu jako elektron s čtyřhybnost́ı p1 = −p4, źıskáváme zkř́ıžený diagram (obr. 7). Při kř́ıžové
transformaci se př́ımý a zkř́ıžený diagram vzájemně vyměńı.

Experimenty které zkoumaj́ı srážky elektron̊u s pozitrony prob́ıhaj́ı na zař́ızeńıch nazývaných
akumulačńı prstence (storage rings). V nich ob́ıhaj́ı proti sobě svazky elektron̊u a pozitron̊u a v
několika navržených mı́stech se prot́ınaj́ı. Prvńı takovéto zař́ızeńı, AdA, bylo navrženo a zkon-
struováno počátkem 60. let minulého stolet́ı. Elektrony i pozitrony v něm měly energii E=200
MeV, obvod prstence byl 4 metry. Doposud největš́ı zař́ızeńı tohoto druhu, LEP v CERN, které
bylo v provozu v létech 1989-2000, mělo obvod 27 km a celková energie srážej́ıćıho se elektronu
a pozitronu byla 2E=209 GeV. Dlužno ř́ıci, že pružný rozptyl elektron̊u na pozitronech, který
tady vyšetřujeme, má v současných experimentech malý význam a pozornost se soustřed’uje na
produkci a zkoumáńı nových částic.

Při energíıch srážky mezi elektrony a pozitrony které vysoce převyšuj́ı klidovou energii elek-
tronu (mc2 = 0, 511 MeV) můžeme položit m = 0, č́ımž se nám výpočty značně zjednoduš́ı.
Začněme výpočtem Y1, které je po zanedbańı hmotnosti dáno vztahem

Y1 = Tr (/p4γ
ν/p3γ

µ)Tr (/p2γµ/p1γν) .

Začněme výpočtem prvńı stopy, při kterém použijeme známy vzorec pro stopu součinu čtyř gama
matic

Tr(γαγνγβγµ) = 4
(

gανgβµ + gαµgβν − gαβgνµ
)

(110)

a dostaneme
Y1a = 4 [pν4p

µ
3 + pµ4p

ν
3 − (p3p4)g

νµ] . (111)

Pro druhou stopu podobně dostáváme

Y1b = 4 [p2 νp1µ + p2µp1ν − (p1p2)gνµ] . (112)
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Vzájemným vynásobeńım stop dostáváme

Y1 = 32[(p1p3)(p2p4) + (p1p4)(p2p3)]

Ted’ použijeme vyjádřeńı součin̊u čtyřhybnost́ı pomoćı Mandelstamových proměnných v př́ıpadě
nulových hmotnost́ı: (p1p3) = (p2p4) = −t/2 a (p1p4) = (p2p3) = −u/2 = (s+ t)/2 a dostáváme

Y1 = 8(s2 + 2st+ 2t2) . (113)

Vztah pro Y2 vypadá při nulové hmotnosti následovně:

Y2 = Tr [/p3γ
µ/p4γν/p2γµ/p1γ

ν ] .

Nejdř́ıv při úpravě součinu pěti posledńıch matic použijeme vzorec

γνγαγµγβγ
ν = −2 γβγµγα (114)

a dostáváme
Y2 = −2Tr [/p3γµ/p4/p1γµ/p2] .

Když použijeme vztah
γµγαγβγµ = 4 gαβ (115)

tak nám vyjde
Y2 = −8(p1p4)Tr [/p3/p2] = −32(p1p4)(p2p3) = −8u2 ,

takže jako výsledek dostáváme
Y2 = −8 (s + t)2 . (116)

S využit́ım kř́ıžové symetrie dostaneme daľśı výsledky

Y3 = −8(s2 + 2st+ t2) , (117)

Y4 = 8(t2 + 2st+ 2s2) . (118)

a podle (107) i
∑

s1,s2,s3,s4

|M(2)|2 = 16 e4
(
s

t
+ 1 +

t

s

)2

Při výpočtu účinného pr̊urězu nepolarizovaného rozptylu muśıme do obvyklého vzorce pro účinný
pr̊uřez mı́sto kvadrátu amplitudy dosadit kvadrát amplitudy sč́ıtaný přes spinové stavy finálńıch
částic a zpr̊uměrovaný přes spinové stavy iniciálńıch částic, což v našem př́ıpadě znamená

|M(2)|2 = 1

4

∑

s1,s2,s3,s4

|M(2)|2

|M(2)|2 = 4e4
(
s

t
+ 1 +

t

s

)2

. (119)

Pro úpravu člen̊u v závorce ted’ použijeme vztah

t = −s
2
(1− cos θ),

kde θ je úhel rozptylu elektronu v soustavě cms.

|M(2)|2 = e4

4 sin4 θ
2

(
3 + cos2 θ

)2
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Dosad́ıme do obecného vzorce pro diferenciálńı účinný pr̊uřez v soustavě hmotného středu (36)
a využijeme vztah s = 4E2, kde E je cms energie jednoho z elektron̊u nebo pozitron̊u. Dále
vyjádř́ıme kvadrát náboje elektronu pomoćı konstanty jemné struktury e2 = 4πα a zavedeme
konstantu (~c)2 = 0.38938× 106 GeV2nbarn, která zajist́ı, že jestli na pravé straně dosad́ıme E
v gigaelektronvoltech, účinný pr̊uřez dostaneme v nanobarnech.

dσ

dΩ
= (~c)2

α2

64E2

(3 + cos2 θ)2

sin4 θ
2

. (120)

Porovnáńı vzorečku (120) s experimentálńımi údaji je na obr. 8.

(a) (b)

Obrázek 8: Porovnáńı výpočt̊u s použit́ım vzorce (120) s daty experimentu TASSO u kolajdru
PETRA v ústavu DESY u Hamburgu. (a) Diferenciálńı účinný pr̊uřez pro r̊uzné energie

√
s =

2E; (b) Účinný pr̊uřez źıskaný integraćı přes úhlové proměnné.

Feynmanovy diagramy se často použ́ıvaj́ı v alternativńı formě zobrazené na obr. 9. Co se
hlavně lǐśı, je diagram zkř́ıženého kanálu. Ted’ je mnohem jednodušš́ı a umožňuje jednoduchou,
i když trochu naivńı interpretaci. Interakce mezi elektronem a pozitronem je zp̊usobená vyměnou
fotonu. Během interakce dojde ke změně pohybového stavu částic, výměně čtyřhybnosti mezi
nimi. Můžeme se na to d́ıvat dvěmi zp̊usoby: a) elektron odevzdá čtyřhybnost ka = p1 − p3
pozitronu, kterého čtyřhybnost tak nadobude hodnotu p4 = p2 + (p1 − p3); b) pozitron ode-
vzdá čtyřhybnost kb = p2 − p4 elektronu, kterého čtyřhybnost tak nadobude hodnotu p3 =
p1 + (p2 − p4). Čtyřhybnosti vitruálńıho fotonu se při těchto dvou náhledech lǐśı: kb = −ka.
Př́ıspěvek virtuálńıho fotonu k amplitudě záviśı od kvadrátu čtyřhybnosti, které jsou stejné a
rovny Mandelstamově proměnné t = k2a = k2b , takže nejednoznačnost v našich představách o
pr̊uběhu procesu se neprojev́ı na výsledku.7

7V procesech s virtuálńım fermionem je situace jiná, jeho př́ıspěvek záviśı od ”směru”čtyřhybnosti. Tam se za
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Obrázek 9: Jiná forma Feynmanových diagramů procesu e−e+ → e−e+.

Při ńızkých energíıch je př́ıspěvek anihilačńıho kanálu, který je na obr. 9 označen jako (s),
zanedbatelný. Kvantověpolńı výsledek, reprezentovaný již jenom výměnným diagramem (t), se
bĺıž́ı ke kvantověmechanickému (oba poč́ıtané s nenulovou hmotnost́ı elektronu). V kvantové
mechanice anihilačńı diagram neexistuje.

Rozptyl pozitron̊u s elektrony se někdy nazývá Bhabhovým rozptylem, protože prvńı odvo-
zeńı diferenciálńıho účinného pr̊uřezu dσ/dcos θ (s nezanedbanou hmotnost́ı) publikoval indický
fyzik H. J. Bhabha v Proc. Roy. Soc. A154 (1936) 195. O třicet let později zahynul při havárii
letu 101 společnosti Air India bĺızko Mont Blanku.

13 Feynmanova pravidla spinorové elektrodynamiky

Na základě našich dosavadńıch výpočt̊u, založených na poruchovém rozvoji evolučńıho operátoru,
můžeme usoudit, jak jednotlivé prvky Feynmanových diagramů přisṕıvaj́ı k iM, tj amplitudě
procesu vynásobené imaginárńı jednotkou:

� εµ(~k, λ) za vcházej́ıćı foton

� ε∗µ(
~k, λ) za vycházej́ıćı foton

� u(~p, s) za vcházej́ıćı lepton

� ū(~p, s) za vycházej́ıćı lepton

� v̄(~p, s) za vcházej́ıćı antilepton

� v(~p, s) za vycházej́ıćı antilepton

� ieγµ za vertex spojený s fotonem, kterého polarizačńı vektor má Lorentzovský index µ

� za virtuálńı foton:
−igµν
q2 + iε

� za virtuálńı lepton, kterým protéká čtyřhybnost p ve směru šipky:

i(/p +m)

p2 −m2 + iε

� (-1) za ”skř́ıžené leptonové nohy”

správnou čtyřhybnost považuje ta, která ”teče”ve směru šipky, kterou je virtuálńı fermion v př́ıslušném diagramu
opatřen.
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14 Anihilace elektronu s pozitronem na dva fotony

Jako prvńı př́ıklad aplikace Feynmanových pravidel budeme uvažovat anihilaci elektronu s po-
zitronem na dva fotony

e−(~p1, s1) + e+(~p2, s2)→ γ(~p3, λ3) + γ(~p4, s4) (121)

Př́ıslušné Feynmanovy diagramy jsou zobrazeny na obr. 10. Kvadrát čtyřhybnosti tekoućı přes
virtuálńı fermion na prvńım diagramu je t = (p1 − p3)2, na druhém u = (p1 − p4)2.

(t) (u)

Obrázek 10: Feynmanovy diagramy nejnižš́ıho (druhého) řádu pro e−e+ anihilaci na dva fotony.

Zavedeme označeńı u1 = u(~p1, s1), v2 = v(~p2, s2), ε3 = ε(~p3, λ3), ε4 = ε(~p4, λ4), p = p1 − p3
a q = p1 − p4. S využit́ım Feynmanových pravidel pak můžeme psát

iM(2t) = ε∗3νε
∗
4µ v̄2 (ieγ

µ)
i(/p +m)

p2 −m2 + iε
(ieγν)u1 (122)

a

iM(2u) = ε∗3νε
∗
4µ v̄2 (ieγ

ν)
i(/q +m)

q2 −m2 + iε
(ieγµ)u1 . (123)

Než postouṕıme dále, zaved’me dva nové invarianty t′ = t −m2 a u′ = u −m2 a vyjádřeme je
pomoćı veličin v soustavě hmotného středu, kde je energie každé ze z̊učastněných částic stejná,
E =

√
s/2. Úhel mezi ~p1 a ~p3 necht’ je θ, úhel mezi ~p1 a ~p4 tak bude (π − θ). Pod́ıl hybnosti a

energie elektronu je roven jeho rychlosti v. Můžeme psát

t′ = (p1 − p3)2 −m2 = −2(p1p3) = −2(E1E3 − ~p1 · ~p3) = −2E2(1− v cos θ) ,

u′ = (p1 − p4)2 −m2 = −2(p1p4) = −2(E1E4 − ~p1 · ~p4) = −2E2(1 + v cos θ) .

Protože v < 1, jsou veličiny t′ a u′ negativně definitńı. Takže můžeme v menovateĺıch pocházej́ıćıch
z Fourierova obrazu Feynmanova spinorového propagátoru položit ε = 0. Sečteme (122) s (123)
a po úpravách dostáváme amplitudu anihilace e− a e+ na dva fotony

M = −e2ε∗3νε∗4µv̄2Qµνu1, (124)

kde

Qµν =
1

t′
γµ(/p+m)γν +

1

u′
γν(/q +m)γµ. (125)

K výpočtu kvadrátu amplitudy budeme potřebovat i amplitudu komplexně združenou, kte-
rou výhodněji źıskáme hermitovským združeńım výrazu (124). Současně ale změńıme označeńı
sumačńıch index̊u µ→ ρ a ν → σ, aby nedošlo ke konfuzi při výpočtu součinuM†M.

M† = −e2 ε3σε4ρ
(

v†2γ
0Qρσu1

)†

= −e2ε3σε4ρ u†1Qρσ†γ0v2
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M† = −e2ε3σε4ρ ū1Q̃ρσv2 , (126)

kde jsme zavedli označeńı

Q̃ρσ = γ0Qρσ†γ0 = γ0
[
1

t′
γσ†(/p† +m)γρ† +

1

u′
γρ†(/q† +m)γσ†

]

γ0

Když využijeme, že γµ† = γ0γµγ0, dostaneme

Q̃ρσ =
1

t′
γσ(/p+m)γρ +

1

u′
γρ(/q +m)γσ. (127)

Kvadrát modulu amplitudy je roven

|M|2 = e4 ε∗3νε3σ ε
∗
4µε4ρ ū1Q̃

ρσv2 v̄2Q
µνu1 . (128)

Pro určeńı účinného pr̊uřezu anihilace nepolarizovaných elektron̊u a pozitron̊u na nepolarizované
fotony budeme potřebovat součet kvadrát̊u amplitud (128) přes polarizace foton̊u λ3 a λ4 a
spinové stavy elektronu s1 a pozitronu s2, pro který zavedeme označeńı

∑

s1,s2,λ3,λ4

|M|2 = e4Y . (129)

Nejdř́ıv využijeme zjednodušené vztahy pro polarizačńı tenzory, které dostaneme tak, že v kom-
pletńım vyjádřeńı [vztah (48) v elmagpole.pdf] zanedbáme členy obsahuj́ıćı hybnosti foton̊u8

∑

λ3

ε∗3νε3σ = −gνσ ,

∑

λ4

ε∗4µε4ρ = −gµρ ,

na základě kterých dostaneme

Y =
∑

s1,s2

(ū1Q̃µνv2) (v̄2Q
µνu1) .

Abychom mohli využ́ıt známy postup při sumováńı přes spinové stavy, rozeṕı̌seme dvě maticová
násobeńı vyznačená závorkami pomoćı maticových index̊u

Y =
∑

s1,s2

ū1a(Q̃µν)abv2b v̄2cQ
µν
cd u1d =

∑

s1,s2

u1dū1a(Q̃µν)abv2bv̄2cQ
µν
cd .

Ted’ použijeme vztah pro elektron

∑

s1

u1dū1a = (/p1 +m)da

a pro pozitron
∑

s2

v2bv̄2c = (/p2 −m)bc ,

č́ımž dostaneme
Y = (/p1 +m)da(Q̃µν)ab(/p2 −m)bcQ

µν
cd

8V př́ıpadě e− + e+ → e− + e+ jsme ukázali na str. 28, že tyto členy by dávaly nulový př́ıspěvek k př́ımému
i zkř́ıženému diagramu. V př́ıpadě e− + e+ → γ + γ je situace komplikovaněǰśı, předmětné členy dávaj́ı nenulové
př́ıspěvky k individuálńım diagramům, v součtu se však vyruš́ı. Jedná se o projev Wardovy identity, která je
d̊usledkem kalibračńı invariance. Př́ıslušné výpočty zde neuvád́ıme.

37



Navázanost maticových index̊u nám ř́ıká, že se jedná o součin čtyř čtvercových matic, vedoućı
na prvek dd součinu. Protože přes d se sč́ıtá, výsledkem je stopa

Y = Tr
[

(/p1 +m)Q̃µν(/p2 −m)Qµν
]

. (130)

Napǐsme si (127) s dolńımi indexy

Q̃µν =
1

t′
γν(/p+m)γµ +

1

u′
γµ(/q +m)γν

a připomeňme si i to, jak vypadá Qµν (125)

Qµν =
1

t′
γµ(/p+m)γν +

1

u′
γν(/q +m)γµ.

Z výše uvedených vztah̊u je vidět, že (130) můžeme zapsat ve tvaru

Y =
Y1

t′2
+
Y2 + Y3
t′u′

+
Y4

u′2
, (131)

kde
Y1 = Tr [(/p1 +m)γν(/p+m)γµ(/p2 −m)γµ(/p+m)γν ] ,

Y2 = Tr [(/p1 +m)γν(/p+m)γµ(/p2 −m)γν(/q +m)γµ] ,

Y3 = Tr [(/p1 +m)γµ(/q +m)γν(/p2 −m)γµ(/p+m)γν ] ,

Y4 = Tr [(/p1 +m)γµ(/q +m)γν(/p2 −m)γν(/q +m)γµ] .

Abychom si výpočty zjednodušili, polož́ıme m = 0, č́ımž omeźıme platnost našich výsledku na
energie mnohem vyšš́ı než klidová energie elektronu. Použijeme vztah (114) a

γµγ
αγµ = −2γα (132)

a postupně dostáváme

Y1 = Tr(/p1γν /p γµ /p2γ
µ /p γν) = −2Tr(/p1 γν /p /p2 /p γν) = 4Tr(/p1 /p /p2 /p) .

Ted’ použijeme vztah (110) pro stopu součinu čtyř gama matic, což nám dá

Y1 = 16
[
2(p p1)(p p2)− p2(p1p2)

]

Z definic p, q, s, t′ a u′ plynou přim = 0 vztahy (p p1) = −(p1 p3) = t′/2, (p p2) = (p2 p4) = −t′/2,
p2 = t′, (p1 p2) = s/2 = −(t′ + s′)/2. Jejich použit́ım dostáváme

Y1 = 8t′u′

a taky
Y2 = Tr(/p1γν/p2γµ/pγ

ν/qγµ) = −2Tr(/p1γν/p /qγν/p2) = −8 (p q)Tr(p1p2) .
Při posledńı úpravě jsme použili vztah (115). Dál nemuśıme poč́ıtat, protože (p q) = (p1 −
p3)(p1 − p4) = p3p4 − p1(p3 + p4 − p1) = p3p4 − p1p2 = s/2− s/2 = 0 a tud́ıž

Y2 = 0 .

Daľśı veličiny urč́ıme použit́ım kř́ıžové symetrie t ↔ u, a to Y3 = 0, Y4 = 8t′u′. Po dosazeńı do
(131) nakonec dostáváme

Y = 8

(
t′

u′
+
u′

t′

)

.
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Když sem dosad́ıme t′ = −2E2(1− cos θ) a u′ = −2E2(1 + cos θ) tak vycháźı

Y = 16

(
2

sin2 θ
− 1

)

.

S přihlédnut́ım k významu Y (129) můžeme pro kvadrát amplitudy sečtený přes polarizace
finálńıch foton̊u a zpr̊uměrovaný přes spinové stavy počátečńıho elektronu a pozitronu psát

|M|2 = 1

4
e4Y

a po zavedeńı konstanty jemné struktury e2 = 4πα

|M|2 = 64π2α2

(
2

sin2 θ
− 1

)

Po dosazeńı do obecného vzorce pro diferenciálńı účinný pr̊uřez v soustavě hmotného středu
(36) dostáváme

dσ

dΩ
= (~c)2

α2

s

(
2

sin2 θ
− 1

)

, (133)

kde θ je úhel mezi hybnost́ı elektronu a hybnost́ı fotonu. Vložili jsme tam i konstantu (~c)2 =
0.38938 × 109 GeV2 pbarn, která zajist́ı, že jestli na pravé straně dosad́ıme

√
s v gigaelektron-

voltech, tak účinný pr̊uřez dostaneme v pikobarnech.
Pro ilustraci uved’me, že experiment CELLO u e+e− kolajdru PETRA v DESY (Hamburg)

měřil účinný pr̊uřez anihilace elektronu a pozitronu na dva fotony pro | cos θ| < 0.85 při
√
s =

34.2 GeV. Jejich výsledek 178.1 pb, zat́ıžený statistickou chybou 5.5% a systematickou chybou
5.3%, souhlaśı s t́ım co vycháźı integraćı vztahu (133) (185.2 pb).

Naše formulka (133) dobře souhlaśı i s naměřenou závislost́ı diferenciálńıho účinného pr̊uřezu
na | cos θ| (obr. 14).

15 Anihilace e
− a e

+ na pár opačně nabitých fermion̊u

Uvažujeme elementárńı nabité fermiony, tj. miony µ± s hmotnost́ı mµ ≈ 207me nebo tauony τ±

s hmotnost́ı mτ ≈ 3477me. Pro určitost budeme mluvit o e+e− anihilaci na pár µ+µ−.

e−(p1, s1) + e+(p2, s2)→ µ−(p3, s3) + µ+(p4, s4) . (134)

Miony, jako elementárńı částice se spinem 1
2 jsou popsány Diracovou rovnićı. Protože je ale

budeme uvažovat současně s elektronem a pozitronem, muśıme pro miony volit jiné označeńı
spinor̊u a gama matic. Použijeme velká ṕısmena Ψ(x),Γµ, U(~p, s), V (~p, s). Přitom maticový pro-
stor pro miony je odlǐsný od toho pro elektrony, takže např. výrazy Γµγν nebo ψ(x)Ψ(x) nemaj́ı
smysl.

Reakce je popsaná v nejnižš́ım řádu jedńım Feynmanovým diagramem (obr. 12). Výměnný
diagram, jak jsme ho poznali v procesu e− + e+ → e− + e+ tady chyb́ı, protože v elektromag-
netickém vertexu se nemůže elektron změnit na mion.

Definujeme obvyklé invarianty s = (p1 + p2)
2, t = (p1− p3)2, u = (p1− p4)2 a označ́ıme jako

m hmotnost elektronu a jako M hmotnost mionu. Pro mionové bispinory zavedeme označeńı
U3 = U(~p3, s3), V4 = V (~p4, s4) a pro elektronové u1 = u(~p1, s1), v2 = v(~p2, s2). S využit́ım
Feynmanových pravidel ṕı̌seme

iM = U3(ieΓ
ν)V4

(−igνµ)
k2 + iε

∣
∣
∣
∣
k=p1+p2

v2(ieγ
µ)u1 ,
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Obrázek 11: Porovnáńı vzorce (133) s experimentálńımi daty skupiny TOPAZ u e+e− kolajdru
TRISTAN v ústavu KEK (Japonsko).

což můžeme upravit do jednodušš́ı formy

M =
e2

s
U3Γ

νV4 v2γνu1 . (135)

Kvadrát modulu amplitudy budeme znovu poč́ıtat jakoM†M, přičem v jednoduše odvozeném
výrazu proM† změńıme sč́ıtaćı index na µ

M† =
e2

s
V 4Γ

µU3 u1γµv2 . (136)

Vynásob́ıme pravou stranu (136) pravou stranou (135) a čtyři součiny tř́ı matic, které se tam
vyskytuj́ı, rozeṕı̌seme pomoćı maticových index̊u A,B,C,D, a, b, c, d. Pro kvadrát modulu am-
plitudy tak dostáváme

|M|2 = e4

s2
V 4AΓ

µ
ABU3B U3CΓ

ν
CDV4D u1aγµabv2b v2cγνcdu1d .

Budeme se znovu zabývat př́ıpadem nepolarizovaných částic, takže budeme potřebovat součet
kvadrát̊u modul̊u amplitud přes spinové indexy. Při jeho výpočtu použijeme vztahy

∑

s1

u1du1a = (p1 +m)da

∑

s2

v2bv2c = (p2 −m)bc

∑

s3

U3BU3C = (p3 +M)BC

∑

s4

V4DV 4A = (p4 −M)DA
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Obrázek 12: Feynman̊uv diagram nejnižš́ıho (druhého) řádu pro e−e+ anihilaci na pár opačně
nabitých mion̊u.

Po obnoveńı maticového násobeńı zjist́ıme, že se tam vytvořily dva nezávislé maticové součiny
čtyř čtvercových matic (jeden v elektronovém, druhý v mionovém maticovém prostoru) a že
výsledkem obou jsou stopy výsledných matic. Součet kvadrát̊u modul̊u amplitud zapisujeme na
základě toho ve tvaru

∑

s1,s2,s3,s4

|M|2 = e4

s2
AµνBµν , (137)

kde

Aµν = Tr [ (/p4 −M)Γµ(/p3 +M)Γν ] = Tr (/p4Γ
µ/p3Γ

ν)−M2Tr(ΓµΓν),

Bµν = Tr [ (/p1 +m)γµ(/p2 −m)γν ] = Tr ( /p1γµ/p2γν)−m2Tr(γµγν) .

Jednoduchý výpočet s využit́ım (110) dá

Aµν = 4
[
pν3p

µ
4 + pν4p

µ
3 − gνµ(p3.p4 +M2)

]
,

Bµν = 4
[
p1µp2ν + p2µp1ν − gµν(p1.p2 +m2)

]
.

Lehce spočteme i

AµνBµν = 32[(p1p4)(p2p3) + (p1p3)(p2p4) +m2(p3p4) +M2(p1p2) + 2m2M2]

Při daľśı upravě využijeme vztahy 2(p1p2) = s − 2m2, 2(p3p4) = s − 2M2, 2(p1p3) = 2(p2p4) =
m2 +M2 − t, 2(p1p4)=2(p2p3)=m

2 +M2 − u a nakonec i u+ t = 2M2 + 2m2 − s. Po chvilce
trápeńı dostáváme

AµνBµν = 8[4s(m2 +M2)− 2(m2 +M2)2 + u2 + t2] . (138)

Zbývá nám ještě vyjádřit invarianty t a u jako funkce nějaké měřitelné veličiny. Jako takovou si
vybereme úhel mezi ~p1 a ~p3 v soustavě hmotného středu, který označ́ıme jako θ. Úhel mezi ~p1 a
~p4 je (π − θ). Protože pracujeme v soustavě hmotného středu, jsou energie všech částic stejné a
rovny

√
s/2. Mandelstamův invariant t je roven

t = (p1 − p3)2 = m2 +M2 − 2(p1p3) = m2 +M2 − s

2
(1− v1v3 cos θ) ,

kde vi je rychlost i-té částice v soustavě hmotného středu, v1 =
√

1− 4m2/s, v3 =
√

1− 4M2/s.
Podobně máme

u = (p1 − p4)2 = m2 +M2 − 2(p1p4) = m2 +M2 − s

2
(1 + v1v3 cos θ) .
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Do (138) potřebujeme dosadit

t2 + u2 = 2
(

m2 +M2 − s

2

)2
+ 2

(s

2
v1v3 cos θ

)2
.

Když to učińıme, tak dostáváme

AµνBµν = 4s2
[

1 +
4

s
(m2 +M2) +

(

1− 4m2

s

)(

1− 4M2

s

)

cos2 θ

]

. (139)

Jestliže chceme źıskat diferenciálńı účinný pr̊uřez pro nepolarizované částice, muśıme do obecného
vzorce (36) dosadit kvadrát modulu amplitudy sečtený přes spinové stavy částic v konečném
stavu a zpr̊uměrovat přes spinové stavy částic v počátečńım stavu. To znamená vydělit součet
(137) čtyřmi. Nav́ıc ještě vyjádř́ıme kvadrát náboje elektronu pomoćı konstanty jemné struktury,
e2 = 4πα. S přihlédnut́ım k (139) tak źıskáme

|M|2 = 16π2α2

[

1 +
4

s
(m2 +M2) +

(

1− 4m2

s

)(

1− 4M2

s

)

cos2 θ

]

,

což po dosazeńı do (36) dá diferenciálńı účinný pr̊uřez reakce e− + e+ → µ− + µ+

dσ

dΩ
= (~c)2

α2

4s

√

s− 4M2

s− 4m2

[

1 +
4

s
(m2 +M2) +

(

1− 4m2

s

)(

1− 4M2

s

)

cos2 θ

]

. (140)

Do vzorce jsme zavedli i konstantu (~c)2 = 0.38938 × 106 GeV2nbarn, která zajist́ı, že když na
pravé straně dosad́ıme s v (GeV)2, účinný pr̊uřez dostaneme v nanobarnech. Integraćı přes dΩ
dostáváme

σ = (~c)2
4πα2

3s

√

s− 4M2

s− 4m2

(

1 +
2m2

s

)(

1 +
2M2

s

)

. (141)

Při vysokých energíıch můžeme zanedbat hmotnosti a vzorečky nabývaj́ı jednoduchý tvar

dσ

dΩ
= (~c)2

α2

4s

(
1 + cos2 θ

)
, (142)

σ = (~c)2
4πα2

3s
.

Porovnáńı účinného pr̊uřezu źıskaného ze vztahu (141) s experimentálńımi daty najdeme na
obr. 13. Při součtu energíı srážej́ıćıch se částic do 550 MeV [podobrázek (a)] je souhlas výpočtu
s daty uspokojivý. Avšak při energíı nad 900 MeV [podobrázek (b)] je patrné, že naměřený
účinný pr̊uřez systematicky převyšuje vypočtené hodnoty. Experimenátoři to zd̊uvodnili tak, že
při vyšš́ıch energíıch přisṕıvá i Feynman̊uv diagram čtvrtého řádu s fermionovou smyčkou [obr.
13c].

Podle kvarkového modelu je produkce hadron̊u (silně interaguj́ıćıch částic) v anihilaćıch elek-
tron̊u s pozitrony iniciovaná reakćı e− + e+ → kvark + antikvark. Kvark a antikvark nemůžou
existovat volné, ř́ıká se tomu uvězněńı kvark̊u (angl. quark confinement). Vzniknutý kvark a
antikvark proto fragmentuj́ı na spršky (jets) hadron̊u. Tato představa byla podpořena experi-
mentálńım sledováńım závislosti účinného př̊uřezu reakce e− + e+ → hadrony na energii. Při
překročeńı energetického prahu pro produkci určitého typu kvark̊u hadronový účinný pr̊uřez
nar̊ustá skoro skokově [v souladu se vzorcem (141)].9 Takto byly źıskány prvńı ind́ıcie o exis-
tenci c-kvark̊u.

Ukazuje se taky, že úhlové rozložeńı spršek zhruba koṕıruje úhlové rozložeńı kvark̊u podle
vzorce (142), viz obr. ??.

9Muśı se vźıt do úvahy, že kvarky maj́ı zlomkový náboj, ne celoč́ıselný, a že existuj́ı ve třech modifikaćıch, tzv.
barvách.
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(a) Účinný pr̊uřez z experimentu CMD-2 (b) Účinný pr̊uřez z experimentu SND

(c) Diagram čtvrtého řádu který je podle SND kolaborace od-
povědný za převis dat nad vztahem (141)

Obrázek 13: Porovnáńı hodnot źıskaných ze vztahu (141) s experimentálńımi daty z experiment̊u
u kolajdru VEPP-2M v institutu INP (Novosibirsk).

Anihilace elektronu a pozitronu na dva těžš́ı leptony se ř́ıd́ı zákony elektrodynamiky, která
je invariantńı v̊uči zrcadleńı prostoru. To je vidět i na vzorćıch (140) a (142) pro diferenciálńı
účinný pr̊uřez, které se nezměńı při transformaci cos θ → − cos θ. Naproti tomu, slabé interakce,
odpovědné hlavně za převážnou část rozpad̊u částic a jader, nejsou v̊uči zrcadleńı invariantńı.
Slabé interakce se změnou náboje a jiných kvantových č́ısel jsou zprostředkovány výměnou
kalibračńıch bozon̊u W± mezi participuj́ıćımi částicemi. Daľśı kalibračńı bozon, Z0, nemůže
přenášet náboj ani jiná kvantová č́ısla. Je zodpovědný např. za rozptyl neutŕın na elektronech,
který byl pozorován poprvé v roce 1973 v bublinové komoře Gargamelle v CERN.10 Může taky
přisṕıvat k anihilaci elektronu a pozitronu na dva těžš́ı leptony, jak je znázorněno Feynmanovým
diagramem na obr. ??c. Protože mZ0 = 91, 19 GeV (skoro desetinásobek hmotnosti protonu),
tento diagram se projev́ı až při velmi vysokých energíıch. Jeho interference s elektromagnetickým
diagramem (obr. 12) vede k narušeńı invariance v̊uči zrcadleńı a k předo-zadńı asymetrii. Je to
ilustrováno experimentálńımi výsledky na obr. ??.

10Tento objev přispěl k d̊uvěře v existenci kalibračńıch bozon̊u a ulehčil schváleńı trochu riskantńıho projektu,
jakým byla proměna urychlovače SPS na kolajder Spp̄S v CERN. Na něm pak byly bozony W a Z skutečně v
roce 1983 objeveny.
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16 Rozptyl elektron̊u na elektronech

Jako ilustraci použit́ı kř́ıžové symetrie si ukážeme, jak se daj́ı vztahy odvozené pro rozptyl
elektron̊u na pozitronech využ́ıt na určeńı diferenciálńıho účinného pr̊uřezu rozptylu nepolari-
zovaných elektron̊u na nepolarizovaných elektronech

e−(p1) + e−(p2)→ e−(p3) + e−(p4) . (143)

Tato cesta je mnohem snažš́ı než opětovné určováńı maticového elementu evolučńıho operátoru
a i snažš́ı než použit́ı Feynmanových pravidel. Dá se ovšem použ́ıt jenom tehdy, když už máme
spočtenu jednu z reakćı které jsou svázány kř́ıžovou symetríı.

Pro jednoduchost budeme, jako v př́ıpadě e−e+ rozptylu, klást m=0. Vycháźıme z toho, že
z rozptylu elektron̊u na pozitronech

e−(p1) + e+(p2)→ e−(p3) + e+(p4)

dostaneme rozptyl elektron̊u na elektronech tak, že pozitron z počátečńıho stavu převedeme do
konečného a naopak

e−(p1) + e−(−p4)→ e−(p3) + e−(−p2) (144)

Feynmanovy diagramy pro elektron-elektronový rozptyl jsou ukázány na obr. 16. Výše zmı́něnou
transformaćı je dostaneme z diagramů pro elektron-pozitronový rozptyl (obr. 9). Diagram (t) z
obr. 9 přecháźı na diagram (t) na obr. 16, diagram (s) na diagram (u). Porovnáńım (144) s (143)

t u

Obrázek 16: Feynmanovy diagramy pro rozptyl elektron̊u na elektronech [t = (p1 − p3)
2 =

(p2 − p4)2, u = (p1 − p4)2 = (p2 − p3)2].

zjǐst’ujeme, že součet přes spinové proměnné kvadrát̊u amplitud pro rozptyl elektron̊u na elek-
tronech můžeme dostat z obdobného součtu pro rozptyl elektron̊u na pozitronech transformaćı
−p4 → p2 a −p2 → p4. Při této transformaci se z p̊uvodńıho s = (p1 + p2)

2 stane u = (p1 − p4)2
a naopak. Invariant t = (p3 − p1)2 = (p2 − p4)2 se přitom nezměńı.

Kvadrát amplitudy rozptylu elektron̊u na elektronech zpr̊uměrovaný přes spinové stavy
počátečńıch elektron̊u a sečtený přes spinové stavy konečných dostaneme tak, že obdobnou
veličinu pro e−e+ rozptyl [vztah (119)] vyjádř́ıme pomoćı s a u, které pak navzájem vyměńıme.
Takže vycháźıme ze vztahu (119), který zapisujeme tak, aby bylo jasné o který proces se jedná

|Me−e+|2 = 4e4
(

1 +
s

t
+
t

s

)2

.
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Dı́ky tomu, že předpokládáme nulové hmotnosti, plat́ı t = −(s + u). Po dosazeńı za t do
předchoźıho vztahu po úpravách dostáváme

|Me−e+ |2 = 4e4
(

1− u

u+ s
+
u

s

)2

.

Po záměně s↔ u máme

|Me−e− |2 = 4e4
(

1− s

s+ u
+
s

u

)2

.

Po nahrazeńı u+ s = −t to přeṕı̌seme na tvar

|Me−e− |2 = 4e4
(

1 +
s

t
+
s

u

)2
.

Při nulových hmotnostech plat́ı vztahy t = −s(1− cos θ)/2 a u = −s(1 + cos θ)/2, kde θ je úhel
mezi ~p1 a ~p3. Pomoćı nich dostáváme

|Me−e− |2 = 4e4
(
3 + cos2 θ

)2

sin4 θ
. (145)

Po použit́ı e2 = 4πα a dosazeńı do obecného vztahu pro diferenciálńı účinný pr̊uřez v soustavě
hmotného středu (36) nakonec vycháźı

dσ

dΩ
=

α2

4E2

(3 + cos2 θ)2

sin4 θ
, (146)

kde E je energie jednoho z elektron̊u. Rozptyl elektron̊u na elektronech se nazývá Møllerovým
rozptylem, podle dánskeho fyzika Christiana Møllera, který jako prvńı publikoval vzorec pro
diferenciálńı účinný pr̊uřez (s nenulovými hmotnostmi). Pro zaj́ımavost (a jako výzvu pro zdatné
počtáře) ho uvád́ıme

dσ

dΩ
=
α2(E2 + p2)2

4E2p4

[

4

sin4 θ
− 3

sin2 θ
+

(
p2

E2 + p2

)2(

1 +
4

sin2 θ

)]

.

Zde, p =
√
E2 −m2. Lehce se přesvědč́ıme, že pro m=0 přecháźı Møller̊uv vzorec na náš vztah

(146).

17 Rozptyl elektron̊u na stoj́ıćıch kladných mionech nebo bo-

dových protonech

Z experimentálńıho hlediska je rozptyl elektron̊u na mionovém terč́ıku

e−(p1) + µ+(p2)→ e−(p3) + µ+(p4) (147)

nerealizovatelný. Budeme se j́ım přesto zabývat, protože źıskaný diferenciálńı účinný pr̊uřez je
stejný jako pro rozptyl elektron̊u na protonech za předpokladu, že proton je bodová částice bez
vnitřńı struktury. Tı́m slouž́ı jako výchoźı bod pro složitěǰśı vztahy, které strukturu protonu
berou do úvahy. Avšak ani při vysokých energíıch ted’ nemůžeme hmotnost mionu zanedbat,
protože pak by neexistovala soustava, ve které je mion v klidu (laboratorńı soustava).

Když zanedbáme hmotnost elektronu, kinematika rozptylu elektron̊u na hmotných mionech
je stejná jako kinematika Comptonova rozptylu, tj. rozptylu foton̊u na hmotných elektronech.
Proto můžeme využ́ıt vztah (60) s t́ım, že energii dopadaj́ıćıho (vyletuj́ıćıho) fotonu ωi (ωf )
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nahrad́ıme energíı dopadaj́ıćıho (vyletuj́ıćıho) elektronu E1 (E3) a pro energii vyletuj́ıćıho elek-
tronu v laboratorńı soustavě ṕı̌seme

E3 =
E1

1 + 2E1

M
sin2 θ/2

. (148)

Podobně můžeme převźıt vztah (61) pro diferenciálńı účinný pr̊uřez Comptonova rozptylu v
laboratorńı soustavě, ve kterém nahrad́ıme hmotnost elektronu hmotnost́ı mionu M

dσ

dΩ
=

1

64π2M2

(
E3

E1

)2

|M|2 . (149)

Namı́sto kvadrátu amplitudy z p̊uvodńıho vzorečku jsme napsali |M|2, což je kvadrát ampli-
tudy sečtený přes spinové stavy konečných částic a zpr̊uměrovaný přes spinové stavy počátečńıch
částic. Vyznačili jsme tak, že se budeme zaj́ımat o rozptyl nepolarizovaných částic na nepolari-
zovaném terč́ıku a budeme akceptovat všechny vycházej́ıćı částice bez ohledu na jejich spinový
stav.

Při určováńı účinného pr̊uřezu rozptylu (147) využijeme to, že tento proces je spř́ızněn
kř́ıžovou symetríı s procesem (134)

e−(p1) + e+(p2)→ µ−(p3) + µ+(p4) .

Když provedeme kř́ıžovou transformaci p2 ↔ −p3, které odpov́ıdá záměna s ↔ t, přejde jeden
proces na druhý. Kvadrát amplitudy procesu (134) sečten přes koncové a zpr̊uměrován přes
počátečńı spinové stavy dostaneme spojeńım vztah̊u (137) a (138) a je roven

∑

s1,s2,s3,s4

|Me−e+→µ−µ+|2 =
8 e4

s2
[
4s(m2 +M2)− 2(m2 +M2)2 + u2 + t2

]
.

Když polož́ıme hmotnost elektronu m nule a použijeme u = 2M2 − s− t dostáváme

∑

s1,s2,s3,s4

|Me−e+→µ−µ+|2 =
8 e4

s2
[
2M4 − 4M2t+ s2 + 2st+ 2t2

]
.

Po kř́ıžové transformaci s↔ t vyjde

∑

s1,s2,s3,s4

|Me−µ+→e−µ+|2 =
8 e4

t2
[
2M4 − 4M2s+ t2 + 2st+ 2s2

]
.

Po vyděleńı počtem spinových stav̊u počátečńıch částic a zavedeńı konstanty jemná struktury
α = e2/(4π) vycháźı

|M|2 = 32π2α2

t2
[
2M4 − 4M2s+ t2 + 2st+ 2s2

]
,

Při úpravě výrazu v hranatých závorkách použijeme nejdř́ıv vyjádřeńı Mandelstamovy proměnné
s = (p1 + p2)

2 pomoćı veličin v počátečńım stavu s =M(M + 2E1) a dostáváme

|M|2 = 32π2α2

t2
[
8M2E2

1 + t2 + 2M(M + 2E1)t
]
. (150)

Abychom nám vyšel diferenciálńı účinný pr̊uřez v zauž́ıvané formě, definujeme prostorupodobný
čtyřvektor q = p1−p3, který je roven čtyřhybnosti přenesené z elektronu na terč́ık. Plat́ı q2 =
t a uvnitř hranaté závorky v posledńım vztahu nahrad́ıme t2 součinem tq2. V daľśım kroku
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použijeme vztah pro Mandelstamovou proměnnou t = (p3− p1)2, který d́ıky tomu, že hmotnost
elektronu klademe rovnou nule, nabývá jednoduchý tvar

t = −4E1E3 sin
2 θ

2
.

Z hranaté závorky vytkneme výraz 8M2E1E3, č́ımž se z prvńıho členu v závorce stane E1/E3,
pro což ze vztahu (148) máme

E1

E3
= 1 +

2E1

M
sin2

θ

2
.

Výraz v hranaté závorce se t́ım značně zjednoduš́ı a dostáváme

|M|2 = 16π2α2M2

E1E3 sin
4 θ
2

(

cos2
θ

2
− q2

2M2
sin2

θ

2

)

.

Po dosazeńı do (149) nakonec źıskáváme

dσ

dΩ
=

α2

4E2
1 sin

4 θ
2

E3

E1

(

cos2
θ

2
− q2

2M2
sin2

θ

2

)

. (151)

Dlužno podotknouti, že závislost na úhlu rozptylu neńı tak jednoduchá, jak by se na prvńı
pohled ze vztahu (151) mohlo zdát. Muśıme si uvědomit, že závislost na θ je ukrytá i v daľśıch
členech, a sice

E3

E1
=

M

M + 2E1 sin
2 θ
2

,

q2 = − 4E2
1M sin2 θ

2

M + 2E1 sin
2 θ
2

.

V př́ıpadě rozptylu elektron̊u na protonech se struktura protonu bere do úvahy zavedeńım dvou
funkćı kvadrátu přenesené čtyřhybnosti, nazývaných formfaktory

dσ

dΩ
=

α2

4E2
1 sin

4 θ
2

E3

E1

[

G1(q
2) cos2

θ

2
− q2

2M2
G2(q

2) sin2
θ

2

]

.

Formfaktory se určuj́ı fitováńım experimentálńıch údaj̊u o diferenciálńım účinném pr̊uřezu roz-
ptylu elektron̊u. Ze známých formfaktor̊u se dá určit rozložeńı náboje a magnetického momentu
protonu. Za určováńı elektromagnetické struktury jader a nukleon̊u źıskal Robert Hofstadter
Nobelovu cenu za rok 1961.

18 Odvozeńı vztah̊u s γ maticemi

Na tomto mı́stě podáváme odvozeńı vztah̊u s γ maticemi, které jsme při aplikaci spinorové
elektrodynamiky na konkrétńı procesy použ́ıvali. I když se jedná v podstatě o látku ze zimńıho
semestru, při nedávných konzultaćıch jsem zjistil, že bude užitečné si ji zopakovat.

Vycháźıme ze základńıho antikomutátoru γ matic

γµγν + γνγµ = 2gµνI . (152)

Protože stopa součinu dvou matic na jejich pořad́ı nezálež́ı a TrI = 4, ihned máme

Tr(γµγν) = 4gµν . (153)
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Ted’ dokážeme vzorec

Tr(γµγνγργσ) = 4(gµνgρσ + gµσgνρ − gµρgνσ) . (154)

Upravujeme postupně sučin čtyř matic, abychom tu p̊uvodně prvńı dostali až na konec:

γµγνγργσ = (2gµν − γνγµ)γργσ = 2gµνγργσ − γνγµγργσ = 2gµνγργσ − γν(2gµρ − γργµ)γσ

= 2gµνγργσ − 2gµργνγσ + γνγργµγσ = 2gµνγργσ − 2gµργνγσ + γνγρ(2gµσ − γσγµ) .
Takže jsme dostali

γµγνγργσ = 2gµνγργσ − 2gµργνγσ + 2gµσγνγρ − γνγργσγµ .

Ted’ součin čtyř matic převedeme z pravé strany na levou

γµγνγργσ + γνγργσγµ = 2gµνγργσ − 2gµργνγσ + 2gµσγνγρ

a vypočteme stopy levé a pravé strany, přičemž využijeme, že dva součiny čtyř matic na levé
straně maj́ı stejnou stopu. Použijeme vzorec pro stopu součinu dvou matic (153) a po vyděleńı
celé rovnosti dvěmi dostáváme vztah (154).

Při výpočtech nepolarizovaných účinných pr̊uřezu jsme se setkali s výrazy typu γα . . . γ
α, kde

mezi dvěmi γ maticemi se stejnými indexy v r̊uzných polohách (tedy sč́ıtaćımi), se nacházela
jedna, dvě, nebo tři daľśı γ matice. Začněme úpravou prvńıho z nich

γαγ
µγα = γα(2g

µα − γαγµ) = 2γµ − γαγαγµ

Ted’ použijeme vztah γαγ
α = 4I, který dostaneme kontrahovańım vztahu (152) s gνµ, a máme

výsledek
γαγ

µγα = −2γµ . (155)

Daľśım př́ıpadem je

γαγ
µγνγα = γαγ

µ(2gνα − γαγν) = 2γνγµ − γαγµγαγν

Na úpravu druhého členu použijeme vztah (155) a dostáváme

γαγ
µγνγα = 2(γνγµ + γµγν)

Za výraz v závorce dosad́ıme ze vztahu (152) a vyjde nám

γαγ
µγνγα = 4gµνI . (156)

Nakonec uvažujme

γαγ
µγνγργα = γαγ

µγν(2gρα − γαγρ) = 2γργµγν − γαγµγνγαγρ = 2γργµγν − 4gµνγρ .

Posledńı člen jsme upravovali s pomoćı (156). Ted’ už můžeme 2γρ vytknout

γαγ
µγνγργα = 2γρ(γµγν − 2gµνI) .

Když za druhý člen v závorce dosad́ıme z (152), součin γµγν se vyruš́ı a z̊ustane

γαγ
µγνγργα = −2γργνγµ . (157)
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Nakonec ještě připomeňme, že stopa ze součinu lichého počtu γ matic je rovna nule. Důkaz
prob́ıhá s využit́ım matice γ5 = iγ0γ1γ2γ3, která antikomutuje se všemi γ maticemi a proto plat́ı

γαγβ . . . γω
︸ ︷︷ ︸

n

γ5 = (−1)nγ5γαγβ . . . γω .

Kvadrát matice γ5 je jednotková matice a proto můžeme psát

Tr(γαγβ . . . γω) = Tr(γ25γ
αγβ . . . γω) = Tr(γ5γ

αγβ . . . γωγ5) = (−1)n Tr(γ25γαγβ . . . γω)

Po nahrazeńı kvadrátu γ5 jednotkovou matićı źıskávame vztah

Tr(γαγβ . . . γω) = (−1)n Tr(γαγβ . . . γω) ,

který pro sudé n představuje identitu a pro liché n vede na

Tr(γαγβ . . . γω
︸ ︷︷ ︸

n liché

) = 0 .

19 Symetrie a zákony zachováńı v teorie pole

Emmy Noether v rámci Lagrangeovy formulace klasické mechaniky ukázala v článku publiko-
vaném v roce 1918, že každá spojitá transformace souřadnic a/nebo času v̊uči které je Lagran-
geova funkce invariantńı generuje zákon zachováńı určité mechanické veličiny. Invariance v̊uči
jednoparametrické transformaci (parametrem je t0 ∈ R) t → t′ = t − t0 má za následek zákon
zachováńı energie, invariance v̊uči posunut́ı v prostoru xk → x′k = xk − xk0 generuje zákon za-
chováńı odpov́ıdaj́ıćı složky hybnosti. Invariance Lagrangeovy funkce v̊uči rotaćım kolem určité
osi θk → θ′k = θk− θ0k má za následek zákon zachováńı pr̊umětu momentu hybnosti na onu osu.

Základńı článek11 o souvislosti transformačńıch vlastnost́ı polńıch rovnic (pro bezspinové
částice i částice se spiny 1

2 a 1) se zákony zachováńı publikoval Wolfgang Pauli v době kdy
již byl profesorem v Institute for Advanced Study v USA. Jednalo se o vylepšenou verzi re-
ferátu který Pauli připravoval pro Solvaẙuv kongres v roce 1939, ten se však už kv̊uli situaci
v Evropě neuskutečnil. Pauliho článek byl publikován v době, kdy mnoho stát̊u v Evropě již
bylo okupováno, ani ne měśıc před vpádem Německa do Sovětského svazu a sedm měśıc̊u před
přepadeńım Pearl Harbor Japonci, které mělo za následek vstup USA do války. Takže Pauliho
článek bohužel zapadl a ani v dnešńı době se v souvislosti se zákony zachováńı v teorii pole často
nezmiňuje.

Př́ıpad klasického K rozměrného pole s komponentami φ1(x), . . . , φK(x) se lǐśı od př́ıpadu
klasické mechanické soustavy v těchto aspektech:

� Centrálńım objektem neńı Lagrangeova funkce, ale Lagrangeova hustota L = L(φ, ∂φ),
která nezáviśı na časoprostorových souřadnićıch explicitně, ale přes takovou závislost kom-
ponent pole a jejich derivaćı.

� Invariantnost Lagrangeovy hustoty v̊uči spojité transformaci nemá za následek př́ımo exis-
tenci zachovávaj́ıćı se veličiny, ale existenci zachovávaj́ıćıho se (splňuj́ıćıho rovnici kontinu-
ity) čtyřproudu. Zachovávaj́ıćı se veličinou je pak prostorový integrál z nulté komponenty
tohoto čtyřproudu.

� Pro mnohokomponentńı pole (s výjimkou skalárńıho pole) z invariance Lagrangeovy hus-
toty v̊uči prostorovým rotaćım neplyne zákon zachováńı orbitálńıho momentu hybnosti,
ale celkového, tj součtu orbitálńıho a spinového (který v klasické mechanice neexistuje)
momentu hybnosti.

11Vyšel 8. května 1941 v Reviews of Modern Physics 13, 203 (1941).
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� V teorii pole jsou d̊uležité i transformace při kterých se časoprostorové souřadnice neměńı,
transformačńı předpis je zadán př́ımo pro komponenty pole. Tyto transformace se nazývaj́ı
interńı a v klasické mechanice nemaj́ı analog. V posledńı době nabývaj́ı na d̊uležitosti ve
spojeńı s kalibračńımi teoriemi pole, které umožňuj́ı exaktně popisovat i interakce, které
se v klasické fyzice nevyskytuj́ı.

Zákony zachováńı při interńıch transformaćıch

Uvažujme K-komponentńı pole φ1(x), φ2(x), . . . , φK(x) a N -parametrickou spojitou transfor-
maci s parametry αi, i = 1, . . . , N , přičemž při identické transformaci jsou všechny α nulové.
Každá komponenta pole po transformaci může obecně záviset od všech komponent pole před
transformaćı. Pro b-tou komponentu pole po transformaci ṕı̌seme

φ′b(x, α) =

K∑

a=1

Aba(α)φa(x) , (158)

kde A je čtvercová matice K × K. Změnu komponenty pole při transformaci (158) s infinite-
zimálně malými hodnotami parametr̊u δα zaṕı̌seme jako

δφb(x) = i

N∑

i=1

δαi

K∑

a=1

D
(i)
ba φa(x) , (159)

kde D(a) jsou čtvercové matice K ×K s komponentami

D
(i)
ba =

1

i

(
∂Aba(α)

∂αi

)

0

. (160)

Změna Lagrangeovy hustoty při infinitezimálně malých změnách komponent pole je rovna

δL =

K∑

b=1

[
∂L
∂φb

δφb +
∂L

∂(∂µφb)
δ(∂µφb)

]

.

V prvńım členu z hranaté závorky nahrad́ıme derivaci pomoćı Lagrangeovy rovnice a v druhém
členu použijeme δ(∂µφb) = ∂µδφb. Po použit́ı pravidla pro derivaci součinu dostáváme

δL =
K∑

b=1

∂µ

[
∂L

∂(∂µφb)
δφb

]

Ted’ použijeme vyjádřeńı (159) pro variaci komponent pole a po úpravách vycháźı

δL =
N∑

i=1

δαi ∂µ

K∑

a,b=1

i
∂L

∂(∂µφb)
D

(i)
ba φa .

Když ted’ nalož́ıme podmı́nku invariantnosti Lagrangeovy hustoty δL = 0 v̊uči transformaci12

(158) při nezávisle volených hodnotách parametr̊u α, dostáváme N rovnic kontinuity (i =
1, . . . , N)

δµj
µ
i = 0 , (161)

12Tyto transformace tvoř́ı grupu, takže bychom přesněji měli mluvit o invarianci v̊uči př́ıslušné grupě transfor-
maćı.
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přičemž

jµi = i
K∑

a,b=1

∂L
∂(∂µφb)

D
(i)
ba φa (162)

jsou Pauliho čtyřproudy, pro které se vžil název proudy Noetherové. Jejich počet je roven počtu
parametr̊u grupy transformaćı, v̊uči které je Lagrangeova hustota invariantńı.

20 Spinorová elektrodynamika pozpátku

20.1 Úvod

Při formulováńı spinorové elektrodynamiky jsme využ́ıvali to, co známe z klasické fyziky o elek-
tromagnetickém poli a o jeho interakci s nabitými částicemi. V klasické elektrodynamice se doka-
zuje kalibračńı invariance, která znamená, že existuje grupa transformaćı čtyřpotenciálu elektro-
magnetického pole při kterých se pozorovatelné veličiny (intenzita elektrického pole ~E a indukce
magnetického pole ~B). Základńı rovnice elektrodynamiky jsou kalibračně kovariantńı. V kvan-
tové mechanice požadujeme, aby byly kovariantńı vlnové rovnice pro nabitou částici v obecném
elektromagnetickém poli. Z tohe plyne jak se při kalibračńıch transformaćıch muśı transformovat
vlnové funkce. Při přechodu od kvantové mechaniky ke klasické teorii pole docháźıme k tomu,
že Lagrangeova hustota je při kalibračńıch transformaćıch invariantńı.

V daľśım si ukážeme, že se dá pustupovat i obráceně:

1. Najdeme globálńı (stejnou v každém časoprostorovém bodě x) transformaci v̊uči které
je Lagrangeova hustota L0 volného spinorového pole invariantńı a odvod́ıme př́ıslušný
zachovávaj́ıćı se proud jµ(x).

2. Nahrad́ıme parametr α globálńı transformace funkćı α(x) a zjist́ıme, že v̊uči této (tzv.
lokálńı) transformaci Lagrangeova hustota L0 již neńı invariantńı.

3. Z tvaru členu narušuj́ıćıho invarianci při lokálńıch transformaćıch usoud́ıme, jaký člen
muśıme k L0 přidat, abychom dostali Lagrangeovu hustotu L1, která má šanci stát se
invariantńı při lokálńıch tansformaćıch. Tento dodatečný člen obsahuje nové pole Aµ, které
se váže na proud jµ.

4. Z požadavku invariance Lagrangeovy hustoty L1 při lokálńıch transformaćıch dostaneme,
jak se při lokálńıch transformaćıch transformuje pole Aµ.

5. Nakonec najdeme Lagrangeovu hustotu volného pole Aµ.

Ted’ si jednotlivé kroky probereme podrobněji.

20.2 Globálńı kalibračńı transformace

Budeme použ́ıvat jednodušš́ı verzi Lagrangeovy hustoty volného spinorového pole

L0 = ψ(x) ( iγµ∂µ −m )ψ(x) , (163)

která se od verze kterou jsme použ́ıvali v přednáškách z Kvantové pole I [ soubor spinpole.pdf,
rovnice (1) ] lǐśı o čtyřdivergenci i

2∂µ
[
ψ(x)γµψ(x)

]
, tud́ıž vede přes Lagrangeovy rovnice na

stejné pohybové rovnice (Diracovy rovnice pro ψ a ψ).
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Spinorové pole je polem osmikomponentńım, jeho komponenty stotožňujeme s maticovými
elementy spinorových poĺı ψ(x) a ψ(x) takto: φa = ψa, φa+4 = ψa, kde a = 1, 2, 3, 4. Kv̊uli
pozděǰśımu použit́ı si připrav́ıme derivace

∂L0
∂(∂µψa)

= i (ψγµ)a (164)

∂L0
∂(∂µψa)

= 0 . (165)

Lagrangeova hustota (163) je zjevně invariantńı v̊uči grupě spojitých jednoparametrických
transformaćı

ψ(x)→ ψ′(x) = e−iqαψ(x) , (166)

ψ(x)→ ψ
′
(x) = eiqαψ(x) , (167)

kde reálné č́ıslo α je parametrem grupy a q je náboj elektronu (který jsme tam zavedli kv̊uli
snadné pozděǰśı interpretaci źıskaného zachovávaj́ıceho se proudu). Tuto transformaci13 nazýváme
globálńı, protože je stejná v každém bodě časoprostoru. Derivace pole se transformuje stejně jako
pole samotné

[∂µψ(x)]→ [∂µψ(x)]
′ = e−iqα[∂µψ(x)] (168)

a Lagrangeova hustota se neměńı
L0 → L′0 = L0 , (169)

Protože se každá komponenta ψa transformuje stejně a komponenty se nemı́chaj́ı, pro trans-
formačńı matici zavedenou ve vztahu (158) můžeme napsat

Aba(α) = e−iqαδba ,

pro b, a = 1, 2, 3, 4 a pak i podle (160)

Dba = −qδba . (170)

Koeficienty Dba pro hodnoty index̊u b, a = 5, 6, 7, 8 pro účely určováńı zachovávaj́ıćıho se proudu
(162) nepotřebujeme, protože d́ıky nulovosti derivace (165) přisṕıvat nebudou. Po dosazeńı
vztah̊u (164) a (170) do (162) dostáváme pro zachovávaj́ıćı se proud generovaný globálńı ka-
libračńı transformaćı (166)

jµ(x) = qψ(x)γµψ(x) , (171)

který známe z kapitoly 2 jako čtyřvektor hustoty toku náboje.

20.3 Lokálńı kalibračńı transformace

Nahrad’me ted’ parametr α v transformaci (166-167) reálnou funkćı14 α(x). Při takto vzniklé
transformaci se fáze poĺı změńı r̊uzně v r̊uzných časovoprostorových bodech, mluv́ıme proto o
lokálńı transformaci.

ψ(x)→ ψ′(x) = e−iqα(x)ψ(x) , (172)

ψ(x)→ ψ
′
(x) = eiqα(x)ψ(x) , (173)

13Na komplexńı č́ıslo kterým pole ψ(x) násob́ıme, můžeme nahĺıžet jako na unitárńı matici rozměru 1×1, která
je prvkem grupy U(1). Grupu transformaćı generovaných těmito maticemi označujeme stejně, tj. jako U(1). Jedná
se o grupu komutativńı (abelovskou).

14S funkćı χ(x), kterou jsme při úvahách o kalibračńı transformaci použ́ıvali dř́ıve, souviśı vztahem α(x) =
−χ(x).
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Pro derivaci pole po transformaci máme

∂µψ
′(x) = e−iqα(x) [−iqψ(x)∂µα(x) + ∂µψ(x)]

Při této transformaci se L0 změńı na

L′0 = ψ
′
(x) ( iγµ∂µ −m )ψ′(x) = ψ(x) ( iγµ∂µ −m )ψ(x) + qψ(x)γµψ(x) ∂µα(x) ,

co s přihlédnut́ım k (163) a (171) můžeme zapsat ve tvaru

L′0 = L0 + jµ(x) ∂µα(x) . (174)

20.4 Zavedeńı kalibračńıho pole, jeho interakce s proudem

Lagrangeova hustota volného spinorového pole (163) neńı invariantńı v̊uči lokálńı transfor-
maci (172-173). Abychom našli Lagrangeovu hustotu která bude kalibračně invariantńı muśıme
předpokládat, že existuje pole Aµ(x) které se váže na čtyřproud jµ(x) tak, že vykompenzuje15

nežádoućı pŕıspěvek ve vztahu (174). Ṕı̌seme proto

L1 = L0 − jµ(x)Aµ(x) . (175)

Protože čtyřproud (171) je invariantńı i v̊uči lokálńı transformaci, pro novou Lagrangeovu hus-
totu po lokálńı transformaci máme

L′1 = L′0 − jµ(x)A′
µ(x) = L0 + jµ(x) ∂µα(x)− jµ(x)A′

µ(x)

a s využit́ım (175) taky

L′1 − L1 = jµ(x)
[
∂µα(x)−A′

µ(x) +Aµ(x)
]
.

Aby byl námi zvolená Lagrangeova hustota kalibračně invariantńı, tj aby platilo L′1 = L1, muśı
se kompenzačńı pole transformovat při kalibračńı transformaci podle vztahu

A′
µ(x) = Aµ(x) + ∂µα(x) . (176)

Když zavedeme kalibračně kovariantńı derivaci

Dµ = ∂µ + iqAµ ,

můžeme Lagrangeovu hustotu (175) zapsat ve tvaru

L1 = ψ(x)(iγµDµ −m)ψ(x) .

20.5 Materializace kalibračńıho pole

Pokud chceme kompenzačńı pole učinit integrálńı součást́ı dynamického systému a umožnit jeho
kvantováńı, muśıme do Lagrangeovy hustoty přidat taky část která popisuje volné kompenzačńı
pole (tzv. kinetický člen) a to kalibračně invariantńım zp̊usobem. Při jej́ı konstrukci využijeme
tenzor elektromagnetického pole (field strength tensor, Faraday tensor, Maxwell bivector)

Fµν(x) = ∂µAν − ∂νAµ , (177)

15Takováto pole se nazývaj́ı kalibračńımi nebo kompenzačńımi (gauge fields, kompensirujuščije polja).
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který je kalibračně invariantńı, protože ∂µ∂να(x) = ∂ν∂µα(x). Kvadrát tohoto tensoru F 2 =
FµνF

µν muśı do kompletńı Lagrangeovy hustoty vstupovat s negativńım multiplikačńım fakto-
rem, závislým od výběru jednotek. V Heavisideově soustavě jednotek jej klademe roven −1

4 . je
kompletńı Lagrangeova hustota rovna

L = ψ(x)(iγµ∂µ −m)ψ(x)− 1

4
FµνF

µν − jµ(x)Aµ(x) .

Rozeznávame tu postupně Lagrangeovu hustotu volného spinorového pole, volného elektromag-
netického pole a člen popisuj́ıćı interakci elektromagnetického pole se spinorovým, jak jsme jej
jiným zp̊usobem odvodili v kapitole 2.

20.6 Kalibračńı teorie silných a slabých interakćı

Při formulaci kvantových teoríı které popisuj́ı procesy a interakce nemaj́ıćı analog v klasické
fyzice nemáme samozřejmě žádný vzor ze kterého bychom mohli vycházet. Jedná se při tom
o tak d̊uležité interakce jako je silná interakce (d́ıky které např. drž́ı pohromadě jádrá atomů)
a slabé, nejznáměǰśım projevem které jsou rozpady jader a částic. Tady přicházej́ı ke slovu
kalibračńı teorie pole, ve kterých se interakce zavád́ı z požadavku lokálńı kalibračńı invariance
Lagrangeovy hustoty.

Jako př́ıklad uved’me kvantovou chromodynamiku, která je kandidátem na objasněńı silných
interakćı. Ta vycháźı z poznatku, že kvarky maj́ı daľśı kvantové č́ıslo, které může nabývat tři
hodnoty. Řı́ká se mu barva. Vlnová funkce kvarku je s ohledem na barvu trojkomponentńı.
Lagrangeova hustota kvarkového pole je invariantńı v̊uči globálńım transformaćım, při kterých
vlnovou funkci násob́ıme matićı z grupy SU(3), která je osmiparametrická a nekomutativńı.
Z globálńı invariance plyne existence osmi zachovávaj́ıćıch se proud̊u. K dosažeńı invariance
v̊uči lokálńım transformaćım je nutné zavést osm kalibračńıch poĺı. Jejich kvanta, kterým se
ř́ıká gluony, se lǐśı od sebe barvou, která je u gluon̊u dána r̊uznymi kombinacemi kvarkové
barvy a antibarvy. Tvoř́ı osmirozměrnou reprezentaci grupy SU(3), zat́ımco silně interaguj́ıćı
částice (hadrony) jsou barevně neutrálńı, tud́ıž patř́ı do reprezentace jednorozměrné. Gluony
maj́ı, podobně jako kvanta elektromagnetického pole, nulovou klidovou hmotnost. Ve výsledné
Lagrangeově hustotě se kromě členu popisuj́ıćıho interakci kvark̊u s gluony, se jako d̊usledek
nekomutativnosti kalibračńı grupy objev́ı i členy, popisuj́ıćı interakci gluon̊u mezi sebou. To je
zásadńı rozd́ıl v̊uči kvantové elektrodynamice, ve které fotony mezi sebou př́ımo neinteraguj́ı
(fotony se na fotonech mohou rozptylovat až ve čtvrtém řádu poruchového rozvoje, kde se ve
Feynmanovém diagramu objev́ı spinorový čtvereček do roh̊u kterého jsou napojeny fotony).

Co se slabých interakćı týče, jejich popis je komplikovaněǰśı, protože kvanta kalibračńıho pole
(W± a Z0 bosony, objevené v CERNu v roce 1983) maj́ı nenulové hmotnosti, přibližně stokrát
větš́ı než proton. Tam už se muśı zapojit do hry skalárńı pole, kvantum kterého (Higgs̊uv boson)
bylo objeveno v roce 2012.
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