Zaklady teorie interagujicich poli

1 Uvodni poznamky

Teorie volnych (neinteragujich) poli, kterd byla obsahem predmétu Kvantové teorie pole I,
nepfinesla ve srovndni s kvantovou mechanikou zadné nové postupy jak vypocist méfitelné
veli¢iny a porovnat je s experimentem. Nejvétsim prinosem teorie volnych poli byl popis elektro-
magnetického zareni jako toku ¢astic—fotonu, ktery se v rdmci kvantové mechaniky nezdaiil. V
kvantové mechanice se interakce kvantovémechanickych soustav (atomy, molekuly, ¢astice, pevné
latky) s elektromagnetickym zérenim popisovala jako interakce s klasickym elektromagnetickym
vlnénim. I kdyz tento semiklasicky popis elektromagnetickych jevu slavil urcité uspéchy (ziejmé
nejvyznamnéjsim byla predpovéd stimulované emise Albertem Einsteinem v roce 1917), nedal
se povazovat za logicky konzistentni teorii.

U vsech poli které jsme doposud zkoumali, komutovaly jejich Hamiltonovy operatory s
operatory poctu ¢astic v jednotlivych kvantovych stavech. Tyto pocty tak byly dobrymi kvan-
tovymi ¢isly. Procesy ve kterych dochézi k jejich zméné (rozptyl ¢éstic, vznik ¢dstic nebo jejich
anihilace, rozpady ¢éstic se vznikem ¢astic jinych) jsou tak v kvantové teorii volnych (neintera-
gujich) poli zakazané.

Pridani interakéniho hamiltonidnu méa za nasledek, ze operatory poc¢tu castic prestavaji ko-
mutovat s hamiltonidnem. Pocty ¢astic, ¢i uz v jednotlivych kvantovych stavech nebo celkové,
se muzou ménit, co umoziuje teoreticky popsat ruzné procesy.

Jsou ruzné zpusoby volby interakéniho hamiltonidnu, od jednoduchych modeli az po mo-
derni kalibraéni teorie elektroslabych a silnych interakei, o kterych si fekneme néco pozdéji. Ted
si ukdzeme, jak se ziskd hamiltonidn spinorové elektrodynamiky, tj teorie kterd popisuje inter-
akci nabitych leptonu (elektrony, pozitrony, miony, tauony) s kvanty elektromagnetického pole,
fotony.

2 Hamiltonian spinorové elektrodynamiky

Vychazime z klasické Lagrangeovy hustoty ktera vede na Maxwellovy rovnice respektujici piitomnost
nabitého ¢tyiproudu j¢ [viz vztah (51) v elmagpole.pdf]

Ly =Lyo+ L,
kde 1

Laro = _ZFaBFaﬁ
je Lagrangeova hustota volného (bez nédboju) elektromagnetického pole a

L=—j%Aq,
popisuje interakci elektromagnetického pole s elektrickymi naboji. Jesté pouzijeme Lagrangeovu
hustotu volného spinorového pole [vztah (1) v spinpole.pdf]
i

Lo = 5 BN @ub(@) - @B w(2)] — mi(z)i()

a vyraz pro Ctyfvektor hustoty toku naboje pro ¢astici popsanou Diracovou rovnici

7% (@) = (=e)p(@)y*¢(x),

ktery jsme dostali tak, ze jsme ¢tyfvektor hustoty toku pravdépodobnosti [vztah (68) v ktp1_201012.pdf]
vynésobili ndbojem ¢astice (elektronu).



Lagrangeovu hustotu spojeného elektromagnetického a spinorového pole zapisujeme ve tvaru
L=2Ly+ L,

kde
Lo=Lp~+ Lo

je soucet Lagrangeovych hustot volnych poli a

L' = ep(z)y*p(x)An(z)

popisuje interakci mezi poli. V dalsim kroku najdeme Hamiltonovu hustotu pomoci vztahu (30)
z ktp1-201026 pro mnohokomponentni pole ¢; (i = 1,...,n), ktery tady pro pohodli ¢tenére
reprodukujeme

H(g,m) =D mix)di(z) — L(,09). (1)
=1

Pro spojené spinorové a elektromagnetické pole je n = 12 (osm komponent spinorového pole a
¢tyti komponenty pole elektromagnetického). Ke kazdé komponenté pole piislusi odpovidajici
komponenta konjugovaného pole
oL
mi(x) = 2

(@) 9(Ooi) ®
[vztah (29) z ktp1-201026]. Protoze interakéni Lagrangeova hustota £’ neobsahuje derivace poli
podle ¢asu, konjugovand pole se zapnutim interakce mezi poli nezméni. Nezméni se ani suma ve

vztahu (1). Hamiltonova hustota je proto rovna

H="Ho+H,
kde H je soucet Hamiltonovych hustot spinorového a volného elektromagnetického pole a H' =
—L', tudiz B
H = —e(z)y") () Aa(2) (3)

Po pfechodu ke kvantové teorii a integraci pies prostor dostdvame pro Hamiltontiv operdtor
soustavy poli

H=Hy+ H',
kde

ﬁO = ZEﬁ <Nﬁ,s +Nﬁs) + ZWENE,)\
7,8 EA

je soucet hamiltonidnu volného spinorového pole [vztah (31) v spinpole.pdf] a volného elektro-
magnetického pole [vztah (68) v elmagpole.pdf]. Déle, ve Schrédingerové obraze piseme

H = / H' (&) d3x, (4)

kde R N R R
H'(T) = —e (D)7 h(Z) Aa(@) : - (5)

Jako obvykle, i zde jsme predepsali poradi operdtoru ve smyslu norméalniho souéinu.



3 Interakéni obraz (Dirac picture)
Méjme Hamiltonuv operator ve tvaru
H=Hy,+ H,

kde H, je Hamiltonuv operator volnych poli a H je operator popisujici interakci mezi poli. Ve
Schrodingerové obraze jsou operatory od ¢asu nezavislé a ¢asovy vyvoj stavu je popsan rovnici

10, [9;t)s = H [ih;t)s. (6)

Prechod do Diracova obrazu se realizuje unitdrni transformaci stavii a operdtoru

[Withp = U() [it)s (7)
Op(t) = Ut)OsU(t) (8

s unitdrnim operatorem A
U(t) = elflot, (9)

Pro casovou derivaci stavového vektoru v novém obrazu postupné dostdvame pomoci (7), (9),

(6) a (8)
10, sty p = —e o Holys 1) 5 + 0 H s t)s = UH' | t)s = UH'TT Ul ).

Vyslednd rovnice )
10y |Y;t)p = Hp(t) |43 t)p (10)

ukazuje, ze ¢asovy vyvoj stavu v Diracové obraze je ddn rovnici Schrodingerova typu, kde vsak
na pravé strané je misto celkového hamiltonidnu jenom interakéni hamiltonian. Ten zavisi od
¢asu, jak plyne ze vztahu (8) a (9), protoze s operdtorem H, nekomutuje.

Po vypnuti interakce se dostavame do Heisenbergova obrazu volnych poli, stavovy vektor se
stava konstantnim. Bez ohledu na to, jestli je interakce zapnuté ¢i nikoliv, operatory v Diracové
obraze jsou stejné jako v Heisenbergové obraze pro volna pole, jak je vidét ze vztahu (8) a (9).
Tyto operatory byly odvozeny v prednédskach z Kvantové teorie pole I a budou beze zmény
pouzity i zde.

V dalsim budeme pracovat vyhradné v interakénim obraze a proto uz nebudeme index D u
stavl a operdtoru explicitné vypisovat.

Uved'me jako ptiklad hamiltonidn interakce mezi spinorovym a elektromagnetickym polem
v interakénim obraze. Kdyz se vztahy (4) a (5) pfejdeme do interakéniho obrazu, dostdvame

H'(t) :/ﬁ/(x)d?’x, (11)
pricemz A R A )
W (@) = —e 6@ bla) Aa(@): (12)

Operétory poli v interakénim (Diracové) obraze, které zavisi od ¢tyfvektoru z, jsou stejné jako
operatory poli v Heisenbergové obrazu pro volna pole, jak jsme je odvodili v KTP I.



4 Evoluéni operator a jeho poruchovy rozvoj

Casovy vyvoj stavu se d4 popsat jako unitarni transformace’

Wi t) = Ult, to) [¥; to) (13)

Operétor zde vystupujici musi spliiovat podminku UT (¢, to)U T(t,to) =1, kterd zarucuje zachovani
normy stavového vektoru, jakoz i podminek U~ 1(¢, to) =U(to, t), U(to, to) =1 a U(t, U (', to) =
U(t,tp). Po dosazeni (13) do (10) dostdvame rovnici

(10, Ut t0) = H' (U (¢, t0)] 5 t0) = 0.

Aby tato rovnice platila pro libovolny pocatecni stavovy vektor, pro evoluéni operdtor musi
platit
O U(t, tg) = —i H'(H)U (t,to).

Tuto rovnici prevedeme na integralni

t
Ut ,tg) =1— i/ dt; H'(t1)U (t1, o),

to

kterd se da vyhodné fesit iteracni metodou postupnych aproximaci

t
O®(t, 1) = 1 i / dty 7' (0) TV (11, to)

to

s U = 1. Po n krocich dostavdme

t1 . th—1 .
U™ (¢, ) _1+Z —i) /dt1 H'(tl)/ dtQH’(tQ)---/ dty H' (). (14)
to t

0
Zde vystupujici k-rozmérny integral oznac¢ime jako I, a vyuzijeme, Ze operdtory fI’(tl), ]:I’(tg), -

H '(tx—1) se vzhledem ke vSem po nich ndsledujicim integralum chovaji jako konstanty, takze je
muzeme presunout az do posledniho integralu. Mame tak

th—1 R . .
Ik:/dtl/ dts .. / dty H'(t1)H'(t2) ... H' (tg). (15)
to to
Pomoci funkce

1 ifx>0
9(5”)_{ 0 ifz<0

muzeme (15) prepsat na tvar se stejnymi hornimi integraénimi mezemi ve vsech integralech

t t t
Iy = / dtl/ dts . / dty O(t1 —t2)0(ta —t3) ... 0(tp_1 — t) H'(t1)H'(t2) ... H'(tx). (16)
to to to

Ted' vyuzijeme, Ze pro libovolnou integrovatelnou funkci k proménnych tq,...,#; plati vztah
t t t
/dtl/dtQ.../dtk f(t1,ta, ... th) k,/dtl/dtQ /dtk > fltarstass - tay)s
¢ ¢ t t t ¢
0 0 0 0 0 0 perm.
(17)

1Je to podobni situace jako v klasické mechanice, kde se pohyb d4 popsat jako kanonickd transformace zo-
becnénych soufadnic a hybnosti.



kde se s¢itd pres vSechny permutace argumentu. Vyplyva to z toho, Ze hodnota integralu se
nezmeéni, kdyz n proménnych preznac¢ime na jejich libovolnou permutaci a pak poradi integraci
zménime na puvodni (meze jsou ve vSech integrélech stejné, jedna se o rektanguldrni oblast).
Kdyz jako funkci f ted vybereme integrand integralu (16), ze vztahu (17) dostavéame

1 t t t o R R
Iy = — dtl/ dtg.../ dty P[H'(t1)H'(t2) ... H' (ty)], (18)
k' to to to

kde jsme zavedli Dysonuv chronologicky operator ]5, ktery uspoiradava soucin operatoru podle
casového argumentu

PIH'(t)H (t2) ... H'(t)]= > 0(ta; —tas)0(tas—tas) - - Ota,_, —ta,) H' (ta) ) H' (ta,) . .. H' (ta,,).

perm.

Tady soucet pres vSechny permutace obsahuje, diky pritomnosti funkci 8, jen jeden ¢len, konkrétné
ten, kde jsou operatory uspoifddany podle ¢asového argumentu, od nejvétstho po nejmensi.?

Dysontuv chronologicky operator P muzeme v (18) nahradit Wickovym chronologickym
operatorem T, ktery se lis{ od P tim, ze pfi chronologickém usporadavani se za kazdou vzajemnou
vymeénu fermionovych operatoru zméni znaménko sou¢inu. Interakéni hamiltonidn spinorového
pole s libovolnym jinym polem obsahuje dva fermionové operdtory [viz napt. (12)]. Pfi pouziti
operatoru T se pii zdméné poradi dvou hamiltonidnt zméni znaménko ¢tyfikrat, takze vysledek
je stejny jako pri pouziti operatoru P.

Nahrazen{ operatoru P operatorem 7' ve vztahu (18) ndm pozdéji umozni pouzivat Wickovu
vétu, ktera plati pro T operator, ale ne pro p operator.

V limité n — oo ze vztahu (14) tak dostavame evolu¢ni operator ve tvaru nekonecné rady

R X (_i)k ot t t o . .
U(t, to) :1+k§::1 ( k!) /todtl/todtg.../todtk TH () H () ... H'(t)] (19)

nazyvané Dysonovou fadou (Dyson series). My z ni budeme vyuzivat jenom prvni ¢leny (po
k=2). Dysonova rada se d4 kompaktné zapsat vztahem

t
Ul(t,tg) = T exp {—i H’(t’)dt’} :
to
nazyvaném Dysonovym vzorcem (Dyson formula). Doporu¢ujeme ¢tenafi, aby si napsal prvni tii
¢leny rozvoje exponenty v Dysonové vzorci a ovéril jejich kompatibilitu s odpovidajicimi ¢leny
Dysonovy rady.

5 Pravdépodobnost prechodu, amplituda procesu

Predpokladejme, zZe se soustava interagujicich poli v ¢ase to nachdzela ve stavu |i), tj, Ze platilo
|th;to >=|i >. Stav |i) ve charakterizovan typy ¢éstic a jejich hybnostmi.

Jako pifklad uvedme stav, ve kterém se nachdzi jeden elektron s hybnosti 7, ve spinovém
stavu s, a jeden pozitron s hybnosti pj, ve spinovém stavu s;. Pak bude

N} it 0).

|Z> " “Pa,Sa DbsSb

2Tento zpiisob tipravy integralu (15) pochdzi od F. J. Dysona [Phys. Rev. 75, 486 (1949)] a byl pfevzat napf.
do uéebnice S. S. Schwebera (An Introduction to Relativistic Quantum Field Theory, p.332). V uéebnicich se
casto dokazuje jen piipad k=2 a odvolavéa se na zobecnéni, nebo se jednoduSe jenom napiSe vysledek. Existuje
i diukaz ekvivalence vztaht (15) a (18) matematickou indukef (S. M. Bilenkij, Vvedenije v diagramy Fejnmana i
fiziku elektroslabovo vzaimodejstvija, Moskva, Energoatomizdat 1990), ale ten je mnohem komplikovanéjsi.



Stav soustavy v ¢ase ¢ bude podle (13) ddn vztahem

[¥5t) = Ul(t,to) |4) -

Tento stav bude superpozici vSech moznych stavu, do kterych se stav |i ) muze vyvinout vlivem
uvazované interakce. V nasem piikladu by to byly, pfi uvazovani interakce (12), stavy e~ et
e~ ety (pfsmenem ~ oznacujeme foton), v+, vy~ a mnohé dalsi, méné pravdépodobné. Pri
uvazovani dalsich interakci by to mohly byt i stavy 7t 7, 7tn 7%, pp, atd.

Chceme ted’ zjistit, jakd je pravdépodobnost, ze soustava se bude v ¢ase t nachdzet v uréitém
specifickém stavu |f). Amplituda této pravdépodobnosti je rovna skaldrnimu souc¢inu

(flst) = (fIU (¢, t0) |i) = Uyi(t, to)

tj maticovému elementu evolu¢niho operatoru mezi zadanym pocateénim (initial) a uvazovanym
koncovym (final) stavem. Ptislusnéd pravdépodobnost prechodu ze stavu |i) do stavu |f) je rovna

Prilt,to) = |Upi(t,to)|” - (20)
Jestlize v naSem piikladu zvolime
_atat
|f) = Cﬁ1,>\1c/52,>\2|0> )

vztah (20) ndm poskytne pravdépodobnost, ze v ¢ase ¢t najdeme misto puvodniho elektron-
pozitronového stavu dva fotony, jeden s hybnosti ki a polarizaci A1, druhy s hybnosti ks a
polarizaci 9. Formulovéno jinak, ziskdme pravdépodobnost, ze béhem ¢asového intervalu 7 =
t — to dojde k procesu (reakci) e e™ — v7.

Maticovy element evoluéniho operdtoru parametrizujeme vztahem (o opravnénosti této pa-
rametrizace se presvédéime pii vypoctu Uy; ruznych konkrétnich procest)

Upi(t,to) — 0pi = K iM D(t,to, Py, P;) . (21)
kterym je definovdna amplituda M uvazovaného procesu. Vyznam ostatnich symbolt je nésledujict:
e Symbol dy; je roven jedné, kdyz konecny stav je identicky s pocatecnim, jinak je nulovy.

e Velicina K zavisi na vybéru normalizace jedno¢dsticovych stavii. Pfi naSem normovani na

K=]] ! (22)

kone¢ny objem V je rovna

V2VE;’

kde soucin probiha ptes vSechny zicastnéné ¢astice (v poc¢dtetnim i koncovém stavu) a E;
je energie ité ¢astice v soustavé hmotného stfedu (cms, center of mass system).

e Funkce D(t,tg, Py, P;) je definovana vztahem

t
D(t.to,V, Py, P) = / at’ / 43x/ e (Pr—P)X’ -
to (V)

kde Py je celkova ctyrhybnost konecného stavu a P; celkova ¢tyfhybnost stavu pocatecniho,
¢tyfvektor 2/ = (¢,Z'). V limité ty — —oo, t — 00, V — oo snadno ve funkci D (23)
rozpozname jednu z moznych reprezentaci Diracovy Ctyfrozmérné delta funkce

D(t,to,V, P;, P) — (2m)*6W(P; — By, (24)



lim  D(t,to,V, Py, P;) = (2m)*6" (Pf — P)
to — —oo
t — +o0
V -

ktera vyjadiuje zdkon zachovani energie a hybnosti.

Na druhé strané, kdyz polozime Py = P; tak dostdvame
D(tath‘/’PZ’aPi):VT’ (25)
kde 7 =t — tg.

Vztahem (21) definovédna amplituda M je funkei kinematickych veli¢in charakterizujicich uvazovany
proces a kvantovych ¢isel participujicich ¢éstic, které specifikuji jejich spinové stavy, resp. pola-
rizace.

Pravdépodobnost prechodu a amplituda procesu predstavuji teoretické veli¢iny, které jsme
schopni pomoci kvantové teorie interagujicich poli spocist. To ale nejsou veli¢iny které se daji
zmérit v experimentu. Experimentélné méfitelnymi veli¢inami jsou napi. Géinné prufezy reakci
vyvolanych srazkou dvou ¢astic, nebo rychlost rozpadu mateiské ¢astice na dvé nebo vice ¢astic
(souvisejici se sttedni dobou zZivota nebo polo¢asem rozpadu). Je proto potiebné vybudovat most
mezi teorii a experimentem. V dalsim si odvodime vyjddfeni i¢inného priifezu bindrnich reakei
(dveé ¢astice v pocateénim stavu, dvé v koncovém) pomoci amplitudy.

6 Ucinny prurez

Uvazujme o dvou protinajicich se svazcich édstic (obr. 1). Ve svazku a je hustota édstic p,,

- -
\ \%

pa pb

Obrézek 1: K obecné definici 1i¢inného prufezu.

jejich rychlost je ¥, a hybnost kazdé z nich p,, podobné i ve svazku b. Stiedni pocet (jednd se
o kvantovou stfedni hodnotu) interakei mezi ¢dsticemi svazku a a svazku b ke kterym dojde za
¢as 7 v objemu V je imérny hustotdm Castic ve svazcich, jejich relativni rychlosti (kdyz ¢éstice
a a b leti vedle sebe se stejnou rychlosti, k interakcim nedochézi, k nejvice interakcim dochézi
jestlize ¢éstice leti piimo proti sobé), objemu a ¢asu.

n= U(ﬁaaﬁb) PaPb ’77(1 - 77b’ V. (26)

Konstantu timérnosti jsme oznacili jako o a vyznacili jeji zavislost na hybnostech ¢éastic, ze
kterych muzeme uréit nejenom jejich rychlosti, ale i jejich energie a celkovou energii srazky. Jeji
fyzikdlni rozmér je stejny jako fyzikdlni rozmér obsahu plochy (m?, barn=10"2% m?
se Uéinnym pruiezem.

, ... ), NAZYVA



Podle vysledku interakci, tj. koncového stavu, rozlisujeme ruzné druhy dc¢inného prufrezu.
Kdyz pod n v definici (26) rozumime pocet vSech interakci, bez ohledu na to, co v nich vzniklo,
mluvime o totdlnim i¢inném prufezu, oot. Kdyz specifikujeme druhy a pocty ¢dstic v koneéném
stavu, ale nezajimaji nés jejich kinematické charakteristiky (bereme vSechno), jednd se o integralni
U¢inny prifez.

Uéinny prutez definovany vztahem (26) neni relativistickym invariantem. Vyjimeéné posta-
veni{ mé G¢inny prufez méfeny v soustavé hmotného stiedu, kde plati gy + py = 0 (veliciny v
soustavé hmotného stfedu se obvykle oznacuji hvézdickou). Nazyva se invariantnim déinnym
prifezem a je funkci invariantu s = (pg + pp)?, ktery je v cms roven kvadratu souctu energif
srazejicich se ¢astic. Kdyz zapiSeme vztah (26) v soustavé hmotného stredu a vyuzijeme, ze rych-
lost je rovna podilu hybnosti a energie, dostavame (hvézdicky pro jednoduchost nevyznacujeme)

n = 0(8)pappVap VT, (27)
kde jsme zavedli oznaceni relativni rychlosti v soustavé hmotného stredu

|Palv/s
= . 28
Vab EaEb ( )

Pomoci invariantniho G¢inného prufezu se dd vyjadfit uéinny prufez v libovolné souradné sou-
stave

oo Vab
o (P, D) = m o(s). (29)
a

Studenti kteri absolvovali Uvod do ¢asticové fyziky I si vzpomenou, Ze relativni rychlost v
soustavé cms souvisi s rychlostmi v obecné soustavé vztahem

Vap = /(T — 0)2 — (To X )2

Pro nés z toho plyne poznatek, ze ve vSech soustavach kde 9, x 0, = 0 (takovou je i soustava
laboratorni s vy = 0) je G¢inny prufez rovny invariantnimu.
My se budeme vénovat procesum ve kterych jsou i v koneéném stavu dvé ¢astice

a+b—c+co. (30)

MiZe se jednat o pruzny rozptyl (napi. v +e~ — y+e~, em +e~ — eT + e~ nebo o bindrn{
reakci (napt. et +e~ = v+, et e = put +u7).

Pr1i detailnéjSim popisu reakci mezi ¢asticemi se nezajimame jenom o to, jestli k reakci dojde,
ale i o to jaké jsou parametry findlniho stavu. Muzou se definovat ruzné diferencidlni ¢inné
prufezy.

Casto se pouzivé diferencidln{ Géinny prifez ktery popisuje ihlové rozdéleni jedné z findlnich
castic ve zvolené vztazné soustaveé.

do
dn = 19 Papb|Ua — Up| VT dQ, (31)
kde dn je stfedni pocet interakci pri kterych vyleti ¢dstice o kterou se zajimame do elementu
prostorového thlu d2 = sin#dfdy (jednd se o diferencidl druhého fadu a proto by se spravné

mélo psat d2Q, d?n, d%0).

7 S-operator, S-matice

Evoluéni operdtor umozinuje stanovit pravdépodobnost piechodu ze stavu |i) v ¢ase ¢y do stavu
|f) v case t. To ale neni to, co se méi ve srdzkovém experimentu. Pocatecni stav je charak-
terizovan hybnostmi a spinovymi kvantovymi ¢isly participujicich ¢astic dlouho pied tim, nez



dojde k jejich interakci. Kone¢ny stav ¢dstic definujeme pomoci jejich registrace v detektorech,
dlouho potom co interakce odeznéla. Pro srovnani s experimentem neni proto dulezity evolu¢ni
operétor U(t,tg), ale operdtor, ktery dostaneme limitnim pfechodem

S=lim  U(tty). (32)
tg — —o0

t — 400

Tento operétor se nazyva S-operatorem. Jeho pusobenim dostdvame ze stavového vektoru v ¢ase
to = —oo, ktery oznacéime jako |i), stavovy vektor v ¢ase t = +00

|3 +00) = S1i).

Amplituda pravdépodobnosti, ze uvazovand kvantova soustava se bude v ¢ase ¢ = +00 nachdzet
v uréitém vybraném stavu |f) je rovna

(fl; +o0) = (fIS |i) = S

Kvadrat modulu maticového elementu operatoru S je roven pravdépodobnosti pfechodu soustavy
ze stavu |i) do stavu |f)
2
Ppi = [Sp|”.

Soubor vSech maticovych elementi Sy; se nazyva S-matici.

8 Vyjadfeni diferencidlniho t¢inného prifezu (31) v cms sou-
stavé pomoci amplitudy binarni reakce

Uvazujme binarni reakci
at+b—ci+eo.

Predpokladdme, ze v case ty byla soustava interagujicich poli ve stavu [i), pozustavajicim z
castice a s hybnosti p, a ¢astice b s hybnosti py. Reakci budeme popisovat v soustavé hmotného
stfedu, kde p, + pp = 0 a invariantni energie /s = E, + Ej.

Pravdépodobnost, Ze v Case t se soustava bude nachédzet ve stavu |f) (ruzného od |i)),
pozustavajictho z ¢astice ¢; s hybnosti p] a ¢astice ¢ s hybnosti p> podle (20) a (21) rovna

Pyi(t,to) = K [M?|D(t, to, Py, P)|? (33)

Zde naradzime na problém. Jak bylo uvedeno v sekci 7, k porovnani s experimentem musime
nakonec u¢init limitni pfechod (32). Pfi tomto limitnim pfechodu z funkce D dostavame nésobek
Diracovy delta funkce [viz (24)]. Ale kvadrat delta funkce nemd smysl, ani kdyz delta funkci
interpretujeme pomoci teorie distribuci. Pomuzeme si tak, Zze na jednu D funkci aplikujeme
limitni pfechod (24) a pak pro vypocet druhé pouzijeme vztah (25). Kdyz jesté vyuzijeme (22),
vztah (33) prechdzi na
B mir
~ V3E,E,E\Es
kde 7 = t—tg je doba trvani procesu. Argumentem Ctyirozmérné delta funkce je rozdil ¢tyfvektoru
energie-hybnosti v konecném stavu Py = p1 + p2 a toho ve stavu pocatetnim P; = p, + pp.

Pocitejme pravdépodobnost, ze ¢astice ¢1 vyleti s hybnost{ z intervalu (p1, p1 +dp}) a ¢éstice
¢y vyleti s hybnosti z intervalu (pa, po + dps). Tuto pravdépodobnost dostaneme vynasobenim
pravdépodobnosti prechodu do jednoho stavu (34) poctem stavu

Vd3p; Vdip,

d®Py; = Ppy———r
T oy (2m)3

Py; M2 5W (P — Py, (34)

9



kde jsme vyuzili, Ze pocCet stavu je pro obé findlni ¢dstice ddan objemem fazového prostoru

podéleného fazovym objemem ktery piipad4 na jeden stav, tj (2m) (viz ktp1.201912.pdf str. 4).

Po dosazeni za Py; ze vztahu (34) a rozepsani ¢tyirozmérné delta funkce na dvé dostdvame
T|M]?

d°Py; = S(Ey + Ey — /5) 63 (51 + ) dPpy d3
N SV BB, P T V's) 09 (p1 + p2) d’p1 dPpo

Integraci pres pa provedeme s vyuzitim tiirozmérné delta funkce (v dalsim musime vsude polozit
P2 = —p1) a objemovy element d®p; rozepiSeme ve sférickych soutadnicich (pouzivdme zjed-
nodusené oznaceni |pj| = p1):

2
d3PfZ — T’M’
647T2VEaEbE1E2

S(E1 + Ey —+/5) p? dp; dQ

V dalsim kroku vyintegrujeme pfes p;. Je to trochu komplikovanéjsi, protoze v argumentu delta
funkce nemame piimo pq, ale funkci od p;. Pouzijeme proto znamy vzorec

Sieta] =3 Wlxmécc ), (35)

kde funkce ¢(x) ma n uzla (p(z;) =0, i=1,..,n). V nasem piipadé je

p1vV's
o(pr) = \/m? + 5+ \Jm3 + b} — Vs #p) =55

Funkee ¢(p1) ma jediny uzel p; = \/A(s,m?,m3)/(2/3), kde A(z,y,2) = 22 + y* + 2% — 22y —

2xz — 2yz. Snadno se o tom presvéd¢éime FeSenim rovnice

mi+p} o /m = s

Vlnovku v dalsim opoustime a mame

d42p T P1 ‘M‘Q

=1L 40
I 642V E,Ep/s

Z druhé strany, kdyz pouzijeme, Ze v nasi normalizaci je jedna castice v objemu V, t.j. p, =
pp = 1/V, prechazi definiéni vztah diferencidlniho d¢inného prufezu (31) na tvar

_do T vy
S dQ v
Ted vyuzijeme, Ze pro mélo pravdépodobné procesy je pravdépodobnost stejnd jako stiedni
hodnota, tj. dQPfi = dn. Kdyz ddme piislusné formulky do rovnosti a vyuzijeme vyjadieni (28)
relativni rychlosti v soustavé hmotného stiedu, dostavame vzorec

dn dQ.

do 1 Y]

2
dQ* 64 m2s |p| M

; (36)

ve kterém jsme uz hvézdickou zduraznili, Ze se jednd o veli¢iny v soustavé hmotného stredu.
Z ného se daji odvodit dalsi vzorce. Napiiklad, kdyz pouzijeme, 7e t = (p; — pa)? = m? +
m3 — 2(E1E, — pipacosf)) a predpoklddédme, 7e diferencidlni i¢inny prifez (36) nezdvisi na
azimutalnim dhlu ¢ *, lehce odvodime vztah

do 1 9
- - 37
dt 64 7s |pk|? (M (37)

ktery pouzijeme pii odvozovani vzorce pro diferencidlni i¢inny prufez Comptonova rozptylu v
laboratorni soustave.
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9 Vyjadreni rychlosti dvoucasticového rozpadu pomoci ampli-
tudy

Uvazujeme rozpad mateiské ¢dstice na dvé &dstice (napf. 70 — v, 7t — ptu,, W — eTr,,
H° — v7)
a—c1+co

Volime klidovou soustavu matetské ¢éstice (E, = mg, o = 0). Postupujeme podobné jako v
ptipadé binarni reakce a postupné dostavame pravdépodobnost pfechodu do stavu s hybnostmi
vychézejicich ¢astic pi a pa

Vr

= m’M’2(27)45(4) (p1 + P2 — pa)

Py;

a pravdépodobnost pfechodu do skupiny stavi v intervalech (p1,p1 + dpi) a (Pa, p2 + dpa)

-
AP = 5 M5O (51 + P2)5(Ey + By — ma)d®p1d®ps .
fi 3272m. By M| (P1 + P2)d(E1 + Eo —mg)d’p1dps
Po integraci pies hybnost ps dostdavdme podminku ps = —pj a
dBPy; = ————|M|?5(Ey + By — ma)pidpdQ
fi 327T2maE1E2|M| ( 1 + 2 ma)pl p1 )

kde jsme jiz napsali objemovy element d®p; ve sférickém tvaru. Pii integraci pfes p; znovu
pouzijeme vztah (35) s

pim
opr) = \/m3+ 03+ 3 p] —ma () =
EqEs

Uvedena integrace vybere ze vSech p; to s hodnotou

2 2 2
~ )‘(mavm17m2)
P1 = ’
2my

ktera je jako jedind kompatibilni se zdkonem zachovani energie. Dostavame tak (vlnovku uz
nevyznacujeme)
™1 2
d*Py; = ——|M2dQ.
fi 32772m2| |
Rychlost nartistani pravdépodobnosti rozpadu s vyletem ¢astice ¢; do elementu prostorového
thlu d€2 je
d%Py;
-

dl’ =
Dostavéame tak diferencidlni rychlost rozpadu (differential decay rate)

ar _ _ |py|

— M2,
dQ* 32w2mg| |

kde hvézdicka ted oznacuje klidovou soustavu mateiské ¢éstice.
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10 Wickova véta (Wick’s Theorem)

Jak jsme ukézali, pii vypoctu pravdépodobnosti pfechodu budeme potiebovat maticovy element
evolu¢niho operatoru, ktery je vyjadien Dysonovou fadou. V ni vystupuje Wickiv chronologicky
souc¢in nékolika (pocet podle uvazovaného ¢lenu fady) interakénich hamiltonidnu. Interakéni ha-
miltonidn je pritom vyjadren jako sou¢in nékolika polnich operdtoru [napf. tif v (12)]. Takze
budeme postaveni pied tikol spoéist maticovy element T-souc¢inu mnoha polnich operatoru. Wic-
kova véta vyjadiuje T-souCin operatoru jako soucet normélnich soucint, jejichz maticové ele-
menty ve Fokové prostoru uz umime snadno vyjadrfit.

Nejjednodussi podoba Wickovy véty je ta pro dva operatory. Z definice kontrakce dvou
operdtoru [vztah (73) v ktp1-201026.pdf] plyne

Druhy ¢len na pravé strané uz neni operatorem, takze nemusime normalni sou¢in vyznacovat.
Wickova véta pro T-souéin libovolného poétu operétortu zni (kvuli zjednoduseni grafiky uz stiisky
nad symboly operatoru nevyznacujeme)

T(ABC..XYZ)= :ABC.XYZ:+ » :ABC.XYZ:, (38)
kontrakce
kde se sc¢ita pres vSechny mozné kontrakce. Priblizime si to na piikladé ¢tyf operdtoru:
T(ABCD) = :ABCD: + :A*B°CD: + :A*BC*D: + :A*BCD®: + :AB*C*D::
+ :AB°CD®: + :ABC*D®: + A*B°C**D** + A*B**C*D** + A*B**C**D".
Abychom v piipadé vyskytu dvou kontrakci v jednom normélnim sou¢inu mohli odlisit o ktery

par operatoru se jednd, museli jsme zavést dalsi symbol pro kontrakci (dva puntiky). Protoze
kontrakce neni operdtor, muzeme psit napr.

:A*B*CD: = A*B*:CD:,
ale musime dévat pozor na zaménu poradi operatoru pii vytvareni kontrakei:
:A*BC*D: =cA*C*:BD: ,

kde € = —1 kdyz oba operatory B a C jsou fermionové a € = 1 v ostatnich ptipadech.

Vzhledem k letoSnimu ndro¢nému Skolnimu roku nebudeme Wickovu vétu dokazovat. Pfipadného
zdjemce odkazujeme na puvodni Wickuv ¢lanek [G.C. Wick, Phys. Rev. 80, 268 (1950)]. Dukaz
probihd v rigoréznim matematickém stylu—dukaz pomocné véty, potom pouziti metody mate-
matické indukce.

11 Comptonuv rozptyl

Budeme se zabyvat rozptylem fotonu na elektronech
y+e —vy+e .

Zavedeme nasledujici oznaceni:

"

e vstupujici foton: energie w;, hybnost Ei, Kt (wi,l;i), polariza¢ni index \;, polariza¢ni

7
ctytvektor e(k;, A\;), kreaéni operator ét = ¢

15\

~
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° VstupuJ1(31 elektron: energie E;, hybnost p;, pi' = (E;, p;), spinovy index s;, kreacn{ operdtor

e vystupujici foton: energie wy, hybnost k I3 f = (wy, Ef), polarizacni index Ay, polarizacni
¢tyivektor 6(kf, Af), kreaéni operator = }
kA

e vystupujici elektron: energie E, hybnost py, e = = (Ef,pf), spinovy index sy, kreaéni
operator b;;f o = b}:

e pocatetny stav: |i) = TbJr |0)
e koneény stav: |f) = éf bT |0)

Zavedli jsme pritom trochu jiné oznaceni polarizac¢nich vektoru nez v KTP 1. Hybnost a pola-
riza¢ni index fotonu neuvadime jako dolni indexy, ale jako argumenty v zavorce, abychom uvol-
nili misto pro lorentzovsky index v pripadé, ze budeme pracovat s kovariantnim polarizacnim
ctytvektorem.

11.1 Evoluéni operator pro Comptoniv rozptyl

Chceme spocitat maticovy element evoluéniho operdtoru (19), ktery vzhledem k nasi specifikaci
pocateéniho a koncového stavu muzeme zapsat ve tvaru

Usi(t,to) = (0| brés U(t, to) b1 |0) . (39)

Omezime se pfitom jenom na nejnizsi ¢len rady (19) ktery da nenulovy piispévek k (39). Nulty
¢len Dysonova rozvoje (rovny 1) nepfispéje, protoze koneény stav je odlisny od pocéitecniho.

V dalsim ¢lenu (k = 1) jiz vystupuje interakéni hamiltonidan (11), zapsédn jako objemovy
integral z hustoty (12), pro kterou po zavedeni maticovych indextu (abychom mohli ménit poradi
operdtori) mame

H (@) = el : ba(a1)dp(@1) Aalar): .

Abychom mohli uplatnit normélni soué¢in, musime operdtory poli rozepsat jako soucty kladné
frekvenénich ¢dsti (obsahujicich anihilaéni operédtory) a zaporné frekvenénich ¢asti (obsahujicich
kreacéni operatory). Pak dostdvame

H(w) = —eqgy [AD(@1) + A7) (@) (40)

. [iff’m) 169 @) — 3 @i @) + By @)D @) + By (@) (@)

P#i aplikaci Wickovy véty je dulezité si uvédomit, ze kontrakce operatoru které pochézeji z téhoz
hamiltonianu je rovna nule (jsou jiz v normélnim pofadi a ¢as maji stejny).
Prvni ¥d4d v Dysonové poruchovém rozvoji (19) je

UWD (L, tg) = —i / d*x; H'(x1).

U ¢tyfrozmérného integralu nevyznacujeme oblast integrace. Je mySleno, ze integrace v t;
probihé od to po t, prostorova integrace d3x; pokryva nas normalizaéni objem V. Piislusny
maticovy element je

U (k1) = i / a1 (0] Beee 7' (x1) &1 [0) .

13



Vsimnéme si strukturu vakuové stfedni hodnoty tu vystupujici z hlediska kreacnich a ani-
hila¢nich operatoru fotonu. Ze (40) plyne, ze fotonové operdtory prisp&ji do ni bud’to anihilaé¢nim

operatorem ¢z, anebo kreaénim operdtorem é;%)\. Setkame se tak s vakuovymi stfednimi hod-

)

kA
notami dvou typu (teckami vyznacujeme fermionové operdtory):

1. Prvni typ (majici puvod v ¢lenu Aﬁﬁ (z1) ze vztahu (40)) vede na nulovy prispévek diky
pusobeni anihilaéniho operatoru na pravé vakuum

(O] 5 ég,&110) = (01.... & (€lég \ + 0 £, 0an)I0) =

2. Druhy typ (majici puvod v ¢lenu Ag{_)(xl) ze vztahu (40)) vede na nulovy piispévek diky
pusobeni krea¢niho operatoru na levé vakuum
0] ... ¢f el

L E10) = (0] (€] 5 + 0z 6aa,)El[0) = 0

Z toho plyne, ze prvni fad Dysonova rozvoje dava v pripadé Comptonova rozptylu nulovy
prispévek k pravdépodobnosti prechodu.

7 vySe uvedeného rozboru muzeme udélat i obecnéjsi zavér. K tomu, abychom dostali ne-
nulovou pravdépodobnost urc¢itého procesu, musi byt pocet kreac¢nich a anihila¢nich operdtoru
dodanych do vakuové stfedni hodnoty operdtorem ptrechodu takovy, aby byl pro kazdy typ
Castice celkovy pocet kreacnich operatoru roven celkovému poctu anihilacnich operatoru.

V pripadé Comptonova rozptylu to znamend, ze nenulovy piispévek daji jenom struktury
typu .

PP A A (41)

Protoze soucin dvou fotonovych operdtoru nemuzeme ziskat v prvnim fédu Dysonova rozvoje,
musime piejit do fadu druhého, kde je evoluéni operdtor vyjadien vztahem

0@ (1.t0) = L [t [t TR G R ). (42)

Protoze kazdy operator H obsahuje soucin dvou operatori spinorového pole, hranatd zdvorka v
(42) bude obsahovat souéin ¢tyf spinorovych operatoru, coz je o dva vic nez povoluje pozadovana
struktura (41). Takze pii pouziti Wickovy véty se uplatni jenom normdlni souciny ve kterych
bude jedna kontrakce mezi spinorovymi operétory.

PFi tpravé vztahu (42) pouzijeme vztah (40) pro #'(z1) a podobny vztah se zdménami
r1 — x9,a ¢, b—>daa — [ pro 7:[’(352). Kvuli zjednoduseni zdpisu nebudeme v dalsim
uvadét zavislost na ¢tyivektorech. Rozumi se, Zze operatory s indexy a,b,a zavisi od z1, ty s
indexy ¢, d, 8 zavisi od xs.

0Ot 1) = T (L ey2e08, / dbx, / dix [ACVAGY + AC A X (43)
kde
‘- {WMMM}
x [iﬁ” D — % + B B+ B ]} (44)

Ve vztahu (43) jsme misto rovnitka pouzili symbol = abychom vyjadrili, Ze rovnost neplati,
protoze ¢leny které nemaji strukturu (41) zahazujeme. Po oblozeni operatoru (42) koncovym
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a pocatecnim stavem by nepfispivaly. Aby platila v (43) rovnost, museli bychom do hranaté
zévorky piidat ¢leny ASF)A(;) a flgf)fl(ﬁf).

Vysledkem soucinu hranatych zavorek je 16 Clenu, kazdy je soucinem Ctyr operdtoru. Na
kazdou takovouto ¢tverici pak uplatnime Wickovu vétu (38), ze které si ponechdme jenom ty
normalni souciny uvniti kterych je provedena jedna kontrakce mezi operatory pochéazejici z
ruznych hamiltonidnu (kontrakce dvou operdtoru které pochézeji ze stejného hamiltonidnu je

nulovd). Pro nés ale budou z hlediska kritéria (41) diilezité jenom ty, které obsahuji ¢, = spolu

N =(=) N
S 1/’((1+) anebo ¢, spolu s 1/1,()+). Podle vyse uvedenych podminek vybereme z (44) ¢tvetice, které
budou davat nenulovy piispévek k maticovému elementu. Jsou to (z typografickych duvodu
umistujeme puntik oznacujici kontrakci vedle maticového indexu):

X =
2(=) ~pya(+) - 2(=) ~y2 () - 2(=) ~y= (1) - 2(=) ~y2 () &
g O e V5 Wy D e DS Uy U Bee B W DN e D5
+
2(+) A=) - 2(+) ~y2 ()~ 2(=) ~y2(5) o 2(=) ey (5) ~
e 500 D+ ge D BG) A Ve O e O A e BTG, )
Po umisténi kontrahovanych operatoru vedle sebe a vytvoreni normélnich sou¢inti z nekontra-
hovanych (pocet potfebnych zdmén poradi je vzdy sudy, takze znaménka se neméni) dostavame

2(=) A aly2(4)
x = g, PP [w,&f Ve +wb.>wc. +wb.’wc. +wb.’wc.]

L(*)A
LR [w ST o rrA Y o T +wd.>wa.].

Soucet kontrakci uvniti hranatych zavorek se da zapsat jako kontrakce mezi uplnymi polnimi
operatory. V podrobnéj$im zapisu mame vysledek

. 2(-) ~+ ~ = 2(-) ~+ ~ =
X = (@205 (@) das(@2) e (01) + 00 (@005 (@2) (1) (w2)

Pti zdmeéné x1 <+ x9,a <> ¢, b <> d se dva scitance v poslednim vztahu vzajemné vymeéni. Protoze
ostatni soucdsti vztahu (42) jsou vuéi této zaméné doplnéné zaménou « <> 3 symetrické a na
poradi integraci nezdlezi, s¢itance samotné davaji stejny prispévek k (42). Sta¢i uvazovat jenom
jeden z nich (vybirdme ten druhy) a vysledek vynasobit dvojkou.

Kontrakei spinorovych operatoru vyjadiime pomoci Feynmanova propagétoru [viz vztah (66)
v spinpole.pdf]

Do (21) U e (22) = 1[SF (21 — 22)]pe

S prihlédnutim k (43) piseme
A ) 2 (=) R .
U2 (tt0) = (€)% / / a1, (x1)85" (x2) [iSE(x1-%2)]p
x [Ag @) AGD (@2) + A () AL (@)

Lehce nahlédneme, ze ted uz muzeme obnovit maticové ndsobeni

0(2)(t,t0) = i(ie /d4xl/d X27,Z) X1 Y SF(XI—X2)75TZJ(+)(X2)
x [Ag @) A (@2) + AT (@2) 4G (@) (45)

Vzhledem tomu, ze v hranaté zavorce na pravé strané je soucet dvou ¢lenti, muzeme i operdtor
na levé strané vyjadfit jako soucet dvou operdtoru

U (t,t0) = UPD (¢, 1) + U (¢, 1) .
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11.2 Prvni prispévek k amplitudé Comptonova rozpylu

Budeme se nejdiiv zabyvat operatorem

T (¢, 19) = i (ie)? / dixy / Al (1)1 S (1 —3x2) /) () AL ()AL (x2).  (46)

Pro prvky tu vystupujici muzeme psét na zdkladé materidlu spinpole.pdf, vztahy (54), (57) a
(69), psat

) 1 . .
P (@2) = Z (P, s)bg,s (47)
ER /2VE; ’
E(_) (331) — Z \/W lpxlu(p:S/)Ag{S,, (48)
1 p+m ip(—
S — = ip(1—22) g4p | 49
F(xl x?) (271')4 p2 —m2 + iEe p ( )
V materidlu elmagpole.pdf ze vztahu (76) a (77) zase vycCteme
1 ~ o —ikaxo
=> —r=Ciace(k Ae (50)
Ex Y k
X 1 1
(=) 74’ LN NARVAPNT 121
A (1'1) y \/WCE’,X a(k s A )e (51)
Y k
Pocitejme ted maticovy element operdtoru (46) mezi poc¢ateénim a koncovym stavem
d ~ N A R A
UR? (¢ 10) = (0] by UBD (1, 10) €1b] 10). (52)

Po dosazeni vztahu (47) az (51) do (52) ziskdme komplikovany vztah, ktery se tady ani nepo-
kousime reprodukovat. D4 se vSak znacéné zjednodusit diky tomu, ze vSechny operace (integrace,
sumace) a symboly které nejsou operdtory (fikd se jim c-¢isla) muzeme vyjmout z vakuové
stfedni hodnoty. Na té nejhlubsi drovni se ndm objevi vakuova stfedni hodnota, kterou umime
aplikaci komuta¢nich a antikomutaénich vztahu lehce spocist. Vysledkem jsou Kroneckerovy
symboly standardni a i ty pro vektory

oren bz;s/ bﬁ,sat/ NEAX: elbl 0y = OO O O 507 1 On N O, h

Z kazdé sumy nam zustane jenom jeden Clen s hodnotami indext podle piislusného Kroneckerova
symbolu. Snadno tak identifikujeme faktor K, zavedeny v (22)

1 1 1 1
 V2VE; \/2VE} 2V \/2Vwy

Nez se pokusime zapsat vysledek, zménime poradi integraci. V (42) se mé nejdiiv provést inte-
grace s Ctyfrozmérnym elementem d*p [viz (49)], pak d*xs a nakonec d*x;. Udéldme zménu a
integraci d*p provedeme az nakonec

(2d) i dp
Ufz (tatO) = K( ) (kjf’)\f)eﬁ(kl?A )(271') p2—m2—|—i<€

% /ei(pf+kfp)xld4xl /ei(Ppik‘i)l“zd4x2
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Ted vyuzijeme, Ze v limité tg — —oo, t — oo, V — oo se z posledniho integrdlu stava
(2m)*6™ (p — p; — k;), coz nAm umozni lehce provést integraci pres dp tim, ze véude polozime
p = p; + k; Ve zbyvajicim integralu zavedeme ctyfvektor hybnosti konecného stavu Py = pr+ky
a ctyrvektor hybnosti poc¢ateéniho stavu P, = p; + k;. Zjistime, Ze tento integrél je totozny s
funkef (23). Vysledkem tak je

U (t,to) = K (ie)*u(py, Sf)fyo‘m

N p? —m? +ie v u(Bi, si)en(kr, Ap)es(ki, i) Dt to, Py, ;).

p=p;+k;

Porovnanim s definiénim vztahem pro amplitudu (21) ziskdvame prvni piispévek k amplitudé
Comptonova rozptylu

iMED = (py, Sf)(im“)ii(ﬁ +m)

R (iey”)uBis 5i) 5 (kps Ap)es (ki As) - (53)

p=pitki

ve kterém jsme kvadrat soucinu (ie) rozhodili mezi matice . Pro ndzornost je této amplitudé
prifazen Feynmanuv diagram zobrazeny na obr. 2. Lehce najdeme korespondenci mezi ¢dstmi
amplitudy (53) a prvky diagramu, kterd je obsahem Feynmanovych pravidel. Kompletné je
uvedeme pozdéji. Vnéjsi ¢ary (plné se Sipkou pro elektrony, vinovky pro fotony) zndzornuji

K., A, K.,A

i oo f

p:pi+ki

Pi:5; Pr:S¢
Obrazek 2: Prvni Feynmantuv diagram nejnizstho (druhého) fadu pro Comptonuv rozptyl.

vstupujici a vystupujici ¢astice. Odpovidajici prvky amplitudy vyndsobené imagindrni jednotkou
(53) lehce identifikujeme. Vrcholy, ve kterych se setkdvaji dvé fermionové a jedna fotonova
¢ara, odpovidaji interakei (12). V ni kromé dvou fermionovych a jednoho fotonového operatoru
vystupuje jeSte gama matice a konstanta (—e). n-ty ¢len Dysonova rozvoje obsahuje souc¢in n
interakénich hamiltonidnu a n-tou mocninu (—i). Na kazdy interakéni hamiltonidn (vrchol v
diagramu) tak pfipadd jedno (—i). Proto se za kazdy vrchol diagramu ve vyrazu (53) nachdzi
faktor (—i)(—e)y = (iey) s indexem u vy ktery odpovidd pripojenému fotonu. Vnitin{ fermionova
¢ara odpovida vyrazu mezi dvémi (iey) v (53), coz je podle (49) Fourieruv obraz spinorového
propagétoru. Rikd se o ni, ze predstavuje virtualn{ elektron, neboli elektron mimo hmotnostni
nadplochu (protoze p? # m?).

Opustime ted vztah (53), ktery byl pro nds dulezity tim, Ze Feynmanova pravidla se formuluj{
pro iM29) . Uvedeme si vztah pro M2?  nazgvané amplitudou pifmého kandlu (angl. direct,
odtud’ to d) ve tvaru ze kterého budeme vychdzet pri vypoctu Comptonova ic¢inného prurezu.
Pouzijeme (p; + k;)? — m? = 2(p;k;). Konstantu ¢ ve jmenovateli mizeme polozit rovnou nule,
protoze (p;k;) je pozitivné definitni. Zavedeme oznaceni u; = u(ps, s;), Us = u(py, sf). Pouzijeme
taky Feynmanovo lomitko, napt. ¢} = EZ(/;;f, Af)y®. Dostavame tak

62

M@ — _
2(piks)

Tp 5 (s + o+ m) fi s (54)
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11.3 Druhy piispévek k amplitudé Comptonova rozptylu

0 1,10) = iGe)? [t [abaT ()9 Sel—x2) 1790 () AT () AD ) . (659

Pro upravu tohoto vztahu pouzijeme vztahy (47) a (48) beze zmény, vztah (49) s nepodstatnym
prejmenovanim integra¢ni proménné p na g. Vztahy (50) a (51) se ndm ted nehodi a musime je
nahradit vztahy

N 1 ~ 7 —ikx
AP () =) W%sa(k, A)e ka1 (56)
EA k
A(*) _ 1 AT N AR AR D
5 (z2) = —g—="Cr \ B (K", N)e . (57)

Vakuova stfedni hodnota kterd je jaddrem vztahu (55) ma znovu tvar

(Ol bsés bl by sel

k/7)\/éE,)\éZbI |0> = 05 _”5st/5# _‘63i36_‘f]g/6>\f)\/6]2i]g6)\i)\

pfp pip k

Z kazdé sumy ndm zustane jenom jeden ¢len. Snadno taky identifikujeme faktor

1 1 1 1
K = .
V2VE; \2VE; v/2Vw; /2Ves;

Nez se pokusime zapsat vysledek, zménime pofadi integraci. V (55) se mé nejdiiv provést in-
tegrace s Gtyfrozmérnym elementem d*q [viz (49) s p — ¢|, pak d*xy a nakonec d*x;. Udéldme
zménu a integraci d*q provedeme az nakonec.

: 4
(20) (N2 (T - i ¢ o B, (=
Uf@ (t? t(]) - K(le) eﬁ(kf? )\f)&a(ki, )‘7«) (271')4 / q2 —m2 + leu(pf, Sf)’}/ (ﬁ + m)’y u(pZ, Si)

/ei(Psz'Q)l“ld‘lxl /ei(QPiJrkf)de‘le’

X

Ted vyuZijeme, Ze v limité tg — —oo, t — oo, V — oo se z posledniho integrdlu stavéa
(2m)46W (g — p; + k £), coz nam umozni lehce provést integraci pres d*q tim, ze vsude polozime
q = p; — ky. Ve zbyvajicim integrdlu tim nabude argument exponenty hodnotu py — k; — q =
ps— ki —pi +ky = Py — P;, kde jsme zavedli ctyfvektor hybnosti konecného stavu Py = py +ky a
ctyrvektor hybnosti po¢atecniho stavu P; = p; + k;. Tim se ze zbyvajiciho integralu stava funkce
(23). Dostévame tak

c NG PN ai—|—m
U2 (t10) = K (ie)20(5), 577" )

P 7P uBi, 50)e5 (g, Ap)ea i \o) Dt to, Pr, P).

q=pi—ky

Porovnanim s defini¢nim vztahem pro amplitudu (21) ziskdvdme druhy piispévek k amplitudé
Comptonova rozptylu

i(g +m)

. (2¢) (7 s ooy S\ T e)
M u(pf73f)(167 )q2—m2+i€

(iev?)u(pr, si) €5k, Ap)ea ki, i) (58)
q=pi—ky

Feynmanuv diagram ktery odpovidé této amplitudé je zobrazen na obr. 3.
Pii jednodussim zdpisu M29) | které se nazyva amplitudou zkifzeného kandlu (angl. crossed,
odtud’ to ¢), pouzijeme (p; — kf)? — m? = —2(p;ks) a dostévéame

62 _ *
MO = S ST i i~ by ) ®9)
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11.4 U’éinny prurez Comptonova rozptylu

Rozptyl fotontu na elektronech se nejcastéji vySetiuje v laboratorni soustavé, kde plati p; =
(m,0). Protoze polarizacni vektory fotonti maji nulovou nultou slozku, plati (e;p;) = (ep;) = 0.
Laboratorni energie fotonu vyletujictho pti Comptonové rozptylu (CR) je ddna vztahem

Wi

- 1+ %(1—cosf)’

wf (60)

kde w; je laboratorni energie dopadajictho fotonu, m je hmotnost elektronu a 6 je thel v labo-
ratorn{ soustavé o ktery se foton odkloni od puvodniho sméru. Vztah (60) odvodime ze zédkont
zachovani energie a hybnosti

m+w; = Ef +wy

Ei = ﬁf + /;;f .
Z nich plynou vztahy
ﬁf—l—mz = (m+ w; — wy)?

p‘? = w? +w? — 2wiwys cos B .
Jejich odectenim dostaneme po tdpravach hledany vztah (60).

Diferencialni uc¢inny prufez CR v laboratorni soustavé

Diferencialni i¢inny prufez v laboratorni soustavé odvodime z diferencidlniho i¢inného prifezu
(37) v invariantni proménné ¢, kterd je definovand jako kvadrat prenesené ¢tyrhybnosti. Pro
pohodli ¢tendfe ptislusny vzorec pripominame

do 1

_ 2
dt 64 7s |p*|? MI™

Proménn4 s je definovana jako kvadrat ¢tyrhybnosti v po¢atecnim stavu, v nasem piipadé plati
s = (ki + pi)? = m? 4 2mw;. P je hybnost jedné ze srazejicich se éastic v cms soustavé. Souéin
s|pi? = A(s,0,m?) /4 = m2w? [viz text za vztahem (35)].

V naSem piipadé plati t = (kf — k;)* = —2w;ws(1 — cos ). Po mensim cvicen{ z derivovéni s
prihlédnutim k (60) uré¢ime

Postupné vyjadrujeme

do_ 1 do _ 1 _dt do
dQ 2w dcosf® 2w dcos6 dt
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Nakonec vychazi, ze v laboratorni soustavé je diferencidlni u¢inny prurez Comptonova rozptylu
vyjadien pomoci amplitudy vztahem

dO' 1 (A)f 2 2
dQ ~ 64r2m? wi M- (61)

Amplituda Comptonova rozptylu vyjadiena v laboratorni soustavé

Amplituda CR je sou¢tem amplitudy primého kanalu (54) a zkiizeného kandlu (59). D4 se zapsat
nasledovné
M= Sy [~ b i+ i~ by 4wl (62
= —uy |——— ; i +m)gi + ———4i(pi — m Uj,
9 f (pzkz) f\Pi % 7 (pzkf) i\Pi f f 7
kde u; =u(ps, si) a ug=u(py, sy) jsou Diracovy spinory vstupujiciho a vystupujiciho elektronu.
Pri dalsich dpravach pouzijeme obecné platné vztahy: p? = p?c =m?, k‘? = k‘JQc =0, pi+ki =
py+ky, ef =€} = —1, (ki) = (e5ky) = 0, (b — m)us = 0, Ty (hy — m) = 0, dif + P = 2(ab),
Zsi Ui pUie = (Pi + M)pe, kde b a ¢ jsou maticové indexy.
Diky tomu, Ze pouzivame laboratorni soustavu, plati i dalsi vatahy: (e;p;) = (eyp;) = 0,
(piks) = mwj, (piky) = mwy. Polarizacni vektory volime realné, popisujici linearni polarizaci.
Ukazme si podrobné tpravu ¢itatele prvniho ¢lenu v (62).

—updr (i + ki +m)diwi = —updr(Pidi + Kidi + méi)ui = —upd p(—dipi — ¢iki + mii)u
= Upfpfi(bi —m+ ki) = upd pfikivi -

Pii zdmeéné poradi jsme vyuzili vztah ¢§f = 2(ab) — §¢ a to, Ze v obou piipadech je skaldrni soucin
roven nule. Podobné upravime i druhy ¢len a dostavame

2
M= %anui, (63)

kde 1 1
Q= w—iﬁff?(iki + w—f¢i¢fféf- (64)

Ve vzorci pro iéinny pritfez vystupuje kvadrat modulu amplitudy |M|? = MM *. Z maticového
hlediska je M ¢islo, v jehoz vyjadreni vystupuji souciny ~ matic. Pfi stanovovani M * se ndm
objevi matice komplexné sdruzené ke vy maticim, o kterych toho moc nevime. Vyuzijeme, Ze
amplituda je matice 1 x 1 a ze pro nf tedy plati M* = MT. Kvadrat amplitudy vyjadifme radéji
vztahem
M| = MM,

ve kterém budou vystupovat matice hermitovsky sdruzené ke v maticim, se kterymi umime
pracovat. Pouzitim (63) dostavame

4
e

kde
Q' =~"Q"".

Mirné pocviceni s algebrou ~ matic ndm da vysledek
, 1 1

Q' = —Fititr + —Frésti- (66)
i f
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Predpoklddame, ze elektrony na kterych dochézi k rozptylu fotoni jsou nepolarizované. Pro
kazdy elektron jsou jeho dva mozné spinové stavy stejné pravdépodobné. Dale se rozhod-
neme, ze na spinovém stavu vychdazejiciho elektronu nam nezilezi, budeme brat vsechno. Od-
povidajici diferencidlni G¢inny prufez dostaneme tak, ze namisto jednoduchého kvadratu ampli-
tudy do (61) dosadime kvadrét amplitudy (62) secteny pres spinové stavy konecného elektronu
a zprumeérovany pies spinové stavy pocatecniho elektronu

ME =5 3 ImP (67

8,8

Za kvadrat amplitudy sem dosadime ze vztahu (65). Maticova nésobeni v ném obsazend ro-
zepiseme zavedenim maticovych indext, abychom mohli prvky matic pfemistovat

4
[ _ —
MP = 25> g0 Qab i Tie Qe tipa -

8i,Sf

Posledni ¢len soucinu za sumaénim znaménkem muzeme presunout k prvnimu a vyuzit vztahy
[viz (113) v ktp1-201012.pdf] Zsf Ufalifa = (pf+mM)da & D, Uiplic = (pi +m)p. Mame tak

4
S e
M2 = W(pf + M) da Qab (Pi + M)pe Qrg -

Vidime, Ze maticové indexy na sebe plynule navazuji, takze miuzeme obnovit maticové nasobeni.
Vysledkem je prvek dd soucinu ¢tyt matic. Pres opakujici se d se ale scita, takze dostavame
soucet diagonélnich prvku vysledné matice, tj jeji stopu (trace)

4

5 Te [(fr +m)QU + m)Q ] -

M|

2 _
Po dosazeni za Q z (64) a za Q' z (66) dostdvdame

e [Ty To+Ty T
41, fat il e

= ) ‘ 2>
8m* | w; wiw§ w;

IM[?

kde

Ty = Te((br +m)ésdidi (b +m)badids) (69)
Ty = Trl(pr +misdiki(hi +m)ked il (70)
Ty = Te[(by +m)did ks +m)kitiss] (71)
Ty = Te((py +m)did ks (b +m)fpésdi] - (72)

Zactnéme tupravou 17, které muzeme diky tomu, ze stopa ze soucinu lichého po¢tu gama matic
je rovna nule, napsat jako soucet stopy ze sou¢inu osmi matic a vyrazu m*Tr(¢séififidids).
Objevuje se v ném soucin f;f;, ktery je roven nule. Proto mame jenom T = Tt [pré s ifipikidid r]-
Pouzijeme p;f; = 2(p;k;) — Fipi a soucin se dvéma f; vedle sebe zahodime. Takze zustava

Ty = 2(piks) Tr(pri pdikididy) = 2(piks) Tr(prd kit s)

Pfi posledni dpravé se vykompenzovala zména znaménka pii ¢k = —kifi s 4i¢i = —1. Na
posledni stopu ze sou¢inu Ctyf gama matic uz muzeme uplatnit znamy vzorec

Tr(apd) = 4[(ab)(cd) + (ad)(be) — (ac)(bd)] (73)
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a po upravé, pii které vyuzijeme i vztah (kips) = (kfp;), plynouci ze zakonu zachovani ¢tyfhybnosti,
dostavame
Ty = 8mw; [mwy + 2(kie)?] . (74)

Ve vztahu (70) pro Tb nejdifv pouzijeme py = p; + k; — k¢ a pak hledame vysledek ve tvaru
souétu tif clenti®

T =Te[(hi + ki — kr +m)grgiki(bi + m)Erd ptil = Toa + Tob + Toc
kde
Too = Tr[(pi + m)ésdiki(pi + m)ksésdil .

Top = Tr(fidrdikiviksdsdi)
Toe = —Tr(kpgrdikibikrisdi) -

Vyuzili jsme pfitom, Ze stopa ze soucinu lichého poétu gama matic je rovna nule. Uvedené tii
stopy se daji spocist ruznymi zpusoby, postupy které uvadime nize nejsou jediné mozné.

Pti ipravé Ty, nejdifv vyuzijeme, ze p; antikomutuje (a m komutuje) s ¢7 i ¢; a pfesuneme
prvni zavorku o dvé mista doprava

Too = Tr [¢pdi(Pi + m)Fi(pi +m)kyésdi] -

Do tohoto vztahu pak dosadime (p; + m)k; = 2(piki) — ki(p; — m), ¢imz se vztah rozpadne na
dva ¢leny. Ve druhém z nich se objevi soucin (p; —m)(p; +m) = p; —m? = 0. Zistane tak opét
jenom jeden ¢len, ve kterém pak presuneme posledni dvé matice na zacatek

Toa = 2mew; Tr (¢ pfipikré p#i) = 2mwi Tr (¢ pdif pdipiky) -
Pouzitim vztaht ¢¢; = 2(eier) — ¢idr a ¢ifs = —1 dostavame

Toa = 2mw; [2(eie ) Tr(¢ pdapiky) — Tr(piky)] -
Po vy¢isleni stop mame vysledek
Tga == 8m2wiwjr [2(6i6f)2 — 1] .

Pfi hledani vysledku pro T, pouzijime nejditv vztah fi¢f = 2(kiey) — ¢ ¢F4, ¢imz dostaneme
Ty, jako soucin dvou ¢lenu. Ve druhém z nich pouzijeme f;¢; = —#;k;. Tim dostaneme vedle
sebe kif; = 0, v dusledku ¢éeho druhy ¢len odpadne. Zustane ndm tak jenom prvni ¢len

Top = 2(kiey) Tr (fifitikisd 1)
V ném presuneme posledni ¢; na zacatek a vyuzijeme ¢;¢; = —1. V ziskaném vztahu
Top = =2(kiey) Tr (Fipiksdr)
uz staci jenom aplikovat vzorec (73) a mame vysledek
Ty, = —Smwf(k:iaf)Q )

Pii vypoctu Ty, muzeme napi. postupovat tak, ze nejdiiv pfesuneme posledni tii matice na
zacatek

Toe = =T (fré pdikpd rdikini)

3Tuto ¢ast uvadime kvuli dplnosti, odvozeni T» nebude na zkousce vyzadovano.
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a pak vymeénime poiradi prvnich dvou

Toe = Tr (¢ rkrdikrd rdikithi) -

Kdyz vyuzijeme vztah fr¢; = 2(kre;) — €k a poném i £y = 0, vyjde ndm
Toe = 2(kpea)Tr (¢ 1k sd sdikipi) = 2(kpei) Tr (pdikidi) -

Pii posledni tpravé jsme vyuzili £pfr = —frér a ¢¢¢y = —1. Pomoci vzorce (73) dostdvame
vysledek
TQC = 8mwi(k:f6i)2 .

Spojenim vyse ziskanych vysledki dostdavame pro stopu 75, zavedenou ve vztahu (70) vysledek
Ty = 8mPwiwy [2(cie5)? — 1] — 8mwy(kiep)® + 8mw; (krei)? . (75)
Vyrazy T5 (71) a Ty (72) uz nemusime pocitat. Vsimnéme si, Ze pii transformaci
gi—ef N ki «— (—ky)

[tato zahrnuje samoziejmeé i transformaci nultych komponent w; <— (—wy)] pfechdzi 71 (69) na
Ty (72) a Ty (70) na T3 (71). Staci proto stejnou transformaci udélat ve vysledcich (74) a (75)
a dostavame?!
T3 = Ty (76)
T4 = SmWf [mwi - 2(k‘fel-)2] (77)

Po dosazeni nasich vysledku do (68) vychazi

M2 = ¢t [ﬂ + 2 + 4(giep)? — 2} )
Wy Wf

Kdyz jesté pouzijeme e? = 4ma [viz ods. 1.4 v ktp1_201012.pdf] a vysledek dosadime do (61),

dostdvame vzorec Kleina a Nishiny (Oskar Klein & Yoshio Nishina, 1929)

2

do « wy 2 wr o W N
S e T e A T E R L 1 78
dQ  4m? <w,> [wi * wy A& -E) (78)

ktery udava diferencidlni i¢inny prufez Comptonova rozptylu s nepolarizovanymi elektrony v
laboratorni soustavé. V limité mékkych fotonu (w; — 0) vztah (78) prechdzi na klasicky vzorec

Thompsonuv

do 0 a2

FoE W(Ez‘ : 5f)2-
Kdyz uvazujeme svazek nepolarizovanych fotonu a nezajima nés polarizace vychézejicich fotont,
dostaneme prislusny diferencidlni Géinny prurez tak, ze i¢inny pruiez (78) secteme pires polari-
zace vychézejictho fotonu a zprumeérujeme pires polarizace po¢atecniho fotonu. Jeden polariza¢ni
vektor vstupujiciho fotonu volime v roviné rozptylu, druhy je na ni kolmy (viz obr. 4). Stejné
volime i polariza¢ni vektory vychazejicitho fotonu. Lehce nahlédneme, ze plati

€i71-€f71=COSG, 5i,1'5f,2:07 5i,2-5f,1:0, 5i,2'5f,2:17

4Kdybychom pouzili jinou zdénlivé vhodnou transformaci {e; <+ ;s A k; <> ky} dostaneme zlé vysledky,
protoze tato transformace narusuje zdkon zachovani ky + py = ki + p;.
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Obrézek 4: Volba polarizacnich vektorti u Comptonova rozptylu.

takze
D EinEpag)’ =1 +cos’ 0. (79)
PYRY:
Kdyz vyuzijeme (79) dostaneme Kleintuv a Nishinuv vzorec pro Comptonuv rozptyl nepolarizo-
vanych fotonu na nepolarizovanych elektronech v laboratorni soustavé, ktery zni

do o (w\® (wr wi 5
= - (X L2t sin?6 80
dQ)  2m?2 <wz> <wi + wy St ’ (80)
Celkovy tcinny pruiez
- / 17 40
77 ] a
je jako funkce v = w;/m dén vztahem
2ra? [v? — 2w —2 3+ 902 + 8v 42
= In(1+ 2 81
7= 22 [ o n(l+2v) + 1 20)° ] ) (81)

kterého odvozeni nebude na zkousce vyzadovano.

Pro ilustraci uvadime, ze pro w; = 100 MeV vychdzi o = 8,20 mb. Abychom ale tento
vysledek dostali, musime opustit ndmi pouzivanou soustavu jednotek A = ¢ = 1 a doplnit do
vzorce (81) h a ¢ v prislusnych mocninach. Modifikovany vzorec je vyhodné zapsat ve tvaru

o = (Fic)? 2’ [VQ—QV—Q V3—|—9y2+81/+2]

In(1+2
(me?)?v? 2v n(l+2v) + (1+2v)2

s bezrozmérnou proménou v = w;/(mc?). Potiebné ¢iselné hodnoty jsou mc? = 0.5110 MeV,
(he)? = 0.3894 mb MeV?, o = 1/137.04.

Pokud by si nékdo chtél ovérit, ze vztah (81) prechédzi v limité ¥ — 0 na klasicky Thompsonuv
vzorec

8ra?
0 7 #2)
3

musel by pouzit Maclaurinuv rozvoj funkce In(1 + x) az po ¢len z°.

12 Rozptyl elektroni na pozitronech

—

e (P, 81) + et (P, s2) — € (73, 83) + €T (P, s4)
Pocatecni stav |i) = BICZI‘O% konecény stav |f) = l;;rc A}]0>, kde b; = Bﬁhsl,d} = %2,32, ;=
bﬁ3,837df = dﬁ4784' A N

Uri(t,to) = (0|dbsU (t, )bl dl|0)
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Obréazek 5: Podil d¢inného prifezu Comptonova rozptylu (81) k jeho klasické limité (82) jako
funkce energie dopadajiciho fotonu.

Podle pravidla, které jsme si zduvodnili pfi Comptonové rozptylu, aby byl maticovy element
evolucniho operatoru nenulovy, musi evoluéni operator dodat soucin jednoho krea¢niho operdtoru

elektronu (které jsou obsazeny v E(*)), jednoho krea¢niho operdtoru pozitronu (1[1(*)), jed-

noho anihilaéniho operatoru pozitronu (1/(*)) a jednoho anihila¢niho operatoru elektronu (1&“‘)).
Pozadovand operatorova struktura prispévku evoluéniho operdtoru je tedy

PGB HH) (83)

Abychom dostali potfebny pocet operdatoru spinorového pole, musime pouzit druhy fad poru-
chového rozvoje evoluéniho operatoru. Ten ale poskytuje i sou¢in dvou operatoriu elektromagne-
tického pole, které v pozadované strukture (83) nevystupuji. Proto si z rozvoje podle Wickovy
véty ponechdme jenom ¢leny, ve kterych jsou operatory elektromagnetického pole kontrahovany.

Kdyz vyjdeme ze vztahu (42) pro evolu¢ni operdtor ve druhém fadu a upravujeme ho s
prihlédnutim ke specifikdm procesu ktery uvazujeme zde, tak namisto vztahu (43) dostaneme
vztah velice podobny, ve kterém vsak budou fotonové operatory kontrahovany®

(7(2)(t,t0) = (_21) 2fyaab’yfd/d4xl/d4x2 A'A' (84)

kde
~ =) 4 PEREN C o) B C A (=) ~(_
X o= T{ [wa O =0 e e U+ ’}
() ~ (4 ARG ) B ) A
Vyraz ktery jsme si oznacili jako X je stejny jako v pripadé Comptonova rozptylu. Ted si z ngj
vSak ponechame jiné ¢leny nez tenkrat, a to ty, které po uplatnéni normélniho souc¢inu povedou
na strukturu (83), tj souciny, ve kterych jsou vsechny ¢tyfi operdatory ruzné. Protoze ¢leny s

kontrakcemi podle Wickovy véty by ted vedly k mensimu poctu operdtoru nez potiebujeme,
muzeme operator T’ rovnou nahradit normélnim souc¢inem

=+ PP — GGG — OGN + GG

SPtipomenime, 7ze zévislost na étyFvektorech z explicitné nevypisujeme. Operitory s indexy a, b a a zavisi od
z1, ty s indexy ¢, d a 8 od x2.
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Po uplatnéni normalniho sou¢inu se zméni poradi operdtoru

2 = POIGIGOGD — OGO — ORGP

Pii zméneé poradi operatoru ke zméné znaménka nedoglo, protoze pocet vymeén poradi byl vSude
sudy. Zméfime jesté poradi séitanct a zaved me ozévorkovani

¥ = [FORORNI T + [T SRR

Ted je jasné vidét, ze pii transformaci {a <> cAb <> d Ay <> w3 A <> B} si dva vyrazy v
zavorkdch vzajemné vymeéni mista. Protoze (84) je vuéi této transformaci symetrickd, ty dva
vyrazy v zavorkdch prispivaji stejné. Staci proto uvazovat jeden z nich (vybereme si ten druhy)
a vysledek vynésobit 2.

U(Z)(t tO) - 16 2’73575d/d4xl/d4x2 A.Aﬁ )wb )w(-ﬁ- ¢(+ Eg_)lbé_)lb((:—’—)iﬁ(f)] . (86)

Maticovy element mezi pocateénim a koncovym stavem tohoto operatoru si vzhledem ke struktuie
vyrazu v hranaté zdvorce muzeme napsat jako soucet dvou maticovych elementi. Prvnim je

URtst0) = ey [ dia [ aixa AL OREGOGTTDGIN A (87

a druhym
UR ) = Gy [t [t ALAS OBAIOTOH A0 9)
Vénujme se nejdiiv vypoctu prvniho maticového elementu. K tomu budeme potfebovat
operatory
) = X T (59)
D,s P
30 @) = zﬁem’wms') i, (90)
) = D e T e o
qr q
IR B SR LN (92)

Po dosazeni operatoru (89-92) do (87) dostaneme komplikovany vztah, jddrem kterého bude va-
kuové stfedni hodnota ze soucinu krea¢nich a anihila¢nich operatort. Jeji hodnotu lehce uréime
pomoci antikomutaénich vztaht mezi témito operatory. Dostaneme

(Oldbsb dl, g barrbldl|0) = 05,504,505, 0s,5 05,051 10,7 Osor (93)

Diky Kroneckerovym symbolum zustane z kazdé sumy, majici puvod ve vztazich (89-92), jenom
jeden ¢len. Naptiklad operator (89) bude do vysledného vyrazu pfispivat faktorem

1

T (7
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Ve vzniklém vztahu muzeme lehce identifikovat faktor

4
1
K=]]——.
e

V dalsim pouzijeme vztah pro kontrakci fotonovych operatoru [str. 17 materidlu elmagpole.pdf
z 3.4.2021, kombinace vztahu (85) a (87)]

Ae Qe (_lgaﬁ) 4 e_ik(“_”)

Kdyz vytkneme konstantni vyrazy pied integral a obnovime maticové ndsobeni, z (87) dostavame

. = o — — — -1 [e
U (tt0) = K (s, 50010 G, 500, "u(i,s0) 5 v, (99)
kde jsme oznacili
—ik(x1—x2)
_ 4., i(p3+pa)x 4 —i(p1+pa)x 4. €
y_/dx1e<P3 p4) l/dee (P1+p2) 2/dk Tt

Zménime poradi integraci a mame

d'k 4, i(pstpa—t)x 4. i(k—pi—pa)x
Y= e d*xq ellPatpa 1 d¥xye p1—p2)xX2

V limité ¢y — —o0, t — 00, V — 00 se z posledniho integralu stéava (2m)*0@ (k — py — p2), coz
nam umozni lehce provést integraci pies d*k tim, ze viude polozime k = p; + po. Zlstane ndm
tak

B (2m)*
k2 +ie
kde k = p1 + p2. Po zavedeni oznaceni Py = p3 + ps a P; = p1 + pa se ze zbyvajictho integralu
stavé funkce (23). Po dosazeni do (95) dostavéame

y

4 i +p4—p1— b'q
/dxle(p3 P4—P1 p2)1’

. R o= — o — —i [}
U (1,10) = K ()07, 53)10(F, 510, 5207 u(F, 51) 5 222)

k2+i€ D(t7thVYaPZ)Pf)

k=p1+p2

(96)
Porovnanim s definiénim vztahem pro amplitudu (21) ziskdvdme prvni piispévek k amplitudé
rozptylu elektronu na pozitronech

. — = . a — _1 @, (D 1 D-
iMPD = 7(py, s3)(iey )MP%SU% (s, 52) (iey” )u(pi, s1) - (97)

k=p1+p2

Této amplitudé pfifazen Feynmantv diagram, nazyvany piimym (angl. direct, odtud to d v
oznaceni amplitudy), je uvedeny na obr. 6. Vstupujici a vychézejici pozitron jsou v ném vy-
znaceny plnymi ¢arami, ale Sipkami orientovanymi opa¢né jako u elektronu. V amplitudé (97)
nalézdme tii nové prvky: piispévek za vstupujici pozitron v(ps, s2), prispévek za vychézejici
pozitron v(py, s4) a prispévek za vnitini fotonovou ¢aru (virtuélni foton) se étyrhybnosti & spo-
jujicf dva vrcholy s indexy « a 3, rovnajicf se (—igas)/(k* + ic). Feynmanovy diagramy, které
tady pouzivame, nejsou diagramy v prostorocase, ale v hybnostnim prostoru. Nicméné svadéji
k predstavé, ze v ur¢itém bodé (prvnim vrcholu) dojde k anihilaci elektronu a pozitronu na
masivni foton, ktery se po urc¢itém case (ve druhém vrcholu) rozpadne zpétky na elektron a
pozitron.
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Obréazek 6: Pimy Feynmanuv diagram pro rozptyl elektront na pozitronech.

Vénujme se ted druhému maticovému elementu, danému vztahem (88), ktery tu pro pohodli
¢tenafe znovu uvadime

(2

U (1, t0) = —(ie) 27, / ddx, / d*xp ASAS (0]dghl 2y H) 4P bldf o)

spolu s potfebnymi polnimi operatory

()
W) = ¥

ai_ 1 -, L a
0 (w2) = Z—elm%d@:s') L (98)

—~ /2VE§
Al()'i‘) (9U1) — Z lqwlub(q—”/ T/)BLT:TJ ’ (99)

= /2VEH/

Cislujeme jenom nové operatory, které se pii vypoétu prvniho maticového elementu nevyskytly.
Vakuova stfedni hodnota ktera se na nejhlubsi irovni vztahu pro druhy maticovy element objevi
je stejnd jako v pripadé prvnitho piispévku (93) a tudiz implikuje stejnd pravidla pro vybeér
sumacnich indexu ve vyrazech pro polni operatory. Pro hybnosti jsou to:

— — —/ — —/ — — —

p = ps3, P = D4, q9 =DP1, q=Dp2.

Analogické vztahy plati i pro spinové indexy. Po ponechani jenom odpovidajicich ¢lenu ze sum
v polnich operatorech a vyuziti vztahu pro kontrakeci fotonovych operatoru (94), ve kterém
opatfime integra¢ni proménnou ¢arkou, dostavame

c . — > « — — = — —i «
U}f (t,t0) = — K (ie) (53, 53)7 U(p1781)v(p2782)’yﬁv(p4,84)% Z, (100)

kde

LK (x1 —x
zZ= /d4x1 el(P3—p1)x1 /dflx2 el(Pa—p2)x2 /d4k/#.
k' +1ie

Zménime poradi integraci a mame

Ak’ . :
— d4xq elP3—P1=K)x1 [ g4, i(k'+pa—p2)xe
k2 +ie ! 2
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V limité tg — —o0, t — 00, V — oo se z posledniho integrélu stava (2m)*0™W (k' 4 py — p2), coz
nam umozni lehce provést integraci pres d*k’ tim, Ze véude polozime k' = py — ps. Zlistane ndm
tak
B (2m)*
K +ie

4 i +p4—p1— b'q
/Xme(p3 P4—P1 p2)1’

kde k' = py — ps. Po zavedeni oznaceni Py = p3 + ps a P; = p1 + p se ze zbyvajiciho integréalu
stava funkce (23). Po dosazeni do (100) dostavame

c . — > « - — = - —i o
U (1, t0) = K (ie)2T(7, 531 “u(t, 510, 520770 (7, 54) 022 D(t,to,V, P;, Py).

K2 +ie k'=p2—pa
(101)

Porovnanim s defini¢nim vztahem pro amplitudu (21) ziskdvdme druhy piispévek k amplitudé
rozptylu elektronu na pozitronech

MO = ()T, 39) 7 (7, 51) 2o

K2+ ie (P, 52) iy Jw(Fa, a) . (102)

k'=p2—p4

V této amplitudé se objevil novy prvek, faktor (—1) za zkifzené fermionové nohyS. Amplitudé
(102) prifazeny Feynmanuv diagram, nazyvany zkiizenym (crossed, proto c), je zobrazen na obr.
7.

2

Obrazek 7: Zkfizeny Feynmanuv diagram pro rozptyl elektronu na pozitronech.

Nez pujdeme dale, musime se vypoiradat s tim, ze jsme pro kontrakci fotonovych operatoru
pouzili zjednoduSeny vztah (94) namisto spravného

—ik(z1—22)

Pap(k)

Ae 1e 1 4,.€

kde
kakﬁ k‘anﬁ + ’I’Lak‘ﬁ

+
(nk)? (nk)
je polarizaéni tenzor v pripadé Coulombovy kalibrace. ZjednoduSeni spocivalo v tom, zZe ve

vztahu pro polariza¢ni tenzor jsme neuvazovali ¢leny obsahujici ¢tyivektor k. Ted si ukdZzeme,
ze i kdybychom je uvazovali, dostaneme stejné vysledky pro amplitudy rozptylu elektronu na

Pa (k) = —Yap

pozitronech, protoze prispévky dodateénych ¢lenu jsou nulové. Pouzijeme pritom vztahy (¢isla
ukazuji na vztahy v ktp1-201012.pdf) pu = mu (92), up = mu (93), pv = —mv (98) a Tp = —mv
(99).

6Jeste jsme neprozradili, ze Cardm oznacujicim externi (tj vstupujici a vystupujici) édstice se fiké nohy (legs)
diagramu.
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Kdyz pouzijeme k = p1 +p2 = p3+ps a k' = ps — py = p3 — p1, lehce dokézeme, Ze prispévky
od ¢tyfvektoru k k amplitudé (97) a od étyfvektoru &’ k amplitudé (102) by byly nulové i v
ptipadé pouziti kompletniho polarizaé¢niho tenzoru:

kou(ps, s3)Y*v(Pa, s4) = u(ps, s3)(P3 + pa)v(Da, sa) = u(ps, s3)(m — m)v(py, sa) =0,

/%U(E, s9) Y u(pi, s1) = 0(P2, 52) (1 + Po)u(pi, 51) = 9(P2, s2)(m — m)u(pr, 1) = 0,

)Y
o W(D3, 53) 7 u(P1, 51) = W(P3, s3) (B3 — p1)u(Ph, s1) = w(P3, 3)(m — m)u(py, s1) = 0,
kﬁv(pz, 52)7 v(P1, 54) = (P2, 52) (P2 — Pa)v(Ps, 1) = (P2, 52)[=m — (—=m)]o(pis, 54) = 0.

12.1 Diferencialni G¢inny pruaiez rozptylu elektrontt na pozitronech

Pro reakce se dvémi ¢asticemi (1 a 2) v poc¢atetnim a dvémi ¢asticemi (3 a 4) v koneéném stavu
Mandelstam zavedl tii invarianty: s = (p1+p2)?, t = (p3—p1)? au = (p3—p2)?. Nejsou nezavislé,
ale splitujf vztah s +t +u = m? + m3 + m3 + mj.

Proces budeme popisovat v soustavé hmotného stiedu (cms), kde plati g1 +ps = 0 a ps+py =
0. Protoze vsechny ztucastnéné ¢astice maji stejnou hmotnost, budou mit vSechny i stejnou energii
E a plati s = 4E?. Invariant ¢ souvisi s thlem rozptylu 6 vztahem

t=—2(E* —m?)(1 — cos ). (103)
Pro amplitudu rozptylu elektronu na pozitronech plati vztah
M@ = pMED 4 2 (104)

kde amplituda pFimého diagramu M4 je ddna vztahem (97) a amplituda zkiizeného diagramu
je ddna vztahem (102). Tyto vztahy si nejdiiv upravime na jednodussi tvar. Kromé trividlnich
Uprav které se pifimo nabizeji, vyjadiime kvadraty ¢tyrhybnosti virtualnich fotont pomoci Man-
delstamovych proménnych, k? = (p; +p2)? = s a K = (p2 —p4)? = t. Déle v obou dvou vztazich
muzeme polozit € = 0. Ve vztahu (97) proto, Ze s > 4m?, ve vztahu (102) proto, Ze t < 0 kromé
pripadu rozptylu na nulovy thel, ktery nebudeme uvazovat. Pomoci metrického tenzoru zave-
deme do vztahii gama matice s dolnim indexem ~, = gagfyﬁ. Pro Diracovy bispinory pouzijeme
zjednodusené oznaceni, napt. u; = u(pi, s1). Nakonec prejmenujeme lorentzovsky index z «a na
w a pro amplitudu (104) dostdvame

1 1
M(Q) = 62 <;u;»,’y“v4vgfyuu1 — Zu;;'y“mm'mm) . (105)

Pii vypoctu uc¢inného prufezu budeme potiebovat kvadrat modulu amplitudy, ktery budeme
pocitat, podobné jako u Comptonova rozptylu, pomoci vztahu

M2 = p@ T

Uréime proto matici 1x1 hermitovsky sdruzenou k (105) a z duvodu jejiho ptistitho ndsobeni s
(105), zménime v ni oznaceni s¢itactho indexu na v

1 1
M(Q)T = 62 (;ulfyyvgm’y”ug — ZU4’7V?)2U1’)/VU3> . (106)

V dalsim budeme urcovat téinny prufez pro nepolarizované elektrony a pozitrony, tj soucet pies
spinové stavy Castic v koneéném stavu a prumér pies spinové stavy ¢astic v po¢ateénim stavu.
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Proto ted pocitejme soucet kvadrati amplitud pro rizné spinové stavy. Parametrizujeme ho
formuli

Y] Yo+ Y- Y,
E : 2)12 _ 4 1 2 3 4

51,52,53,54

Prvni ¢len v zavorce dostaneme vyndsobenim prvniho ¢lenu ze zdvorky v (105) prvnim ¢lenem
ze zavorky v (106). Proto mame

_ — — - —~ vV _ — M — — — v
Y| = E uzy V4027 U1 UL Y V2V47Y U3 = E U3aYqpV4bV2cVpuedU1dUleVve fU2 £ VigT gn U3h
81,52,53,54 51,52,53,54

Ve druhém kroku jsme maticové ndsobeni rozepsali pomoci prvka matic, maticové indexy kterych
oznacujeme latinkou. Rozumi se sumace ptes opakujici se indexy, které nabyvaji hodnoty od 1
po 4. Poradi prvka muzeme libovolné ménit, uspordadame je tak, abychom mohli vyuzit vztahy

Z Ugplag = (¢4 - m)bg
S4

> usplisa = (B3 +m)na
s3

D voptee = (P —m)se
52

Z Uldlle = (ﬁl + m)de
S1

plynouci ze vztahu (113) v ktp1-201012.pdf. Jednotlivé éleny potom usporaddme tak, aby ma-
ticové indexy na sebe plynule navazovaly. Cely vyraz se da napsat jako soucin dvou skupin, v
ramci kazdé ze skupin budeme moci obnovit maticové ndsobeni. Skupiny zvyraziujeme zave-
denim hranatach zavorek

Y1 = [(Ba — m)ugvin (B3 + m)naViy] X [(B2 — m) pevuca (b1 + M) aevver] -

V prvni zavorce mame soucin ¢tyi Ctvercovych matic. Jeho vysledkem je prvek bb vysledné
matice. Protoze pires b se s¢itd, dostdvame stopu vysledné matice. Podobné je to i ve druhé
hranaté zavorce. Vysledkem tedy je

Y1 = Tt (s — m)y” (s + m)y"] Tr [(ba — m)yu(py + m)v,) (108)

Kdyz vynasobime prvni ¢len ze zavorky v (105) druhym ¢lenem ze zévorky v (106) dostavame
(znaménko minus je zohlednéno v (107))

— -~ = = AV = = -~ — v
Yy = g uzy" V402Y U104y, V2ULY U3 = E usa’YZbUz;bUzc’mcdumme%efU2fulg’thush-

$1,52,53,54 $1,82,53,54

Kromé predeslych zaangazujeme i dalsi dva vztahy

D vgplae = (a—m)be
s4
Z upgtiyg = (P1+m)ay
s1
a dostaneme
Y2 = (153 + m)ha’)/f:b(IM - m)be’)’uef(}% - m)fc’)/,ucd(ﬁl + m)dg’)/gh
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Na rozdil od piipadu Y] tady maticové indexy na sebe navazuji po celé délce vyrazu. Vysledkem
je prvek hh matice kterd je sou¢inem osmi matic. Po s¢itani pres h dostdavame stopu

Yo = Tr [(P3 + m)y" (Pa — m)y (b2 — m)yu(pr + m)y"] - (109)

Podobné uréime i Y3 a Y,. Pro snazsi porovnani zde uvadime vsechny vysledky:

Vio= Tr[(ps —m)y" (s +m)y"] Tr (B2 — m)vu (b1 + m)v],
Yo = Tr((ps +m)y"(Pa — m)n (b2 — m)vu(pr +m)y"],
Y3 = Tr((ps +m)y" (P +m)n (b2 — m)vu(pa — m)y"],
Yy = Tr[(pr +m)”(Ps +m)y"] Tr (P2 — m)yu(ps — m)y] .

Vsimnéme si, ze kdyz v Y7 udéldme zdménu py <> —p4 (nebo py <+ —p3) dostaneme Yy. Pii této
zaméné dojde i k zdméné Mandelstamovych invarianti s <> ¢ a invariant u zustane nezménén.
To ma za nasledek, ze kdyz si vyjadiime Y7 pomoci s a ¢, k uréeni Y, staci ve vztahu pro Y
prejmenovat s na t a vice versa. Okamzité, bez dalsiho pocitdani, tak dostaneme Y.

Stejnou uvahu muzeme aplikovat i na Y5 a Y3 se stejnym vysledkem.

Specielnim dusledkem vyse uvedeného je invariance sou¢tu kvadrétu modulu amplitud (107)
pii transformaci s <> t. Tento jev je specielnim piipadem kiizové symetrie (angl. crossing sym-
metry). D4 se aplikovat i na amplitudy samotné, jenom p; <+ —p4 musime doplnit transformaci
polarizacnich vektoru 1 «+ €}.

Kiizova transformace p; <> —py se da ilustrovat i diagramaticky. Kdyz na primém diagramu
(obr. 6) prejde elektron z pocatecniho stavu se ¢tyrhybnosti p; do koneéného stavu jako pozitron
s ¢tyrhybnosti ps = —p1 a pozitron z koneéného stavu s ¢tyrhybnosti py piejde do pocateéniho
stavu jako elektron s ¢tythybnosti p; = —py, ziskdvame zkiizeny diagram (obr. 7). Pfi kifzové
transformaci se piimy a zkfizeny diagram vzajemné vyméni.

Experimenty které zkoumaji srazky elektronu s pozitrony probihaji na zafizenich nazyvanych
akumulacni prstence (storage rings). V nich obihaji proti sobé svazky elektronu a pozitronu a v
nékolika navrzenych mistech se protinaji. Prvni takovéto zatizeni, AdA, bylo navrzeno a zkon-
struovano pocatkem 60. let minulého stoleti. Elektrony i pozitrony v ném mély energii £E=200
MeV, obvod prstence byl 4 metry. Doposud nejvétsi zarizeni tohoto druhu, LEP v CERN, které
bylo v provozu v létech 1989-2000, mélo obvod 27 km a celkové energie srézejiciho se elektronu
a pozitronu byla 2E=209 GeV. Dluzno fici, ze pruzny rozptyl elektronti na pozitronech, ktery
tady vySetiujeme, m4 v sou¢asnych experimentech maly vyznam a pozornost se soustfeduje na
produkci a zkoumani novych ¢éstic.

Pti energiich srazky mezi elektrony a pozitrony které vysoce prevysuji klidovou energii elek-
tronu (mc? = 0,511 MeV) muzeme polozit m = 0, ¢imZ se ndm vypocty znaéné zjednodusi.
Zacénéme vypoctem Y7, které je po zanedbani hmotnosti dano vztahem

Y1 = Tr (pay"p3y") Tr (P2yub1ve) -

Zatnéme vypoctem prvni stopy, pii kterém pouzijeme zndmy vzorec pro stopu sou¢inu ¢ty gama
matic
Tr(7%9"~9*) = 4 (ga”gﬁ“ + 99" — g g”“) (110)
a dostaneme
Yia = 4[pips + pips — (pspa)g™] - (111)

Pro druhou stopu podobné dostavame

Yi, =4 [p2 vP1p + P2uP1v — (P1p2)9uu] . (112)
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Vzijemnym vynésobenim stop dostavame
Y1 = 32[(p1p3)(p2pa) + (p1pa) (p2ps)]

Ted' pouzijeme vyjidieni souc¢inii étyfhybnosti pomoci Mandelstamovych proménnych v piipadé
nulovych hmotnosti: (p1p3) = (peps) = —t/2 a (p1p4) = (p2p3) = —u/2 = (s+t)/2 a dostavame
(113)

Yy = 8(s% + 2st 4 2t2).

Vztah pro Ys vypada pii nulové hmotnosti nésledovné:
Yy = Tr [Psy"pabovuprv”] -

Nejdiiv pri Upravé soucinu péti poslednich matic pouzijeme vzorec
YWYV 8y = =278V Va (114)
a dostavame
Yy = =2Tr [psy"papryup2] -
Kdyz pouzijeme vztah
Yy = 497 (115)
tak nam vyjde
Vs = —8(p1pa) Tr [Pspa] = —32(p1pa) (p2ps) = —8u?,
takze jako vysledek dostdavame
Yy = —8(s +1)%. (116)
(117)

S vyuzitim kiizové symetrie dostaneme dalsi vysledky
—8(s% + 2st + t?),
(118)

‘3/'3 p—
Yy 8(t% + 2st + 25?).
a podle (107) i
¢ 2
Y IMOP =16t (; +1+ —>
S

51,52,53,54
P1i vypoctu u¢inného prurézu nepolarizovaného rozptylu musime do obvyklého vzorce pro u¢inny

prufez misto kvadratu amplitudy dosadit kvadrat amplitudy séitany pies spinové stavy findlnich
Castic a zprumeérovany pres spinové stavy inicidlnich ¢astic, coz v naSem piipadé znamena

IM@)J2 = i Z M) 2
51,52,583,54
2
M2 = 4t <§ +14 é) . (119)

Pro tpravu ¢lentt v zdvorce ted pouzijeme vztah
S
t=——(1—cosb),

kde 6 je thel rozptylu elektronu v soustavé cms.

]M(Q)‘Q =
4 sin



Dosadime do obecného vzorce pro diferencidlni G¢inny prutez v soustavé hmotného stiedu (36)
a vyuzijeme vztah s = 4E?, kde E je cms energie jednoho z elektront nebo pozitroni. Déle
vyjadifme kvadrat ndboje elektronu pomoci konstanty jemné struktury e? = 4mwa a zavedeme
konstantu (hc)? = 0.38938 x 10° GeV2nbarn, které zajisti, Ze jestli na pravé strané dosadime E
v gigaelektronvoltech, U¢inny prufez dostaneme v nanobarnech.

do a? (3 +cos?6)?
— = (he)? ( iy (120)
dQ) 642 Sin4g
Porovnani vzorecku (120) s experimentélnimi idaji je na obr. 8.
10_000:‘1’I|Iil'l_|lﬁll[rlllw[ 151[;[};!;;]|iib|slll
E +o—, - : 8
soool &te€—=ere TASSO evet-mero- TASSO 1
- A 14.0 GeV
L 22.0 GeV
¥ 348 GeV
10001 ¢ 38.3 Gev -
= 0500&_1» 43.6 GeV z
9 B
k2 =
u <
0 V
< 010004 4 @
2 1 18
2 0050 4 0O
b 1 =
= 1 ®
00105 [ -;
0005[- g
000 L v v v by oy b b O o v T v Ty by
-08 -04 00 0L 08 10 20 30 40 50

cos 6 Vs [GeV]
(a) (b)

Obrazek 8: Porovnani vypoctu s pouzitim vzorce (120) s daty experimentu TASSO u kolajdru
PETRA v dstavu DESY u Hamburgu. (a) Diferencidln{ G¢inny prufez pro ruzné energie /s =
2E; (b) Uéinny prutez ziskany integraci pies uthlové proménné.

Feynmanovy diagramy se ¢asto pouzivaji v alternativni formé zobrazené na obr. 9. Co se
hlavné lisi, je diagram zkiiZeného kandlu. Ted’ je mnohem jednodussi a umoziuje jednoduchou,
i kdyz trochu naivni interpretaci. Interakce mezi elektronem a pozitronem je zpusobend vyménou
fotonu. Béhem interakce dojde ke zméné pohybového stavu éastic, vyméné ¢tyrhybnosti mezi
nimi. Muzeme se na to divat dvémi zpusoby: a) elektron odevzda ¢tyfhybnost k, = p1 — p3
pozitronu, kterého ¢tyrhybnost tak nadobude hodnotu py = p2 + (p1 — p3); b) pozitron ode-
vzda ¢tyrhybnost k, = po — ps elektronu, kterého ¢tyrhybnost tak nadobude hodnotu ps =
p1 + (p2 — pa). Ctythybnosti vitrudlniho fotonu se pfi téchto dvou néhledech lisf: ky = —k,.
Prispévek virtudlniho fotonu k amplitudé zavisi od kvadratu ¢tyrhybnosti, které jsou stejné a
roviny Mandelstamové proménné ¢t = k2 = kg, takze nejednozna¢nost v naSich predstavach o
pritbéhu procesu se neprojevi na vysledku.”

"V procesech s virtudlnim fermionem je situace jind, jeho piispévek zavisi od ”sméru”étyihybnosti. Tam se za
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1 e o e 3
t=(p2—p4)2
et B et

2 4

(t)

Obrézek 9: Jind forma Feynmanovych diagrami procesu e"e™ — e"e™.

Pii nizkych energiich je pfispévek anihilaéniho kandlu, ktery je na obr. 9 oznacen jako (s),
zanedbatelny. Kvantovépolni vysledek, reprezentovany jiz jenom vyménnym diagramem (), se
blizi ke kvantovémechanickému (oba poc¢itané s nenulovou hmotnosti elektronu). V kvantové
mechanice anihila¢ni diagram neexistuje.

Rozptyl pozitronu s elektrony se nékdy nazyva Bhabhovym rozptylem, protoze prvni odvo-
zeni diferencidlniho u¢inného prufezu do/dcos @ (s nezanedbanou hmotnosti) publikoval indicky
fyzik H. J. Bhabha v Proc. Roy. Soc. A154 (1936) 195. O tficet let pozdéji zahynul pii havarii
letu 101 spoleénosti Air India blizko Mont Blanku.

13 Feynmanova pravidla spinorové elektrodynamiky

Na zékladé nasich dosavadnich vypoctu, zaloZzenych na poruchovém rozvoji evoluéniho operatoru,
muzeme usoudit, jak jednotlivé prvky Feynmanovych diagramu piispivaji k iM, tj amplitudé
procesu vynasobené imagindrni jednotkou:

e ¢,(k,\) za vchazejici foton

kA
Z(E, A) za vychézejici foton

[ ]
™

°
g

p, s) za vchéazejici lepton

p
p

°
Sl

,s) za vychazejici lepton

[ ]
<

,s) za vchézejici antilepton

—

(P s)
(P s)
(7, 5)
e v(p, s) za vychazejici antilepton
e iey* za vertex spojeny s fotonem, kterého polarizacni vektor ma Lorentzovsky index pu
e za virtudlni foton: )

— 19w

q% +ie

e za virtualni lepton, kterym protéka ¢tyrhybnost p ve sméru Sipky:

i(p+m)

p2 —m? +ie

e (-1) za "ski{zené leptonové nohy”

spravnou ¢tyfhybnost povazuje ta, ktera ”tece” ve sméru Sipky, kterou je virtudlni fermion v pi¥islusném diagramu
opatren.
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14 Anihilace elektronu s pozitronem na dva fotony

Jako prvni piiklad aplikace Feynmanovych pravidel budeme uvazovat anihilaci elektronu s po-
zitronem na dva fotony

e (P1,51) + et (P2, 52) = (73, A3) + (P, 84) (121)

Piislusné Feynmanovy diagramy jsou zobrazeny na obr. 10. Kvadrat ¢tyrhybnosti tekouci pres
virtualn{ fermion na prvnim diagramu je t = (p; — p3)?, na druhém u = (p; — p4)?.

P18y Pa:As | S Ps:Aq
v “
P17 Ps PPy
m v

P2:S; Paly Pz:Sz Paly

® )

Py

Zavedeme oznacen{ uy = u(pi, s1), va = v(P2, $2), €3 = €(P3, A3), €4 = €(Pa, M), P = p1 — P3
a q=p1 — ps. S vyuzitim Feynmanovych pravidel pak muzeme psét

. 2t) ok _x - 1(I$+m) S 4
iME) — €3,€1, V2 (iey") O (iey”) uy (122)

M) = €3,€1,, V2 (iev”) 21(% +m)

————— (iey* . 12
A (e (123

2 2

Nez postoupime déle, zavedme dva nové invarianty t =t — m? a v/ = u — m? a vyjadieme je
pomoci veli¢in v soustavé hmotného stiedu, kde je energie kazdé ze zucastnénych ¢éastic stejné,
E = \/5/2. Uhel mezi py a p3 necht je 6, thel mezi ] a py tak bude (7 — 6). Podil hybnosti a
energie elektronu je roven jeho rychlosti v. MuzZeme psét

t' = (p1 —p3)2 —m? = —2(p1p3) = —2(E1Es — p1 - p3) = —2E2(1 —vcosh),

u = (p —p4)2 —m? = —2(p1pg) = —2(ErEy — p1 - Py) = —2E2(1 +vcosf).

Protoze v < 1, jsou veliciny ¢’ a u’ negativné definitni. Takze muzeme v menovatelich pochézejicich
z Fourierova obrazu Feynmanova spinorového propagétoru polozit € = 0. Se¢teme (122) s (123)
a po tpravach dostdvame amplitudu anihilace e~ a e™ na dva fotony

M = —eQegyezMz‘@QWul, (124)

kde
1 1
QM = WW +m)y” + Uv”(d +m)y*. (125)

K vypoc¢tu kvadratu amplitudy budeme potiebovat i amplitudu komplexné zdruzenou, kte-
rou vyhodnéji ziskdme hermitovskym zdruzenim vyrazu (124). Soucasné ale zménime oznaceni
sumacnich indextt 4 — p a v — o, aby nedoslo ke konfuzi pii vypocétu soucinu MTM.

.I.
M = —e? 3,64, <v$70Q””u1> = —®e3pe4,ul QP71 00y
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MT = —62830€4p ﬂ1Qp01}2 , (126)

kde jsme zavedli oznaceni

~ 1 1

Q7 =7°Q0 0 =20 | ST+ m)y?T - =P (gt m)y T
Kdyz vyuzijeme, ze v*T = ~04#~0 dostaneme

A\po 1 o 1 o
QP = 577 (p+m)y’ + =P (d +m)y”. (127)
Kvadrat modulu amplitudy je roven
‘M‘z = 64 €§V€3U €zu€4p ﬂlépavz ) Q“"ul . (128)

Pro urceni u¢inného prutezu anihilace nepolarizovanych elektront a pozitronu na nepolarizované
fotony budeme potfebovat soucet kvadratu amplitud (128) pres polarizace fotonu A3 a Ay a
spinové stavy elektronu s; a pozitronu ss, pro ktery zavedeme oznaceni

> IMP =€y, (129)
51,52,A3,M4

Nejdiiv vyuzijeme zjednodusené vztahy pro polariza¢ni tenzory, které dostaneme tak, ze v kom-
pletnim vyjadieni [vztah (48) v elmagpole.pdf] zanedbame ¢leny obsahujici hybnosti fotont®

*
E €3,€30c = —Guvo
A3

Zazwﬁp = “Yup>
Aq
na zakladé kterych dostaneme

Y = 3 (@ Quve) (72 Q")

51,52

Abychom mohli vyuzit zndmy postup pii sumovéni pies spinové stavy, rozepiSeme dvé maticova
nésobeni vyznacena zavorkami pomoci maticovych indexu

Y = Z ﬁla(Quu)abUQb T)QCQlZguld = Z uldﬁla(Quu)abUQb@ZCQgg .

1,82 1,82

Ted pouzijeme vztah pro elektron
Z Urqlita = (P1 +mM)da
51

a pro pozitron

Z VapU2e = (¢2 - m)bc )

S2

¢imz dostaneme

Y =(p + m)da(@}w)ab(¢2 - m)bCQZ;

8V pifpadé e~ + et — e~ + e’ jsme ukézali na str. 28, Ze tyto ¢leny by dévaly nulovy pifspévek k pifmému
i zkifzenému diagramu. V pifpadé e~ + et — v + 7 je situace komplikovanéjsi, pfedmétné éleny dévaji nenulové
piispévky k individudlnim diagramtm, v souctu se vSak vyrusi. Jedna se o projev Wardovy identity, kterd je
dusledkem kalibraéni invariance. Piislusné vypocty zde neuvadime.
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Navédzanost maticovych indexu nam iikd, ze se jednd o soucin ¢tyf ¢tvercovych matic, vedouci
na prvek dd sou¢inu. Protoze pres d se sCitd, vysledkem je stopa

Y = T (b +m)Qu (2 — m)Q™ | . (130)
Napisme si (127) s dolnimi indexy
~ 1 1
Quv = 7w (B +m)yu + —Zyuld +m)y
a pripomenme si i to, jak vypadd Q" (125)
wo_ 1 v, 1w p
Q" = (P +m)y” + S (d + m)t

Z vyse uvedenych vztahu je vidét, ze (130) muzeme zapsat ve tvaru

i Yo+Ys Y

T T (131)
kde
Vi =Tr (1 +m)v(p+m)yu (b — m)y" (p +m)y"]
Yo = Tr((p1 + m)v (b + m)vu(pe — m)v" (¢ +m)y"] ,
Yy =Tr[(p1 + m)vuld + m)y (b2 — m)y* (P + m)y"]
Yy =Tr (1 +m)vuld +m)w (b2 — m)v" (¢ + m)y"]

Abychom si vypocty zjednodusili, polozime m = 0, éimz omezime platnost nasich vysledku na
energie mnohem vyssi nez klidova energie elektronu. Pouzijeme vztah (114) a

Ty = =29 (132)
a postupné dostavame

Vi =Te(pryw prupay" P7") = 2Te(pryw P2 py”) = 4 Te(prppap) -

Ted pouzijeme vztah (110) pro stopu soucinu ¢ty gama matic, coz ndm da

Y1 =16 [2(pp1)(pp2) — P (p1p2)]

Z definic p, ¢, s, t" a v’ plynou pii m = 0 vatahy (pp1) = —(p1ps) = t'/2, (pp2) = (p2pa) = —1'/2,
p? =t (p1p2) =s/2=—(t'+ s')/2. Jejich pouzitim dostavime

Y1 = 8t'u'

a taky

Yo = Tr(Prywboyuby” ") = =2 Tr(Prwp 47" p2) = —8 (pa) Tilpip2) -
Pii posledni dpravé jsme pouzili vztah (115). Dél nemusime pocitat, protoze (pq) = (p1 —
p3)(p1 — pa) = p3ps — p1(p3 + P4 — p1) = p3pa — p1p2 = $/2 — s/2 =0 a tudiz

Yo =0.

Dalsi veli¢iny uréime pouzitim kiizové symetrie ¢ <+ u, a to Y3 = 0, Y3 = 8t’u’. Po dosazeni do
(131) nakonec dostdvame
t
y =8 <J T ?> .
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Kdyz sem dosadime ¢ = —2E%(1 — cos ) a v’ = —2E%(1 + cos ) tak vychazi

Y:16< _22 —1).
sin“ @

S prihlédnutim k vyznamu Y (129) muzeme pro kvadrit amplitudy secteny pres polarizace
findlnich fotonu a zprumérovany pies spinové stavy pocateéniho elektronu a pozitronu psat

MP = ;e'y

a po zavedeni konstanty jemné struktury e? = 4wa

— 2
M2 = 647°a” ~1
M e sin? 6

Po dosazeni do obecného vzorce pro diferencidlni u¢inny prufez v soustavé hmotného stiedu

(36) dostavame
do 5 a? 2
an " <smze ‘1) ! (133)

kde 6 je tihel mezi hybnosti elektronu a hybnost{ fotonu. Vlozili jsme tam i konstantu (hc)? =
0.38938 x 10 GeV? pbarn, kters zajisti, ze jestli na pravé strané dosadime /s v gigaelektron-
voltech, tak U¢inny prufez dostaneme v pikobarnech.

Pro ilustraci uvedme, Ze experiment CELLO u e*e™ kolajdru PETRA v DESY (Hamburg)
méril Géinny prufez anihilace elektronu a pozitronu na dva fotony pro |cos | < 0.85 pii /s =
34.2 GeV. Jejich vysledek 178.1 pb, zatizeny statistickou chybou 5.5% a systematickou chybou
5.3%, souhlasi s tim co vychézi integraci vztahu (133) (185.2 pb).

Nase formulka (133) dobfe souhlasi i s naméfenou zavislosti diferencidlniho u¢inného prufezu
na |cos | (obr. 14).

15 Anihilace ¢~ a e¢™ na par opaéné nabitych fermionu

Uvazujeme elementérni nabité fermiony, tj. miony p* s hmotnosti my, =~ 207m, nebo tauony T+
s hmotnosti m, ~ 3477m.. Pro urcitost budeme mluvit o ete™ anihilaci na par p*pu™.

e (p1,s1) + e (pa,s2) = p (p3,s3) + 't (pa, sa) - (134)

Miony, jako elementarni ¢astice se spinem % jsou popsany Diracovou rovnici. Protoze je ale
budeme uvazovat soucasné s elektronem a pozitronem, musime pro miony volit jiné oznaceni
spinoru a gama matic. Pouzijeme velkd pismena ¥ (z), ', U(p, s), V(p, s). Pritom maticovy pro-
stor pro miony je odligny od toho pro elektrony, takze napi. vyrazy '+ nebo 9 (z)¥(x) nemaji
smysl.

Reakce je popsand v nejnizsim fadu jednim Feynmanovym diagramem (obr. 12). Vyménny
diagram, jak jsme ho poznali v procesu e~ + e™ — e~ + eT tady chybi, protoze v elektromag-
netickém vertexu se nemuze elektron zménit na mion.

Definujeme obvyklé invarianty s = (p1 + p2)?, t = (p1 — p3)?, u = (p1 — p4)? a oznacéime jako
m hmotnost elektronu a jako M hmotnost mionu. Pro mionové bispinory zavedeme oznaceni
Us = U(ps,s3), Vo = V(py,s4) a pro elektronové u; = u(pi, s1), va = v(pa, s2). S vyuzitim
Feynmanovych pravidel piSeme

iM= Ug(ieF”)Vzl(_;if‘) Vg (ie’y“)ul ,
kS +ie k=p1+p2
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Obrazek 11: Porovnéani vzorce (133) s experimentdlnimi daty skupiny TOPAZ u ee™ kolajdru
TRISTAN v dstavu KEK (Japonsko).

coz muzeme upravit do jednodussi formy

[N}

[ —

M= U3FVV4 VoY, U - (135)

S
Kvadrat modulu amplitudy budeme znovu poéitat jako MTM, piicem v jednoduse odvozeném
vyrazu pro M zménime séitaci index na p
e? —
MT = — V4 THU;3 UYpV2 - (136)
S

Vynésobime pravou stranu (136) pravou stranou (135) a Ctyfi souciny ti{ matic, které se tam
vyskytuji, rozepiSeme pomoci maticovych indexu A, B,C, D, a,b, c,d. Pro kvadrat modulu am-
plitudy tak dostidvame
er — — _ _
IM? = 2 VialY gUsg UscTEpVap WiaVugyV2b D2cVvedlild -

Budeme se znovu zabyvat piipadem nepolarizovanych ¢ééstic, takze budeme potiebovat soucet
kvadratu modult amplitud pies spinové indexy. Pfi jeho vypoctu pouzijeme vztahy

D wgig = (p1+m)da
S1
szb@c = (p2—m)pe
52

Y UsgUsc = (ps+M)gc

S3

> VipVaa = (pa—M)pa

S4
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nabitych mionu.

Po obnoveni maticového nédsobeni zjistime, ze se tam vytvorily dva nezavislé maticové souciny
¢tyf ¢tvercovych matic (jeden v elektronovém, druhy v mionovém maticovém prostoru) a ze
vysledkem obou jsou stopy vyslednych matic. Soucet kvadratti modultt amplitud zapisujeme na
zékladé toho ve tvaru

4
e
Y. MP =5 AVB,, (137)
51,52,583,54

kde

AW = Ty [ (g — M)TH(ps + M)TY | = Tr (paD¥psT") — M2Tr(THTY),
B;w = TI“[ (ﬁl + m)W}L(ISQ - m)%/ ] = Tl"( 151%752%) - mQTr(rV,u’Vl/) .

Jednoduchy vypocet s vyuzitim (110) d&

AW = A pipl + pipl — g™ (p3pa + M?) ],
Buw = A[ pyupow + 02,010 — G (p1.p2 + m?) |

Lehce spocteme i

AP By, = 32[(p1p4) (p2p3) + (p1p3) (p2pa) + m? (pspa) + M?(p1pa) + 2m>M?]

Pii dalsf upravé vyuzijeme vztahy 2(p1p2) = s — 2m?2, 2(psps) = s — 2M?2, 2(p1p3) = 2(paps) =
m? 4+ M? —t, 2(p1ps) =2(pap3) =m? + M? — u a nakonec i u +t = 2M? + 2m? — s. Po chvilce
trapeni dostavame

AP By, = 8[4s(m?* + M?) — 2(m? + M*)? + u® +%]. (138)

Zbyva nam jesté vyjadrit invarianty ¢t a u jako funkce néjaké métitelné veliciny. Jako takovou si
vybereme thel mezi p; a p3 v soustavé hmotného stredu, ktery oznacime jako 6. Uhel mezi P1 a
Py je (m — 0). Protoze pracujeme v soustavé hmotného stredu, jsou energie vsech ¢astic stejné a
rovny +/s/2. Mandelstamuv invariant ¢ je roven

S
t=(p1—ps)” =m?+ M? = 2(pips) = m® + M? — (1 — vyvz cost)

kde v; je rychlost i-té dstice v soustavé hmotného stiedu, v1 = /1 — 4m?2/s, v3 = /1 — 4M?/s.
Podobné mame
s

uw=(p1 —psa)? =m?+ M? —2(pips) = m? + M? — 5

(1 +wvyvzcosh).
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Do (138) potfebujeme dosadit

2 2
2+ u? :2(m2+M2— g) +2(%vlvgcosé?> .

Kdyz to ucinime, tak dostavame

2 2
A" B, = 45 [1 - %(mz + M%) + (1 - 4%) (1 - 4]‘84 > cos® 0 } . (139)
Jestlize chceme ziskat diferencidlni Gi¢inny prufez pro nepolarizované ¢astice, musime do obecného
vzorce (36) dosadit kvadrat modulu amplitudy secteny pres spinové stavy ¢astic v koneéném
stavu a zprumérovat pres spinové stavy Castic v pocateénim stavu. To znamend vydélit soucet
(137) ¢tyfmi. Navic jesté vyjadiime kvadrét ndboje elektronu pomoci konstanty jemné struktury,
e? = 4ma. S prihlédnutim k (139) tak ziskdme

_ 4 4m? 4M?
M2 = 167202 [1 + ;(m2 +M2) + <1 — %) <1 — T) cos? 0 ] )

coz po dosazeni do (36) da diferencidlni Gi¢inny prifez reakce e~ + et — u= + u™t

d 2 [ AN 4 4m? 402

Do vzorce jsme zavedli i konstantu (Aic)? = 0.38938 x 106 GeV2nbarn, kterd zajisti, Ze kdyz na
pravé strané dosadime s v (GeV)?, ticinny priifez dostaneme v nanobarnech. Integraci pies df2

dostavame
dma? [s—AM? 2m? 2M?
= (he)? 1 1 : 141
o = (he) 3s s—4m2<+s><+s> (141)
P1i vysokych energiich muzeme zanedbat hmotnosti a vzorecky nabyvaji jednoduchy tvar
do 5 a2 9
d_Q = (hC) 4_3 (1 + cos 9) s (142)
4 2
o = (fic)? o
3s

Porovnani u¢inného prurezu ziskaného ze vztahu (141) s experimentdlnimi daty najdeme na
obr. 13. Pfi souctu energii srazejicich se éastic do 550 MeV [podobrazek (a)] je souhlas vypoétu
s daty uspokojivy. Avsak pii energii nad 900 MeV [podobrazek (b)] je patrné, ze naméfeny
Ucinny prufez systematicky prevysuje vypoctené hodnoty. Experimenatori to zduvodnili tak, ze
pii vyssich energiich prispivé i Feynmanuv diagram ¢tvrtého fadu s fermionovou smyckou [obr.
13c].

Podle kvarkového modelu je produkce hadronu (silné interagujicich ¢astic) v anihilacich elek-
tronii s pozitrony iniciovana reakci e~ + et — kvark + antikvark. Kvark a antikvark nemuzou
existovat volné, fikd se tomu uvéznéni kvarku (angl. quark confinement). Vzniknuty kvark a
antikvark proto fragmentuji na sprsky (jets) hadronu. Tato predstava byla podpofena experi-
mentalnim sledovdnim zdvislosti ti¢inného pitifezu reakce e~ + e™ — hadrony na energii. Pfi
prekroceni energetického prahu pro produkei urcitého typu kvarkt hadronovy téinny prufez
nartistd skoro skokové [v souladu se vzorcem (141)].9 Takto byly ziskdny prvni indicie o exis-
tenci c-kvarki.

Ukazuje se taky, ze thlové rozlozeni sprsek zhruba kopiruje thlové rozlozeni kvarka podle
vzorce (142), viz obr. 77.

9Musi se vzit do tivahy, Ze kvarky majfi zlomkovy néboj, ne celoéiselny, a ze existuji ve tfech modifikacich, tzv.
barvach.
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Obrézek 13: Porovnani hodnot ziskanych ze vztahu (141) s experimentdlnimi daty z experimentu
u kolajdru VEPP-2M v institutu INP (Novosibirsk).

Anihilace elektronu a pozitronu na dva tézsi leptony se #idi zdkony elektrodynamiky, kterd
je invariantni vuéi zrcadleni prostoru. To je vidét i na vzorcich (140) a (142) pro diferencidlni
Uéinny prufez, které se nezméni pii transformaci cos @ — — cos 6. Naproti tomu, slabé interakce,
odpovédné hlavné za prevaznou ¢ast rozpadu ¢astic a jader, nejsou vuéi zrcadleni invariantni.
Slabé interakce se zménou naboje a jinych kvantovych ¢isel jsou zprostiedkovany vymeénou
kalibraénich bozont W* mezi participujicimi ¢asticemi. Dalsf kalibraéni bozon, Z°, nemtze
prendset ndboj ani jind kvantové ¢isla. Je zodpovédny napi. za rozptyl neutrin na elektronech,
ktery byl pozorovin poprvé v roce 1973 v bublinové komote Gargamelle v CERN.!? Mize taky
prispivat k anihilaci elektronu a pozitronu na dva tézsi leptony, jak je znédzornéno Feynmanovym
diagramem na obr. ??c. Protoze mzo = 91,19 GeV (skoro desetindsobek hmotnosti protonu),
tento diagram se projevi az pii velmi vysokych energiich. Jeho interference s elektromagnetickym
diagramem (obr. 12) vede k narusen{ invariance vuci zrcadleni a k pfedo-zadni asymetrii. Je to
ilustrovano experimentalnimi vysledky na obr. 77.

0Tento objev prispél k diivéfe v existenci kalibraénich bozont a ulehéil schvéaleni trochu riskantniho projektu,
jakym byla proména urychlovace SPS na kolajder SppS v CERN. Na ném pak byly bozony W a Z skutecné v
roce 1983 objeveny.
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16 Rozptyl elektroni na elektronech

Jako ilustraci pouziti ki{zové symetrie si ukazeme, jak se daji vztahy odvozené pro rozptyl
elektront na pozitronech vyuzit na uréeni diferencidlniho u¢inného prufezu rozptylu nepolari-
zovanych elektronu na nepolarizovanych elektronech

e (p1) +e (p2) — e (p3) +e (pa). (143)

Tato cesta je mnohem snazsi nez opétovné urcovani maticového elementu evoluéniho operatoru
a i snazsi nez pouziti Feynmanovych pravidel. D4 se ovSem pouzit jenom tehdy, kdyz uz méme
spoc¢tenu jednu z reakci které jsou svazany kiizovou symetrii.

Pro jednoduchost budeme, jako v piipadé e~ e rozptylu, kldst m=0. Vychézime z toho, Ze
z rozptylu elektronti na pozitronech

e (p1) + et (p2) = € (p3) + €' (pa)

dostaneme rozptyl elektront na elektronech tak, ze pozitron z pocdtecniho stavu prevedeme do
konecného a naopak

e (p1) +e (—ps) = e (p3) +e (—p2) (144)
Feynmanovy diagramy pro elektron-elektronovy rozptyl jsou ukédzany na obr. 16. VySe zminénou
transformaci je dostaneme z diagramu pro elektron-pozitronovy rozptyl (obr. 9). Diagram (t) z
obr. 9 prechazi na diagram (t) na obr. 16, diagram (s) na diagram (u). Porovnanim (144) s (143)

P1:S Pa:S3 P1:5; P3:S3

P2:S, P45, P2:Sz P45,
(t) (u)

Obrazek 16: Feynmanovy diagramy pro rozptyl elektronti na elektronech [t = (p; — p3)? =
(p2 — pa)®, u = (p1 — pa)* = (p2 — p3)*].

zjistujeme, Ze soucet pies spinové proménné kvadrati amplitud pro rozptyl elektront na elek-
tronech muzeme dostat z obdobného sou¢tu pro rozptyl elektronu na pozitronech transformaci
—pg — P2 a —p2 — p4. Pii této transformaci se z piivodniho s = (p; + p2)? stane u = (p; — p4)?
a naopak. Invariant ¢ = (p3 — p1)? = (p2 — p4)? se pritom nezméni.

Kvadrat amplitudy rozptylu elektront na elektronech zprumeérovany pies spinové stavy
pocateénich elektronu a se¢teny pres spinové stavy koneénych dostaneme tak, ze obdobnou
veli¢inu pro e~e™ rozptyl [vztah (119)] vyjadifme pomoci s a u, které pak navzdjem vyménime.
Takze vychézime ze vztahu (119), ktery zapisujeme tak, aby bylo jasné o ktery proces se jednd

2
- S t
M = de* <1+;+ > |

S
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Diky tomu, Ze predpokladdme nulové hmotnosti, plati t = —(s + u). Po dosazeni za ¢t do
predchoziho vztahu po upravach dostavame

2
S EEE— u u
Moo P = et (1— +—> |

u—+ s S

Po zaméné s < © mame

2
_ S S
‘Me—e—P = 464 (1 - + —> .

s+u u

Po nahrazeni u 4+ s = —t to pfrepiSeme na tvar
’Me—e— 2 = 4¢t (1 + -+ —> .
t u

Pti nulovych hmotnostech plati vztahy ¢t = —s(1 — cos6)/2 a u = —s(1 4 cos 0)/2, kde 6 je ihel
mezi P a p3. Pomoci nich dostavame

S 4 (3 + cos? 9)2

M 2—4 145
Moo P =4t = (145)

Po pouziti €? = 4wa a dosazeni do obecného vztahu pro diferencidlni Géinny prifez v soustave

hmotného stfedu (36) nakonec vychazi

do a? (3+ cos?0)?
dQ  4E%  sinte

(146)

kde F je energie jednoho z elektronu. Rozptyl elektront na elektronech se nazyva Mgllerovym
rozptylem, podle danskeho fyzika Christiana Mgllera, ktery jako prvni publikoval vzorec pro
diferencidlni uéinny prufez (s nenulovymi hmotnostmi). Pro zajimavost (a jako vyzvu pro zdatné
poctéare) ho uvddime

do _o®(B°+p*)? | 4 3 +< P’ >2<1+ 4)
ao AF?pt sin*f  sin%6 E? + p? sin?6 ) | -

Zde, p = vV E? — m2. Lehce se presvédéime, ze pro m=0 piechdzi Mglleruv vzorec na nas vztah
(146).

17 Rozptyl elektroni na stojicich kladnych mionech nebo bo-
dovych protonech

Z experimentalniho hlediska je rozptyl elektroni na mionovém terciku

e (p1) + p" (p2) = e (p3) + 1" (pa) (147)

nerealizovatelny. Budeme se jim pfesto zabyvat, protoze ziskany diferencidlni G¢inny prufez je
stejny jako pro rozptyl elektronu na protonech za predpokladu, ze proton je bodova ¢éstice bez
berou do tvahy. AvSak ani pii vysokych energiich ted nemtuzeme hmotnost mionu zanedbat,
protoze pak by neexistovala soustava, ve které je mion v klidu (laboratorni soustava).

Kdyz zanedbame hmotnost elektronu, kinematika rozptylu elektrontt na hmotnych mionech
je stejnd jako kinematika Comptonova rozptylu, tj. rozptylu fotoni na hmotnych elektronech.
Proto muzeme vyuzit vztah (60) s tim, ze energii dopadajiciho (vyletujicitho) fotonu w; (wy)
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nahradime energii dopadajiciho (vyletujictho) elektronu E; (FE3) a pro energii vyletujiciho elek-
tronu v laboratorni soustavé piSeme
1+28 sin20/2"

E3 (148)

Podobné muzeme prevzit vztah (61) pro diferencidlni G¢inny prufez Comptonova rozptylu v
laboratorni soustavé, ve kterém nahradime hmotnost elektronu hmotnosti mionu M

do 1 Eg 2
0= ST (E) IM2. (149)

Namisto kvadrdtu amplitudy z puvodniho vzorecku jsme napsali W, coz je kvadrat ampli-
tudy se¢teny pres spinové stavy konecnych ¢astic a zprumeérovany pies spinové stavy poc¢ateénich
castic. Vyznagcili jsme tak, ze se budeme zajimat o rozptyl nepolarizovanych ¢astic na nepolari-
zovaném ter¢iku a budeme akceptovat vSechny vychézejici ¢astice bez ohledu na jejich spinovy
stav.

Pii urcovani d¢inného prufezu rozptylu (147) vyuzijeme to, Ze tento proces je spiiznén
kiizovou symetrif s procesem (134)

e (p1) +e"(p2) = 1 (p3) + 1™ (pa).

Kdyz provedeme kiizovou transformaci po <> —ps, které odpovida zaména s <> t, prejde jeden
proces na druhy. Kvadrét amplitudy procesu (134) seCten pies koncové a zprumérovan pres
pocatecéni spinové stavy dostaneme spojenim vztahu (137) a (138) a je roven

8et
S Mot = = [4s(m® + M?) — 2(m® + M?)* + u® + %] .

51,52,53,54

Kdyz polozime hmotnost elektronu m nule a pouzijeme u = 2M? — s — t dostdvame

8et
S Mo = — [2M* — 4MPt + s* + 2st + 2t7] .
51,52,53,54
Po kiizové transformaci s <+ t vyjde
, 8¢ 4 2 2 2
> M-t P = - [2M* — AM?s + t* + 25t + 257] .

51,52,53,54

Po vydéleni po¢tem spinovych stavi pocdtecnich ¢astic a zavedeni konstanty jemné struktury
a = e%/(47) vychézi

——  32m2a?
[MP = == — [2M* — AM?s + ¢* + 2st + 257] |
Prti upraveé vyrazu v hranatych zavorkach pouzijeme nejdriv vyjadieni Mandelstamovy proménné

s = (p1 + p2)? pomoci veliéin v pocateénim stavu s = M (M + 2E;) a dostdvame

327202
752

M2 = [8BMZE} + t* + 2M (M + 2Ey )t] . (150)

Abychom ndm vysel diferencidlni a¢inny prufez v zauzivané formé, definujeme prostorupodobny

¢tyfvektor ¢ = p1 —ps, ktery je roven ¢étyfhybnosti prenesené z elektronu na teréik. Plati ¢? =
t a uvnitf hranaté zivorky v poslednfm vztahu nahradime t? soucinem tq¢?. V dalsim kroku
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pouzijeme vztah pro Mandelstamovou proménnou t = (p3 — p1)?, ktery diky tomu, ze hmotnost
elektronu klademe rovnou nule, nabyva jednoduchy tvar

9
t = —4FE, F5sin® 3

7 hranaté zévorky vytkneme vyraz 8M?FE; E3, ¢imz se z prvniho ¢lenu v zavorce stane E/FEj3,

pro coz ze vztahu (148) mame
Sl T lin? 2
B g

Vyraz v hranaté zavorce se tim zna¢né zjednodusi a dostavame
1672 M? 0 Y.
M2 = ———— [ cos? 3 sin? = ) .

- 40
EyE3sin® 5

Po dosazeni do (149) nakonec ziskavame

— = ———5 — | COST — — sin“ — | . 151
dQ  4E?sin? g Er < (151)

Dluzno podotknouti, Ze zavislost na thlu rozptylu neni tak jednoduchd, jak by se na prvni
pohled ze vztahu (151) mohlo zdat. Musime si uvédomit, ze zavislost na 6 je ukrytd i v dalsich
¢lenech, a sice

BE; M
By M +2E;sin?§’
»  AE}Msin®$§

q 2

__M+2Elsin g

V pripadé rozptylu elektronii na protonech se struktura protonu bere do uvahy zavedenim dvou
funkci kvadratu prenesené ¢tyrhybnosti, nazyvanych formfaktory

do a? Es 0 q>
=2 | Gy(q*) cos® - —
dQ  4F?sin? g Ey @)

0
2y o2 ¥
5 2M2G2(q ) sin 5

Formfaktory se urcuji fitovanim experimentalnich idaju o diferencidlnim \¢inném prufezu roz-
ptylu elektronu. Ze znamych formfaktoru se dé uréit rozlozeni nédboje a magnetického momentu
protonu. Za urcovani elektromagnetické struktury jader a nukleonu ziskal Robert Hofstadter
Nobelovu cenu za rok 1961.

18 Odvozeni vztaht s v maticemi

Na tomto misté poddvame odvozeni vztahtl s 7 maticemi, které jsme pii aplikaci spinorové
elektrodynamiky na konkrétni procesy pouzivali. I kdyz se jedna v podstaté o latku ze zimniho
semestru, pii nedavnych konzultacich jsem zjistil, Zze bude uzitec¢né si ji zopakovat.

Vychézime ze zdkladniho antikomutatoru v matic

YAy + 4yt =291 . (152)
Protoze stopa sou¢inu dvou matic na jejich poradi nezalezi a Trl = 4, ihned mame

Tr(y"9") = 49" . (153)
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Ted dokdZeme vzorec
Tr(y#9"+Py7) = 4(g" 9" + g7 9" — g""9"7) . (154)
Upravujeme postupné suéin ¢tyf matic, abychom tu puvodné prvni dostali az na konec:
VA APNT = (29" — AT = 29" AT = A AN = 29" AP AT — AP (291 — AP )T
= 299"y = 29" + PRy = 2Py = 2610997 + 4P (2017 — 7).
Takze jsme dostali

Uo v

VPN = 29"y = 2970077 4 267y P = A Py
Ted souéin ¢ty matic pfevedeme z pravé strany na levou
VA AT + APyt = 291 P — 2gHP YT 4 2gH7 4P
a vypocteme stopy levé a pravé strany, pficemz vyuzijeme, ze dva souliny ¢tyf matic na levé
strané maji stejnou stopu. Pouzijeme vzorec pro stopu sou¢inu dvou matic (153) a po vydeélen{
celé rovnosti dvémi dostavame vztah (154).
Pii vypoctech nepolarizovanych u¢innych prufezu jsme se setkali s vyrazy typu v, . ..v%, kde

mezi dvémi 7 maticemi se stejnymi indexy v ruznych polohéch (tedy séitacimi), se nachdzela
jedna, dvé, nebo tii dalsi v matice. Za¢néme tpravou prvniho z nich

VY = 020" =) = 29" = qay

Ted pouzijeme vztah v,v* = 41, ktery dostaneme kontrahovanim vztahu (152) s g,,, a mame
vysledek

Yoy = 29" (155)

Dalsim pripadem je
VYY" =77 (267 = 7*Y) = 29" = vy

Na tdpravu druhého ¢lenu pouzijeme vztah (155) a dostdvame

Yy =200 +94")
Za vyraz v zavorce dosadime ze vztahu (152) a vyjde ndm

Yyt = 4g" I (156)
Nakonec uvazujme
VY VAP = (2970 = P) = 2979 =10tV = 2Py — 4¢P
Posledn{ ¢len jsme upravovali s pomoci (156). Ted uz muzeme 2v° vytknout
VP =200 (9" = 26MT).

Kdyz za druhy ¢len v zévorce dosadime z (152), sou¢in y#+" se vyrusi a zustane

rya,yuryu,yp,ya — _2,)//’,7”7# X (157)
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Nakonec jeSté pripomenme, Ze stopa ze souc¢inu lichého po¢tu v matic je rovna nule. Dukaz
probihd s vyuzitim matice v5 = iy?y14243, kterd antikomutuje se véemi v maticemi a proto plati

a, B w

Y7 A s = (1) vy

n

Kvadrat matice 75 je jednotkovd matice a proto muzeme psat

Tr(y*7? .. 4%) = Tr(¥7*? .. 4*) = Tr(y7%° .. 4775) = (=1)" Tr(137*y ... v*)
Po nahrazeni kvadratu 5 jednotkovou matici ziskdvame vztah
Tr(v%y" ... 4%) = (=1)" Tr(v*77 ... 4¥),
ktery pro sudé n predstavuje identitu a pro liché n vede na

Tr(v%? ... 4%) = 0.
———

n liché

19 Symetrie a zdkony zachovani v teorie pole

Emmy Noether v rdmci Lagrangeovy formulace klasické mechaniky ukazala v ¢lanku publiko-
vaném v roce 1918, ze kazdd spojitd transformace souradnic a/nebo ¢asu vuci které je Lagran-
geova funkce invariantni generuje zdkon zachovani ur¢ité mechanické veli¢iny. Invariance vuci
jednoparametrické transformaci (parametrem je tg € R) t — ' = t — top mé za nésledek zdkon
zachovani energie, invariance vié posunuti v prostoru zF — z/% = 2% — xlg generuje zakon za-
chovani odpovidajici slozky hybnosti. Invariance Lagrangeovy funkce vici rotacim kolem urcité
osi O, — 6) = 6j — Opr, ma za nasledek zakon zachovani prumétu momentu hybnosti na onu osu.

Zékladni ¢lanek!! o souvislosti transformaénich vlastnosti polnich rovnic (pro bezspinové
Castice i Castice se spiny % a 1) se zdkony zachovéni publikoval Wolfgang Pauli v dobé kdy
jiz byl profesorem v Institute for Advanced Study v USA. Jednalo se o vylepSenou verzi re-
ferdtu ktery Pauli pfipravoval pro Solvayuv kongres v roce 1939, ten se viak uz kvuli situaci
v Evropé neuskute¢nil. Pauliho ¢lanek byl publikovan v dobé, kdy mnoho stata v Evropé jiz
bylo okupovano, ani ne mésic pred vpadem Némecka do Sovétského svazu a sedm mésicu pred
prepadenim Pearl Harbor Japonci, které mélo za nésledek vstup USA do véalky. Takze Pauliho
¢ldnek bohuzel zapadl a ani v dnesni dobé se v souvislosti se zdkony zachovani v teorii pole ¢asto
nezminuje.

Piipad klasického K rozmérného pole s komponentami ¢;(z),...,¢x(x) se lisi od piipadu
klasické mechanické soustavy v téchto aspektech:

e Centrélnim objektem neni Lagrangeova funkce, ale Lagrangeova hustota £ = L(¢,d¢),
ktera nezavisi na ¢asoprostorovych soufadnicich explicitné, ale pres takovou zavislost kom-
ponent pole a jejich derivaci.

e Invariantnost Lagrangeovy hustoty viéi spojité transformaci nemé za nésledek piimo exis-
tenci zachovavajici se veli¢iny, ale existenci zachovavajiciho se (spliujiciho rovnici kontinu-
ity) ¢tyiproudu. Zachovavajici se veli¢inou je pak prostorovy integral z nulté komponenty
tohoto ¢tyfproudu.

e Pro mnohokomponentni pole (s vyjimkou skaldrniho pole) z invariance Lagrangeovy hus-
toty vudi prostorovym rotacim neplyne zdkon zachovéani orbitdlniho momentu hybnosti,
ale celkového, tj sou¢tu orbitdlniho a spinového (ktery v klasické mechanice neexistuje)
momentu hybnosti.

Vysel 8. kvétna 1941 v Reviews of Modern Physics 13, 203 (1941).
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e V teorii pole jsou dulezité i transformace pii kterych se ¢asoprostorové souradnice nemént,
transformacni predpis je zadan pfimo pro komponenty pole. Tyto transformace se nazyvaji
interni a v klasické mechanice nemaji analog. V posledni dobé nabyvaji na dulezitosti ve
spojeni s kalibra¢nimi teoriemi pole, které umoznuji exaktné popisovat i interakce, které
se v klasické fyzice nevyskytuji.

Zakony zachovani pii internich transformacich

Uvazujme K-komponentni pole ¢1(z), p2(z),...,¢x(x) a N-parametrickou spojitou transfor-
maci s parametry «;, ¢ = 1,..., N, pricemz pri identické transformaci jsou vSechny « nulové.
Kazda komponenta pole po transformaci muze obecné zaviset od vSech komponent pole pied
transformaci. Pro b-tou komponentu pole po transformaci pisSeme

¢z, ) ZAba (158)

kde A je étvercovd matice K x K. Zménu komponenty pole pfi transformaci (158) s infinite-
zimélné malymi hodnotami parametru da zapiSeme jako

Sp(x) =1 Z day; Z DY g, (x (159)

kde D@ jsou ¢tvercové matice K x K s komponentami

(z) N 1 8Aba(04)
Dy, =~ (780@ . (160)

Zména Lagrangeovy hustoty pfi infinitezimalné malych zménach komponent pole je rovna

o
5L = Z[ 5¢b+WE¢b)5@“¢b)]'

V prvnim ¢lenu z hranaté zdvorky nahradime derivaci pomoci Lagrangeovy rovnice a v druhém
¢lenu pouzijeme 6(9,¢p) = 0u0¢p. Po pouziti pravidla pro derivaci souc¢inu dostavame

6L = Za [ 6%]

Ted pouzijeme vyjddieni (159) pro variaci komponent pole a po ipravdch vychdzi

5L = Zéa, MZ a 30,9y Dhan-

a,b=1

Kdyz ted nalozime podminku invariantnosti Lagrangeovy hustoty £ = 0 viiéi transformaci'?

(158) pfi nezavisle volenych hodnotdch parametru «, dostdvdme N rovnic kontinuity (i =
1,...,N)
it =0, (161)

12Tyto transformace tvoif grupu, takze bychom piesnéji méli mluvit o invarianci vaéi pifslusné grupé transfor-
maci.
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pficemz
K
oL (i)
Sy 9L g, (162)
jsou Pauliho ¢tyiproudy, pro které se vzil nazev proudy Noetherové. Jejich pocet je roven poctu
parametru grupy transformaci, vaci které je Lagrangeova hustota invariantni.

gt

20 Spinorova elektrodynamika pozpatku

20.1 Uvod

Pti formulovani spinorové elektrodynamiky jsme vyuzivali to, co zname z klasické fyziky o elek-
tromagnetickém poli a o jeho interakci s nabitymi ¢asticemi. V klasické elektrodynamice se doka-
zuje kalibra¢ni invariance, ktera znamenad, ze existuje grupa transformaci ¢tyrpotencialu elektro-
magnetického pole pii kterych se pozorovatelné veli¢iny (intenzita elektrického pole E a indukce
magnetického pole E) Zakladni rovnice elektrodynamiky jsou kalibra¢né kovariantni. V kvan-
tové mechanice pozadujeme, aby byly kovariantni vlnové rovnice pro nabitou ¢astici v obecném
elektromagnetickém poli. Z tohe plyne jak se pfi kalibra¢nich transformacich musi transformovat
vlnové funkce. Pti prechodu od kvantové mechaniky ke klasické teorii pole dochdzime k tomu,
ze Lagrangeova hustota je pfi kalibra¢nich transformacich invariantni.
V dalsim si ukazeme, ze se da pustupovat i obracené:

1. Najdeme globdlni (stejnou v kazdém ¢asoprostorovém bodé z) transformaci vuci které
je Lagrangeova hustota Ly volného spinorového pole invariantni a odvodime pfislusny
zachovavajici se proud j#(z).

2. Nahradime parametr a globalni transformace funkci o(z) a zjistime, ze vuci této (tzv.
lokélni) transformaci Lagrangeova hustota Lg jiz neni invariantni.

3. Z tvaru ¢lenu naruSujiciho invarianci pfi lokalnich transformacich usoudime, jaky clen
musime k Ly pfidat, abychom dostali Lagrangeovu hustotu L, kterd méa Sanci stat se
invariantn{ pfi lokalnich tansformacich. Tento dodatecny ¢len obsahuje nové pole A, které
se vaze na proud j*.

4. 7 pozadavku invariance Lagrangeovy hustoty £1 pri lokdlnich transformacich dostaneme,
jak se pii lokalnich transformacich transformuje pole A,,.

5. Nakonec najdeme Lagrangeovu hustotu volného pole A,,.

Ted si jednotlivé kroky probereme podrobnéji.

20.2 GlobAalni kalibraéni transformace

Budeme pouzivat jednodussi verzi Lagrangeovy hustoty volného spinorového pole

Lo = () ("0 —m ) ¢(x), (163)

kterd se od verze kterou jsme pouzivali v prednéskach z Kvantové pole I [soubor spinpole.pdf,
rovnice (1)] lisi o ctyrdivergenci 50, [¢(x)7“¢(3:)], tudiz vede pres Lagrangeovy rovnice na

stejné pohybové rovnice (Diracovy rovnice pro ¢ a ).
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Spinorové pole je polem osmikomponentnim, jeho komponenty stotoznujeme s maticovymi
elementy spinorovych poli ¢(x) a ¥(x) takto: ¢, = Ve, Para = ¥,, kde a = 1,2,3,4. Kvuli
pozdéjsimu pouziti si pfipravime derivace

0Ly . —
FIGR) =1i(Yv")a (164)
oLy

Lagrangeova hustota (163) je zjevné invariantni vuci grupé spojitych jednoparametrickych
transformaci

d(w) = Y (x) = eT1(z), (166)
D(x) = ¥ (x) = 1% (x), (167)

kde realné ¢islo a je parametrem grupy a ¢ je ndboj elektronu (ktery jsme tam zavedli kvuli
snadné pozdéjsf interpretaci ziskaného zachovavajiceho se proudu). Tuto transformaci'® nazgvame
globalni, protoze je stejna v kazdém bodé ¢asoprostoru. Derivace pole se transformuje stejné jako

pole samotné _
[0u(@)] = [Outb(2)] = e [0u1)(2)] (168)
a Lagrangeova hustota se neméni

Lo— Lh= Lo, (169)

Protoze se kazdd komponenta v, transformuje stejné a komponenty se nemichaji, pro trans-
formac¢ni matici zavedenou ve vztahu (158) muzeme napsat

Aba(a) = eiiqadba ;
pro b,a = 1,2,3,4 a pak i podle (160)
Dpo = —q0pq - (170)

Koeficienty Dy, pro hodnoty indexu b,a = 5,6, 7,8 pro tcely uréovani zachovavajiciho se proudu
(162) nepottebujeme, protoze diky nulovosti derivace (165) piispivat nebudou. Po dosazeni
vztahu (164) a (170) do (162) dostdvame pro zachovavajici se proud generovany globélni ka-
libraén{ transformaci (166)

3" (x) = qp(z)'d(z), (171)
ktery zname z kapitoly 2 jako ¢tyivektor hustoty toku naboje.

20.3 Lokalni kalibraéni transformace

Nahrad'me ted parametr o v transformaci (166-167) realnou funkci'* o(x). Pfi takto vzniklé
transformaci se faze poli zméni ruzné v ruznych casovoprostorovych bodech, mluvime proto o
lokalni transformaci.

P(z) = P (z) = e 1@y () (172)
D) = P (z) = 1@ () (173)

13Na komplexnf ¢&islo kterym pole () ndsobfme, miizeme nahlizet jako na unitdrnf matici rozméru 1 x 1, ktera
je prvkem grupy U(1). Grupu transformaci generovanych témito maticemi oznacujeme stejné, tj. jako U(1). Jednd
se o grupu komutativni (abelovskou).

18 funkef x(x), kterou jsme pii dvahdch o kalibraéni transformaci pouzivali difve, souvisi vztahem a(x) =

—x(z).
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Pro derivaci pole po transformaci mame
8M¢/(m) — o igo(x) [—igy(z)0 () + 0,1 (x)]
Pti této transformaci se £y zméni na
Ly =0 (@) (1iy'9 = m) ¥ (2) = B() (199 — m) (@) + g ()7 (@) dualx)
co s prihlédnutim k (163) a (171) muzeme zapsat ve tvaru

L= Lo+ j"(z) dua(z). (174)

20.4 Zavedeni kalibra¢niho pole, jeho interakce s proudem

Lagrangeova hustota volného spinorového pole (163) neni invariantni vuci lokélni transfor-
maci (172-173). Abychom nasli Lagrangeovu hustotu kterd bude kalibra¢né invariantni musime
predpoklddat, Ze existuje pole A, () které se vaze na ctyiproud j*(x) tak, ze vykompenzuje'®
nezadouci prispévek ve vztahu (174). Piseme proto

L1 = Lo - (2)Aula). (175)

Protoze ¢tyiproud (171) je invariantni i vuéi lokdlni transformaci, pro novou Lagrangeovu hus-
totu po lokalni transformaci mame

Ly = Ly — j"(2) A, (x) = Lo+ j*(2) dua(z) — j* (x) A}, (2)
a s vyuzitim (175) taky
L) — Ly = j*(x) [(%a(x) — A;L(CU) + Au(az)] .

Aby byl ndmi zvolend Lagrangeova hustota kalibra¢né invariantni, tj aby platilo £} = £, musi
se kompenzacni pole transformovat pii kalibra¢ni transformaci podle vztahu

Al (x) = Au(x) + dpa() . (176)
Kdyz zavedeme kalibracné kovariantni derivaci
D, =0, +iqA,,

muzeme Lagrangeovu hustotu (175) zapsat ve tvaru

£1 = T(@) (" Dy — m)(z).

20.5 Materializace kalibraéniho pole

Pokud chceme kompenzacni pole uéinit integralni soucasti dynamického systému a umoznit jeho
kvantovani, musime do Lagrangeovy hustoty pridat taky cast kterd popisuje volné kompenzaéni
pole (tzv. kineticky ¢len) a to kalibra¢né invariantnim zpusobem. Pfi jeji konstrukei vyuzijeme
tenzor elektromagnetického pole (field strength tensor, Faraday tensor, Maxwell bivector)

F(z) = 0,4, — 0,A,, (177)
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ktery je kalibra¢né invariantni, protoze 0,0,a(z) = 9,0,a(x). Kvadrat tohoto tensoru F? =
F,, F* musi do kompletni Lagrangeovy hustoty vstupovat s negativnim multiplika¢nim fakto-
rem, zavislym od vybéru jednotek. V Heavisideové soustavé jednotek jej klademe roven —%. je
kompletni Lagrangeova hustota rovna

1

L= E(m)(ify“@u —m)Y(x) 4FWF“” — jH(x)Au(z) .
Rozeznavame tu postupné Lagrangeovu hustotu volného spinorového pole, volného elektromag-
netického pole a ¢len popisujici interakci elektromagnetického pole se spinorovym, jak jsme jej

jinym zpusobem odvodili v kapitole 2.

20.6 Kalibraé¢ni teorie silnych a slabych interakci

Pii formulaci kvantovych teorii které popisuji procesy a interakce nemajici analog v klasické
fyzice nemame samoziejmé zadny vzor ze kterého bychom mohli vychazet. Jedna se pri tom
o tak dulezité interakce jako je silnd interakce (diky které napft. drzi pohromadé jadrd atomu)
a slabé, nejznaméjsim projevem které jsou rozpady jader a c¢astic. Tady pfichazeji ke slovu
kalibra¢ni teorie pole, ve kterych se interakce zavadi z pozadavku lokalni kalibra¢ni invariance
Lagrangeovy hustoty.

Jako piiklad uved me kvantovou chromodynamiku, kterd je kandiddtem na objasnéni silnych
interakci. Ta vychézi z poznatku, Zze kvarky maji dalsi kvantové ¢islo, které muze nabyvat tii
hodnoty. Rikd se mu barva. Vinova funkce kvarku je s ohledem na barvu trojkomponentni.
Lagrangeova hustota kvarkového pole je invariantni vuci globalnim transformacim, pii kterych
vlnovou funkei ndsobime matici z grupy SU(3), kterd je osmiparametrickd a nekomutativni.
Z globalni invariance plyne existence osmi zachovavajicich se proudi. K dosazeni invariance
vuci lokdlnim transformacim je nutné zavést osm kalibracnich poli. Jejich kvanta, kterym se
iikd gluony, se lisi od sebe barvou, kterda je u gluoni déna ruznymi kombinacemi kvarkové
barvy a antibarvy. Tvoii osmirozmérnou reprezentaci grupy SU(3), zatimco silné interagujici
¢éastice (hadrony) jsou barevné neutrdlni, tudiz patii do reprezentace jednorozmérné. Gluony
maji, podobné jako kvanta elektromagnetického pole, nulovou klidovou hmotnost. Ve vysledné
Lagrangeové hustoté se kromé c¢lenu popisujictho interakci kvarku s gluony, se jako dusledek
nekomutativnosti kalibra¢ni grupy objevi i ¢leny, popisujici interakei gluont mezi sebou. To je
zésadni rozdil vaci kvantové elektrodynamice, ve které fotony mezi sebou pifimo neinteraguji
(fotony se na fotonech mohou rozptylovat az ve ¢tvrtém radu poruchového rozvoje, kde se ve
Feynmanovém diagramu objevi spinorovy ¢tvereéek do rohu kterého jsou napojeny fotony).

Co se slabych interakei tyce, jejich popis je komplikovanéjsi, protoze kvanta kalibrac¢niho pole
(W* a Z% bosony, objevené v CERNu v roce 1983) maji nenulové hmotnosti, ptiblizné stokrat
vétsi nez proton. Tam uz se musi zapojit do hry skaldrni pole, kvantum kterého (Higgstuv boson)
bylo objeveno v roce 2012.
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