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1. Kuzelosecky

KuZelosecky nazyvame také kvadratické kiivky, nebot mohou byt popsiany pomoci kvad-
ratického polynomu dvou proménnych z a y. Obecna rovnice kuzelosecky je

Ar* + By* +Cx+ Dy+ Exy + F =0

(alespon jedno z ¢isel A, B, F je nenulové).

Takto mohou byt popsény reguldrni kuzelosecky (kruznice, elipsa, parabola, hyperbola) i
singularni kuzelosecky (jeden bod, jedna piimka, dvé ruznobézné piimky, dvé rovnobézné
piimky) a prazdnd mnozina.

Jsou-li osy regularnich kuzelose¢ek rovnobézné se souradnicovymi osami soustavy souradné
(O, z,y), v obecné rovnici se nevyskytuje ¢len Exy, tj. E = 0. V dalsim textu se budeme
zabyvat vyhradné reguldrnimi kuzeloseckami s osami rovnobéznymi se soutadnicovymi
osami.

Pripomenme, jak z obecné rovnice pozname, o jakou kuzelosecku se jedna.

Je-li jedno z cisel A, B nulové, kuzelosecka je parabola.

Je-li A- B > 0, je kuzelosecka elipsa,

je-li navic A = B, je kuzelosecka kruznice.

Je-li A- B <0, je kuzelosecka hyperbola.

U elipsy a hyperboly pievedeme obecnou rovnici na stiedovy tvar, pak snadno urc¢ime
soufadnice stfedu a velikost poloos. U paraboly prevedeme obecnou rovnici na vrcholovy
tvar a snadno uréime souradnice vrcholu a parametr.



1.1. KRUZNICE KAPITOLA 1. KUZELOSECKY

1.1 Kruznice

Pro urcovan{ hodnot goniometrickych funkei vyuzivdme jednotkovou kruznici 22 + 4% = 1.
Soufadnice bodu kruznice jsou z = cost a y = sint, kde ¢ je orientovany thel.

Y

Sint fro--mmmemme oo

-1 0] cost 1 x

Obréazek 1.1: Jednotkova kruznice

Kruznici muzeme tedy popsat takto
k(t) = [cost, sint]

a to je pravé parametricky popis kruznice (také parametrické rovnice kruznice), ¢ se nazyva
parametr. Parametr ¢ je proménny a jeho hodnoty muzeme vybirat z ruznych intervalu:
teR kruznice je probihdna neustéle
t € (0,2m) vychozi bod je k(0) = [cos 0, sin 0] = [1, 0]
koncovy bod je k (27) = [cos 27, sin 27| = [1, 0]
jeden obéh kruznice
t € (0,4m) vychozi bod je k(0) = [1,0]
koncovy bod je k (47) = [1,0]
dva obéhy kruznice
t € (0,m) vychozi bod je k(0) = [1, 0]
koncovy bod je k (m) = [—1,0]
popis pulkruznice (horni pulkruznice)
te(=2,2) wvychozi bod je k (—2) = [cos (—%),sin (—3)] = [0, —1]
koncovy bod je k (%) = [0, 1]
popis pulkruznice (prava pulkruznice)
te <—?jf,§ vychozi bod je k (—%’r) = [—\/75, —*/75}
koncovy bod je k (%) = [%, \/73}

popis casti kruznice
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(a) teR (b) t € (0,27) (c) t € (0, 4r)
(d) t € (0,7) (—z, () te (~3m 7)

Obrazek 1.2: Kruznice k pro ruzné intervaly parametru ¢

Pti parametrickém vyjadieni k(t) = [cost,sint] je kruznice, ¢i jeji ¢ast, probihdna vzdy v
kladném sméru (tj. proti sméru hodinovych rucicek).

Jak parametricky popis upravit, aby byla kruznice nebo jeji ¢ast probihana v zaporném
sméru? Zkusime zaménit parametr ¢ hodnotou —t:

k(t) = [cos (—t),sin (—t)] = [cost, — sin ]

(vyuzivame, ze cos je sudd funkce a sin je licha funkce).

Uvazujme pro parametr ¢ interval (0, 27).

Snadno vypoéitéme k(0) = [1,0], k (3) = [0, —1], k() = [-1,0] a k(27) = [1,0]. Vychozi i
koncovy bod je [1,0] a kruznice je probihdna v zdporném smeéru (tj. ve sméru hodinovych
rucicek).

Muzeme vyzkouset i dalsi kombinace. Pro jeden obéh kruznice je vyhodné pouzit vzdy
interval (0, 27).
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k(t) = [— cost,sint] vychozi bod je k(0) = [—1,0]
pro uréenf sméru pouzijeme bod k (%) = [0, 1]
tj. kruznice je probihana v zaporném smeéru
k(t) = [~ cost,—sint] vychozi bod je k(0) = [—1, 0]
k (g) = [O’ _1]
tj. kruznice je probihana v kladném smeéru

Jesté muzeme zameénit soutadnice (stale ¢ € (0, 27)):

Pro kruznici, kterd ma stre
k(t) = [r-cost,r-sint], k(t

k(t) = [sint, cost] k(0)=10,1] &k 553 [1,0]  zdporny smér

k(t) = [sint, — cost] k(0)=1[0,-1] k(3)=][1,0] kladny smér

k(t) = [—sint, cost] k(0)=1[0,1] k(%) =[-1,0] kladny smér

k(t) = [—sint,—cost] k(0)=[0,—1] k(5)=[-1,0] zdporny smér
[0,0]

d [0, 0] a jeji polomér r neni roven 1, lze vyuzit podobné popisy
) = [r-cost, —r -sint| atd.

Ve vsech predchozich popisech jednotkové kruzmice, kde ¢t € (0,27), je vychozi bod na
jedné ze soutadnicovych os z a y. Jak popsat kruznici, aby vychozi bod mohl byt vybran
obecngji? Jisté bychom mohli zménit interval pro parametr ¢, t € («, ), ale uréeni hlu o
nemusi byt vzdy jednoduché. Chceme vzdy pouzit pro jeden obéh interval (0, 27). Vyberme

bod [2, 5
probihana v kladném sméru.

Pozadujeme k(0) = [%, */75] ak(3)= [—*/73, %}

na jednotkové kruznici. Chceme, aby tento bod byl vychozi a kruznice byla

Obrazek 1.3: Kruznice probihana z obecného bodu

V prvni i druhé souradnici parametrického popisu se musi objevit funkce cos i sin:

1 3 3 1
k(t) = §COSt— %sint,gcost—i— §Sint .t €(0,2m).
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Pro obéh kruznice v zdporném sméru staci zménit znaménka u funkce sin, jak jsme mohli
vypozorovat v predchozim popisu.
Pro kruznici o sttedu S = [0, 0] a pro vychozi bod P = [p, ¢] muzeme psét

k(t) = [pcost — gsint,gcost + psint], t € (0,27), kladny smer,
k(t) = [pcost + gsint,qcost — psint],t € (0,27, zdporny smer.
Lze také pouzit zapis s vyuzitim vektoru
k(t) =0,0] + (p,q) cost + (—q,p) sint

nebo

k(t) = [Oa 0] + (p> q) cost + (qv _p) Sinta
[0,0] je stted S, vektor (p,q) = P — S, vektor (—gq,p) nebo (¢,—p) je kolmy k vektoru
pP-S.
Nyni jiz snadno ziskdme parametricky popis libovolné kruznice o stiedu S = [m,n|, jejiz
vychozi bod je bod P = [p,q|:

Y|

Obrazek 1.4: Libovolna kruznice probihana z obecného bodu

a vektor kolmy je
(—(¢ —n),p—m),pro kladny smeér
nebo
(g —n,—(p—m)), pro zaporny smer.

Tedy
k(t) = [m,n]+ (p — m,q —n)cost + (—(q¢ — n),p — m)sint,

6
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tj.:
k(t) =[m+ (p—m)cost — (¢ —n)sint,n + (¢ — n)cost + (p — m)sint],t € (0, 27).

kruznice probihdna (1 obéh) od bodu P v kladném smeéru.
Pro zménu sméru stac¢i zménit znaménko u funkee sin.

Tento popis nevyzaduje znalost poloméru kruznice, polomér si lze ovsem vzdy spocitat, je
to vzdalenost bodu P, S:

r=\/p—m)? +(a—n
Je vidét, ze parametricky popis ma oproti obecné rovnici navic dulezitou informaci. Para-
metr ¢ si muzeme predstavit jako ¢as a z parametrického popisu lze vyéist, jak je kiivka
probihana v case.
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Priklad
Napiste parametrické vyjadieni kruznice zadané obecnou rovnici
z? +1y? — 62 — 8y = 0.

Ovérte, zda kruznice prochézi pocatkem soustavy souradné. Pokud ano, napiste parame-
trické vyjadreni kruznice (jeden obéh), vychozi bod necht je pocdtek [0,0] a kruznice je
probihdna v zaporném smeéru.
Resent:
1. Obecnou rovnici upravime na stredovy tvar
(0—3° (-4

_3)2 —4)?2 =9 i = 1.
(x—3)"+(y—4) 5, POPE. ———— + =

Bod S = [3,4] je stfed, polomér r = 5. Pokud nam nezélezi, jakym zpusobem je
kruznice probihana, muzeme vyuzit vzorec

cos’t + sin’t = 1.

Déame do rovnosti

r—3
= cost
* 4
Yy — .
—— =sint
5
(nebo 223 = sint a % = cost).
Vyjadiime = a y:
x =3+ Hcost,
y =4+ 5sint.

Parametricky popis kruznice je

k(t) = [3+ 5cost, 4 + 5sint], t € (0,27).

ig

Dosazenim t =0 a t = 5

™

K(0) = [8,4],k (5 ) = 3.9
zjistime, ze vychozi bod je [8,4] a kruznice je probihdna v kladném smeéru.

2. Bod [0, 0] je bodem kruznice (dosadime do zadané rovnice z = 0 a y = 0).
Nyni muzeme pouzit vzorec

k(t) =[m+ (p—m)cost + (¢ —n)sint,n+ (¢ —n)cost — (p — m)sint], t € (0, 2)

8



1.1. KRUZNICE KAPITOLA 1. KUZELOSECKY

kde [m,n] = [3,4],[p,q] = [0,0].
Nebo muzeme vyjadrit vektor O—S = [0,0]—[3,4] = (—3, —4) a vektor kolmy (—4, 3):

k(t) = [3,4] + (=3, —4) cost + (—4,3) sint, t € (0, 27).
k(t) =[3 —3cost —4sint,4 — 4cost + 3sint],t € (0, 2m).

v

Obrazek 1.5: Kruznice probihéna v zéporném sméru pro ¢ € (0, 27)
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1.2 Parabola

Uvazujme zndmou parabolu y = 2.

Tato rovnice je ve vrcholovém tvaru a vrchol paraboly je bod [0, 0], osa paraboly je osa .
Parametr p je p = % (z? = 2py, 2p = 1). Parametr je vzdélenost ohniska F' od Fidici piimky
1

d. Ohnisko ma soutradnice F' = [O, ﬂ, ridici pfimka md obecnou rovnicid : y = —7.

y=o

Obrazek 1.6: Parabola y = 22
Soufadnice libovolného bodu jsou [z, z?].
Parametricky popis této paraboly je naprt.:
k(t) = [t, 7]

Aby byla popséna celd parabola, je potfeba pro parametr ¢ bréat interval (—oo, c0), k(0) =
[0, 0.

Pii kresleni paraboly s vyuzitim grafického programu musime interval omezit z obou stran,
napi. t € (—10,10).

10
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Parametrickych popisu zadané paraboly je stejné jako u kruznice nekonecné mnoho a
lisi se tim, jak je parabola probihana.

k(t) = [t,t’],t € (—3,3)

-3 O\ 3 X

t=0

Obrazek 1.7: Parabola k pro t € (—3,3)

k(t) = [~t,t%],t € (—3,3)

y

-3 O\ 3 X

t=0

Obrazek 1.8: Parabola k pro t € (—3,3)

11
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k(t)=[t+1,(t+1)%,t € (=3,3)

32/0 " 2 "X
<1

Obrézek 1.9: Parabola k pro t € (—3,3)

k(t)=[1—t (1 —1t)%,te€(-3,3)

2 o " 4 "X
i

Obrazek 1.10: Parabola k pro t € (-3, 3)

12
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Podobné muzeme postupovat pro dalsi paraboly

2 _ _ 2 _ _ t2
r*==2py x=tt"==2py k(t)= [t,—Q—p] ,t €R,
yv:=2pr y=tt>=2px k(t)= [%,t},teﬂ%,
vi=2pr y=t t*=-2pr k(t)= [—%,t] ,t€R.

V piipadé parabol s vrcholem V' = [m,n| volime ¢asto parametrizaci tak, aby k(0) = V.
Volbou intervalu pro parametr ¢ snadno vybereme pozadovanou ¢ast paraboly. Napf.

(x —m)* = 2p(y —n),

t=x—m, x=1+m,
t2

13
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Priklad 1

Napiste parametrické vyjadieni paraboly zadané obecnou rovnici
22 — 62 — 10y + 49 = 0.
Napiste parametrické vyjadreni ¢asti paraboly mezi jejimi body P a (@), jejichz y-ové
soufadnice jsou rovny 2.
Resent:
1. Obecnou rovnici upravime na vrcholovy tvar
(x —3)? = 10(y — 4).

Bod V' = [3, 4] je vrchol, parametr p = 5, ohnisko F' = [3, %] , Fidici ptimka d : y = %
Volime t = z — 3, pak ¢ = 10(y — 4). Vypo&itame z =t + 3, y = % +4.
Parametrické vyjadieni paraboly je

2

t
k(t) = |t — +4|,teR.
(0= |t+3.15+4] t e

y/\ o
14
12
10
8
F
>
6
\V
4
d 2
>
-8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10 12 14
o X

Obrazek 1.11: Parabola pro t € (—10, 10)

14
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2. Souradnice bodu P a () muzeme vypocitat z obecné rovnice nebo z parametrického

vyjadreni
13 t2 13
2
x*—6xr—10-—4+49=0 244 ==
2 10 i 2
2 —6x—16=0 t? 5
ZE1:8,J]2:—2 E_§
r=t+3, t=x—-3 t* =25
Pro parametr ¢ vybereme interval (—5,5),
13
)
13
K(5) = {8, _}
Yy °
F
6l
k
5
\V
ol
3]
2
d
N
2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 x °

Obrazek 1.12: Parabola pro t € (=5, 5)

15
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Priklad 2

Napiste parametrické vyjadieni paraboly zadané obecnou rovnici
22 — 6z + 10y — 31 = 0.

Napiste parametrické vyjadieni ¢asti paraboly mezi body P a @, zp = —2 a ¢ = 13.
Parametrizaci volte tak, aby k(0) = P a ¢dst paraboly byla probihdna smérem od bodu P
do bodu Q.

Reseni:
1. Obecnou rovnici upravime na vrcholovy tvar

(x—3)2 = —10(y — 4).

Bod V' = [3,4] je vrchol, parametr p = 5, ohnisko F' = [3, %}, fidici primka d : y = %

Volime ¢t = z — 3, pak t* = —10(y — 4). Vypocitdme x =t + 3, y = —% +4.
Parametrické vyjadieni paraboly je

2

t
= —— 44 R.
k(t) {t+3, 10+ },te

y N\ o
d 6

V

4/

2 F

>
2 2 4 6 8 10 12 14
@]

Obrazek 1.13: Parabola pro t € (—10, 10)

16
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2. Interval pro parametrizaci paraboly mezi body P a () muzeme vypocitat napriklad
z parametrického vyjadreni

t4+3=-2
t, =5

t+3=13
1o =10

Dana parabola by tedy byla probihana z bodu P do bodu () pro parametr
t € (—5,10). Aby bylo k(0) = P, zménime parametr ¢t = s — 5 a mame:

(s —5)°

g —2 —
k(s) = |s—2, 10

+4|,s€(0,15)

(s=t+5,8=-5+5=0,s,=10+5=15).

Obréazek 1.14: Parabola pro s € (0, 15)

17
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Priklad 3

Napiste parametrické vyjadieni paraboly, bod V' = [3,4] je vrchol, osa paraboly je rov-
nobézna s osou = a bod P = [13,14] je bodem paraboly. Napiste parametrické vyjadreni
¢asti paraboly mezi bodem P a prusec¢ikem paraboly s osou .

Reseni:

1. Abychom mohli parabolu parametricky vyjadrit, nejdiive napiSseme vrcholovy tvar
rovnice paraboly. Parabola mé rovnici (y — n)? = 2p(x — m). Dosazenim bodu V
a P ziskame parametr p:

(14 — 4)* = 2p(13 - 3),
100 = 20p,
p=05.

Obecna rovnice paraboly je tedy

(y —4)* = 10(z — 3).

Parametr je p = 5, ohnisko F' = [%, 4], fidici primka d : x = %
Volime t = y — 4, pak t* = 10(x — 3). Vypotitdame x = % +3,y=t+4.

Parametrické vyjadieni paraboly je

2

t
k() = | — t+4| .t eR.
(t) {10+3,+}, €

Obrazek 1.15: Parabola pro ¢ € (—10, 10)

18
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2. Hodnoty parametru ¢ pro pozadovanou c¢ast paraboly ziskdme z rovnic

t+4 =0 (prusecik s osou ) t+4 =14 (bod P)
t1 =—4 ty =10

Cast paraboly mezi bodem P a prusecikem s osou x ma parametrické vyjadieni

k(t) = F +3,t+4} t e (—4,10).

10

121

101

-2 9] 2

Obréazek 1.16: Parabola pro t € (—4, 10)

19
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Priklad 4

Napiste parametrické vyjadieni paraboly, bod F = [%, 4] je ohnisko, obecnd rovnice tidici
piimky d je z = %

Napiste parametrické vyjadreni casti paraboly mezi prusecikem P paraboly s osou z a
prusecikem () paraboly s osou y, yo > 0.

Reseni:

1. Abychom mohli parabolu parametricky vyjadrit, nejdiive napiseme vrcholovy tvar
rovnice paraboly. Protoze ridici primka je rovnobézna s osou y, je osa paraboly rov-
nobézna s osou z. Parametr p je vzdalenost ohniska F' od tidici piimky d, p = 5.
Snadno zjistime i vrchol V' = [3,4].

Parabola m& vrcholovou rovnici (y — n)? = —2p(x — m). Po dosazeni konkrétnich

hodnot nam vyjde
(y —4)* = —10(x — 3).

Volime t = y — 4, pak t* = —10(z — 3). Vypocitdme x = —% +3,y=t+4.
Parametrické vyjadieni paraboly je

2

t
k(t) = {—E+3,t+4] teR.

Obrazek 1.17: Parabola pro t € (—10, 10)

20
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2. Hodnoty parametru ¢ pro pozadovanou cast paraboly ziskame z rovnic

t+4 =0 (prusecik s osou ) _ﬁ +3=0 (bod Q)

10
t o= —4
! 2 = 30

ty =30 (yg >0)

Cést paraboly mezi priseciky P a Q ma vyjadient

2

k(t) = {—t— +3,t+4] e (—4,/30).

10

Obréazek 1.18: Parabola pro t € (—4,/30)

21



1.3. ELIPSA KAPITOLA 1. KUZELOSECKY

1.3 Elipsa

Kruznice je specialni piipad elipsy. Da se predpokladat, ze parametrizace elipsy bude po-
dobna parametrizaci kruznice.

Uvazujme nejprve elipsu o stifedu O = [0, 0], velikost hlavni poloosy zna¢ime a, velikost
vedlejsi poloosy znacime b. Plati a > b.

Rovnice elipsy ve stfedovém tvaru je pak

22 P
) + = 1
a hlavni osa elipsy je osa z, nebo
2 2
R

a hlavni osa elipsy je osa y.
Pro parametrizaci elipsy pouzijeme vzorec

cos’t +sin’t = 1.

Pro rovnici f;—j + ?g—; = 1 ddme do rovnosti £ = cost a ¥ = sint (popt. ¥ =sint a ¥ = cost).
Parametricky popis elipsy je
k(t) = [acost,bsint]
(popt. k(t) = |asint,bcost]), pro jeden obéh bereme t € (0, 27).
Pro rovnici 55—22 + g—i = 1 ddme do rovnosti § = cost a ¥ = sint (popt. { =sint a £ = cost).

Parametricky popis elipsy je
k(t) = [bcost, asint]

(popt. k(t) = [bsint,acost]), t € (0,2m).

Snadno ovéiime: je-li funkce cos v z-ové soutadnici, vychozi bod k(0) je vrchol na ose ,
je-li funkce cos v y-ové souradnici, je vychozi bod k(0) vrchol elipsy na ose y.

Pro obecnéjsi pifpad, kdy sted elipsy je bod S = [m,n] a rovnice ve stiedovém tvaru je

(z—m)®> (y—n)°
a? * CHE !

nebo ) )
@=mp  w=m?_,

b2 a?

zménime predchozi parametricky popis prictenim vektoru posunuti S — O = (m,n), tedy
k(t) = [m+acost,n + bsint]
(popt. k(t) = [m + asint,n + bcost])

nebo
k(t) = [m+ bcost,n + asint|.
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(popi. k(t) = [m + bsint,n + acost])
t € (0,27) pro 1 obéh.

Zménou znaménka u funkce cos ménime vychozi vrchol elipsy, zménou znaménka u funkce
sin ménime smér probihani elipsy.

Otazka je, zda muzeme vybrat za vychozi bod jiny bod elipsy nez vrchol. To je mozné, ale
museli bychom brat v uvahu sdruzené pruméry elipsy, nebylo by to tak jednoduché jako u
kruznice. Timto se v textu zabyvat nebudeme.

V této casti si ukdzeme, jak jednoduse muzeme popsat tecny parametricky zadanych kiivek.
Meéjme kiivku k(t) = [z(t), y(t)], t € I(interval), vybereme si bod na této kiivee K = k(to)
(to je vybrané ¢islo z intervalu I'). Te¢éna kiivky souvisi s derivaci, u parametricky zadanych
kiivek derivujeme zvlast kazdou soufadnici a znacime

K(t) = (2'(t),y' (t),t € 1.

To jsou tecné vektory kiivky £.
Te¢ny vektor v bodé K = k(ty) je vektor

K'(to) = (2/(t0),y'(t))-

Velikost tohoto vektoru vypovida navic o rychlosti, jakou je kiivka v daném bodé probihana.
Te¢na kiivky k v bodé K je uréena bodem K = k(ty) a smérovym vektorem k().
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Priklad 1

Napiste parametrické vyjadieni elipsy zadané obecnou rovnici
922 + 169> — 722 — 96y = 0.

Déle napiste souradnice pruseciku se souradnicovymi osami a napiste obecné rovnice tecen
elipsy v téchto prusecicich.

Reseni: Obecnou rovnici upravime na stiedovy tvar
x—4)? —3)?
(=17 -3 _
32 18

Stied elipsy je bod S = [4, 3], hlavn{ osa je rovnobézné s osou z, velikost hlavni poloosy je
a = 4v/2, velikost vedlejsi poloosy b = 3v/2.
Déme do rovnosti napft.

1.

x—4 ;
= cos t,
44/2
y—3 .
= sint.

3v2
a mame parametrické vyjadieni
k(t) = [444V2 - cost,3 + 3v/2 -sint], t € (0,27).

Vychoz bod je bod k(0) = [4 + 4v/2,3], coz je pravy hlavn{ vrchol. Protoze k (%) =
4,3 + 3\/5] je horni vedlejsi vrchol, je elipsa probihdana v kladném sméru. Souradnice
pruseciku se souradnicovymi osami muzeme urcit z obecné rovnice nebo z parametrického
vyjadrent:

1. pruseciky s osou z (y = 0)

nebo
92% — 722 =0 3 +3V2sint =0
9z(x —8) =0 : V2
r =0 b=y
L=
— om
To = 8 tl — Z
T
ty = —
Pruseciky s osou z jsou body P, = [0,0] a L 4
Py, = [8,0]. (vybirdme teseni v (0, 27))

k (%”) — (0,0
k (%”) 8,0
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2. pruseciky s osou y (z = 0)

16y — 96y = 0 4+ 4v2cost =0
16y(y —6) =0 V2
cost = ———
1 =0 2
_ o
y2 - 6 tl = Z
3T
ty = -
Pruseciky s osou y jsou body P, = [0,0] a . 4
Py =10,6]. k (Iﬂ) = [0, 0]

k (%”) — [0,6]

Nyni vypocitame tecné vektory:
K (t) = (—4V/2 - sint, 3v/2 - cost).

V bodé k (%)
P13+ 4y =
V bodé k (2
Ps - 3r — 4y +
V bodé k (ZF) = [8,0] je tecny vektor k' (I) = (4,3) a obecnd rovnice tecny je
P 3x — 4y — 24 = 0.

Posledni dvé teény jsou rovnobézné.

[0, 0] je tecny vektor k' (%) = (4, —3) a obecnd rovnice tecny je

[0, 6] je tecny vektor k' (‘%) = (—4,—3) a obecnd rovnice tecny je

[\
= =
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b,

= ) )

_44

Obrézek 1.19: Elipsa pro t € (0, 27)
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Priklad 2

Napiste parametrické vyjadieni elipsy, body E = [3,4 + v/14] a F = [3,4 — v/14] jsou jej
ohniska, velikost vedlejsi poloosy b = 3v/2

Elipsu parametrizujte tak, aby vychozi bod k(0) byl levy vedlejsi vrchol a elipsa byla
probihana v kladném sméru.

Napiste obecné rovnice normaél elipsy v jejich prusecicich se souradnymi osami.
Poznamka: Normala kiivky v bodé K je primka kolma k tecné v tomto bodé K.

Reseni: Ze zadanych ohnisek snadno ziskdme excentricitu e = /14 a pomoci vztahu
a® = €2 + b? dopocitame velikost hlavni poloosy a = 4v/2. Stied lezi ve stiedu tsecky EF
a jeho souradnice jsou tedy S = [3,4].

Hlavni osa je rovnobézna s osou y. Vypocitané hodnoty pouzijeme pro napsani stiedového

tvaru obecné rovnice elipsy:

(x=m)?* (y—n)*
b? a?

Pro parametrizaci ddme do rovnosti napt.:

r—3 ;
—— = cost,
3v2

=sint.

<=

gt

a mame parametrické vyjadient
k(t) = [3+3V2 - cost, 4+ 4V?2 - sint], t € (0, 2r).

Vychozi bod je bod k(0) = [3 4 3v/2,4], coz je pravy vedlejsi vrchol. Abychom napsali
vyjadreni s vychozim bodem v levém vedlejsim vrcholu, zménime znaménko u funkce cos.
Protoze je k (g) =1[3,4+ 4\/5], je elipsa probihdna v zaporném sméru. Zménime tedy i
znaménko u funkce sin.

Pozadované parametrické vyjadieni elipsy je pak

k(t) = [3 —3V2 - cost,4 — 4v/2 -sint], t € (0, 27).

Soutadnice pruseciku se souradnicovymi osami muzeme urcit napiiklad z parametrického
vyjadrent:
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1.3. ELIPSA KAPITOLA 1. KUZELOSECKY

1. pruseciky s osou z (y = 0)

4 — 4y/2sint = 0

. V2
sint = —
2
T
tl:z
3T
=7

(vybirame feseni v (0, 27))

k (%) —[0,0]= P,

k(%):mng

2. pruseciky s osou y (x = 0)

3—3\/§COSt:O

t_\/i
COST = B
e
tl_Z
T
=7

Nyni vypoc¢itame tecné vektory
K (t) = (3v/2 - sint, —4v/2 - cost)

V bodé k (%) = [0, 0] je tecny vektor &’ (%) = (3, —4) a obecnd rovnice normaly je

ny:3x —4y = 0.

V bodé k(25) = [6,0] je tecny vektor k' (2F) = (3,4) a obecnd rovnice normély je
ng : 3x +4y — 18 = 0.

V bodé k (%’T) = [0, 8] je te¢ny vektor k' (%’r) = (—3,—4) a obecnd rovnice normaly je
ns:3r +4y — 32 =0.
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N
hi/ P
by n3 12 : D>
n> I
|
101 A
|
i k
|
!
61 |
!
|
R VA I (O N S TN D .
\Y 4 i
!
2]
|
P I p
. — O . £ 2 . N
-4 -2 2 : 4 8 10 12 14 X
B
-2 |
i
i
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!

Obrazek 1.20: Elipsa pro t € (0, 27)
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1.4. HYPERBOLA KAPITOLA 1. KUZELOSECKY

1.4 Hyperbola

Uvazujme hyperbolu o sttedu O = [0, 0], osy hyperboly jsou souradnicové osy. Rovnice
hyperboly ve sttedovém tvaru je
2 P
oY,
a? b?
hlavni osa je osa z, vrcholy jsou body A = [a, 0], B[—a, 0]
nebo ) )
xz )
_ﬁ + ? =1

hlavni osa je osa y, vrcholy jsou body A = [0, a|, B[0, —d]

Kladné ¢islo a je velikost hlavni poloosy, kladné ¢islo b je velikost vedlejsi poloosy.
y \

2 2
(a) Hyperbola 5 — % =1 b) Hyperbola —% + Z{—Z =1

Obrazek 1.21: Hyperboly v zdkladni poloze

Pripomenme, ze muze byt a > b i a < b. Je-li a = b, hyperbola se nazyva rovnoosa.
Kazda hyperbola ma 2 tzv. asymptoty, jsou to primky, ke kterym se tato ktivka priblizuje.

Pro hyperbolu b2 = 1 ziskame asymptoty z rovnice % — Z—j =0, tj.:

ey

Rovnice asymptot ve smérnicovém tvaru jsou
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Pro hyperbolu —“Z’—j + Z—i = 1 ziskame asymptoty z rovnice —95—22 + z—z =0, tj.:

(5+8) (9=

y2

Obrazek 1.22: Asymptoty y = x a y = —x rovnoosé hyperboly f—z - =1

Vzhledem k predchozim poznatkum bychom pro parametrizaci hyperboly chtéli najit
dvé funkce f a g, pro které by platilo f2(t) — ¢*(t) = 1.

Takové funkce se nazyvaji hyperbolické a jsou jimi funkce

et + et
1) =
it = <
a ¢ ¢
et —e~
1) =
g(t) 5
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9(@)
f(x)
O X
1
0 X
(a) Funkce f (b) Funkce g
Obrazek 1.23: Grafy hyperbolickych funkei f a ¢
Snadno ukdzeme, 7 f/(t) = g(t), f/(t) = £(), ¢'(t) = £(2) & F"(2) = g(t).
Néco podobného zname pro funkce sin a cos (az na znaménka): (cost)’ = —sint,

(cost)” = —cost , (sint) = cost a (sint)” = —sint.

Proto se funkce f(t) = etgeft nazyva kosinus hyperbolicky, zna¢ime cosht. Funkce

g(t) = et_;ft se nazyva sinus hyperbolicky a zna¢ime sinh ¢.

Nyni si ovéifme, ze plati cosh?t — sinh?*t = 1:
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Pro parametrizaci hyperboly
22
A
a?  b?
x

ddme do rovnosti £ = cosht a ¥ = sinht a ziskdme parametrické vyjadreni

k(t) = [acosht,bsinht] t € R.

Toto je ovSsem parametricky popis jedné vétve hyperboly.
Vime, ze cosht > 1 pro vSechna t € R (viz graf f). Uvedeny parametricky popis je popisem
pravé vétve hyperboly. Parametricky popis obou vétvi (symetrie podle osy y) je

k(t) = [facosht,bsinht], t € R.

Pro parametricky popis hyperboly —gg—j + z—z = 1 ddme do rovnosti ¥ = sinht a ¥ = cosht
(zduraznéme, ze se rozhodujeme podle znamének v obecné rovnici).

Parametricky popis obou vétvi je
k(t) = [bsinht, +acosht],t € R.

(znaménko + je pro horni vétev, znaménko - je pro dolni vétev). Soutadnice vrcholu jsou
k(0) = [bsinh 0, +a cosh 0] = [0, £a - 1] = [0, £a].
Pro obecnéjsi piipad, kdy stfed hyperboly je bod S = [m, n| a rovnice ve stiedovém tvaru

je
(z—m)* (y—n)® _

a? o L

nebo ) )
w2 e
b? a?

zménime predchozi parametrizaci pri¢tenim vektoru posunuti S — O = (m,n).

2 2
Parametricky popis hyperboly (x;;") - (y;§ L =1je

k(t) = [m + acosht,n + bsinht],t € R.

parametricky popis hyperboly — (”"3_1);”)2 + (y;;z)

2 .
=1 je
k(t) = [m + bsinht,n £+ acosht],t € R.

Pii kresleni hyperboly s vyuzitim grafického programu musime interval pro parametr ¢
omezit z obou stran, napt. t € (—10, 10)
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Priklad 1
Napiste parametrické vyjadieni hyperboly zadané obecnou rovnici
92% — 16y* — 5dx + 128y — 319 = 0.
Napiste souradnice vrcholu a ohnisek hyperboly. Dale napiste obecné rovnice asymptot.

Reseni: Obecnou rovnici upravime na stiedovy tvar:

(=3 (y—4)? _
16 9
Stfed hyperboly je bod S = [3, 4], hlavni osa je rovnobézna s osou z. Velikost hlavni poloosy
je a = 4, velikost vedlejsi poloosy je b = 3.
Pro parametrizaci ddme do rovnosti

1.

r—3
4

= cosht,

4
y==_ sinh ¢

a ziskame parametricky popis pravé vétve
k(t) = [3+4cosht,4 + 3sinht],t € R
Parametricky popis obou vétvi je
k(t) = [3+ 4cosht, 4 + 3sinht],t € R.
Vrcholy muzeme vypocitat z parametrického vyjadieni
k(0)=[3+4-1,44+3-0],
tedy A =[7,4], B =[-1,4].

Pro velikost excentricity e plati vztah e = a? + b*. V nagem piipadé
€2 =16+9 a tedy e = 5.

E=1[3+5,4] = [8,4]

F=[3-54 =[-2,4]

Rovnice asymptot ziskame z rovnice

(x -3 (y—4)°
6 9

tj.: 9(z — 3)* — 16(y — 4)* =




1.4. HYPERBOLA

KAPITOLA 1. KUZELOSECKY

Rovnice asymptot jsou

a1 :3x—4y+7=0

as : 3x +4y — 25 =0.

-2

Obréazek 1.24: Hyperbola pro ¢t € (—2,2)
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Priklad 2

Napiste parametrické vyjadieni hyperboly zadané obecnou rovnici
922 — 16y* — 54z + 128y — 31 = 0.
Napiste souradnice vrcholii, ohnisek a pruseciki hyperboly se souradnicovymi osami. Déle
napiste obecné rovnice asymptot.
Reseni: Obdobné jako v minulém piikladu upravime obecnou rovnici na stiedovy tvar:
(y—4)° (z-3)
9 16

Stred hyperboly je bod S = [3,4], hlavni osa je rovnobézna s osou y. Velikosti poloos jsou
a=3ab=4
Pro parametrizaci ddme do rovnosti

=1.

2 = _ cosht
3 cosht,

3
= sinht

a ziskame parametricky popis horni vétve
k(t) = [3+ 4sinht,4 + 3cosht], t € R.
Parametricky popis obou vétvi je
k(t) = [3+ 4sinht,4 £+ 3cosht],t € R.
Vrcholy muzeme vypocitat z parametrického vyjadieni
k(0)=[3+4-0,4+3-1],
tedy A =[3,7],B = [3,1].

Pro velikost excentricity e plati vztah e = a? + b*. V nagem piipadé
€2 =9+16 a tedy e = 5.
E=[3,4+5 =39
F=[3,4-5=[3,-1]
Rovnice asymptot ziskdme z rovnice
W9 @3,
9 16
tj.: 16(y —4)* —9(z —3)* =0
4y =P = Bz =3)]* =0
[4(y —4) — 3(x — 3)] - [4(y — 4) + 3(x — 3)] = 0.
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Rovnice asymptot jsou

a1 :3x—4y+7=0
a
as : 3x +4y — 25 =0.

Soutadnice pruseciki hyperboly se souradnicovymi osami muzeme urcit a) z obecné rovnice
nebo b) z rovnice ve stredovém tvaru nebo c) z parametrického vyjédreni.

1. Pruseciky s osou z (y = 0)

a) b)
92° — 54z — 31 =0 6 (z-3)°
54 + /4032 9 16
2=~ _(x—3)2:_z
544247 o9
T2 =—"73 (:n—3)2:§-16
4
x1:3+£ 4\ﬁ
47
—3_ 47
T2 3 3 331:3—{—\?)/»
47
T2 =3
¢) pruseciky s osou x ma pouze dolni vétev
4 —3cosht=0 proet:4+3‘ﬁjesinht:%(et—e%):
1
4—3.§(et+e*t)=0 _1(4+ﬁ 3 -
8—3-(+et)=0 2" 3 1+V7
) 1 A+VT 3(4-VT),
8—3¢' =35 =0 =yl )=
8e' —3(e')2—3=0 LoV VT
3(ef)? — 8! +3=0 23 3
o4 8EV28 pro el = 4_3ﬁje sinht = %(4_3‘ﬁ—4_3ﬁ) = —g
6
47
et—4j:3\/7 x1—3+\3f
47
T2 =30

7 vypoctu je vidét, ze nejrychlejsi vypocet vychazi z rovnice ve stfedovém tvaru. Pruseciky

s osou z jsou body P; = [3+4Tﬁ,0} a P = [3_%\ﬁ70i|'
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2. Pruseciky s osou y (x = 0) vypocitame z rovnice ve stfedovém tvaru:

(=472 9
9 16

\ ) S
4
2
P/._
X N
12 10 8 6 4 2P0 2 |F*4 6p, 8 10 12 14 16 18 207

Obrazek 1.25: Hyperbola pro t € (—2,2)
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2. Dalsi rovinné krivky

Nyni si muzeme definovat nejruznéjsi krivky sami.

Napt. k(t) = [t,cost],t € (0,2m) je ¢ast (1 perioda) grafu funkce cos,

k(t) = [cost, cost],t € (0,27) je tsecka, kterd lezi na piimce y = z,

k(t) = [%, 1— t} ,t € (—00,0) U (0,+00) je rovnoosa hyperbola se stredem S = [0, 1].

Mnoho kfivek je znamo, nékteré maji i své nazvy a nebo se po nékom jmenuji. Nez si
nékteré z nich ukazeme, zavedeme si pojmy singuldrni bod krivky a uzlovy bod krivky.

Singularni bod ki#ivky je takovy bod K = k(ty), ve kterém neexistuje te¢na. To nastane
tehdy, kdyz neexistuje néktera z derivaci ' (to), v'(to) (K'(t) = (2/(t),vy'(t)) je teény vektor)
nebo teény vektor je nulovy, tj. k'(to) = (0,0).

Uz jsme poznamenali, ze délka tecného vektoru vypovida o rychlosti, s jakou je kiivka
v daném bodé probihdna. Pokud je k'(ty) = (0,0), dojde pii probihéni kiivky v bodé
K = k(ty) k zastaveni.

Uzlovy bod ktivky je bod, kterym kiivka projde vicekrat a teény v tomto bodé jsou
ruzné.

K

tecna

tecna

(a) Singularni bod (b) Uzlovy bod
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Priklad 1
Je déna kfivka
k(t) = |cost — g sin®t, costsint| ,t € (0, 27).
Napiste soutadnice singularnich bodu ktivky. Déle napiste parametrické i obecné rovnice
tecen kiivky v jejich prusecicich s osou z.
Reseni: Vypocitame tecné vektory kiivky &, tj.:
k' (t) = (—sint — v/2sint cost, cos’ t — sin’t).
Abychom nasli singularni body, fesime soustavu
—sint —v/2sintcost = 0
a Zaroven
cos’t —sin®t = 0.

Muzeme najit vSechna feSeni rovnic na intervalu (0, 27) a pak udélat prunik. Nebo muzeme
najit véechna feseni jedné rovnice na intervalu (0, 27) a vybrat z nich ta feseni, kterd splnuji
i druhou rovnici (ovéfime dosazenim).

Jednodussi je pouzit druhy zpusob.

Vybereme rovnici

—sint — \/Esintcost =0
—sint(1+v2cost) =0,

bud sint = 0 nebo cost = —\/75. Vsechna feseni na intervalu (0, 27) jsou
3m om
te<0,—,m —,2m .
R
Dosazujeme postupné do rovnice cos?t — sin?t = 0. Této rovnici vyhovuji pouze t; = %’r a

t, = 9. Singuldrni body jsou body

| si=k(%) - M] |

4 42
5 [ 3v2 1
5 (4> 4’2]

Priseciky s osou z (y = 0) vypocitdme z parametrického vyjadieni kiivky .

cost-sint =0
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tedo T 2% o
7277T727ﬂ-

Pruseciky kiivky k£ s osou z jsou 3 body
P = k(r) =[-1,0],

T T V2
rer ()4 (5) - |5
Py = k(0) = [1,0] = k(2m).

Vypocitame tecné vektory a napiSeme rovnici tecen:

k() = [-1.0],

K () = (0,1),

pi(s) =[—1,s],s € R parametricka rovnice,
p1 : ¢ = —1 obecnd rovnice,

p2(s) = [—\f + s, —s] ,sER,

p2:ix+Yy+ ? =0,

JORE

K(3)=(=1,-1)~ ),

q2(s) = [—?4—&3 ,s €R,

bod [—@, o} je uzlovy bod kfivky k,
0] = k(2n),
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Nakreslime-li zadanou kiivku, vidime na obrazku singuldrni body (8picky) i uzlovy bod.
Je také jasné proc¢ se kiivka nazyva ,ryba“ (fish curve).

P2

p3

Obrazek 2.2: Fish curve pro t € (0, 27)
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Priklad 2
Je dana kfivka
k(t) = [16sin®¢, 13 cost — 5 cos 2t — 2 cos 3t — cos4t], t € (0, 27).

Napiste soufadnice singuldrnich bodu kiivky. Déle napiste souradnice bodu kiivky, ve
kterych ma kfivka tecny rovnobézné s osou g, napiste obecné rovnice téchto tecen.

Reseni: Vypocitame tecné vektory kiivky k, tj.:
K'(t) = (48sin?t cost, —13sint + 10sin 2t + 6sin 3¢ + 4 sin 4t).
Abychom nasli singularni body, fesime soustavu rovnic
48sin*t cost = 0

a zaroven
—13sint + 10sin 2t + 6sin 3t + 4sin 4t = 0.

Najdeme vsechna feseni prvni rovnice na intervalu (0, 27), jsou to t € {0, T, 37”, 277}.

Tato teseni dosazujeme do druhé rovnice, druhé rovnici vyhovuji 3 hodnoty t; =0, t, =7
ats = 2m.
Kiivka ma dva singularni body:

Tecény vektor je rovnobézny s osou y, je-li jeho prvni slozka nulové a druha nenulova. To
nastane pro hodnoty {4 = 7 a t5 = 37” Obecné rovnice tecen rovnobéznych s osou y jsou:

K(2T) = 1-16.4 = P,
(%) -rwa-n,

¥ (37”) — (0,19),

p1:x=—16
k g) — [16,4] = B,

(
K (%) — (0, -19),

P2t x = 16.
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KAPITOLA 2. DALSI ROVINNE KRIVKY

Nakreslime-li zadanou kiivku, vidime na obrazku singuldrni body ($picky na kiivce). Tato
kiivka se nazyva ,srdce“ (heartcurve) a radime ji mezi dalsi kiivky, které se ¢asto souhrnné
oznacuji srdcovky.

Pq Y )

Obréazek 2.3: Rovinnd kfivka pro t € (0, 27)

44



3. Sroubovice

Nyni se budeme vénovat prostorovym kiivkam. Nejcastéji se v praxi pouziva sroubovice
na valcové plose.
Abychom mohli popsat sroubovici bodu, musime zadat sroubovy pohyb.

Sroubovy pohyb je dan
1. osou o,
2. smyslem (pravoto¢ivy a levotocivy),
3. vyskou zavitu v.

Osa sroubového pohybu muze byt libovolna primka v prostoru, pro zjednoduseni budeme
v dalsim textu pouzivat osu z souradné soustavy (O, z,y, z). Pouzivame vzdy pravotocivou
kartézskou souradnou soustavu, kterou vyuzivaji i grafické programy.

Sroubovy pohyb je slozenfm rovnomérného rotaéniho pohybu a rovnomérného translaéniho
pohybu.

Pokud je rotacni pohyb proti sméru hodinovych rucicek a translacni pohyb ve sméru kladné
poloosy osy z nebo rota¢ni pohyb ve sméru hodinovych rucicek a translaéni pohyb ve sméru
zaporné poloosy osy z, je Sroubovy pohyb pravotocivy, v opa¢ném pripadé je levotocivy.

Zz=—0 A Z=O0

O

O
— —

y y
X X

(a) Pravotocivy sroubovy pohyb (b) Levotocivy sroubovy pohyb
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KAPITOLA 3. SROUBOVICE

Vyberme si bod A v prostoru, ktery nelezi na ose sSroubového pohybu. Bod se pti sSroubovém
pohybu rovnomeérné otaci kolem osy o a zaroven se rovnomeérné posunuje ve Smeru osy o.
Sroubovice bodu A lezf na valcové plose, jejiz osou je osa o sroubového pohybu a polomér
je roven vzdélenosti bodu A od osy o.

Vyska zavitu v je vzdalenost bodu A a bodu A’, kde A a A’ jsou body na povrchové piimce
p vélcové plochy a mezi nimi nenf zadny jiny bod sroubovice. Cést sroubovice mezi body
Aa A je tzv. 1 zavit Sroubovice a odpovida otoceni o uhel 27.

o

Obrazek 3.2: Sroubovice na valcové plose

Po rozsttizeni véalcové plochy podél p a rozvinuti do roviny méame nésledujici obrazek.

b b

— _

——
2rr

Obréazek 3.3: Vélcova plocha rozsttizena podél piimky p a rozvinuta do roviny
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KAPITOLA 3. SROUBOVICE

To je také navodem, jak si snadno sroubovici ,,vyrobit“. Staci slepit papir, na kterém jsme
narysovali isecku pro jeden zavit nebo vice rovnobéznych tsecek pro vice zavitu.

V technické praxi se casto uzivad misto vysky zavitu tzv. redukovand vyska zdvitu, kterou
znacime vg. Je to vyska posunuti odpovidajici otoceni o tihel 1 radidn (pfiblizné 57°17'45").
Uhlu 1 radidn odpovidé délka oblouku kruznice rovna poloméru r kruznice.

Z obrazku

N 7

2rr

Obrazek 3.4: Ilustracni obrazek

snadno odvodime vztah mezi vyskou v zavitu a redukovanou vyskou vy:

Vo v
r 2rr
v
Vo — —
2T

Jak napsat parametrické vyjddieni sroubovice bodu A = [ay, az, as]?
Zadejme Sroubovy pohyb:

1. osa o je soutadnicova osa z,
2. pravotoc¢ivy (resp. levotocivy),
3. vyskou zavitu je v (nebo redukovana vyska je vp).

Sroubovice lezi na vélcové plose, jejiz osou je osa z Prunik této plochy s ptidorysnou (z, %)
je kruznice. Zatneme parametrickym popisem kruznice v roviné (z,y), stted kruznice je
bod [0, 0] a kruznice prochazi bodem [ay, as].

Je-li sroubovy pohyb pravotocivy, musime kruznici popsat tak, aby byla probihana prot:
sméru hodinovych rucicek, tj. v kladném sméru. Navic pozadujeme, aby pro t = 0 byl
vychozi bod [ay, as].

Je-1i sSroubovy pohyb levotocivy, musime kruznici popsat tak, aby byla probihana ve sméru
hodinovych rucicek, tj. v zdporném sméru. Opét v ¢ase t = 0 jsme v bodé [ay, as]. Tedy

m(t) = [a) cost — agsint, ag cost + ap sint] pro kladny smér,

m(t) = [ay cost + aysint, as cost — ay sint] pro zdporny smer.
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KAPITOLA 3. SROUBOVICE

Treti z-ova soutadnice se tyka posunuti, parametricky popis pravotocivé sroubovice je
k(t) = [aj cost — agsint, as cost + ag sint, as + vot], t € R.
Parametricky popis levotocivé Sroubovice je
k(t) = [aj cost + agsint, as cost — ag sint, asz + vot], t € R.

Sroubovice je neomezend kiivka v obou smérech.

Dulezity je jeden zavit sroubovice, ktery se déle jen posunuje. Pokud chceme popsat 1
zavit, bereme parametr t z intervalu délky 27. Pouzijeme-li vySe uvedeny parametricky
popis, je k(0) = A a pro jeden zavit s krajnim bodem A bereme t € (0, 27).
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KAPITOLA 3. SROUBOVICE

Priklad 1

Napiste parametrické vyjadieni sroubovice bodu A = [0,4,0]. Osa sroubového pohybu je
osa z, Sroubovy pohyb je

1. pravotocivy
2. levotocivy
Vyska zavitu v = 12.
Reseni:
1. Popiseme kruznici m v roviné (x,y), stfed je bod [0, 0], vychozi bod je bod [z 4, ya] =
0, 4], kruznice je probihdna v kladném sméru:
m(t) = [—4sint, 4 cost].

Pro popis pravotocivé sroubovice doplnime z-ovou soutadnici z4 +vot, kde vg = 3= =
12 _ 6.
2~ w°

6
k(t) = {—4 sint, 4 cost, —t} ,t € R,
T

(nebo t € (0,2m) pro 1 zavit sroubovice).

2. Parametricky popis levotocivé sroubovice ziskdme z predchoziho popisu zménou znaménka
u funkce sin (obéh kruznice v zdporném sméru):

6
k(t) = {4sint,4cost, —t} .t eR,
7r

(nebo t € (0,27) pro 1 zavit).
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KAPITOLA 3. SROUBOVICE

Obrazek 3.5: Pravotoc¢ivé sroubovice pro ¢ € (0, 4)

Obrazek 3.6: Levotociva sroubovice pro t € (0, 4m)

20



KAPITOLA 3. SROUBOVICE

Priklad 2

Napiste parametrické vyjadreni sroubovice bodu A = [—4, 0, 0]. Osa sroubového pohybu je
osa z, Sroubovy pohyb je

1. pravotocivy

2. levotocivy
Vyska zavitu je v = 18.
Reseni:

1. Popiseme kruznici v roviné (z,y), stted je bod [0, 0], vychozi bod je bod [za,ya] =
[—4, 0], kruznice je probihana v kladném sméru:

m(t) = [—4 cost, —4sint].

Pro popis pravotocivé sroubovice doplnime z-ovou soutadnici z4 +vgt, kde v = 5~ =
18 _ 9.

21 "

9
k(t) = |—4cost,—4sint, —t| ,t € R,
7

(nebo t € (0,2m) pro 1 zavit Sroubovice).

z

Obrazek 3.7: Pravotoc¢ivé sroubovice pro ¢ € (0, 4m)
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KAPITOLA 3. SROUBOVICE

2. Parametricky popis levotocivé sroubovice ziskame z predchoziho popisu zménou znaménka
u funkce sin (obéh kruznice v zdporném sméru):

9
k(t) = |—4cost,4sint, —t| ,t € R,
T

(nebo t € (0,27) pro 1 zavit).

Obrazek 3.8: Levotociva sroubovice pro t € (0, 4m)
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KAPITOLA 3. SROUBOVICE

Priklad 3

Napiste parametrické vyjadreni sroubovice bodu A = [0, —4, 0]. Osa sroubového pohybu je
osa z, Sroubovy pohyb je

1. pravotocivy

2. levotocivy
Redukovana vyska zavitu je vy = 3.
Reseni:

1. Popiseme kruznici v roviné (z,y), stted je bod [0, 0], vychozi bod je bod [z4,y4] =
[0, —4], kruznice je probfhdna v kladném sméru:

m(t) = [4sint, —4 cost].
Pro popis pravotocivé sroubovice doplnime z-ovou soutadnici z4 + vyt:
k(t) = [4sint,—4cost,3t],t € R,
(nebo t € (0,2m) pro 1 zavit Sroubovice).

A~ Z
P —

X m

Obrazek 3.9: Pravotociva sroubovice pro t € (0, 47)
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KAPITOLA 3. SROUBOVICE

2. Parametricky popis levotocivé sroubovice ziskame z predchoziho popisu zménou znaménka
u funkce sin (obéh kruznice v zdporném sméru):

k(t) = [—4sint,—4cost, 3t] ,t € R,

(nebo t € (0,27) pro 1 zavit).

Obrazek 3.10: Levotocivéa sroubovice pro ¢ € (0, 4m)

o4



KAPITOLA 3. SROUBOVICE

Priklad 4

Napiste parametrické vyjadieni sroubovice bodu A = [4,0,3]. Osa sroubového pohybu je
osa z, Sroubovy pohyb je

1. pravotocivy
2. levotocivy

Redukovana vyska zavitu je vy = 2.
Déle popiste tecnu sroubovice v bodé A.

ResSeni:

1. Popiseme kruznici v roviné (z,y), stfed je bod [0, 0], vychozi bod je bod [z, ya] =
[4,0], kruznice je probihdna v kladném sméru:

m(t) = [4cost,4sint].
Pro popis pravotoc¢ivé sroubovice doplnime z-ovou soutadnici z4 + vgt:
k(t) = [4cost,4sint, 2t + 3] ,t € R,

(nebo t € (0,2m) pro 1 zavit Sroubovice).
Tecéné vektory ziskame derivovanim

K'(t) = (—4sint,4cost,2).
Pro bod A = k(0) je tecny vektor
K (0) = (0,4,2)
a parametricky popis teény p je

p(s) =[4,4s,3+2s],s € R.

2. Parametricky popis levotocivé sroubovice ziskdme z predchoziho popisu zménou znaménka
u funkee sin (obéh kruznice v zdporném smeéru):

k(t) = [4cost,—4sint, 2t + 3] ,t € R,

(nebo t € (0,27) pro 1 zavit).
Tecéné vektory ziskame derivovanim

K'(t) = (—4sint, —4cost, 2).
Pro bod A = k(0) je teény vektor

K(0) = (0,-4,2)
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KAPITOLA 3. SROUBOVICE

a parametricky popis tecny p je

p(s) = [4,—4s,3 + 2s],s € R.

Obrazek 3.11: Pravotociva sroubovice pro t € (0, 27)

Obréazek 3.12: Levotocivéd sroubovice pro t € (0, 27)
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KAPITOLA 3. SROUBOVICE

Priklad 5

Napiste parametrické vyjadieni sroubovice bodu A = [3, 4, 2]. Osa pravotocivého sroubového
pohybu je osa z, vyska zavitu je v = 20.
Déle popiste tetny Sroubovice v bodech A, k (%), k(r) a k(2n).

Reseni: Popiseme kruznici v roviné (z, %), stied je bod [0, 0], vichozi bod je bod [z, y4] =
[3, 4], kruznice je probihdna v kladném sméru:

m(t) = [3cost — 4sint,4cost + 3sint].

Pro popis pravotocivé sroubovice doplnime z-ovou souradnici z4 + vot, kde vg = o= = % =

10.
pt

10
k(t) = {300815—4sint,4cost+3sint, —t—i—Q} ,teR,
T

(nebo t € (0,2m) pro 1 zavit Sroubovice).
Tecéné vektory ziskame derivovanim

10
K'(t) = <—3 sint — 4 cost,3cost — 4sint, —) .
T

Konkrétni tecné vektory jsou tedy:

V bodech:
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KAPITOLA 3. SROUBOVICE

je parametricky popis tecen:

[ 10
pi(s) = 3—45,4+3s,2+—s],3€R,
T

[ 10
pa(s) = —4—33,3—43,7—1——3},361@,
T
[ 10
ps3(s) = —3—1—45,—4—33,12—1——5] ;s € R,
T

[ 10
pa(s) = 3—45,4+38,22+—8],36R
T

b,

Obrézek 3.13: Pravotociva Sroubovice pro ¢ € (0, 2°)
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4. Dalsi prostorové krivky

Nyni si muzeme definovat nejruznéjsi krivky sami. Napriklad

k(t) = [cost,Int - sint,Int],t € (0,400),

Obrazek 4.1: Kiivka k pro t € < 10>

L
107

[ 1 t t?
U+ +1

k(t) .t €R,

Obrazek 4.2: Kfivka k pro ¢ € (—10,10)

(je to elipsa v roviné z + z — 1 = 0),
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KAPITOLA 4. DALSI PROSTOROVE KRIVKY

k(t) = [sinht, cosht,sin6t],t € (—m, 7).
\AJ z
) I WANEDEN

Y
Obrazek 4.3: Kiivka k pro t € (—m, )

Stejné jako u rovinnych kiivek mohou na prostorovych kiivkach byt singularni body nebo
uzlové body. Te¢ény vektor v singuldarnim bodé K (ty) bud neexistuje nebo je nulovy, tj.:

K'(to) = (0,0,0).
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KAPITOLA 4. DALSI PROSTOROVE KRIVKY

Priklad 1

Je dana kfivka
k(t) = [cos® t,sin’ ¢, cos 2t],t € (0, 27).

Napiste souradnice singularnich bodu. Déle popiste tecnu kiivky v bodée T' = k (%)

Reseni: Vypocitdme teéné vektory
K (t) = (—3cos®t-sint,3sin’t - cost, —2sin 2t).

Ma-li byt néjaky bod singularni, musi byt teény vektor nulovy.
Resime soustavu rovnic na intervalu (0, 27):

—3cos’tsint =0,

3sin’tcost = 0,

—2sin2t = 0.
Muzeme najit feseni vSech tii rovnic na intervalu (0,27) a pak udélat prunik feseni.
Vyhodnéjsi je najit vSechna teseni jedné rovnice na intervalu (0,27) a do zbyvajicich 2

rovnic tato feSeni dosadit. Vybereme ta feseni, kterd vyhovuji pro vSechny rovnice.
Vybereme si posledni rovnici

sin2t =0
2t = km
t =k
2

Na intervalu (0, 2r) mame 5 feseni
s 3T
te0,—,m —, 27
O
Vsech 5 feseni vyhovuje i zbyvajicim rovnicim. Mame 4 singularni body

Si = k(0) = k(27) = [1,0, 1],

Tecny vektor v bodée T = k (%) = [u, %,%] je K (%) = (—%, u,—\/g), ten muzeme
nahradit vektorem (3+/3, —3,8).
Teéna p kiivky k£ v bodé T je

,s € R.

3V3 1 1
p(s) = [T\/_+3\/§s,§—3s,§+88
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KAPITOLA 4. DALSI PROSTOROVE KRIVKY

S3

Obrézek 4.4: Prostorova krivka pro t € (0, 27)
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KAPITOLA 4. DALSI PROSTOROVE KRIVKY

Priklad 2

Je dana kfivka |
k(t) = Qsith,sint,cost .t € (0,2m).

Napiste souradnice singularnich bodu. Déle popiste tecnu kiivky v bodé T' = k (0) a napiste
rovnici normalové roviny v bodé 7.

Poznamka: Normélova rovina v bodé T je mnozina vSech piimek (normaél), které prochazeji
bodem T a jsou kolmé k tecné v bodé T.

Reseni: Vypocitdme tecné vektory
K'(t) = (cos2t,cost, —sint).

Pro singuldrni body fesime soustavu rovnic na intervalu (0, 27):

cos2t =0,
cost =0,
—sint = 0.

Druha a tteti rovnice nejsou splnény zaroven pro zadné t. Kiivka nema singularni body.
Tecny vektor v bodé T' = k(0) = [0, 0, 1] je vektor £'(0) = (1,1,0). Tecna p kiivky k
v bodé T je

p(s) =[s,s,1],s € R.

Tecny vektor (1,1,0) je vektor kolmy k hledané normélové roviné «.
Rovina a ma rovnici x +y + d = 0, ¢islo d uréime dosazenim bodu 7, d = 0,

a:x+y=0.
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Obrézek 4.5: Prostorové kiivka pro ¢ € (0, 27)
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KAPITOLA 4. DALSI PROSTOROVE KRIVKY

Priklad 3

Je dana kfivka
k(t) = [cos 3t,sin 2t, cos 4t], t € (0, 27).

Popiste tecnu kiivky v bodé T'= k (0) a napiste rovnici normélové roviny v bodé T.
Reseni: Vypocitdme teéné vektory
K'(t) = (—3sin 3t,2 cos 2t, —4 sin 4¢).

Tecny vektor v bodé T' = k(0) = [1,0, 1] je vektor £'(0) = (0,2,0) (ten muzeme v popisu
tecny nahradit vektorem (0, 1,0)). Te¢na p kiivky & v bodé T je

p(s) =11,s,1],s € R.

Tecny vektor (0,1,0) je vektor kolmy k hledané normalové roviné .
Rovina a ma rovnici y + d = 0, ¢islo d uré¢ime dosazenim bodu 7T, d = 0,

a:y =0,

Je to rovina (z, 2).
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LV
A

(g) t € (0, ¢ (h) t € (0, 2r)

Obrazek 4.6: Prostorova kiivka k pro ruzné intervaly parametru ¢
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Obrazek 4.7: Teéna a normalova rovina kiivky & (¢ € (0, 2m))
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KAPITOLA 4. DALSI PROSTOROVE KRIVKY

Priklad 4

Je dana kfivka
k(t) = [sin2t,1 — cos 2t,2 cost], t € (0, 2m).

Zjistéte, zda ma kiivka uzlovy bod. Pokud ano, popiste vSechny tecny v tomto bodé. Pokud
vSechny te¢ny v uzlovém bodé lezi v jedné roviné, napiste obecnou rovnici této roviny.

Reseni: Z piedpisu kiivky k(t) = [sin 2t, 1 —cos 2t, 2 cos t] mizeme ziskat 3 rovinné kfivky.
Kiivka [ v roviné (z,y)

I[(t) = [sin2t,1 — cos2t,0],t € (0,27).

je pravouhly prumét kiivky & do roviny (z,y) (tzv. pudorys kiivky k).
Ktivka m v roviné (y, 2)

m(t) = 10,1 — cos2t,2cost],t € (0,2)

je pravouhly prumét kiivky & do roviny (y, z) (tzv. bokorys kiivky k).
Kiivka n v roviné (z, z)

n(t) = [sin 2t,0, 2 cost], t € (0, 2m)

je pravouhly prumeét kiivky & do roviny (y, z) (tzv. narys kiivky k).
Zajimava je pro nés kiivka [, ve které snadno rozpozname kruznici o stredu S = [0, 1,0] a
poloméru r = 1.Tato kruznice je pii ¢t € (0,27) obéhnuta dvakrét.

1 ) 1 X

Obrazek 4.8: Pudorys kiivky & pro t € (0, 27)

Ktivka k lezi na rotacni valcové plose, kruznice [ je jeji tidici kruznice, osa valcové
plochy je piimka o rovnobézné s osou z.
Treti z-ové soutadnice kiivky & jsou kladné pro t € <0, %), zaporné pro t € (%, 37”) a kladné
prot € (37”,27r>).

Pro intervaly (0, %) a (7, 2

7) (prava polovina kruznice [) ma kiivka k ruzné z-ové soutadnice.
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KAPITOLA 4. DALSI PROSTOROVE KRIVKY

Stejné je tomu tak pro intervaly (’—g, 7T> a (37”, 27T> (leva polovina kruznice [).
Stejné soutradnice pii ruznych hodnotach parametru t jsou pouze

k(0) = k(2m) = [0,0,2] = T,
k (g) —k (%T) —[0,2,0] = U.

Vypocteme tecné vektory
K'(t) = (2cos2t,2sin2t, —2sint).

a dosadime

K (0)
¥ (3)

% (37”) = (=2,0,2) ~ (1,0, —1).

K (2m) = (2,0,0),
(—=2,0,-2) ~(1,0,1),

V bodé T je jen jedna tecna rovnobézna s osou z. Kfivka zacind a konci v jednom bodé T,
krivka je uzaviena. V uzlovém bodé U ma kiivka dvé rizné tecny:

p(s) =[s,2,s],s €R,
q(u) = [u,2, —ul,u € R.

Tyto tecny urcuji rovinu:
a:y—2=0.

Podivejme se jesté na kiivky m a n, tedy na bokorys a narys kiivky £.
Ktivku m(t) = [0,1 — cos 2t,2 cost],t € (0, 2m) upravme

m(t) =[0,1 — cos*t +sin®t,2cost] = [0,2 — 2cos t, 2 cos t].
a provedeme substituci v = cost. Dostaneme jinou parametrizaci kiivky m:
m(v) = [0,2 — 20* 2v],v € (—1,1).

Odsud jiz vidime, ze bokorysem ktivky k je ¢ast paraboly.
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Obrazek 4.9: Bokorys kiivky & pro t € (0, 27)

Kiivku n(t) = [sin2t,0,2cost],t € (0,27) nakreslime s vyuzitim grafického programu.
Z tohoto obrazku je jiz zrejmé, ze krivka ma uzlovy bod.

-2

Obrazek 4.10: Nérys kiivky k pro t € (0, 2m)

Kiivka k se nazyva Vivianiho krivka (nebo také Vivianiho okénko) a je prunikem
valcové plochy 22 + (y — 1)% = 1 a kulové plochy 2% + y* + 22 = 4. Viz prace studenta
Michala Sestaka: Parametrické vyjadreni rotacnich a sroubovych ploch.
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q
Obrézek 4.11: Kiivka k pro ¢ € (0, 27)
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5. Priklady na procviceni

Priklad 1

Je dana krivka

k(t) = [3cos®t,3sint], ¢ € (0, 27).
Napiste souradnice singularnich bodu. Pokud tyto body lezi na jedné kruznici, napiste jeji
parametrické vyjadieni.
Napiste souradnice prusecika kiivky k& a pfimek y = x a y = —z. Napiste obecné rovnice
tecen kiivky v téchto prusecicich. Kiivku nakreslete.

Priklad 2

Je déna kfivka
k(t) = [3cost — cos 3t, 3sint — sin 3t], t € (0; 2m).

Napiste souradnice prusec¢iku kiivky & se soufadnicovymi osami. Napiste obecné rovnice
tecen v téchto prusecicich.
Ktivku nakreslete.

Priklad 3

Napiste parametrické vyjadreni 1 zévitu (¢ € (0;2m)) sroubovice bodu A = [-3,4,5]. Osa
levotocivého sroubového pohybu je osa z. Redukovana vyska vy = 2.

Popiste tecnu sroubovice v bodé T' = k (g) a napiste obecnou rovnici normalové roviny
kiivky v tomto bodé.

Priklad 4

Je dana krivka
k(t) = [t* +2t, =3t t° —t],t € R.

Popiste tecny krivky, které jsou rovnobézné s rovinou « : 2y + 3z = 0.
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5.1. VYSLEDKY KAPITOLA 5. PRIKLADY NA PROCVICENI

5.1 Vysledky

Priklad 1

a

p,

Obrazek 5.1: Krivka k pro ¢ € (0, 2m)

Ktivka se nazyva astroida.
Singularni body jsou

Kruznice prochézejici singularnimi body je

m(s) = [3cost,3sint], s € (0, 27).
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Pruseciky ptimek y = x a y = —x s kiivkou £ jsou
3V2 3v2 3
7 | 3V23v2) (3T
4 4 4
[ 3V2 2
T, = _i’_M —k 5T :
4 4 4
3v2 32 Tr
= |25 25 =k ()
4 4 4
(32 32 m
r |22 82T,
4 4 4
Rovnice tecen v téchto bodech jsou
3v2
plrx—y+7\/_=0,
32
p21$+y+7\/_:0,
3v2
p339€—?/—T:0,
3v2
p4:x+y—7\/_—0.
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Priklad 2

Y2

Vv

Obrézek 5.2: Kiivka k pro ¢ € (0, 27)

Pruseciky kiivky k se souradnicovymi osami jsou
P1 = k‘(ﬂ') == [—2,0],
T
Py=k (5) —[0,4],
3
Py=k (-”) = [0, —4)],
2
Py = k(0) = k(27) = [2,0].

Body Py a P, jsou singuldrni body, nebot £'(0) = ¥ () = k'(27) = (0, 0).
Tecény v bodech P, a Pj3 jsou

piy=4
psiy=—4
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Priklad 3

X m

Obrazek 5.3: Levotociva sroubovice pro t € (0, 2m)

Parametrické vyjadieni jednoho zavitu sroubovice £ je
k(t) = [-3cost + 4sint,4cost + 3sint, 5 + 2t], ¢ € (0, 27).
Tecna v bode T =k (%) = [4,3,5 + 7] je
p(s) =[4+43s,3 —4s,5+ 7+ 2s],s € R.
Normélova rovina v bodé T je

a:3r —4y+ 22z —10 - 27 = 0.
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Priklad 4

Obrézek 5.4: Kiivka k pro ¢t € (—10, 10)

Tecné vektory krivky k£ jsou
K(t) = (2t +2,-3,3t> - 1).

a vektor kolmy k «a je (0,2, 3).
Aby byla te¢na rovnobézna s rovinou «, musi byt

(2t +2,-3,3t*—1)-(0,2,3) =0,
tj. =6 +9t2 — 3 = 0.

Tato rovnice ma 2 feSenit =1at = —1.
Tecna v bodeé Th = k(1) = [3,-3,0] je

pi(s) =k(1)+s-k(1), pi(s)=[3+4s,—3—3s,25],s € R.
Tecna v bodé Ty = k(—1) = [—1,3,0] je
p2(u) = k(_l) tu- kl(_1)> pQ(u) = [_173 - 3“7 QU],’LL eR.
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6. Krivky v praxi

Pokud se pozorné porozhlédnete kolem sebe, jisté nékde uvidite kruznici nebo kruh, at uz
je to okraj hrnecku, prstynek na ruce nebo kruhova znacka.
Kruhové okna (rozety) pak muzeme vidét na gotickych chramech.

Obrazek 6.1: Rozeta v kostele svatého Matyase v Richmondu v Anglii

Velmi casto se setkdme také s elipsou. Staci vzit valcovou sklenicku s vodou (ne tplné
plnou) a tu trochu naklonit. Povrch vodni hladiny je ohranic¢en elipsou. Nebo ukrojte
nasikmo vélcovou sisku salamu. Elipsu muzeme vidét i v architektute, zejména v barokni
architektute (pudorysy staveb aj.).

Kovova vrata u metra Malostranskd v Praze jsou sestaveny z mnoha nejruznéjsich elips.
Sviti-li vhodné Slunce, jsou stiny na zdech zase elipsy (jiné nez na vratech).
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Obrazek 6.2: Elipsy na vratech u stanice metra Malostranska v Praze

V architektuie najdeme také casti parabol, jsou to ¢asto mostni oblouky.

Obrazek 6.3: Mostni oblouk v Bechyni tvoren casti paraboly

U administrativnf budovy v Ceskych Budéjovicich je vyuzita parabola pro ohrani¢en{
oken. Valcova véz je zastiesena Sikmou sttechou, hraniéni mnohothelnik je ndhradou elipsy.
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Obrézek 6.4: Administrativni budova v Ceskych Budéjovicich

Co se tyce hyperboly, muzete mit pocit, ze tu hned neuvidime. Ale vezméte si lampu
se stinitkem zakonc¢enym kruznici v roviné rovnobézné s podlahou. Lampu postavte blizko
zdi. Hranice mezi stinem a svétlem je cast hyperboly.

Obrazek 6.5: Hranice mezi stinem a svétlem je ¢ast hyperboly
Jisté dokéazete naklonit lampu tak, aby hranici byla elipsa nebo ¢ast paraboly.

Co se tyce prostorovych kiivek, nejcastéji uvidime sroubovici. Byva to zabradli tocitych
schodist. Na obrézcich jsou schodisté z Lorettské kaple a z Vatikdnského muzea.
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Obrazek 6.7: Tocité schodisté tvorené dvousroubovici ve Vatikanském muzeu

Jisté si jesté vzpomenete na Srouby, vyvrtky aj. V neposledni fadé si pfipomeneme
molekulu DNA (deoxyribonukleové kyseliny), ackoliv tu vidét pouhym okem nemuzeme
vzhledem k jejim rozmérum. DNA mé tvar pravotoc¢ivé dvousroubovice (ale muze byt i le-
votociva). Dvé sroubovice maji spoletnou osu a stejnou vysku zavitu v, jen jsou vzdjemné
posunuty (posunuti ve sméru spolecné osy). Poznamenejme, ze existuji i jiné zpusoby
usporadani.
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Obrazek 6.9: Dalsi struktury DNA
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