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Obsah
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5 Př́ıklady na procvičeńı 72
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1. Kuželosečky

Kuželosečky nazýváme také kvadratické křivky, nebot’ mohou být popsáný pomoćı kvad-
ratického polynomu dvou proměnných x a y. Obecná rovnice kuželosečky je

Ax2 +By2 + Cx+Dy + Exy + F = 0

(alespoň jedno z č́ısel A, B, E je nenulové).
Takto mohou být popsány regulárńı kuželosečky (kružnice, elipsa, parabola, hyperbola) i
singulárńı kuželosečky (jeden bod, jedna př́ımka, dvě r̊uznoběžné př́ımky, dvě rovnoběžné
př́ımky) a prázdná množina.

Jsou-li osy regulárńıch kuželoseček rovnoběžné se souřadnicovými osami soustavy souřadné
(O, x, y), v obecné rovnici se nevyskytuje člen Exy, tj. E = 0. V daľśım textu se budeme
zabývat výhradně regulárńımi kuželosečkami s osami rovnoběžnými se souřadnicovými
osami.
Připomeňme, jak z obecné rovnice poznáme, o jakou kuželosečku se jedná.
Je-li jedno z č́ısel A, B nulové, kuželosečka je parabola.
Je-li A ·B > 0, je kuželosečka elipsa,
je-li nav́ıc A = B, je kuželosečka kružnice.
Je-li A ·B < 0, je kuželosečka hyperbola.

U elipsy a hyperboly převedeme obecnou rovnici na středový tvar, pak snadno urč́ıme
souřadnice středu a velikost poloos. U paraboly převedeme obecnou rovnici na vrcholový
tvar a snadno urč́ıme souřadnice vrcholu a parametr.
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1.1. KRUŽNICE KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

1.1 Kružnice

Pro určováńı hodnot goniometrických funkćı využ́ıváme jednotkovou kružnici x2 + y2 = 1.
Souřadnice bodu kružnice jsou x = cos t a y = sin t, kde t je orientovaný úhel.

Obrázek 1.1: Jednotková kružnice

Kružnici můžeme tedy popsat takto

k(t) = [cos t, sin t]

a to je právě parametrický popis kružnice (také parametrické rovnice kružnice), t se nazývá
parametr. Parametr t je proměnný a jeho hodnoty můžeme vyb́ırat z r̊uzných interval̊u:
t ∈ R kružnice je prob́ıhána neustále
t ∈ 〈0, 2π〉 výchoźı bod je k(0) = [cos 0, sin 0] = [1, 0]

koncový bod je k (2π) = [cos 2π, sin 2π] = [1, 0]
jeden oběh kružnice

t ∈ 〈0, 4π〉 výchoźı bod je k(0) = [1, 0]
koncový bod je k (4π) = [1, 0]
dva oběhy kružnice

t ∈ 〈0, π〉 výchoźı bod je k(0) = [1, 0]
koncový bod je k (π) = [−1, 0]
popis p̊ulkružnice (horńı p̊ulkružnice)

t ∈
〈
−π

2
, π
2

〉
výchoźı bod je k

(
−π

2

)
=
[
cos (−π

2
), sin (−π

2
)
]

= [0,−1]
koncový bod je k

(
π
2

)
= [0, 1]

popis p̊ulkružnice (pravá p̊ulkružnice)

t ∈
〈
−3π

4
, π
3

〉
výchoźı bod je k

(
−3π

4

)
=
[
−
√
2
2
,−
√
2
2

]
koncový bod je k

(
π
3

)
=
[
1
2
,
√
3
2

]
popis části kružnice
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1.1. KRUŽNICE KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY
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(d) t ∈ 〈0, π〉

O x
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(e) t ∈
〈
−π

2 ,
π
2

〉

O
x

y
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〈
−3π

4 ,
π
3

〉
Obrázek 1.2: Kružnice k pro r̊uzné intervaly parametru t

Při parametrickém vyjádřeńı k(t) = [cos t, sin t] je kružnice, či jej́ı část, prob́ıhána vždy v
kladném směru (tj. proti směru hodinových ručiček).
Jak parametrický popis upravit, aby byla kružnice nebo jej́ı část prob́ıhána v záporném
směru? Zkuśıme zaměnit parametr t hodnotou −t:

k(t) = [cos (−t), sin (−t)] = [cos t,− sin t]

(využ́ıváme, že cos je sudá funkce a sin je lichá funkce).

Uvažujme pro parametr t interval 〈0, 2π〉.
Snadno vypoč́ıtáme k(0) = [1, 0], k

(
π
2

)
= [0,−1], k(π) = [−1, 0] a k(2π) = [1, 0]. Výchoźı i

koncový bod je [1, 0] a kružnice je prob́ıhána v záporném směru (tj. ve směru hodinových
ručiček).
Můžeme vyzkoušet i daľśı kombinace. Pro jeden oběh kružnice je výhodné použ́ıt vždy
interval 〈0, 2π〉.
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1.1. KRUŽNICE KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

k(t) = [− cos t, sin t] výchoźı bod je k(0) = [−1, 0]
pro určeńı směru použijeme bod k

(
π
2

)
= [0, 1]

tj. kružnice je prob́ıhána v záporném směru
k(t) = [− cos t,− sin t] výchoźı bod je k(0) = [−1, 0]

k
(
π
2

)
= [0,−1]

tj. kružnice je prob́ıhána v kladném směru

Ještě můžeme zaměnit souřadnice (stále t ∈ 〈0, 2π〉):
k(t) = [sin t, cos t] k(0) = [0, 1] k

(
π
2

)
= [1, 0] záporný směr

k(t) = [sin t,− cos t] k(0) = [0,−1] k
(
π
2

)
= [1, 0] kladný směr

k(t) = [− sin t, cos t] k(0) = [0, 1] k
(
π
2

)
= [−1, 0] kladný směr

k(t) = [− sin t,− cos t] k(0) = [0,−1] k
(
π
2

)
= [−1, 0] záporný směr

Pro kružnici, která má střed [0, 0] a jej́ı poloměr r neńı roven 1, lze využ́ıt podobné popisy
k(t) = [r · cos t, r · sin t], k(t) = [r · cos t,−r · sin t] atd.

Ve všech předchoźıch popisech jednotkové kružnice, kde t ∈ 〈0, 2π〉, je výchoźı bod na
jedné ze souřadnicových os x a y. Jak popsat kružnici, aby výchoźı bod mohl být vybrán
obecněji? Jistě bychom mohli změnit interval pro parametr t, t ∈ 〈α, β〉, ale určeńı úhlu α
nemuśı být vždy jednoduché. Chceme vždy použ́ıt pro jeden oběh interval 〈0, 2π〉. Vyberme

bod
[
1
2
,
√
3
2

]
na jednotkové kružnici. Chceme, aby tento bod byl výchoźı a kružnice byla

prob́ıhána v kladném směru.

Požadujeme k(0) =
[
1
2
,
√
3
2

]
a k
(
π
2

)
=
[
−
√
3
2
, 1
2

]
.

O x

y

k

Obrázek 1.3: Kružnice prob́ıhána z obecného bodu

V prvńı i druhé souřadnici parametrického popisu se muśı objevit funkce cos i sin:

k(t) =

[
1

2
cos t−

√
3

2
sin t,

√
3

2
cos t+

1

2
sin t

]
, t ∈ 〈0, 2π〉.
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1.1. KRUŽNICE KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

Pro oběh kružnice v záporném směru stač́ı změnit znaménka u funkce sin, jak jsme mohli
vypozorovat v předchoźım popisu.
Pro kružnici o středu S = [0, 0] a pro výchoźı bod P = [p, q] můžeme psát

k(t) = [p cos t− q sin t, q cos t+ p sin t], t ∈ 〈0, 2π〉, kladný směr,

k(t) = [p cos t+ q sin t, q cos t− p sin t], t ∈ 〈0, 2π〉, záporný směr.

Lze také použ́ıt zápis s využit́ım vektor̊u

k(t) = [0, 0] + (p, q) cos t+ (−q, p) sin t

nebo
k(t) = [0, 0] + (p, q) cos t+ (q,−p) sin t,

[0, 0] je střed S, vektor (p, q) = P − S, vektor (−q, p) nebo (q,−p) je kolmý k vektoru
P − S.
Nyńı již snadno źıskáme parametrický popis libovolné kružnice o středu S = [m,n], jej́ıž
výchoźı bod je bod P = [p, q]:

S

P

x

y

m

n

p

q

k

Obrázek 1.4: Libovolná kružnice prob́ıhána z obecného bodu

P − S = (p−m, q − n)

a vektor kolmý je
(−(q − n), p−m), pro kladný směr

nebo
(q − n,−(p−m)), pro záporný směr.

Tedy
k(t) = [m,n] + (p−m, q − n) cos t+ (−(q − n), p−m) sin t,
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1.1. KRUŽNICE KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

tj.:

k(t) = [m+ (p−m) cos t− (q − n) sin t, n+ (q − n) cos t+ (p−m) sin t], t ∈ 〈0, 2π〉.

kružnice prob́ıhána (1 oběh) od bodu P v kladném směru.
Pro změnu směru stač́ı změnit znaménko u funkce sin.

Tento popis nevyžaduje znalost poloměru kružnice, poloměr si lze ovšem vždy spoč́ıtat, je
to vzdálenost bod̊u P, S :

r =
√

(p−m)2 + (q − n)2.

Je vidět, že parametrický popis má oproti obecné rovnici nav́ıc d̊uležitou informaci. Para-
metr t si můžeme představit jako čas a z parametrického popisu lze vyč́ıst, jak je křivka
prob́ıhána v čase.
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1.1. KRUŽNICE KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

Př́ıklad

Napǐste parametrické vyjádřeńı kružnice zadané obecnou rovnićı

x2 + y2 − 6x− 8y = 0.

Ověřte, zda kružnice procháźı počátkem soustavy souřadné. Pokud ano, napǐste parame-
trické vyjádřeńı kružnice (jeden oběh), výchoźı bod necht’ je počátek [0, 0] a kružnice je
prob́ıhána v záporném směru.

Řešeńı:

1. Obecnou rovnici uprav́ıme na středový tvar

(x− 3)2 + (y − 4)2 = 25, popř.
(x− 3)2

25
+

(y − 4)2

25
= 1.

Bod S = [3, 4] je střed, poloměr r = 5. Pokud nám nezálež́ı, jakým zp̊usobem je
kružnice prob́ıhána, můžeme využ́ıt vzorec

cos2 t+ sin2 t = 1.

Dáme do rovnosti
x− 3

5
= cos t

a
y − 4

5
= sin t

(nebo x−3
5

= sin t a y−4
5

= cos t).
Vyjádř́ıme x a y :

x = 3 + 5 cos t,

y = 4 + 5 sin t.

Parametrický popis kružnice je

k(t) = [3 + 5 cos t, 4 + 5 sin t], t ∈ 〈0, 2π〉.

Dosazeńım t = 0 a t = π
2

k(0) = [8, 4], k
(π

2

)
= [3, 9]

zjist́ıme, že výchoźı bod je [8, 4] a kružnice je prob́ıhána v kladném směru.

2. Bod [0, 0] je bodem kružnice (dosad́ıme do zadané rovnice x = 0 a y = 0).
Nyńı můžeme použ́ıt vzorec

k(t) = [m+ (p−m) cos t+ (q − n) sin t, n+ (q − n) cos t− (p−m) sin t], t ∈ 〈0, 2π〉
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1.1. KRUŽNICE KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

kde [m,n] = [3, 4], [p, q] = [0, 0].

Nebo můžeme vyjádřit vektor O−S = [0, 0]−[3, 4] = (−3,−4) a vektor kolmý (−4, 3):

k(t) = [3, 4] + (−3,−4) cos t+ (−4, 3) sin t, t ∈ 〈0, 2π〉.

k(t) = [3− 3 cos t− 4 sin t, 4− 4 cos t+ 3 sin t], t ∈ 〈0, 2π〉.

x

y

k

3

Obrázek 1.5: Kružnice prob́ıhána v záporném směru pro t ∈ 〈0, 2π〉
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1.2. PARABOLA KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

1.2 Parabola

Uvažujme známou parabolu y = x2.
Tato rovnice je ve vrcholovém tvaru a vrchol paraboly je bod [0, 0], osa paraboly je osa y.
Parametr p je p = 1

2
(x2 = 2py, 2p = 1). Parametr je vzdálenost ohniska F od ř́ıd́ıćı př́ımky

d. Ohnisko má souřadnice F =
[
0, 1

4

]
, ř́ıd́ıćı př́ımka má obecnou rovnici d : y = −1

4
.

Obrázek 1.6: Parabola y = x2

Souřadnice libovolného bodu jsou [x, x2].
Parametrický popis této paraboly je např.:

k(t) = [t, t2].

Aby byla popsána celá parabola, je potřeba pro parametr t brát interval (−∞,∞), k(0) =
[0, 0].
Při kresleńı paraboly s využit́ım grafického programu muśıme interval omezit z obou stran,
např. t ∈ 〈−10, 10〉.
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1.2. PARABOLA KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

Parametrických popis̊u zadané paraboly je stejně jako u kružnice nekonečné mnoho a
lǐśı se t́ım, jak je parabola prob́ıhána.

k(t) = [t, t2], t ∈ 〈−3, 3〉

O x

y

Obrázek 1.7: Parabola k pro t ∈ 〈−3, 3〉

k(t) = [−t, t2], t ∈ 〈−3, 3〉

O x

y

Obrázek 1.8: Parabola k pro t ∈ 〈−3, 3〉
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1.2. PARABOLA KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

k(t) = [t+ 1, (t+ 1)2], t ∈ 〈−3, 3〉

x

y

O

Obrázek 1.9: Parabola k pro t ∈ 〈−3, 3〉

k(t) = [1− t, (1− t)2], t ∈ 〈−3, 3〉

x

y

O

Obrázek 1.10: Parabola k pro t ∈ 〈−3, 3〉
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1.2. PARABOLA KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

Podobně můžeme postupovat pro daľśı paraboly

x2 = −2py x = t, t2 = −2py k(t) =
[
t,− t2

2p

]
, t ∈ R,

y2 = 2px y = t, t2 = 2px k(t) =
[
t2

2p
, t
]
, t ∈ R,

y2 = −2px y = t, t2 = −2px k(t) =
[
− t2

2p
, t
]
, t ∈ R.

V př́ıpadě parabol s vrcholem V = [m,n] voĺıme často parametrizaci tak, aby k(0) = V .
Volbou intervalu pro parametr t snadno vybereme požadovanou část paraboly. Např.

(x−m)2 = 2p(y − n),

t = x−m, x = t+m,

t2 = 2p(y − n), y =
t2

2p
+ n,

k(t) =

[
t+m,

t2

2p
+ n

]
, t ∈ R,

(y − n)2 = −2p(x−m),

t = y − n, y = t+ n,

t2 = −2p(x−m), x = − t
2

2p
+m,

k(t) =

[
− t

2

2p
+m, t+ n

]
, t ∈ R.
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1.2. PARABOLA KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

Př́ıklad 1

Napǐste parametrické vyjádřeńı paraboly zadané obecnou rovnićı

x2 − 6x− 10y + 49 = 0.

Napǐste parametrické vyjádřeńı části paraboly mezi jej́ımi body P a Q, jejichž y-ové
souřadnice jsou rovny 13

2
.

Řešeńı:

1. Obecnou rovnici uprav́ıme na vrcholový tvar

(x− 3)2 = 10(y − 4).

Bod V = [3, 4] je vrchol, parametr p = 5, ohnisko F =
[
3, 13

2

]
, ř́ıd́ıćı př́ımka d : y = 3

2
.

Voĺıme t = x− 3, pak t2 = 10(y − 4). Vypoč́ıtáme x = t+ 3, y = t2

10
+ 4.

Parametrické vyjádřeńı paraboly je

k(t) =

[
t+ 3,

t2

10
+ 4

]
, t ∈ R.

Obrázek 1.11: Parabola pro t ∈ 〈−10, 10〉
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1.2. PARABOLA KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

2. Souřadnice bod̊u P a Q můžeme vypoč́ıtat z obecné rovnice nebo z parametrického
vyjádřeńı

x2 − 6x− 10 · 13

2
+ 49 = 0

x2 − 6x− 16 = 0

x1 = 8, x2 = −2

x = t+ 3, t = x− 3

t1 = 5, t2 = −5

t2

10
+ 4 =

13

2
t2

10
=

5

2
t2 = 25

t1 = 5, t2 = −5

Pro parametr t vybereme interval 〈−5, 5〉,

k(−5) =

[
−2,

13

2

]
,

k(5) =

[
8,

13

2

]
.

Obrázek 1.12: Parabola pro t ∈ 〈−5, 5〉
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1.2. PARABOLA KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

Př́ıklad 2

Napǐste parametrické vyjádřeńı paraboly zadané obecnou rovnićı

x2 − 6x+ 10y − 31 = 0.

Napǐste parametrické vyjádřeńı části paraboly mezi body P a Q, xP = −2 a xQ = 13.
Parametrizaci volte tak, aby k(0) = P a část paraboly byla prob́ıhána směrem od bodu P
do bodu Q.

Řešeńı:

1. Obecnou rovnici uprav́ıme na vrcholový tvar

(x− 3)2 = −10(y − 4).

Bod V = [3, 4] je vrchol, parametr p = 5, ohnisko F =
[
3, 3

2

]
, ř́ıd́ıćı př́ımka d : y = 13

2
.

Voĺıme t = x− 3, pak t2 = −10(y − 4). Vypoč́ıtáme x = t+ 3, y = − t2

10
+ 4.

Parametrické vyjádřeńı paraboly je

k(t) =

[
t+ 3,− t

2

10
+ 4

]
, t ∈ R.

Obrázek 1.13: Parabola pro t ∈ 〈−10, 10〉
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1.2. PARABOLA KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

2. Interval pro parametrizaci paraboly mezi body P a Q můžeme vypoč́ıtat např́ıklad
z parametrického vyjádřeńı

t+ 3 = −2

t1 = −5

t+ 3 = 13

t2 = 10

Daná parabola by tedy byla prob́ıhaná z bodu P do bodu Q pro parametr
t ∈ 〈−5, 10〉. Aby bylo k(0) = P , změńıme parametr t = s− 5 a máme:

k(s) =

[
s− 2,−(s− 5)2

10
+ 4

]
, s ∈ 〈0, 15〉

(s = t+ 5, s1 = −5 + 5 = 0, s2 = 10 + 5 = 15).

Obrázek 1.14: Parabola pro s ∈ 〈0, 15〉
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1.2. PARABOLA KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

Př́ıklad 3

Napǐste parametrické vyjádřeńı paraboly, bod V = [3, 4] je vrchol, osa paraboly je rov-
noběžná s osou x a bod P = [13, 14] je bodem paraboly. Napǐste parametrické vyjádřeńı
části paraboly mezi bodem P a pr̊useč́ıkem paraboly s osou x.

Řešeńı:

1. Abychom mohli parabolu parametricky vyjádřit, nejdř́ıve naṕı̌seme vrcholový tvar
rovnice paraboly. Parabola má rovnici (y − n)2 = 2p(x−m). Dosazeńım bod̊u V
a P źıskáme parametr p:

(14− 4)2 = 2p(13− 3),

100 = 20p,

p = 5.

Obecná rovnice paraboly je tedy

(y − 4)2 = 10(x− 3).

Parametr je p = 5, ohnisko F =
[
11
2
, 4
]
, ř́ıd́ıćı př́ımka d : x = 1

2
.

Voĺıme t = y − 4, pak t2 = 10(x− 3). Vypoč́ıtáme x = t2

10
+ 3, y = t+ 4.

Parametrické vyjádřeńı paraboly je

k(t) =

[
t2

10
+ 3, t+ 4

]
, t ∈ R.

Obrázek 1.15: Parabola pro t ∈ 〈−10, 10〉
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1.2. PARABOLA KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

2. Hodnoty parametru t pro požadovanou část paraboly źıskáme z rovnic

t+ 4 = 0 (pr̊useč́ık s osou x )

t1 = −4

t+ 4 = 14 (bod P)

t2 = 10

Část paraboly mezi bodem P a pr̊useč́ıkem s osou x má parametrické vyjádřeńı

k(t) =

[
t2

10
+ 3, t+ 4

]
, t ∈ 〈−4, 10〉.

Obrázek 1.16: Parabola pro t ∈ 〈−4, 10〉
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Př́ıklad 4

Napǐste parametrické vyjádřeńı paraboly, bod F =
[
1
2
, 4
]

je ohnisko, obecná rovnice ř́ıd́ıćı
př́ımky d je x = 11

2
.

Napǐste parametrické vyjádřeńı části paraboly mezi pr̊useč́ıkem P paraboly s osou x a
pr̊useč́ıkem Q paraboly s osou y, yQ > 0.

Řešeńı:

1. Abychom mohli parabolu parametricky vyjádřit, nejdř́ıve naṕı̌seme vrcholový tvar
rovnice paraboly. Protože ř́ıd́ıćı př́ımka je rovnoběžná s osou y, je osa paraboly rov-
noběžná s osou x. Parametr p je vzdálenost ohniska F od ř́ıd́ıćı př́ımky d, p = 5.
Snadno zjist́ıme i vrchol V = [3, 4].
Parabola má vrcholovou rovnici (y − n)2 = −2p(x − m). Po dosazeńı konkrétńıch
hodnot nám vyjde

(y − 4)2 = −10(x− 3).

Voĺıme t = y − 4, pak t2 = −10(x− 3). Vypoč́ıtáme x = − t2

10
+ 3, y = t+ 4.

Parametrické vyjádřeńı paraboly je

k(t) =

[
− t

2

10
+ 3, t+ 4

]
, t ∈ R.

Obrázek 1.17: Parabola pro t ∈ 〈−10, 10〉
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2. Hodnoty parametru t pro požadovanou část paraboly źıskáme z rovnic

t+ 4 = 0 (pr̊useč́ık s osou x )

t1 = −4
− t

2

10
+ 3 = 0 (bod Q)

t2 = 30

t2 =
√

30 (yQ > 0)

Část paraboly mezi pr̊useč́ıky P a Q má vyjádřeńı

k(t) =

[
− t

2

10
+ 3, t+ 4

]
, t ∈ 〈−4,

√
30〉.

Obrázek 1.18: Parabola pro t ∈ 〈−4,
√

30〉

21



1.3. ELIPSA KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

1.3 Elipsa

Kružnice je speciálńı př́ıpad elipsy. Dá se předpokládat, že parametrizace elipsy bude po-
dobná parametrizaci kružnice.
Uvažujme nejprve elipsu o středu O = [0, 0], velikost hlavńı poloosy znač́ıme a, velikost
vedleǰśı poloosy znač́ıme b. Plat́ı a > b.
Rovnice elipsy ve středovém tvaru je pak

x2

a2
+
y2

b2
= 1

a hlavńı osa elipsy je osa x, nebo
x2

b2
+
y2

a2
= 1

a hlavńı osa elipsy je osa y.
Pro parametrizaci elipsy použijeme vzorec

cos2 t+ sin2 t = 1.

Pro rovnici x2

a2
+ y2

b2
= 1 dáme do rovnosti x

a
= cos t a y

b
= sin t (popř. x

a
= sin t a y

b
= cos t).

Parametrický popis elipsy je
k(t) = [a cos t, b sin t]

(popř. k(t) = [a sin t, b cos t]), pro jeden oběh bereme t ∈ 〈0, 2π〉.
Pro rovnici x2

b2
+ y2

a2
= 1 dáme do rovnosti x

b
= cos t a y

a
= sin t (popř. x

b
= sin t a y

a
= cos t).

Parametrický popis elipsy je
k(t) = [b cos t, a sin t]

(popř. k(t) = [b sin t, a cos t]), t ∈ 〈0, 2π〉.
Snadno ověř́ıme: je-li funkce cos v x -ové souřadnici, výchoźı bod k(0) je vrchol na ose x,
je-li funkce cos v y-ové souřadnici, je výchoźı bod k(0) vrchol elipsy na ose y.
Pro obecněǰśı př́ıpad, kdy střed elipsy je bod S = [m,n] a rovnice ve středovém tvaru je

(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
= 1

nebo
(x−m)2

b2
+

(y − n)2

a2
= 1,

změńıme předchoźı parametrický popis přičteńım vektoru posunut́ı S −O = (m,n), tedy

k(t) = [m+ a cos t, n+ b sin t]

(popř. k(t) = [m+ a sin t, n+ b cos t])
nebo

k(t) = [m+ b cos t, n+ a sin t].
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(popř. k(t) = [m+ b sin t, n+ a cos t])
t ∈ 〈0, 2π〉 pro 1 oběh.

Změnou znaménka u funkce cos měńıme výchoźı vrchol elipsy, změnou znaménka u funkce
sin měńıme směr prob́ıháńı elipsy.
Otázka je, zda můžeme vybrat za výchoźı bod jiný bod elipsy než vrchol. To je možné, ale
museli bychom brát v úvahu sdružené pr̊uměry elipsy, nebylo by to tak jednoduché jako u
kružnice. T́ımto se v textu zabývat nebudeme.

V této části si ukážeme, jak jednoduše můžeme popsat tečny parametricky zadaných křivek.
Mějme křivku k(t) = [x(t), y(t)], t ∈ I(interval), vybereme si bod na této křivce K = k(t0)
(t0 je vybrané č́ıslo z intervalu I ). Tečna křivky souviśı s derivaćı, u parametricky zadaných
křivek derivujeme zvlášt’ každou souřadnici a znač́ıme

k′(t) = (x′(t), y′(t)), t ∈ I.

To jsou tečné vektory křivky k.
Tečný vektor v bodě K = k(t0) je vektor

k′(t0) = (x′(t0), y
′(t0)).

Velikost tohoto vektoru vypov́ıdá nav́ıc o rychlosti, jakou je křivka v daném bodě prob́ıhána.
Tečna křivky k v bodě K je určena bodem K = k(t0) a směrovým vektorem k′(t0).
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1.3. ELIPSA KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

Př́ıklad 1

Napǐste parametrické vyjádřeńı elipsy zadané obecnou rovnićı

9x2 + 16y2 − 72x− 96y = 0.

Dále napǐste souřadnice pr̊useč́ık̊u se souřadnicovými osami a napǐste obecné rovnice tečen
elipsy v těchto pr̊useč́ıćıch.

Řešeńı: Obecnou rovnici uprav́ıme na středový tvar

(x− 4)2

32
+

(y − 3)2

18
= 1.

Střed elipsy je bod S = [4, 3], hlavńı osa je rovnoběžná s osou x, velikost hlavńı poloosy je
a = 4

√
2, velikost vedleǰśı poloosy b = 3

√
2.

Dáme do rovnosti např.

x− 4

4
√

2
= cos t,

y − 3

3
√

2
= sin t.

a máme parametrické vyjádřeńı

k(t) = [4 + 4
√

2 · cos t, 3 + 3
√

2 · sin t], t ∈ 〈0, 2π〉.

Výchoźı bod je bod k(0) = [4 + 4
√

2, 3], což je pravý hlavńı vrchol. Protože k
(
π
2

)
=

[4, 3 + 3
√

2] je horńı vedleǰśı vrchol, je elipsa prob́ıhána v kladném směru. Souřadnice
pr̊useč́ık̊u se souřadnicovými osami můžeme určit z obecné rovnice nebo z parametrického
vyjádřeńı:

1. pr̊useč́ıky s osou x (y = 0)

9x2 − 72x = 0

9x(x− 8) = 0

x1 = 0

x2 = 8

Pr̊useč́ıky s osou x jsou body P1 = [0, 0] a
P2 = [8, 0].

nebo

3 + 3
√

2 sin t = 0

sin t = −
√

2

2

t1 =
5π

4

t2 =
7π

4
(vyb́ıráme řešeńı v 〈0, 2π〉)

k

(
5π

4

)
= [0, 0]

k

(
7π

4

)
= [8, 0]
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2. pr̊useč́ıky s osou y (x = 0)

16y2 − 96y = 0

16y(y − 6) = 0

y1 = 0

y2 = 6

Pr̊useč́ıky s osou y jsou body P1 = [0, 0] a
P3 = [0, 6].

4 + 4
√

2 cos t = 0

cos t = −
√

2

2

t1 =
5π

4

t3 =
3π

4

k

(
5π

4

)
= [0, 0]

k

(
3π

4

)
= [0, 6]

Nyńı vypoč́ıtáme tečné vektory:

k′(t) = (−4
√

2 · sin t, 3
√

2 · cos t).

V bodě k
(
5π
4

)
= [0, 0] je tečný vektor k′

(
5π
4

)
= (4,−3) a obecná rovnice tečny je

p1 : 3x+ 4y = 0.
V bodě k

(
3π
4

)
= [0, 6] je tečný vektor k′

(
3π
4

)
= (−4,−3) a obecná rovnice tečny je

p3 : 3x− 4y + 24 = 0.
V bodě k

(
7π
4

)
= [8, 0] je tečný vektor k′

(
7π
4

)
= (4, 3) a obecná rovnice tečny je

p2 : 3x− 4y − 24 = 0.
Posledńı dvě tečny jsou rovnoběžné.

25



1.3. ELIPSA KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

O

y

x

P3

P2P1

p1

p3

p2

Obrázek 1.19: Elipsa pro t ∈ 〈0, 2π〉
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Př́ıklad 2

Napǐste parametrické vyjádřeńı elipsy, body E = [3, 4 +
√

14] a F = [3, 4−
√

14] jsou jej́ı
ohniska, velikost vedleǰśı poloosy b = 3

√
2

Elipsu parametrizujte tak, aby výchoźı bod k(0) byl levý vedleǰśı vrchol a elipsa byla
prob́ıhána v kladném směru.
Napǐste obecné rovnice normál elipsy v jejich pr̊useč́ıćıch se souřadnými osami.
Poznámka: Normála křivky v bodě K je př́ımka kolmá k tečně v tomto bodě K.

Řešeńı: Ze zadaných ohnisek snadno źıskáme excentricitu e =
√

14 a pomoćı vztahu
a2 = e2 + b2 dopoč́ıtáme velikost hlavńı poloosy a = 4

√
2. Střed lež́ı ve středu úsečky EF

a jeho souřadnice jsou tedy S = [3, 4].
Hlavńı osa je rovnoběžná s osou y. Vypoč́ıtané hodnoty použijeme pro napsáńı středového
tvaru obecné rovnice elipsy:

(x−m)2

b2
+

(y − n)2

a2
= 1,

(x− 3)2

18
+

(y − 4)2

32
= 1.

Pro parametrizaci dáme do rovnosti např.:

x− 3

3
√

2
= cos t,

y − 4

4
√

2
= sin t.

a máme parametrické vyjádřeńı

k(t) = [3 + 3
√

2 · cos t, 4 + 4
√

2 · sin t], t ∈ 〈0, 2π〉.

Výchoźı bod je bod k(0) = [3 + 3
√

2, 4], což je pravý vedleǰśı vrchol. Abychom napsali
vyjádřeńı s výchoźım bodem v levém vedleǰśım vrcholu, změńıme znaménko u funkce cos.
Protože je k

(
π
2

)
= [3, 4 + 4

√
2], je elipsa prob́ıhána v záporném směru. Změńıme tedy i

znaménko u funkce sin.
Požadované parametrické vyjádřeńı elipsy je pak

k(t) = [3− 3
√

2 · cos t, 4− 4
√

2 · sin t], t ∈ 〈0, 2π〉.

Souřadnice pr̊useč́ık̊u se souřadnicovými osami můžeme určit např́ıklad z parametrického
vyjádřeńı:
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1. pr̊useč́ıky s osou x (y = 0)

4− 4
√

2 sin t = 0

sin t =

√
2

2

t1 =
π

4

t2 =
3π

4
(vyb́ıráme řešeńı v 〈0, 2π〉)

k
(π

4

)
= [0, 0] = P1

k

(
3π

4

)
= [6, 0] = P2

2. pr̊useč́ıky s osou y (x = 0)

3− 3
√

2 cos t = 0

cos t =

√
2

2

t1 =
π

4

t3 =
7π

4

k
(π

4

)
= [0, 0] = P1

k

(
7π

4

)
= [0, 8] = P3

Nyńı vypoč́ıtáme tečné vektory

k′(t) = (3
√

2 · sin t,−4
√

2 · cos t)

V bodě k
(
π
4

)
= [0, 0] je tečný vektor k′

(
π
4

)
= (3,−4) a obecná rovnice normály je

n1 : 3x− 4y = 0.
V bodě k

(
3π
4

)
= [6, 0] je tečný vektor k′

(
3π
4

)
= (3, 4) a obecná rovnice normály je

n2 : 3x+ 4y − 18 = 0.
V bodě k

(
7π
4

)
= [0, 8] je tečný vektor k′

(
7π
4

)
= (−3,−4) a obecná rovnice normály je

n3 : 3x+ 4y − 32 = 0.
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x

y

k

O

p2

p3p3

Obrázek 1.20: Elipsa pro t ∈ 〈0, 2π〉
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1.4 Hyperbola

Uvažujme hyperbolu o středu O = [0, 0], osy hyperboly jsou souřadnicové osy. Rovnice
hyperboly ve středovém tvaru je

x2

a2
− y2

b2
= 1.

hlavńı osa je osa x, vrcholy jsou body A = [a, 0], B[−a, 0]
nebo

−x
2

b2
+
y2

a2
= 1.

hlavńı osa je osa y, vrcholy jsou body A = [0, a], B[0,−a]

Kladné č́ıslo a je velikost hlavńı poloosy, kladné č́ıslo b je velikost vedleǰśı poloosy.

O x

y

(a) Hyperbola x2

16 −
y2

9 = 1

O x

y

(b) Hyperbola −x2

9 + y2

16 = 1

Obrázek 1.21: Hyperboly v základńı poloze

Připomeňme, že může být a > b i a < b. Je-li a = b, hyperbola se nazývá rovnoosá.
Každá hyperbola má 2 tzv. asymptoty, jsou to př́ımky, ke kterým se tato křivka přibližuje.

Pro hyperbolu x2

a2
− y2

b2
= 1 źıskáme asymptoty z rovnice x2

a2
− y2

b2
= 0, tj.:(x

a
− y

b

)
·
(x
a

+
y

b

)
= 0.

Rovnice asymptot ve směrnicovém tvaru jsou

y =
b

a
x

a

y = − b
a
x.
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Pro hyperbolu −x2

b2
+ y2

a2
= 1 źıskáme asymptoty z rovnice −x2

b2
+ y2

a2
= 0, tj.:(

−x
b

+
y

a

)
·
(x
b

+
y

a

)
= 0,

y =
a

b
x

a
y = −a

b
x.

O

y

x

Obrázek 1.22: Asymptoty y = x a y = −x rovnoosé hyperboly x2

16
− y2

16
= 1

Vzhledem k předchoźım poznatk̊um bychom pro parametrizaci hyperboly chtěli naj́ıt
dvě funkce f a g, pro které by platilo f 2(t)− g2(t) = 1.

Takové funkce se nazývaj́ı hyperbolické a jsou jimi funkce

f(t) =
et + e−t

2

a

g(t) =
et − e−t

2
.

Df = Dg = R
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O x

y

(a) Funkce f

O x

y

(b) Funkce g

Obrázek 1.23: Grafy hyperbolických funkćı f a g

Snadno ukážeme, že f ′(t) = g(t), f ′′(t) = f(t), g′(t) = f(t) a f ′′(t) = g(t).

Něco podobného známe pro funkce sin a cos (až na znaménka): (cost)′ = − sin t,
(cost)′′ = − cos t , (sin t)′ = cos t a (sint)′′ = − sin t.

Proto se funkce f(t) = et+e−t

2
nazývá kosinus hyperbolický, znač́ıme cosh t. Funkce

g(t) = et−e−t

2
se nazývá sinus hyperbolický a znač́ıme sinh t.

Nyńı si ověř́ıme, že plat́ı cosh2 t− sinh2 t = 1:(
1

2
(et + e−t)

)2

−
(

1

2
(et − e−t)

)2

1

4

(
e2t + 2et · e−t + e−2t

)
− 1

4

(
e2t − 2et · e−t + e−2t

)
�
�
�1

4
e2t +

1

4
· 2 · 1 +

�
�

��1

4
e−2t −

�
�
�1

4
e2t +

1

4
· 2 · 1−

�
�

��1

4
e−2t

1

2
+

1

2
= 1
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Pro parametrizaci hyperboly
x2

a2
− y2

b2
= 1

dáme do rovnosti x
a

= cosh t a y
b

= sinh t a źıskáme parametrické vyjádřeńı

k(t) = [a cosh t, b sinh t] , t ∈ R.

Toto je ovšem parametrický popis jedné větve hyperboly.
Vı́me, že cosh t ≥ 1 pro všechna t ∈ R (viz graf f ). Uvedený parametrický popis je popisem
pravé větve hyperboly. Parametrický popis obou větv́ı (symetrie podle osy y) je

k(t) = [±a cosh t, b sinh t] , t ∈ R.

Pro parametrický popis hyperboly −x2

b2
+ y2

a2
= 1 dáme do rovnosti x

b
= sinh t a y

a
= cosh t

(zd̊urazněme, že se rozhodujeme podle znamének v obecné rovnici).
Parametrický popis obou větv́ı je

k(t) = [b sinh t,±a cosh t] , t ∈ R.

(znaménko + je pro horńı větev, znaménko - je pro dolńı větev). Souřadnice vrchol̊u jsou
k(0) = [b sinh 0,±a cosh 0] = [0,±a · 1] = [0,±a].
Pro obecněǰśı př́ıpad, kdy střed hyperboly je bod S = [m,n] a rovnice ve středovém tvaru
je

(x−m)2

a2
− (y − n)2

b2
= 1

nebo

−(x−m)2

b2
+

(y − n)2

a2
= 1

změńıme předchoźı parametrizaci přičteńım vektoru posunut́ı S −O = (m,n).

Parametrický popis hyperboly (x−m)2

a2
− (y−n)2

b2
= 1 je

k(t) = [m± a cosh t, n+ b sinh t], t ∈ R.

parametrický popis hyperboly − (x−m)2

b2
+ (y−n)2

a2
= 1 je

k(t) = [m+ b sinh t, n± a cosh t], t ∈ R.

Při kresleńı hyperboly s využit́ım grafického programu muśıme interval pro parametr t
omezit z obou stran, např. t ∈ 〈−10, 10〉
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1.4. HYPERBOLA KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

Př́ıklad 1

Napǐste parametrické vyjádřeńı hyperboly zadané obecnou rovnićı

9x2 − 16y2 − 54x+ 128y − 319 = 0.

Napǐste souřadnice vrchol̊u a ohnisek hyperboly. Dále napǐste obecné rovnice asymptot.

Řešeńı: Obecnou rovnici uprav́ıme na středový tvar:

(x− 3)2

16
− (y − 4)2

9
= 1.

Střed hyperboly je bod S = [3, 4], hlavńı osa je rovnoběžná s osou x. Velikost hlavńı poloosy
je a = 4, velikost vedleǰśı poloosy je b = 3.
Pro parametrizaci dáme do rovnosti

x− 3

4
= cosh t,

y − 4

3
= sinh t

a źıskáme parametrický popis pravé větve

k(t) = [3 + 4 cosh t, 4 + 3 sinh t], t ∈ R.

Parametrický popis obou větv́ı je

k(t) = [3± 4 cosh t, 4 + 3 sinh t], t ∈ R.

Vrcholy můžeme vypoč́ıtat z parametrického vyjádřeńı

k(0) = [3± 4 · 1, 4 + 3 · 0],

tedy A = [7, 4], B = [−1, 4].

Pro velikost excentricity e plat́ı vztah e2 = a2 + b2. V našem př́ıpadě
e2 = 16 + 9 a tedy e = 5.

E = [3 + 5, 4] = [8, 4]

F = [3− 5, 4] = [−2, 4]

Rovnice asymptot źıskáme z rovnice

(x− 3)2

16
− (y − 4)2

9
= 0

tj.: 9(x− 3)2 − 16(y − 4)2 = 0

[3(x− 3)]2 − [4(y − 4)]2 = 0

[3(x− 3)− 4(y − 4)] · [3(x− 3) + 4(y − 4)] = 0.
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1.4. HYPERBOLA KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

Rovnice asymptot jsou

a1 : 3x− 4y + 7 = 0

a

a2 : 3x+ 4y − 25 = 0.

x

y

k

O

a2

a
1

Obrázek 1.24: Hyperbola pro t ∈ 〈−2, 2〉

35



1.4. HYPERBOLA KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

Př́ıklad 2

Napǐste parametrické vyjádřeńı hyperboly zadané obecnou rovnićı

9x2 − 16y2 − 54x+ 128y − 31 = 0.

Napǐste souřadnice vrchol̊u, ohnisek a pr̊useč́ık̊u hyperboly se souřadnicovými osami. Dále
napǐste obecné rovnice asymptot.

Řešeńı: Obdobně jako v minulém př́ıkladu uprav́ıme obecnou rovnici na středový tvar:

(y − 4)2

9
− (x− 3)2

16
= 1.

Střed hyperboly je bod S = [3, 4], hlavńı osa je rovnoběžná s osou y. Velikosti poloos jsou
a = 3 a b = 4.
Pro parametrizaci dáme do rovnosti

y − 4

3
= cosh t,

x− 3

4
= sinh t

a źıskáme parametrický popis horńı větve

k(t) = [3 + 4 sinh t, 4 + 3 cosh t], t ∈ R.

Parametrický popis obou větv́ı je

k(t) = [3 + 4 sinh t, 4± 3 cosh t], t ∈ R.

Vrcholy můžeme vypoč́ıtat z parametrického vyjádřeńı

k(0) = [3 + 4 · 0, 4± 3 · 1],

tedy A = [3, 7], B = [3, 1].

Pro velikost excentricity e plat́ı vztah e2 = a2 + b2. V našem př́ıpadě
e2 = 9 + 16 a tedy e = 5.

E = [3, 4 + 5] = [3, 9]

F = [3, 4− 5] = [3,−1]

Rovnice asymptot źıskáme z rovnice

(y − 4)2

9
− (x− 3)2

16
= 0

tj.: 16(y − 4)2 − 9(x− 3)2 = 0

[4(y − 4)]2 − [3(x− 3)]2 = 0

[4(y − 4)− 3(x− 3)] · [4(y − 4) + 3(x− 3)] = 0.
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1.4. HYPERBOLA KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

Rovnice asymptot jsou

a1 : 3x− 4y + 7 = 0

a

a2 : 3x+ 4y − 25 = 0.

Souřadnice pr̊useč́ık̊u hyperboly se souřadnicovými osami můžeme určit a) z obecné rovnice
nebo b) z rovnice ve středovém tvaru nebo c) z parametrického vyjádřeńı.

1. Pr̊useč́ıky s osou x (y = 0)
a)

9x2 − 54x− 31 = 0

x1,2 =
54±

√
4032

18

x1,2 =
54± 24

√
7

18

x1 = 3 +
4
√

7

3

x2 = 3− 4
√

7

3

b)

16

9
− (x− 3)2

16
= 1

−(x− 3)2

16
= −7

9

(x− 3)2 =
7

9
· 16

|x− 3| = 4
√

7

3

x1 = 3 +
4
√

7

3

x2 = 3− 4
√

7

3
c) pr̊useč́ıky s osou x má pouze dolńı větev

4− 3 cosh t = 0

4− 3 · 1

2
(et + e−t) = 0

8− 3 · (et + e−t) = 0

8− 3et − 3
1

et
= 0

8et − 3(et)2 − 3 = 0

3(et)2 − 8et + 3 = 0

et =
8±
√

28

6

et =
4±
√

7

3

pro et = 4+
√
7

3 je sinh t = 1
2(et − 1

et ) =

=
1

2
(
4 +
√

7

3
− 3

4 +
√

7
) =

=
1

2
(
4 +
√

7

3
− 3(4−

√
7)

9
) =

=
1

2
· 2
√

7

3
=

√
7

3

pro et = 4−
√
7

3 je sinh t = 1
2(4−

√
7

3 − 3
4−
√
7
) = −

√
7
3

x1 = 3 +
4
√

7

3

x2 = 3− 4
√

7

3
Z výpočtu je vidět, že nejrychleǰśı výpočet vycháźı z rovnice ve středovém tvaru. Pr̊useč́ıky

s osou x jsou body P1 =
[
3 + 4

√
7

3 , 0
]

a P2 =
[
3− 4

√
7

3 , 0
]
.
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1.4. HYPERBOLA KAPITOLA 1. KUŽELOSEČKY

2. Pr̊useč́ıky s osou y (x = 0) vypoč́ıtáme z rovnice ve středovém tvaru:

(y − 4)2

9
− 9

16
= 1

(y − 4)2

9
= 1 +

9

16

(y − 4)2 =
25

16
· 9

|y − 4| = 5 · 3
4

y1 = 4 +
15

4
=

31

4

y2 = 4− 15

4
=

1

4

Pr̊useč́ıky s osou y jsou body P4 =
[
0, 31

4

]
a P3 =

[
0, 1

4

]
.

x

y

k

P1P2 O

P3

P4

a2

a1

Obrázek 1.25: Hyperbola pro t ∈ 〈−2, 2〉
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2. Daľśı rovinné křivky

Nyńı si můžeme definovat nejr̊uzněǰśı křivky sami.
Např. k(t) = [t, cos t], t ∈ 〈0, 2π〉 je část (1 perioda) grafu funkce cos,
k(t) = [cos t, cos t], t ∈ 〈0, 2π〉 je úsečka, která lež́ı na př́ımce y = x,
k(t) =

[
1
t
, 1− t

]
, t ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞) je rovnoosá hyperbola se středem S = [0, 1].

Mnoho křivek je známo, některé maj́ı i své názvy a nebo se po někom jmenuj́ı. Než si
některé z nich ukážeme, zavedeme si pojmy singulárńı bod křivky a uzlový bod křivky.

Singulárńı bod křivky je takový bod K = k(t0), ve kterém neexistuje tečna. To nastane
tehdy, když neexistuje některá z derivaćı x′(t0), y

′(t0) (k′(t) = (x′(t), y′(t)) je tečný vektor)
nebo tečný vektor je nulový, tj. k′(t0) = (0, 0).
Už jsme poznamenali, že délka tečného vektoru vypov́ıdá o rychlosti, s jakou je křivka
v daném bodě prob́ıhána. Pokud je k′(t0) = (0, 0), dojde při prob́ıháńı křivky v bodě
K = k(t0) k zastaveńı.

Uzlový bod křivky je bod, kterým křivka projde v́ıcekrát a tečny v tomto bodě jsou
r̊uzné.

(a) Singulárńı bod

te�na

te�na

(b) Uzlový bod
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KAPITOLA 2. DALŠÍ ROVINNÉ KŘIVKY

Př́ıklad 1

Je dána křivka

k(t) =

[
cos t−

√
2

2
sin2 t, cos t sin t

]
, t ∈ 〈0, 2π〉.

Napǐste souřadnice singulárńıch bod̊u křivky. Dále napǐste parametrické i obecné rovnice
tečen křivky v jej́ıch pr̊useč́ıćıch s osou x.

Řešeńı: Vypoč́ıtáme tečné vektory křivky k, tj.:

k′(t) = (− sin t−
√

2 sin t cos t, cos2 t− sin2 t).

Abychom našli singulárńı body, řeš́ıme soustavu

− sin t−
√

2 sin t cos t = 0

a zároveň
cos2 t− sin2 t = 0.

Můžeme naj́ıt všechna řešeńı rovnic na intervalu 〈0, 2π〉 a pak udělat pr̊unik. Nebo můžeme
naj́ıt všechna řešeńı jedné rovnice na intervalu 〈0, 2π〉 a vybrat z nich ta řešeńı, která splňuj́ı
i druhou rovnici (ověř́ıme dosazeńım).
Jednodušš́ı je použ́ıt druhý zp̊usob.
Vybereme rovnici

− sin t−
√

2 sin t cos t = 0

− sin t(1 +
√

2 cos t) = 0,

bud’ sin t = 0 nebo cos t = −
√
2
2

. Všechna řešeńı na intervalu 〈0, 2π〉 jsou

t ∈
{

0,
3π

4
, π,

5π

4
, 2π

}
.

Dosazujeme postupně do rovnice cos2 t− sin2 t = 0. Této rovnici vyhovuj́ı pouze t1 = 3π
4

a
t2 = 5π

4
. Singulárńı body jsou body

S1 = k

(
3π

4

)
=

[
−3
√

2

4
,−1

2

]
.

S2 = k

(
5π

4

)
=

[
−3
√

2

4
,
1

2

]
.

Pr̊useč́ıky s osou x (y = 0) vypoč́ıtáme z parametrického vyjádřeńı křivky k.

cos t · sin t = 0
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KAPITOLA 2. DALŠÍ ROVINNÉ KŘIVKY

t ∈
{

0,
π

2
, π,

3π

2
, 2π

}
Pr̊useč́ıky křivky k s osou x jsou 3 body

P1 = k(π) = [−1, 0],

P2 = k
(π

2

)
= k

(
3π

2

)
=

[
−
√

2

2
, 0

]
,

P3 = k(0) = [1, 0] = k(2π).

Vypoč́ıtáme tečné vektory a naṕı̌seme rovnici tečen:

k(π) = [−1.0],

k′(π) = (0, 1),

p1(s) = [−1, s], s ∈ R parametrická rovnice,

p1 : x = −1 obecná rovnice,

k

(
3π

2

)
=

[
−
√

2

2
, 0

]
,

k′
(

3π

2

)
= (1,−1),

p2(s) =

[
−
√

2

2
+ s,−s

]
, s ∈ R,

p2 : x+ y +

√
2

2
= 0,

k
(π

2

)
=

[
−
√

2

2
, 0

]
,

k′
(π

2

)
= (−1,−1) ∼ (1, 1),

q2(s) =

[
−
√

2

2
+ s, s

]
, s ∈ R,

q2 : x− y +

√
2

2
= 0,

bod
[
−
√
2
2 , 0

]
je uzlový bod křivky k,

k(0) = [1, 0] = k(2π),

k′(0) = k′(2π) = (0, 1),

p3(s) = [1, s], s ∈ R,
p3 : x = 1.
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KAPITOLA 2. DALŠÍ ROVINNÉ KŘIVKY

Nakresĺıme-li zadanou křivku, vid́ıme na obrázku singulárńı body (špičky) i uzlový bod.
Je také jasné proč se křivka nazývá

”
ryba“ (fish curve).

k

x

y

O

p3

p3

Obrázek 2.2: Fish curve pro t ∈ 〈0, 2π〉
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KAPITOLA 2. DALŠÍ ROVINNÉ KŘIVKY

Př́ıklad 2

Je dána křivka

k(t) = [16 sin3 t, 13 cos t− 5 cos 2t− 2 cos 3t− cos 4t], t ∈ 〈0, 2π〉.

Napǐste souřadnice singulárńıch bod̊u křivky. Dále napǐste souřadnice bod̊u křivky, ve
kterých má křivka tečny rovnoběžné s osou y, napǐste obecné rovnice těchto tečen.

Řešeńı: Vypoč́ıtáme tečné vektory křivky k, tj.:

k′(t) = (48 sin2 t cos t,−13 sin t+ 10 sin 2t+ 6 sin 3t+ 4 sin 4t).

Abychom našli singulárńı body, řeš́ıme soustavu rovnic

48 sin2 t cos t = 0

a zároveň
−13 sin t+ 10 sin 2t+ 6 sin 3t+ 4 sin 4t = 0.

Najdeme všechna řešeńı prvńı rovnice na intervalu 〈0, 2π〉, jsou to t ∈
{

0, π
2
, π, 3π

2
, 2π
}

.
Tato řešeńı dosazujeme do druhé rovnice, druhé rovnici vyhovuj́ı 3 hodnoty t1 = 0, t2 = π
a t3 = 2π.
Křivka má dva singulárńı body:

S1 = k(0) = k(2π) = [0, 5],

S2 = k(π) = [0,−17].

Tečný vektor je rovnoběžný s osou y, je-li jeho prvńı složka nulová a druhá nenulová. To
nastane pro hodnoty t4 = π

2
a t5 = 3π

2
. Obecné rovnice tečen rovnoběžných s osou y jsou:

k

(
3π

2

)
= [−16, 4] = P1,

k′
(

3π

2

)
= (0, 19),

p1 : x = −16

a

k
(π

2

)
= [16, 4] = P2,

k′
(π

2

)
= (0,−19),

p2 : x = 16.
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KAPITOLA 2. DALŠÍ ROVINNÉ KŘIVKY

Nakresĺıme-li zadanou křivku, vid́ıme na obrázku singulárńı body (špičky na křivce). Tato
křivka se nazývá

”
srdce“ (heartcurve) a řad́ıme ji mezi daľśı křivky, které se často souhrnně

označuj́ı srdcovky.

Obrázek 2.3: Rovinná křivka pro t ∈ 〈0, 2π〉
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3. Šroubovice

Nyńı se budeme věnovat prostorovým křivkám. Nejčastěji se v praxi použ́ıvá šroubovice
na válcové ploše.
Abychom mohli popsat šroubovici bodu, muśıme zadat šroubový pohyb.

Šroubový pohyb je dán

1. osou o,

2. smyslem (pravotočivý a levotočivý),

3. výškou závitu v.

Osa šroubového pohybu může být libovolná př́ımka v prostoru, pro zjednodušeńı budeme
v daľśım textu použ́ıvat osu z souřadné soustavy (O, x, y, z). Použ́ıváme vždy pravotočivou
kartézskou souřadnou soustavu, kterou využ́ıvaj́ı i grafické programy.
Šroubový pohyb je složeńım rovnoměrného rotačńıho pohybu a rovnoměrného translačńıho
pohybu.
Pokud je rotačńı pohyb proti směru hodinových ručiček a translačńı pohyb ve směru kladné
poloosy osy z nebo rotačńı pohyb ve směru hodinových ručiček a translačńı pohyb ve směru
záporné poloosy osy z, je šroubový pohyb pravotočivý, v opačném př́ıpadě je levotočivý.

O

x
y

z=o

(a) Pravotočivý šroubový pohyb

O

x
y

z=o

(b) Levotočivý šroubový pohyb
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KAPITOLA 3. ŠROUBOVICE

Vyberme si bod A v prostoru, který nelež́ı na ose šroubového pohybu. Bod se při šroubovém
pohybu rovnoměrně otáč́ı kolem osy o a zároveň se rovnoměrně posunuje ve směru osy o.
Šroubovice bodu A lež́ı na válcové ploše, jej́ıž osou je osa o šroubového pohybu a poloměr
je roven vzdálenost́ı bodu A od osy o.
Výška závitu v je vzdálenost bodu A a bodu A′, kde A a A′ jsou body na povrchové př́ımce
p válcové plochy a mezi nimi neńı žádný jiný bod šroubovice. Část šroubovice mezi body
A a A′ je tzv. 1 závit šroubovice a odpov́ıdá otočeńı o úhel 2π.

o

A

p

v

Obrázek 3.2: Šroubovice na válcové ploše

Po rozstřižeńı válcové plochy podél p a rozvinut́ı do roviny máme následuj́ıćı obrázek.

p

A

p

v

Obrázek 3.3: Válcová plocha rozstřižená podél př́ımky p a rozvinutá do roviny
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KAPITOLA 3. ŠROUBOVICE

To je také návodem, jak si snadno šroubovici
”
vyrobit“. Stač́ı slepit paṕır, na kterém jsme

narýsovali úsečku pro jeden závit nebo v́ıce rovnoběžných úseček pro v́ıce závit̊u.
V technické praxi se často už́ıvá mı́sto výšky závitu tzv. redukovaná výška závitu, kterou
znač́ıme v0. Je to výška posunut́ı odpov́ıdaj́ıćı otočeńı o úhel 1 radián (přibližně 57◦17′45′′).
Úhlu 1 radián odpov́ıdá délka oblouku kružnice rovná poloměru r kružnice.
Z obrázku

v

r

Obrázek 3.4: Ilustračńı obrázek

snadno odvod́ıme vztah mezi výškou v závitu a redukovanou výškou v0:

v0
r

=
v

2πr

v0 =
v

2π

Jak napsat parametrické vyjádřeńı šroubovice bodu A = [a1, a2, a3]?
Zadejme šroubový pohyb:

1. osa o je souřadnicová osa z,

2. pravotočivý (resp. levotočivý),

3. výškou závitu je v (nebo redukovaná výška je v0).

Šroubovice lež́ı na válcové ploše, jej́ıž osou je osa z. Pr̊unik této plochy s p̊udorysnou (x, y)
je kružnice. Začneme parametrickým popisem kružnice v rovině (x, y), střed kružnice je
bod [0, 0] a kružnice procháźı bodem [a1, a2].
Je-li šroubový pohyb pravotočivý, muśıme kružnici popsat tak, aby byla prob́ıhána proti
směru hodinových ručiček, tj. v kladném směru. Nav́ıc požadujeme, aby pro t = 0 byl
výchoźı bod [a1, a2].
Je-li šroubový pohyb levotočivý, muśıme kružnici popsat tak, aby byla prob́ıhána ve směru
hodinových ručiček, tj. v záporném směru. Opět v čase t = 0 jsme v bodě [a1, a2]. Tedy

m(t) = [a1 cos t− a2 sin t, a2 cos t+ a1 sin t] pro kladný směr,

m(t) = [a1 cos t+ a2 sin t, a2 cos t− a1 sin t] pro záporný směr.
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KAPITOLA 3. ŠROUBOVICE

Třet́ı z -ová souřadnice se týká posunut́ı, parametrický popis pravotočivé šroubovice je

k(t) = [a1 cos t− a2 sin t, a2 cos t+ a1 sin t, a3 + v0t], t ∈ R.

Parametrický popis levotočivé šroubovice je

k(t) = [a1 cos t+ a2 sin t, a2 cos t− a1 sin t, a3 + v0t], t ∈ R.

Šroubovice je neomezená křivka v obou směrech.
Důležitý je jeden závit šroubovice, který se dále jen posunuje. Pokud chceme popsat 1
závit, bereme parametr t z intervalu délky 2π. Použijeme-li výše uvedený parametrický
popis, je k(0) = A a pro jeden závit s krajńım bodem A bereme t ∈ 〈0, 2π〉.
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KAPITOLA 3. ŠROUBOVICE

Př́ıklad 1

Napǐste parametrické vyjádřeńı šroubovice bodu A = [0, 4, 0]. Osa šroubového pohybu je
osa z, šroubový pohyb je

1. pravotočivý

2. levotočivý

Výška závitu v = 12.

Řešeńı:

1. Poṕı̌seme kružnici m v rovině (x, y), střed je bod [0, 0], výchoźı bod je bod [xA, yA] =
[0, 4], kružnice je prob́ıhána v kladném směru:

m(t) = [−4 sin t, 4 cos t] .

Pro popis pravotočivé šroubovice doplńıme z -ovou souřadnici zA+v0t, kde v0 = v
2π

=
12
2π

= 6
π
:

k(t) =

[
−4 sin t, 4 cos t,

6

π
t

]
, t ∈ R,

(nebo t ∈ 〈0, 2π〉 pro 1 závit šroubovice).

2. Parametrický popis levotočivé šroubovice źıskáme z předchoźıho popisu změnou znaménka
u funkce sin (oběh kružnice v záporném směru):

k(t) =

[
4 sin t, 4 cos t,

6

π
t

]
, t ∈ R,

(nebo t ∈ 〈0, 2π〉 pro 1 závit).
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y

x

z

k

m
O A

Obrázek 3.5: Pravotočivá šroubovice pro t ∈ 〈0, 4π〉

z

y
x

m

k

O
A

Obrázek 3.6: Levotočivá šroubovice pro t ∈ 〈0, 4π〉
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Př́ıklad 2

Napǐste parametrické vyjádřeńı šroubovice bodu A = [−4, 0, 0]. Osa šroubového pohybu je
osa z, šroubový pohyb je

1. pravotočivý

2. levotočivý

Výška závitu je v = 18.

Řešeńı:

1. Poṕı̌seme kružnici v rovině (x, y), střed je bod [0, 0], výchoźı bod je bod [xA, yA] =
[−4, 0], kružnice je prob́ıhána v kladném směru:

m(t) = [−4 cos t,−4 sin t] .

Pro popis pravotočivé šroubovice doplńıme z -ovou souřadnici zA+v0t, kde v0 = v
2π

=
18
2π

= 9
π
:

k(t) =

[
−4 cos t,−4 sin t,

9

π
t

]
, t ∈ R,

(nebo t ∈ 〈0, 2π〉 pro 1 závit šroubovice).

y

x

z

k

m

O

A

Obrázek 3.7: Pravotočivá šroubovice pro t ∈ 〈0, 4π〉
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KAPITOLA 3. ŠROUBOVICE

2. Parametrický popis levotočivé šroubovice źıskáme z předchoźıho popisu změnou znaménka
u funkce sin (oběh kružnice v záporném směru):

k(t) =

[
−4 cos t, 4 sin t,

9

π
t

]
, t ∈ R,

(nebo t ∈ 〈0, 2π〉 pro 1 závit).

A

y

x

z

k

m

O

Obrázek 3.8: Levotočivá šroubovice pro t ∈ 〈0, 4π〉
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Př́ıklad 3

Napǐste parametrické vyjádřeńı šroubovice bodu A = [0,−4, 0]. Osa šroubového pohybu je
osa z, šroubový pohyb je

1. pravotočivý

2. levotočivý

Redukovaná výška závitu je v0 = 3.

Řešeńı:

1. Poṕı̌seme kružnici v rovině (x, y), střed je bod [0, 0], výchoźı bod je bod [xA, yA] =
[0,−4], kružnice je prob́ıhána v kladném směru:

m(t) = [4 sin t,−4 cos t] .

Pro popis pravotočivé šroubovice doplńıme z -ovou souřadnici zA + v0t:

k(t) = [4 sin t,−4 cos t, 3t] , t ∈ R,

(nebo t ∈ 〈0, 2π〉 pro 1 závit šroubovice).

y

x

z

k

m

O

A

Obrázek 3.9: Pravotočivá šroubovice pro t ∈ 〈0, 4π〉
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KAPITOLA 3. ŠROUBOVICE

2. Parametrický popis levotočivé šroubovice źıskáme z předchoźıho popisu změnou znaménka
u funkce sin (oběh kružnice v záporném směru):

k(t) = [−4 sin t,−4 cos t, 3t] , t ∈ R,

(nebo t ∈ 〈0, 2π〉 pro 1 závit).

z

y

x

O
m

k

A

Obrázek 3.10: Levotočivá šroubovice pro t ∈ 〈0, 4π〉
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Př́ıklad 4

Napǐste parametrické vyjádřeńı šroubovice bodu A = [4, 0, 3]. Osa šroubového pohybu je
osa z, šroubový pohyb je

1. pravotočivý

2. levotočivý

Redukovaná výška závitu je v0 = 2.
Dále popǐste tečnu šroubovice v bodě A.

Řešeńı:

1. Poṕı̌seme kružnici v rovině (x, y), střed je bod [0, 0], výchoźı bod je bod [xA, yA] =
[4, 0], kružnice je prob́ıhána v kladném směru:

m(t) = [4 cos t, 4 sin t] .

Pro popis pravotočivé šroubovice doplńıme z -ovou souřadnici zA + v0t:

k(t) = [4 cos t, 4 sin t, 2t+ 3] , t ∈ R,

(nebo t ∈ 〈0, 2π〉 pro 1 závit šroubovice).
Tečné vektory źıskáme derivováńım

k′(t) = (−4 sin t, 4 cos t, 2).

Pro bod A = k(0) je tečný vektor

k′(0) = (0, 4, 2)

a parametrický popis tečny p je

p(s) = [4, 4s, 3 + 2s], s ∈ R.

2. Parametrický popis levotočivé šroubovice źıskáme z předchoźıho popisu změnou znaménka
u funkce sin (oběh kružnice v záporném směru):

k(t) = [4 cos t,−4 sin t, 2t+ 3] , t ∈ R,

(nebo t ∈ 〈0, 2π〉 pro 1 závit).
Tečné vektory źıskáme derivováńım

k′(t) = (−4 sin t,−4 cos t, 2).

Pro bod A = k(0) je tečný vektor

k′(0) = (0,−4, 2)
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a parametrický popis tečny p je

p(s) = [4,−4s, 3 + 2s], s ∈ R.

A

m

k

O

y

x

z

p

Obrázek 3.11: Pravotočivá šroubovice pro t ∈ 〈0, 2π〉
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x

z

A
O

m

k

p

Obrázek 3.12: Levotočivá šroubovice pro t ∈ 〈0, 2π〉
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Př́ıklad 5

Napǐste parametrické vyjádřeńı šroubovice boduA = [3, 4, 2]. Osa pravotočivého šroubového
pohybu je osa z, výška závitu je v = 20.
Dále popǐste tečny šroubovice v bodech A, k

(
π
2

)
, k(π) a k(2π).

Řešeńı: Poṕı̌seme kružnici v rovině (x, y), střed je bod [0, 0], výchoźı bod je bod [xA, yA] =
[3, 4], kružnice je prob́ıhána v kladném směru:

m(t) = [3 cos t− 4 sin t, 4 cos t+ 3 sin t] .

Pro popis pravotočivé šroubovice doplńıme z -ovou souřadnici zA+v0t, kde v0 = v
2π

= 20
2π

=
10
π

:

k(t) =

[
3 cos t− 4 sin t, 4 cos t+ 3 sin t,

10

π
t+ 2

]
, t ∈ R,

(nebo t ∈ 〈0, 2π〉 pro 1 závit šroubovice).
Tečné vektory źıskáme derivováńım

k′(t) =

(
−3 sin t− 4 cos t, 3 cos t− 4 sin t,

10

π

)
.

Konkrétńı tečné vektory jsou tedy:

k′(0) =

(
−4, 3,

10

π

)
,

k′
(π

2

)
=

(
−3,−4,

10

π

)
,

k′(π) =

(
4,−3,

10

π

)
,

k′(2π) =

(
−4, 3,

10

π

)
.

V bodech:

k(0) = A = [3, 4, 2] ,

k
(π

2

)
= [−4, 3, 7] ,

k(π) = [−3,−4, 12] ,

k(2π) = [3, 4, 22]
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je parametrický popis tečen:

p1(s) =

[
3− 4s, 4 + 3s, 2 +

10

π
s

]
, s ∈ R,

p2(s) =

[
−4− 3s, 3− 4s, 7 +

10

π
s

]
, s ∈ R,

p3(s) =

[
−3 + 4s,−4− 3s, 12 +

10

π
s

]
, s ∈ R,

p4(s) =

[
3− 4s, 4 + 3s, 22 +

10

π
s

]
, s ∈ R.

m
O

A

p1

yx

z

k

p4

p2

p3

Obrázek 3.13: Pravotočivá šroubovice pro t ∈ 〈0, 5π
2
〉
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4. Daľśı prostorové křivky

Nyńı si můžeme definovat nejr̊uzněǰśı křivky sami. Např́ıklad

k(t) = [cos t, ln t · sin t, ln t], t ∈ (0,+∞),

y

x

z

O

k

Obrázek 4.1: Křivka k pro t ∈
〈

1
10
, 10
〉

k(t) =

[
1

t2 + 1
,

t

t2 + 1
,

t2

t2 + 1

]
, t ∈ R,

x
y

z

k

O

Obrázek 4.2: Křivka k pro t ∈ 〈−10, 10〉

(je to elipsa v rovině x+ z − 1 = 0),
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KAPITOLA 4. DALŠÍ PROSTOROVÉ KŘIVKY

k(t) = [sinh t, cosh t, sin 6t], t ∈ 〈−π, π〉.

O

x

y

z

Obrázek 4.3: Křivka k pro t ∈ 〈−π, π〉

Stejně jako u rovinných křivek mohou na prostorových křivkách být singulárńı body nebo
uzlové body. Tečný vektor v singulárńım bodě K(t0) bud’ neexistuje nebo je nulový, tj.:

k′(t0) = (0, 0, 0).
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Př́ıklad 1

Je dána křivka
k(t) = [cos3 t, sin3 t, cos 2t], t ∈ 〈0, 2π〉.

Napǐste souřadnice singulárńıch bod̊u. Dále popǐste tečnu křivky v bodě T = k
(
π
6

)
.

Řešeńı: Vypoč́ıtáme tečné vektory

k′(t) = (−3 cos2 t · sin t, 3 sin2 t · cos t,−2 sin 2t).

Má-li být nějaký bod singulárńı, muśı být tečný vektor nulový.
Řeš́ıme soustavu rovnic na intervalu 〈0, 2π〉:

−3 cos2 t sin t = 0,

3 sin2 t cos t = 0,

−2 sin 2t = 0.

Můžeme naj́ıt řešeńı všech tř́ı rovnic na intervalu 〈0, 2π〉 a pak udělat pr̊unik řešeńı.
Výhodněǰśı je naj́ıt všechna řešeńı jedné rovnice na intervalu 〈0, 2π〉 a do zbývaj́ıćıch 2
rovnic tato řešeńı dosadit. Vybereme ta řešeńı, která vyhovuj́ı pro všechny rovnice.
Vybereme si posledńı rovnici

sin 2t = 0

2t = kπ

t = k
π

2

Na intervalu 〈0, 2π〉 máme 5 řešeńı

t ∈
{

0,
π

2
, π,

3π

2
, 2π

}
Všech 5 řešeńı vyhovuje i zbývaj́ıćım rovnićım. Máme 4 singulárńı body

S1 = k(0) = k(2π) = [1, 0, 1],

S2 = k
(π

2

)
= [0, 1,−1],

S3 = k(π) = [−1, 0, 1],

S4 = k

(
3π

2

)
= [0,−1,−1].

Tečný vektor v bodě T = k
(
π
6

)
=
[
3
√
3

8
, 1
8
, 1
2

]
je k′

(
π
6

)
=
(
−9

8
, 3
√
3

8
,−
√

3
)

, ten můžeme

nahradit vektorem (3
√

3,−3, 8).
Tečna p křivky k v bodě T je

p(s) =

[
3
√

3

8
+ 3
√

3s,
1

8
− 3s,

1

2
+ 8s

]
, s ∈ R.
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T

k

p

y

x

z

O

Obrázek 4.4: Prostorová křivka pro t ∈ 〈0, 2π〉
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Př́ıklad 2

Je dána křivka

k(t) =

[
1

2
sin 2t, sin t, cos t

]
, t ∈ 〈0, 2π〉.

Napǐste souřadnice singulárńıch bod̊u. Dále popǐste tečnu křivky v bodě T = k (0) a napǐste
rovnici normálové roviny v bodě T.
Poznámka: Normálová rovina v bodě T je množina všech př́ımek (normál), které procházej́ı
bodem T a jsou kolmé k tečně v bodě T.

Řešeńı: Vypoč́ıtáme tečné vektory

k′(t) = (cos 2t, cos t,− sin t).

Pro singulárńı body řeš́ıme soustavu rovnic na intervalu 〈0, 2π〉:

cos 2t = 0,

cos t = 0,

− sin t = 0.

Druhá a třet́ı rovnice nejsou splněny zároveň pro žádné t. Křivka nemá singulárńı body.
Tečný vektor v bodě T = k(0) = [0, 0, 1] je vektor k′(0) = (1, 1, 0). Tečna p křivky k
v bodě T je

p(s) = [s, s, 1], s ∈ R.

Tečný vektor (1, 1, 0) je vektor kolmý k hledané normálové rovině α.
Rovina α má rovnici x+ y + d = 0, č́ıslo d urč́ıme dosazeńım bodu T, d = 0,

α : x+ y = 0.
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k

p

y

x

z

O

T

Obrázek 4.5: Prostorová křivka pro t ∈ 〈0, 2π〉
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Př́ıklad 3

Je dána křivka
k(t) = [cos 3t, sin 2t, cos 4t], t ∈ 〈0, 2π〉.

Popǐste tečnu křivky v bodě T = k (0) a napǐste rovnici normálové roviny v bodě T.

Řešeńı: Vypoč́ıtáme tečné vektory

k′(t) = (−3 sin 3t, 2 cos 2t,−4 sin 4t).

Tečný vektor v bodě T = k(0) = [1, 0, 1] je vektor k′(0) = (0, 2, 0) (ten můžeme v popisu
tečny nahradit vektorem (0, 1, 0)). Tečna p křivky k v bodě T je

p(s) = [1, s, 1], s ∈ R.

Tečný vektor (0, 1, 0) je vektor kolmý k hledané normálové rovině α.
Rovina α má rovnici y + d = 0, č́ıslo d urč́ıme dosazeńım bodu T, d = 0,

α : y = 0,

Je to rovina (x, z).
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(a) t ∈
〈
0, π4

〉
(b) t ∈

〈
0, π2

〉
(c) t ∈

〈
0, 3π4

〉

(d) t ∈ 〈0, π〉 (e) t ∈
〈
0, 5π4

〉
(f) t ∈

〈
0, 3π2

〉

(g) t ∈
〈
0, 7π4

〉
(h) t ∈ 〈0, 2π〉

Obrázek 4.6: Prostorová křivka k pro r̊uzné intervaly parametru t
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p

yx

z

O
k

T

Obrázek 4.7: Tečna a normálová rovina křivky k (t ∈ 〈0, 2π〉)
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Př́ıklad 4

Je dána křivka
k(t) = [sin 2t, 1− cos 2t, 2 cos t], t ∈ 〈0, 2π〉.

Zjistěte, zda má křivka uzlový bod. Pokud ano, popǐste všechny tečny v tomto bodě. Pokud
všechny tečny v uzlovém bodě lež́ı v jedné rovině, napǐste obecnou rovnici této roviny.

Řešeńı: Z předpisu křivky k(t) = [sin 2t, 1−cos 2t, 2 cos t] můžeme źıskat 3 rovinné křivky.
Křivka l v rovině (x, y)

l(t) = [sin 2t, 1− cos 2t, 0], t ∈ 〈0, 2π〉.

je pravoúhlý pr̊umět křivky k do roviny (x, y) (tzv. p̊udorys křivky k).
Křivka m v rovině (y, z)

m(t) = [0, 1− cos 2t, 2 cos t], t ∈ 〈0, 2π〉

je pravoúhlý pr̊umět křivky k do roviny (y, z) (tzv. bokorys křivky k).
Křivka n v rovině (x, z)

n(t) = [sin 2t, 0, 2 cos t], t ∈ 〈0, 2π〉

je pravoúhlý pr̊umět křivky k do roviny (y, z) (tzv. nárys křivky k).
Zaj́ımavá je pro nás křivka l, ve které snadno rozpoznáme kružnici o středu S = [0, 1, 0] a
poloměru r = 1.Tato kružnice je při t ∈ 〈0, 2π〉 oběhnuta dvakrát.

Obrázek 4.8: Půdorys křivky k pro t ∈ 〈0, 2π〉

Křivka k lež́ı na rotačńı válcové ploše, kružnice l je jej́ı ř́ıd́ıćı kružnice, osa válcové
plochy je př́ımka o rovnoběžná s osou z.
Třet́ı z -ové souřadnice křivky k jsou kladné pro t ∈

〈
0, π

2

)
, záporné pro t ∈

(
π
2
, 3π

2

)
a kladné

pro t ∈
(
3π
2
, 2π
〉
).

Pro intervaly
〈
0, π

2

)
a
〈
π, 3π

2

)
(pravá polovina kružnice l) má křivka k r̊uzně z -ové souřadnice.

68



KAPITOLA 4. DALŠÍ PROSTOROVÉ KŘIVKY

Stejně je tomu tak pro intervaly
(
π
2
, π
〉

a
(
3π
2
, 2π
〉

(levá polovina kružnice l).
Stejné souřadnice při r̊uzných hodnotách parametru t jsou pouze

k(0) = k(2π) = [0, 0, 2] = T,

k
(π

2

)
= k

(
3π

2

)
= [0, 2, 0] = U.

Vypočteme tečné vektory

k′(t) = (2 cos 2t, 2 sin 2t,−2 sin t).

a dosad́ıme

k′(0) = k′(2π) = (2, 0, 0),

k′
(π

2

)
= (−2, 0,−2) ∼ (1, 0, 1),

k′
(

3π

2

)
= (−2, 0, 2) ∼ (1, 0,−1).

V bodě T je jen jedna tečna rovnoběžná s osou x. Křivka zač́ıná a konč́ı v jednom bodě T,
křivka je uzavřená. V uzlovém bodě U má křivka dvě r̊uzné tečny:

p(s) = [s, 2, s], s ∈ R,
q(u) = [u, 2,−u], u ∈ R.

Tyto tečny určuj́ı rovinu:
α : y − 2 = 0.

Pod́ıvejme se ještě na křivky m a n, tedy na bokorys a nárys křivky k.
Křivku m(t) = [0, 1− cos 2t, 2 cos t], t ∈ 〈0, 2π〉 upravme

m(t) = [0, 1− cos2 t+ sin2 t, 2 cos t] = [0, 2− 2 cos2 t, 2 cos t].

a provedeme substituci v = cos t. Dostaneme jinou parametrizaci křivky m:

m(v) = [0, 2− 2v2, 2v], v ∈ 〈−1, 1〉.

Odsud již vid́ıme, že bokorysem křivky k je část paraboly.
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Obrázek 4.9: Bokorys křivky k pro t ∈ 〈0, 2π〉

Křivku n(t) = [sin 2t, 0, 2 cos t], t ∈ 〈0, 2π〉 nakresĺıme s využit́ım grafického programu.
Z tohoto obrázku je již zřejmé, že křivka má uzlový bod.

Obrázek 4.10: Nárys křivky k pro t ∈ 〈0, 2π〉

Křivka k se nazývá Vivianiho křivka (nebo také Vivianiho okénko) a je pr̊unikem
válcové plochy x2 + (y − 1)2 = 1 a kulové plochy x2 + y2 + z2 = 4. Viz práce studenta
Michala Šestáka: Parametrické vyjádřeńı rotačńıch a šroubových ploch.
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Obrázek 4.11: Křivka k pro t ∈ 〈0, 2π〉
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5. Př́ıklady na procvičeńı

Př́ıklad 1

Je dána křivka
k(t) = [3 cos3 t, 3 sin3 t], t ∈ 〈0, 2π〉.

Napǐste souřadnice singulárńıch bod̊u. Pokud tyto body lež́ı na jedné kružnici, napǐste jej́ı
parametrické vyjádřeńı.
Napǐste souřadnice pr̊useč́ık̊u křivky k a př́ımek y = x a y = −x. Napǐste obecné rovnice
tečen křivky v těchto pr̊useč́ıćıch. Křivku nakreslete.

Př́ıklad 2

Je dána křivka
k(t) = [3 cos t− cos 3t, 3 sin t− sin 3t], t ∈ 〈0; 2π〉.

Napǐste souřadnice pr̊useč́ık̊u křivky k se souřadnicovými osami. Napǐste obecné rovnice
tečen v těchto pr̊useč́ıćıch.
Křivku nakreslete.

Př́ıklad 3

Napǐste parametrické vyjádřeńı 1 závitu (t ∈ 〈0; 2π〉) šroubovice bodu A = [−3, 4, 5]. Osa
levotočivého šroubového pohybu je osa z. Redukovaná výška v0 = 2.
Popǐste tečnu šroubovice v bodě T = k

(
π
2

)
a napǐste obecnou rovnici normálové roviny

křivky v tomto bodě.

Př́ıklad 4

Je dána křivka
k(t) = [t2 + 2t,−3t, t3 − t], t ∈ R.

Popǐste tečny křivky, které jsou rovnoběžné s rovinou α : 2y + 3z = 0.
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5.1. VÝSLEDKY KAPITOLA 5. PŘÍKLADY NA PROCVIČENÍ

5.1 Výsledky

Př́ıklad 1

O

x

y

p2

p4

p3

p1

Obrázek 5.1: Křivka k pro t ∈ 〈0, 2π〉

Křivka se nazývá astroida.
Singulárńı body jsou

S1 = k (π) = [−3, 0],

S2 = k
(π

2

)
= [0, 3],

S3 = k

(
3π

2

)
= [0,−3],

S4 = k (0) = k (2π) = [3, 0].

Kružnice procházej́ıćı singulárńımi body je

m(s) = [3 cos t, 3 sin t], s ∈ 〈0, 2π〉.
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5.1. VÝSLEDKY KAPITOLA 5. PŘÍKLADY NA PROCVIČENÍ

Pr̊useč́ıky př́ımek y = x a y = −x s křivkou k jsou

T1 =

[
−3
√

2

4
,
3
√

2

4

]
= k

(
3π

4

)
,

T2 =

[
−3
√

2

4
,−3
√

2

4

]
= k

(
5π

4

)
,

T3 =

[
3
√

2

4
,−3
√

2

4

]
= k

(
7π

4

)
,

T4 =

[
3
√

2

4
,
3
√

2

4

]
= k

(π
4

)
.

Rovnice tečen v těchto bodech jsou

p1 : x− y +
3
√

2

2
= 0,

p2 : x+ y +
3
√

2

2
= 0,

p3 : x− y − 3
√

2

2
= 0,

p4 : x+ y − 3
√

2

2
= 0.
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Př́ıklad 2

O

x

y

p3

p2

Obrázek 5.2: Křivka k pro t ∈ 〈0, 2π〉

Pr̊useč́ıky křivky k se souřadnicovými osami jsou

P1 = k(π) = [−2, 0],

P2 = k
(π

2

)
= [0, 4],

P3 = k

(
3π

2

)
= [0,−4],

P4 = k(0) = k(2π) = [2, 0].

Body P1 a P4 jsou singulárńı body, nebot’ k′(0) = k′(π) = k′(2π) = (0, 0).
Tečny v bodech P2 a P3 jsou

p2 : y = 4

p3 : y = −4
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Př́ıklad 3

T

O

m

k

y
x

z

A
p

Obrázek 5.3: Levotočivá šroubovice pro t ∈ 〈0, 2π〉

Parametrické vyjádřeńı jednoho závitu šroubovice k je

k(t) = [−3 cos t+ 4 sin t, 4 cos t+ 3 sin t, 5 + 2t], t ∈ 〈0, 2π〉.

Tečna v bodě T = k
(
π
2

)
= [4, 3, 5 + π] je

p(s) = [4 + 3s, 3− 4s, 5 + π + 2s], s ∈ R.

Normálová rovina v bodě T je

α : 3x− 4y + 2z − 10− 2π = 0.
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Př́ıklad 4

y

x

z

T2

T1

O

p2

p1

k

Obrázek 5.4: Křivka k pro t ∈ 〈−10, 10〉

Tečné vektory křivky k jsou

k′(t) = (2t+ 2,−3, 3t2 − 1).

a vektor kolmý k α je (0, 2, 3).
Aby byla tečna rovnoběžná s rovinou α, muśı být

(2t+ 2,−3, 3t2 − 1) · (0, 2, 3) = 0,

tj. −6 + 9t2 − 3 = 0.

Tato rovnice má 2 řešeńı t = 1 a t = −1.
Tečna v bodě T1 = k(1) = [3,−3, 0] je

p1(s) = k(1) + s · k′(1), p1(s) = [3 + 4s,−3− 3s, 2s], s ∈ R.

Tečna v bodě T2 = k(−1) = [−1, 3, 0] je

p2(u) = k(−1) + u · k′(−1), p2(u) = [−1, 3− 3u, 2u], u ∈ R.
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6. Křivky v praxi

Pokud se pozorně porozhlédnete kolem sebe, jistě někde uvid́ıte kružnici nebo kruh, at’ už
je to okraj hrnečku, prstýnek na ruce nebo kruhová značka.
Kruhová okna (rozety) pak můžeme vidět na gotických chrámech.

Obrázek 6.1: Rozeta v kostele svatého Matyáše v Richmondu v Anglii

Velmi často se setkáme také s elipsou. Stač́ı vźıt válcovou skleničku s vodou (ne úplně
plnou) a tu trochu naklonit. Povrch vodńı hladiny je ohraničen elipsou. Nebo ukrojte
našikmo válcovou šǐsku salámu. Elipsu můžeme vidět i v architektuře, zejména v barokńı
architektuře (p̊udorysy staveb aj.).
Kovová vrata u metra Malostranská v Praze jsou sestaveny z mnoha nejr̊uzněǰśıch elips.
Sv́ıt́ı-li vhodně Slunce, jsou st́ıny na zdech zase elipsy (jiné než na vratech).
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KAPITOLA 6. KŘIVKY V PRAXI

Obrázek 6.2: Elipsy na vratech u stanice metra Malostranská v Praze

V architektuře najdeme také části parabol, jsou to často mostńı oblouky.

Obrázek 6.3: Mostńı oblouk v Bechyni tvořen část́ı paraboly

U administrativńı budovy v Českých Budějovićıch je využita parabola pro ohraničeńı
oken. Válcová věž je zastřešena šikmou střechou, hraničńı mnohoúhelńık je náhradou elipsy.
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KAPITOLA 6. KŘIVKY V PRAXI

Obrázek 6.4: Administrativńı budova v Českých Budějovićıch

Co se týče hyperboly, můžete mı́t pocit, že tu hned neuvid́ıme. Ale vezměte si lampu
se st́ıńıtkem zakončeným kružnićı v rovině rovnoběžné s podlahou. Lampu postavte bĺızko
zdi. Hranice mezi st́ınem a světlem je část hyperboly.

Obrázek 6.5: Hranice mezi st́ınem a světlem je část hyperboly

Jistě dokážete naklonit lampu tak, aby hranićı byla elipsa nebo část paraboly.

Co se týče prostorových křivek, nejčastěji uvid́ıme šroubovici. Bývá to zábradĺı točitých
schodǐst’. Na obrázćıch jsou schodǐstě z Lorettské kaple a z Vatikánského muzea.
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Obrázek 6.6: Točité schodǐstě v Lorettské kapli v Santa Fe v Novém Mexiku

Obrázek 6.7: Točité schodǐstě tvořené dvoušroubovićı ve Vatikánském muzeu

Jistě si ještě vzpomenete na šrouby, vývrtky aj. V neposledńı řadě si připomeneme
molekulu DNA (deoxyribonukleové kyseliny), ačkoliv tu vidět pouhým okem nemůžeme
vzhledem k jej́ım rozměr̊um. DNA má tvar pravotočivé dvoušroubovice (ale může být i le-
votočivá). Dvě šroubovice maj́ı společnou osu a stejnou výšku závitu v, jen jsou vzájemně
posunuty (posunut́ı ve směru společné osy). Poznamenejme, že existuj́ı i jiné zp̊usoby
uspořádáńı.
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Obrázek 6.8: DNA má tvar pravotočivé šroubovice

Obrázek 6.9: Daľśı struktury DNA
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