1 Funkce

Funkce je predpis, ktery kazdemu cislu z z definicniho oboru M pripradi prave
jedno y z oboru hodnot N. Zapisujeme ji:

Loy=f(z)
2. fry==z

Definicni obor

Definicini obor je mnozina vsech pripustnych hodnot argumentu x, tedy vsechny
hodnoty, kterych muze z nabyvat. Znacime ho D(f).
Priklady:

1. f:y ==z, zde je resenim cely obor realnych cisel ® = D(f) =R
2. fy= %, v tomto pripade definicni obor realna cisla mimo 0 = D(f) =

R\{0}

1.1 Obor hodnot

Obor hodnot je mnozina vsech realnych hodnot cisel y, ktera dostaneme jako
vystupni hodnoty jestlize za x dosadime vsechny pripustne hodnoty z D(f).
Znacime ho H(f). Priklady:

1. f:y =z, definicni obor D(f) =R, pak H(f) =R
2. f:y = |z|, absolutni hodnta, tedy obor hodnot bude H(f) =< 0, 00)

3. f:y=2% D(f) =< —2,2 >, dosadime-li do funkce,dostaneme, ze naby-
vaji pouze nezapornych cisel mensich nebo rovnych 4, tedy H(f) =< 0,4 >

Polynomické, racionalni lomené, exponencialni a
goniometrické funkce

Polynomické funckce

Definice: Polynomické funkce n-tého stupné (n € N) je ddna predpisem
fry=anz" +an_12" 1 + ..az® + a1zt + aga® (1)

Definiéni obor: Vsechnd redlna ¢isla. Obor hodnot: Vsechna realné cisla.
Véta: Kazdéd polynomicka rovnice stupné n méa v oboru redlnych ¢isel nejvyse
n kofenu pocitano i s jejich ndsobnosti.

Véta: Kazda polynomickd rovnice lichého stupné ma v oboru redlnych cisel
aspon jeden koten.



Priiklad: Nacrtnéte grafy funkci

a:y=2a* b:y=2a>—22+2 (2)

y=2x3-5x2 +6x-3

Obrézek 1: Ukéazka polynomické funkce.

Racionalné lomenné funckce
Definice: Polynomickd funkce (n,m € R) je ddna pfedpisem

AnT™ + an 12" 4 asx? + a1zt + aga®
fry== . (3)

b ™ 4 by 1™~ L box? + byl + b0

Definiéni obor: Vsechnd redlna ¢isla, krom kofenu polynomu ve jmenovateli.
Obor hodnot: Vsechna redlna cisla.

0
_2x3-5x2+6x-3
—2r = X2 +1

Obrazek 2: Ukazka racionalné lomenné funkce.



Exponencialni a logaritmicka funkce

Mocninna funkce:
y=x°, a€R, x>0, (4)

kde x je zaklad a a je exponent.
Exponencialni funkce:

xr
y=a", re€R,a>0. (5)
10F
8,
y=10%
6 y=3%
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4+ y=ex
2 y=2%
07,_/_——//
-2 -1 0 1 2

Obrazek 3: Ukédzka exponencialni funkce.
Logaritmicka funkce:
y = log,(z), x>0,a>0, (6)

kde a se nazyva zaklad. Véta: Logaritmus (jeho hodnota, zde y) je exponent na
ktery musime umocnit zéklad, abychom dostali ¢islo = (argument) y = log, (x)
<=>z=a"
Veéta: Logaritmickd funkce je inverzni k funkci exponencialni - jejich slozeni
dava puvodni hodnotu vlozenou do funkce.
Definice: Pfirozeny logaritmus je logaritmus o zakladu e, kde e = 2, 7182818
je Eulerovo ¢islo a zna¢ime ho In (In(z) = log, (x)).
Definice: Dekadicky logaritmus je logaritmus o zdkladu 10 a zapisuje se bez
¢islovky zakladu tedy log;,(x) = log(z).
Vlastnosti logaritmu:

log,(z - y) = log,(x) + log,(y), loga%) = log, () — log,(y),

log, (") = r - loga(z), log, (1) =0, log,(a) = 1.



y=Logex

y=Log1px

2t

Obrazek 4: Ukazka dekadické a prirozené logaritmicke funkce

Goniometrické funkce

sin(a) =

a  cos(a)

I
-~la Olo ole

2 - tan(«)

Obrazek 5: Geometricka definice goniometrickych funkei

cos(x) tan(x)

s s mnme
> Y AT

Obrézek 6: Ukdzak goniometrickych funkef sin(

x), cos(x), tan(zx).



Vlastnosti goniometrickych funkci:

sin?z + cos?z = 1, cotx = , sin(E — 1) =cosz,
tanz 2
™ . 7r T
cos(§ —x) =sinx, tan(§ —z) = cotx, cot(§ —z) = tanz,
sin(—z) = —sinz, cos(—x) = cosz, tan(—z) = —tanz, sin?z =
9 14 cos2x
08" T = ————

2 Shrnuti a priklady

2.1 Sestrojovani grafu
2.1.1 Linearni funkce

Do rovnice funkce dosadime nejakou hodnoru xa x, napr.0 a dosadime do rovnice
a dostaneme y a tim dostaneme souradnice jednoho bodu, oznacime A. Jelikoz
jsou obor hodnot i definicini obor vsechna R, muzeme si vybrat jakekoliv cislo a
opet dosadime za x a vypocitame y. Tim dostaneme druhy bod B. Zakreslime
do grafu a propojenim bodu dosyaneme graf linearni funkce. V pripade, ze
mame funkci omezenou na nejakou cast D(f) dosadime tyto krajni body za x
a vypocitame y-nove souradnice

2.1.2 Kvadraticka funkce
Grafem je parabola. Vypocitame vrcholy funkce, ktere jsou dane vzorci:
1. souradnice x
—b
2a

2. souradnice y

c— —
4a
Pote polozime rovnici = 0 a dopocitame koreny. Tim dostaneme pruseciky s
osou .
Je-li @ v rovnici az? + bx + ¢ = 0 kladne, je parabola otevrena nahoru, je-li
zaporne, je obracena - otevrena dolu.

2.1.3 Exponencialni funkce

Exponencialni funkce prochazi bodem o souradnicich [0, 1], za 2 opet dosadime
a dopocitame y, tim dostaneme duhy bod. Oba zakreslime do grafu a propojime
(pr exponencialni funkce)

1 — cos2x

2

)



2.1.4 Pravidla pro pocitani logaritmickych funkci

argument logaritmus

N
log, 7 =v-"

klad

Priklad vypoctu: Vypoctete logs 9
Reseni:

1. hledane cislo si oznacime symbolem ?: logs 9 =7

2. prepiseme rovnost podle dfinice logaritmu: logar =v = a’ =7 = 3" =9
3. hledame ? lehce odhadneme, ze hledane cislo je 2, jelizko 3% = 9

4. vysledek je tedy logs 9 =2

Pri sestrojovani grafu postupujeme obdobne jako v predchozim pripade, na-
lezneme tedy dva body jez protneme nasim grafem.



2.1.5 Vlastnosti funkci

Rovnice y=azx+5b

D(f) R

H(f) R

Rostouci, klesajici Linearni funkce je rostouci pro @ > 0 a klesajici pro a < 0.
Suda, licha Linearni funkce neni ani suda, ani licha.

Prosta Linearni funkce je prosta.

Periodicka Linearni funkce neni periodicka.

Omezenost Linearni funkce neni omezena ani shora, ani zdola.

Graf Grafem linearni funkce je pfimka.

Obrézek 7: Vlastnosti linearni funkei



Rovnice y=ax?+bx+c
D(f) R
Pro hodnoty koeficientu a > 0 je
—b* +4ac
H(f) = (=5 5 00)
H(f) a pro hodnoty koeficientu @ < 0 je
H(f) = (—oo; _bz‘:;m). V dal3im textu se dozvime, jak jsme k témto intervalim
dospéli.
Kvadraticka funkce neni na svém definicnim oboru ani rostouci, ani klesajici. Pro
kladné hodnoty koeficientu a je tato funkce na intervalu (—oo; ;—‘f) klesajici a na
Rostouci,
klesajici intervalu (%’ ;oo) rostouci. Pro zaporné hodnoty koeficientu a je tato funkce na
intervalu (—oo; %’) rostouci a na intervalu (;—i’ ;oo) klesajici.
Suda. licha Obecné& neni kvadraticka funkce ani suda, ani licha. Pro hodnotu koeficientu b = 0
' (tzn. funkce ve tvaru f : y = az? + c) je kvadraticka funkce suda.
Prosta Kvadraticka funkce neni prosta.
Periodicka Kvadraticka funkce neni periodicka.
Pro hodnoty koeficientu a > 0 je kvadraticka funkce omezena zdola a pro hodnoty
Omezenost : ; o .
koeficientu @ < 0 je kvadraticka funkce omezena shora.
Graf Grafem kvadratické funkce je parabola.

Obrazek 8: Vlastnosti kvadratickych funkci

2.1.6 Priklady funkci




Rovnice y=a
D(f) R
H(f) (0;00)
Rostouci, Exponencialni funkce je rostouci pro hodnoty zakladu a > 1 a klesajici pro
klesajici hodnoty zékladu a € (0;1).
Suda, licha Exponencialni funkce neni ani suda, ani licha.
Prosta Exponencialni funkce je prosta.
Periodicka Exponencialni funkce neni periodicka.
Omezenost Exponencialni funkce je omezena zdola.
Obrazek 9: Vlastnosti exponencialnich funkci
Rovnice y = log,x
D(f) (0500)
H(f) R
Rostouc, Logaritmicka funkce je rostouci pro hodnoty zdkladu a > 1 a klesajici pro
klesajici hodnoty zakladu a € (0;1).
Suda, licha Logaritmicka funkce neni ani suda, ani licha.
Prosta Logaritmicka funkce je prosta.
Periodicka Logaritmicka funkce neni periodicka.
Omezenost Logaritmicka funkce neni omezena.

Obrazek 10: Vlastnosti logaritmickych funkci




Proz,z1,z2 € (0;+00), 7 € Raa,b € (0; +00)\{1} plati:
o log, (z1 - z2) = log,x1 + log, x5
* log, (i—;) = log,z1 — log, x>
e log,z" =r-log,z
e log,a=1

e log,1 =0

1
® log, = — logxa, (.’L‘ 7£ 1)

e log,z = @ -logyz = log, b - logyx

=3

a

e logya =

Z]

Obrézek 11: Pravidla pro pocitani logaritmichych funkci

3. Nagrtnéte graf funkce f, ktera je zadana predpisem f : z = —2z + 3. y

Snadno mizZeme uréit dva body, které lezi na grafu této linearni funkce napf. tak, Ze za x resp. za y
dosadime 0 a druhou soufadnici dopocteme. Takto ziskanymi body A = [0; 3], B = [1,5; 0] proloZime
primku.

1% 3 4 5

10



5. Naértnéte graf funkce f, ktera je zadana predpisem f : y = 2z — 2; D(f) = (0; 3). y

Obdobné jako v pfikladu 3. ur€ime dva body, které odpovidaji krajnim hodnotam definiéniho oboru
A =[0;-2], B = [3;4]. Tyto dva body spojime use¢kou, a konce oznagime pinym nebo prazdnym
krouzkem podle toho, jestli dané hodnoty lezi nebo nelezi v defini¢nim oboru.

¥

— R L o Oh

%

-5-4-3-2-1_9/1 23 45
=24

T

7. Naértnéte graf funkce g, ktera je zadana predpisem g : y = —1, 5. lj

Jedna se o predpis konstantni funkce. O konstantni funkci vime, Ze jeji graf je pfimka rovnobézna s
osou . Dale vime, Ze graf funkce protina osu y v bodé o y-ové soufadnici rovné koeficientu b.
Koeficient b = —1,5.

-5 -4 -3 -2 -1 1.2 3 45
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9. Graf linearni funkce je zadan dvéma body A = [1;1], B = [—3; —1]. Nacrtnéte graf lineami funkce a

Graf ziskame snadno tak, Ze v kartézske soustavé soufadnic zobrazime body
A = [1;1], B = [-3; —1] a proloZime jimi pfimku.

¥ Y

5 5

4 4

3 3

2 2

1 1 1

A S A X
5 -4 32100 1 2 3 45 -5 -4 -3 100 1 2 3 4 5

+ -1 -1
B B

-2 -2

-3 -3

-4 -4

-5 -5

3. Je dan predpis funkce f : y = 0, 5z% — 2.
Naértnéte graf této funkce. l]

Koeficient a v pFedpisu funkce ma kladné znaménko - parabola bude 'oteviena' nahoru. Koeficient b je

nulovy - x-ova soufadnice vrcholu bude mit hodnotu 0. Souradnici ¥ vrcholu uréime z koeficientu c.

2
Vrchol paraboly vypoéteme podle V = [— 2—'; ;e — FE] Vrchol paraboly ma soufadnice V = [0; —2].

Jedna se o druhy specialni pfipad kvadratické funkce, priseciky paraboly s osou © miZeme zjistit
snadno, kdyZ rovnici
0,502 -2=0
upravime na tvar
0,5x2 =2,

odkud

T12 =14 =42.

alY
3
2
1
X
4 110’/3 3 4
-3
-4
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4. Je dan predpis funkce f : y = —3z% + 6.
Nagrtnéte graf teto funkce. l]

Koeficient a v pfedpisu funkce ma zaporné znaménko - parabola bude 'oteviena' doli. Koeficient b v
predpisu funkce ma opacné znaménko neZ koeficient @, vrchol paraboly tedy bude napravo od osy .
Koeficient ¢ je nulovy, proto parabola protina osu y v poéatku. Soufadnice vrcholu vypoéteme podle
zminéného vzorce, jeho soufadnice jsou V = [1;3]. Jedna se o prvni specialni pfipad kvadratické
funkce, pruseciky paraboly s osou & zjistime snadno, kdyZ v rovnici

—3z? 46z =0
vytkneme 3z

3z(—x+2)=0,
odkud

351:0,332:2.

al¥
3
2
1
X
-4 -3 -2 -1'9 1 34
4
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5. Je dan predpis funkce f : y = —3z% + 12z — 9.
Nacrtnéte graf této funkce. l]

Koeficient a v pfedpisu funkce ma zaporné znaménko - parabola bude 'oteviena' doll. Koeficient b v
predpisu funkce ma opacéné znaménko nez koeficient a, vrchol paraboly tedy bude napravo od osy y.
Koeficient ¢ ma hodnotu -9, proto parabola protne osu y v bodé o y-ové soufadnici -9. Soufadnice
vrcholu vypoéteme podle zminéného vzorce, jeho soufadnice jsou V = [2; 3]. Praseciky paraboly s
osou x zjistime, kdyz vyreSime kvadratickou rovnici

—32? +12z -9 = 0.
z-ové soufadnice prusecikd paraboly s osou  jsou
I = 1, g = 3.

¥

= A L e

-1
-2
-3
-4
-5
-6

-8
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6. Je dan predpis funkce f : y = 3z® — 6z + 5.
Nacrtnéte graf této funkce. lj

Koeficient @ ma kladné znaménko - parabola bude 'oteviena’ nahoru. Koeficient b ma opaéné znaménko
nez koeficient a, vrchol paraboly tedy bude napravo od osy y. Koeficient ¢ ma hodnotu 5, proto parabola
protne osu ¥ v bodé o y-oveé soufadnici 5. Soufadnice vrcholu vypocteme podle zminéného vzorce, jeho
soufadnice jsou V = [1; 2]. Pruseciky paraboly s osou x neexistuji, coZ zjistime, kdyz se pokusime
vyresit kvadratickou rovnici

322 —6z+5=0.
Diskriminant této kvadratické rovnice ) = —24 je zaporny, proto rovnice nema Zadné realné fegeni.

Praseciky s osou x, které nam pomohly k sestrojeni grafu v pfedchozich pfipadech zde pouzit
nemUzeme. Zname soufadnice vrcholu paraboly. Dalsi bod leZici na grafu funkce je bod o souradnicich
[0; 5]. Uz dfive jsme si mohli povdimnout, Ze graf kvadratické funkce je symetricky podle osy paraboly.
Diky této vlastnosti snadno uréime souradnice daliho bodu leziciho na grafu této funkce [2; 5].

¥

= MW &= O

-2-1912‘34

1. Nakreslete grafy funkci:
a) f:y=2" lJ

Z vykladu vime, Ze pro a > 1 je exponencialni funkce rostouci a zaroveri pro libovolny zaklad graf
exponencialni funkce prochazi bodem o soufadnicich [0; 1]_ Dale vime, Ze graf exponencialni funkce o
zékladu 2 prochazi bodem o soufadnicich [1; 2].

MW s

»4—3»2—1? 1 2 3 4

-2
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o fiy=(3) ?)

Z vykladu vime, Ze pro a € (0; 1) je exponencialni funkce klesajici a zaroven pro libovolny zaklad graf
exponencialni funkce prochazi bodem o soufadnicich [0; 1]. Dale vime, Ze graf exponencialni funkce o
zékladu % prochazi bodem [—1; 2]

MW s

-4 -3 -2-10( 1 2 3 4

o rv=() 2

Upravou exponencialniho vyrazu
1y 1 L _ 1 _ o
2 - T 1 -
( ) 27 2

je zfejmé, Ze se jedna o stejnou funkci jako v pfipadé a).

=1 [

b W = 3

-4—3-2—1? 12 3 4
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d) fry=27" ?)

Upravou exponencialniho vyrazu

je zfejmé, Ze se jedna o stejnou funkci jako v pfipadé b).

[T TR S L I =2

-4 -3 -2-10] 1 2 3 4

a) f:y=logyx lj

Z vykladu vime, Ze pro a > 1 je logaritmicka funkce rostouci a zarover graf logaritmické funkce
prochazi body o soufadnicich [1;0] a [2; 1].

- N W

1 2 3 4 5 6 7

o
= W N =D
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b) f:y=logsz ?)

Z vykladu vime, Ze pro a € (0; l) je logaritmicka funkce klesajici a zaroven graf logaritmickeé funkce
prochazi body o soufadnicich [1; 0] a [2; —1], nebot 0,5 = %

4
3
2
1
-110 N2 3 4 5 6 7
-2
-3
-4
AU |
C) .f Y= log, 2 ?J
Upravou logaritmického vyrazu
1 _
Toaz = logyx

bychom mohli usuzovat, Ze se jedna o stejnou funkci jako v pfipadé a. Je v3ak tfeba si uvédomit, pro
jaké zaklady je logaritmicka funkce definovana. Zaklad logaritmu muze byt kladné &islo rdzné od 1, proto
tato funkce je definovana na defini¢nim oboru D(f) = (0; c0) — {1}.

= R W =

00 /1 2 3 4 5 6 7
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