Diferencial a Tayloruv polynom

Aproximace funkce v okoli bodu

Danou funkci chceme v okoli daného bodu nahradit (aproximovat) jednodussi funkei.

e Linearni aproximace: Funkci nahradime linearni funkei — te¢nou v daném bodé.

e Aproximace pomoci Taylorova polynomu: Funkci nahradime polynomem stupné
n, ktery ma v daném bodé stejnou funkéni hodnotu i hodnotu derivaci az do fadu n.

1 Linearni aproximace

e Necht f md v bodé zy vlastni derivaci. Pak nejlepsi linedrni aproximaci funkce f v
okoli bodu z( je tecna ke grafu funkce f v bodeé xy, tj.

f(x) & f(zo) + f'(x0)(z — o)

pro x dostatecné blizka k z.

Geometricky vyznam — diferencial
Pro funkéni hodnotu v bodé xg + h plati:
f(xo+h) = f(zo) + Af(wo).
Prirustek funkce A f(xg) lze vyjadrit:
Af(zo) = df(zo) +7(h),

kde df(zg) je tzv. diferencidl funkce f v bodé
xo (= prirtstek na tecéné), tedy

df(zo) = f'(x0)h.

ZTo $0+h T

Je-li h dostatetné malé (bod xy + h je blizko bodu ), pak 7(h) je mnohem mensi nez
diferencial. Hodnotu 7(h) tedy zanedbame a skuteény piirustek funkce vyjadiime ptiblizné
pomoci diferencialu:

f@o+h) = f(xo) + f'(0)h.



2 Tayloruv polynom

e Nechf f mé v bodé z( derivace az do fadu n.
e Chceme najit polynom stupné n, ktery aproximuje co nejlépe funkci f v okoli bodu xy.

e Pozadujeme, aby hledany polynom mél v bodé xy stejnou funkéni hodnotu a hodnotu
derivaci az do radu n jako funkce f.

Priklad (Motivace). Necht f(x) = %, xg = —2. Najdéte polynom druhého stupné, ktery mé
v bodé z( stejnou funkéni hodnotu a stejnou hodnotu prvni a druhé derivace jako funkce f.

Hledany polynom je tvaru:
P(z) = a+b(z +2) + c(z + 2)*.

Spocitame derivace:

1
P'l(z)=b+2c(x+2), [fl(z)=——
x
2
P"(z) =2c . fMx) = =
Porovnanim funkénich hodnot a hodnot derivaci polynomu P a funkce f v bodé zy = —2
—%:a, —i:b, —;11:20.
__1_1 1 2
Tedy P(x)=—5—j(x+2) - z(z +2)°

Polynom P(x) je tzv. Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(z) = % se stredem g =

—2.

Stejnym zpusobem jako v predchozim prikladu je mozné odvodit obecny tvar Taylorova
polynomu:

Definice (Tayloruv polynom). Necht f je funkce, kterd mé v bodé xq derivace az do fddu n.
Pak polynom tvaru

(o)
1!

f//(x())
2!

To(x) = f(z0) + (x — o) + (z—x0)” + -+
se nazyva Tayloruv polynom stupné n funkce f se stredem xy.
e Pripomenme, ze n! =n(n —1)(n —2)---3-2- 1.
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e Stred z( je pevné dany, proménnd polynomu je x.
e Pron =1, dostavame linedrni polynom
Ti(z) = f(w0) + f'(z0)(z — ),
tj. te¢nu ke grafu funkce f v bodé xz.

Pozndmka. Polynom T,, a funkce f maji v bodé x( stejnou funkéni hodnotu i hodnotu vsech
derivaci az do radu n, tj.

To(ro) = f(z0)

TO(0) = £ (xo)

Véta 1 (Taylorova). Necht f je funkce, kterd md v okoli O(xg) bodu zg derivace aZ do Tddu
n+ 1. Necht T, (z) je Tayloriv polynom funkce f se stredem xo. Pak

(1) f(x) = To(x) + Rnya ()

pro viechna x € O(xg), kde R, 1(x) je tzv. zbytek, ktery lze vyjadrit ve tvaru

(nt1) (o
Rui1(x) = %(m — 20)"

kde ¢ je néjaké ¢islo mezi x a xy.

e Zbytek R, 1(z) lze vyjadrit i v jinych tvarech. Tvar zbytku uvedeny v predchozi vété
je tzv. Lagrangeuv tvar zbytku.

Vzorec (1) se nazyvéa Tayloriv vzorec.

Polynom T,,(z) aproximuje funkci f(z) v okoli bodu z s chybou R, i(z). Pokud je x
dostatecné blizko k g, piseme f(x) =~ T,,(x).

Pokud n = 1, pak f(z) = f(x¢)+ f'(zo)(x — x0), tj. funkci f aproximujeme jeji tecnou
v bodé .

e Cim mensi je okoli bodu zy a ¢im vétsi je n, tim je aproximace lepsi.



Priklad. f(z) =

1 _
5’$0 = -2

1
) =
f(-2) =
1 1
f'(z) == f(=2 =1
2 1
)= 5 ) =
6 3
f///( ) :__4 f///( g
S rostoucim stupném Taylorova polynomu dostavame lepsi aproximaci ve vétsim okoli bodu.
Yy —2
| 0
—2 —2
| 0 | z
Ti(e) = 3~ 2o +2) — Sa+ 27— (e +2)




Priklady

1. V okoli bodu a¢ = 0 aproximujte funkci y = cos x Taylorovym polynomem
2. a 3. fadu

2. Pomoci diferenciadlu funkce pfiblizné urcete /382

3. Napiste Tayloruv vzorec pron =2, zg =1 a f(z) = zlnzx

Primitivni funkce a neurcity integral funkce jedné
realné promeénné



INTEGRALNI POCET FUNKCE JEDNE PROMENNE

1. prednaska

V piedchazejicim studiu jste se seznamili s dalezitym pojmem, a to derivaci funkce.
Funkci f byla piifazena jistym zpusobem definovana nova funkce f'. Pfitom pro konkrétni

hodnotu x ¢islo f '(x) mohlo mit riznou interpretaci podle toho, co vyjadrovala funkce f .

Uloha, kterou se budeme zabyvat nyni, je v podstaté opacna. K zadané funkci f
budeme hledat funkci F takovou, aby platilo F'= f . Budeme se tedy ptat, jakou funkci je

nutné derivovat, abychom dostali zadanou funkci f . TudiZ ze znalosti smérnic tecen ke grafu
funkce budeme chtit najit tuto funkci, ze znalosti okamZzité rychlosti bodu budeme chtit zjistit
polohu tohoto bodu, ze znalosti okamzitého zrychleni bodu budeme chtit urcit jeho okamZitou
neexistuje obecny algoritmus vypoctu.

Podivadme-li se do dneSnich ucebnic diferencidlniho a integralniho poctu, vétSinou
vyklad zacina seznamenim s realnymi ¢isly, nasleduje pojem limita, pomoci limity se definuje
derivace, pak neurcity integral a nakonec integral urcity.

Historicky ovSem tyto pojmy nevznikaly v tomto porfadi. Ve skute¢nosti se nejdiive
vyvijel pojem urcitého integralu (vypocty obsaht a objemi), pak derivace a neurcity integral
(v 17. stol.), které byly zaloZeny na intuitivnim chapani nekone¢né malé a velké veli¢iny a
tudiz limitniho procesu, a o0 100 let pozdgji se upiesnoval pojem limity a teprve v 19. stoleti
byla vybudovana teorie realnych ¢isel.

PRIMITIVNI FUNKCE A NEURCITY INTEGRAL

Definice: Necht’ funkce f(x) je definovana na intervalu I. Funkce F(x) se nazyva primitivni

k funkci f(x) nal, jestlize plati F'(x)= f(x) pro kazdé x eI .

Véta: Necht' funkce F(X) je primitivni k f(x) na I, pak kazdé jina primitivni funkce k funkci

f(x) nal méa tvarF(x)+c, kde ceR.

Definice: MnoZina vSech primitivnich funkci k funkci f(x) na | se nazyva neurcity integral

funkce f(x) a zna¢i se symbolem j f (x)dx. Tedy

[fodx=F(x)+c, xel.

Poznamka:

1. Integracni znak .[ vznikl protazenim pismene S, kterym zacina slovo suma

2. Funkci f(x) nazyvame integrandem

3. Vyraz dx je diferencial proménné x a v tuto chvili je jeho vyznam jen v tom, Ze nam fika,
jak je oznacend proménna.

4. Cislo ¢ nazyvame integracni konstanta




Zkusme nyni najit néjakou primitivni funkci napt. k funkci cosx, x € R. Ze znalosti derivaci
neni té7ké odhadnout, Ze takova funkce je napt. F(x)=sinx nebo také F(x)=sinx+ 3, atd..
Tzn. Ze viechny funkce sin x+ ¢, kde ¢ € R, jsou primitivni k funkci cos x
:Icosxdx=sinx+c, ceR.

Veta: Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu I, pak na tomto intervalu existuje alespoii jedna

primitivni funkce.

Na zavér uvedeme jednoduchou (ale dilezitou) vétu, kterou budeme pii vypoctu neurcitych

integralll neustale pouZzivat.

Véta: Necht na intervalu | existuji integraly jf(x)dx a I g(x)dx, pak na | existuje rovn&z

integral jejich souctu, rozdilu a nasobku konstantou:
I(f (x)£ g(x))dx = j f(x)dx + J' g(x)dx

[ () = k[ £ (x)dx, k e R.

Tato véta plyne piimo ze zakladnich vlastnosti derivace. Strucné fikame, ze neurcity integral
ze souctu (rozdilu) je souctem (rozdilem) neurcitych integralli a Ze konstantu, kterou se

nasobi, smime z neurc¢itého integralu vytknout.

Poznamka: Z definice neur¢itého integralu vyplyva platnost rovnosti:

1 [ 0] = £(x)

2. jF’(x)dx: F(x)+c, ceR,

takZe operace derivovani a integrace jsou navzajem komplementéarni. O spravnosti vysledku

integrace se mizeme vzdy presvédcit derivaci vysledku.

Tabulkové integraly

Prvni skupinu vzorct (1-10,12,13) dostaneme, obratime-li zakladni vzorce pro derivovani. Tu
doplnime o dva uZite¢né vzorce 11 a 14.

1 fodx=C ;

2. I dx=x+C




Xn+1
3.Jx”dx= +C,n#-1;
n+1
1 1
4. —dX:In|X|+C obecngéji —dx—|n|x+a|+C
X X+a
5. .[exdx:eX+C obecnéji .[eaxdx=£eax+c
a
x a’
6. [a"dx=——+C,a#1,a>0;
Ina
7. jsinxdx:—cosx+c; obecngéji J.sinaxdx=—§cosax+c
8. J'cosx dx=sinx+C; obecngji cosaxdx:lsinax+C
a
9.j 21 dx =arctgx + C ; obecnéjij ! dx:larctg1+c
x?+1 a2+X2 a a
-
10. dx =arcsinx +C ——————dx =arcsin— X +C

1
obecnéji J
J A1-x2 Ja? —x?
r
11. Jidx_ln‘x+\/x +a‘+C
J AX+a

12. ! dx=tgx+C obecnéji J 12 dX=£tgaX+C
coszx Cos” ax a

13. J dx =—cotgx+C obecnéji j - 1 dx=—£cotgax+C
sin? sin“ ax a

14, Jf (X) dx = In|f (x)| + C
f(x)

Poznamka:

1. Vzorec 2. je zkracenym zapisem pro j 1dx, podobné se ve vzorci 4. a dalSich obdobnych
. . wes o 1 .. (dx
integralech pouziva misto | —dx zépis | —
X X
2. Vzorec 3. umoziuje integraci obecné mocniny, tj. i nejriznéj$ich odmocnin

3. Protoze derivace funkci arkustangens a arkuskotangens se liSi pouze znaménkem (totéz

plati pro arkussinus a arkuskosinus) je mozné ve vzorci 9. (resp.10.) psat

j 21 dx = —arccotgx + C (resp. J ! dx =—arccosx+C)
X“+1 1&1_)(2




Ptiklad: Vypoctéte nasledujici neurcité integraly:

3
a) szdx = (pouZijeme 3. vzorec, n=2) = X? +C

b)j dx J'x’”dx (pouzijeme 3. vzorec, n= 1/3)—

—gi/x_“rc

2/3
-2X Mot e—2x 1 -2x
C) _[e dx = (pouzijeme 5. vzorec, a=-2)= +Cc= —Ee +C
1 .
d dx = (pouzijeme 9. vzorec, a=+/5 )= ——arct
) [ dx=(pouzi] )= \/— 9= \/—
3x° +1 . 3
e) .[ dx = (pouZzijeme 14. vzorec)= In|x +x+5|+c
X*+X+5

f)j 2 —3sin5x + 3" +i dx = (integral rozdélime na jednodu$Si a pouZzijeme
cos® X 3-X

—cosbx 3
+ —
5 In3

potiebné vzorce) = ZI dx — SJSIn 5xdx + ‘[3 dx—-4 —3dx =2tgx — 3

cos® X

—4In[x-3+c



Domaci kol
1. Napiste Tayloruv vzorec pron =2, 29 =1 a f(z) =xlnx

2. Vyfeste integrdly e) a f) z pitkladu ve druhé sekei
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