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Proto funkce nemé zadné asymptoty bez smérnice.
Nyni budeme hledat asymptoty se smérnici. S pouzitim disledku 6.35 dostaneme

b= li ge =X
_x;rfwarccogx =5
Tedy funkce ma asymptotu se smérnici y = 7 pro x — =Fo0. A

6.5. Prubéh funkce — shrnuti

Pti vysetrovani pribéhu funkce f postupujeme takto:

1. Stanovime D(f), H(f), zda je funkce f ptipadné suda, licha nebo periodicka.
Najdeme body nespojitosti a rozhodneme o jejich druhu.
Ur¢ime nulové body funkce f a intervaly, kde je f kladna a kde zaporna.

2. Vypocitame f’ a podle jejiho znaménka urc¢ime:
e intervaly, kde je f rostouci (z podminky f’ > 0),
e intervaly, kde je f klesajici (z podminky f’ < 0),
e lokalni extrémy (podle zmény znaménka f”).

3. Vypocitame f” a podle jejiho znaménka urcime:
e intervaly, kde je f konvexni (z podminky f” > 0),
e intervaly, kde je f konkavni (z podminky f” < 0),
e inflexni body (podle zmény znaménka f”).

4. Ur¢ime asymptoty funkce f.

5. Vypocitame funkéni hodnoty ve vyznamnych bodech (lokalni extrémy, inflexni
body atd.).

6. Nakreslime graf funkce.
Priklad 6.37. Vysetiete prub¢h funkce

In x2
fry=——
X
Resent. , ,
1. Defini¢ni obor D(f) = R ~ {0}. Plati f(—x) = &= — " — _ #(x), proto

—X X

je dana funkce licha a vlastnosti musi byt jistym zptisobem ,,symetrické®.
Nulové body funkce urc¢ime z rovnice f(x) = 0, odkud dostavame x = =£1.
Vysettime znaménko funkce:

f:
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2. Ur¢ime prvni derivaci:

Odtud zjistime staciondrni body funkce:

f'(x)=0 & Inx?=2 & x = +e.
Snadno zjistime znaménko prvni derivace na jednotlivych intervalech:
~N 7 TN
PG NG

—e 0 e

min max
Funkce nabyva lokalniho minima v bodé¢ x = —e a lokalniho maxima v bod¢
x=e.

3. Druha derivace je

_% x> — (2 —Inx?)2x _ 2(Inx*—3)
- = )

) =

X x3
Ur¢ime nulové body druhé derivace, protoze pouze v nich mohou byt inflexni
body:
f(x) =0 & Inx?=3 & x = +/e3.
Jeji znaménko je:
AN RAN

f//: " "
V& 0 VS
inf inf

4. Pro urCeni asymptot funkce pocitejme limity

. Inx? . Inx?
lim —— = Foo, lim — =
x—0f X x—>+oo x
Odtud vidime, zZe pfimka y = 0 je asymptotou bez smérnice a ptimka y = 0 je
asymptotou pro x — =£o0.
5. Spocitame hodnoty funkce f ve vyznamnych bodech (extrémy, inflexni bod):

2 3
maximum/minimum: f(4e) = £—, inflexe: f(£ve3) = :l:—3 .
e

Ve

6. Nakreslime graf funkce — viz obr. 6.6. Funkce je licha, proto je jeji graf soumémy
podle pocatku. (Méfitko na ose x je dvakrat vétsi nez na ose y.) A
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Obr. 6.6

6.6. ReSené priklady na extrémy a prabéh funkce
Priklad 6.38. Vysetiete prub¢h funkce
f:y=x—2arctgx.

Reseni.
1. Defini¢ni obor dané funkce je D(f) = R. Dale plati

f(—=x) = —x — 2arctg(—x) = —x + 2arctgx = — f(x),

proto je funkce lich4 a jeji vlastnosti budou ,,symetrické®.

Pokusime se ur€it znaménko funk¢nich hodnot. Rovnici arctgx = 5 vSak
nedokdzeme fesit. Jeden kofen je jasny — x = 0. Protoze funkce arctgx ma
v bod¢ x = 0 derivaci rovnu 1 a funkce 5 ma derivaci %, |ze z grafii téchto funkci
odhadnout, ze existuje jediné Cislo @ > 0 takové, ze v £a ma nase funkce koteny.

Ptesnéji to uvidime z vysledného grafu. Tedy:

f:

2. Pocitejme prvni derivaci:

, 2 x?—1
y = 1 — = X
I+x2  1+4x2
Odtud dostavame stacionarni body x = 41 a znaménko prvni derivace na jednot-
livych intervalech:

T . 7
+ =+
-1 1
max min

i
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Vidime, ze funkce ma v bodé x = 1 lokdlni extrém, a to lokalni minimum;
symetricky v bodé x = —1 ma lokalni maximum.
3. Vypocteme druhou derivaci

v 2x(1 +x2) — (x2 — 1)2x B 4x
v (1 +x2)2 T U ra22
odkud f”(x) = 0 prave tehdy, kdyz x = 0. Ur¢ime znaménko druhé derivace:
MU
f//: — +
0
inf

4. Funkce je spojita na celém R, nema proto zadné asymptoty bez smérnice. VySet-
fime, zda ma asymptoty se smérnici:

— 2arct t
a= lim T8 1 2T oo,
x—+o0 X xX—>F00 X
) U
b, = xkrroo(x —2arctgx —x) = —2- 7 ="
b_ = lim (x —2arctgx —x) = —2- (E) = .
X——00 2

Asymptotami funkce jsou tedy piimky y = x — wprox — +ooay = x + 7 pro
X — —OQ.
5. Spoctéme funkéni hodnoty funkce ve vyznamnych bodech:

bl i
SO =0 fMH=l-—. f=h=-1+—.

6. Nakreslime graf funkce, viz obr. 6.7. A

Priklad 6.39. Vysetiete prub¢h funkce
2x

+x

f:y = arcsin N

Reseni.

1. Nejprve urcime definicni obor. Funkce arcsin u je definovana pouze pro hodnoty
u € [—1, 1], proto musi platit —1 < 1_2:;2 < 1. V prikladu 1.31 a) jsme ukazali, ze
tato nerovnost plati pro vSechna x € R, tj. D(f) = R. Funkce f je vSude spojita.

Nyni vySetfime, zda je funkce f suda nebo licha:

. —2x o 2x
f(—x) = arcsin 1+—x2 = —arcsin . = —f(x).
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Obr. 6.7

Funkce je licha, a proto jsou jeji vlastnosti opét ,,symetrické®. Nulové body funkce
jsou
. 2x 2x
arcsim——=0 & —=0 & x=0,
1 + x2 1 + x?
tj. jedinym nulovym bodem je x = 0. Vzhledem k pribéhu funkce arkussinus
plati:
oo
2. Pocitejme prvni derivaci funkce. Je nutné si uvédomit, ze funkce arcsinu ma
derivacijenprou € (—1, 1) avbodechu = —1, u = 1 existuji pouze jednostranné

nevlastni derivace +o00.

;L 1 2(1+x2)—2x-2x_
N Qror
(1+x2)?
1 + x? 2 —2x? 2(1 — x?)

T T2+ —a2 4+ I+ J02—1)2
Odtud pro x € (—o0, —1) U (1, 00) je
o20-4) 2
1+xHx2-1) x24+1

/

Yy
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aprox € (—1,1) je

_o20=xH 2
A+ =% x241°

(Pii vypoctu jsme pouzili rovnosti v/a2 = |a| pro libovolné a € R.) V bodech
—1, 1 existuji pouze jednostranné derivace. S pouzitim cviceni 9 z kapitoly 5
dostaneme:

-2 2
‘(-1 = 1 =1 ‘(=) = 1 =1
b= lim =l D=l
FL) = i 2 1 L) = li —2 1
= 1m =1, = lim =—1.
-1+ x2 + x—1+ 1 4+ x2

Body x = %1 jsou tedy tzv. uhlové body.
Dale ur¢ime znaménko prvni derivace na jednotlivych podintervalech:

™~ ~ ™~
— + —

-1 1
min max

i

Odtud podle véty 6.10 nahlédneme, ze v bod¢ 1 nabyva funkce lokalniho maxima
(pfestoze v tomto bod¢ neexistuje derivace!); symetricky pak v bodé —1 nabyva
lokalniho minima.

3. Vypocet druhé derivace provedeme na jednotlivych podintervalech:
Pro x € (—oo, —1) U (1, 00) je

b -2\ 4x
YEUre) T axe

v 2 /_ —4x
Y\ T arer

Nulovy bod druhé derivace je tedy pouze x = 0 a jen tam muze byt inflexe. Ur¢ime
znaménko f” a intervaly, kde je funkce konvexni a kde konkavni.

prox € (—1,1) je

MmO Y
- ¥ - F

f//:

V bodech —1, 1 inflexe neni, protoze v nich neexistuje prvni derivace.
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4. Funkce je spojitd na celém R, zjevné tedy nema zadné asymptoty bez smérnice.
Vysetfime, zda ma asymptotu se smérnici pro x — Fo00. Plati

: 2x
arcsin 0
a= lim e =,
x— o0 X +o0
. . 2x . :
b = lim arcsin —— = lim arcsiny = 0,
X—>=00 1 —+ )C2 y—0+
pficemz jsme v poslednim kroku pouzili vétu o limité slozené funkce (y = 13-_); .
Ptimka y = 0 je asymptotou dané funkce pro x — Fo0.
5. Urc¢ime funkéni hodnoty ve vyznamnych bodech
. T . T
f(—1) =arcsin(—1) = 7 f(1) =arcsinl = 5
6. Nakreslime graf funkce — viz obr. 6.8. A
- Y _ . 2x
Tt : y = arcsin e
-1
: o 1 x
-3
Obr. 6.8

Piiklad 6.40. Vysetiete prabéh funkce f: y = /1 — x3.

Resent.
1. Defini¢ni obor je D(f) = R. Déle snadno urc¢ime nulové body funkce:

J1-x3=0 & 1-xX=0 & x*=1 & x=1.

U tieti odmocniny je znaménko funkce f stejné jako znaménko vyrazu pod od-

mocninou: N
fi —t
1

Protoze f(—x) = /1 — (—x)3 = /1 4 x3, funkce neni ani suda. ani licha.



138 Pribéh funkce

2. Funkce 3/u ma kone¢nou derivaci pouze pro u € R ~ {0}. Proto pro x # 1 plati

—x2

YA =x3)?’
odkud plyne f’ = 0 pravé tehdy, kdyz x = 0. Dale vySetiime znaménko derivace:
™ T ™

0 1

1 _2
y = s —x%) 7 (=3x%) =

r:

Funkce je na celém R klesajici a nema tudiz lokalni extrém ve svém staciondrnim
bodé x = 0.
V bodé¢ x = 1 s pomoci cviceni 9 z kapitoly 5 ur¢ime derivaci v bodé x = 1:
2

—X
N e

3. Pro x # 1 je druha derivace
2
3

, <2x(1 — %) =221 =53 - %(—3x2)> B
(1 —x3)%

—ia—wt VO

odkud plyne, ze f” = 0 pravé tehdy, kdyz x = 0. Znazornime znaménko druhé
derivace:

2x(1 — x3) +2x2 - x? 2x
4

/MY
¥ - _F

f//: "
0 1
inf inf
Funkce mad inflexni body x =0ax = 1.
4. Funkce je spojita na celém R, proto nema zadné asymptoty bez smérnice. Pocitejme
asymptoty se smeérnici:

) \/ 1 —x3
a= lim = lim ——1=
x—=400 Xx—=%00 )C3

b= lim (x 1—x3+x):

x— %00

X243 =T+ Y3 —1)?2
X2+ x/x3 =1+ Y3 —1)2
X —x3+1 1

= l = =

x=Eoe x2 4 x /a3 — 14+ 3/(x3 —1)2  +00+ 00+ 00

. 3
= fm b=V 1)
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Tedy ptimka y = —x je asymptotou funkce pro x — Fo0.
5. Spocitame funkéni hodnoty ve vyznamnych bodech: f(0) =1, f(1)=0.
6. Nakreslime graf funkce — viz obr. 6.9. A

Obr. 6.9

Priklad 6.41. Vysetiete prub¢h funkce
1
f 1y = xarccotg —.
X

Reseni.
1. Je D(f) = R ~ {0}. Protoze

f(=x)=—x arccotg(—l) = —X[g - arctg(—l)] = —x(g + arctg %) =

X X
T T 1 1
= —x(— + — — arccotg —) = —Tx + X arccotg —,
22 by X
funkce neni ani suda, ani licha. Déle vidime, ze f # 0 na celém D(f). Funkce je
kladna pro x > 0 a zaporna pro x < O:
-+

fi —o

0

2. Vypocteme prvni derivaci:

V' = arccotg & 4 x - ——1 (_L> _
SRR RO
:arccotgl+ - l=arccotgl+ * .
x  14+x2x x  14+x2
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UrCeni znaménka derivace nelze provést klasickym zplisobem, musime pouzit

mensi uvahu.
e Ze znalosti funkce arccotg u jednoduse zjistime, ze

x>0 = arccotg— > 0,
X
1 ol
x <0 = arccotg— > —.
X 2

e S pouzitim vysledku ptikladu 1.31 a) dale uréime, ze

x>0 = 1+x2>0’

0 = x| ]
< — | =< =.
o 1+2| =2

e Z téchto uvah jiz snadno vyplyva, ze
x>0 = y >0,

1

b1
0 > ———>0.
X < = y>2 2>

Takze funkce nema zadny stacionarni bod a je na celém D( f) rostouci:

PANRENE -

3. Vypocteme druhou derivaci:

. —1 ( 1>+x2+1—2x-x
Y=o\ e) T T
1
1+ (1) x (x24+1)

__t I—x? X +14+1-x 2
Cl+x?2 (4 xD2 (A +x)2 (1 4xD)

odkud vidime, ze f”(x) > 0 pro vSechna x € D(f):

PR S

Funkce je na obou intervalech definicniho oboru konvexni.
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4. Spoctéme jednostranné limity funkce f v bodé x = 0:

) 1 . arccotg % . arccotgy 0
lim xarccotg — = lim ——— = lim = =0,
x—0F X x—0F < y—>+00 y “+00
. . arccot |
lim x arccotg — = lim 8y _ =0.
x—0- X yo-o y —00

(Pti vypoctu jsme pouzili vétu o limité slozené funkce, kde y = %.) Proto funkce
nema v bodé x = 0 asymptotu bez smérnice.
Vysetfime asymptoty se smérnici:

. X arccotg % . 1 . B
a= lim —— = = lim arccotg— = lim arccotgy = —,
x— %00 X x—=o0 X y—0+ 2
. I = ) 1 =
b= lim xarccotg— — —x = lim x|arccotg— — = | =
x—+00 X x—too x 2
-1
arccotg L — Z arccotg y — > p:
— hlf #z hmﬁ$=6= limi]%=—1
x—+o0 T y—0 y y—0
Piimka y = 7 x — 1 je asymptotou funkce pro x — =+o00.
5. Nakreslime graf — viz obr. 6.10. A

y = x arccotg —
by

Obr. 6.10
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Priklad 6.42. Vysetiete prub¢h funkce
f:y=Incosx.
Reseni.
1. Uréime defini¢ni obor dané funkce. Funkce In u je definovana pouze pro hodnoty
u € (0, 0o), proto musi byt cos x > 0. Ziejme plati

cosx>0 < xe (—g+2kn,g+2kn>, kel.

Odtud plyne - -
D = (———I—Zkrt, —+2kn).
(f) kUZ > >

Dale se nabizi ovéfit, zda je dana funkce periodicka. Jelikoz funkce cos x je
periodicka s periodou 27, plati cos(x + 2m) = cosx, odkud Incos(x + 2m) =
= Incos x, takze je funkce f periodicka s periodou 2. Proto staci se omezit pii
vySetfovani priibéhu pouze na jeden z intervalt tvoticich D(f), napt. (—7, 7).

Ovétfme sudost/lichost funkce. Plati

f(=x) =1Incos(—x) =Incosx = f(x),

nebot’ funkce cos x je sudd. Odtud je vidét, ze je dana funkce suda a jeji graf bude
osove soumérny podle osy y.

VySetiime znaménko funkce f. Vime, ze Inu > 0 prave tehdy, kdyzu > 1 a
dale cos x < 1 pro vSechna x € R. Odtud snadno plyne

T
= O € (__a _)a
fx) < pro x 2>
T
fx)=0 < Cosx=1,X€<—5,E) < x=0.
Tedy
f: i — } — i
2 0 2
2. Pocitejme prvni derivaci:
, —sinx
y = = —tgx
cos X

Odtud plyne y" = 0 pravé tehdy, kdyz x = 0. Znaménko prvni derivace je
7 N
+ —

max

Vidime, Ze funkce ma v bodé x = 0 lokalni maximum.
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3. Pocitejme druhou derivaci:

y'=—(tgx) = — <0 proxe (——, E)
cos? x 2
Tedy:
M
”. _ 5 — o—
= _z n
2 2

b1y

Funkce je na celém intervalu (—7, %) konkavni.

4. Jelikoz funkce neni definovana na zadné polopfimce (a, +00) ani (—o0, a), nema
smysl vySetfovat asymptoty pro x — F00. Spocitejme limity v krajnich bodech
vysetfovaného intervalu:

lim Incosx = lim+ Iny = —o0.

)C*)*%Jr y—0

Analogicky vysledek vychazi pro limitu x — 7, takze funkce mé asymptoty bez
smérnice v bodech —7 a 7.

5. Spocitame funkéni hodnoty ve vyznamnych bodech: f(0) = 0.

6. Nakreslime graf — viz obr. 6.11. A
y y =Incosx
T e e TR VN S TR
I I I I I | X
I I I I I I
I I I I I I
I I I I I I
I I I I I I
| | | | | |
Obr. 6.11

Priklad 6.43. Vysetiete prub¢h funkce

X3

x2 =1

fry=
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Reseni.
1. Jedna se o racionalni funkci, ktera neni definovana pouze v kotenech jmenovatele.
Tedy D(f) = R ~ {—1, 1}. Funkce f(x) je spojitd na D( f). Protoze
(—X)3 —X3 X3
i1 wo1 weoi s T
je funkce je licha, jeji graf bude stfedoveé soumérny vzhledem k pocatku.
Dale ur¢ime znaménko f(x). Je to racionalni lomena funkce, koien Citatele
x = 0 je trojnasobny, kofeny jmenovatele x = —1 jsou jednoduché. Tedy
: -+ = 4
s -1 0 1

f=x) =

2. Vypocteme prvni derivaci:

, ( x3 >/ 3x2(x*—1) —x3-2x  x*—3x2
y = =

x2—1 (xz _ 1)2 = (xz _ 1)2 :

Kofeny ¢itatele x* — 3x2 = x2(x> — 3) jsou x = 0 (dvojnisobny) a x = £+/3
(jednoduché). V nich jsou stacionarni body. Dale ur¢ime znaménko y’:

N U W N
+ - = = =+

/.
T -V3-1 0 1 3
max min
Tedy v bodé x = —+/3 je lokalni maximum a v bodé x = +/3 je lokalni minimum.

3. Vypocteme druhou derivaci:

v <x4 — 3x? )/ B (4x3 —6x)(x% — 1)? — (x* = 3xH) (x> — 1)2x

(x2 = 1)? (x2 — D*
(x2 — D[(4x> — 6x) (x> — 1) — 4x(x* — 3x?)]
B (x2 — 1) -
4x° — 6x3 — 4x3 + 6x — 4x> + 1243 2x3 + 6x
N (@2 — 1)} BTN

Citatel 2x> 4+ 6x = 2x(x? + 3) ma jednoduchy kofen x = 0, v némz muze byt
inflexe (komplexni kofeny nas nezajimaji). Dale ur¢ime znaménko y”. Nesmime
zapomenout, ze kofeny x = £1 ve jmenovateli jsou trojnasobné. Dostaneme:

Ny DY

f//: +

V bodé x = 0 ma funkce inflexi.
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4. Nyni mame najit asymptoty bez smérnice a se smérnici. Protoze funkce je spojita na
svém defini¢nim oboru, asymptoty bez smérnice mohou byt jen v bodech x = —1
ax = 1. Vypocteme jednostranné limity:

. x3 —1 . x3 —1
lim = — = —00, Im —— = — =400,
xo—1-x2 —1 +0 xo—1t x2 —1 -0
. x3 1 . x3 1
lim = — = —00, lim = — = +o0.
—1-x2—-1 =0 =1t x2—1 40
Asymptoty bez smérnice jsoux = —lax = 1.
Dale ur¢ime asymptoty se smérnici:
%3 3
. - ) X . 1
a= lim =L = lim = lim - = 1,
x—>+o00 X x—>to00 x° — X x—+o00 | — =
X
x3 X 1
b= lim —x )= lim = lim L —=0.
x—>+oo\ x2 — 1 x—>+oo x2 — 1 x—>+o00 | — Lz
X

Asymptota pro x — 00 tedy existuje a ma rovnici y = x.
5. Spocitame funkéni hodnoty ve vyznamnych bodech: f(0) =0, f'(0) =0a

+/3)3 3
f(£V3) = _&EV3 =+ /3.
(£/3)2 — 1 2
6. Nakreslime graf funkce — viz obr. 6.12. A

Priklad 6.44. Urcete hodnotu realného parametru a tak, aby funkce
. 1.
f(x) =asinx + 3 sin 3x

méla v bodé x = % extrém.

Reseni. Nejprve uréime prvni derivaci: f'(x) = a cos x + cos 3x. Odtud

f,(]‘l?)_ T[+ 3T _9
3) =acosT Fcos3= =2 .

Ma-li nastat v bod¢ % extrém, musi byt f'(3) = 0, a tedy a = 2. JeSt¢ musime
ovérit, ze extrém opravdu nastane. Pii a = 2 je f”(x) = —2sinx — 3sin3x a

") = —/3 — 0 < 0, takze je zde lokalni maximum. A
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[\SIIO8Y

N

_______.I____*
(I[N}
2

Obr. 6.12

Priklad 6.45. Ze Ctverce papiru o strané a vystiihnéte v rozich ¢tverce tak, aby
krabice slozena ze zbytku papiru méla co nejveétsi objem.

by

>x

a

Obr. 6.13

Reseni. Snadno nahlédneme, 7e vznikld krabice bude kvadr
se Ctvercovou podstavou. Ozna¢me x, y jeji rozmery — viz
obr. 6.13. Objem krabice je pak dan vzorcem V = x2y. Dale
z obrazku snadno odhalime zavislost 2y +x = a,odkud y = ==
a tudiz plati
,a—Xx

2

Hledejme maximum funkce V na intervalu [0, a]. Funkce je
spojitd a ma derivaci, takze podle Weierstrassovy véty existuje

V=x

absolutni maximum a je bud’ ve vnitinim stacionarnim bod¢, nebo v krajnich bodech.
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Vyjadiime prvni derivaci

V'(x) = x(a — x) x = x(a 3x>
B 2 27/
odkud V’(x) = 0 prave tehdy, kdyz x = 0 nebo x = %a. Lehce zjistime, ze v bod¢
Xp = % a nabyva funkce globalniho maxima (v krajnich bodech je V(0) = V(a) = 0,
takze jsou to absolutni minima). Hledané rozméry jsou tedy

2 a v ) 2 4
Xo = —a, = —, max = Xo - Vo = — a’.
0 3 Yo 3 a 0" Yo 27 R

Priklad 6.46. Do pulkruhu o poloméru r vepiste obdélnik nejvétsiho obsahu.

Reseni. Oznaéme si strany obdélniku a, b. Z obrazku
6.14 vidime, ze podle Pythagorovy véty plati:

b\’ a
(3) +e=r

odkud Obr. 6.14

2
a= rz—b—,
V 4

jelikoz uvazujeme pouze a > 0. Pro obsah obdélniku plati S = a - b, a tedy v nasem

konkrétnim ptipadé
,_ P2
S = — —-b.
VTG

Vyjadiili jsme obsah vepsaného obdélniku jakozto funkci jedné proménné b. Budeme
hledat extrémy této funkce na intervalu [0, 2r]. Podle Weierstrassovy véty absolutni
extrémy existuji. Vyjadieme nejprve prvni derivaci:

b

b 2 2b?
2 b2 rc — £
S(h)= —2— .- b+ ,,2_?_—4‘
rz_% 2B
Nyni
b2
Sbh)y=0 < rz—jzo & b=2r

Funkce S je vkrajnich bodech intervalu [0, 2r ] nulova, na celém intervalu je nezaporna
(obsah obdélniku nemiize byt zaporné &islo) a tedy je ziejmé, ze v bodé by = ~/2r
nabyva svého maxima (b = 0 a b = 2r davaji minimum). Odtud jiz snadno uréime
hledany maximalni obsah vepsaného obdélniku:

, 1 r r 5
Gy =qrP——=— = Smwx=ao-bp=— 2r=r>

2 2 V2 A
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Priklad 6.47. Do elipsy s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b vepiste obdélnik
se stranami rovnobéznymi s poloosami tak, aby obsah obdélniku byl maximalni.

D C
b ﬂ y < Iézesvem'. Rovnice elipsy se stfedem v bodé (0, 0) ma tvar
% + 7z = 1. Ozna¢me si vrcholy obdélniku dle ob-
P X razku 6.15. Bod C ma soufadnice C = (x,y), kde
x € [0,al, y € [0, b]. Ze symetrie je jasné, ze obsah
A B obdélniku urc¢ime jako S = 4xy. Jelikoz bod C lezi na
Obr. 6.15 elipse, ur¢ime jeho y-ovou souradnici z rovnice elipsy:

x2 x?
)ﬁzw(yjﬁ) = y=hH—;?

jelikoz uvazujeme y > 0. Nyni jiz mizeme vyjadiit obsah vepsané¢ho obdélniku jako

funkci jedné proménné:
2
S(x) = 4bx[1 - =.
a

Hledejme nyni absolutni maximum funkce S(x) na intervalu [0, a]. To podle Weier-
strassovy véty existuje. Stacionarni bod S urc¢ime z rovnice

2 2 1o
S'(x) = 4b 1—53+x—ilﬁ— —4p—— _,
a 2/1-% -5
odkud
2x2 a

]—— =0, takze x = —,
a? V2
jelikoz opét uvazujeme pouze x > 0. Je zfejmé, ze v krajnich bodech intervalu [0, a]
je funkce S(x) nulova (vytvofeny obrazec je usecka), je proto na celém intervalu
[0, a] nezdporn4, a tedy je ziejmé, Ze v bodé xo = a/~/2 nabyva svého absolutniho
maxima. Nyni jiz snadno ur¢ime hledany maximalni obsah:

yo=> - — = = SmaX=4x0y0=4-i- = 2ab.

S
Sl
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Priklad 6.48. Do koule o poloméru R vepiste valec s nejvétsim obsahem.

Reseni. Pii teSeni téchto ,,prostorovych® uloh je vzdy

zakladem uspéchu nakreslit si vhodny obrazek. Na na- ;
Sem obrazku 6.16 vidime stfedovy fez danou kouli. 2 R
Oznaéme r polomér zakladny a v vysku vepsaného v
valce. Podle Pythagorovy véty plati: §
LA 2
e = R?,
(2) r
odkud Obr. 6.16

v=2vR?—r2

jelikoz uvazujeme pouze nezapornou vysku. Nyni miizeme vyjadrit objem vepsaného
valce jakozto funkci jedné proménné r:

V(r)=mr?-v=2mnr*vVR> —r2.

Budeme hledat absolutni extrém této funkce na intervalu [0, R]. Podle Weierstrassovy
vety existuje. Nejprve vyjadiime prvni derivaci:

_ 2 R2_ 2y 3
V’(r):2j't<2r R2—r2—|—r2-7r>_2n r( r-r

R2 _ 2 /R2 — ;2 ’
tedy
/ 2 2 2
Viry=0 < r2RR"—-3r\)=0 < r=0ncbor = §R.

V krajnich bodech je V(0) = V(R) = 0, takze jde o absolutni minima. Absolutni
maximum je v bod¢ rp = /2/3R. Nyni jiz snadno dokon¢ime vypocet:

=2,/R? 2R2_2
U —_— —_— —_’
’ 3 V3

2R 4
Vmaxznrg-vozn—Rz-—— 3

— " R3
3 V3 33 A

takze
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Priklad 6.49. Do koule o poloméru R vepiste kuzel s nejvetsim objemem.

v—R

a) b)

Obr. 6.17

Reseni. Nakresleme si stiedovy fez kouli a oznaéme v vysku kuzelu a r polomér za-
kladny. Situace vypada nasledovné. V prvnim piipade (pro v < R—viz obr. 6.17 a))
plati dle Pythagorovy véty

(R—v)>=R*>—1r?,

v druhém pripad¢€ (pro v > R — viz obr. 6.17 b))
(v — R)2 = R?> — 2,

V obou pripadech ziskavame

r=+2vR —v2.
Nyni jiz mizeme vyjadfit objem vepsaného kuzele pouze v zavislosti na v:
1 1 2 1
V =—7r’v=-nvQuvR —v?) = = tv’R — = v’.
3 3 3 3
Hledejme absolutni maximum funkce V' (v) naintervalu [0, 2R]. Podle Weierstrassovy
veéty existuje. Vyjadiime si prvni derivaci:

/ 4 2 4
V(v)=§an—7w =nv<§R—v),

odkud 4
Vv)=0 <& v=0nebov= §R.
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