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1 Rovnice geodetiky

Volné testovaćı částice se pohybuj́ı v metrickém poli podél takové světočáry spo-
juj́ıćı dva světobody, která je extremálńı a nazýváme ji geodetika. Jestliže je

ds2 = gαβdxαdxβ (1)

délkový element světočáry, pak prostoročasový interval geodetiky muśı splňovat
podmı́nku

δS = mcδ

∫ b

a

ds = 0. (2)

Geodetika xµ(λ) je pak řešeńım rovnice

d2xα

dλ
+ Γαβγ

dxβ

dλ

dxγ

dλ
= 0, (3)

kde Γαβγ jsou koeficienty afinńı konexe, které maj́ı tvar

Γαβγ =
1

2
gασ (−gβγ,σ + gσβ,γ + gγσ,β) . (4)

Pokud má metrické pole určité symetrie, tak s těmito symetriemi jsou spo-
jeny pohybové konstanty. Symetrie prostoročasu určuj́ı Kilingovy vektorová pole,
řekněme ξα, které splňuj́ı Killinkovu rovnici

ξα;β + ξβ;α = 0. (5)

Detailńımu teoretický základ studia pohybu testovaćıch částic v metrických
poĺıch najdete např́ıklad v [9, 16].

Úloha č.1) Odvod’te rovnici geodetiky z principu nejmenš́ı akce.

Řešeńı: Určeme nejprve variaci veličiny ds2. Dostaneme výraz

δds2 = 2dsδds, (6)
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který se současně rovná vztahu

δds2 = δ
(
gαβdxαdxβ

)
=
∂gαβ
∂xσ

dxαdxβδxσ + 2gαβdxαdδxβ. (7)

Variace akce S má potom tvar

δS = mc

∫ b

a

(
1

2

∂gαβ
∂xσ

dxα

ds

dxβ

ds
δxσ + gαβ

dxα

ds

dδxβ

ds

)
ds = 0. (8)

a

b
x

x
i

Obrázek 1: Hledáńı trajektorie xα(λ) spojuj́ıćı body a a b tak aby př́ıslušná akce
byla extremálńı, tj. δS = 0.

Když si uvědomı́me, že hledáme funkcionál spojuj́ıćı dva pevné body a a b
jejichž variace je, samozřejmě, δxa = δxb = 0 pak úpravou druhého členu v
integraci postupně, pomoćı integračńı metody per-partes, dostaneme∫ b

a

gαβ
dxα

ds

dδxβ

ds
ds =

[
gαβ

dxα

ds
δxβ
]b
a︸ ︷︷ ︸

0

−
∫ b

a

d

ds

(
gαβ

dxα

ds

)
δxβ. (9)

4



Variaci akce potom dostane tvar

δS = mc

∫ b

a

(
1

2

∂gαβ
∂xσ

dxα

ds

dxβ

ds
δxσ − d

ds

(
gαβ

dxα

ds

)
δxβ
)

ds = 0. (10)

Nyńı už jenom, ve druh0m 4lenu, přejmenujeme index β na σ a vytkneme δxσ.
Pohybová rovnice testovaćı částice potom je

1

2

∂gαβ
∂xσ

dxα

ds

dxβ

ds
− d

ds

(
gαβ

dxα

ds

)
= 0. (11)

Po úpravách a s využit́ım vztahu pro afinńı konexi Γαβγ dostaneme hledanou
rovnici

d2xα

ds2
+ Γαβγ

dxα

ds

dxβ

ds
= 0. (12)

�

Úloha č.2) Uvažujte Killingovo vektorové pole ξα asociované s metrickým polem
gαβ. Dále, necht’ je uα čtyřrychlost testovaćı částice. Ukažte, se podél geodetiky
zachovává veličina uαξ

α.

Řešeńı: Jestliže se má zachovávat podél geodetiky xα veličina uαξ
α, pak muśı

být splněna identicky rovnice

(uαξ
α);β u

β = 0. (13)

Poč́ıtejme,

(uαξ
α);β u

β = uα;βξ
αuβ + uαξ

α
;βu

β

Rce gedetiky︷︸︸︷
= 0 + uαξα;βu

β

Killingova rce︷︸︸︷
= −ξβ;αu

αuβ

Přejmenováńı index̊u︷︸︸︷
= −ξα;βu

αuβ = 0.
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Posledńı řádek plyne z faktu, že pokud má být A = −A pak jedinou možnost́ı je
A = 0. �

Úloha č.3) Ukažte, že Hamiltonián ve tvaru

H =
1

2
gαβpαpβ (14)

vede na rovnici geodetiky ve tvaru

dpα

dλ
+ Γαβγp

βpγ = 0. (15)

Řešeńı: Vezměme Hamiltonián v předkládaném tvaru

H =
1

2
gαβpαpβ (16)

a dosad’me jej do Hamiltonových rovnic

dpα
dλ

= − ∂H
∂xα

, a
dxα

dλ
=
∂H

∂pα
(17)

a dostaneme

∂gασ
∂xρ

dxρ

dλ
pσ + gασ

dpσ

dλ
= −1

2

∂gµν

∂xα
pµpν (18)

kde jsme využili vztah pα = gασp
σ. Dále zřejmě plat́ı

dxα

dλ
= pα. (19)

Použijeme tento vztah v rovnici (18) a dále ji uprav́ıme

gασ
dpσ

dλ
+
∂gασ
∂xρ

pρpσ +
1

2

∂gµν

∂xα
pµpν = 0. (20)
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Z identity
gνσg

σµ = δµν (21)

dostaneme vztah
∂gµν
∂xα

gνβ = −∂g
µν

∂xα
gνβ. (22)

Jeho užit́ım v rovnici (20) źıskáme rovnici

gασ
dpσ

dλ
+
∂gασ
∂xρ

pρpσ − 1

2

∂gνβ
∂xα

pνpβ = 0 (23)

která po úpravách přejde na tvar

dpρ

dλ
+

1

2
gρα
(
−∂gνβ
∂xα

+
∂gαν
∂xβ

+
∂gβα
∂xν

)
pνpβ = 0, (24)

což je rovnice geodetiky. �

Úloha č.4) Pokud Hamiltonián nezáviśı explicitně na souřadnici xα, pak je s
touto souřadnićı spojena pohybová konstanta pα.

Řešeńı: Důkaz tohoto tvrzeńı nasnadě, plyne totiž rovnou z Hamiltonovy rovnice

dpα
dλ

= − ∂H
∂xα

. (25)

Pokud je H 6= H(xα), pak ihned dostaneme výsledek

dpα
dλ

= 0⇒ pα = const. (26)

�

Úloha č.5) Řešte Hamiltonovu-Jacobiho rovnici pro nerelativistickou testovaćı
částici v potenciálovém poli V (x) maj́ıćı energii E (1D pohyb).

7



Řešeńı: Nejprve připomeňme p̊uvod Hamiltonovy rovnice. William Hamilton byl
přesvědčený že trajetorie testovaćıch částic je idealizaćı v analaogii k paprsk̊um v
geometrické optice. Naše testovaćı částice (ze zadáńı) je popsána Hamiltoniánem

H(x, p) =
p2

2m
+ V (x) (27)

a lokalizovaná energie částice je E. Jestliže přijmeme tezi, že trajektorie částice
je krátkovlnou aproximaćı vlnového pohybu muśıme nějak tento vlnový pohyb
adekvátně popsat. Částici poṕı̌seme vlnou amplitudy pravděpodobnosti výskytu
částice. V krátkovlné aproximaci tuto vlnu poṕı̌seme WKB vlnovou funkćı

ψE(x, t) = A(x, t) exp
i
~SE(x,t) (28)

kde je A pomalu se měńıćı amplituda vlny a SE je dynamická fáze. Tato fáze
splňuje rovnici

−∂S
∂t

= H(x,
∂S

∂x
) =

1

2m

(
∂S

∂x

)2

+ V (x). (29)

Řešeńı budeme hledat v separovaném tvaru

S = Sx + St. (30)

V konzervativńım poli V (x) plat́ı že H = V , neboli

−∂S
∂t

= E (31)

odkud, z předpokladu separability (30), plyne vztah

St = −Et+ δE. (32)

Tento posledńı vztah použijeme v Hamiltonově-Jacobiho rovnici (29) a obdrž́ıme
rovnici

E =
1

2m

(
dSx
dx

)2

+ V (x) ⇒ Sx =

∫ x1

x0

[2m(E − V (x))]1/2dx. (33)
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Celkové řešeńı (30) tak můžeme psát ve tvaru

S(x, t) = −E t+

∫ x1

x0

[2m(E − V (x))]1/2dx+ δE. (34)

Určili jsme amplitudu pravděpodobnosti ale stále jsme neurčili trajektorii částice
x = x(t). Abychom mohli lokalizovat částici, tj. určit jej́ı trajektorii, vytvoř́ıme
vlnový baĺık amplitudy pravděpodonosti superpozićı monochromatických vln, tj.

ψ(x, t) = ψE(x, t) + ψE+∆E(x, t) + · · · . (35)

Vlnový baĺık bude soustředěn v oblasti s konstruktivńı interferenćı jednotlivých
vln. V této oblasti jsou fáze r̊uzných vln totožné, tj.

SE(x, t) = SE+∆E(x, t). (36)

Pro konstruktivńı interferenci nav́ıc muśı platit, že změna fáze vzhledem ke změně
energie (parametru popisuj́ıćı vlnu) je taky nulová, tj. plat́ı

∂S

∂E
= 0. (37)

Aplikujeme tudto podmı́nku na řešeńı (34) a obdrž́ıme výsledek

t =

∫ x1

x0

1

[2m(E − V (x))]1/2
dx+ t0 (38)

kde je t0 ≡ dδE/dE. Rovnice (38) tak představuje implicitně trajektori částice s
energíı E, mezi body x0 a x1. �

Úloha č.6) Použijte Hamilton-Jacobiho rovnici k vyřešeńı problému pohybu tes-
tovaćı částice v centrálńım gravitačńım poli.

Řešeńı: Hamiltonián testovaćı částice v centrálńım gravitačńım poli, ve sférických
souřadnićıch, bude mı́t tvar

H =
1

2
p2
r +

1

2r2
p2
θ +

1

2r2 sin2 θ
p2
ϕ −

M

r
(39)
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a k němu odpovidaj́ıćı Hamiltonovu-Jacobiho rovnici, pro fázi S amplitudy pravdě-
podobnosti částice, zaṕı̌seme výrazem

−∂S
∂t

=
1

2

(
∂S

∂r

)2

+
1

2r2

(
∂S

∂θ

)2

+
1

2r2 sin2 θ

(
∂S

∂ϕ

)2

− M

r
. (40)

Řešeńı budeme hledat v separovaném tvaru

S = St + Sr + Sθ + Sϕ. (41)

Z Hamiltoniánu a Hamiltonových rovnic dpi/dt = −∂H/∂xi ihned zjist́ıme, že
existuj́ı dvě pohybové konstanty které označ́ıme E = −pt a Lz = pϕ. Potom, fázi
(41) ṕı̌seme ve tvaru

S = −E t+ Sr + Sθ + Lz ϕ+ CE,Lz (42)

kde jsou sloučeny integračńı konstanty z integrace přes t a ϕ do jedné konstanty
CE,Lz . K určeńı Sr a Sθ dosad́ıme řešeńı S do rovnice (40), která vede na rovnici

E =
1

2

(
dSr
dr

)2

+
1

2r2

(
dSθ
dθ

)2

+
L2
z

2r2 sin2 θ
− M

r
. (43)

Tuto rovnici lze snadno separovat na část závislou pouze na souřadnici r a na
část závislou pouze na souřadnici θ. Po krátké úpravě obdrž́ıme předchoźı rovnici
ve tvaru

r2

(
E − M

r

)
− r2 1

2

(
dSr
dr

)2

=
1

2

(
dSθ
dθ

)2

+
L2
z

2 sin2 θ
. (44)

Má-li levá i pravá strana platit pro libovolné r a θ tak se obě strany musej́ı rovnat
jedné a téže konstantě, řekněme K. Funkce Sr a Sθ pak snadno urč́ıme integraćı
posledńıch rovnic a obdrž́ıme vztahy

Sr =

∫ r

[2(E +M/r −K/(2r2))]1/2dr + CK2, (45)

Sθ =

∫ θ

(K − L2
z/ sin2 θ)1/2dθ + CK1. (46)
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Výsledná fáze má následuj́ıćı tvar

S = −E t+ Lz ϕ+

∫ r

[2(E +M/r −K/(2r2))]1/2dr

+

∫ θ

(K − L2
z/ sin2 θ)1/2dθ + CE,Lz ,K . (47)

K nalezeńı trajektorie budeme opět aplikovat, na fázi S, podmı́nku konstruktivńı
interference, tj. muśı platit

∂S

∂E
=

∂S

∂Lz
=
∂S

∂K
= 0. (48)

Z těchto podmı́nek postupně obdrž́ıme výsledky

t =

∫ r dr

[2(E +M/r −K/(2r2))]1/2
, (49)

ϕ =

∫ θ Lzdθ

(K − L2
z/ sin2 θ)1/2

, (50)

0 = −
∫ r dr

r2[2(E +M/r −K/(2r2))]1/2
+

∫ θ dθ

(K − L2
z/ sin2 θ)1/2

. (51)

�
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2 Testovaćı částice ve sféricky symetrických, sta-

tický prostoročasech

Prostoročasový interval sféricky symetrického a stacionárńıho prostoročasu má
tvar v pseudo-sférických souřadnićıch má tvar

ds2 = −f(r)dt2 + f−1(r)dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
. (52)

V našich daľśıch úvahách budeme uvažovat následuj́ıćı prostoročasy:

• Schwarzchild̊uv prostoročas je vakuovým řešeńım Einsteinových rovnicRµν =
0. Funkce f(r) má tvar [9, 16]

f(r) = 1− 2GM

c2r
. (53)

• Schwarzchild̊uv-de Sitter̊uv prostoročas je vakuovým řešeńım Einsteinových
rovnic s Kosmologickou konstantou. Funkce f(r) pak bude [12]

f(r) = 1− 2GM

c2r
− Λ

3
c2r2. (54)

• Reissner̊uv-Nordstrom̊uv prostoročas je řešeńım Einsteinových rovnic s ten-
zorem energie hybnosti elektromagnetického pole. Funkce f(r) má tvar
[9, 16]

f(r) = 1− 2GM

c2r
+
Q2

r2
. (55)

Úloha č.1) Uvažujte sféricky symetrický a statický prostoročas pokrytý souřadnicemi
(t, r, θ, ϕ). Uvažujte pohyb testovaćı částice v ekvatoriálńı rovině (θ = π/2) podél
geodetiky, která má pro pro radiálńı souřadnici tvar(dr

dτ

)2

= E2 − Veff (r, L) , (56)
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kde E = −pt a L = pϕ jsou integrály pohybu ve stationárńım, sféricky symet-
rickém prostoročase. Nalezněte podmı́nky, které rozhoduj́ı o stabilitě či nestabilitě
kruhových orbit.

Řešeńı: Zderivujeme-li (56) podle afinńıho parametru τ (vlastńıho času) obdrž́ıme:

2
dr

dτ

(d2r

dτ 2

)
= −dVeff

dr

dr

dτ
, ⇒ d2r

dτ 2
= −1

2

dVeff
dr

. (57)

Na kruhových geodetikách je radiálńı zrychleńı nulové

d2r

dτ 2
= 0 , ⇒ dVeff

dr
= 0 . (58)

Podmı́nky stability/nestability urč́ıme perturbačńı analýzou rovnice (57). Kru-
hovou orbitu r0, E0, L0 radiálně perturbujeme na r = r0 + δr, E = E0 + δE ale
L = L0. Po dosazeńı do (57) dostáváme

r̈0︸︷︷︸
=0

+δ̈r = −1

2

d

dr
Veff (r0+δr, L0) = −1

2

[
dVeff

dr

∣∣∣∣
r0︸ ︷︷ ︸

=0

−1

2

d2Veff
dr2

∣∣∣∣
r0

δr+O(δr2). (59)

Celkově tedy máme:

δ̈r = −1

2

d2Veff
dr2

∣∣∣∣
r0

δr . (60)

Tud́ıž, je-li

d2Veff
dr2

∣∣∣
r0
> 0 ⇒ harmonické kmity poruchy δr ⇒ STABILITA.

d2Veff
dr2

∣∣∣
r0
< 0 ⇒ exponenciálńı r̊ust poruchy δr ⇒ NESTABILITA.

�

Úloha č.2) V Reissnerově-Nordströmově prostoročase je délkový element dán
výrazem

ds2 = −f(r)dt2 + f−1(r)dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2 , (61)
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kde

f(r) = 1− 2M

r
+
Q2

r2
. (62)

Ukažte, že v této geometrii existuje r = rmin, na které může být částice v klidu
(hranice repulsivńı oblasti).

Řešeńı: Uvažujme pohyb v ekvatoriálńı rovině. Pak má rovnice geodetiky pro
radiálńı složku tvar(dr

dτ

)2

= E2 −
(

1− 2M

r
+
Q2

r2

)(
1 +

L2

r2

)
. (63)

Uvažujme částici s nulovým momentem hybnosti L = 0.

Veff −−→
L=0

1− 2M

r
+
Q2

r2
= f(r) . (64)

Pokud má existovat stabilńı hranice r = rmin mezi repulsivńım a atraktivńım cha-
rakterem geometrie, pak muśı v tomto bodě platit dVeff/dr

∣∣
rmin

= 0 a d2Veff/dr
2
∣∣
rmin

>
0.

Poč́ıtejme:

df(r)

dr

∣∣∣
rmin

=
2M

r2
min

− 2Q2

r3
min

= 0 ⇒ rmin =
Q2

M
. (65)

⇓
d2f(r)

dr2

∣∣∣
rmin

= − 4M

r3
min

+
6Q2

r4
min

=
2M3

Q6
> 0 . (66)

�

Úloha č.3) V poli Reissnerovi-Nordströmovi nahé singularity jsou k jej́ımu centru
vyslány dvě částice s E = 1, L = 0 a s klidovou hmotnost́ı m. Obě částice jsou
vyslány za sebou s určitým časových odstupem. Prvńı částice se po dosažeńı bodu
obratu otoč́ı a střetne se s přilétávaj́ıćı částićı v určité vzdálenosti r od singularity.
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Určete energii této srážky. Dále určete ve které vzdálenosti by muselo ke srážce
doj́ıt aby byla jej́ı energie maximálńı.

Řešeńı: R-N metrika je dána rovnićı (61). Čtyř-rychlost radiálně se pohybuj́ıćı
částice je

U t = gttUt = −Ut
f

=
E

f
=

1

f
, (67)(

U r
)2

= E2 − Veff = E2 − f = 1− f ⇒ U r = ±
√

1− f . (68)

V okamžiku srážky jsou tedy čtyř-rychlosti přilétávaj́ıćı a odlétávaj́ıćı částice dány
jako

U1 = (1/f ,
√

1− f , 0 , 0) , U2 = (1/f ,−
√

1− f , 0 , 0) . (69)

Energie srážky je

E2
CM = −(P1 + P2)2 = m2

1 +m2
2 − 2gµνP

µP ν = 2m2 − 2m2gµνU
µUν =

= 2m2
[
1−

(
− f

f 2
− 1

f
+ 1
)]

=
4m2

f
. (70)

Maximálńı energie srážky E2
CM,max bude dosaženo v minimu f(r), tedy v bodě

rmin = Q2/M . Tud́ıž

E2
CM,max =

4m2

1− M2

Q2

. (71)

�

Úloha č.4) Ve Schwartzschildově-de Sitterově prostoročase ukažte, že

1. existuj́ı dva horizonty události, pokud je Λ < 1/(9M2),

2. existuje poloměr, na kterém může být částice s L = 0 v klidu. Určete jeho
závislost na Λ.
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Řešeńı: Ve Schwartzschildově-de Sitterově prostoročase má dráhový element
tvar:

ds2 = −f(r)dt2 + f−1(r)dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2 , (72)

kde

f(r) = 1− 2M

r
− Λ

3
r2 . (73)

1. Horizonty lež́ı tam, kde je metrika singulárńı, tj. f(r) = 0. Odtud dostáváme
kubickou rovnici:

r3 − 3

Λ︸︷︷︸
p

r +
6M

Λ︸︷︷︸
q

= 0 . (74)

Diskriminant je

D =

(
q

2

)2

+

(
p

3

)3

=
9M2

Λ2
− 1

Λ3
. (75)

Abychom obdrželi dva kladné reálné kořeny, pak muśı platit D < 0 a tud́ıž

Λ <
1

9M2
. (76)

Goniometrické řešeńı má potom tvar:

r1 = 2Λ1/2 cos(ϕ/3) , (77)

r2 = −2Λ1/2 cos(ϕ/3− π/3) , (78)

r2 = −2Λ1/2 cos(ϕ/3 + π/3) , (79)

kde cos(ϕ) = −3Λ1/2M .

2. K určeńı statického poloměru lze postupovat takto, vyjdeme z výrazu pro
radiálńı složku čtyř-rychlosti (normovaćı podmı́nka)(

dr

dτ

)2

= E2 −
(

1− 2M

r
− Λ

3
r2

)(
1 +

L2

r2

)
. (80)
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Požadujeme L = 0. Derivováńım předchoźı rovnice podle vlastńıho času
dostáváme:

d2r

dτ 2
= −M

r2
+

Λ

3
r . (81)

Dı́ky sférické symetrii je toto jediná složka zrychleńı, která p̊usob́ı na tes-
tovaćı částici s L = 0. Pro stacionárńı částici je d2r/dτ 2 = 0 a tud́ıž:

−M
r2

+
Λ

3
r = 0 ⇒ rstat =

(
3M

Λ

)1/3

. (82)

Pozn: Jiný postup vycháźı ze studia efektivńıho potenciálu. V př́ıpadě L = 0
má Veff (r) jediný extrém (maximum) na r = rstat. Částice nacházej́ıćı se
na stacionárńım horizontu je tud́ıž v nestabilńı rovnováze.

�

Úloha č.5) Určete azimutálńı moment hybnosti Lc, kovariantńı energii Ec a
úhlovou rychlost Ωc kruhové orbity testovaćı částice na poloměru r v ekvatoriálńı
rovině. Nejprve uvažujte obecný, statický, sféricky symetrický prostoročas a pak
aplikujte obdržené výsledky na př́ıpady pohybu v poli RN a Schw-dS černé d́ıry.

Řešeńı: Prostoročasový interval statické, sféricky symetrické metriky ve Schwarz-
childových souřadnićıch má tvar

ds2 = −f(r)dt2 +
1

f(r)
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2. (83)

Bez újmy na obecnosti předpokládáme, že pohyb se odehrává v ekvatoriálńı rovině
θ = π/2. Definujme nyńı úhlovou rychlost měřenou vzdálenými, stacionárńımi
pozorovateli výrazem

Ω =
dϕ

dt
. (84)

Dále definujme impaktńı parametr l vztahem

l =
L

E
=

uϕ
−ut

. (85)
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Vztah mezi Ω a l pak zřejmě bude

l =
uϕ
−ut

=
gϕϕu

ϕ

−gttut
=

r2

f(r)
Ω⇒ Ω =

f(r)

r2
l. (86)

Zbývá tedy určit E = E(r) a L = L(r). Tyto funkce jsou určeny z podmı́nek,
které muśı být na kruhové orbitě splněny, tj. ur = 0 a dVeff/diffr = 0. Máme
tedy rovnice

(ur)2 = E2 − f(r)

(
1 +

L2

r2

)
= 0, (87)

dVeff
dr

= f ′(r)

(
1 +

L2

r2

)
− 2f(r)

r3
L2 = 0 (88)

Z rovnice (88) dostaneme po algebraických úpravách vztah pro čtverec azimutálńıho
momentu hybnosti ve tvaru

L2 =
r3f ′(r)

2f(r)− rf ′(r)
. (89)

Jeho dosazeńım do rovnice (87) dostaneme vztah pro čtverec energie testovaćı
částice na kruhové orbitě ve tvaru

E2 =
2f(r)2

2f(r)− rf ′(r)
. (90)

Když dosad́ıme obě źıskané funkce do vztahu (86) pak výsledný výraz pro čtverec
úhlové rychlosti částice na kruhové orbitě bude

Ω2 =
r3f ′(r)

2f(r)2
. (91)

Nyńı stač́ı tyto obecné vztahy aplikovat na př́ıpady konkrétńıch prostoročas̊u.

• R-N metrika, funkce f a jej́ı prvńı derivace podle r maj́ı tvar

f(r) = 1− 2M

r
+
Q2

r2
, f ′(r) =

2M

r2
− 2Q2

r3
. (92)
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Př́ıslušné tvary funkćı L(r), E(r) a Ω(r) potom jsou

L2 =
r2(rM −Q2)

r(r − 3M) + 2Q2
, (93)

E2 =
[r(r − 2M) +Q2]

2

r2 [r(r − 3M) + 2Q2]
, (94)

Ω2 =
rM −Q2

r4
. (95)

• Schw-dS metrika, funkce f a jej́ı prvńı derivace podle r maj́ı tvar

f(r) = 1− 2M

r
− Λr2

3
. f ′(r) =

2M

r2
− 2Λr

3
. (96)

Př́ıslušné tary funkćı L(r), E(r) a Ω(r) potom jsou

L2 =
r2(M − Λr3/3)

r − 3M
, (97)

E2 =
[Λr3 − 3r + 6M ]

2

9r(r − 3M)
, (98)

Ω2 =
M

r3
− Λ

3
. (99)

�

Úloha č.6) Určete velikost lokálńıho zrychleńı, které je zapotřeb́ı k udržeńı tes-
tovaćı částice v klidu na daném poloměru r. Jaká bude velikost tohoto zrychleńı
na horizontu?

Řešeńı: Uvažujme sféricky symetrický prostoročas s dráhovým elementem

ds2 = −f(r)dt2 + f−1(r)dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2 . (100)

Čtyř-zrychleńı částice s čtyř-rychlost́ı uα je dáno:

aα ≡ duα

dτ
= uα;βu

β = uα,βu
β + Γαβγu

βuγ . (101)
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Složky čtyř-rychlosti stacionárńı částice jsou u = (ut, 0, 0, 0). Z normovaćı podmı́nky
plyne ut = 1/

√
−f(r). Tud́ıž:

aα = Γαtt(u
t)2 = −Γαtt

1

f(r)
. (102)

Zřejmě je Γttt = Γθtt = Γϕtt = 0 a

Γrtt =
1

2
grr
(
−gtt, r

)
=

1

2
ff ′ . (103)

Jedinou nenulovou složkou čtyř-zrychleńı je tedy ar = −f ′/2. Velikost čtyř-
zrychleńı je

a(r) =
√
gαβaαaβ =

√
grr(ar)2 =

f ′

2
√
f
. (104)

Jelikož na horizontu je f = 0 tak potom, zřejmě a(rhor) =∞. �

Úloha č.7) Uvažujte, že testovaćı částice je spouštěna pozorovatelem v nekonečnu
na poloměr r pomoćı nekonečně dlouhé, nehmotné struny. Jaká je velikost a∞(r),
kterou p̊usob́ı tento pozorovatel na testovaćı částici? Jaká bude hodnota a∞(rhor)?

Řešeńı: Uvažujme následuj́ıćı myšlenkový pokus. Pozorovatel v nekonečnu po-
sune strunu o malou vlastńı vzdálenost δs. T́ım vykoná práci

δW∞ = a∞δs . (105)

Na poloměru r se částice posune o vlastńı vzdálenost δs, ale vykonaná práce je

δW = a(r)δs . (106)

Necht’ je nyńı práce δW přeměněna na zářeńı, které je sb́ıráno v nekonečnu.
Energie tohoto zářeńı podléhá rudému posuvu

δE∞ = f 1/2δω = f 1/2aδs . (107)

Ze zákona zachováńı energie ovšem plyne, že δE∞ = δW∞ a tud́ıž

f 1/2aδs = a∞δs , ⇒ a∞ = f 1/2a . (108)
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Dosazeńım do tohoto vztahu za a z předchoźıho př́ıkladu (rov. (104)) tak docháźıme
k závěru

a∞ =
1

2
f ′ . (109)

Hodnota zrychleńı a∞(rhor) na horizontu je tud́ıž konečná. �

Úloha č.8) Určete kovariantńı energii testovaćı částice v klidu na statickém po-
loměru rstat ve Schwartzschildově-de Sitterově geometrii.

Řešeńı: Z normovaćı podmı́nky pro čtyř-rychlost UµUµ = −1 dostaneme (pro
θ = π/2) (

U r
)2

= E2 −
(

1− 2M

r
− Λ

3
r2
)(

1 +
L2

r2

)
. (110)

Jelikož je na statickém poloměru částice v klidu U r = 0 a L = 0 dostáváme

E2 = 1− 2M

r
− Λ

3
r2 . (111)

Z minulého př́ıkladu v́ıme, že rstat =
(
3M/Λ

)1/3
. Dosad́ıme-li tento výraz do

předchoźı rovnice, obdrž́ıme energii pozorovatele na statickém poloměru

E2
stat = 1− 2M

(
Λ

3M

)1/3

− Λ

3

(
3M

Λ

)2/3

= 1− 3

(
ΛM

3

)1/3

= 1− 3y1/3 , (112)

kde jsme zavedli bezrozměrný parametr y ≡ ΛM2/3. Výsledná energie je tak

Estat =
√

1− 3y1/3 . (113)

�

Úloha č.9) Ukažte, že v př́ıpadě nulových geodetik existuje mezńı hodnota im-
paktńıho parametru l2c , taková že pro l2 < l2c spadne foton do černé d́ıry. Ukažte,
že tato hodnota zálež́ı na parametru y podle vztahu

l2c =
27

1− 27y
. (114)
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Řešeńı: Z normovaćı podmı́nky pro čtyř-rychlost fotonu UµUµ dostaneme rovnici

(
U r
)2

= E2 −
(

1− 2

r
− yr2

)L2

r2
, (115)

kde r a L měř́ıme v jednotkách M . Změńıme-li afinńı parametr λ→ Eλ můžeme
napsat (

U r
)2

= 1−
(

1− 2

r
− yr2

) l2
r2
, (116)

kde l = L/E je impaktńı parametr. Aby se foton putuj́ıćı směrem k černé d́ı̌re
mohl vrátit zpět do ∞ muśı pro dané l existovat bod obratu (na př́ıpustné geo-
detice), tj. l muśı splňovat pro všechna r ≥ rc

0 ≤ 1−
(

1− 2

r
− yr2

) l2
r2
. (117)

Odtud máme

l2 ≤ r2

1− 2
r
− yr2

=
r3

r − 2− yr3
≡ l2γ(r; y) . (118)

Prozkoumejme pr̊uběh funkce l2γ(r; y). Pokud bude existovat minimum l2γ(rph; y)
potom pro l2 < l2γ(rph; y) nebude na př́ıslušné geodetice existovat bod obratu a
foton spadne pod horizont černé d́ıry. Minimum urč́ıme z extrému funkce l2γ(r; y):

dl2γ(r; y)

dr
=

3r2(r − 2− yr3)− r3(1− 3yr2)

r − 2− yr3
=

2r3 − 6r2

r − 2− yr3
0 , (119)

jej́ımž řešeńım je rph = 3 (viz obr. 2). Po dosazeńı dostáváme l2γ(rph; y) ≡ l2c

l2c =
27

1− 27y
. (120)

�
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r

l2γ(r; y)

3

žádný bod obratu

jeden bod obratu

Obrázek 2: Pr̊uběh funkce l2γ(r; y) pro y = 0.14.

Úloha č.10) Určete únikový světelný kužel z pohledu tetrády statického pozoro-
vatele

~e(t) =

(
1− 2

r
− yr2

)−1/2
∂

∂t
, (121)

~e(r) =

(
1− 2

r
− yr2

)1/2
∂

∂r
, (122)

~e(θ) =
1

r

∂

∂θ
, (123)

~e(ϕ) =
1

r sin θ

∂

∂ϕ
. (124)

Řešeńı: Složky čtyř-hybnosti fotonu měřené statickým pozorovatelem jsou

P(a) = Pµe
µ
(a) . (125)
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Definujeme směrový úhel fotonu α v̊uči dané tetrádě vztahem

sinα =
P (ϕ)

P (t)
, cosα =

P (r)

P (t)
. (126)

Postupně tak dostáváme (s využit́ım (125))

sinα =
P(ϕ)

−P(t)

=
Pϕe

ϕ
(ϕ)

Ptet(t)
=

(
1− 2

r
− yr2

)1/2
L

Er
=

(
1− 2

r
− yr2

)1/2
l

r
. (127)

cosα =
P(r)

−P(t)

=
er(r)grrP

r

−et(t)Pt
= ±

(
1− 2

r
− yr2

)1/2
√
E2 −

(
1− 2

r
− yr2

)
L2/r2(

1− 2
r
− yr2

)1/2

E

=

= ±
[
1−

(
1− 2

r
− yr2

) l2
r2

]1/2

. (128)

�

Úloha č.11) Určete hodnotu kritického úhlu αc, pro který daný foton ještě unikne
do ∞. Diskutujte hodnotu cosαc s ohledem na radiálńı polohu zdroje r v̊uči
fotonové orbitě rph = 3.

Řešeńı: Hodnotu kritického úhlu urč́ıme dosazeńım kritické hodnoty impaktńıho
parametru lc(y) do vztah̊u (127) a (128).

sinαc =
1

r

(
1− 2

r
− yr2

)1/2(
27

1− 27y

)1/2

=

√
27(r − 2− yr3)

r3(1− 27y)
. (129)

cosαc = ±
[
1−

(
1− 2

r
− yr2

) 27

r2(1− 27y)

]1/2

= ±

√
r3 − 27r + 54

r3(1− 27y)
. (130)

Na r = rph = 3 je coshαc = 0 a tud́ıž αc = π/2 a P (r) = 0. Je-li r > rph pak
P (r) < 0 a za znaménko v rovnici (130) bereme (−) ⇒ cosαc < 0. Je-li r < rph
pak muśı být P (r) > 0 a za znaménko v rovnici (130) bereme (+)⇒ cosαc > 0.

�

24



3 Pohyb testovaćıch částic v Kerrově geometrii

Kerrova metrika

Prostoročasový interval obecného, statického, osově symetrického prostoročasu
ṕı̌seme ve tvaru

ds2 = −e2νdt2 + e2ψ (dϕ− ωdt)2 + e2µ1dr2 + e2µ2dϕ2. (131)

Srovnáńım s Kerrovou metrikou v Boyer-Lindquistových souřadnićıch [7]

ds2 = −
(

1− 2r

Σ

)
dt2 − 2

(
2ar sin2 θ

Σ

)
dtdϕ

+
Σ

∆
dr2 + Σdθ2 +

(
r2 + a2 +

2a2r sin2 θ

Σ

)
sin2 θdϕ2 (132)

dostaneme vztahy

e2ν = Σ∆/A, e2ψ = A sin2 θ/Σ, (133)

e2µ1 = Σ/∆, e2µ2 = Σ, ω = 2ar/A (134)

kde je

∆ = r2 − 2r + a2, (135)

Σ = r2 + a2 cos2 θ, (136)

A = (r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ. (137)

Úloha č.1) Určete meze hodnot kruhových frekvenćı stacionárńıch pozorovatel̊u
a ukažte, že existuje oblast ve které neexistuj́ı protirotuj́ıćı trajektorie.

Řešeńı: Stacionárńı pozorovatelé maj́ı pevné souřadnice r a θ a pohybuj́ı se s
uniformńı kruhovou frekvenćı Ω = uϕ/ut. Př́ıslušný vektor 4-rychlosti

u =
(
ut, 0, 0, uϕ

)
(138)
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lež́ı uvnitř světelného kuželu, tj. nanejvýš se mohou bĺıžit k jeho plášti, kde 4-
rychlost splňuje podmı́nku

0 = uµuµ = gtt(u
t)2 + 2gtϕu

tuϕ + gϕϕ(uϕ)2. (139)

Společně s definićı úhlové frekvence v̊uči statickým pozorovatel̊um v nekonečnu
dostáváme rovnici

0 = gtt + 2gtϕΩ + gϕϕΩ (140)

s řešeńım

Ω± = ω ±
√
ω2 − gtt/gϕϕ, (141)

kde je

ω = − gtϕ
gϕϕ

(142)

úhlová frekvece lokálně nerotuj́ıćıch pozorovatel̊u kteř́ı jsou určeni podmı́nkou
l = 0. Hraničńı hodnoty pro Ω jsou

Ωmin = ω −
√
ω2 − gtt/gϕϕ, (143)

Ωmax = ω +
√
ω2 − gtt/gϕϕ (144)

(145)

Diskutujme tyto mezńı hodnoty vzhledem k radiálńı souřadnici r:

• je-li gtt < 0, pak pro všechna r splňuj́ıćı tuto podmı́nku je Ωmin < 0, Ωmax >
0.

• je-li gtt = 0 pak je Ωmin = 0 a Ωmax = 2ω. Pro danou latitudu dostaneme z
rovnice

gtt = − (1− 2r/Σ) = 0 = r2 − 2r + a2 cos2 θ (146)

radiálńı souřadnici bodu na ploše statické limity

rstat = 1 +
√

1− a2 cos2 θ. (147)
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• je-li gtt > 0, tj. pro r < rstat bude zřejmě Ωmax > Ωmin > 0. V oblasti pod
statickou limitou neexistuj́ı protirotuj́ıćı stacionárńı pozorovatelé.

• je-li gtt = ω2gϕϕ bude Ωmin = Ωmax = ω. V takovém př́ıpadě nemaj́ı sta-
cionárńı pozorovatelé na výběr a musej́ı korotovat s rotoj́ıćı černou d́ırou s
frekvenćı ω. K této situaci docháźı na horizontu, protože je

gtt = ω2gϕϕ ⇒ −e2ν + ω2e2ϕ = ωe2ϕ ⇒ e2ν = 0 =
∆Σ

A
(148)

a horizonty černé d́ıry splňuj́ı podmı́nku ∆ = 0.

�

Úloha č.2) Určete tetrádu lokálně nerotuj́ıćıch pozorovatel̊u (LNRF).

Řešeńı: 4-rychlost lokálně nerotuj́ıćıch pozorovatel̊u je

u = u(t)e(t) = utet + uϕeϕ. (149)

Vyjádřeme vektor časový tetrády obecně vztahem

et = Aet +Beϕ (150)

a dosad’me jej do (149). Dostaneme rovnice

Au(t) = ut, (151)

Bu(t) = uϕ = ωut (152)

ze kterých plyne
B = Aω. (153)

Vektory tetrády splňuj́ı podmı́nku ortonormality, tj.

e(a) · e(b) = η(a)(b). (154)

Pro e(t) tak dostáváme rovnici

e(t) · e(t) = −1 = A2
(
gtt + 2ωgtϕ + ω2gϕϕ ) (155)
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Odtud źıskáme funkci A ve tvaru

A =
1√

−gtt − 2ωgtϕ − ω2gϕϕ
= e−ν . (156)

Časový vektor tetrády má výsledný tvar

e(t) = e−ν(et + ωeϕ). (157)

Azimutálńı vektor tetrády hledejme opět v obecném tvaru

e(ϕ) = Cet +Deϕ. (158)

S využit́ım podmı́nek ortonormality, máme soustavu dvou rovnic pro dvě neznámé

1 = e(ϕ) · e(ϕ) = C2gtt + 2CDgtϕ +D2gϕϕ, (159)

0 = e(ϕ) · e(t) = (Cet +Deϕ) · e−ν(et + ωeϕ) (160)

která má řešeńı
C = 0, D = e−ψ. (161)

Azimutálńı vektor tetrády má nakonec tvar

e(ϕ) = e−ψeϕ. (162)

Zbylé dva vektory e(r) a e(θ) lze z podmı́nek ortonormality určit př́ımo, tj.

e(r) = Her → e(r) · e(r) = 1→ e(r) = e−µ1er (163)

and
e(θ) = Geθ → e(θ) · e(θ) = 1→ e(θ) = e−µ2eθ. (164)

�

Úloha č.3) Určete kovariantńı energii E testovaćı částice, pohybuj́ıćı se v ekva-
toriálńı rovině, určenou vzhledem k LNRF. Určete podmı́nku pro kterou bude
E < 0.
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Řešeńı: Vzlhedem k LNRF je vektor čtyřhybnosti č́ıstice

p = µ(γ, γV ), (165)

kde je γ =
√

1− V 2. Kovariantńı energie je určena vztahem

E = −pt = −p(a)et(a) = µγ(eν + ωeψV (ϕ)) (166)

a v ekvatoriálńı rovině nakonec obdrž́ıme

E = µγA−1/2(r∆1/2 + 2MaV (ϕ)). (167)

Energie E bude záporná při splněńı podmı́nky

V (ϕ) < −r(r
2 − 2Mr + a2)1/2

2Ma
. (168)

�

Úloha č.4) Ukažte, že oblast ve které je E < 0 lež́ı pod statickou limitou, tj. pro
pohyb v ekvatoriálńı rovině r < 2M .

Řešeńı: Z předchoźıho př́ıkladu v́ıme, že E < 0 tam kde je splněna podmı́nka

V (ϕ) < Vmax = −r(r
2 − 2Mr + a2)1/2

2Ma
. (169)

Určeme nejprve pr̊uběh funkce Vmax vzhledem k radiálńı souřadnici r.

dVmax
dr

=
−a2 + 3r − 2r2

2a
√
r2 − r2 + a2

. (170)

Extrémy jsou tam kde je

−a2 + 3r − 2r2 = 0 ⇒ r± =
3∓
√

9− 8a2

4
(171)
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Snadno se přesvědč́ıme, že r± jsou monotonńı na a a dostáváme

r+(a = 0) =
3

2
a r−(a = 0) = 0, (172)

r+(a = 1) = 1 a r−(a = 0) =
1

2
. (173)

V př́ıpadě černých děr je extrémy funkce Vmax pod horizontem a nad nimi je
monotonńı. Studujme následuj́ıćı tři př́ıpady vzhledem k r = 2M .

• Pro r = 2M , tj. na statické limitě je

Vmax = −1. (174)

Požadavek E < 0 zde nemůže být splněn protože by muselo platit V (ϕ) <
Vmax = −1.

• Pro r > 2M je Vmax < −1 a tedy v této oblasti taky nemůžou být geodetiky
s E < 0 protože by opět muselo platit E(ϕ) < −1.

• Z monotónnosti funkce Vmax nad horizontem muśı být Vmax > −1 a tedy,
v této oblasti může být podmı́nka −1 < V (ϕ) < Vmax splněna. Zde existuj́ı
geodetiky s E < 0.

�

Úloha č.5) Určete pohybové rovnice testovaćı částice v Kerrově geometrii pomoćı
Hamiltonovy-Jacobiho metody.

Řešeńı: Na geodetice zřejmě plat́ı aµ = 0, což je ekvivalentńı Hamiltonovým
rovnićım

dxµ

dλ
=
∂H

∂pµ
,

dpµ
dλ

= − dH
∂xµ

(175)

s Hamiltoniánem ve tvaru

H =
1

2
gµνpµpν . (176)
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Jádrem Hamiltonovy-Jacobiho metody je Hamiltonova-Jacobiho funkce S. Když
v Hamiltoniánu nahrad́ıme zobecněné hybnosti gradienty funkce S, tj.

pµ =
∂S

∂xµ
. (177)

Př́ıslušná Hamiltonova-Jacobiho rovnice má potom tvar

−∂S
∂λ

=
1

2
gµν

∂S

∂xµ
∂S

∂xν
. (178)

Za předpokladu, že má systém integrály pohybu ξi, budou se testovaćı částice po-
hybovat po takových trajektoríıch na kterých je funkce S vzhledem k př́ıslušným
integrál̊um pohybu extremálńı, tj. plat́ı

∂S

∂ξi
= 0. (179)

Kontravariantńı metrické koeficienty gµν jsou, v Boyer-Lindquistových souřadnićıch,
dány vztahem

g = gµν
∂

∂xµ
∂

∂xν
= − 1

∆ρ2

[
(r2 + a2)

∂

∂t
+ a

∂

∂ϕ

]2

+
1

ρ2 sin2 θ

[
∂

∂ϕ
+ a sin2 θ

∂

∂t

]2

+

+
∆

ρ2

(
∂

∂r

)2

+
1

ρ2

(
∂

∂θ

)2

, (180)

kde je ∆ = r2 − 2r + a2 a ρ2 = r2 + a2 cos2 θ. Srovnáńım rovnic (178) a (180)
dostaneme HJ rovnice ve tvaru

−∂S
∂λ

= − 1

2∆ρ2

[
(r2 + a2)

∂S

∂t
+ a

∂S

∂ϕ

]2

+
1

2ρ2 sin2 θ

[
∂S

∂ϕ
+ a sin2 θ

∂S

∂t

]2

+

+
∆

2ρ2

(
∂S

∂r

)2

+
1

2ρ2

(
∂S

∂θ

)2

. (181)

Řešeńı této rovnice hledáme v separovaném tvaru

S = Sλ + St + Sϕ + Sr + Sθ. (182)
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Protože Hamiltonián H nezáviśı na t a ϕ tak se během pohybu testovaćı částice
zachovávaj́ı pt = −E a pϕ = Lz, tj. kovariantńı energie a azimutálńı moment
hybnosti. Vzhledem ke vztahu (177) dostáváme pro funkci S danou vztahem
(182) následuj́ıćı

pt =
∂S

∂t
=
∂St
∂t

= −E ⇒ St = −Et, (183)

pϕ =
∂S

∂ϕ
=
∂Sϕ
∂ϕ

= Lz ⇒ Sϕ = Lzϕ. (184)

Dále, je čtyřhybnost normována tak, že plat́ı

−m2 = gµνpµpν , (185)

kde m je klidová hmotnost částice. Odtud srovnáńım s Hamiltonovou-Jacobiho
rovńıćı dostáváme, že plat́ı

1

2
m2 =

∂S

∂λ
=
∂Sλ
∂λ

⇒ Sλ =
1

2
m2λ. (186)

Hledané řešeńı tak ṕı̌seme ve tvaru

S =
1

2
m2λ− Et+ Lzϕ+ Sr + Sθ. (187)

Zbývaj́ıćı neznámé funkce Sr a Sθ urč́ıme dosazeńım S do Hamiltonovy-Jacobiho
rovnice (181) a řeš́ıme rovnici

−1

2
m2 = −1

2

1

∆ρ2

[
aLz − E(r2 + a2)

]2
+

1

2

1

ρ2 sin2 θ

[
Lz − aE sin2 θ

]2
+

+
1

2
∆

(
∂Sr
∂r

)2

+
1

2

(
∂Sθ
∂θ

)2

. (188)

Vynásobeńı této rovnice výrazem 2ρ2 a následnou separaćı funkćı závislých na r
od funkćı závislých na θ dostaneme rovnici

F (r) = −m2r2 +
1

∆

[
aLz − E(r2 + a2)

]2 −∆

(
∂Sr
∂r

)2

, (189)

G(θ) = m2a2 cos2 θ +
1

sin2 θ

[
Lz − aE sin2 θ

]2
+

(
∂Sθ
∂θ

)2

, (190)

F (r) = G(θ). (191)
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Výše uvedená rovnice muśı platit pro libovolné r a θ, tzn. muśı platit

F (r) = K = konst = G(θ), (192)

kde K je Carterova separačńı konstanta. Dostáváme tak pro Sr a Sθ obyčejné
diferenciálńı rovnice ve tvaru(

dSr
dr

)2

=
1

∆2

{[
aLz − E(r2 + a2)

]2 −∆(m2r2 +K)
}

=
R(r)

∆2
, (193)(

dSθ
dθ

)2

= K −m2a2 cos2 θ − 1

sin2 θ

[
Lz − aE sin2 θ

]2
= W (θ) (194)

s řešeńımi

Sr =

∫ r
√
R

∆
dr, a Sθ =

∫ θ√
W (θ)dθ. (195)

Z podmı́nky extremálnosti funkce S vzhledem k pohybovým konstantám dosta-
neme

•

∂S

∂K
=
∂Sr
∂K

+
∂Sθ
∂K

= −
∫ r dr

2
√
R

+

∫ θ dθ

2
√
W

= 0

⇓∫ r dr√
R

=

∫ θ dθ√
W
. (196)

•

∂S

∂m2
=
∂Sλ
∂m2

+
∂Sr
∂m2

+
∂Sθ
∂m2

=
1

2
λ− 1

2

∫ r r2dr√
R
− 1

2

∫ θ a2 cos2 θdθ√
W

= 0

⇓

λ =

∫ r r2dr√
R

+

∫ θ a2 cos2 θdθ√
W

. (197)
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•
∂S

∂E
=
∂St
∂E

+
∂Sr
∂E

+
∂Sθ
∂E

= −t+

∫ r (r2 + a2) [E(r2 + a2)− aLz] dr
∆
√
R

+∫ θ a sin2 θE − Lz
sin2 θ

√
W

dθ = 0

⇓

t =

∫ r (r2 + a2) [E(r2 + a2)− aLz] dr
∆
√
R

+∫ θ a sin2 θE − Lz
sin2 θ

√
W

dθ. (198)

•
∂S

∂Lz
=
∂St
∂Lz

+
∂Sr
∂Lz

+
∂Sθ
∂Lz

= ϕ+

∫ r a [aLz − E(r2 + a2)]

∆
√
R

dr +∫ θ aE sin2 θ − Lz
sin2 θ

√
W

dθ

⇓

ϕ =

∫ r a [E(r2 + a2)− aLz]
∆
√
R

dr +∫ θ Lz − aE sin2 θ

sin2 θ
√
W

dθ. (199)

Rovnice (196) - (199) jsou Carterovými rovnicemi v integrálńım tvaru [5].
Carterovy rovnice v diferenciálńım tvaru snadno obdrž́ıme ze vztahu (177).

Poč́ıtejme,

•

pr =
∂S

∂r
=
∂Sr
∂r

=
∂

∂r

∫ r
√
R

∆
dr =

√
R

∆
⇓

grrp
r =

√
R

∆
⇒ ρ2pr =

√
R. (200)
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•

pθ =
∂S

∂θ
=
∂Sθ
∂θ

=
∂

∂θ

∫ θ√
Wdθ =

√
W

⇓
gθθp

θ =
√
W ⇒ ρ2pθ =

√
W. (201)

Diferenciálńı rovnice pro souřadnicový čas t a pro azimutálńı souřadnici ϕ do-
staneme derivaćı rovnic (198) a (199) podle afinńıho parametru λ a dostáváme
rovnice

ρ2 dt

dλ
=

(r2 + a2) [E(r2 + a2)− aLz]
∆

+ a
a sin2 θE − Lz

sin2 θ
(202)

a

ρ2dϕ

dλ
=
a [E(r2 + a2)− aLz]

∆
+
Lz − aE sin2 θ

sin2 θ
. (203)

�

Ekvatoriálńı rovina

Úloha č.1) V Kerrově geometrii určete hranici, která rozděluje tuto geometrii na
oblast, kde existuj́ı stacionárńı pozorovatelé (v̊uči stacionárńım pozorovatel̊um v
nekonečnu) a na oblast, kde takov́ı pozorovatelé neexistuj́ı.

Řešeńı: Délkový element v Boyerových-Lindquistových souřadnićıch má tvar

ds2 =
∆

ρ2

(
dt− a sin2 θdϕ

)2

− sin2 θ

ρ2

[
(r2 + a2)dϕ− adt

]2

− ρ

∆
dr2− ρ2dθ2 , (204)

kde

∆ = r2 − 2r + a2 , (205)

ρ = r2 + a2 cos2 θ . (206)
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Uvažujme nulové křivky, které splňuj́ı podmı́nky

ds = dr = dθ = 0 , (207)

z rovnice (204) potom dostaneme

0 =
∆

ρ2

(
dt− a sin2 θdϕ

)2

− sin2 θ

ρ2

[
(r2 + a2)dϕ− adt

]2

. (208)

Tuto rovnici budeme řešit pro veličinu dϕ
dt

a dostaneme

dϕ

dt
=

a sin θ ±
√

∆

(r2 + a2) sin θ ± a
√

∆ sin2 θ
. (209)

Pro znaménko (+) v této rovnici je dϕ
dt
> 0 a foton se pohybuje ve stejném směru

jako je rotace černé d́ıry. Nyńı zjist́ıme, za jakých podmı́nek bude dϕ
dt
≤ 0 (tj.

bereme rovnici (209) se znaménkem (-)).

1. Určeme znaménko jmenovatele v rovnici (209). Snadno se přesvědč́ıme, že

(r2 + a2) sin θ ± a
√

∆ sin2 θ > 0 . (210)

2. To znamená, že pokud dϕ
dt
≤ 0 pak muśı platit a sin θ −

√
∆ ≤ 0. Tato

nerovnost je splněna pro všechna r ≥ rs, kde rs je kořen rovnice

r2 − 2r + a2 cos2 θ = 0 . (211)

Plocha r = rs se nazývá plochou statické limity, kde dϕ
dt

= 0. Jinými slovy, každá
částice na této ploše se muśı pohybovat rychlost́ı světla proti směru rotace černé
d́ıry, aby byla v klidu v̊uči statickým pozorovatel̊um v nekonečnu.

�
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Úloha č.2) Ukažte, že testovaćı částice v Kerrově prostoročase bude mı́t na
kruhové orbitě specifickou energii E a specifický moment hybnosti L ve tvaru

E =
r3/2 − 2r1/2 ± a

r3/4
(
r3/2 − 3r1/2 ± 2a

)1/2
, (212)

L = ± r2 ∓ 2ar1/2 + a2

r3/4
(
r3/2 − 3r1/2 ± 2a

)1/2
. (213)

Řešeńı: Vyjdeme z Carterovi rovnice pro radiálńı souřadnici

ρ2 dr

dτ
= ±
√
R , (214)

kde R je v ekvatoriálńı rovině (θ = π/2) dáno vztahem

R = m2
[
E(r2 + a2)− aL

]2

−m2∆
[
r2 + (L − aE)2

]
. (215)

Pro kruhové orbity muśı zřejmě platit dr
dτ

= d2r
dτ2

= 0, což implikuje soustavu rovnic
R = dR

dr
= 0 ve tvaru [

E(r2 + a2)− aL
]2

−∆
[
r2 + (L − aE)2

]
= 0 , (216)

4(E2 − 1)r3 + 6r2 + 2
[
a2(E2 − 1)− L2

]
r + 2(L − aE)2 = 0 . (217)

Z těchto rovnic obdrž́ıme hledaný výsledek

E =
r3/2 − 2r1/2 ± a

r3/4
(
r3/2 − 3r1/2 ± 2a

)1/2
, (218)

L = ± r2 ∓ 2ar1/2 + a2

r3/4
(
r3/2 − 3r1/2 ± 2a

)1/2
. (219)
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Úloha č.3) Určete limitńı hranici, na které ještě může existovat kruhová orbita.

Řešeńı: Výraz pod odmocninou ve jmenovateli rovnic (218) a (219) z předchoźıho
př́ıkladu muśı být > 0, tj.

r3/2 − 3r1/2 ± 2a > 0 . (220)

Mezńı hodnota poloměru pro kruhové orbity je kořen rovnice

r3/2 − 3r1/2 ± 2a = 0 ⇒ rph = 2
[
1 + cos(2

3
arccos(∓a))

]
. (221)

Pro poloměr rph specifická energie E a specifický moment hybnosti L diverguj́ı.
To naznačuje, že r = rph odpov́ıdá fotonové kruhové orbitě. Pokud a = 0 pak
rph = 3 jako u Schwartzshildovy černé d́ıry. Pro extrémńı Kerrovu d́ıru a = 1 je
hodnota poloměru fotonové orbity rph = 1 pro korotuj́ıćı fotony a rph = 4 pro
antikorotuj́ıćı fotony.

�

Úloha č.4) Určete polohu mezně vázaných orbit a mezně stabilńıch kruhových
orbit.

Řešeńı: Nevázané kruhové orbity splňuj́ı podmı́nku E > 1. Pro mezně vázanou
orbitu pak dostáváme rovnici (viz rovnice (218))

1 =
r3/2 − 2r1/2 ± a

r3/4
(
r3/2 − 3r1/2 ± 2a

)1/2
, (222)

což dává

korotuj́ıćı: r2 − 4r + 4a
√
r − a2 = 0 ⇒ rmb+ = 2− a+ 2

√
1− a ,

antikorotuj́ıćı: r2 − 4r − 4a
√
r − a2 = 0 ⇒ rmb− = 2 + a+ 2

√
1− a .

(223)
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A pro
a = 0 ⇒ rmb+ = rmb− = 4 ,
a = 1 ⇒ rmb+ = 1 ,

rmb− = 3 + 2
√

2 ≈ 5.83 .
(224)

Stabilita kruhových orbit implikuje nerovnost d2R
dr2
≤ 0. Dostáváme tak rovnici

12(E2 − 1)r2 + 12r − 2
[
L2 − a2(E2 − 1)

]
≤ 0 . (225)

Dosazeńım z rovnice (218) a (219) obdrž́ıme nerovnost

r2 − 6r ± 8ar1/2 − 3a2 ≥ 0 ⇒ r ≥ rms , (226)

kde rms je kořen rovnice

r2 − 6r ± 8ar1/2 − 3a2 = 0 , (227)

jehož řešeńım je

rms = 3 + Z2 ∓
[
(3− Z1)(3 + Z1 + 2Z2)

]1/2

, (228)

Z1 = 1 + (1− a)1/3
[
(1 + a)1/3 + (1− a)1/3

]
, (229)

Z2 = (3a2 + Z2
1)1/2 . (230)

Pro a = 0 obdrž́ıme rms = 6. Pro a = 1 pak rms+ = 1 v korotuj́ıćım př́ıpadě a
rms− = 9 v antikorotuj́ıćım př́ıpadě.

�

Úloha č.5) Uvažujte dvě testovaćı částice pohybuj́ıćı v ekvatoriálńı rovině směrem
ke Kerrově černé d́ı̌re. Každá částice má nenulový moment hybnosti l1, resp. l2.
Tyto částice necháme srazit v bodě rc > r+ kde r+ = 1 +

√
1− a2 je vněǰśı hori-

zont černé d́ıry.
Určete:

• minimálńı a maximálńı azimutálńı moment hybnosti, pro který částice spadne
na horizont,
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• energii srážky ECM v̊uči hmotnému středu systému obou částic.

Řešeńı: Radiálńı rovnice má pro testovaćı částici pohybuj́ıćı s kovariantńı energíı
E = 1 v ekvatoriálńı rovině Kerrovy černé d́ıry tvar

dr

dτ
= ± 1

r2

√
V (r; l), (231)

kde je

V (r; l) =
(
r2 + a2 − al

)2 −∆
(
r2 + (l − a)2

)
. (232)

Částice putuj́ıćı z nekonečna se do něj opět vrátńı, pokud má jej́ı geodetika bod
obratu, tj. bod rt > r+ splňuj́ıćı podmı́nku V (rt; l) = 0. Pro mezńı hodnoty
momentu hybnosti muśı být nav́ıc splněna podmı́nka dV (rt; l)/dr = 0, která
znamená, že pokud má funkce nestabilńı kruhovou orbitu tak pro lmin < l < lmax
se neodraźı od potenciálové bariéry a spadne pod černoděrový horizont. Řeš́ıme
tak soustavu rovnic(

r2 + a2 − al
)2 −∆

(
r2 + (l − a)2

)
= 0 (233)

3r2 − l2r + (a− l)2 = 0 (234)

Řešeńım této soustavy jsou následuj́ıćı kořeny

r1 = 2(1−
√

1− a)− a l1 = 2(1−
√

1− a), (235)

r2 = 2(1 +
√

1− a)− a l2 = 2(1 +
√

1− a), (236)

r3 = 2(1 +
√

1 + a) + a l3 = −2(1 +
√

1 + a), (237)

r4 = 2(1−
√

1 + a) + a l4 = −2(1−
√

1 + a). (238)

Pouze r2 a r3 jsou větš́ı než r+ a tedy dostáváme výsledek

lmin = −2(1 +
√

1 + a) a lmax = 2(1 +
√

1− a). (239)

A dostáváme se k druhému bodu zadáńı, určeńı energie srážky ECM . Je-li celková
4-hybnost srážej́ıćıch se částic Ptot = P1 +P2, kde P1 a P2 jsou čtyřhybnosti prvńı,
res. druhé částice, pak je energie srážky v CM systému určena vztahem

E2
CM = −Ptot · Ptot. (240)
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Z něj pak postupně dostáváme, za předpokladu m1 = m2 = m,

E2
CM = −(P1 + P2) · (P1 + P2) = − (P1 · P1 + P2 · P2 + 2P1 · P2) (241)

= |P · P | = −m2| = 2m2(1 + U1 · U2) = 2m2(1 + gijU
i
1U

j
2 ), (242)

kde byl využit vztah P = mU . Složky 4-rychlost́ı obou částic v ekvatoriálńı rovině
jsou

U1 = (U t
1, U

r
1 , 0, U

ϕ
1 ) a U2 = (U t

2, U
r
2 , 0, U

ϕ
2 ). (243)

Vztah pro E2
CM tak uprav́ıme a obdrž́ıme vztah

E2
CM = 2m2

√
1 + gttU t

1U
t
2 + grrU r

1U
r
2 + gϕϕU

ϕ
1 U

ϕ
2 + gtϕ(U t

1U
ϕ
2 + U t

2U
ϕ
1 ). (244)

kde pak jsou jednotlivé, nenulové složky určeny z Carterových rovnic

U t = − 1

r2

[
a(a− l) +

(r2 + a2)T

∆

]
, (245)

U r = ± 1

r2

√
V , (246)

Uϕ = − 1

r2

[
(a− l) +

aT

∆

]
(247)

kde je T = r2 + a2 − al.
�

Úloha č.6) Uvažujte následuj́ıćı experiment (demonstrace Penroseova procesu)
kterým je ”odčerpávána”energie a moment hybnosti Kerrovy černé d́ıry. Necht’ se
částice vypuštěná v z klidu v nekonečnu, E(0) = 1 a L0

z, rozpadne v bodě obratu
(Lz je voleno tak aby rt < 2M) své geodetiky na dva fotony. Foton č. 1 necháme

spadnout pod horizont s eneríı a momntem hybnosti L
(1)
z < 0 a E1 < 0 zat́ımco

druhý foton odlet́ı zpět do nekonečna s E(2) a L
(2)
z . Určete maximálńı možný

výtěžek energie ∆E = E(2) − E(0) při tomto pokusu.

Řešeńı: Uvažujeme pohyb v ekvatoriálńı rovině, tj. Q = 0. Z Carterovy rovnice
pro radiálńı složku 4−hybnosti máme rovnici pro[

r(r2 + a2) + 2a2M
]
E2 − 4aMLzE − L2

z(r − 2M) + (κr)∆ = 0 (248)
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kde κ = 1 pro časupodobné geodetiky a κ = 0 pro nulové geodetiky. Vyjádřeme z
této rovnice kovariantńı energii E a azimutálńı moment hybnosti Lz a dostaneme
rovnice

E± =
2aMLz ±∆1/2 [r2L2

z + (r(r2 + a2) + 2a2M)κr]
1/2

r(r2 + a2) + 2a2M
, (249)

Lz± =
−2aME ±∆1/2 [r2E2 + (r − 2M)κr]

1/2

r − 2M
. (250)

Poznamenejme, že pro radiálně padaj́ıćı částici z klidu z nekonečna je E = 1 a
tedy bereme rovnici s E = E+. Geodetika rozpadaj́ıćı se částice má následuj́ıćı
konstanty pohybu

E(0) = 1, (251)

L(0)
z =

−2aM + ∆1/2 [2r(r −M)]1/2

r − 2M
= α(0). (252)

Necht’ momenty hybnosti pro vzniklé fotony jsou (odpov́ıdaj́ı bodu obratu na
daném r)

L(1)
z =

−2aM − r∆1/2

r − 2M
E(1) = α(1)E(1) (253)

a

L(2)
z =

−2aM + r∆1/2

r − 2M
E(2) = α(2)E(2). (254)

Samozřejmě, plat́ı zákony zachováńı energie

E(1) + E(2) = E(0) = 1 (255)

a momentu hybnosti

L(1)
z + L(2)

z = α(1)E(1) + α(2)E(2) = L(0)
z = α(0). (256)

Řešeńım této soustavy rovnic obdrž́ıme následuj́ıćı výrazy pro energie foton̊u

E(1) =
α(0) − α(2)

α(1) − α(2)
, (257)

E(2) =
α(1) − α(0)

α(1) − α(2)
. (258)

42



Dosazeńım za α(i) dostaneme konečné výrazy

E(1) = −1

2

(√
2M

r
− 1

)
, (259)

E(2) =
1

2

(√
2M

r
+ 1

)
, (260)

(261)

V ergosféře (r < 2M) je energie fotonu č. 1 záporná. Výtěžek energie bude

∆E = E(2) − E(0) =
1

2

(√
2M

r
− 1

)
= −E(1). (262)

Maximálńı výtěžek energie źıskáme pro minimálně možný bod obratu, který je
na r+, tj.

∆E =
1

2

(√
2M

r+

− 1

)
. (263)

Pro extrémńı černou d́ıru (a = 1) je r+ = M a tedy maximálně možný výtěžek
energie bude

∆E =
1

2

(√
2− 1

)
.
= 0.207. (264)

�

Úloha č.7) Uvažujte prachovou slupku s radiálńım rozměrem rs >> r+ v Kerrově
metrickém poli [2]. Určete jak se p̊uvodně sféricky symetrická slupka bude, během
volného pádu na černoděrový horizont měnit (jako charakteristiku distorze slupky
zvolte dobu radiálńı souřadnici, rs(t; θ), prachových částic ve stejném souřadnicovém
čase t).

Řešeńı: V Boyerových-Lindquistových souřadnićıch má prostorčasový interval v
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Kerrově geometrii tvar

ds2 = −
(

1− 2Mr

Σ

)
dt2 +

Σ

∆
dr2 + Σdθ2

−4Mra sin2 θ

Σ
dtdϕ+

A

Σ
sin2 θdϕ2, (265)

kde je

Σ ≡ r2 + a2 cos2 θ, (266)

∆ ≡ r2 − 2mr + a2, (267)

A ≡ (r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ. (268)

Pro testovaćı částici odvodil Bandon Carter, z Hamilton-Jacobiho rovnic, pohy-
bové rovnice ve tvaru

Σ
dr

dτ
=
√
R, (269)

Σ
dθ

dτ
=
√
W, (270)

Σ
dt

dτ
= −a

(
aE sin2 θ − Φ

)
+
r2 + a2

∆
P, (271)

Σ
dϕ

dτ
=

(
aE − Φ

sin2 θ

)
+
aP

∆
. (272)

V těchto rovnićıch jsou zavedeny funkce

W (θ) = Q− cos2 θ

[
a2(m2 − E2) +

Φ2

sin2 θ

]
, (273)

P (r) = E(r2 + a2)− aΦ, (274)

a
R = P 2 −∆

[
m2r2 +Q+ (Φ− aE)2

]
. (275)

Testovaćı částice, tvoč́ıćı slupku, se pohybuj́ı s pohybovými konstantami

E = m, Φ = 0, aQ = 0. (276)
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Za těchto předpoklad̊u se Carterovy rovnice zjednodušš́ı a ṕı̌seme je ve tvaru

Σ
dr

dτ
= −

√
2Mr(r2 + a2), (277)

Σ
dθ

dτ
= 0, (278)

Σ
dt

dτ
= −a2 sin2 θ +

(r2 + a2)2

∆
, (279)

Σ
dϕ

dτ
= −a

[
1− r2 + a2

∆

]
. (280)

Z rovnice (278) je ihned vidět, že prachové částice budou následovat trajektorie
s konstantńı latitudinálńı souřadńıćı θ = θi. Abychom určili deformaci slupky
slouč́ıme dohromady rovnice (277) a (279) a obdrž́ıme (z definice derivace složené
funkce dt(r(τ))/dτ = (dt/dr)(dr/dτ))

dt

dr
=

dt/dτ

dr/dτ
= −

[
−a2 sin2 θi√
2Mr(r2 + a2)

+
(r2 + a2)2

∆
√

2Mr(r2 + a2)

]
. (281)

Zavedeme bezrozměrné veličiny výrazy r/M → r, a/M → a a t/M → t. Rovnice
(281) bude mı́t tvar

dt

dr
= −

[
−a2 sin2 θi√
2r(r2 + a2)

+
(r2 + a2)2

∆
√

2r(r2 + a2)

]
. (282)

Nejprve integrujme tuto rovnici pro a = 0. Vzhledem k tomuto př́ıpadu pak
budeme diskutovat výsledky pro a 6= 0. Necht’ je tedy a = 0. Určujeme následuj́ıćı
integrál

t = − 1√
2

∫ r

0

r3/2

r − 2
dr =

∣∣r = x2, dr = 2xdx
∣∣ = − 2√

2

∫
x4

x2 − 2
dx. (283)

Snadno se přesvědč́ıte, že výsledkem je funkce

t

2M
= −2

( r

2M

)1/2

− 2

3

( r

2M

)3/2

+ log

∣∣∣∣∣
(

r
2M

)1/2
+ 1(

r
2M

)1/2 − 1

∣∣∣∣∣ . (284)
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Určeme aproximaci výrazu

log

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣ (285)

pro x >> 1. Z Taylorova rozvoje dostaneme

log

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣ ' log
∣∣(1 + x)2

∣∣ = 2 log |1 + x| ' x. (286)

Odkud tedy plyne přibližná forma vztahu (284), kterou ṕı̌seme ve tvaru

t

2M
= −2

( r

2M

)1/2

− 2

3

( r

2M

)3/2

+ 2

(
2M

r

)1/2

. (287)

Pro r >> 2M lze analyticky řešit rovnici (282) pro a 6= 0. Pro tento př́ıpad
přeṕı̌seme rovnici (282) na následuj́ıćı

dt

dr
= −

[
−a2 sin2 θi√
2r(r2 + a2)

+
(r2 + a2)2

∆
√

2r(r2 + a2)

]
. (288)

kterou řeš́ı funkce

t

2M
= −2

( r

2M

)1/2

− 2

3

( r

2M

)3/2

+

[
2 +

a2

2

(
1

2
− sin2 θ

)](
2M

r

)1/2

. (289)

�
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4 Pohyb testovaćıch částic v elektromagnetickém

poli

Př́ıtomnost elektrických náboj̊u a proud̊u nabitých částic generuj́ı elektromag-
netické pole, které samo, jako nositel energie, generuje zakřivený prostoročas.
Jestliže Aµ jsou složky vektorového 4-potenciálu pak ṕı̌seme složky Faradayova
tenzoru vet tvaru

Fµν = Aµ;ν − Aν;µ. (290)

Tenzor energie-hybnosti elektromagnetického pole pak je

Tµν =
1

4π

(
FµαF

α
ν −

1

4
FαβFαβ

)
. (291)

Pokud hmotný objekt je kromě hmotnosti nav́ıc vybaven nenulovým elektrickým
nábojem tak v př́ıpadě sférické symetrie a statičnosti dostáváme Reissner̊uv-
Nordstrom̊uv prostoročas [11, 16].

V př́ıpadě osové symetrie a stacionarity je řešeńım Einsteinových rovnic s
tenzorem energie-hybnosti elektromagnetického pole Kerr-Newman̊uv prostoročas
[10]. Jeho délkový element má tvar

ds2 = −
(

1− 2Mr − e2

Σ

)
dt2 +

Σ

∆
dr2 + Σdθ2

−2(2Mr − e2)a sin2 θ

Σ
dtdϕ+

A

Σ
dϕ2 (292)

kde je

Σ ≡ r2 + a2 cos2 θ, (293)

∆ ≡ r2 − 2Mr + a2 + e2, (294)

A ≡ (r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ. (295)

Úloha č.1) Z Hamiltonova formalizmu určete pohybové rovnice nabité, testovaćı
částice v zakřiveném prostoročase, na kterou p̊usob́ı elektro-magnetické śıly.
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Řešeńı: Elektromagnetické pole, je ve prostoročasové formulaci zakódováno do
4-potenciálu Aµ. Hamiltonián vedoućı k Lorentzově śıle má tvar

H =
1

2
gµν(πµ − eAµ)(πν − eAν), (296)

kde je e elektrický náboj testovaćı částice a πµ jsou kovariantńı složky zobecněné
hybnosti. Pohybové rovnice jsou určeny Hamiltonovými rovnicemi

dxµ

dλ
=
∂H

∂πµ
a
dπµ
dλ

= − ∂H
∂xµ

. (297)

Z prvńı soustavy Hamiltonových rovnic dostáváme

dxµ

dλ
=

1

2
gαβ

(
πα
∂πβ
∂πµ

+ πβ
∂πα
∂πµ
− eAα

∂πβ
∂πµ
− eAβ

∂πα
∂πµ

)
= gαµ (πα − eAα) = πµ − eAµ. (298)

V parametrizaci λ = τ/m je dxµ/dλ = pµ, takže máme prvńı výsledek

pµ = πµ − eAµ ⇒ πµ = pµ + eAµ. (299)

Odtud dosad́ıme za πµ do druhých Hamiltonových rovnic a postupně obdrž́ıme

d

dλ
(pµ + eAµ) =

1

2

[
gαβ,µ(πα − eAα)(πβ − eAβ)

−egαβ (πβAα,µ − παAβ,µ + eAβAα,µ + eAαAβ,µ)
]

(300)

Podrobněǰśım rozepsáńım této rovnice obdrž́ıme rovnici

gµν,σp
σpν + gµν,σep

σAν + gµν
dpν

dλ
+ gµνep

σAν,σ =

1

2
gσα,µp

σpα + epβAβ,µ. (301)
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Celou rovnici vynásob́ıme členem gκµ a osamostatńıme člen dpν/dλ, dostaneme

dpκ

dλ
=

1

2
gκµ (gσα,µp

σpα − gµν,σpσpν − gµσ,νpσpν)

+gκµ
(
epβAβ,µ − epσAν,σgµν − gµν,σepσAν

)
. (302)

Nyńı si stač́ı uvědomit, že plat́ı

Γκσα =
1

2
gκµ (−gσα,µ + gµα,σ + gµσ,α) (303)

a
(gµνA

ν) , σ = gµν,σA
ν + gµνA

ν
,σ. (304)

a obdrž́ıme výsledek
dpκ

dλ
+ Γκσαp

σpα = eF βκpβ, (305)

kde je
Fαβ = Aα,β − Aβ,α. (306)

�

Úloha č.2) Uvažujte pozorovatele, pohybuj́ıćıho se na kruhové, Keplerovské or-
bitě v okoĺı Reissnerovy-Nordstromovy černé d́ıry s nábojem Q a hmotnosti M .
Určete nenulové složky elektromagnetického pole, který tento pozorovatel bude
měřit.

Řešeńı: Kovariantńı složky tenzoru obecného elektromagnetického pole F v lokálńı
tetrádě statického pozorovatele jsou

F(α)(β) =


0 Er Eθ Eϕ
−Er 0 −Bϕ Bθ

−Eθ Bϕ 0 −Br

−Eϕ −Bθ Br 0

 (307)

Centrálńı objekt má naboj Q a pole je statické a sféricky symetrické, tzn. jediná
nenulová složka je

Er = −Q
r
. (308)

49



Kovariantńı složky tenzoru, tohoto elektromagnetického pole jsou

F(α)(β) =


0 −Q/r 0 0
Q/r 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 (309)

Nás zaj́ımaj́ı složky tenzoru elektromagnetického pole v systému pohybuj́ıćıho se
po keplerovské kruhové orbitě rychlost́ı

V (ϕ) =
U (ϕ)

U (t)
=
L

(ϕ)
j U j

L
(t)
j U

j
, (310)

kde transformačńı matice [L
(i)
j ] určuje vztah mezi složkami souřadnicové baze ωi

a složkami tetrády statického pozorovatele ω(i). Složky této matice zřejmě jsou
(ověřte)

[L
(i)
j ] =


f 1/2 0 0 0

0 f−1/2 0 0
0 0 r 0
0 0 0 r sin θ

 (311)

takže pro rychlost V (ϕ) obdrž́ıme výraz

V (ϕ) =
r sin θ

f 1/2

Uϕ

U t
= |θ = π/2| = r

f 1/2
Ωk. (312)

Pro určeńı Keplerovské frekvence, ΩK vyjdeme z rovnice geodetiky pro radiálńı
složku čtyřrychlosti U r, která má tvar

dU r

dτ
+ ΓrαβU

αUβ = 0. (313)

Na kruhové orbitě zřejmě plat́ı U r = 0, dU r/dτ = 0 a U = (U t, 0, 0, Uϕ). Za
těchto podmı́nek dostáváme výraz

ΩK ≡
Uϕ

U t
=

√
− Γrtt

Γrϕϕ
=

√
1

2

f,r
r

=

√
r −Q2

r4
. (ověřte) (314)
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Kovariantńı složky elektromagnetického pole z pohledu pozorovatele na kruhové
orbitě pak určuje momentálńı Lorentzova transformace ze systému statického
pozorovatele do systému pohybuj́ıćıho se pozorovatele podle vztahu

F ′(α)(β) = Λ
(µ)
(α)Λ

(ν)
(β)F(µ)(ν), (315)

kde je

Λ
(µ)
(ν) =


γ 0 0 −γV (ϕ)

0 1 0 0
0 0 1 0

−γV (ϕ) 0 0 γ

 (316)

a

γ =
1√

1− [V (ϕ)]2
. (317)

Nakonec obdrž́ıme kovariantńı složky tenzoru elektromagnetického pole F ′(α)(β) ve
tvaru

[F ′(α)(β)] =


0 γQ

r
0 0

−γQ
r

0 0 γQV
(ϕ)

r

0 0 0 0

0 −γQV (ϕ)

r
0 0

 (318)

Kromě elektrické složky Er = −γQ/r pozoruje pozorovatel na kruhové orbitě
ještě latitudinálńı magnetickou složku

Bθ = γ
QV (ϕ)

r
. (319)

�

Úloha č.3) Určete radiálńı souřadnici rstat na které bude částice s nábojem q,
v Reissnerově-Nordstromově metrickém poli určeném elektrickým nábojem Q, v
klidu.
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Řešeńı: Základem našich úvah bude pohybová rovnice pro radiálńı složku 4-
hybnosti (255), kterou zaṕı̌seme ve tvaru

dpr

dτ
+ Γrαβp

αpβ = qF rαpα. (320)

Složky 4-hybnosti uvažované, nabité částice jsou

pα = (pt, 0, 0, 0) (321)

a nav́ıc čáastice na statickém poloměru muśı splňovat podmı́nku dpr/dτ = 0. Z
těchto podmı́nek přejde rovnice (320) na tvar

Γrtt(p
t)2 = qF rtpt. (322)

Tenzor elektromagnetického pole bodového náboje z pohledu tetrády statického
pozorovatele má nenulové pouze složky

F (t)(r) = −F (r)(t) = Q/r. (323)

Vztah tetrádových složek tenzoru elektromagnetického pole a jeho složek vyjádřených
v̊uči souřadnicové bazi je

F µν = Lµ(α)L
ν
(β)F

(α)(β) (324)

kde zřejmě je

[Lµ(α)] =


f−1/2 0 0 0

0 f 1/2 0 0
0 0 r−1 0
0 0 0 (r sin θ)−1

 . (325)

Takže pro složku F rt dostaneme

F rt = Lr(r)L
t
(t)F

(r)(t) = f 1/2f−1/2Q

r
=
Q

r
. (326)

Rovnice (322) potom bude

Γrttf
−2(pt)

2 =
qQ

r
. (327)
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Jediná kovariantńı, nenulová složka 4-hybnosti č́ıstice je pt. Z normovaćı podmı́nky
dostáváme

−m2 = gαβpαpβ = f−1(pt)
2 ⇒ pt = mf 1/2. (328)

Dále, pro složku afinńı konexe Γrtt snadno, z definice, obdrž́ıme vztah

Γrtt =
1

2
ff,r. (329)

Rovnice, kterou muśıme vyřešit pak budem mı́t tvar

f,r
f

=
2qQ

r
. (330)

Zde jsem už položili m = 1. Dosazeńım za f z Reissnerovy-Nordstromovy metriky

f = 1− 2

r
+
Q2

r2
(331)

dostáváme výslednou rovnici (za předpokladu qQ > 0)

q2Q2r4 − 2q2Q2r3 − (1− q2Q4)r2 + 2Q2r −Q4 = 0, (332)

kterou muśı rstat splňovat. �
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5 Skalárńı pole v okoĺı černých děr

V této kapitole se na okamžik opust́ıme diskrétńı částice a budeme studovat jak
se vyv́ıj́ı v metrickém poli skalárńı pole [3].

Úloha č.1) Hustota Lagrangianu má pro komplexńı skalarńı pole ϕ s hmotnost́ı
µ tvar

L = −gij∇iϕ∇jϕ
∗ − µ2ϕϕ∗. (333)

Odvod’te z této hustoty Lagrangiánu pohybové rovnice skalárńıho pole.

Řešeńı: Př́ıslušné pohybové rovnice plynou z Eulerových-Lagrangeových rovnic,
které maj́ı pro ϕ∗ tvar

∇iϕ
∗
(

∂L
∂(∇iϕ∗)

)
− ∂L
∂ϕ∗

= 0 (334)

Určeme nejprve
∂L

∂(∇iϕ∗)
= −gij∇jϕ (335)

a
∂L
∂ϕ∗

= −µ2ϕ. (336)

Tyto dva výsledky vlož́ıme do Eulerových-Lagrangeových rovnic (334) a obdrž́ıme

∇i

(
−gij∇jϕ

)
+ µ2ϕ = 0

−∇ig
ij︸ ︷︷ ︸

=0

∇jϕ− gij∇i∇jϕ+ µ2ϕ = 0

(
∇i∇i − µ2

)
ϕ = 0(

�− µ2
)
ϕ = 0. (337)

�

Úloha č.2) Ukažte, že pro skalárńı funkci ϕ lze d’Alambertián � psát ve tvaru

�ϕ =
(
∂i∂i − Γiik∂

k
)
ϕ. (338)
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Řešeńı: O správnosti vztahu (338) se snadno přesvědč́ıme př́ımým výpočtem.
Postupně tak dostáváme

�ϕ = ∇i∇iϕ = ∇i

(
gis∇sϕ

)
= |∇ig

is = 0| = gis∇i∇sϕ

= |∇sϕ = ∂sϕ| = gis∇i(∂sϕ) = ∇i(∂
iϕ) = ∂i∂

iϕ+ Γiis∂
sϕ

=
(
∂i∂

i + Γiis∂
s
)
ϕ. (339)

�

Úloha č.3) S využit́ım vztahu

Γiij =
1√
−g

∂j
√
−g, (340)

kde g je diskriminant metriky [gij], upravte Klein-Gordonovu rovnici na tvar[
1√
−g

∂j
(
gjk
√
−g∂k

)
− µ2

]
ϕ = 0. (341)

Řešeńı: Dosad́ıme vztah (340) do (338) a uprav́ıme rovnici (337). Postupně tak
dostáváme (

∂i∂
i + Γiik∂

k − µ2
)
ϕ = 0(

∂i∂
i +

1√
−g

∂k
√
−g∂k − µ2

)
ϕ = 0[

1√
−g
(√
−g∂i∂i + ∂k

√
−g∂k

)
− µ2

]
ϕ = 0[

1√
−g

∂i
(√
−g∂i

)
− µ2

]
ϕ = 0. (342)

�
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Úloha č.4) Najděte a řešte pohybové rovnice skalárńıho pole v okoĺı Schwarzhil-
dovy černé d́ıry. Řešeńı hledejte v separovaném tvaru.

Řešeńı: Nenulové, kovariantńı složky metrického tenzoru popisuj́ıćı Schwarz-
child̊uv prostorčas jsou

gtt = −
(

1− 2

r

)
, grr =

(
1− 2

r

)−1

, gθθ = r2, gϕϕ = r2 sin2 θ. (343)

Diskriminant metriky je v tomto př́ıpadě roven

g = −r4 sin2 θ. (344)

Nyńı stač́ı rozepsat rovnici (342) vzhledem ke Schw. metrice a dostáváme{
1

r2 sin θ

[
∂

∂t

(
gttr2 sin θ

∂

∂t

)
+

∂

∂r

(
grrr2 sin θ

∂

∂r

)
+

+
∂

∂θ

(
gθθr2 sin2 θ

∂

∂θ

)
+

∂

∂ϕ

(
gϕϕr2 sin θ

∂

∂ϕ

)]
− µ2

}
Φ = 0 (345)

a výsledný tvar pro Schwarzchildovu metriku bude

− r3

r − 2

∂2Φ

∂t2
+

1

sin2 θ

∂2Φ

∂ϕ
+

∂

∂r

(
r(r − 2)

∂Φ

∂r

)
+

+
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Φ

∂θ
− µ2r2Φ

)
= 0 (346)

Vzhledem k sférické symetrii a časové nezávislosti metriky hledejme řešeńı této
diferenciálńı rovnice ve tvaru

Φ = e−iωtR(r)Alm(θ, ϕ). (347)

Dosad’me nyńı (347) do (346) a poč́ıtejme nejprve jednotlivé parciáńı derivace,
dostáváme

∂Φ

∂t
= −iωe−iωtRA, ∂2Φ

∂t2
= −ω2e−iωtRA, (348)

∂Φ

∂ϕ
= e−iωtR

∂A

∂ϕ
,

∂2Φ

∂ϕ2
= e−iωtR

∂2A

∂ϕ2
, (349)
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a
∂

∂r

(
(r2 − 2r)

∂Φ

∂r

)
= 2(r − 1)e−iωtA

dR

dr
+ r(r − 2)e−iωtA

d2R

dr2
, (350)

∂

∂θ

(
sin θ

∂Φ

∂θ

)
= cos θe−iωtR

∂A

∂θ
+ sin θe−iωtR

∂2A

∂θ2
. (351)

Celkově jsme tak dospěli k rovnici

r3

r − 2
ω2 +

1

A sin2 θ

∂2A

∂ϕ2
+

2(r − 1)

R

dR

dr
+
r(r − 2)

R

d2R

dr2
+

cot θ

R

∂A

∂θ
+

1

A

∂2A

∂θ2
− µ2r2 = 0, (352)

V této rovnice lze zřejmě od sebe oddělit radiálńı a úhlovou část a pak symbolicky
zapsáno dostáváme

P (r) = W (θ, ϕ). (353)

Tato rovnice muśı zřejmě platit pro libovolné r, θ a ϕ, tj. Pravá i levá strana se
muśı rovnat stejné konstantě, řekněme K. Vzhledem k této separačńı konstantě
K dostáváme dvě rovnice

r(r − 2)
d2R

dr2
+ 2(r − 1)

dR

dr
+

(
r3ω2

r − 2
− µ2r2 −K

)
R = 0 (354)

a
1

sin2 θ

∂2A

∂ϕ2
+ cot θ

∂A

∂θ
+
∂2A

∂θ2
−KA = 0. (355)

Kv̊uli snadněǰśımu zápisu ṕı̌seme mı́sto Alm jen A. Nyńı se soustřed́ıme na úhlovou
rovnici (355). �

Úloha č.5) Určete tenzor energie hybnosti klasického skalárńıho pole v poli Sch-
warchildovy černé d́ıry a určete podmı́nky, za kterých toto pole splňuje slabou a
silnou energetickou podmı́nku.
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Řešeńı: Tenzor energie hybnosti pole Φ, které je určeno Lagrangeovou hustotou
L, určuje rovnice

Tαβ = Φ;β
∂L
∂Φ;α

− δαβL. (356)

Hustota Lagrangiánu L klasického skalárńıho pole Φ je dána vztahem

L =
1

2
Φ;µΦ;µ +

1

2
µ2Φ2. (357)

K určeńı př́ıslušného tenzoru energie hybnosti už jen stač́ı dosadit posledńı vztah
do rovnice (356). Postupnými výpočty dostáváme

Tαβ =
1

2
gµνδαµΦ;ν +

1

2
gµνΦ;µδ

α
ν −

1

2
δαβ (Φ;µΦ;µ + µ2Φ2) (358)

= Φ;βΦ;α − 1

2
δαβ (Φ;µΦ;µ + µ2Φ2). (359)

Energetické podmı́nky, které nás nyńı zaj́ımaj́ı, jsou:

• Silná energetická podmı́nka - vyjádřena nerovnićı

Tµν −
T

2
gµνV

µV ν ≥ 0, (360)

• Slabá energetická podmı́nka - vyjádřena vztahem

TµνV
µV ν ≥ 0. (361)

V obou př́ıpadech je V µ jednotkový, času-podobný 4-vektor. Než urč́ıme silnou
energetickou podmmı́nku pro naše skalárńı pole spoč́ıtejme nejprve výraz pro
T = T µµ. Po krátkém výpočtu dostáváme výsledek

T = T µµ = Φ;µΦ;µ −
1

2
δµµ
[
(∇Φ)2 +m2Φ2

]
= −(∇Φ)2 − 2m2Φ2. (362)
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Tento výsledek využijeme k určeńı silné energerické podmı́nky(
Tµν −

T

2
gµν

)
V µV ν =

(
Φ;µΦ;ν +

1

2
gµνm

2Φ2

)
V µV ν

= (V µΦ;µ)2 − 1

2
m2Φ2 (363)

kde jsme využili VµV
µ = −1. Vid́ıme, že silnou energetickou podmı́nku lze velmi

snadno porušit. Např́ıklad, pokud bude pole Φ časově nezávislé v soustavě kde
je V µ = (1, 0, 0, 0) tak bude silná energetická podmı́nka zjevně porušena. Nyńı
obrat’me pozornost ke slabé energetické podmı́nce, která požadu platnost nerov-
nosti

0 ≤ TµνV
µV ν = (V µΦ;µ)2 +

1

2
(∇Φ)2 +

1

2
m2Φ2. (364)

Jak je ihned vidět tato podmı́nka je pro skalárńı pole Φ vždy splněna. �
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6 Termodynamika černých děr

Stephen Hawking ukázal [6], že celková plocha všech, klasických černých děr ve
Vesmı́ru nemůže klesat. Je-li A plocha černé d́ıry pak Hawking̊uv teorém ř́ıká

δA ≥ 0. (365)

Tento teorém silně připomı́ná druhý termodynamický zákon, který ř́ıká, že žádným
fyzikálńım zp̊usobem nemůže celková entropie S veškeré hmoty ve Vesmı́ru kle-
sat,tj. δS ≥ 0. T́ım ovšem analogie nekonč́ı. Na povrchu libovolné černé d́ıry
lze zavést veličinu κ - povrchová gravitace, která je konstantńı v př́ıpadě sta-
cionárńıch černých děr. Toto pravidlo je analogíı k nultému zákonu termodyna-
miky a sice, že teplota T je konstantńı v tělese v termodynamické rovnováze.
Dále, zde nalézáme analog k zákonu zachováńı celkové energie soustavy a to ve
tvaru

dM =
1

8π
κdA+ ΩHdJ, (366)

který ř́ıká, že celková změna hmotnosti černé d́ıry odpov́ıdá změně jej́ı plochy
A a/nebo změně jej́ıho momentu hybnosti J . A nakonec k třet́ımu termodyna-
mickému zákonu, který ř́ıká, že je nemožné fyzikálńımi procesy dosáhnout T = 0,
existuje analogie tvrd́ıćı, že neńı možné fyzikálńımi procesy dosáhnout κ = 0.

K entropii S je ekvivalentem plocha černé d́ıry A a k teplotě T je analogem
povrchová gravitace κ.

V roce 1975 Stephen Hawking nav́ıc ukázal, že černé d́ıry, v d̊usledku kvantově-
mechanických proces̊u v bĺızkosti horizontu, vyzařuj́ı energii jako absolutně černé
těleso. Můžeme tedy skutečně hovořit o termodynamice černých děr.

Úloha č.1) Necht’ χa je Killingovo pole, které je normálou k horizontu staionárńı
černé d́ıry. Ukažtem, že lze na povrchu černé d́ıry zavést veličinu κ, která je
konstantńı podél orbit určených χa.

Řešeńı: Obecně Killingovo pole χa nemuśı splývat se stacionárńım Killingovým
polem ξa. V takovém př́ıpadě źıskáme axiálńı Killingovo pole ψa jako lineárńı
kombinaci poĺı χa a ξa. Obecně tedy ṕı̌seme

χa = ξa + ΩHψ
a, (367)
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kde je ΩH úhlová rychlost horizontu černé d́ıry, která je konstantńı.
Horizont je nulový povrch a χa je normálou k horizontu, pak muśı platit

χaχ
a = 0. (368)

Jinýmy slovy, χaχ
a je na horizontu konstantńı a proto je i ∇a(χbχ

b) normálou k
horizontu. Takže existuje funkce κ takovová, že je

∇a(χbχ
a) = −2κχa. (369)

�

Úloha č.2) Uvažujme klasickou, rotuj́ıćı černou d́ıru. Vratným procesem odeb́ırejme
z této černé d́ıry energii (hmotnost) a rotaci (moment hybnosti). Ukažte, ze zákona
neklesaj́ıćıch ploch černých děr, že takto vytvořená statická černá d́ıra bude mı́t

hmotnost Mf > Mirr =
√
Mi(Mi +

√
M2

i − a2)/2. Index i označuje iniciálńı, ro-

tuj́ıćı černou d́ıru se spinem a a index f označuje finálńı, nerotuj́ıćı černou d́ıru.

Řešeńı: Určeme nejprve plochu rotuj́ıćı černé d́ıry. Ta bude zřejmě

A =

∫ 2π

0

∫ π

0

√
2gdθϕ =

∫ 2π

0

∫ π

0

(r2
+ + a2) sin θdθdϕ = 4π(r2

+ + a2). (370)

Užit́ım vztahu ∆ = 0 = r2
+−2Mr+ +a2 dostáváme pro plochu horizontu Kerrovy

černé d́ıry výraz
A = 8πMr+ = 8πM(M +

√
M2 − a2). (371)

Ze zákona neklesaj́ıćıch ploch klasických črných děr dostáváme nerovnost

Af ≥ Ai (372)

kde je
Af = 16πM2

f (373)
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a

Ai = 8πMi(Mi +
√
M2

i − a2). (374)

Dostáváme tak nerovnost

M2
f ≥

1

2
Mi(Mi +

√
M2

i − a2). (375)

Hmotnost takto vytvořené statické černé d́ıry nemůže být menš́ı než určitá hmot-
nost Mirr která je dána vztahem

M2
irr =

1

2
Mi(Mi +

√
M2

i − a2). (376)

�

Úloha č.3) Uvažujte kolizi dvou Kerrových černých děr se stejnou hmotnost́ı
M1 a s opačnými rotačńımi parametry a. Jaká bude minimálńı hmotnost, M2,
Schwarzchildovy černé d́ıry, která t́ımto procesem vznikne?

Řešeńı: Necht’ je ploch každé z našich Kerrových černých děr A1 a plocha vy-
tvořené Schwarzchildovy černé d́ıry A2. Podle teorému o neklesaj́ıćıch plochách
černých děr muśı platit

A1 + A1 ≤ A2 → 2A1 ≤ A2. (377)

Plocha Kerrovy černé d́ıry bude

A1 =

∫ π

0

∫ 2π

0

√
2gdθdϕ, (378)

kde je

2g = gθθgϕϕ = [(r2
+ + a2)2 − a2δ+ sin2 θ] sin2 θ = (r2

+ + a2) sin2 θ. (379)

Výsledná plocha Kerrovy černé d́ıry potom je

A1 = 4π(r2
+ + a2) = 8πM1r+. (380)
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V př́ıpadě Schwarzchildovy černé d́ıry dostaneme pro jej́ı plochu výraz

A2 = 4πr2
h = 16πM2

2 . (381)

Dosazeńım do (377) obdrž́ıme výsledek

16πM1r+ ≤ 16πM2
2 →M2 ≥

√
M1(M1 +

√
M2

1 − a2). (382)

�

Úloha č.4) Z Hawkingova teorému o neklesaj́ıćıch plochách černých děr ukažte,
že Kerrova černá d́ıra určité mody dopadaj́ıćıho zářeńı sṕı̌se zesiluje.

Řešeńı: Plocha Kerrovy černé d́ıry je

A ≡ 8πÃ = 8π
[
M2 + (M4 − J2)1/2

]
, (383)

kde je J = aM . Odkud zřejmě dostaneme

Ã = M2 + (M4 − J2)1/2 → Ã2 − 2ÃM2 + J2 = 0. (384)

Prvńı variaćı této rovnice obdrž́ıme výraz

2ÃδÃ− 2M2δÃ− 4ÃMδM + 2JδJ = 0 (385)

př́ıpadně v upravené podobě

(Ã−M2)δÃ = 2ÃMδM − JδJ. (386)

Z teorému o neklesaj́ıćıch plochách plyne, že levá strana předchoźı rovnice je
pozitivńı. Předpokládejme, že vlnové mody maj́ı časovou t a fázovou ϕ závislost
danou vztahem exp(−iωt+ imϕ). Všechny skalárńı, elmg. a grav. vlny splňuj́ı

δM =
ω

m
δJ. (387)
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Dostáváme tak nerovnost (
2ÃM − m

ω
J
)
δM ≥ 0. (388)

Pro ześılenou vlnu, ze zákona zachováńı energie, plyne

δM < 0 (389)

takže muśı platit

2ÃM − m

ω
J < 0⇒ 2Mr+

a
− m

ω
< 0. (390)

To vede k podmı́nce

0 < ω <
am

2Mr+

= mΩh. (391)

K ześıleńı dopadaj́ıćı vlny dojde tehdy, když je jej́ı kruhová frekvence celoč́ıselným
násobkem kruhové frekvence Kerrovy černé d́ıry. �

Úloha č.5) Uvažujte Schwarzchildovu černou d́ıru s hmotnost́ı M . Najděte výraz
pro zářivý výkon Hawkingova zářeńı. Jaký je vztah mezi jej́ı hmotnost́ı M a dobou
jej́ıho vypařeńı tvyp?

Řešeńı: Stephen Hawking ukázal, že vlivek kvantověmechanických proces̊u v
bĺızkosti horizontu černé d́ıry docháźı k odeb́ıráńı jej́ı energie která je vyzařována
do okoĺı ve formě zářeńı absolutně černého tělesa s teplotou

TH =
κ

2π
(392)

kde κ je povrchová gravitace černé d́ıry. Určeme, jaké je zrychleńı statického
pozorovatele na daném r > rh a pak urč́ıme limitu pro r → rh. Pro 4-zrychleńı
plat́ı

aµ =
d2xµ

dτ 2
+ Γµαβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
. (393)

Pro statického pozorovatele budou složky jeho 4-rychlosti

dxα

dτ
= (

dt

dτ
, 0, 0, 0) (394)
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kde z normovaćı podmı́nky uαu
α = −1 dostaneme

at =
dut

dτ
+ Γt tt(u

t)2 =
dut

dxµ
uµ + 0 = 0, (395)

aϕ =
duϕ

dτ
+ Γϕtt(u

t)2 = 0 + 0 = 0, (396)

aθ =
duθ

dτ
+ Γθ tt(u

t)2 = 0 + 0 = 0, (397)

ar =
dur

dτ
+ Γrtt(u

t)2 = 0 +
1

2
grrgtt,r(u

t)2. (398)

V př́ıpadě statických prostoročas̊u je povrchová gravitace úměrná velikosti 4-
zrychleńı a, tj.

κ = V a, (399)

kde V je redshiftový faktor. Velikost 4-zrychleńı bude

a =
√
aµaµ =

√
grra

r. (400)

Protože pro složku ar snadno dostaneme výraz

ar =
1

2

(
1− 2M

r

)
2M

r2
(ut)2 =

M

r2
(401)

tak výsledná povrchová gravitace bude

κ = a = V
M

r2
√

1− 2M/r
, (402)

kde redshift faktor zřejmě bude

V =
√

1− 2M/r. (403)

Pro teplotu Hawkingovského zářeńı ve Schwarzchildově poli tak dostaneme vztah

TH =
M

2πr2
= |r = 2M | = 1

8πM
. (404)
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Celkový zářivý výkon zdroje vyzařuj́ıćı jako absolutně černé těleso je

P = AσT 4
H , (405)

kde je A plocha povrchu černé d́ıry

A =

∫ ∫ √
2gdθdϕ = |g = r2 sin θ| = 4πr2. (406)

Pro zářivý výkon P pak dostaneme výraz

P =
σ

256π3M2
. (407)

Nyńı urč́ıme dobu za kterou se černá d́ıra vypař́ı. Zářivý výkon představuje ztrátu
energie černé d́ıry, tj.

P = −dE

dt
=

α

M2
, (408)

kde jsme zavedli faktor α = 1/(256π3). Vztah mezi energíı a hmotnost́ı určuje
Einstein̊uv vztah

E = Mc2. (409)

Dostáváme tak diferenciálńı rovnici, popisuj́ıćı ztrátu hmoty černé d́ıry za dobu
t ve tvaru

−c2 dM

dt
=

α

M2
. (410)

Jej́ı řešeńı snadno najdeme separaćı proměnných, tj.

−
∫ M

0

M2dM = α

∫ 0

t

dt ⇒ t =
c2

3α
M3. (411)

Č́ım težš́ı bude černá d́ıra t́ım déle se bude vypařovat a naopak. �

7 Elektromagnetické pole v zakřiveném prostoročase

Elektromagnetické pole budeme v následuj́ıćıch úlohách považovat za testovaćı,
tj. neovliňuj́ıćı geometrii prostoročasu. Maxwellovy rovnice maj́ı v kovariantńım
záise tvar

F νµ
;ν = 4πjµ Gauss̊uv-Ampér̊uv zákon (412)
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a
F[αβ;γ] = 0 Gauss̊uv-Faradaẙuv zákon. (413)

Zde je antisymetrický tenzor Fµν určen 4-vektorem elektromagnetického pole Aµ
vztahem

Fµν = Aµ;ν − Aν;µ. (414)

a jµ je 4-proud.

Úloha č.6) Ukažte, že plat́ı:

1.
Fµν = Aµ,ν − Aν,µ, (415)

2.

F νµ
;ν =

1√
−g

∂

∂xν
[√
−gF νµ

]
. (416)

Řešeńı:

1. Poč́ıtejme

Fµν = Aµ;ν − Aν;µ

= Aµ,ν − ΓαµνAα − Aν,µ + ΓανµAα

= | symetrie koeficient̊u Γ v dolńıch indexech|
= Aµ,ν − Aν,µ. (417)

2.

F νµ
;ν = F νµ

,ν − ΓνανF
αµ − ΓµανF

να

�

Úloha č.7) Určete elektromagnetické pole generované statickým, bodovým nábojem
e, který lež́ı na souřadnićıch r = b a θ = 0 ve Schwarzchildově metrickém poli.
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Řešeńı:
�

68
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