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1 Rovnice geodetiky

Volné testovaci ¢astice se pohybuji v metrickém poli podél takové svétocary spo-
jujici dva svétobody, ktera je extremalni a nazyvame ji geodetika. Jestlize je

ds® = gopdr®da’” (1)

délkovy element svétocary, pak prostorocasovy interval geodetiky musi spliovat
podminku

b
45 = mc5/ ds =0. (2)
Geodetika z#(A) je pak Fesenim rovnice

d2x> dz? dz
e, T 3
o Tr e Y (3)

kde I'*4, jsou koeficienty afinni konexe, které maji tvar

a 1 ao
r By — 59 (_gﬁv,a + 9oBry + g’ya,ﬂ) : (4)

Pokud ma metrické pole urcité symetrie, tak s témito symetriemi jsou spo-
jeny pohybové konstanty. Symetrie prostorocasu urcuji Kilingovy vektorova pole,
feknéme &%, které spliuji Killinkovu rovnici

’ga;ﬁ + fﬁ;a =0. (5>

Detailnimu teoreticky zaklad studia pohybu testovacich ¢astic v metrickych
polich najdete napiiklad v [9, 16].

Uloha ¢.1) Odvod'te rovnici geodetiky z principu nejmensi akce.

Reseni: Urceme nejprve variaci veliciny ds?. Dostaneme vyraz

6ds® = 2dsdds, (6)



ktery se soucasné rovna vztahu

S§ds?2 =6 (gaﬂdxadxﬁ) = %dx“dx%x” + 2gapdr®déa’. (7)
IO’
Variace akce S ma potom tvar

b (10gap da®da? _ dz® ddz?
5S—m0/a (5 dre ds ds 7 T9 s ds )ds—

|
e

(8)

Obrézek 1: Hleddni trajektorie x%(\) spojujici body a a b tak aby prislusna akce
byla extremalni, tj. 4.5 = 0.

Kdyz si uvédomime, ze hledame funkcional spojujici dva pevné body a a b
jejichz variace je, samoziejmé, dx, = dx, = 0 pak dpravou druhého ¢lenu v
integraci postupné, pomoci integra¢ni metody per-partes, dostaneme

b b b
dz® doz” dx® d dx®
g ds = |gos—>02°| — | — ( ga 618, 9
/agﬁds ds {gﬁdsaj]a Lds(gﬂds)x ©)
~—————

0




Variaci akce potom dostane tvar

b
19gap dz® dz”? d dz®
08 = = —— 627 — — ( gap— | 62° ) ds = 0. 10
mcl(28x" ds ds 0 ds \JPas )7 ° (10)
Nyni uz jenom, ve druhOm 4lenu, pfejmenujeme index $ na ¢ a vytkneme 7.
Pohybova rovnice testovaci ¢astice potom je

10gapsdz®da?  d ( dxa) _0

(11)

2917 ds ds  ds \U7qs
Po tpravdch a s vyuzitim vztahu pro afinni konexi I'*;  dostaneme hledanou

rovnici L Lo 4P
¢ % dz

I B 12

ds? T8 ds ds 0 (12)

0

Uloha ¢.2) Uvazujte Killingovo vektorové pole £* asociované s metrickym polem
Jap- Déle, necht je u® ¢tyirychlost testovaci cdstice. Ukazte, se podél geodetiky
zachovava veli¢ina u,&®.

Reseni: Jestlize se ma zachovévat podél geodetiky z® veli¢ina u,&®, pak musi
byt splnéna identicky rovnice

(1) 5’ = 0, (13)
Pocitejme,
(1ta€") 5 u” = tasp€ "’ + uabu’

Rce gedetiky
= O + uafa;ﬁuﬂ

Killingova rce
= ~Epauu’

Prejmenovani indext
= —&aputu’ = 0.



Posledni tadek plyne z faktu, ze pokud ma byt A = —A pak jedinou moznosti je

A=0. O
Uloha &.3) Ukazte, ze Hamiltonian ve tvaru
1 O[ﬁ
H = 59 Palp (14)
vede na rovnici geodetiky ve tvaru
dp®
r< = 0. 15
ot 50D (15)
Reseni: Vezméme Hamiltonidn v predklddaném tvaru
1 CMB
H = 59" paps (16)
a dosad'me jej do Hamiltonovych rovnic
dpq, oOH dz® OH
Pa _ , a - (17)
dA ox® d\  Opa
a dostaneme
090 dz? dp? 1 0g*
7t uy—— = 5 18
grr ax D T gx T T gge PP (18)
kde jsme vyuzili vztah p, = gaop?. Dale ziejmé plati
dz“ o
Pouzijeme tento vztah v rovnici (18) a dale ji upravime
dp®  0¢ac 1 0g*
Jao v P + J ppa + 3 g = 0. (20)

ax o Y 9 Yo Prbr =



Z identity
Gvog™ =0} (21)

dostaneme vztah ,
8g,w VB _ _89“

vB- 22
Y e IV (22)
Jeho uzitim v rovnici (20) ziskdme rovnici
dp”  99as 1095 , 5
o —— o PP =) 23
g d)\+0xppp 2 Oz~ (23)

ktera po tupravach prejde na tvar

dp” 1, 99vs | 09ar | 0Ysa 5
e G vpf =0 24
a1 2Y ( ore | oap | ow )PP ’ (24)

coz je rovnice geodetiky:. 0

Uloha ¢.4) Pokud Hamiltonidn nezavisi explicitné na soutadnici z®, pak je s
touto soutadnici spojena pohybova konstanta p,.

Reseni: Dukaz tohoto tvrzeni nasnadé, plyne totiz rovnou z Hamiltonovy rovnice

dpa, 0H

= — ) 2
dA ox® (25)
Pokud je H # H(z®), pak ihned dostaneme vysledek
dpa
% =0 = p, = const. (26)
O

Uloha ¢.5) Reste Hamiltonovu-Jacobiho rovnici pro nerelativistickou testovaci
¢astici v potencidlovém poli V(x) majici energii £ (1D pohyb).




Reseni: Nejprve piipomenime pivod Hamiltonovy rovnice. William Hamilton byl
presveédceny ze trajetorie testovacich castic je idealizaci v analaogii k paprskum v
geometrické optice. NaSe testovaci ¢éstice (ze zaddni) je popsdna Hamiltonidnem

Hzp) = 2+ V(@ @

a lokalizovana energie ¢éstice je E. Jestlize pfijmeme tezi, Ze trajektorie céstice
je kratkovlnou aproximaci vlnového pohybu musime néjak tento vlnovy pohyb
adekvatné popsat. Cdstici popiseme vlnou amplitudy pravdépodobnosti vyskytu
castice. V kratkovlné aproximaci tuto vlnu popiseme WKB vlnovou funkei

Ye(r,t) = Az, t) exp%SE(“’t) (28)

kde je A pomalu se ménici amplituda viny a Sg je dynamickd faze. Tato faze

spliiuje rovnici ,
_%—f ~ His, g—i) - - (g—i) V(). (29)
Resen{ budeme hledat v separovaném tvaru
S =5, + 5. (30)
V konzervativnim poli V' (z) plati ze H =V, neboli

08
= _F 31
odkud, z predpokladu separability (30), plyne vztah

Tento posledni vztah pouzijeme v Hamiltonové-Jacobiho rovnici (29) a obdrzime
rovnici

F-_L (dS””)Z V() = S, = / om(E — V()] 2de.  (33)

2m \ dz .
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Celkové Feseni (30) tak muzeme psat ve tvaru
z1
S(z,t)=—-Et+ / [2m(E — V(x))]Y?dz + 6. (34)
zo

Urcili jsme amplitudu pravdépodobnosti ale stale jsme neurcili trajektorii ¢astice
x = z(t). Abychom mohli lokalizovat ¢dstici, tj. urcit jeji trajektorii, vytvorime
vinovy balik amplitudy pravdépodonosti superpozici monochromatickych vin, tj.

U(x,t) =Ygz, t) + Ypiap(z, t) + - . (35)

Vlnovy balik bude soustiedén v oblasti s konstruktivni interferenci jednotlivych
vin. V této oblasti jsou faze ruznych vin totozné, tj.

Sp(z,t) = Sprap(z,t). (36)

Pro konstruktivni interferenci navic musi platit, ze zména faze vzhledem ke zméné
energie (parametru popisujici vlnu) je taky nulova, tj. plati

oS

o5 =0 (37)
Aplikujeme tudto podminku na feseni (34) a obdrzime vysledek
. 1
t:/xo [Qm(E—V(m))]l/zdx+t0 (38)
kde je to = dég/dE. Rovnice (38) tak predstavuje implicitné trajektori ¢astice s
energii F/, mezi body x a . 0

Uloha ¢.6) Pouzijte Hamilton-Jacobiho rovnici k vyfeseni problému pohybu tes-
tovaci Castice v centralnim gravita¢nim poli.

Reseni: Hamiltonian testovaci ¢astice v centralnim gravitacnim poli, ve sférickych
soutradnicich, bude mit tvar
1 , M

1 1
H—2p24 - 2 _ M 39
2pr + 2r2p0 + 2r2 sin? Hp“p r (39)



a k nému odpovidajici Hamiltonovu-Jacobiho rovnici, pro fazi S amplitudy pravdé-
podobnosti ¢éstice, zapiSeme vyrazem

s 1 /aS\* 1 [9S\’ 1 as\> M
== \5] ts5\5) t5 =] —— (40)
ot 2\ or 2r2 \ 00 2r2sin® 6 \ Op r

Reseni budeme hledat v separovaném tvaru

S =5+ S +Sp+ S, (41)

Z Hamiltonidnu a Hamiltonovych rovnic dp;/dt = —9H/0x" ihned zjistime, ze

existuji dvé pohybové konstanty které oznacime £ = —p; a L, = p,. Potom, fazi
(41) piseme ve tvaru

S=—-FEt+S5 +S+L.¢o+Cgr. (42)

kde jsou slouceny integracni konstanty z integrace pies t a ¢ do jedné konstanty
Cg.r.. K uréeni S, a Sy dosadime feseni S do rovnice (40), ktera vede na rovnici

1/ds,\* 1 [dSp\? L’ M
E=-(=2) + = (2] + —25- - —. (43)

2\ dr 2r2 \ df 2r2sin“f r
Tuto rovnici lze snadno separovat na c¢ast zavislou pouze na soufadnici r a na
cast zavislou pouze na souradnici 6. Po kratké upravé obdrzime predchozi rovnici

ve tvaru ) ) )
M 1 /dsS, 1 /dSy L

(- — ) —r2= [ = =—| — —= . 44

T( 7“> T2(dr> 2(d0> +2$in29 (44)

Ma-li levé i prava strana platit pro libovolné r a 6 tak se obé strany museji rovnat
jedné a téze konstanté, reknéme K. Funkce S, a Sy pak snadno uréime integraci
poslednich rovnic a obdrzime vztahy

T

S, = [2(E + M/r — K/(2r?))]?dr + Cka, (45)

Sy = (K — L?/sin? 0)Y/2d6 + C. (46)

/0
f

10



Vysledna faze ma nésledujici tvar
S = —Et+L,p+ / [2(E + M/r — K/(2r*))]Y2dr
0
+/ (K — Lg/SiDQ 9)1/2(319 + OE,LZ,K~ (47)

K nalezeni trajektorie budeme opét aplikovat, na fazi S, podminku konstruktivni
interference, tj. musi platit

as 0S8 0S
9E ~ L. 0K (48)
Z téchto podminek postupné obdrzime vysledky
" dr
= 4
t = | wE me o
o L.do
= 50
4 / (K — L2/sin®6)1/2’ (50)
r 0
0:—/ dr +/ O e
r2[2(E + M /r — K/(2r?))]'/? (K — L%/sin” 0)1/2
OJ

11



2 Testovaci ¢castice ve sféricky symetrickych, sta-
ticky prostorocasech

Prostorocasovy interval sféricky symetrického a stacionarniho prostorocasu ma
tvar v pseudo-sférickych souradnicich ma tvar

ds* = —f(r)dt* + f~1(r)dr® 4 1 (d92 + sin? 6d<p2) . (52)

V nasich dalsich ivahéch budeme uvazovat nasledujici prostorocasy:

e Schwarzchildiv prostorocas je vakuovym fesenim Einsteinovych rovnic R,
0. Funkce f(r) ma tvar [9, 16]

B 2GM

c2r

flr)=1

(53)
e Schwarzchilduv-de Sitteriv prostorocas je vakuovym feSenim Einsteinovych
rovnic s Kosmologickou konstantou. Funkce f(r) pak bude [12]

2GM A, ,
— —cre.
c2r 3

flr)=1- (54)

e Reissneriuv-Nordstromiuv prostorocas je feSsenim Einsteinovych rovnic s ten-
zorem energie hybnosti elektromagnetického pole. Funkce f(r) ma tvar
9, 16]
2GM 2

_GM_Q

c2r r2’

fr) =1

(55)

Uloha ¢.1) Uvazujte sféricky symetricky a staticky prostorocas pokryty soufadnicemi
(t,7,6,p). Uvazujte pohyb testovaci castice v ekvatoridlni roviné (6 = m/2) podél
geodetiky, ktera ma pro pro radialni soutradnici tvar

(L) =8~ Vegslr D). (56)

12



kde ' = —p; a L = p, jsou integraly pohybu ve stationdrnim, sféricky symet-
rickém prostorocase. Naleznéte podminky, které rozhoduji o stabilité ¢i nestabilité
kruhovych orbit.

Reseni: Zderivujeme-li (56) podle afinniho parametru 7 (vlastniho ¢asu) obdrzime:

dr d2’f‘ d‘/eff dr d27" 1 d‘/eff
e ) R e Tl &7)
Na kruhovych geodetikach je radidlni zrychleni nulové
d2r d‘/eff
@—O, = . =0. (58)

Podminky stability /nestability uréime perturbaéni analyzou rovnice (57). Kru-
hovou orbitu ry, Ey, Lo radidlné perturbujeme na r = rq + or, £ = Ey + 0F ale
L = L. Po dosazeni do (57) dostavame

) . 1d 1 [dVegy 1d*V,;y 9
S L) = —= | —=eff| 22 Telf '
ro +or Zdr‘/eff(TO‘{‘ér, 0) 2[ ar |, "2 drn T05r+0(57’) (59)
=0 N
=0
Celkové tedy mame:

. 1d*V, 4y

or =—— or.

r 2 | r (60)

Tudiz, je-li

—de{fo L' >0 = harmonické kmity poruchy dr =  STABILITA.
T0o

—dzd‘f; Ll <0 = exponencidlni rust poruchy ér = NESTABILITA.
70

OJ
Uloha ¢.2) V Reissnerové-Nordstromové prostorocase je délkovy element dan
vyrazem

ds® = —f(r)dt* + f~1(r)dr® 4+ r2d6* + r? sin® 0dp? (61)

13



kde
fir)y=1— —+—=. (62)

2

r r
Ukazte, ze v této geometrii existuje r = 7,,;,, na které muze byt ¢astice v klidu
(hranice repulsivni oblasti).

Reseni: Uvazujme pohyb v ekvatoridlni roviné. Pak mé rovnice geodetiky pro
radidlni slozku tvar

dr\ 2 oM Q? L?
a :E2_<1—— —)(1 —>. 63
(dr) r + 72 * r? (63)
Uvazujme castici s nulovym momentem hybnosti L = 0.

oM Q?
Verp 7 1= ——+ 5 =f). (64)
Pokud ma existovat stabilni hranice » = 7,,,;,, mezi repulsivnim a atraktivnim cha-
rakterem geometrie, pak musi v tomto bodé platit dVeff/dr‘r =0ad?V,p/dr?| >

0' Tmin
Pocitejme:
df(r) _2M 2Q® @
ar _— = % — % =0 = T'min = M . (65)
\
d2f(r) AM  6Q*  2M®
T M= vt wal s SR 2 (66)
[

Uloha ¢.3) V poli Reissnerovi-Nordstromovi nahé singularity jsou k jejimu centru
vyslany dvé castice s E =1, L = 0 a s klidovou hmotnosti m. Obé ¢éstice jsou
vysldny za sebou s urcitym casovych odstupem. Prvni ¢astice se po dosazeni bodu
obratu otoci a sttetne se s prilétavajici castici v urcité vzdalenosti r od singularity.

14



Urcete energii této srazky. Dale urcete ve které vzdélenosti by muselo ke srazce
dojit aby byla jeji energie maximalni.

Reseni: R-N metrika je ddna rovnici (61). Ctyi-rychlost radiglné se pohybujici
castice je
u, EF 1

Ut = g"U; = — (67)

Forr
2
(UT> BV =E—f=1-f = U =+JI—f. (68)
V okamziku srazky jsou tedy ctyi-rychlosti prilétavajici a odlétavajici castice dany
jako
Uy=({1/f,\/1—f,0,0), Uy=(1/f,—/1—f,0,0). (69)

Energie srazky je
Ely = —(Pr+ P)? =m} +mj — 29, P'P" = 2m® — 2m?g, U'U" =

:2m2[1_<_§_;+1>}:$ (70)

Maximéln{ energie srazky F2 bude dosazeno v minimu f(r), tedy v bodé
Tmin = Q*/M. Tudiz

M, max

E%M,max = 1— M2 - (71>
O
Uloha ¢.4) Ve Schwartzschildové-de Sitterové prostorocase ukazte, ze

1. existuji dva horizonty udalosti, pokud je A < 1/(9M?),

2. existuje polomér, na kterém muze byt ¢astice s L = 0 v klidu. Urcete jeho
zavislost na A.

15



Reseni: Ve Schwartzschildové-de Sitterové prostorocase mé drahovy element
tvar:

ds? = —f(r)dt* + f~1(r)dr* 4+ r2d6* + r? sin® 0dp? (72)
Kde oM A
_q A Ay
flr)=1-—=—3r". (73)

1. Horizonty lezi tam, kde je metrika singulérni, tj. f(r) = 0. Odtud dostavame
kubickou rovnici:

3 6M
Ts—K’f’—FT:O. (74)
— =~
p q
Diskriminant je
2 3 2
q P IM 1
D= (= =] = - —.
)+ () - ™
Abychom obdrzeli dva kladné realné koteny, pak musi platit D < 0 a tudiz
A< (76)
9M?2 "
Goniometrické feseni ma potom tvar:
r = 202 cos(¢/3), (77)
ry = —2AY2 cos(p/3 — 7/3), (78)
ry = —2AY2 cos(¢/3 + 7 /3), (79)

kde cos(p) = —3AY2M.

2. K urceni statického poloméru lze postupovat takto, vyjdeme z vyrazu pro
radialni slozku ¢tyt-rychlosti (normovaci podminka)

(%)2:E2—(1—¥—%r2) (1+f—j). (80)

16



Pozadujeme L = 0. Derivovanim predchozi rovnice podle vlastniho casu
dostavame:

=—=+r. (81)

Diky sférické symetrii je toto jedina slozka zrychleni, ktera pusobi na tes-
tovaci ¢dstici s L = 0. Pro staciondrn{ ¢dstici je d?r/dr? = 0 a tudiz:

M A sM\ Y3
_7”_2 + gr =0 = Tstat = (T) : (82>

Pozn: Jiny postup vychazi ze studia efektivniho potencialu. V piipadé L = 0
ma Vrp(r) jediny extrém (maximum) na r = 7gq. Céstice nachazejici se
na stacionarnim horizontu je tudiz v nestabilni rovnovaze.

O

Uloha ¢.5) Urcete azimutalni moment hybnosti L., kovariantni energii F. a
thlovou rychlost €2, kruhové orbity testovaci ¢astice na poloméru r v ekvatorialni
roviné. Nejprve uvazujte obecny, staticky, sféricky symetricky prostorocas a pak
aplikujte obdrzené vysledky na piipady pohybu v poli RN a Schw-dS ¢erné diry.

Reseni: Prostorocasovy interval statické, sféricky symetrické metriky ve Schwarz-
childovych soutradnicich ma tvar

1
f(r)
Bez 1jmy na obecnosti predpoklddame, ze pohyb se odehrava v ekvatoridlni roviné

0 = 7/2. Definujme nyni tihlovou rychlost mérenou vzdélenymi, stacionarnimi
pozorovateli vyrazem

ds* = —f(r)dt* + dr? + r2d6? + r?sin® 0dp?. (83)

de
= —. 84
m (84)
Déle definujme impaktni parametr [ vztahem
L U
== =% 85
E- Tu (85)

17



Vztah mezi 2 a [ pak ziejmé bude

U o gcpcpugo 2 f(r)l

r
l= = = N=0=
— Uy —guut f(r) 7

(86)

Zbyva tedy urcéit £ = E(r) a L = L(r). Tyto funkce jsou urceny z podminek,
které musi byt na kruhové orbité splnény, tj. u” = 0 a dV.ss/dif fr = 0. Mame
tedy rovnice

(w)® = E*— f(r) (1+fj—22) =0, (87)
% — ) (1 4 f_j) - %@B —0 (88)

Z rovnice (88) dostaneme po algebraickych tpravach vztah pro ¢tverec azimutélniho
momentu hybnosti ve tvaru

rf(r)
2f(r) = rf'(r)

Jeho dosazenim do rovnice (87) dostaneme vztah pro Ctverec energie testovaci
castice na kruhové orbité ve tvaru

L =

(89)

2f(r)?
2f(r) —rf'(r)

Kdyz dosadime obé ziskané funkce do vztahu (86) pak vysledny vyraz pro ¢tverec
thlové rychlosti ¢astice na kruhové orbité bude

2 7“3f’(7“)
ST

Nyni staci tyto obecné vztahy aplikovat na pripady konkrétnich prostorocasu.

E? =

(90)

(91)

e R-N metrika, funkce f a jeji prvni derivace podle r maji tvar



Piislusné tvary funkei L(r), E(r) a Q(r) potom jsou
r’(rM — Q%)

L2
r(r—3M) +2Q? (93)
_ 212
E2 [T(,r 2M> + Q ] , (94)
r2[r(r—3M) + 2Q?]
rM — Q?
o Schw-dS metrika, funkce f a jeji prvni derivace podle r maji tvar
2M  Ar? 2M  2Ar
fry=1-20 20 gy =202 (96)
Prislugné tary funkei L(r), E(r) a Q(r) potom jsou
2(M — Ar3/3)
L2 — r (
r—3M (97)
Ar® — 3r + 6M]?
E? = [ 98
9 (r —3M) (98)
M A
0 = = —=. 99
r3 3 (99)
O

Uloha ¢.6) Urcete velikost lokalniho zrychleni, které je zapottebi k udrzeni tes-
tovaci ¢éastice v klidu na daném poloméru r. Jaka bude velikost tohoto zrychleni
na horizontu?

Reseni: Uvazujme sféricky symetricky prostorocas s dréhovym elementem

ds? = —f(r)dt* + f~1(r)dr* + r2d6* + r? sin® 6dp? . (100)
Ctyf-zrychlen ¢dstice s étyF-rychlosti u® je déno:
d «
a® = LT = uo‘;ﬁuﬁ = uaﬁuﬁ + Fgwuﬂuw. (101)
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Slozky ¢tyf-rychlosti staciondrni ¢astice jsou u = (u', 0,0, 0). Z normovaci podminky
plyne u* = 1/y/—f(r). Tudiz:
1

a® =T¢(u")? = -T¢—. 102
tt( ) tt f(?“) ( )
Ziejmé je L, =TY9 =17, =0a
‘s 1 rr 1
Iy = 59 <_gtt,r) = §ff/ (103)
Jedinou nenulovou slozkou ctyi-zrychleni je tedy a” = —f’/2. Velikost ¢tyi-
zrychleni je
f/
a(r) = 1/ gapa®a® =/ gp.(a")? = : (104)
’ 2VT
Jelikoz na horizontu je f = 0 tak potom, ziejmé a(rpyr) = 0. O

Uloha ¢.7) Uvazujte, ze testovaci ¢astice je spousténa pozorovatelem v nekonecnu
na polomér r pomoci nekone¢né dlouhé, nehmotné struny. Jaka je velikost a.(7),
kterou pusobi tento pozorovatel na testovaci ¢astici? Jaka bude hodnota as (1h0r)?

Reseni: Uvazujme nasledujici myslenkovy pokus. Pozorovatel v nekoneénu po-
sune strunu o malou vlastni vzdalenost ds. Tim vykond praci

IWeo = 408 . (105)
Na poloméru r se ¢éastice posune o vlastni vzdalenost ds, ale vykonand prace je
OW = a(r)ds. (106)

Necht je nyni prdce W pieménéna na zaieni, které je sbirdno v nekoneénu.
Energie tohoto zareni podléha rudému posuvu

0F = [Y?6w = fY2ads . (107)
Ze zdkona zachovani energie ovSem plyne, ze dF,, = 0W,, a tudiz

Y2a0s = assds, = ae = f%a. (108)
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Dosazenim do tohoto vztahu za a z predchoziho piikladu (rov. (104)) tak dochézime
k zavéru

(oo = %f’. (109)

Hodnota zrychleni as,(74,,) na horizontu je tudiz koneéna. O

Uloha &.8) Urcete kovariantni energii testovaci ¢astice v klidu na statickém po-
loméru rg,; ve Schwartzschildové-de Sitterové geometrii.

Reseni: Z normovaci podminky pro étyf-rychlost U #U, = —1 dostaneme (pro
0 =m/2)
2 9 2M A, L?
) =B (1= - S (14 ). 110
( ) r 3 * 72 (110)
Jelikoz je na statickém poloméru ¢astice v klidu U” = 0 a L = 0 dostavame
2M A
E?=1-"——>r%, 111
r 3 " (111)
Z minulého piikladu vime, Zze rg, = (SM /A)l/ ® Dosadfme-li tento vyraz do

predchozi rovnice, obdrzime energii pozorovatele na statickém poloméru

A 1/3 A 3M 2/3 AM 1/3
E2  —=1—92M(— == =13 = —1-—3yY% . (112
stat (3M> 3( A ) 3( 3 ) 3y ) ( )

kde jsme zavedli bezrozmérny parametr y = AM?/3. Vyslednd energie je tak

Estat =V 1-— 3y1/3 . (113)

O

Uloha ¢.9) Ukazte, ze v piipadé nulovych geodetik existuje mezni hodnota im-
paktniho parametru /2, takovd Ze pro [? < [2 spadne foton do ¢erné diry. Ukaite,
Ze tato hodnota zalezi na parametru y podle vztahu

o
©1-2Ty

(114)
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Reseni: Z normovaci podminky pro ¢tyt-rychlost fotonu U*U ,, dostaneme rovnici

(Ur)’ = E> - (1—2—3/7«2)%2,

: (115)

kde r a L métime v jednotkdch M. Zménime-li afinni parametr A\ — EFX muzeme
napsat

r2_ 2 2 l2
(U —1—<1—;—yr)ﬁ, (116)

kde [ = L/FE je impaktni parametr. Aby se foton putujici smérem k ¢erné dire
mohl vrétit zpét do oo musi pro dané [ existovat bod obratu (na piipustné geo-
detice), tj. [ musi splnovat pro v8echna r > r,

2 2
0§1—(1—;—yr2)ﬁ. (117)

Odtud mame
2 3

12 < - = 2(rq). 118
Tl-2—yr2 r—2—yrd A (739) (118)

Prozkoumejme prubéh funkce li(r; y). Pokud bude existovat minimum lg(rph; Y)
potom pro 1?2 < li(rph;y) nebude na prislusné geodetice existovat bod obratu a
foton spadne pod horizont ¢erné diry. Minimum uréime z extrému funkce l?y (r;y):

dl%(r; y)  3r2(r—2—yrd) — r3(1 — 3yr?) 28 —6r?

= 0 119
dr r—2—yrs r—2—yrd"’ (119)

jejimz fesenim je r,, = 3 (viz obr. 2). Po dosazeni dostavame I2(r,n;y) = I

p_ 2T
c o 1=21y’

(120)

O
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(r;y)

jeden bod obratu

zadny bod obratu

Obrazek 2: Prubéh funkce lz(r; y) pro y = 0.14.

Uloha ¢.10) Urcete unikovy svételny kuzel z pohledu tetrady statického pozoro-

vatele
& = <1 - % _ yr2> _1/2% ’ (121)
) = (1 - % —~ yr2> 1/2% , (122)
€o) = %%, (123)
Elp) = Tsilnﬁ%' (124)

Reseni: Slozky ¢étyi-hybnosti fotonu méfené statickym pozorovatelem jsou

P(a) = Pﬂel(La) . (125)
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Definujeme smérovy tihel fotonu « vici dané tetradé vztahem

P P
W s COSX = ——

Postupné tak dostavame (s vyuzitim (125))

P P e? 9 1/2 I 9 1/2l
sina = —# = £ ) (1———y7"2) — = (1———yr2> -, (127
r Er r r

sina =

—P(t) B Pteft)
2 A 2 2\ 72/,2
Py _ 9t (1--u) B (12w 2
cosq = ——t = - -4 _
—P(t) —eft)Pt (1 B % B yr2> 1/2E
=+ [1 — (1 - yr2> 7“_2] . (128)

O

Uloha ¢.11) Urcete hodnotu kritického thlu ., pro ktery dany foton jesté unikne
do oo. Diskutujte hodnotu cosa,. s ohledem na radidlni polohu zdroje r vuci
fotonové orbité ry, = 3.

Reseni: Hodnotu kritického dhlu uréfme dosazenim kritické hodnoty impaktniho
parametru [.(y) do vztahu (127) a (128).

1 2 12 27 \'/? 27(r — 2 —yr3)
St e r ( r yr ) (1 — 27y) r3(1 — 27y) (129)

9 27 1/2 r3 — 27r 4 54
c==|1—- (1 - = — 2) Y™ = :
cosa { r yr r2(1 — 273/)} r3(1 — 27y)

(130)

Na r = 1y, = 3 je cosha, = 0 a tudiz a, = 7/2 a P = 0. Jeli r > r,, pak
P < 0 a za znaménko v rovnici (130) bereme (—) = cosa, < 0. Je-li r < 7,
pak musi byt P > 0 a za znaménko v rovnici (130) bereme (+) = cos a, > 0.

0
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3 Pohyb testovacich ¢astic v Kerrové geometrii

Kerrova metrika

Prostorocasovy interval obecného, statického, osové symetrického prostorocasu
piseme ve tvaru

ds? = —e2dt? + e (dp — wdt)® + e21dr? + e22dp?. (131)

Srovnanim s Kerrovou metrikou v Boyer-Lindquistovych souradnicich [7]

2r 2ar sin® 0
ds? = —(1—-5 |d* =2 ——— ) dtd
(o) (B e
D 2 20 2
+Zdr2 + 2d6? + <r2 +a® + %M) sin? 0d? (132)
dostaneme vztahy
e =YNA/A,  e* = Asin®0/%, (133)
e =%/AN, e =Y w=2ar/A (134)
kde je
A = r?—2r4d° (135)
Y = r*+a’cos, (136)
A = (r*+ad*? - a*Asin?0. (137)

Uloha ¢&.1) Uréete meze hodnot kruhovych frekvenci stacionarnich pozorovateli
a ukazte, ze existuje oblast ve které neexistuji protirotujici trajektorie.

Reseni: Stacionarni pozorovatelé maji pevné soutadnice r a 6 a pohybuji se s
uniformni kruhovou frekvenci Q = u? /u’. Prislusny vektor 4-rychlosti

u=(u,0,0,u’) (138)
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lezi uvniti svételného kuzelu, tj. nanejvys se mohou blizit k jeho plasti, kde 4-
rychlost spliuje podminku

0 = u'u, = gu(u')? + 2gi,u'u? + g, (u?)?. (139)

Spolecné s definici thlové frekvence vuci statickym pozorovatelum v nekoneénu
dostavame rovnici

0 = gu + 291,82 + gy,€2 (140)
s feSenim
Qi =w L \/w? = git/ G (141)
kde je
W= (142)
Yoo

uhlova frekvece lokalné nerotujicich pozorovatelu ktefi jsou urceni podminkou
[ = 0. Hrani¢ni hodnoty pro €2 jsou

Qi = w— \/ w? — gtt/gsosoa (143)
Qmaz = w+ \/ w? — gtt/gcpcp (144>
(145)

Diskutujme tyto mezni hodnoty vzhledem k radialni soutadnici r:

e je-li g,y < 0, pak pro vSechna r splnujici tuto podminku je Qi < 0, Q2102 >
0.

e je-li gy = 0 pak je Qi = 0 a Q4. = 2w. Pro danou latitudu dostaneme z
rovnice

gu=—(1-2r/)=0=1r—2r +a®cos’d (146)

radidlni souradnici bodu na plose statické limity

Toat = 1 + V1 —a?cos?6. (147)
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e je-li g4 > 0, tj. pro r < rge bude ziejmé Q00 > Qnin > 0. V oblasti pod
statickou limitou neexistuji protirotujici stacionarni pozorovatelé.

e je-li gy = WG, bude Qyin = Qnax = w. V takovém pripadé nemaji sta-
cionarni pozorovatelé na vybér a museji korotovat s rotojici ¢ernou dirou s
frekvenci w. K této situaci dochazi na horizontu, protoze je

Gt = Whpp = —€” +w?e* = we? = ¥ =0 = % (148)
a horizonty ¢erné diry splnuji podminku A = 0.
O
Uloha &.2) Uréete tetradu lokalné nerotujicich pozorovateli (LNRF).
Reseni: 4-rychlost lokalné nerotujicich pozorovateli je
u=uley =u'e, +u’e,. (149)
Vyjadieme vektor casovy tetrady obecné vztahem
e, = Ae, + Be, (150)
a dosadme jej do (149). Dostaneme rovnice
AuW = ot (151)
BuY = uf=wu (152)
ze kterych plyne
B = Aw. (153)
Vektory tetrady splnuji podminku ortonormality, tj.
€(a) * () = Ma)®) (154)
Pro e tak dostavdme rovnici
ew - ew = —1 = A% (gi + 2wgrp + wGp,) (155)
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Odtud ziskdme funkci A ve tvaru

1
A= =e. (156)

\/_gtt - QWgtcp - W2g<p<p

Casovy vektor tetrady ma vysledny tvar
ep =e (e +wey,). (157)
Azimutalni vektor tetrady hledejme opét v obecném tvaru
ey = Ce, + De,,. (158)

S vyuzitim podminek ortonormality, mame soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé

1= €p) " €p) = CQQtt + QCDgw + ng%m (159)
0= € "€y = (Cet + De@) . e_”(et + we¢) (160)

ktera ma reseni
C=0, D=eV". (161)

Azimutalni vektor tetrady ma nakonec tvar
e = ¢ Ve, (162)

Zbylé dva vektory e(,) a e(g) lze z podminek ortonormality urcit piimo, tj.

e = He, — €)@y = 1— €r) = e Me, (163)

and
€ = Geg — €) - € = 1— € = e M2ey. (164)
0

Uloha ¢.3) Urcete kovariantni energii E testovaci ¢astice, pohybujici se v ekva-
torialni roviné, urcenou vzhledem k LNRF. Urcete podminku pro kterou bude
E <.
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Reseni: Vzlhedem k LNRF je vektor étyFhybnosti ¢istice
p = p(v,7V), (165)
kde je v = v/1 — V2. Kovariantn{ energie je uréena vztahem
E = —p = —pWea) = py(e” + we’ V) (166)
a v ekvatoridlni roviné nakonec obdrzime
E =y A2 (rAY? 4 2MaV#)), (167)
Energie F bude zaporné pii splnéni podminky

2 _ o\ 2\1/2
po I 2Mra+ )" (168)

O

Uloha ¢.4) Ukazte, ze oblast ve které je E' < 0 lezi pod statickou limitou, tj. pro
pohyb v ekvatoridlni roviné r < 2M.

Reseni: Z predchoziho piikladu vime, ze E < 0 tam kde je splnéna podminka

2 _9Mr + a2)1/2
Ve <y = _rlr . 169
2Ma (169)

Urcéeme nejprve prubéh funkce V., vzhledem k radidlni soutradnici 7.

AV, ez —a®+ 3r — 2r?
_ —a + or r ‘ (170)
I 2P it @
Extrémy jsou tam kde je
3F V9 — 8a?
>+ 3r -2 =0 = ry= or VI T o (171)

4
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Snadno se presvédcéime, ze 74 jsou monotonni na a a dostavame
3
ri(a=0) =5 a r_(a=0)=0, (172)
=1

ri(a=1) (173)

V pripadé cernych dér je extrémy funkce V)., pod horizontem a nad nimi je
monotonni. Studujme nasledujici tii pripady vzhledem k r = 2M.

e Pro r = 2M, tj. na statické limité je
Vinae = —1. (174)

Pozadavek E < 0 zde nemiize byt splnén protoze by muselo platit V¥ <
Vinae = —1.

e Pror > 2M je Ve < —1 atedy v této oblasti taky nemuzou byt geodetiky
s E < 0 protoze by opét muselo platit £ < —1.

e 7 monoténnosti funkce V,,,, nad horizontem musi byt V,,.. > —1 a tedy,
v této oblasti muze byt podminka —1 < V¥ < V... splnéna. Zde existuji
geodetiky s £ < 0.

O

Uloha ¢.5) Urcete pohybové rovnice testovaci ¢dstice v Kerrové geometrii pomoci
Hamiltonovy-Jacobiho metody.

Reseni: Na geodetice zfejmé plati a* = 0, coz je ekvivalentni Hamiltonovym
rovnicim
de* OH dp,  dH

= — =—— 1
d\  9Op,  dX Oxt (175)

s Hamiltonidnem ve tvaru

1
H= §g;wpupu- (176)
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Jadrem Hamiltonovy-Jacobiho metody je Hamiltonova-Jacobiho funkce S. Kdyz
v Hamiltonianu nahradime zobecnéné hybnosti gradienty funkce S, tj.

os

Prislusna Hamiltonova-Jacobiho rovnice méa potom tvar
os 1 . 0S 0S
= —g"— (178)

"o 27 Gzr o

Za predpokladu, ze ma systém integraly pohybu &;, budou se testovaci castice po-

hybovat po takovych trajektoriich na kterych je funkce S vzhledem k ptislusnym
integralum pohybu extremalni, tj. plati

as

o6

Kontravariantni metrické koeficienty g"” jsou, v Boyer-Lindquistovych souradnicich,

dany vztahem

0. (179)

_ w9 0 _ ! (T2+a2)2+a£ 2+; ﬂ—kasinQQQ 2+
& T 9 Gumarw T Ap ot " ap| T 2ein?0 |0 ot
AN 1[0\
o) ) )

kde je A = 72 — 2r + a? a p? = r? + a®cos? #. Srovndnim rovnic (178) a (180)
dostaneme HJ rovnice ve tvaru

o5 ] (r2+a2)a—s+aa—s 2 L 8_S+asm298_8 2+
oN  2Ap? ot oy 2p2sin? 6 | Oy ot
A [(0S\* 1 [9S\?
— | = — = . 181
+ 5 (5) 30 (@) (181)
Reseni této rovnice hleddme v separovaném tvaru
S =8+ 8+S5,+S + 5. (182)
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Protoze Hamiltonian H nezavisi na t a ¢ tak se béhem pohybu testovaci ¢éstice
zachovavaji p, = —E a p, = L., tj. kovariantni energie a azimutdlni moment
hybnosti. Vzhledem ke vztahu (177) dostdvdme pro funkci S danou vztahem
(182) nésledujici

s  0S;
2s 08,
Py 9o Dy = S ¥ (184)

Déle, je ¢tythybnost normovana tak, ze plati
—m? = g“”pupw (185)

kde m je klidovd hmotnost ¢astice. Odtud srovnanim s Hamiltonovou-Jacobiho
rovnici dostavame, ze plati

1 , 95 08\ 1,
Hledané teseni tak piSeme ve tvaru
1
S = §m2)\ — Et+ L.p+ S, + 5. (187)

Zbyvajici nezndmé funkce S, a Sy uréime dosazenim S do Hamiltonovy-Jacobiho
rovnice (181) a fesime rovnici

—1 2 _li _ 2 2772 l 1 B 9 12
2m = N [CLLZ E(r*+a )} + 2—,02 sin20 [LZ al sin (9} 4
1. /8S\> 1/0S\°
—A I e . .
T2 (m) +2(ae) (188)

Vynéasobeni této rovnice vyrazem 2p? a naslednou separaci funkei zavislych na r
od funkei zavislych na 6 dostaneme rovnici

F(r) = —m*r?+ = [aL — B(r* + a2)}2 — A 25, )’ (189)
A ? or )’
_ 2 2 9 1 B .9 12 % 2
G() = ma”cos® 0+ e~ (L. —aEsin®6]" + ( 50 ) (190)
F(r) = G(0). (191)
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Vyse uvedena rovnice musi platit pro libovolné r a 6, tzn. musi platit
F(r) = K = konst = G(0), (192)

kde K je Carterova separacni konstanta. Dostavame tak pro S, a Sy obycejné
diferencialni rovnice ve tvaru

dsr 2 1 R(r

(5 = &fiot o om0 =
A\" _ fe e cos (L. —aEsin?0]” = W(0)  (194)
do sin?0 © 7

s TeSenimi VB ,
Sy :/ TRdr, aSez/ VW (0)do. (195)

Z podminky extremalnosti funkce S vzhledem k pohybovym konstantdm dosta-
neme

95 _ 05, 9Sy _/T dr_ [ 0 _
0K 0K 0K 2R WW

oS _ 85A+65r _’_85’9 B 1/\_1/T7'2d7“_1/9a200529d9_0
om?  0m2 om? om* 20 2) VR 2 N

" r2dr 9 42 cos? 0do
A = + / _— 197
/ VR VW (197)
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9S _ 9S, N 08, N dSp i /T (r* +a®)[E(r* + a*) — aL,] dr N
OF  O0E OE OF AVR

dfd =0

/9 asin?0E — L,
sin? v/ W

"(r* 4 a®) [E(r* + a®) — aL,] dr
/ AVR "

9 asin?FE — L,
/ sin? 0vW

df. (198)

oS  0S; 0S, 0S5y "alal, — E(r* + a?)]
oL. _oL. oL. ToL. s“/ AVE dr+
/9 aEsn2129— de@
sin? 0vW
3
r? +a®) —al,]

"alE(
= dr +
v / AVR
01 .2
/ L, —aFsin 0d0. (199)
sin? v W

Rovnice (196) - (199) jsou Carterovymi rovnicemi v integralnim tvaru [5].
Carterovy rovnice v diferencidlnim tvaru snadno obdrzime ze vztahu (177).

Pocitejme,

o595 b YR,V
=" ~ o) AT A
(2
R
gmnpr:% = p’p" =VR. (200)
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oS 05y o [
pe—%—% = %/ VWA = VW
U
999]79 =V = P2p9 = V. (201)

Diferencidlni rovnice pro soutadnicovy cas t a pro azimutalni soufadnici ¢ do-
staneme derivaci rovnic (198) a (199) podle afinntho parametru A a dostdvame

rovnice
ydt  (r*+a?) [E(r* + a*) — aL,] asin?dF — L,

_ 202
Prax A Ly (202)
a
dp alE(r?+ad®)—al,] L,—aEsin®6
2°C — . 203
PN A Ly (203)
U

Ekvatorialni rovina

Uloha ¢&.1) V Kerrové geometrii urcete hranici, kterd rozdéluje tuto geometrii na
oblast, kde existuji stacionarni pozorovatelé (vuéi stacionarnim pozorovatelum v
nekone¢nu) a na oblast, kde takovi pozorovatelé neexistuji.

Reseni: Délkovy element v Boyerovych-Lindquistovych soufadnicich mé tvar

A 2 in2 2
ds® = ? <dt — asin? 9dg0> — 5122 0 [(T2 +a?)dyp — adt] — %er — p2d6?, (204)
kde
A=7r*—2r+ad*, (205)
p=r>+a*cos?f. (206)

35



Uvazujme nulové kiivky, které splnuji podminky
ds=dr=d0 =0, (207)
z rovnice (204) potom dostaneme

sin® 6
2

(ﬁ:%(&—aaﬁemgz—

2
[(T2 +a®)de — adt| . (208)
p

Tuto rovnici budeme fesit pro veli¢inu %‘f a dostaneme

de asinf + A
dt (12 4 a?)sinf £ aV/Asin?6

(209)

Pro znaménko (+) v této rovnici je ‘é—f > 0 a foton se pohybuje ve stejném sméru
jako je rotace cerné diry. Nyni zjistime, za jakych podminek bude ‘é—f < 0 (tj.
bereme rovnici (209) se znaménkem (-)).

1. Uréeme znaménko jmenovatele v rovnici (209). Snadno se presvédéime, ze
(r? + a?)sinf + avVAsin?0 > 0. (210)

2. To znamend, ze pokud ‘ji—f < 0 pak musi platit asinf — VA < 0. Tato
nerovnost je splnéna pro vSechna r > r,, kde r, je kofen rovnice

r? —2r +a*cos’0 =0. (211)

Plocha r = r, se nazyva plochou statické limity, kde %‘te = 0. Jinymi slovy, kazda
castice na této plose se musi pohybovat rychlosti svétla proti sméru rotace ¢erné
diry, aby byla v klidu vuci statickym pozorovatelum v nekonecnu.

0
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Uloha ¢.2) Ukazte, Ze testovaci ¢astice v Kerrové prostorocase bude mit na
kruhové orbité specifickou energii £ a specificky moment hybnosti £ ve tvaru
r3/2 —9pl/2 4 ¢
&= 77 (212)
r3/4 <r3/2 —3ri/2 + 2a>

r? F 2ar1/? + a2

L=+ - (213)
r3/4 <r3/2 —3ri/2 £ 2a>
Reseni: Vyjdeme z Carterovi rovnice pro radidlni souradnici
d
2 — 4R, (214)
dr
kde R je v ekvatoridlni roviné (6 = 7/2) déno vztahem
2
R =m? [5(7“2 +a®) — aﬁ} —m?A [7‘2 + (L — aé’)Q] . (215)

, . ;v ey . 2 o . . . .
Pro kruhové orbity musi zfejmé platit % = ng = 0, coz implikuje soustavu rovnic

R:i—f:()vetvaru

2

[5(7“2 +a?) — aﬁ] - A [7“2 + (£ — aé’)ﬂ =0, (216)
A(E — 1P + 6r2 42 [az(é:? 1) - 52} rr2L—af)?=0. (217

Z téchto rovnic obdrzime hledany vysledek

3/2 _ 2 1/2 +
£=— " T (218)
r3/4 <7’3/2 —3ri/2 4 2a>
r2 F 2ar'/? + a?

r3/4 (7’3/2 —3rl/z £ 2a>

L=+ (219)

1/2 "
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Uloha ¢.3) Urcete limitni hranici, na které jesté muze existovat kruhova orbita.

Reseni: Vyraz pod odmocninou ve jmenovateli rovnic (218) a (219) z piedchoziho
prikladu musi byt > 0, tj.

32 —3rt2 £ 20> 0. (220)
Mezni hodnota poloméru pro kruhové orbity je kofen rovnice

P23 2420 =0 = o, =2 [1 + cos(3 arccos(Fa))| . (221)
Pro polomér r,, specifickd energie £ a specificky moment hybnosti £ diverguji.
To naznacuje, ze r = rp, odpovidd fotonové kruhové orbité. Pokud a = 0 pak
Tpr, = 3 jako u Schwartzshildovy ¢erné diry. Pro extrémni Kerrovu diru a =1 je
hodnota poloméru fotonové orbity r,, = 1 pro korotujici fotony a r,, = 4 pro

antikorotujici fotony.
O

Uloha ¢.4) Urcete polohu mezné vazanych orbit a mezné stabilnich kruhovych
orbit.

Reseni: Nevazané kruhové orbity spliuji podminku € > 1. Pro mezné vézanou
orbitu pak dostdvame rovnici (viz rovnice (218))
32— opt/2 4 ¢
1= el (222)
r3/4 <r3/2 —3ri/2 £ 2a)

coz dava

korotujici: r? —4r +4ayr —a*=0 = 1y =2—-a+2v/1—a,
antikorotujict: 1% —4r —4da/r—a®>=0 = rp_ =2+a+2V/1—a.
(223)
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A pro
a=0 = 7Tmr =Tmp- =4,
a=1 = rpy. =1, (224)
Tmb— = 3+ 2v/2 ~ 5.83.

Stabilita kruhovych orbit implikuje nerovnost % < 0. Dostavame tak rovnici
1208 —1)r* +12r — 2| L% — a*(E? —1)] <0. (225)

Dosazenim z rovnice (218) a (219) obdrzime nerovnost
r2—6r+8ar/? —3a>>0 = r>rn., (226)

kde r,,s je kofen rovnice

r? — 6r + 8ar'/? —3d®> =0, (227)
jehoz Tesenim je
1/2
Fos = 3+ Zo F [(3 —Z)(3+ Z1 + 222)} , (228)
Zi =1+ (1—a)/3 [(1 a1 a)l/ﬂ , (229)
Zy = (3a% 4 Z})Y2. (230)

Pro a = 0 obdrzime r,,; = 6. Pro a = 1 pak 7,5, = 1 v korotujicim piipadé a
rms— = 9 v antikorotujicim ptipadé.

U

Uloha ¢.5) Uvazujte dveé testovaci ¢dstice pohybujici v ekvatoridlni roviné smérem
ke Kerrové cerné dite. Kazda castice ma nenulovy moment hybnosti /1, resp. ls.
Tyto ¢astice nechdme srazit v bodé r. > r, kde ry =14 /1 — a? je vnéjsi hori-
zont cerné diry.

Urcete:

e minimalni a maximalni azimutalni moment hybnosti, pro ktery ¢astice spadne
na horizont,
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e energii srazky Ecops vaci hmotnému stfedu systému obou ¢astic.

Reseni: Radialni rovnice méa pro testovaci ¢astici pohybujici s kovariantni energii
E =1 v ekvatorialni roviné Kerrovy cerné diry tvar

dr 1
VLV, (231)
kde je
V(irl)=(r*+a* - al)2 —A(r*+(1-a)). (232)

Céstice putujici z nekonecna se do néj opét vratni, pokud ma jeji geodetika bod
obratu, tj. bod r; > r, spliujici podminku V(7 1) = 0. Pro mezni hodnoty
momentu hybnosti musi byt navic splnéna podminka dV (ry;1)/dr = 0, ktera
znamena, ze pokud ma funkce nestabilni kruhovou orbitu tak pro l,,;, < < lnae
se neodrazi od potencidlové bariéry a spadne pod éernodérovy horizont. Resime
tak soustavu rovnic

(r*+a* - al)2 —A(rP+(-a)?) =
3 —Pr+(a—10)? = 0 (234)

S
—~
[N}
o
w
~—

Resenfm této soustavy jsou nésledujici kofeny
rm=2(1-v1l—-a)—a 1§ =21-+V1-a), (235)
ro=214+vV1—a)—a lhb=2(14++V1-a), (236)
rs=21+V1l4+a)+a Il3=-2(1+V1+a), (237)
ry=21-vV1l+a)+a li=-2(1—+v1+a). (238)

Pouze ry a r3 jsou vétsi nez ry a tedy dostavame vysledek

Lnin = —2(1 + VI F a) a lnas = 2(1 + V1 — a). (239)

A dostavame se k druhému bodu zadéani, urc¢eni energie srazky Ecyy. Je-li celkova
4-hybnost srazejicich se ¢astic P,y = P+ Py, kde Py a P, jsou ¢tythybnosti prvni,
res. druhé ¢astice, pak je energie srazky v CM systému urcena vztahem

Eéns = —Prot * Peot- (240)
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Z néj pak postupné dostavame, za predpokladu m; = my = m,
Ely = —(P+PR) (P+PR)=—(P-P+P-P+2P - P) (241)
= |P-P|=-—m? =2m*(1+ U, - Uy) = 2m*(1 + g;UIU3), (242)
kde byl vyuzit vztah P = mU. Slozky 4-rychlosti obou ¢astic v ekvatorialni roviné
jsou
Uy = (U}, U],0,U7) a Uy = (Us, U5, 0,US). (243)

Vztah pro E%,, tak upravime a obdrzime vztah

Ely = 2m2\/ 1+ guULUL + g0 UTUS + 9, UL US + g0,(UTUS 4+ USUY).  (244)

kde pak jsou jednotlivé, nenulové slozky urceny z Carterovych rovnic

1 24 a)T

Ut = —ﬁ{(a—lw—(r Aa> } (245)
1

U= iﬁ\/v, (246)
1 T

vt = —— (a—l)+cﬂ (247)

kde je T = r? + a® — al.
O

Uloha ¢.6) Uvazujte nésledujici experiment (demonstrace Penroseova procesu)
kterym je ”odéerpavana’energie a moment hybnosti Kerrovy ¢erné diry. Necht se
castice vypusténa v z klidu v nekoneénu, £ = 1 a LY, rozpadne v bodé obratu
(L, je voleno tak aby r, < 2M) své geodetiky na dva fotony. Foton ¢. 1 nechdme
spadnout pod horizont s enerii a momntem hybnosti LY < 0a E! < 0 zatfmco
druhy foton odleti zpét do nekoneéna s E? a L?. Uréete maximaln mozny

vytézek energie AE = E® — E© pii tomto pokusu.

Reseni: Uvazujeme pohyb v ekvatoridln{ roving, tj. @ = 0. Z Carterovy rovnice
pro radialni slozku 4—hybnosti mame rovnici pro

[r(r? 4 a%) + 2a*°M] E* — 4aML.E — L2(r — 2M) + (s)A =0 (248)

41



kde k = 1 pro casupodobné geodetiky a k = 0 pro nulové geodetiky. Vyjadieme z
této rovnice kovariantni energii F/ a azimutalni moment hybnosti L, a dostaneme
rovnice

2aM L, + AV2[r2L? + (r(r? + a®) + 26 M) kr]"/

E. = 249
* r(r? +a?) + 2a2M ’ (249)

;o 2aMEEAV[PE 4 (r - 2M)rr]'/? (250)
= r—2M '
Poznamenejme, ze pro radidlné padajici ¢astici z klidu z nekonecna je £ =1 a
tedy bereme rovnici s £ = E,. Geodetika rozpadajici se ¢astice ma nasledujici
konstanty pohybu

EO = 1, (251)
—2aM + AY2[2r(r — M)]'?
Lo = 027 — [2 ET "o (252)

Necht momenty hybnosti pro vzniklé fotony jsou (odpovidaji bodu obratu na
daném 7)

—2aM — rAY?
L — O — 00 92
N r—2M “ (253)
A 1/2
—2aM +rA
@ — @ — ,Op®
L T E o B (254)
Samoziejmeé, plati zdkony zachovani energie
EL L 5@ = pO) — (255)
a momentu hybnosti
LY+ L =aWEW 4 o@PE® = [0 = ) (256)
Resenfm této soustavy rovnic obdrzime nésledujici vyrazy pro energie fotont
0) _ »®@
m - &
EY) = NOPEpNEL (257)
1 _ 4O
@ _ @ o
E NOPNOL (258)
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Dosazenim za oY dostaneme koneéné vyrazy

1 [2m
EL — _§< __1>, (259)

r

1 [2Mm
B2 _ 5( _+1), (260)

r

(261)

V ergostéie (r < 2M) je energie fotonu ¢. 1 zéporna. Vytézek energie bude

AE =E® — EO = % < M 1) = g, (262)
T

Maximalni vytézek energie ziskdme pro minimalné mozny bod obratu, ktery je

na 4, tj.
1 [2M
AEz—( ——1>. (263)
2 Ty

Pro extrémni ¢ernou diru (a = 1) je r, = M a tedy maximalné mozny vytézek

energie bude

AE = % (\/5 - 1) = 0.207. (264)

O

Uloha ¢.7) Uvazujte prachovou slupku s radidlnim rozmérem ry >> r, v Kerrové
metrickém poli [2]. Urcete jak se puvodné sféricky symetricka slupka bude, béhem
volného padu na ¢ernodérovy horizont ménit (jako charakteristiku distorze slupky
zvolte dobu radialni souradnici, r¢(¢; #), prachovych ¢astic ve stejném souradnicovém
case t).

Reseni: V Boyerovych-Lindquistovych soufadnicich mé prostorcasovy interval v
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Kerrové geometrii tvar

2M by
ds* = — (1 = ZT) A + Sdr? + 5do°

4Mrasin® 0 A
2O Y Gtdy + 2 sin? 0dg?, (265)

by by

kde je

Y =7r?+a’cos’ b, (266)
A =r*—2mr +ad? (267)
A= (r*+a*)? - a*Asin? 6. (268)

Pro testovaci ¢astici odvodil Bandon Carter, z Hamilton-Jacobiho rovnic, pohy-
bové rovnice ve tvaru

dr
R 2
- = VR (269)
dé
Y— = vV 2
I W, (270)
dt 2 2
— = —a(aBsin®f— ) + - Tp (271)
-
dep d aP
Y— = E— — —. 272
dr (a sinze) * A (272)
V téchto rovnicich jsou zavedeny funkce
(I)2
W) = Q—cos’ {aZ(m2 — E?) + —; ] : (273)
sin“ 0
P(r) = E@?*+d*) —ad, (274)
a
R=P*—A[m*r*+Q+ (®—aE)’]. (275)
Testovaci castice, tvocici slupku, se pohybuji s pohybovymi konstantami
E=m,®=0,aQ =0. (276)
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Za téchto predpokladu se Carterovy rovnice zjednodussi a piseme je ve tvaru

d
zé = —\2Mr(r? + a?), (277)

dé

P 27
dt 2 22

D = —a’sin’f+ %, (279)
dyp r? + a?

Y— = —a|l-— . 2
dr ¢ { A ] (280)

Z rovnice (278) je ihned vidét, ze prachové ¢éstice budou nésledovat trajektorie
s konstantni latitudinalni soutadnici # = 6;. Abychom urcili deformaci slupky

slou¢ime dohromady rovnice (277) a (279) a obdrzime (z definice derivace slozené
funkce dt(r(1))/dr = (dt/dr)(dr/dT))

dt _ dt/dr _ —a?sin’ 0; N (r? + a?)? (281)
dr  dr/dr Mr(r2 +a2)  A2Mr(r? + a?)

Zavedeme bezrozmeérné veli¢iny vyrazy r/M — r, a/M — a a t/M — t. Rovnice
(281) bude mit tvar

e —a?sin? 0, N (r? + a?)? (282)
dr V2r(r2+a?)  A\2r(r?+a?)

Nejprve integrujme tuto rovnici pro a = 0. Vzhledem k tomuto piipadu pak
budeme diskutovat vysledky pro a # 0. Necht je tedy a = 0. Urcujeme nésledujici
integral

1 r 7,,3/2

_E 0o =2

Snadno se presvédcite, ze vysledkem je funkce

t =

2 4
dr = |T' = $27 dr = 2$d[l§'| = —E/ﬁdl' (283)

1/2
t N2 2 \3/2 (557) " +1
=2l ) B
oM o) ~3\an) TRy (284)
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Urceme aproximaci vyrazu

1+z
1 285
gl (285)
pro x >> 1. Z Taylorova rozvoje dostaneme
1
log’l—i_—x’:log|(1+x)2‘:2log]1—|—x]2x. (286)
-

Odkud tedy plyne priblizna forma vztahu (284), kterou piseme ve tvaru

t N2 2 7 \3/2 2M\ /2
) A () e
Wi oM s\aar) T\ (287)

Pro r >> 2M lze analyticky fesit rovnici (282) pro a # 0. Pro tento piipad
prepiseme rovnici (282) na nésledujici

at —a?sin? 6; N (r? + a?)? (288)
dr V2r(r24+a?)  A\2r(r? +a?)

kterou resi funkce

t r\Y2 2 1 \3/2 a’® (1 oM\
Lo (YT o+ T _sinzo)| (Z2) . 2
oM <2M> 3 (2M) J{ T3 (2 S )} < r ) (289)
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4 Pohyb testovacich ¢astic v elektromagnetickém
poli

Pritomnost elektrickych ndboju a proudu nabitych ¢édstic generuji elektromag-
netické pole, které samo, jako nositel energie, generuje zakiiveny prostorocas.
Jestlize A, jsou slozky vektorového 4-potencidlu pak piseme slozky Faradayova
tenzoru vet tvaru

Fu = AM;V - AV;M‘ (290)
Tenzor energie-hybnosti elektromagnetického pole pak je
1 « 1 af
T, = yp FF) — ZF Fap | . (291)

Pokud hmotny objekt je kromé hmotnosti navic vybaven nenulovym elektrickym
nabojem tak v pripadé sférické symetrie a staticnosti dostavame Reissnertov-
Nordstromaiiv prostorocas [11, 16].

V ptipadé osové symetrie a stacionarity je feSenim Einsteinovych rovnic s
tenzorem energie-hybnosti elektromagnetického pole Kerr-Newmaniv prostorocas
[10]. Jeho délkovy element ma tvar

2Mr — €2 by
ds? = — (1 - "——)dt* + Zdr? + 2d#?
B
2(2Mr — €?)asin® A
_2@Mr = asinf 4 Agy (292)
X by
kde je
Y = r?+a*cos?, (293)
A = 7 —2Mr+a®+é, (294)
A = (r*+ad*? —d*Asin®0. (295)

Uloha ¢.1) Z Hamiltonova formalizmu uréete pohybové rovnice nabité, testovaci
¢astice v zakfiveném prostorocase, na kterou pusobi elektro-magnetické sily.

47



Reseni: Elektromagnetické pole, je ve prostorocasové formulaci zakédovano do
4-potencialu A,. Hamiltonidn vedouci k Lorentzové sile mé tvar

1 v
H= Eg“ (m, —eA,)(m, —eA,), (296)
kde je e elektricky naboj testovaci ¢astice a 7, jsou kovariantni slozky zobecnéné

hybnosti. Pohybové rovnice jsou uréeny Hamiltonovymi rovnicemi

de*  OH dr,  OH
= = — ) 2
d\  om, " dx oz (297)

Z prvni soustavy Hamiltonovych rovnic dostavame

dx* 1 on on on on
-tz afs _ﬁ « A B - «
d\ 27 (WO{ on, T o, “or, Ap o, )
= g% (my —eA,) =7 —eAr. (298)

V parametrizaci A = 7/m je dz*/d\ = p*, takze mame prvni vysledek
pt =1t —eA* = 7t = pt 4 e A (299)

Odtud dosadime za 7, do druhych Hamiltonovych rovnic a postupné obdrzime

d 171,
i (pp +edy) = 5 1Y 5,u(77a —eda)(ms — eAg)

—eg®? (mgAay — TaApy + €AgAa, +eAqAg,)] (300)
Podrobnéjsim rozepsanim této rovnice obdrzime rovnici
g, vV a v dpy a 14
Guv,epP P +guu,a€p A +g/u/ﬁ +g;w€p A o
1

§goa,,upapa + epBAB,,LL' (301>
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Celou rovnici vyndsobime ¢lenem ¢"* a osamostatnime ¢len dp”/d\, dostaneme

dpn 1 R g, o (0N 74 g, UV
o = 59" Goau’D" = Guo?"D" = Guowhp")
+g™ (epﬂAﬁM —ep’AY 4G — g#,wep"A”) ) (302)
Nyni si staci uvédomit, ze plati
K 1 K,
e = 59 : (_goa,u * Juoo T gucr,a) (303)
a
(9wA”) 0= GuoA” + guA” . (304)
a obdrzime vysledek
d K
ST, = eF g, (305)
d\
kde je
Fog=A0p — Apa. (306)

O

Uloha ¢.2) Uvazujte pozorovatele, pohybujiciho se na kruhové, Keplerovské or-
bité v okoli Reissnerovy-Nordstromovy cerné diry s ndbojem ) a hmotnosti M.
Urcete nenulové slozky elektromagnetického pole, ktery tento pozorovatel bude
merit.

Reseni: Kovariantni slozky tenzoru obecného elektromagnetického pole F v lok4ln{
tetradé statického pozorovatele jsou

0 E, Ey E,

- —FE, 0 —B, DBy

Flayp) = ~Ey B, 0 ~B,
~FE, —DBy B, 0

(307)

Centralni objekt ma naboj @) a pole je statické a sféricky symetrické, tzn. jeding
nenulové slozka je

E, =—= (308)



Kovariantni slozky tenzoru, tohoto elektromagnetického pole jsou

0 —Q/r 00
Q/r 0 00

Foo =1 " 0o 0 0 (309)
0 0 00

Nés zajimaji slozky tenzoru elektromagnetického pole v systému pohybujiciho se
po keplerovské kruhové orbité rychlosti

(P)rrs
W U _LU (310)
SACR JOF5¢

(
J

(1)] urcuje vztah mezi slozkami soufadnicové baze w®

kde transformacnf matice [L;
a slozkami tetrady statického pozorovatele w®. Slozky této matice zfejmé jsou

(ovérte)

20 0 0
i 0 f*0 0
L= o ! 0 r 0 (311)
0 0 0 rsind
takze pro rychlost V() obdrzime vyraz
rsind U? r
V@) — g = 0 =n/2| = mﬁk (312)

Pro urceni Keplerovské frekvence, Qi vyjdeme z rovnice geodetiky pro radialni
slozku ¢étytrychlosti U”, kterd ma tvar

dUr
dr

Na kruhové orbité zrejmé plati U" = 0, dU"/dr = 0 a U = (U*,0,0,U%). Za

téchto podminek dostavame vyraz

_USD_ [y \/1fr_\/7"_Q2 .
Qg = i \/ o 5 = e (overte) (314)
20

+T7,,U°U% = 0. (313)




Kovariantni slozky elektromagnetického pole z pohledu pozorovatele na kruhové
orbité pak urcuje momentalni Lorentzova transformace ze systému statického
pozorovatele do systému pohybujiciho se pozorovatele podle vztahu

v)
Flays) = M A5 Funo, (315)
kde je
04 00 —V®
(w) 0 10 0
A S R (316)
—AV® 00 v
a
1 (317)
7= 1— V@R

Nakonec obdrzime kovariantni slozky tenzoru elektromagnetického pole FY () (8) V€
tvaru

0 ¥ 0 0
Q QV ()
[F(a)(ﬁ)] - 0 0 0 0 (318>
0 —L2 9 0
Kromeé elektrické slozky E, = —yQ/r pozoruje pozorovatel na kruhové orbité

jesté latitudinalni magnetickou slozku

QV®

By=1 (319)

O

Uloha ¢.3) Urcete radidlni soufadnici rye na které bude ¢dstice s ndbojem ¢,
v Reissnerové-Nordstromoveé metrickém poli uréeném elektrickym néabojem @, v

klidu.
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Reseni: Zikladem nasich dvah bude pohybové rovnice pro radidlni slozku 4-
hybnosti (255), kterou zapiSeme ve tvaru

dp”
dr

Slozky 4-hybnosti uvazované, nabité ¢astice jsou

+ T 0" = qF pa. (320)

p* = (p",0,0,0) (321)

a navic ¢dastice na statickém poloméru musi spliovat podminku dp”/dr = 0. Z
téchto podminek prejde rovnice (320) na tvar

Iy (0')? = ¢F""py. (322)

Tenzor elektromagnetického pole bodového naboje z pohledu tetrady statického
pozorovatele ma nenulové pouze slozky

FOO) — _p0)O Z gy (323)

Vztah tetradovych slozek tenzoru elektromagnetického pole a jeho slozek vyjadienych
vuéi souradnicové bazi je

P = L Ly F O (324)
kde ztejmé je
f—1/2 0 0
0 fY2 0 0
=1 0 o (325)
0 0 0 (rsinf)™!
Takze pro slozku F" dostaneme
F = Lj, Lty FO® = g2y 2% = % (326)

Rovnice (322) potom bude

I f 2 () = = (327)
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Jedind kovariantni, nenulova slozka 4-hybnosti ¢istice je p;. Z normovaci podminky
dostavame

—m® = gPpaps = [ (p)* = po=mf (328)
Dale, pro slozku afinni konexe I'",, snadno, z definice, obdrzime vztah

[y = %ffr (329)

Rovnice, kterou musime vytesit pak budem mit tvar

% -9 (330)
Zde jsem uz polozili m = 1. Dosazenim za f z Reissnerovy-Nordstromovy metriky
2
f=1- % + % (331)
dostavame vyslednou rovnici (za predpokladu ¢@Q > 0)
CQ*r* — 2¢4°Q% — (1 — QY)r* +2Q%r — Q* =0, (332)
kterou musi rg, spliovat. O
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5 Skalarni pole v okoli ¢ernych dér

V této kapitole se na okamzik opustime diskrétni ¢astice a budeme studovat jak
se vyviji v metrickém poli skalarni pole [3].

Uloha ¢.1) Hustota Lagrangianu mé pro komplexni skalarni pole ¢ s hmotnosti

w tvar -
L=—g"V,oV0" — u*op*. (333)

Odvod'te z této hustoty Lagrangidnu pohybové rovnice skaldrniho pole.

Reseni: Piislusné pohybové rovnice plynou z Eulerovych-Lagrangeovych rovnic,
které maji pro ¢* tvar

oL oL
V,p* - =0 334
¢ (o)~ 5 (334)
Uréeme nejprve
oL iy
UV, 335
. oL
= —120p. 336
0o - H (336)

Tyto dva vysledky vlozime do Eulerovych-Lagrangeovych rovnic (334) a obdrzime
Vi(=9"Vp) +u*e = 0
~Vig?Vip —g"ViVp+ P = 0
=0
(VIV, — i) g = 0
O-w)e =0 (337)
O

Uloha ¢.2) Ukazte, ze pro skalarni funkci ¢ 1ze d’Alambertian O psat ve tvaru

Op = (0°0; — T",,0%) . (338)
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Reseni: O spravnosti vztahu (338) se snadno piesvédéime pffmym vypoctem.
Postupné tak dostavame

Op = V,Ve=V,(¢"Vsp) =|Vig® =0] =¢"V,Vyp
(Voo = 0sp| = 9" Vi(0s0) = Vi(0'p) = 0:0"0 +T",,0°0
(0,0" + T7,,0°) . (339)

O

Uloha €.3) S vyuzitim vztahu

1
I, = ——0i/—9, 340
1) /—_g J ( )

kde g je diskriminant metriky [g;;], upravte Klein-Gordonovu rovnici na tvar

=0, (6" V/=500) — 12| ¢ =0. (341)

Reseni: Dosadime vztah (340) do (338) a upravime rovnici (337). Postupné tak
dostavame

(0:0 + T8 — ) = 0
(aiawrakra —ﬂ)
L/_(\/_aawak\/_ak M]@ _

|

[\/_ (V=90") — 1’| = 0. (342)
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Uloha ¢.4) Najdéte a Feste pohybové rovnice skalarniho pole v okoli Schwarzhil-
dovy cerné diry. ReSeni hledejte v separovaném tvaru.

Reseni: Nenulové, kovariantni slozky metrického tenzoru popisujici Schwarz-
childuv prostorcas jsou

2 2\ ! _
G = — (1 - ;) s Grr = (1 B ;> , 9oo =17, Gpp = 17 5In" 0. (343)
Diskriminant metriky je v tomto ptipadé roven
g=—r'sin®0. (344)

Nyni staci rozepsat rovnici (342) vzhledem ke Schw. metrice a dostavdame

—1 0 S 98 4 S 98 +
r2sinf | Ot gr n ot 8 g "rsin or

d 00,2 0 d 0,2 d 2 _
+8(9 (g sin 989)+8<p (g r 511198%0 pee® = 0 (345)

a vysledny tvar pro Schwarzchildovu metriku bude

3 92 2
r® 0*® 1 0*® a(r(r_z)(?@)_i_

Tr—20r snleop or or
19 oo,
— — d = 4
+sm988 (sm&ae e ) 0 (346)

Vzhledem k sférické symetrii a ¢asové nezavislosti metriky hledejme feseni této
diferencialni rovnice ve tvaru

D = e ™ R(r)Am(0,p). (347)

Dosadme nyn{ (347) do (346) a pocitejme nejprve jednotlivé parcidni derivace,
dostavame

0o ; 0*®

e tRA T2 2eitpg 4
oy iwe "“"RA, 9 we“"RA, (348)
0 ., 0A  0%® ., O°A
U¥ _ —iw R-= — 77,th 349
agp € agp ? a(pQ € 8@2 Y ( )
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o (, , . 00\ . dR .. &R

g ((T 27’)5> =2(r—1)e A% +r(r—2)e AW’ (350)
g (. 00\ i OA L O%A
BT <sm¢9%) = cosfe R86 + sin fe R862 : (351)

Celkove jsme tak dospéli k rovnici

r3 W2 1 82A+2(r—1)@+r(r—2)d2_]%
r—2 Asin? 0 Op? R dr R dr?
cot A  10*°A

R o0 A M7

= 0, (352)

V této rovnice lze ziejmeé od sebe oddélit radidlni a uhlovou ¢ast a pak symbolicky
zapsano dostavame

P(r) =W(,p). (353)

Tato rovnice musi zfejmé platit pro libovolné r, 6 a ¢, tj. Prava i leva strana se
musi rovnat stejné konstanté, feknéme K. Vzhledem k této separacni konstanté
K dostavame dveé rovnice

d*R dR r3w?
—2)—+2(r—1)— — 1’ — K |R= 4
r(r )dr2+ (r >dr+<r—2 wr )R 0 (354)

¢ 1 0*A 0A  0%*A
— t0— + — — KA=0. 355
sin? @ 92 oo 00 + 00? (355)
Kvuli snadnéjsimu zapisu piseme misto A;, jen A. Nyni se soustiedime na tithlovou
rovnici (355). O

Uloha ¢.5) Urcete tenzor energie hybnosti klasického skalarniho pole v poli Sch-
warchildovy cerné diry a urcete podminky, za kterych toto pole splnuje slabou a
silnou energetickou podminku.
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Reseni: Tenzor energie hybnosti pole ®, které je uréeno Lagrangeovou hustotou
L, urc¢uje rovnice

« aﬁ «
T B - Q);BE - 5ﬁ£ (356)
Hustota Lagrangianu £ klasického skaldrniho pole @ je dana vztahem
1 N 1 2 2
L= §CI>;M@’“ + SH ORS (357)

K urceni ptislusného tenzoru energie hybnosti uz jen stac¢i dosadit posledni vztah
do rovnice (356). Postupnymi vypocty dostdvame

« 1 Vo 1 v « 1 « )
T = S0P+ 50" Bu0] — S05(8, P + 1°P?) (358)
_ 1 .
= Bl (@, 07, (359)

Energetické podminky, které nas nyni zajimaji, jsou:

e Silna energetickd podminka - vyjadifena nerovnici

T
T;w - EQWV“VV Z 07 (36O>

e Slabd energetickd podminka - vyjadiena vztahem

T, V*VY > 0. (361)

V obou pripadech je V# jednotkovy, ¢asu-podobny 4-vektor. Nez uréime silnou
energetickou podmminku pro nase skaldrni pole spocitejme nejprve vyraz pro
T =T*,. Po kratkém vypoctu dostdvame vysledek

. 1
T = T, =", — 50 (VD) +m?e’]
= —(V®)* —2m°P°, (362)
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Tento vysledek vyuzijeme k urceni silné energerické podminky

T 1
(TW — §g,w) VAYY = (cbwcbw + §gwm2¢2) VYV

1
= (VID,,)* — §m2CI>2 (363)
kde jsme vyuzili V,V# = —1. Vidime, Ze silnou energetickou podminku lze velmi

snadno porusit. Napriklad, pokud bude pole ® casové nezavislé v soustavé kde
je V# = (1,0,0,0) tak bude silnd energetickd podminka zjevné porusena. Nyni
obratme pozornost ke slabé energetické podmince, kterd pozadu platnost nerov-
nosti

1 1
0 < T, VHVY = (Vi) + 3 (V®)® + S e (364)
Jak je ihned vidét tato podminka je pro skalarni pole ® vzdy splnéna. O
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6 Termodynamika ¢ernych dér

Stephen Hawking ukazal [6], ze celkova plocha vsech, klasickych cernych dér ve
Vesmiru nemuze klesat. Je-li A plocha ¢erné diry pak Hawkinguv teorém iika

§A > 0. (365)

Tento teorém silné pripominda druhy termodynamicky zakon, ktery iika, ze zadnym
fyzikdlnim zpusobem nemuze celkova entropie S veskeré hmoty ve Vesmiru kle-
sat,tj. 05 > 0. Tim ovSsem analogie nekonc¢i. Na povrchu libovolné cerné diry
lze zavést velicinu k - povrchova gravitace, ktera je konstantni v piipadé sta-
cionarnich ¢ernych dér. Toto pravidlo je analogii k nultému zakonu termodyna-
miky a sice, ze teplota T je konstantni v télese v termodynamické rovnovaze.
Déle, zde nalézame analog k zdkonu zachovani celkové energie soustavy a to ve
tvaru

1
M = —rdA + Qpd, (366)
m

ktery tikd, ze celkova zména hmotnosti ¢erné diry odpovidd zméné jeji plochy
A a/nebo zméné jejiho momentu hybnosti J. A nakonec k tretimu termodyna-
mickému zakonu, ktery tika, ze je nemozné fyzikalnimi procesy dosahnout 7" = 0,
existuje analogie tvrdici, ze neni mozné fyzikalnimi procesy dosahnout x = 0.

K entropii S je ekvivalentem plocha ¢erné diry A a k teploté T' je analogem
povrchova gravitace k.

V roce 1975 Stephen Hawking navic ukazal, ze ¢erné diry, v dusledku kvantove-
mechanickych procesu v blizkosti horizontu, vyzatruji energii jako absolutné ¢erné
téleso. Muzeme tedy skutecné hovofit o termodynamice ¢ernych dér.

Uloha ¢.1) Necht x“ je Killingovo pole, které je norméalou k horizontu staionérni
cerné diry. Ukaztem, zZe lze na povrchu ¢erné diry zavést velicinu s, kterd je
konstantni podél orbit urcenych .

Reseni: Obecné Killingovo pole x® nemusi splyvat se stacionarnim Killingovym
polem &%. V takovém piipadé ziskame axidlni Killingovo pole 9 jako linedrni
kombinaci poli x* a £*. Obecné tedy piSeme

X' ="+ Quyt, (367)
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kde je Qg thlova rychlost horizontu cerné diry, kterd je konstantni.
Horizont je nulovy povrch a x® je normélou k horizontu, pak musi platit

XaX* = 0. (368)

Jinymy slovy, x.x® je na horizontu konstantni a proto je i V4(x,x®) normélou k
horizontu. Takze existuje funkce k takovova, ze je

Ve(xex") = —26x". (369)
0

Uloha ¢.2) Uvazujme klasickou, rotujici ¢ernou diru. Vratnym procesem odebirejme
z této Cerné diry energii (hmotnost) a rotaci (moment hybnosti). Ukazte, ze zdkona
neklesajicich ploch ¢ernych dér, ze takto vytvorena staticka cerna dira bude mit
hmotnost My > M;,, = \/MZ(Ml + v/ M? — a?)/2. Index i oznacuje inicidlni, ro-
tujici cernou diru se spinem a a index f oznacuje finalni, nerotujici ¢ernou diru.

Reseni: Urceme nejprve plochu rotujici éerné diry. Ta bude ziejmé

2T ™ 2T T
A= / / V2gdbp = / / (r2 + a?)sin 0dfdp = 4n (12 +a?). (370
0 0 0 0

Uzitim vztahu A = 0 = r2 —2Mr +a?® dostdvame pro plochu horizontu Kerrovy
cerné diry vyraz

A=8rMr, =8rM(M + vV M? — a?). (371)
Ze zakona neklesajicich ploch klasickych ¢rnych dér dostavame nerovnost
Ay > A, (372)
kde je
Ay = 16w M7 (373)
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Dostavame tak nerovnost

1
2S5 20T ) 2 _ 2
Mf > 2M1(M1 +4/ M —a ). (375)

Hmotnost takto vytvorené statické cerné diry nemuze byt mensi nez urcitd hmot-
nost M;,., ktera je dana vztahem

1
M2 = éMZ-(Mi +\/ M? — a?). (376)

0

Uloha ¢.3) Uvazujte kolizi dvou Kerrovych ¢ernych dér se stejnou hmotnosti
M; a s opacnymi rotacnimi parametry a. Jakda bude minimalni hmotnost, Ms,
Schwarzchildovy ¢erné diry, ktera timto procesem vznikne?

Reseni: Necht je ploch kazdé z nasich Kerrovych ¢ernych dér A; a plocha vy-
tvorené Schwarzchildovy ¢erné diry As. Podle teorému o neklesajicich plochach
¢ernych dér musi platit

Al + A1 < AQ — 2A1 < AQ. (377)

Plocha Kerrovy cerné diry bude

T 2
A = / v/ 2gdfd, (378)
0o Jo
kde je
9 = gopgp, = [(r7 + a®)* — a®6, sin* 0] sin® 0 = (r3 + a®) sin® 6. (379)
Vysledna plocha Kerrovy cerné diry potom je
Ay =4n(rl + a®) = 8w Myry. (380)
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V pripadé Schwarzchildovy ¢erné diry dostaneme pro jeji plochu vyraz
Ay = dnril = 167 M3, (381)

Dosazenim do (377) obdrzime vysledek

167 M7y < 167M3Z — My > \/Ml(Ml + 4/ M} — a?). (382)
O

Uloha ¢.4) Z Hawkingova teorému o neklesajicich plochéch ¢ernych dér ukazte,
ze Kerrova cernda dira urcité mody dopadajiciho zafeni spise zesiluje.

Reseni: Plocha Kerrovy ¢erné diry je
A=8rA =8 [M*+ (M* - J)?], (383)
kde je J = aM. Odkud ziejmé dostaneme
A=M?>+ (M*— JHY? 5 A2 —2AM* + J* = 0. (384)
Prvni variaci této rovnice obdrzime vyraz
2A6A — 2M?*5A — AAMSM +2J6J =0 (385)
pripadné v upravené podobé
(A— M?*6A =2AMSM — J5.J. (386)

Z teorému o neklesajicich plochéch plyne, ze leva strana predchozi rovnice je
pozitivni. Predpokladejme, ze vinové mody maji ¢asovou t a fazovou ¢ zavislost
danou vztahem exp(—iwt 4+ imep). Vsechny skaldrni, elmg. a grav. viny splnuji

SM = 25, (387)
m
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Dostévame tak nerovnost

(2[11\4 - @J) SM > 0. (388)
w
Pro zesilenou vinu, ze zdkona zachovani energie, plyne
oM <0 (389)
takze musi platit
< 2M
oAM — L j<o= 2 T g, (390)
w a w
To vede k podmince
0<w< — =m0 (391)
2MT+ h
K zesileni dopadajici viny dojde tehdy, kdyz je jeji kruhova frekvence celociselnym
nasobkem kruhové frekvence Kerrovy ¢erné diry. 0

Uloha ¢.5) Uvazujte Schwarzchildovu ¢ernou diru s hmotnosti M. Najdéte vyraz
pro zatrivy vykon Hawkingova zateni. Jaky je vztah mezi jeji hmotnosti M a dobou
jejiho vypafreni ¢,

Reseni: Stephen Hawking ukdzal, ze vlivek kvantovémechanickych procesit v
blizkosti horizontu ¢erné diry dochazi k odebirani jeji energie ktera je vyzarovana
do okoli ve formé zareni absolutné ¢erného télesa s teplotou

K
o

kde k je povrchova gravitace ¢erné diry. Urceme, jaké je zrychleni statického
pozorovatele na daném r > r, a pak uré¢ime limitu pro » — r,. Pro 4-zrychleni
plati

Ty (392)

d2aH dz® da?
H= o ——
¢ dr? T as dr dr (393)
Pro statického pozorovatele budou slozky jeho 4-rychlosti
dx® dt
— =(—,0,0,0 394
dr <d7" ,0,0) (394)
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kde z normovaci podminky u,u® = —1 dostaneme

dut dut

a = T I, (u')? = o t0=0 (395)
du?¥

o = % LT, =040 =0, (396)
d 0

o = d—i +T,(u)2 =0+0=0, (397)
du” 1

a = —+ Frtt(ut)2 =0+ _grrgtt,r(ut)2~ (398)
dr 2

V pripadé statickych prostorocasu je povrchova gravitace imérnd velikosti 4-
zrychleni a, tj.
k= Va, (399)

kde V je redshiftovy faktor. Velikost 4-zrychleni bude
a = /a0 = \/g,a". (400)

Protoze pro slozku a” snadno dostaneme vyraz

1 oM\ 2M , ,, M

tak vysledna povrchova gravitace bude

k=a=V (402)

kde redshift faktor zrejmé bude

V =+/1-2M]/r. (403)

Pro teplotu Hawkingovského zatreni ve Schwarzchildové poli tak dostaneme vztah

M 1

pu— = p— = _—. 4 4
TH 27TT2 ’T 2M| ( 0 )
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Celkovy zafivy vykon zdroje vyzarujici jako absolutné ¢erné téleso je
P = AoTy, (405)

kde je A plocha povrchu cerné diry

A= // V2gd8de = |7 = r?sin 6| = 4mr?. (406)

Pro zarivy vykon P pak dostaneme vyraz

B o
 256m3 M2
Nyni uréime dobu za kterou se cerna dira vypaii. Zarivy vykon predstavuje ztratu
energie ¢erné diry, tj.

P (407)

dE «
“a e
kde jsme zavedli faktor a = 1/(25673). Vztah mezi energii a hmotnost{ urcuje
Einsteinuv vztah

pP= (408)

E = Mc. (409)

Dostavame tak diferencialni rovnici, popisujici ztratu hmoty cerné diry za dobu

t ve tvaru
_LdM «a

—_— = —. 410
SR TR VE (410)
Jeji feseni snadno najdeme separaci proménnych, tj.
M 0 2
—/ MQdM:a/ dt = t=—M>. (411)
0 t 30{
Cim tezsf bude ¢ernd dira tim déle se bude vypafovat a naopak. 0

7 Elektromagnetické pole v zakfiveném prostorocase

Elektromagnetické pole budeme v néasledujicich tilohéch povazovat za testovaci,
tj. neovlinujici geometrii prostorocasu. Maxwellovy rovnice maji v kovariantnim
zaise tvar

P =dmjt Gaussuv-Ampéruv zdkon (412)

66



Flapm = 0 Gaussuv-Faradaytv zédkon. (413)

Zde je antisymetricky tenzor F),, urcen 4-vektorem elektromagnetického pole A,
vztahem

Fu = Ap — Avy. (414)
a j* je 4-proud.
Uloha €.6) Ukaite, ze plati:
1.
F;u/ AM,I/ AI/,/M (415)
2.
o= 10 [V/—gF"™]. (416)
vV \/__g axlj
Reseni:

1. Pocitejme

Fo = Ay — Ay
= Ay, -1, — A, +T% A,
= | symetrie koeficient I" v dolnich indexech|
= A, — Ay, (417)

F = P T o — TV
0

Uloha ¢.7) Urcete elektromagnetické pole generované statickym, bodovym nabojem
e, ktery lezi na soutadnicich r = b a 8 = 0 ve Schwarzchildové metrickém poli.
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Reseni:
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