Néh()dné Vellélna d SLEZSKA%
rozdéeleni et

pravdépodobnosti

Diskrétni a spojitd ndhodna velicina




Uvod

Co se dnes dozvite?

* Nahodna veli¢ina, zdkon rozdéleni pravdépodobnosti.
*  Diskrétni ndhodna velicina.
*  Pravdépodobnostni funkce.

*  Spojita nahodné veliCina.

*  Funkce hustoty pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce.
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Uvod %
SLEZSKA

UNIVERZITA

FAKULTA VEREJNYCH
POLITIK V OPAVE

Co uz mozna znate?

Paretiiv zaklon (napr. rozdéleni majetku):

Cca 20% obyvatel vlastni 80% bohatstvi, naopak 80% obcanii se déli
pouze o0 20% majetku.

Nelze urcit, jaky majetek ma nahodné vybrany obcan, ale rozdeleni majetku
mezi vSemi obcany je mozné vyjadrit matematickou funkci.

|

Bohatstvi ob¢ana je ndhodnou veli¢inou.
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Nahodna veli¢ina A
SLEZSKA

UNIVERZITA

FAKULTA VEREJNYCH

Intuitivni definice:

- ¢iselna velicina, jejiz hodnota je jednoznac¢né urcena vysledkem nahodného pokusu

X — Zivotnost zakoupeného vyrobku

Y — pocet zakaznikii v obchodé
Z — kurs eura vuci koruné

Zaklady statistiky



Nahodn4 veli¢ina A
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FAKULTA VEREJNYCH

Definice nahodné veliCiny:

- kazdému vysledku pokusu miizeme ptifadit redlné ¢islo, které jej bude
charakterizovat

Nahodnou veli¢inou X nazveme zobrazeni, které kazdému moZnému vysledku
pokusu priradi konkrétni realné cislo.

!
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Nahodna veli¢ina A
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Realizace nahodné¢ veli¢iny:

X — nahodna veli¢ina

obor hodnot nahodné veli¢iny X

mnozina vSech redlnych ¢isel, kterych miize ndhodna veli¢ina X nabyt

realizace nahodné velifiny X

hodnota ptitazend vysledku konkrétniho pokusu

A — X=0
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Diskrétni a spojita nahodna veliCina A@
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Typy ndhodnych veliCin:
. diskrétni nahodna veli¢ina
- nabyva spocetné mnoha hodnot (kone¢né nebo nekonecn¢)

Priklady: prvni cislo vytazené z osudi ve Sportce, Zivotnost konkrétniho vyrobku
ve dnech

. spojita nahodna veliina
- nabyva libovolnou hodnotu z dan¢ho intervalu

Priiklady: kurs eura viici koruné dle CNB v daném dni, ekonomicky vysledek
firmy v daném roce
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Diskrétni a spojita nahodna veliCina

Distribucni funkce spojité nahodné veliCiny:

distribu¢ni funkce F(x) — pravdépodobnost na intervalu

F(x)=P(X <x)

Fx) _

—

a<b = F(a)<F(b)

neklesaji
zaClna v
konc¢i v

ci

0 /lim F(x)=0

] X—>—00

lim F(x)=1

X—>+00
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Diskrétni a spojita nahodna veliCina

Distribucni funkce diskrétni nahodné¢ veli¢iny:
- nékdy se zavadi distribucni funkce i pro diskrétni nahodnou veli¢inu

1. varianta: F(x)=P(X <x)
2. varianta: F(x) _ P(X < x)

- obvykle s1 vysta¢ime pouze s pravdépodobnostni funkci
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Diskrétni nahodna veli¢ina

Rozd¢leni diskrétni ndhodné veliiny:

- zakon rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny
- rozdéleni diskrétni nahodné veli€iny

pravdépodobnostni funkce p(x)

- ptitazuje hodnoté diskrétni nahodné veli¢iny pravdépodobnost vyskytu

/ tabulka

p()=P(X =x)] ——— &

— funk¢ni predpis
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Priklad 1 — vystupni kontrola
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Vyrobek ma 10% zmetkovitost. V souprave jsou vzdy 3 vyrobky z dané série. Vybereme —  rouncvom
nahodné jednu soupravu a otestujeme vSechny vyrobky. Nahodna veli¢ina X bude pocet

vadnych vyrobkill v souprave.

a) Urcete obor hodnot proménné X,
b) A také pravdépodobnostni funkci.

obor hodnot proménné X = {0, 1, 2, 3}

p(0) = P(X = 0) = 0,93 = 0,729
p(1) = P(X = 1) = 3-0,92- 0,1 = 0,243
p(2)=P(X =2)=3-09-0,12 = 0,027
p(3) = P(X =3) = 0,13 = 0,001

s Zp(xi) =1

J

Zaklady statistiky
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Priklad 1 — vystupni kontrola

TABULKA:
X 0 1 2 3
p(x) 0,729 0,243 0,027 0,001
GRAF:
1 VZOREC:
0,81 pockejte si na piisti
0,611 prednasku
0,417 |
0,217 | I
0_‘
0 3
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Priklad 2 — kvalita vyrobku

Pti ovéfovani kvality vyroby v podniku Opavia jsou ndhodné vybrany dva vyrobky a je
testovana jejich kvalita. Pocet vadnych vyrobkli mezi vybranymi modelujeme nahodnou
veli¢inou X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje uvedené v nasledujici

tabulce.
Pocet vadnych vyrobku Pravdépodobnost
0 0,25
1 0,50
2 0,25

a) urcete pravdépodobnostni funkci poctu vadnych vyrobki v testovaném vzorku,
b) urcete distribu¢ni funkei poctu vadnych vyrobki v testovaném vzorku.
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Priklad 2 — kvalita vyrobku

Ad a)
Poéet vadnych vyrobku | Pravdépodobnost
X P(x)
0 0,25
1 0,50
2 0,25
Celkem 1,00

=< 1,00

£ 0,90

g o080

S o070

T 0,60

8 0,50 °

£ 040

B8 0,30

£ [ ] [ ]

g 0,20

& 0,10

20,00

2 1 0 1 2 3

pocet vadnych vyrobk (x)

Ad b)
Pocdet vadnych vyrobku | Distribuéni funkce
% F(x)=P(X <x)
(—00;0) 0,00
(0;1) 0,25
(1;2) 0,75
(2; ) 1,00
1
= 09
= 08 ,
g 07 ’ y
S 06
£ 05
3 04
£ 03
S 02 ’
0,1
—— ()
2 1 0 1 2 3 4

pocet vadnych vyrobki (x)
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Spojita ndhodna velitina A
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Rozdé&leni spojité nadhodne veliCiny:

u spojité veli¢ciny nema smysl uréovat bodovou pravdépodobnost typu P(X = x)

Jaka je pravdépodobnost, Ze zitfejsi kurs eura u CNB bude piesné 32,50 K& / € ?
NEMA SMYSL (P - 0)

Jaka je pravdépodobnost, Ze zitfejsi kurs eura u CNB bude mezi 32 a 33 K&/ € ?
LZE URCIT VYPOCTEM

Zaklady statistiky
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Spojita nahodna veliCina %
SLEZSKA

UNIVERZITA
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Pravdépodobnost na intervalu:

pro spojitou nahodnou veli¢inu X plati:

Fla<X<b)=F()-F(a)

nezaleZi na typu intervalu:

Fla< X <b)
F(a< X <b)y=F(b)—F(a)
Fla<X<D)

Zaklady statistiky 1 6



Spojita nahodna veliCina %
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Pojem hustota pravdépodobnosti:

Intervalove rozdéleni vySky dospélych muzi A — Sitka intervalu v cm

A =20 A=10

A—0

Cim uzsi intervaly délame, tim vice se hodnoty grafu blizi spojité kiivce.
Tato kiivka vyjadiuje hustotu pravdépodobnosti dané¢ho rozdéleni.

Zaklady statistiky 1 7



Spojita ndhodna velitina A
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Funkce hustoty pravdépodobnosti f (x):
frekvencni funkce spojit€¢ nahodné veliiny

dF (x)
dx

F(x) =j f()dt fx)=

0,03

fx)

0,02 4

f(x)

Fix)

0,015 4

0,01

F (x) 0,005 4

Zaklady statistiky 1 8



Spojita ndhodna velitina A
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Vlastnosti spojité ndhodn¢ veliCiny:

Distribu¢ni funkce F (x) je omezena zdola (0) 1 shora (1).
Frekvencni funkce f(x) je omezena pouze zdola (0).

Distribuéni funkce F(x) ,,zacina*“ v 0 a ,,kon¢i“ v 1.
Frekvencni funkce f(x) ,,zacind* 1 ,,kon¢i* v 0.

Distribuéni funkce F(x) je neklesajici.
Frekvencni funkce f(x) muze rist 1 klesat.

fx) ]

Obsah plochy pod grafem frekvencni
funkce f(x) je roven 1.

Fla< X <b)=F(b)-F(a)

fa) |

F(a)

F(a<X <b)= f(x)dx

Zaklady statistiky 1 9



Pfiklad 3 T trOIGjbusy SLEZSKA@

UNIVERZITA
Trolejbusy v Opavé jezdi v pravidelnych intervalech po 10 minutach. Cestujici pfijde na POLITIR'Y OPAVE

zastavku v libovolném okamziku. Ndhodna veli¢ina X pfedstavuje dobu ¢ekani na
piijezd trolejbusu. Rozd¢leni dané ndhodné veli€iny je dano hustotou
pravdépodobnosti, ktera je v intervalu 0 - 10 minut konstantni, mimo tento interval je

. c,prox € (0; 10)
nulova, tj.: f(x) = {O pro x # (0; 10)

a) Urcete konstantu c.

b) Urcete distribuéni funkei F(x).

c) Urcete pravdépodobnost, ze cestujici bude ¢ekat nejvySe 5 minut, alespont 3 minuty,
pravé 7 minut.

Zaklady statistiky 2 O



Priklad 3 — trolejbusy

Trolejbusy v Opav¢ jezdi v pravidelnych intervalech po 10 minutach. Cestujici pfijde na
zastavku v libovolném okamziku. Nahodna veli¢ina X ptedstavuje dobu ¢ekani na
piijezd trolejbusu. Rozdéleni dané nahodné veli¢iny je dano hustotou
pravdépodobnosti, kterd je v intervalu 0 - 10 minut konstantni, mimo tento interval je

. c,prox € (0; 10)
nulova, tj.: f(x) = {O pro x # (0; 10)

a) Urcete konstantu c. ™
o

_C=0,1|

0.06
|

plocha pod f(x) ~ 1

Hustota
pravdépodobnosti f{x)

|
|

2 0 2 4 6 8 10 12
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Priklad 3 — trolejbusy

SLEZSKA@

UNIVERZITA
Trolejbusy v Opaveé jezdi v pravidelnych intervalech po 10 minutach. Cestujici pfijde na ORTERGERE
zastavku v libovolném okamziku. Ndhodna veli¢ina X pfedstavuje dobu ¢ekani na
piijezd trolejbusu. Rozd¢leni dané ndhodné veli€iny je dano hustotou
pravdépodobnosti, ktera je v intervalu 0 - 10 minut konstantni, mimo tento interval je
L c,prox € (0; 10)
nulova, tj.: f(x) = :
j-: f () {O,prox # (0; 10)
b) Uréete distribuc¢ni funkci F(x). =
F(x)=[*_f(t)dt Ty _ -
g @ _
( E =
0 prox <0 2 -
F(x)=<f_0000dt+f0x0,1dt pro0 < x <10 'é S
|1 prox > 10 g o : |
o © T T T T T T T 1
0 prax < 2 0 2 4 6 8 10 12
F(x) =4{01x pro0 <x <10
1 prox > 10 X
Zaklady statistiky 2 2



Pfiklad 3 T trOICjbusy SLEZSKA@

UNIVERZITA
Trolejbusy v Opaveé jezdi v pravidelnych intervalech po 10 minutach. Cestujici pfijde na ORTERGERE
zastavku v libovolném okamziku. Ndhodna veli¢ina X pfedstavuje dobu ¢ekani na
piijezd trolejbusu. Rozd¢leni dané ndhodné veli€iny je dano hustotou
pravdépodobnosti, ktera je v intervalu 0 - 10 minut konstantni, mimo tento interval je
;o _|c,prox €(0;10) 2
nulova, tj.: f(x) = {O, pro x # (0; 10) 8wl .
¢) Urcete pravdépodobnost, Ze cestujici bude ¢ekat: £ 31 1
1. nejvyse 5 minut, L L E—
11. alespon 3 minuty, 2 0 2 4 6 8 10 12
1i1. praveé 7 minut. B x
Adi.P(X<5)=P(X <5 = [ f(x)dx=F()=05 3 o —
Adii. P(X >23)=1-P(X<3)=1-F3)=1-03=0,7. & =]
Ad iii. P(X = 7) = 0 (Pravdépodobnostni funkce SNV je ve § sl R —
vSech bodech nulova.) 2 0 2 4 6 8 10 12

Zaklady statistiky
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Charakteristiky ndhodné veliCiny A@

UNIVERZITA
F.

PPPPPPPPPPPPP

Vybrane¢ charakteristiky ndhodné veliCiny:

- charakteristiky polohy
sttedni hodnota E (X)
medidn Me(X)
modus Mo (X)

- charakteristiky variability
rozptyl D (X)
smérodatna odchylka o(X)

- kvantily

Zaklady statistiky
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Charakteristiky ndhodné veliCiny A%

UNIVERZITA
F.

Sttedni hodnota nahodné veli¢iny £(X): =™ :

- E(X) — expected value (o¢ekavana hodnota)

- pro diskrétni ndhodnou veli¢inu

E(X)= in 'p(xi)

- pro spojitou ndhodnou veli¢inu

iy meze nahradime
E(X) = I x- f(x)dx <“—skute¢nymi hranicemi

nahodné veli¢iny

Zaklady statistiky 2 5



Charakteristiky ndhodné veli¢iny

Median a modus nahodné veli¢iny:

- pro diskrétni ndhodnou veli¢inu:

Me(X) — nejednoznacné, obvykle se neurcuje
Mo(X) — hodnota s nejvétsi pravdépodobnostni funkci

- pro spojitou ndhodnou veli¢inu:

Me(X) — hodnota s distribu¢ni funkci rovnou 0,5
Mo(X) — hodnota s nejvétsi hustotou pravdépodobnosti

SLEZSKA%

UNIVERZITA
FAKULTA VEREJNYCH
POLITIK V OPAVE
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Charakteristiky ndhodné veli¢iny

Median, modus a stfedni nahodné veli¢iny:

Co Ize fici o tvaru rozdéleni nahodné veli¢iny X, kterd ma tyto shodné
charakteristiky: stfedni hodnotu E (X), median Me(X) 1 modus Mo (X)?

0

0,6

0,5 4

04 1

0,3

0,2 4

0,14

)

0

0,5

25

Frekvencni funkce veli¢iny X je symetricka kolem své sttedni hodnoty E (X).

SLEZSKA@
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FAKULTA VEREJNYCH
POLITIK V OPAVE
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Charakteristiky ndhodné veliCiny A%

UNIVERZITA
F.
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Rozptyl ndhodné veli¢iny D (X):
D (X) — dispersion (rozptyl)

pro diskrétni ndhodnou veli¢inu

D(X) = x; - p(x)=E*(X)

pro spojitou nahodnou veli¢inu

D(X) =Tx2 - f(x)dx—E*(X)

Zaklady statistik
y 28



Charakteristiky ndhodné veliCiny A%

UNIVERZITA

Smérodatna odchylkkao(X): :

pro diskrétni 1 spojitou nahodnou veli¢inu

o(X)=,D(X)

Zaklady statistiky 29



Charakteristiky ndhodné veliCiny A@

UNIVERZITA
F.

PPPPPPPPPPPPP

Kvantily spojite¢ nahodné veliiny:

kvantil — inverzni funkce k distribu¢ni funkci, déli pravdépodobnostni
prostor na dv¢ casti s pravdépodobnostmipal —p

X, = F~'(x)

p—kvantil x,, ziskdme feSenim rovnice:

F(x,)=p

Zaklady statistiky 3 O



Charakteristiky ndhodné veliCiny A%

UNIVERZITA
. ;

Kvantily spojite¢ nahodné veliiny:

0,6

0,5 1

- ——-————

=
3

0,4
0,3 A

0,2 1

9% : 25% : 25%: 259

0,1

0 0,5 1 1 2 2,5 3 X
Xg,25 ’?0,5 Xo,75

Zaklady statistiky 3 1



Priklad 4 — kvalita vyrobku

Pti ovéfovani kvality vyroby v podniku Opavia jsou ndhodné vybrany dva vyrobky a je
testovana jejich kvalita. Pocet vadnych vyrobkti mezi vybranymi modelujeme nahodnou
velic¢inou X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje uvedené v nasledujici
tabulce.

Pocet vadnych vyrobku Pravdépodobnost
0 0,25
1 0,50
2 0,25
Urcete:

a) stfedni hodnotu poctu vadnych vyrobkt v testovaném vzorku,
b) rozptyl po¢tu vadnych vyrobka v testovaném vzorku,
c) smeérodatnou odchylku poctu vadnych vyrobki v testovaném vzorku,

SLEZSKA%

UNIVERZITA

FAKULTA VEREJNYCH
POLITIK V OPAVE
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Priklad 4 — kvalita vyrobku smsm%

Ad a) stfedni hodnota poc¢tu vadnych vyrobkt v testovaném vzorku: UNIVEIZZJZTA
x P(x) x - P(x)
0 0,25 0,00 E(X) = U= zxi . P(xi) = 1.
1 0,50 0,50 D
2 0,25 0,50
Celkem 1,00 1,00

Ad b) rozptyl poc¢tu vadnych vyrobku v testovaném vzorku:

x P(x) x - P(x) x% - P(x)

0 0,25 0,00 0,00

1 0,50 0,50 0,50

2 0,25 0,50 1,00
Celkem 1,00 1,00 1,50

D(X) = le? p(x;) — (E(X))2 =1,50 — 12 = 0,50.

Rozptyl pioc“:tu vadnych vyrobku v testovaném vzorku je 0,5 ks?.

Zaklady statistiky
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Priklad 4 — kvalita vyrobku mm@

UNIVERZITA
Ad c¢) smérodatna odchylka poctu vadnych vyrobkil v testovaném vzorku:

a(X) =+/D(X) =/0,50 = 0,71.

POLITIK V OPAVE

Smérodatna odchylka poc¢tu vadnych vyrobkt v testovaném vzorku je 0,71 ks.

Zaklady statistiky
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Dékuji za pozornost.
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