J. Mazurek: Matematika pro navazujici (4.r) - seminaf, OPF SU.

MATEMATIKA — seminéi & 10 - NEKONECNE RADY

NEKONECNA RADA A JEJI SOUCET

Necht' a, je posloupnost, pak symbol a1+a2+a3+...=2an se nazyva nekonefnd fada.

n=1

Soucet nekonecné tfady s zjistime jako limitu posloupnosti ¢astecnych souctl s, : lims, (to

znamena, ze secteme nejprve 2 Cleny, pak 3 Cleny, 4 cCleny, atd, a zjistime, cemu se tyto
soucty blizi). Pokud je soucet fady konec¢ny, nazyva se fada KONVERGENTNI. Pokud je
soucet fady nekonecny, nebo fada nemé soucet, pak se nazyva DIVERGENTNI.

GEOMETRICKA RADA
Specialni ptipad fady, kterd vznikne souctem ¢lent geometrické posloupnosti s kvocientem ¢
(u geometrické posloupnosti je podil sousednich ¢lent a, a a,+; vZdy konstantni a rovny g).

Tato tada je konvergentni, pokud |q| <1. Jeji soucet je: s = li

_q.

NUTNA PODMINKA KONVERGENCE RAD, KRITERIA KONVERGENCE

Nutnéd podminka konvergence: lima, =0. Tato podminka fikd, Zze cleny fady musi klesat

n—®0

k nule, ale tato podminka sama o sob¢ ke konvergenci nestaci, viz harmonicka tada.

KRITERIA (viz nize):

: 4 /e o v e v d 1
1) srovnavaci (dulezité je fada Z —)
n=1
i1) podilové (pouzivame, kdyz fada obsahuje faktorial)
1i1) odmocninové (pouzivame, kdyZ fada obsahuje n-tou mocninu)
1v) integralni (je univerzalni)
v) Leibnizovo (pro fady alternujici)

1. Rozhodnéte, zda-li je dana fada geometrickd, pokud ano, urcete jeji soucet.
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n=l n=1

Vysledky: a) fada je geometricka (G), konvergentni (K), soucet: s=1 b) G, K, s= b J_f/g’

¢) G, divergentni (D) , d) dvé G tfady, K, s=3/2,¢) G, D.

2. Dva specialni ptipady na zapamatovani:
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o0

D (-1) =1-1+1-1+...

1
Vysledky: Prvni fada je harmonickd a diverguje, druhd fada nema soucet, tudiz také
diverguje.

3. Urcete soucet fad:
n+l n
o0 o0 3
C -1 -
DN eI Do 20 (3)
Vysledky. a)1/2 ,b)3/4 ,¢)3/2

4.) Rozhodnéte o konvergenci/divergenci fady:
1

0> by > 03> ) >

Inn — N n=1 1
0 3n © © 5 n © nZ
e) nZ::‘n+6 f) Z2n+1 g) Z(arctg(n +1)) h) Z

n=1 n=1 (2 n 1)
n

Dy DY R D

n=1 1 +1 n=2 1 n=1 (n+1) n=1 N

Vysledky: a) D (podle srovnavaciho kritéria s fadou 1/n), b) D (podle srovnavaciho kritéria
s fadou 1/n), ¢) K (podilové) , d) K (odmocninové) , €) D (neni splnéna nutnd podminka
konvergence), f) D (neni splnéna nutnd podminka konvergence), g) D (neni splnéna nutna
podminka konvergence), , h) K (odmocninové) , i) D (integralni) , j) D (integralni), k) K
(srovnavaci) , 1) K (srovnavaci).

5. Rozhodnéte o konvergenci alternujicich fad:

‘\/_ n+1 1
2 z n+200 b) Z

n=1

Vysledky. a) K relativné (Leibnizovo), b) K absolutné (Leibnizovo a odmocninné).

KRITERIA - TEORIE

0 0
Srovnavaci Kkritérium: M&me dvé nekonecné fady Zan a an , anecht’ plati @, >b, pro
n=1 n=1

vSechna n vétsi nez néjaky index k (tato podminka tika, ze od k-t€ho Clenu jsou vSechny

Cleny fady Zan vetsi nez tytéz Cleny fady an ). Necht’ déle fada Zan je konvergentni.

n=l n=l1 n=1

Potom takeé fada z b, konverguje. Radu Z a, nazyvame majorantou fady z b, .

n=l1 n=1 n=l1
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0
Srovnévaci kritérium fiké, Ze pokud k dané fadé (Zbﬂ ) najdeme né&jakou konvergentni fadu

n=1

(Zan ), jejiz Cleny jsou vétsi nez Cleny dané tady, pak dand fada an konverguje (coz je

n=1 n=l1

o0 0
logické, nebot’ Z a, obsahuje vétsi Cleny, a jeji soucet je konecny, tudiZ fada Z b, s menSimi
n=1 n=l1

¢leny musi mit rovnéz konecny (a mensi) soucet).

Analogicky mizeme rozhodnout o divergenci dané fady, pokud jeji Cleny jsou vétsi nez Cleny
jiné divergentni fady.

1
Casto pouzivanou fadou pro srovnavaci kritérium je Dirichletova Fada: Z— Tato fada
n=1 1

konverguje pro a>1. To znamend, ze napiiklad Z% je konvergentni (a=1,2>1),

n=l

zatimco fada Z

nl\}

fadu, ktera je divergentni.

je divergentni (o =0,5). Pro « =1 dostaneme jiz zndmou harmonickou

Piiklad. Rozhodnéte o konvergenci fady Z pomoci srovnavaciho kritéria.

1
“(n+1)(n+2)
1 1 1
——  , které jsou mensi nez Cleny = rady Z— Tato tada je
(n+1)(n+2)° “~n
majorantou zadané tady, jedna se o Dirichletovu fadu, ktera je konvergentni (o =2 ). Proto
podle srovnavaciho kritéria konverguje i zadana fada.

Zadand fada ma c¢leny

Priklad. Rozhodnéte o konvergenci fady Z—n pomoci srovnavaciho kritéria.

n=1

Zadana fada ma Cleny 13 které¢ jsou mensi nez Cleny 3% fady Z 31 Rada Z% je tedy
n

n=l1 n=1

. . . . y L, : 1 -
majorantou zadané fady. Zaroven je to fada geometrickd s kvocientem ¢ =§, a tudiz je

konvergentni. Proto konverguje i1 zadana fada.

Nyna si uvedeme dalsi kritéria konvergence fad pro fady s kladnymi c¢leny. Na zavér pak
uvedeme jedno kritérium pro fady s alternujicicimi ¢leny (fady, ve kterych se stfidaji kladné a
zéaporng Cleny).

Limitni podilové Kkritérium:

Necht’ z a, je nekonec€na Ciselna fada s kladnymi ¢leny, a necht’ lim =~ @i _ | Potom:

n=1 n—>0 an

e Je-li L<1 = tadakonverguje.
e Je-li L>1= tadadiverguje.
e Je-li L=1= nelze rozhodnout.



J. Mazurek: Matematika pro navazujici (4.r) - seminaf, OPF SU.

Toto kritérium pouzvame predevsim tehdy, kdyz dana fada obsahuje faktorial.

Priklad. Rozhodnéte o konvergenci fady iz—n' pomoci podilového kritéria.
i

Nejprve vypocteme limitu L: L = ’11132 (n +1)! = Lgn; (nil) =0. Podle limitniho podilového
n!

kritéria fada konverguje.

Priklad. Rozhodnéte o konvergenci fady ze_s pomoci podilového kritéria.

n=l1

e
5
. . (n+1 . ne™ . n’ e
VypoétemehmltuL:L:hm( n) =lim —=Ilim dlim—=1-e=e.
n—o i n»oo(n+l) e" naoo(n+l) n—o @
5
n

Protoze L > 1, tada diverguje (mimochodem, fada nespliiuje ani nutnou podminku
konvergence).

Limitni odmocninové kritérium

Necht’ Z a, je nekonec¢na Ciselna fada s kladnymi €leny, a necht’ lim¢/a, = L . Potom:

n—»0
n=1

e Je-li L<1 = tadakonverguje.
e Je-li L >1= ftada diverguje.
e Je-li L=1= nelze rozhodnout.

Toto kritérium pouzvame predevsim tehdy, kdyz dané fada obsahuje n v exponentu.

Priklad. Rozhodnéte o konvergenci fady Z (%j .

n=1

. o i . "3
PouZijeme limitni odmocninové kritérium: L =lim (—J = 3

n—»0 5

Protoze L = % <1, fada konverguje.

Limitni podilové i odmocninové kritérium lze pouzit i pro fady se zapornymi Cleny (v tom
ptipadé pti vypoctu limity L pocitame s absolutnimi hodnotami ¢lenti fady).

Integralni kritérium
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Integralni kritérium je univerzalni v tom smyslu, Ze pro né neni pozadovan n¢jaky specialni
tvar fady. Pomoci tohoto kritérium navic dokazeme rozhodnout o konvergenci i u fad, pro néz
piedesla kritéria selhavaji (napfiklad u harmonické fady).

Necht’ Zan je fada s kladnymi cCleny, a, = f (n), a necht f (x) je spojitd a nerostouci

n=1

funkce na intervalu (a,+00). Potom danéd tada konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje

nevlastni integral I f(x)dx.

Priklad. Rozhodnéte o konvergenci harmonické fady.

Tidx = [1n|x|]1m =+00—0 =400

Dany nevlastni integral je nekone¢ny, proto fada diverguje.

Pro alternujici fady ve tvaru Y (-1)"a, se pouziva Leibnizovo kritérium. Alternujici fady
1

jsou fady, v nichZ se stfidaji kladné a zaporné ¢leny. Stfidani znamének ¢lent fady zptisobuje
vyraz (—1)".

Leibnizovo kritérium: Necht' »"(-1)" g, je alternujici fada a necht’ plati:
1

i) lima, =0

i) a, <a,VneN

n+l

Pak je fada i(—l)n -a, konvergentni.

1



