J. Mazurek: Matematika pro navazujici (4.r) - seminaf, OPF SU.

MATEMATIKA — seminar ¢. 9 — Urcity integral a jeho aplikace

PER PARTES

Pro urcity integral plati: .[f(x)-g'(x)dx = [f(x)-g(x)] —If’(x)-g(x)dx

a

1. Vypoctéte:

a) ixe"dx b) .z[xcos xdx c) sz In xdx d) fxarctgx dx
V}'/;Iedky: 0 1 "
pe by Lo g2 Ly 2z _\3
2 9 9 32
SUBSTITUCE

Musime nahrazovat nejen integrovanou funkeci, ale také integra¢ni meze!

2. Vypoctéte:

2 2 /2 &
a) [(3x-1)"dx b [Ax+ldx ¢) [sin’xcosxdx d) | dx
0 0 0 e X lnx
Vysledky:
a) 3126/15,b) 13/3 ,¢) 1/3, d) In2.
OBSAH PLOCHY POD (NAD) DANOU KRIVKOU
3. Vypoctéte obsah plochy pod (nad) danou kiivkou na daném intervalu:
a) y=x";xe(13) b) y=x’;xe(-2,2) ) yziz;xe(l,4)
X

d) y=vx+Lxe(-13) e) y=xe *;xe(0,1)

Vysledky: a) 26/3,b) 8, ¢) 3, d) 16/3, ¢) %—%

3 -
e

OBSAH PLOCHY SEVRENE KRIVKAMI

Obsah plochy mezi kiivkami f(x) a A(x), kde A(x) je horni kiivka a f{x) dolni kiivka, a kde a a
b
b jsou priseciky obou kiivek, po¢itame podle vztahu: S = _[ (h(x)-f (x))dx

4. Vypoctéte obsah plochy seviené kiivkami:

a) y=4x,y=x> b)y=x*—4x,y=x c) y=x,y=—x"+2.
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Vysledky: a) 32/3 ,b) 125/6 , ¢) 9/2

OBJEM ROTACNIHO TELESA

Objem V rotacniho télesa, které vznikne rotaci kiivky y = f{x) kolem osy x na intervalu (a,b)

b
pocitame ze vztahu: V' = 7rJ. £ (x)dx . (Podobné 1ze vypoéitat objem rotacniho t&lesa, pokud

a

rotujeme kiivku kolem osy y, pak jen zaménime x za y).

5. Vypoctéte objem télesa:
a) které vznikne rotaci kiivky y = Jx kolem osy x na intervalu (0,1).

. . 2 :
b) které vznikne rotaci kiivky y = — kolem osy x na intervalu (1,4).
X

Vysledky: a) V=m/2 ,b) V=3m.

NEVLASTNI INTEGRAL

Integraly funkci, které bud’ nejsou na daném intervalu omezené, nebo jsou omezené, ale
integracni obor neni omezeny.

6. Vypoctéte:
a) Tidx b) Tldx C) jidx
2 x2 1 X

Vysledky: a) 1/2 , b) diverguje , c) 2

EKONOMICKE APLIKACE URCITEHO INTEGRALU (viz piednéska &. 8)

a) Funkce celkovych nakladia 7C(x) a funkce marginalnich nakladi MC(x), kde x je pocet
vyrobkl, spolu souviseji takto: 7C(x)= _[ MC(x)+C (celkové naklady jsou souctem

marginalnich nakladi). Integra¢ni konstanta C se uréi z jedné znamé hodnoty 7C(x) pro dané
x. Stejny vztah plati také pro celkové prijmy 7R(x) a marginalni prijmy MR(x).

b) Celkovy prijem TR za obdobi (¢1,t2), jestlize funkce f{¢) vyjadiuje intenzitu toku prijmu

(velikost renty) v ¢ase t: TR = I f(t)de.

4

7. Urcete celkovy ptijem od 1 do 15 let, je-li hodnota renty v Case ¢ (¢ jsou roky) dana funkci

12
f)= 0000 K¢.
t+5

Vysledky: 144 475 K¢
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8. Vypoctéte celkovy piijem vlastnika pozemku v Case ¢ = 0 az 20 let, je-li hodnota renty dana
funkci £(r) =10000e " K&.

Vysledky: 86 464 K¢

¢) Prebytek spotiebitele a prebytek vyrobce v podminkiach dokonalé konkurence (viz
prednaska €. 9)
Ptipomenime si, ze pruseCik Pg je bodem stietu kiivek nabidky a poptavky a je nazyvany

rovnovazna cena. Nekdy jsou spottebitelé ochotni zaplatit cenu, kterd je vyssi nez rovnovazna
cena Pg za kazdou jednotku produkce. V tomto piipad¢€, spotiebitelé ziskavaji tim, ze jsou

schopni koupit produkt za cenu Pk.

P
Cena za
jednotku
P=5(Q
Prebytek
spotiebitele
Pe (Qk, PE)
Ptebytek S P =D(Q)
vyrobce
Qe MnozZstvi Q

Spotiebitelsky zisk, téZ nazyvany jako prebytek spotiebitele (CS), je pfedstavovan plochou
oblasti nad horizontdlou P=Pg a pod kiivkou poptavky. Plocha této oblasti je oblast pod
kiivkou poptavky ptes interval [0, Qg] minus oblast pravouhelniku, jehoz §ife je Qe a jeho

vyska je Pe. Z toho diivodu piebytek spotiebitele miizeme zapsat takto:
Op
CS = [ DQ)dQ -0, P,
0

Producent, ktery je je ochoten nabizet produkt za cenu pod Pg, bude realizovat zisk z prodeje
produktu za cenu P Celkovy zisk vyrobce, nazyvany také piebytek vyrobce (PS), je
pfedstavovan plochou oblasti pod horizontdlni kiivkou P=Pg a nad kiivkou nabidky. Vidite,
ze obsah této oblasti je plocha pravouhelniku, Sife Qg a vySky Pg minus plocha oblasti pod

ktivkou nabidky pfes interval [0,Qg]. Z toho plyne, ze ptebytek vyrobce
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QE
PS=0,P. - [ S(0)d0

9. Vypoctéte prebytek spotiebitele a prebytek vyrobce (v podminkach dokonalé konkurence)
za predpokladu, Ze nabidkova funkce S(Q) = Q* + 1 a poptavkovy funkce D(Q) = 11 — 3Q.

Vysledky: CS =6, PS = 16/3.



