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2 Datové struktury 15
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3.2 Hladový algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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6.3 Zpracováńı aritmetického výrazu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
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7.2.6 Děleńı celých č́ısel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
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7.3.2 Sč́ıtáńı a odeč́ıtáńı reálných č́ısel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
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7.4.2 Mı́ra nepřesnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
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Předmluva

Toto skriptum je určeno posluchač̊um prvńıho ročńıku FJFI ČVUT se softwarovým zaměřeńım. Navazuje na
přednášku Základy algoritmizace.

Algoritmy jsou nerozlučně spjaty s datovými strukturami. Proto se hned na počátku zabýváme nejčastěji
použ́ıvanými datovými strukturami a základńımi operacemi s nimi. V daľśıch kapitolách se pak seznámı́me s
některými metodami návrhu algoritmů.

Samostatné kapitoly jsou věnovány známým a často použ́ıvaným algoritmům, jako jsou algoritmy pro ťŕıděńı
poĺı a soubor̊u nebo základńı algoritmy pro práci s binárńımi stromy. V kapitole o seminumerických algoritmech
se čtenář seznámı́ se základńımi algoritmy pro práci s č́ısly.

Př́ıklady k prob́ırané látce jsou napsány převážně v Turbo Pascalu, který posluchači již znaj́ı. V několika
př́ıpadech se však ukázalo vhodněǰśı použ́ıt programovaćı jazyk C++, nebot’ ten nab́ıźı možnost elegantněǰśıho
a přehledněǰśıho zápisu. (Tak tomu je např. ve výkladu o rychlé Fourierově transformaci, kde poťrebujeme
komplexńı č́ısla. V C++ můžeme použ́ıt datový typ, definovaný ve standardńı knihovně, a operace můžeme
zapisovat pomoćı běžných aritmetických operátor̊u.)

Vzhledem k omezenému rozsahu přednášky obsahuje toto skriptum pouze nejzákladněǰśı informace. Analýze
algoritmů, tj. stanoveńı jejich časové a pamět’ové náročnosti, věnujeme pouze okrajovou pozornost. V ně-
kterých př́ıpadech pouze uvád́ıme známé výsledky a nedokazujeme je, nebot’ podrobné odvozováńı by často
přesahovalo znalosti posluchač̊u 1. ročńıku. Ostatně analýza algoritmů je předmětem zvláštńı přednášky ve
vyšš́ıch ročńıćıch.

Také numerické algoritmy jsou předmětem zvláštńı přednášky a proto zde chyb́ı.

Na závěr skripta je zařazeno pov́ıdáńı o softwarovém projektu, o návrhu programu na základě analýzy poža-
davk̊u a úvod do objektově orientovaného programováńı. Jde o velmi stručný úvod do této problematiky.
Podrobněǰśı informace najde čtenář např. v literatuře, uvedené v odkazech.

Na závěr bych chtěl poděkovat všem, kteř́ı svými radami a připomı́nkami přispěli ke zdárnému dokončeńı
tohoto d́ıla, zejména však recenzentovi, RNDr. Januši Drózdovi, který skriptum velice pečlivě přečetl a měl k
němu řadu podnětných připomı́nek.

M. Virius
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Kapitola 1

Algoritmus

V převážné části tohoto skripta se budeme zabývat algoritmy a metodami pro jejich návrh. Začneme ale t́ım,
že se dohodneme, co to vlastně algoritmus je a jak jej budeme zapisovat.

1.1 Vymezeńı pojmu

Ve většině publikaćı, věnovaných úvodu do algoritmizace nebo programováńı, se pojem algoritmus nezavád́ı -
autor prostě předpokládá, že čtenář rozumı́, o co jde. Následuj́ıćı vymezeńı tohoto pojmu jsme převzali z [9].

1.1.1 Co je to algoritmus

Algoritmus je základńı matematický pojem. To znamená, že jej nelze definovat - muśıme se uchýlit k opisu,
podobně jako u daľśıch elementárńıch pojmů, jakými jsou např. bod nebo množina.

Algoritmus je v podstatě návod, jak provést určitou činnost; v př́ıpadě programováńı p̊ujde zpravidla o trans-
formaci množiny vstupńıch dat na množinu výstupńıch dat. Ovšem ne každý návod představuje algoritmus.
Jako algoritmus budeme označovat návod, který má následuj́ıćı vlastnosti:

1. Je elementárńı. To znamená, že se skládá z konečného počtu jednoduchých, snadno realizovatelných
činnost́ı, které budeme označovat jako kroky . (Dále si pov́ıme, co mysĺıme tou

”
jednoduchou“ činnost́ı.)

2. Je determinovaný, tj. po každém kroku lze určit, zda popisovaný proces skončil, a pokud neskončil,
kterým krokem má algoritmus pokračovat.

3. Je konečný. Počet opakováńı jednotlivých krok̊u algoritmu je vždy konečný. Algoritmus tedy muśı skončit
po konečném počtu krok̊u.

4. Je rezultativńı. Vede ke správnému výsledku.

5. Je hromadný. To znamená, že algoritmus můžeme použ́ıt k řešeńı celé (velké) skupiny podobných úloh.

V souvislosti s algoritmy se pro označeńı objektu (může to být stroj nebo i člověk), který bude provádět
popisovanou činnost, použ́ıvá termı́n procesor. Je jasné, že při formulaci algoritmu muśıme znát procesor.
Přesněji řečeno muśıme vědět, jak vypadaj́ı elementárńı kroky, které může návod obsahovat - a ty zřejmě
záviśı na povaze procesoru.

Poznámka: Pojem algoritmus se dá formalizovat např. pomoćı matematické konstrukce, označované
jako Turing̊uv stroj, nebo pomoćı teorie parciálně rekurzivńıch funkćı. Výklad o nich však přesahuje
rámec našeho skripta.

1.1.2 Př́ıklad 1.1: procesor

Jako př́ıklad vezmeme řešeńı kvadratické rovnice, zadané koeficienty a, b a c. Budeme-li za procesor považovat
např. CPU poč́ıtače PC, budou elementárńı krok představovat jednotlivé instrukce strojńıho kódu a algoritmus
se bude skládat z pokyn̊u tvaru

”
přesuň obsah proměnné c do registru ST“,

”
vynásob obsah ST(1) a ST“ apod.1

1ST resp. ST(i) jsou registry matematického koprocesoru ix87.

9
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Budeme-li však uvažovat o poč́ıtači, vybaveném překladačem jazyka Pascal, budou elementárńı kroky před-
stavovat jednotlivé př́ıkazy Pascalu. Algoritmus se pak bude skládat z př́ıkaz̊u tvaru

d := sqr(b) - 4*a*c;

Bude-li procesorem člověk, obeznámený se základy sťredoškolské matematiky, postač́ı mu instrukce
”
vyřeš

kvadratickou rovnici s koeficienty a, b a c“.

1.1.3 Metody shora dol̊u a zdola nahoru

Algoritmus je tedy zápisem postupu, použitelného pro řešeńı určité ťŕıdy problémů. Jak dospět k formulaci,
který bude splňovat výše uvedené podmı́nky? Samozřejmě nejprve muśıme daný problém umět vyřešit. V násle-
duj́ıćıch kapitolách se seznámı́me s některými postupy, které hledáńı řešeńı usnadňuj́ı, a s řadou př́ıklad̊u -
tedy vyřešených problémů.

Jestliže již řešeńı známe, poťrebujeme je zapsat jako algoritmus. Přitom postupujeme obvykle tak, že postup
řešeńı rozkládáme na jednodušš́ı operace, až dospějeme k elementárńım krok̊um.

Tento postup návrhu algoritmu se obvykle označuje jako metoda
”
shora dol̊u“.

Př́ıklad 1.2: kvadratická rovnice

Z̊ustaňme u kvadratické rovnice. Budeme cht́ıt napsat program, který bude řešit rovnice, jejichž koeficienty
jsou v uloženy souboru A. Výsledek se má uložit do souboru B.

Nejhrubš́ı formulace může vypadat takto:

Dokud nenaraźı̌s na konec souboru A, řeš rovnice, určené koeficienty uloženými v souboru A a výsledky zapisuj
do souboru B.

Nyńı poťrebujeme upřesnit význam fráze
”
řeš rovnice, určené...“ - muśıme ji rozložit na jednodušš́ı kroky. Vedle

toho si ale muśıme uvědomit, že každý program obsahuje nezbytné (ale v zápisech algoritmů často opomı́jené)
úvodńı a závěrečné operace, jako je otev́ıráńı a zav́ıráńı soubor̊u, inicializace pomocných proměnných aj.). Ani
náš program nebude výjimkou, a proto je do algoritmu zahrneme, i když jejich přesný význam urč́ıme později.

Dostaneme následuj́ıćı formulaci:

1. Proved’ úvodńı operace.

2. Dokud nenaraźı̌s na konec souboru A, opakuj kroky 3 - 5, potom přejdi na krok 6.

3. Přečti se souboru koeficienty a, b a c.

4. Vyřeš kvadratickou rovnici s koeficienty a, b, c.

5. Zapǐs výsledky do souboru B a vrat’ se na 2.

6. Proved’ závěrečné operace.

Nyńı je ťreba zpřesnit body 1, 4 a 6. My se pod́ıváme jen na bod 4, ostatńı si můžete zkusit sami. Postup
řešeńı kvadratické rovnice jistě znáte, takže budeme stručńı.

4a. Vypočti d = b2 − 4ac.

4b. Je-li d < 0, pokračuj bodem 4f, jinak pokračuj bodem 4c.

4c. Polož d =
√

d.

4d. Rovnice má kořeny x1,2 = −b±d
4ac .

4e. Jdi na 5.
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4f. Polož d =
√
−d .

4g. Rovnice má kořeny x1,2 = −b±id
4ac , kde i je imaginárńı jednotka.

Dále si muśıme ujasnit, co budeme dělat v př́ıpadě chyby (nepodař́ı se otevř́ıt soubor, budou v něm chybná
data atd.), v jakém formátu jsou uložena vstupńı data (zda to budou např. celá, reálná nebo komplexńı č́ısla),
v jakém formátu budeme zapisovat výsledky (jak budeme zapisovat komplexńı č́ısla atd.).

Kromě metody
”
shora dol̊u“ se občas setkáme i s metodou, označovanou jako návrh

”
zdola nahoru“. Při postupu

zdola si postupně z elementárńıch krok̊u vytvář́ıme prosťredky, které nakonec umožńı zvládnout požadovaný
problém.

S trochou nadsázky lze tvrdit, že při metodě zdola nahoru si vytvář́ıme nový procesor t́ım, že ho uč́ıme nové
operace (přesněji: uč́ıme ho chápat skupiny elementárńıch operaćı jako nové elementárńı kroky.)

Obvykle se kombinuje postup shora dol̊u s postupem zdola nahoru. Postup shora dol̊u, tedy rozklad postupu
řešeńı na elementárńı kroky, doplńıme

”
částečným krokem“ zdola nahoru t́ım, že např. použijeme překladače

některého vyšš́ıho programovaćıho jazyka, knihovny procedur a funkćı nebo systému pro vytvářeńı programů
(CASE).

1.1.4 Základńı složky algoritmu

V algoritmech se setkáváme se ťremi základńımi konstrukcemi, které označujeme jako posloupnost (sekvenci)
př́ıkaz̊u, s cyklus (iteraci) a s podmı́něnou operaci (selekci, výběr).

Posloupnost (sekvence) je tvořena jedńım nebo několika kroky, které se provedou právě jednou v daném
pořad́ı. Přitom nemuśı j́ıt o kroky elementárńı; při daľśım zjemňováńı se součásti sekvence mohou rozpadnout
na součásti, které samy budou tvořit posloupnosti, cykly nebo podmı́nky. V Pascalu může být posloupnost
vyjádřena složeným př́ıkazem, v Céčku blokem.

Za př́ıklad posloupnosti můžeme považovat kroky 4c - 4e v př́ıkladu 1.2.

Cyklus (iterace) představuje část algoritmu, která se opakuje, dokud je splněna podmı́nka opakováńı. Cyklus
se vždy skládá z podmı́nky opakováńı a z těla cyklu, tedy z operaćı, které se opakuj́ı.

Podmı́nka se může vyhodnocovat před provedeńım těla cyklu (v Pascalu nebo v Céčku př́ıkazy while nebo for),
po skončeńı těla cyklu (v Pascalu př́ıkaz repeat, v Céčku př́ıkaz do - while) nebo i uvniťr těla cyklu (pokud
bychom takový př́ıkaz poťrebovali v tradičńım Pascalu, museli bychom si jej vytvořit pomoćı podmı́něného
skoku; v Céčku - a také v Turbo Pascalu 7.0 - lze použ́ıt kombinaci podmı́nky a př́ıkazu break).

V př́ıkladu 1.2 tvoř́ı kroky 2 - 5 cyklus s podmı́nkou na počátku.

Podmı́něná operace (selekce) představuje vždy větveńı algoritmu. Je tvořena podmı́nkou a jednou, dvěma
nebo v́ıce výběrovými složkami. Nejprve se vždy vyhodnot́ı podmı́nka a ta urč́ı, zda se bude provádět některá
z výběrových složek - a pokud ano, která. Nemuśı se tedy provést žádná z výběrových složek. Pokud se jedna
z nich zvoĺı, provede se jednou.

Pro vyjádřeńı selekce slouž́ı v Pascalu př́ıkazy if (úplné nebo neúplné) a case. V Céčku máme k dispozici
př́ıkazy if a switch (v kombinaci s př́ıkazem break).

V př́ıkladu 1.2 je podmı́něný př́ıkaz 4b.

Jestliže se určitá část algoritmu opakuje na několika mı́stech (může přitom použ́ıvat r̊uzná data), stač́ı rozložit
ji na elementárńı kroky pouze jednou (např. když na ni naraźıme poprvé). Na ostatńıch mı́stech se na ni pak
odvoláme jako na d́ılč́ı algoritmus nebo podprogram.

V běžných programovaćıch jazyćıch odpov́ıdaj́ı podprogramům procedury a funkce.
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1.1.5 Algoritmus a data

Jak jsme si již řekli, vyjadřuj́ı poč́ıtačové algoritmy zpravidla návody, jak transformovat množinu vstupńıch
dat v množinu jinou výstupńıch dat. Proto je samozřejmé, že struktura vstupńıch, výstupńıch, ale (často
předevš́ım) vniťrńıch dat spoluurčuje strukturu algoritmu.

Je jasné, že při zpracováńı vstupńıch př́ıp. výstupńıch dat bude posloupnosti datových položek r̊uzných druh̊u
zpravidla odpov́ıdat posloupnost r̊uzných př́ıkaz̊u. Pokud se opakuj́ı datové položky téhož druhu (iterace), bude
jejich zpracováńı vyžadovat nejsṕı̌se použit́ı cyklu. Pokud se na jednom určitém mı́stě v datech (vstupńıch
nebo výstupńıch) mohou vyskytnout údaje několika r̊uzných druh̊u, použijeme při jejich zpracováńı selekci
(podmı́něný př́ıkaz).

Ukazuje se také, že přirozeným prosťredkem pro zpracováńı rekurzivńıch datových struktur, jako jsou stromy
nebo seznamy, jsou obvykle rekurzivńı algoritmy.

1.1.6 Časová a pamět’ová náročnost algoritmů

Při analýze algoritmů nás zaj́ımá nejen správnost (zda dostaneme správný výsledek) a v př́ıpadě numerických
algoritmů přesnost, ale také doba, kterou budeme k provedeńı algoritmu poťrebovat, a množstv́ı operačńı
paměti, které bude poťrebovat program, realizuj́ıćı algoritmus.

Při hodnoceńı časové náročnosti můžeme vycházet z celkového počtu elementárńıch krok̊u, tedy např. instrukćı
strojového kódu, které muśıme provést, v závislosti na rozsahu vstupńıch př́ıp. výstupńıch dat.

Při hodnoceńı časové náročnosti muśıme vźıt v úvahu, že doby, poťrebné pro provedeńı r̊uzných instrukćı,
se mohou drasticky odlǐsovat. Např. na procesoru Intel 80486 trvá sečteńı dvou reálných č́ısel v pr̊uměru 10

”
tik̊u“, zat́ımco výpočet absolutńı hodnoty zabere 3

”
tiky“. Výpočet sinu (také jedna instrukce procesoru Intel

80486) zabere v pr̊uměru 291 tik̊u. Přitom 1
”
tik“ při hodinové frekvenci procesoru 33 MHz trvá cca 3.10−8 s.

Na druhé straně přečteńı jednoho sektoru na pevném disku trvá v současné době např. 12 - 15 ms, tedy přibližně
o 3 řády déle než provedeńı těch nejnáročněǰśıch instrukćı procesoru. Proto se ve skutečnosti zpravidla stač́ı
orientovat se podle vybraných skupin instrukćı, které jsou časově nejnáročněǰśı.

1.2 Popis algoritmů

Algoritmy lze vyjadřovat mnoha r̊uznými zp̊usoby. Některé se oṕıraj́ı pouze o slovńı vyjádřeńı, jiné použ́ıvaj́ı
grafických prosťredk̊u. Volba vhodného prosťredku se může lǐsit podle charakteru řešené úlohy a podle osobńıch
zvyklost́ı programátora. Ukážeme si některé často použ́ıvané.

1.2.1 Jazyk pro popis programů

Tento zp̊usob popisu algoritmů se dnes použ́ıvá patrně nejčastěji. Jeho označeńı jazyk pro popis program̊u je
doslovným překladem anglického termı́nu Program Description Language (PDL). Vycháźı se slovńıho popisu
algoritmu. Zachycuje postupný rozklad algoritmu na jemněǰśı kroky při návrhu metodou shora dol̊u.

Př́ıklad 1.2 ukazuje postupné vytvářeńı popisu algoritmu pro řešeńı kvadratických rovnic. Přitom je často
rozumné při postupném zpřesňováńı ponechat i p̊uvodńı rámcový popis

”
větš́ıho“ kroku, nebot’ usnadňuje

čtenáři orientaci.

Poznamenejme, že slovńı popis algoritmu se může stát základem dobrého komentáře k výslednému programu.

Vedle toho často k zápisu algoritmů použ́ıváme lehce upravený programovaćı jazyk - např. Pascal. Při takovémto
zápisu často v zájmu přehlednosti a srozumitelnosti porušujeme syntaktická pravidla: v identifikátorech pou-
ž́ıváme ṕısmena s diakritickými znaménky, vkládáme slovńı popis operaćı apod. S touto formou zápisu se zde
budeme setkávat poměrně často a budeme ji také označovat jako Pseudopascal .

Poznamenejme, že tradičńım jazykem pro popis algoritmů byl programovaćı jazyk Algol 60. Setkáme se s
ńım běžně v publikaćıch ze 60. a 70. let, dnes již sṕı̌se výjimečně. (Jednou takovou výjimkou je např. [26].)
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Sekvence Sekvence IteraceB B E E

D

. . . .
. . . . . . . . . . . .

Možnost 1 Možnost 2

Obr. 1.1: Možné tvary struktogram̊u

Vzhledem ke značné podobnosti mezi Algolem a Pascalem je obvykle zápis algoritmu v Algolu srozumitelný i
pro čtenáře, který zná jen Pascal.2

1.2.2 Struktogramy

Struktogramy graficky znázorňuj́ı strukturu algoritmu. Použ́ıvaj́ı tvarově (nebo i barevně) odlǐsné vyjádřeńı
pro základńı algoritmické struktury (posloupnost, cyklus, podmı́nka).

Základem struktogramu je vždy obdélńık, v jehož záhlav́ı je označeńı algoritmu nebo d́ılč́ı operace. Uvniťr
obdélńıku jsou vypsány kroky, které algoritmus tvoř́ı; mohou do něj být vnořeny i daľśı struktogramy. Struk-
togramy můžeme použ́ıvat jak při rozboru úlohy na nejvyšš́ı úrovni tak při vlastńım programováńı. Poskytuj́ı
také dobrou dokumentaci postupu při návrhu.

Př́ıklad 1.3: opět kvadratická rovnice

Vrát́ıme se ještě jednou k programu na řešeńı kvadratických rovnic. Struktogramy, které vyjadřuj́ı postup řešeńı,
vid́ıte na obrázku 1.2. Vzhledem k tomu, že struktogram pro operaci

”
Vyřeš rovnici s danými koeficienty“ nelze

dost dobře vložit dovniťr struktogramu, popisuj́ıćıho cyklus čteńı dat ze souboru, zakresĺıme jej vedle.

1.2.3 Jacksonovy diagramy

Daľśı možnost́ı, kterou lze použ́ıt při popisu algoritmů, jsou Jacksonovy diagramy, se kterými se setkáme v
kapitole 10.2.1.

1.2.4 Vývojové diagramy

Klasickým prosťredkem pro znázorněńı algoritmu jsou vývojové diagramy. Znázorňuj́ı
”
tok ř́ızeńı“ v algoritmu.

Značky v nich, použ́ıvané u nás, jsou upraveny normou [10].

Od použ́ıváńı vývojových diagramů při programováńı se dnes upoušt́ı (přesněji: prakticky se nepouž́ıvaj́ı),
ve starš́ıch publikaćıch se s nimi ovšem lze stále ještě setkat. Zpravidla se jim vytýká, že sṕı̌se než logickou
strukturu programu zd̊urazňuj́ı druh operaćı.

Hlavńım problémem vývojových diagramů ovšem je, že jde o graficky značně náročný zp̊usob dokumentace,
který často zachycuje i jednotlivé př́ıkazy. Při pozděǰśıch změnách programu - i nepatrných - se zpravidla
vývojový diagram již neaktualizuje, takže velice rychle zastarává. Jako př́ıklad uvedeme vývojový diagram
programu pro řešeńı kvadratických rovnic (viz obr. 1.3).

2Totéž však nelze ř́ıci o programu v Algolu. Jazyk Algol obsahuje některé konstrukce, se kterými se v ostatńıch programovaćıch
jazyćıch setkáme jen výjimečně - např. předáváńı parametr̊u procedur a funkćı jménem. Tato poněkud problematická konstrukce
se naštěst́ı při popisu algoritmu zpravidla nevyuž́ıvá.
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Vyřeš rovnici s danými koeficientyŘešeńı kvadratickych rovnic

D

B BE E

Úvodńı operace Vypočti diskriminant d

Dokud neńı konec souboru A

Přečti koeficienty a, b, c

Vyřeš rovnoci s koeficienty a, b, c

Výsledky ulož do souboru B

ano: ne:

Je d ≥ 0

d =
√

d

vypočti dva realné
kořeny

d =
√
−d

vypočti dva komplexně
sdružené kořeny

Obr. 1.2: Struktogram řešeńı kvadratické rovnice

Konec

Start

Závěrečné operace

Úvodńı operace

Řeš rovnici
s

r̊uznými koeficienty

Zapǐs výsledky
do B

Konec A?
ano

ne

Čti a, b, c
ze souboru A

Obr. 1.3: Hrubý vývojový diagram řešeńı kvadratické rovnice



Kapitola 2

Datové struktury

Pov́ıdáńı o datových strukturách je nezbytnou součást́ı jakéhokoli výkladu o algoritmech; podobně při výkladu
o datových strukturách nelze pominout algoritmy, které se použ́ıvaj́ı při práci s nimi.

V této kapitole si pov́ıme o nejčastěji použ́ıvaných datových strukturách. Pro přehlednost si je rozděĺıme na
základńı a odvozené.

2.1 Základńı datové struktury

Jako základńı datové struktury budeme označovat proměnnou, pole, záznam, a objekt. S těmito datovými
strukturami - snad až na objekt - se setkáme ve většině funkcionálně orientovaných programovaćıch jazyk̊u.

Odd́ıl, věnovaný základńım datovým strukturám, doplňuje a upřesňuje vědomosti, které źıskal čtenář v zá-
kladńım kurzu programováńı.

2.1.1 Proměnná

Proměnná představuje vlastně pojmenované mı́sto v paměti poč́ıtače. Vytvoř́ı se na základě deklarace, ve které
sděĺıme jej́ı jméno (obvykle identifikátor) a typ.

(Připomeňme si, že specifikaćı typu určujeme množinu hodnot, které do dané proměnné budeme smět ukládat,
a množinu operaćı, které s danou proměnnou budeme moci provádět. Nepř́ımo t́ım obvykle také určujeme
velikost proměnné, tj. množstv́ı paměti, které bude proměnná zab́ırat.)

Poč́ıtač zacháźı s proměnnou prosťrednictv́ım jej́ı adresy. V programu je tato adresa vyjádřena jménem
proměnné. Použit́ı proměnné v programu může mı́t dva poněkud odlǐsné významy. Pod́ıvejme se na násle-
duj́ıćı přǐrazovaćı př́ıkaz v Pascalu:

var i: integer;

...

i := i+1;

Zápis proměnné i na pravé straně přǐrazovaćıho př́ıkazu znamená odkaz na hodnotu typu integer, uloženou na
mı́stě, označeném jménem i. Zápis této proměnné na levé straně přǐrazovaćıho př́ıkazu však znamená pouze
odkaz na mı́sto v paměti (na které se ulož́ı výsledek, tedy hodnota pravé strany).

S podobným rozd́ılem se setkáváme i při předáváńı parametr̊u procedur a funkćı hodnotou nebo odkazem.
Budou-li f a g dvě procedury s hlavičkami

procedure f(k: integer);

procedure g(var k: integer);

znamená zápis f (i) voláńı procedury, při kterém se bude parametr předávat hodnotou. To znamená, že pro-
cedura f dostane hodnotu výrazu, zapsaného jako skutečný parametr, tedy hodnotu, uloženou v paměti na
mı́stě jménem i.

15
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Na druhé straně zápis g (i) představuje voláńı procedury, při kterém se bude parametr předávat odkazem. To
znamená, že procedura g dostane odkaz na proměnnou i, zapsanou jako skutečný parametr, tj. jej́ı adresa.
Procedura g může využ́ıt bud’ hodnotu, uloženou ve skutečném parametru, nebo mı́sto v paměti, které tento
parametr zab́ırá.

Některé programovaćı jazyky - např. C++ - také umožňuj́ı, aby funkce vracely vypočtenou hodnotu odkazem
(referenčńı funkce). Také v takovém př́ıpadě se vraćı odkaz na mı́sto, kde je výsledek uložen, tedy adresa
výsledku. Podobně jako při předáváńı parametr̊u odkazem i zde můžeme využ́ıt bud’ vrácenou hodnotu nebo
mı́sto v paměti, které vrácený odkaz označuje.

Druhy proměnných

Ve většině programovaćıch jazyk̊u se setkáme se ťremi základńımi druhy proměnných, které se lǐśı zp̊usobem
alokace (přiděleńı paměti):

Globálńı proměnné se vytvoř́ı při spuštěńı programu a existuj́ı po celou dobu běhu. To znamená, že maj́ı v
programu stálou adresu. Např. v Pascalu jsou to proměnné, deklarované na úrovni programu nebo jednotek, v
Céčku proměnné deklarované mimo těla funkćı nebo proměnné s pamět’ovou ťŕıdou static.

Lokálńı proměnné (v Céčku se označuj́ı jako automatické) jsou proměnné, deklarované v procedurách nebo
funkćıch. Vznikaj́ı v okamžiku voláńı podprogramu, při ukončeńı podprogramu zanikaj́ı. Při rekurzivńım voláńı
podprogramu ve vytvoř́ı zvláštńı instance lokálńıch proměnných pro každou aktivaci. Při r̊uzných voláńıch téhož
podprogramu může být jedna lokálńı proměnná uložena na r̊uzných mı́stech v paměti poč́ıtače.

Dynamické proměnné vznikaj́ı za běhu programu na základě př́ıkaz̊u (obvykle voláńı procedur pro alokaci
paměti - např. v Pascalu procedury New, v Céčku funkce malloc). Podobně na základě př́ıkaz̊u programu i
zanikaj́ı. Prostor pro ně čerpá program z volné paměti. Existence dynamických proměnných neńı vázána na
začátek nebo konec žádného podprogramu nebo bloku.

2.1.2 Pole

Pole je posloupnost proměnných stejného typu (složek), uložených v paměti v nepřetržité řadě za sebou, a
chápaných jako jeden celek.

V deklaraci pole určujeme jeho jméno, tj. jméno, které označuje danou posloupnost jako celek, a typ počet
složek. Počet složek je dán rozsahem index̊u. Chceme-li pracovat s jednotlivými prvky, určujeme je pomoćı
index̊u.

Jednorozměrné pole

Jako jednorozměrná označujeme pole, jejichž prvky již nejsou pole - tedy pole s jedńım indexem. Pod́ıvejme
se na př́ıklad deklarace jednorozměrného pole:

var a: array [m .. n] of typ_složky;

Pole a se skládá z n−m + 1 složek typu typ složky. Přitom adresa prvńıho prvku, a[m], je totožná s adresou
celého pole a. Adresu i-tého prvku, a[i ], vypočteme pomoćı tzv. indexovaćı funkce

t (i) = a + (i − m) v,

kde v je velikost typu typ složky, tj. počet adresovatelných jednotek paměti1, které zab́ırá jedna složka pole, a
a je adresa počátku pole.

V tomto vzorci zacháźıme s adresami jako s celými č́ısly.2

1Na PC je adresovatelnou jednotkou paměti 1 byte, slabika velikosti 8 bit ; na jiných poč́ıtač́ıch to mohou být slova r̊uzné
velikosti - např.16 nebo 32 bit .

2Nepouž́ıváme tedy např. adresové aritmetiky jazyka C.
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V́ıcerozměrné pole

Pole s n indexy označujeme jako n-rozměrné.

Je-li n > 1, chápe se n-rozměrné pole zpravidla jako pole jednorozměrné, jehož prvky jsou (n − 1)-rozměrná
pole. Proto např. jsou v Pascalu následuj́ıćı dvě deklarace ekvivalentńı:

var b: array [m1..n1, m2..n2, ... mk..nk] of typ_složek;

var b: array [m1..n1] of array [m2..n2] of ...

... of array [mk..nk] of typ_složek;

Složky v́ıcerozměrného pole jsou v paměti ukládány zpravidla tak, že se nejrychleji měńı posledńı index (zapsaný
nejv́ıce vpravo)3. To znamená, že dvourozměrné pole, tj. matice, je uloženo po řádćıch.

Indexovaćı funkce pro v́ıcerozměrné pole je podstatně složitěǰśı než v př́ıpadě pole jednorozměrného. Adresa
prvku b [i1, i2, . . . , ik] bude

t (i1, . . . , ik) = b + [(i1 − m1) (n2 − m2 + 1) · · · (nk − mk + 1) + (i2 − m2) (n3 − m3 + 1) · · ·
· · · (nk − mk + 1) (ik − mk)] v

Zde b znamená adresu počátku pole b a v představuje opět velikost jednotlivých složek pole. (Také v tomto
vzorci zacháźıme s adresami jako s celými č́ısly.)

Při výpočtu hodnoty adresovaćı funkce t pro k -rozměrné pole poťrebujeme k sč́ıtáńı a k násobeńı (výrazy
(ns − ms + 1) · · · (nk − mk + 1) , s = 2, . . . , k − 1 jsou pro dané pole konstantńı a lze je spoč́ıtat předem).

Pro př́ıstup ke složkám v́ıcerozměrných poĺı se také někdy použ́ıvaj́ı př́ıstupové (Iliffovy) vektory. V př́ıpadě
dvourozměrných poĺı to jsou pole ukazatel̊u na řádky; pro v́ıcerozměrná pole to mohou být pole ukazatel̊u na
pole ukazatel̊u na jednorozměrná pole apod.

Pod́ıvejme se na př́ıklad, ve kterém deklarujeme a použijeme př́ıstupový vektor pro dvourozměrné pole:

const n = 10;

type Pole = array [1..n] of integer;

var c: array [1..n, 1..n] of integer;

pv: array [1..n] of ^Pole;

{ ... }

procedure init;

var i: integer;

begin

for i := 1 to n do pv[i] := @c[i];

end;

var i: integer;

{ ... }

init;

for i := 1 to n do pv[i]^[i] := i;

Posledńı př́ıkaz znamená totéž jako cyklus

for i := 1 to n do c[i,i] := i;

Viz též obr. 2.1.
Na poč́ıtač́ıch, na kterých je velikost ukazatele rovna 1, tj. na kterých zab́ırá ukazatel právě jednu adreso-
vatelnou jednotku paměti, znamená použit́ı př́ıstupových vektor̊u zrychleńı výpočtu, nebot’ odpadne většina
násobeńı. Na PC a obecně na poč́ıtač́ıch, kde je velikost ukazatele větš́ı než 1, je použit́ı př́ıstupových vektor̊u
v podstatě stejně náročné jako výpočet indexovaćı funkce.

3Tak tomu je např. v Pascalu nebo v C/C++. Na druhé straně ve Fortranu jsou v́ıcerozměrná pole ukládána tak, že se
nejrychleji měńı prvńı (nejlevěǰśı) index.
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Obr. 2.1: Použit́ı př́ıstupového vektoru

2.1.3 Záznam (struktura)

Záznamy (v některých programovaćıch jazyćıch označované jako struktury) představuj́ı skupinu proměnných
chápanou jako jeden celek. Na rozd́ıl od pole jde ovšem o skupinu nehomogenńı, jednotlivé složky mohou být
r̊uzných typ̊u.

Chceme-li zacházet s jednotlivými složkami záznamu, použ́ıváme kvalifikace: Spolu se jménem proměnné typu
záznam uvedeme i jméno složky. Jméno složky vlastně znamená relativńı adresu složky vzhledem k počátku
proměnné typu záznam.

Složky záznamu jsou uloženy v paměti za sebou, zpravidla v pořad́ı, ve kterém jsou uvedeny v deklaraci.
(Přesněji: některé programovaćı jazyky vyžaduj́ı ukládáńı složek v daném pořad́ı, jiné dovoluj́ı, aby si překladač
stanovil pořad́ı uložeńı sám.)

Mezi jednotlivé složky záznamu může překladač vložit prázdná mı́sta, která zajist́ı, aby uložeńı jednotlivých
složek vyhovovalo požadavk̊um systému. (Může se např. stát, že procesor vyžaduje, aby proměnné určitých
typ̊u zač́ınaly na sudých adresách.) To znamená, že velikost záznamu může být větš́ı než součet velikost́ı
jednotlivých složek.

Variantńı záznamy (unie)

Variantńı část pascalského záznamu (unie v jazyku C) představuje skupinu proměnných, přeložených přes
sebe. To znamená, že všechny složky zač́ınaj́ı na téže adrese a velikost variantńı části je rovna velikosti největš́ı
složky.

Ke složkám variantńıch záznamů přistupujeme podobně jako ke složkám
”
obyčejných“ záznamů.

2.1.4 Objekt

Vysvětleńı základńıch pojmů objektově orientovaného programováńı najdete v kapitole 11..

V definici objektového typu specifikujeme jednak atributy, tedy datové složky, jednak metody, tj. funkčńı a
procedurálńı složky. Instance, tedy proměnná objektového typu, obsahuje ovšem pouze atributy (nav́ıc pouze
atributy instanćı).
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Atributy ťŕıdy jsou vlastně globálńı proměnné, pouze formálně přidružené k dané ťŕıdě. Proto se ukládaj́ı
obvykle nezávisle na instanćıch ťŕıdy.

Pro ukládáńı atribut̊u instanćı plat́ı podobná pravidla jako pro ukládáńı složek záznamů.

Skryté atributy

Překladač může pro zajǐstěńı správné funkce objekt̊u přidat do ťŕıdy skryté atributy. Může se jednat jak o
atributy ťŕıdy tak i o atributy instanćı. Tyto atributy nejsou zpravidla uživateli př́ımo př́ıstupné.

Př́ıklad 2.1

Překladače použ́ıvaj́ı skrytých atribut̊u objektových typ̊u poměrně často - např. v souvislosti s polymorfismem
(virtuálńımi metodami).

V Pascalu nebo v C++ zř́ıd́ı překladač pro každou polymorfńı ťŕıdu, tj. ťŕıdu, která má alespoň jednu virtuálńı
metodu, tabulku virtuálńıch metod (VMT ). Tato tabulka obsahuje adresy všech virtuálńıch metod dané ťŕıdy
a umožňuje efektivně realizovat pozdńı vazbu. VMT je zřejmě skrytým atributem ťŕıdy.

V každé instanci takové ťŕıdy pak bude skrytý atribut instanćı, obsahuj́ıćı adresu VMT. Při voláńı libovolné
virtuálńı metody se nejprve pomoćı adresy, uložené v instanci, najde VMT. V ńı se pak vyhledá adresa metody,
kterou je ťreba volat.

Daľśı skryté atributy použ́ıvaj́ı některé překladače C++ v souvislosti s problémy okolo v́ıcenásobného dědictv́ı.4

2.2 Odvozené datové struktury: seznam a strom

Mı́sto o odvozených datových strukturách by nepochybně bylo vhodněǰśı hovořit o abstraktńıch datových
strukturách. Protože se však tento pojem použ́ıvá předevš́ım pro objektové typy, a datové struktury, o kterých
zde bude řeč, nemuśı být nutně implementovány jako objekty, budeme raději hovořit o strukturách odvozených.

Mezi nimi zauj́ımaj́ı zvláštńı postaveńı seznamy a stromy, proto s nimi začneme.

2.2.1 Seznam

Seznam (anglicky list) je datová struktura, která představuje posloupnost složek. Složky jsou uspořádány podle
určitého kĺıče. Jako kĺıč může sloužit hodnota dat, uložených ve složkách, nebo hodnota funkce, vypoč́ıtané
na základě těchto dat. Jiné uspořádáńı seznamu může být dáno pořad́ım, ve kterém byly složky do seznamu
přidávány.

Přestože seznam představuje uspořádanou datovou strukturu, nemuśı jednotlivé složky ležet v paměti za sebou.
Seznam lze implementovat také tak, že každá složka bude obsahovat odkaz na následuj́ıćı prvek; tento odkaz
(ukazatel, označovaný často jako spojka, anglicky link) bude zajǐst’ovat návaznost složek. Prvńı prvek seznamu
označujeme jako hlavu seznamu (head), zbytek seznamu po odtržeńı hlavy se někdy označuje jako ohon (tail).
Seznam může být i prázdný, nemuśı obsahovat žádný prvek.

Seznamy obvykle použ́ıváme jako dynamické datové struktury. To znamená, že v programu deklarujeme pouze
ukazatel na hlavu seznamu (na obr. 2.2 je to proměnná unh); jednotlivé prvky seznamu podle poťreby dy-
namicky alokujeme nebo ruš́ıme.

Seznamy se (spolu se stromy) označuj́ı jako rekurzivńı datové struktury , nebot’ každý prvek seznamu obsahuje
odkaz na položku stejného typu.

4Přesná pravidla pro uložeńı odkazu na VMT a samotné VMT v Turbo Pascalu najdete ve firemńı dokumentaci. Základńı
informace o skrytých atributech tř́ıd v C++ najdete ve [20]; podrobnosti o Borland C++ najdete např. v [17], část II.
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Jednosměrný seznam

Jednosměrný seznam je nejjednodušš́ı variantou seznamu: každý prvek obsahuje pouze odkaz na následuj́ıćı
prvek. Prvky jednosměrného seznamu bychom mohli v Pascalu deklarovat následuj́ıćım zp̊usobem:

type uPrvek = ^Prvek;

Prvek = record

D: data;

Dalšı́: uPrvek;

end;

D je složka typu data, do které budeme ukládat informace. Složka Daľśı bude obsahovat ukazatel na daľśı
prvek seznamu nebo v př́ıpadě posledńıho prvku nil.

Při práci s jednosměrným seznamem často použ́ıváme zarážku: posledńı prvek seznamu nenese užitečná data,
pouze slouž́ı jako zarážka při prohledáváńı. Vedle ukazatele na hlavu seznamu si pak uchováváme také ukazatel
na tuto zarážku.

Př́ıklad 2.2

Odvozené datové struktury je výhodné deklarovat jako objektové typy. Následuj́ıćı deklarace objektového typu
seznam navazuje na deklaraci typu prvek a ukazuje procedury pro vytvořeńı prázdného seznamu, vložeńı prvku
na konec seznamu a funkci, která vyhledá v seznamu prvek se zadanou hodnotou (pokud jej najde, vrát́ı jeho
adresu, jinak vrát́ı nil).

type seznam = object

hlava, konec: uPrvek; {ukazatel na hlavu a zarážku}

constructor VytvořSeznam;

procedure VložNaKonec(var dd: data);

function Vyhledej(var dd: data):uPrvek;

{ ... a dalšı́ metody ... }

end;

Pod́ıvejme se na některé běžné operace se seznamem.

Vytvořeńı prázdného seznamu

Prázdný seznam, složený z prvk̊u typu Prvek, vytvoř́ıme takto:

1. Deklarujeme ukazatel na hlavu seznamu hlava a ukazatel na zarážku konec jako proměnné typu uPrvek
(ukazatel na prvek).

2. Vytvoř́ıme dynamickou proměnnou typu Prvek a jej́ı adresu ulož́ıme do proměnných hlava a konec.

3. Do složky hlavaˆ.Daľśı, tj. do složky Daľśı nově vytvořené dynamické proměnné, vlož́ıme hodnotu nil.

Př́ıklad 2.2 (pokračováńı)

Metoda seznam.VytvořSeznam, která vytvoř́ı prázdný seznam, může vypadat takto:

{vytvořı́ prázdný seznam, obsahujı́cı́ pouze zarážku}

constructor seznam.VytvořSeznam;

begin

New(hlava);

konec := hlava;

hlava^.Dalšı́ := nil;

end;



2.2. ODVOZENÉ DATOVÉ STRUKTURY: SEZNAM A STROM 21

nil

Data−2

Data−1
unh

zarážka
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Obr. 2.2: Jednosměrný seznam se ťremi prvky

Přidáńı nového prvku na konec seznamu

Nový prvek, který bude obsahovat hodnotu dd, přidáme na konec seznamu pomoćı následuj́ıćıho algoritmu:

1. Požadovaná data vlož́ıme do složky D zarážky, tj. do konecˆ.D.

2. Alokujeme nový prvek, tj. novou dynamickou proměnnou typu Prvek, a jej́ı adresu ulož́ıme do složky
Daľśı zarážky a do konec. Nově alokovaný prvek převezme roli zarážky.

3. Do složky Daľśı nové zarážky vlož́ıme hodnotu nil.

Př́ıklad 2.2 (pokračováńı)

Pod́ıvejme se, jak vypadá implementace metody seznam.VložNaKonec:

{vlož́ı prvek s hodnotou dd na konec seznamu}
procedure seznam.VložNaKonec(var dd: data);

begin

konec^.D := dd; {vložı́ data do zarážky}

New(konec^.Dalšı́); {alokuje novou zarážku}

konec := konec^.Dalšı́; {aktualizuje ukazatel na zarážku}

konec^.Dalšı́ := nil;

end;

Vyhledáńı prvku v seznamu

Často také poťrebujeme zjistit, zda je v seznamu prvek, který obsahuje danou hodnotu dd. K tomu poslouž́ı
následuj́ıćı algoritmus, ve kterém využijeme zarážky:

1. Do pomocné proměnné p typu uPrvek vlož́ıme ukazatel na hlavu seznamu.

2. Do zarážky vlož́ıme hledanou hodnotu, tj. přǐrad́ıme konecˆ.D := dd ;

3. Prohledáváme postupně seznam, dokud nenajdeme prvek, obsahuj́ıćı dd. Plat́ı-li pˆ.D=dd, skonč́ıme,
jinak do p ulož́ıme adresu následuj́ıćıho prvku seznamu.

4. Jestliže po skončeńı obsahuje p adresu zarážky, seznam hledaný prvek neobsahuje. V opačném př́ıpadě
obsahuje p adresu hledaného prvku.

Př́ıklad 2.2 (pokračováńı)

Při implementaci metody seznam.Vyhledej si zjednoduš́ıme život a budeme předpokládat, že pro hodnoty typu
data smı́me použ́ıvat operátor <>. Většinou to nebude pravda; poťrebnou úpravu programu jistě zvládne čtenář
sám.
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{vyhledá prvek s hodnotou dd a vrátı́ jeho adresu nebo nil}

function seznam.Vyhledej(var dd: data): uPrvek;

var p: uPrvek;

begin

p := hlava; {pomocná proměnná na počátku ukazuje na 1. prvek}

konec^.D := dd; {uložı́ hledanou hodnotu do zarážky}

while p^.D <> dd do p := p^.Dalšı́; {prohledá seznam}

if p = konec then Vyhledej := nil

else Vyhledej := p; {zarážka: dd nenı́ v seznamu}

end;

Zarážka v seznamu zaručuje, že se prohledávaćı cyklus zastav́ı na požadované hodnotě. Kdybychom ji nepoužili,
byla by podmı́nka, ukončuj́ıćı prohledáváńı seznamu, složitěǰśı.

Nyńı již můžeme napsané metody vyzkoušet na jednoduchém programu, který vytvoř́ı seznam, ulož́ı do něj
nějaké hodnoty a pak je v něm bude hledat. Pro určitost (a také abychom si usnadnili zápis) definujeme data
jako standardńı typ integer.

type data = integer;

var t: data;

S: seznam;

q: uPrvek;

{ ... }

begin

S.VytvořSeznam;

{ ... }

S.VložNaKonec(t);

q := S.Vyhledej(t);

{ ... }

end.

Vložeńı nového prvku za daný prvek

Předpokládáme, že známe adresu p prvku, za který chceme vložit do jednosměrného seznamu nový prvek.
Postup bude jednoduchý; využijeme pomocnou proměnnou q typu uPrvek (viz též obr. 1.3):

1. Alokujeme novou proměnnou typu Prvek a ulož́ıme do ńı poťrebná data. Adresa nové proměnné je
uložena v proměnné q.

2. Do qˆ.Daľśı ulož́ıme adresu prvku, který bude v seznamu následovat - tedy obsah pˆ.Daľśı.

3. Do pˆ.Daľśı ulož́ıme adresu nově vloženého prvku, tedy obsah proměnné q.

Př́ıklad 2.2 (pokračováńı)

Tento algoritmus implementujeme jako metodu seznam.VložZaPrvek :

{vložı́ nový prvek s daty dd za prvek, na který ukazuje p}

procedure seznam.VložZaPrvek(p: uPrvek; var dd: data);

var q: uPrvek;

begin

New(q);

q^.D := dd;

q^.Dalšı́ := p^.Dalšı́;

p^.Dalšı́ := q;

end;

Př́ıklad použit́ı:

t := S.Vyhledej(2);

if t <> nil then S.VložZaPrvek(t,3);
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Obr. 2.3: Vložeńı nového prvku na dané mı́sto v seznamu
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Obr. 2.4: Smazáńı prvku seznamu za označeným prvkem

Vymazáńı prvku za daným prvkem

Chceme ze seznamu odstranit prvek, který následuje za prvkem s adresou, uloženou v proměnné p. K tomu
budeme opět poťrebovat pomocnou proměnnou q. Postup bude následuj́ıćı:

1. Do q ulož́ıme pˆ.Daľśı (adresu mazaného prvku).

2. Do pˆ.Daľśı ulož́ıme pˆ.Daľśıˆ.Daľśı (adresu prvku, který lež́ı za mazaným prvkem).

3. Zruš́ıme prvek, na který ukazuje q.

Př́ıklad 2.2 (pokračováńı)

Tento algoritmus implementujeme jako metodu seznam.SmažZa:

{smaže prvek seznamu, který ležı́ za prvkem s adresou p}

procedure seznam.SmažZa(p: uPrvek);

var q: uPrvek;

begin

q := p^.Dalšı́;

p^.Dalšı́ := p^.Dalšı́^.Dalšı́;

Dispose(q);

end;

Obrázek 2.4 naznačuje, co se při mazáńı prvku jednosměrného seznamu děje.

Smazáńı daného prvku

Nyńı chceme smazat prvek, na který ukazuje ukazatel p. Tato úloha se může na prvńı pohled zdát složitěǰśı,
nebot’ neznáme prvek před t́ım, který chceme smazat. Jak tedy

”
napojit“ předcházej́ıćı a následuj́ıćı prvek?

Velice jednoduše. Využijeme toho, že umı́me smazat prvek, který lež́ı za označeným prvkem. Protože na datech
v mazaném prvku nezálež́ı, přesuneme do něj obsah prvku následuj́ıćıho a ten pak smažeme:

1. Přesuneme obsah pˆ.Daľśıˆ.D do pˆ.D (nyńı prvky pˆ a pˆ.Daľśıˆ obsahuj́ı táž data).

2. Smažeme prvek s adresou pˆ.Daľśı.
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Př́ıklad 2.2 (pokračováńı)

Při implementaci se odvoláme na metodu seznam.SmažZa.

{smaže prvek seznamu, na který ukazuje p}

procedure seznam.SmažTen(p: uPrvek);

begin

p^.D := p^.Dalšı́^.D;

SmažZa(p);

end;

Smazáńı celého seznamu

Jakmile přestaneme seznam použ́ıvat, je ťreba ho smazat, uvolnit dynamicky přidělovanou pamět’. Algoritmus
mazáńı je velice jednoduchý. Připomeňme si, že seznam je bud’ prázdný nebo se skládá z hlavy (prvńıho prvku),
za který je připojen ohon (což je zase seznam - tedy bud’ prázdný, nebo hlava + ohon atd..). Algoritmus mazáńı
seznamu bude vycházet z tohoto popisu a bude rekurzivńı:

1. Je-li seznam prázdný, konec. Jinak ulož adresu hlavy do pomocné proměnné.

2. Do ukazatele na hlavu vlož adresu hlavy ohonu; smaž hlavu.

3. Smaž ohon (tedy seznam, který zbyl po smazáńı hlavy).

Př́ıklad 2.2 (dokončeńı)

Zrušeńı seznamu je typická úloha pro destruktor objektového typu. Destruktor typu seznam může vypadat
takto (při implementaci se tentokrát rekurzi vyhneme):

{uvolnı́ všechnu dynamicky alokovanou pamět’}

destructor seznam.ZrušSeznam;

var q: uPrvek;

begin

while hlava <> nil do begin

q := hlava;

hlava := hlava^.Dalšı́;

dispose(q);

end;

end;

Návrh daľśıch operaćı s jednosměrnými seznamy ponecháváme čtenáři.

Jiné typy seznamů

Někdy se setkáme se dvousměrnými seznamy (anglicky double-linked list). Od jednosměrných seznamů se lǐśı
t́ım, že každý prvek obsahuje odkaz nejen na následuj́ıćı prvek, ale i na prvek předcházej́ıćı.

Dvousměrný seznam lze snadno procházet v obou směrech - jak od hlavy k posledńımu prvku tak i naopak.
Prvkem takového seznamu může být struktura tvaru

type uPrvek2 = ^Prvek2;

Prvek2 = record

D: data;

Předchozı́, Následujı́cı́: uPrvek2;

end;

Základńı operace se dvousměrným seznamem jsou podobné operaćım s jednosměrným seznamem, proto se jimi
nebudeme podrobněji zabývat.

Daľśı typ seznamu, se kterým se můžeme setkat, je kruhový seznam. Může j́ıt o kruhový seznam jednosměrný
i dvousměrný. V kruhovém seznamu se obvykle nepouž́ıvá zarážka, mı́sto toho posledńı prvek obsahuje odkaz
na prvńı prvek (pokud jde o seznam dvousměrný, tak také prvńı prvek obsahuje odkaz na posledńı prvek).
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Obr. 2.5: Př́ıklad ternárńıho srtomu

2.2.2 Strom

Strom je daľśı z běžně použ́ıvaných rekurzivńıch datových struktur. Abstraktńı definice stromu se základńım
typem T je rekurzivńı a vypadá takto:

Strom se základńım typem T je bud’ prázdná struktura nebo prvek typu T, na který je připojen konečný počet
disjunktńıch stromových struktur se základńım typem T (označujeme je jako podstromy).

Prvky stromu se obvykle označuj́ı jako vrcholy nebo uzly . Vrchol, ke kterému neńı připojen žádný podstrom,
označujeme jako koncový vrchol nebo list . Vrchol, který sám neńı připojen k žádnému jinému vrcholu, označu-
jeme jako kořen. To znamená, že kořen spolu se všemi podstromy, které jsou k němu připojeny, tvoř́ı celý
strom. Prvky, které nejsou listy, označujeme jako vnitřńı vrcholy stromu.

Je-li G kořen podstromu, připojeného k uzlu C (viz obr. 2.5), ř́ıkáme také, že G je (př́ımým) následovńıkem C
a C je (př́ımým) předch̊udcem G. Kořen je vrchol, který nemá předch̊udce; list je vrchol, který nemá žádného
následovńıka.

Přidáme k definici stromu požadavek, aby počet podstromů, připojený k libovolnému z vrchol̊u daného stromu,
nepřesáhl n. Takový strom označujeme jako n-árńı. Nejčastěji se setkáme s binárńımi stromy (n = 2) nebo
ternárńımi stromy (n = 3). Č́ıslo n (

”
-aritu“) budeme označovat jako typ stromu.

Př́ıklad 2.3

Na obrázku 2.5 vid́ıte př́ıklad ternárńıho stromu s vrcholy označenými A, . . . , O.5 Vrchol A je kořen tohoto
stromu, vrcholy J, K, L, F, M, N, O, H a I jsou listy.

Strom jsme znázornili jako graf, jehož uzly odpov́ıdaj́ı vrchol̊um stromu a hrany odpov́ıdaj́ı odkaz̊um na
připojené podstromy. Jeden takový podstrom, připojený k uzlu C, se skládá z uzl̊u G, M, N, O.

Všimněte si, že v tomto grafu jsme znázornili i odkaz na kořen stromu (jako hranu vedoućı do A).
Následuj́ıćı pojmy využijeme při úvahách o složitosti algoritmů, které využ́ıvaj́ı stromů:

O kořeni stromu ř́ıkáme, že je na prvńı úrovni. Uzly, které jsou následovńıky kořene, jsou na druhé úrovni.
Obecně je-li uzel S na úrovni i a uzel Š je následovńıkem S, je Š na úrovni i + 1.

Je-li x úroveň vrcholu X, znamená to, že chceme-li proj́ıt stromem od kořene k X, muśıme proj́ıt x hran (včetně
hrany, která vstupuje do kořene). Proto se mı́sto o úrovni vrcholu často hovoř́ı o délce vnitřńı cesty daného
vrcholu.

Součet délek cest všech uzl̊u v daném stromě se nazývá délka vnitřńı cesty stromu. Pr̊uměrná délka vniťrńı
cesty stromu je pak definována vztahem

5Stromy se zpravidla zobrazuj́ı s kořenem jako nejvyšš́ım vrcholem a s listy dole. Pokud vám to připadá nelogické, máte jistě
pravdu - stromy obvykle rostou obráceně. Můžete s t́ım nesouhlasit, ale to je asi tak vše, co s t́ım můžete dělat (J. Cimrman).
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Obr. 2.6: Strom z obr. 2.5 s přidanými zvláštńımi vrcholy

PI =
1

n

∑

i

nii,

kde ni je počet uzl̊u na i-té úrovni stromu.

Kromě délky vniťrńı cesty zavád́ıme také délku vněǰśı cesty stromu. Než ji ale definujeme, muśıme zavést
zvláštńı vrcholy stromu (na obr. 2.6 jsou znázorněny pomoćı čtverečk̊u). V n-árńım stromu doplńıme počet
následovńık̊u každého

”
obyčejného“ vrcholu zvláštńımi vrcholy na hodnotu n. Zvláštńı vrcholy nebudou mı́t

žádné následovńıky.

Délku vněǰśı cesty stromu definujeme jako součet délek cest všech zvláštńıch vrchol̊u. Pr̊uměrná délka vněǰśı
cesty stromu je

PE =
1

m

∑

i

mii, (2.1)

kde mi je počet zvláštńıch vrchol̊u na i-té úrovni stromu a m je celkový počet zvláštńıch vrchol̊u.
Počet m zvláštńıch vrchol̊u, které muśıme do stromu přidat, záviśı na typu stromu, vyjádřeném č́ıslem d, a na
počtu

”
p̊uvodńıch“ vrchol̊u n. Protože do každého vrcholu rozš́ı̌reného stromu vstupuje právě jedna hrana, je v

něm celkem m + n hran. Protože z každého p̊uvodńıho vrcholu vystupuje vždy d hran, zat́ımco ze speciálńıch
vrchol̊u žádné hrany nevystupuj́ı, obsahuje strom celkem dn hran, vystupuj́ıćıch z vrchol̊u, a nav́ıc jednu hranu,
která vstupuje do kořene (ta nevycháźı ze žádného z vrchol̊u). Z těchto úvah dostaneme pro č́ıslo m rovnici

dn + 1 = m + n, tj. m = (d − 1) n + 1.

Maximálńı počet vrchol̊u ve stromu typu d s k úrovněmi je roven součtu

Nmax (d, k) = 1 + d + d2 + · · · + dk−1 =

k∑

i=1

dk−1 =
dk − 1

d − 1
,

nebot’ na prvńı úrovni je nejvýše jeden vrchol, který má nejvýše d následovńık̊u na 2. úrovni, z nichž každý
má opět nejvýše d následovńık̊u na 3. úrovni atd.

Speciálně binárńı strom s k úrovněmi má nejvýše Nmax (2, k) = 2k − 1 uzl̊u.

Stromy nejčastěji reprezentujeme jako dynamické datové struktury. Vrcholy stromu typu d mohou být záznamy,
které obsahuj́ı ukazatele na kořeny připojených podstromů (nebo nil, neńı-li podstrom připojen ):



2.2. ODVOZENÉ DATOVÉ STRUKTURY: SEZNAM A STROM 27

type uVrchol = ^vrchol;

vrchol = record

Dt: data;

Dalšı́: array [1..d] of uVrchol;

end;

Užitečné informace jsou uloženy ve složce Dt, která je typu data (podobně jako v př́ıpadě seznamů).

Poznamenejme, že na jednosměrný seznam se můžeme d́ıvat jako na unárńı strom (strom typu 1).

Binárńı stromy

V binárńım stromu jsou ke každému vrcholu připojeny dva podstromy (jeden nebo oba mohou být prázdné).
Jeden z nich označ́ıme jako levý a druhý jako pravý podstrom.6

Nejčastěji se setkáme s binárńımi stromy, ve kterých jsou data uspořádána podle následuj́ıćıho pravidla: Pro
každý vrchol U plat́ı, že všechny údaje, uložené v levém podstromu, připojeném k U , jsou menš́ı, než je údaj
uložený v U , a všechny údaje, uložené v pravém podstromu, připojeném k U , jsou větš́ı, než je údaj uložený v
U .

Pokud nezd̊urazńıme něco jiného, budeme dále pod označeńım binárńı strom rozumět takto uspořádaný binárńı
strom. Základem implementace binárńıho stromu bude záznam vrchol, definovaný takto:

type uVrchol = ^vrchol;

vrchol = record

Dt: data;

Levý, Pravý: uVrchol;

end;

Binárńı strom je obvykle př́ıstupný pomoćı ukazatele na kořen. Vrcholy zpravidla alokujeme dynamicky.

Také u stromů se někdy použ́ıvá zarážka: všechny
”
prázdné“ ukazatele na následovńıky obsahuj́ı mı́sto hodnoty

nil adresu pevně stanoveného prvku - zarážky. Jde o analogii zvláštńıch uzl̊u, kterých jsme použili při definice
vněǰśı cesty stromu; zarážka je ale jen jedna, společná pro celý strom (viz obr. 2.7). Data uložená v zarážce
jsou samozřejmě bezvýznamná.

Adresu zarážky, podobně jako adresu kořene, ukládáme do zvláštńı proměnné.

Při procházeńı binárńıho stromu se obvykle použ́ıvá některá z metod, označovaných jako př́ımé zpracováńı (an-
glicky preorder), vnitřńı zpracováńı (inorder) a zpětné zpracováńı (postorder). Při př́ımém zpracováńı nejprve
zpracujeme data, uložená v kořeni, pak zpracujme levý podstrom a nakonec pravý podstrom. Při vniťrńım
zpracováńı nejprve projdeme levý podstrom, pak zpracujeme kořen a nakonec projdeme pravý podstrom; při
zpětném zpracováńı postupujeme v pořad́ı levý podstrom, pravý podstrom, kořen.

Předpokládejme, že pro zpracováńı dat v uzlu s adresou t použijeme proceduru P(t). Potom procedura pro
zpracováńı celého stromu př́ımou metodou bude mı́t tvar

procedure preorder(kořen: uVrchol);

begin

if t <> nil then begin

P(t); {zpracovánı́ kořene}

preorder(t^.Levý); {zpracovánı́ levého podstromu}

preorder(t^.Pravý); {zpracovánı́ pravého podstromu}

end;

end;

Je zřejmé, že procedury, založené na zbývaj́ıćıch dvou metodách, se budou lǐsit pouze pořad́ım př́ıkaz̊u, ozna-
čených komentáři. Čtenář je jistě snadno sestav́ı sám.

6T́ım vlastně definujeme uspořádáńı podstromů, a to bez ohledu na data, která obsahuj́ı. Poznamenejme, že při grafickém
znázorněńı budeme opravdu kreslit levý podstrom vlevo a pravý vpravo.
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Obr. 2.7: Binárńı strom se zarážkou

Základńı operace s binárńım stromem

V tomto odd́ılu se seznámı́me jen s nejelementárněǰśımi operacemi s binárńımi stromy; použit́ı těchto struktur
věnujeme později samostatnou kapitolu. Zde si pov́ıme, jak vytvořit binárńı strom, jak do něj přidat vrchol,
jak zjistit, zda je ve stromě vrchol se zadanou hodnotou, jak zrušit nalezený vrchol a jak zrušit celý strom.

Tyto algoritmy formulujeme pro binárńı stromy bez zarážky; jejich tvar pro stromy se zarážkou si jistě odvod́ı
čtenář sám.

Vytvořeńı binárńıho stromu

Vytvoř́ıme samozřejmě prázdný binárńı strom. Strom se skládá ze záznamů (struktur) typu vrchol; v programu
tedy muśıme mı́t ukazatel na kořen stromu, proměnnou typu ukazatel na vrchol. Vytvořeńı prázdného stromu
potom spoč́ıvá v přǐrazeńı hodnoty nil (NULL v C++) této proměnné.

Př́ıklad 2.4

Také strom deklarujeme jako objektový typ; tentokrát ale použijeme jazyk C++. Deklarace typu vrchol vznikne
přepisem pascalské deklarace, kterou jsme si už uvedli:

typedef struct vrchol *uVrchol;

struct vrchol {

data Dt;

uVrchol Levý, Pravý;

};

Objektový typ (ťŕıda) strom bude mı́t jediný soukromý atribut, ukazatel na kořen stromu uKořen. (Pokud
bychom chtěli strom se zarážkou, přibyl by ukazatel za ni.)

Rozhrańı ťŕıdy strom se bude skládat z veřejně př́ıstupného konstruktoru, destruktoru (je nezbytný, nebot’
v instanćıch alokujeme dynamickou pamět’ a destruktor se muśı postarat o jej́ı uvolněńı) a metody pro vložeńı
vyhledáńı a smazáńı vrcholu. Daľśı pomocné metody deklarujeme jako soukromé, tj. budou je smět použ́ıvat
pouze metody ťŕıdy strom.

class strom {

uVrchol uKořen; // ukazatel na kořen stromu

// pomocné soukromé metody

uVrchol novýVrchol(data &dd);

void vložDoStromu(uVrchol &t, data &dd);

uVrchol najdi(data &dd, uVrchol t, uVrchol &d);

void smažList(uVrchol t, uVrchol předch);
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void smažVeVětvi(uVrchol t, uVrchol předch);

void smažStrom(uVrchol &t);

// rozhranı́ třı́dy strom

public:

strom(); // konstruktor

~strom(); // destruktor

void vlož(data &dd); // vloženı́ vrcholu se zadanými daty

uVrchol hledej(data &dd, uVrchol &d); // vyhledánı́ vrcholu

void smaž(data &dd); // smazánı́ vrcholu se zadanými daty

};

Nový strom vytvoř́ıme bud’ deklaraćı nebo t́ım, že alokujeme dynamickou proměnnou typu strom. V obou
př́ıpadech se automaticky zavolá konstruktor. Jeho jediným úkolem bude vložit do ukazatele na kořen hodnotu
NULL, která informuje uživatele, že strom je prázdný:

strom::strom() {

uKořen = NULL;

}

Zrušeńı binárńıho stromu

Algoritmus pro smazáńı celého binárńıho stromu lze odvodit - podobně jako u seznamu - z definice: strom
je bud’ prázdný (a neńı co mazat), nebo je to vrchol, ke kterému je připojen levý a pravý podstrom (což je
strom). Protože jde o rekurzivńı popis, jistě nebudeme překvapeni, že i algoritmus bude rekurzivńı. Známe-li
ukazatel t na kořen, můžeme strom smazat takto:

1. Je-li strom, na který t ukazuje, prázdný, skonč́ıme.

2. Smažeme levý podstrom, připojený k vrcholu, na který ukazuje t.

3. Smažeme pravý podstrom, připojený k vrcholu, na který ukazuje t.

4. Smažeme vrchol, na který ukazuje t.

Př́ıklad 2.4 (pokračováńı)

Smazáńı celého stromu je typická úloha pro destruktor. Protože ale nelze vyloučit, že budeme cht́ıt smazat
celý strom i jindy, naprogramujeme tuto operaci jako samostatnou metodu, kterou bude destruktor volat.

strom::~strom() {

smažStrom(uKořen);

}

Metoda smažStrom implementuje popsaný rekurzivńı algoritmus; umožňuje smazat nejen celý strom, ale i
libovolný podstrom. Parametrem, který mazaný (pod)strom určuje, je ukazatel na jeho kořen. Do tohoto
ukazatele vlož́ı metoda smažStrom hodnotu NULL; proto jej předáváme odkazem. V definici ťŕıdy strom jsme
tuto metodu uvedli jako soukromou; možná, že se později rozhodneme ji zveřejnit - přemı́stit ji do sekce public.

void strom::smažStrom(uVrchol &t) {

if(t) {

smažStrom(t->Levý);

smažStrom(t->Pravý);

delete t;

t = NULL;

}

}

Vložeńı nového vrcholu

Dostali jsme data dd a chceme je zařadit do stromu. Pokud tam takový údaj ještě neńı, přidáme do stromu
nový vrchol, jinak neńı ťreba provádět v̊ubec nic. Přidáváme-li vrchol do prázdného stromu, alokujeme pro něj
pamět’, ulož́ıme do něj poťrebná data a adresu vrcholu ulož́ıme do ukazatele na kořen.

V neprázdném stromě vyjdeme od kořene a porovnáme dd s hodnotou v něm. Je-li dd menš́ı než uložená
hodnota, zařad́ıme nový vrchol do levého podstromu, jinak jej zařad́ıme do pravého podstromu.
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Př́ıklad 2.4 (pokračováńı)

Vytvořeńı nového vrcholu budeme poťrebovat na několika mı́stech. Nav́ıc obsahuje operaci, která se nemuśı
podařit (alokaci paměti). Proto bude rozumné definovat ji jako samostatnou funkci, která bude vracet adresu
nového vrcholu.

uVrchol strom::novýVrchol(data &dd) {

uVrchol q = new vrchol;

if(!q){

Chyba();

return NULL;

} else {

q -> Dt = dd;

q -> Levý = q -> Pravý = NULL;

return q;

}

}

Pokud se alokace paměti nepodař́ı, voláme funkci Chyba (); jej́ı definici si můžete doplnit podle poťreby.

Při vkládáńı nového uzlu do stromu poťrebujeme strom rekurzivně prohledat. Přitom vyjdeme od ukazatele na
kořen a budeme pokračovat přes ukazatele na levý či pravý podstrom. Pokud v některém z vrchol̊u najdeme
hodnotu dd, skonč́ıme - náš údaj tam již je a neńı ťreba přidávat daľśı uzel.

Pokud v daném uzlu náš údaj neńı, je ťreba jej vložit do levého nebo pravého podstromu, určeného opět
ukazatelem na kořen.

Je zřejmé, že procedura pro vložeńı údaje do stromu bude rekurzivńı. Jej́ımi parametry budou jednak vkládaná
hodnota a jednak ukazatel na kořen (pod)stromu, do kterého ji chceme vložit.

Přitom vycháźıme od ukazatele na kořen celého stromu - tedy od soukromého atributu. Na druhé straně neńı
ťreba, aby uživatel věděl cokoli o kořeni stromu; jeho zájem je vložit do daného stromu určitou hodnotu a t́ım
to konč́ı.

Proto v rozhrańı ťŕıdy definujeme (veřejně př́ıstupnou) metodu vlož, jej́ımž jediným parametrem bude vkládaná
hodnota dd. Ta zavolá soukromou metodu vložDoStromu, která teprve implementuje algoritmus vkládáńı.

void strom::vlož(data &dd) {

vložDoStromu(uKořen, &dd);

}

Oba parametry metody vložDoStromu budeme předávat odkazem. Adresu kořene proto, že ji v některých
př́ıpadech chceme měnit, a data kv̊uli úspoře mı́sta na zásobńıku při rekurzivńım voláńı.

void strom::vložDoStromu(uVrchol &t, data &dd) {

if(!t) t = novýVrchol(dd); // je-li strom prázdný

else {

if(dd == t->Dt) return; // dd tam už je

if(dd < t->Dt) vložDoStromu(t->Levý, dd);

else vložDoStromu(t->Pravý, dd);

}

}

Vyhledáńı údaje ve stromu

Chceme zjistit, zda daný strom obsahuje hodnotu dd. To znamená, že opět rekurzivně projdeme daný strom.

1. Je-li strom prázdný, hledaný údaj v něm neńı; konec.

2. Jinak porovnáme dd s hodnotou v kořeni; jsou-li si rovny, nalezli jsme hledaný údaj; konec.
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3. Jinak je-li dd menš́ı než hodnota, uložená v kořeni, prohledáme levý podstrom, připojený ke kořeni -
provedeme s ńım tento algoritmus a skonč́ıme.

4. Jinak prohledáme pravý podstrom a skonč́ıme.

Př́ıklad 2.4 (pokračováńı)

Vyhledáváńı dané hodnoty ve stromu implementujeme jako funkci, která v př́ıpadě úspěchu vrát́ı adresu
nalezeného uzlu. V př́ıpadě neúspěchu (žádný uzel neobsahuje dd) vrát́ı NULL.

Často je ťreba znát také adresu předch̊udce nalezeného uzlu (to oceńıme zejména při rušeńı uzl̊u). To algoritmus
nijak nezkomplikuje - než se dostaneme do hledaného uzlu, muśıme proj́ıt přes jeho předch̊udce. Stač́ı si
tedy jeho adresu zapamatovat v pomocné proměnné. Proto bude mı́t funkce strom::hledej také parametr d,
předávaný odkazem, ve kterém bude vracet právě adresu předch̊udce.

Poznamenejme, že kořen nemá předch̊udce. Je-li hledaný údaj uložen v kořeni celého stromu, vrát́ı funkce
strom::hledej v d hodnotu NULL.

Při daľśım rozboru zjist́ıme, že k prohledáńı stromu poťrebujeme adresu jeho kořene. Z podobných d̊uvod̊u
jako při vkládáńı do stromu proto bude veřejně př́ıstupná metoda hledej volat soukromou metodu najdi, která
bude mı́t o jeden parametr nav́ıc. Metoda hledej také zajist́ı inicializaci pomocného parametru d.

uVrchol strom::hledej(data &dd, uVrchol &d) {

d = NULL;

return najdi(dd, uKořen, d);

}

Metoda najdi teprve implementuje popsaný algoritmus:

uVrchol strom::najdi(data &dd, uVrchol t, uVrchol &d) {

if(!t) return NULL; // prázdný strom: nenı́ tam

if(t->Dt == dd) return t; // našli jsme ji

d = t; // jdeme dál: adresa předka

if(dd < t->Dt) return najdi(dd, t->Levý, d); // prohledej

else return najdi(dd, t->Pravý, d); // podstromy

}

Zrušeńı vrcholu

Zrušeńı jednotlivého vrcholu, jeho odstraněńı ze stromu, je patrně nejkomplikovaněǰśı ze základńıch operaćı
nad binárńım stromem. Budeme totiž muset rozlǐsit několik př́ıpad̊u (viz též obr. 2.8 a 2.9):

1. Ruš́ıme list. V takovém př́ıpadě uvolńıme dynamickou pamět’, přidělenou tomuto uzlu, a odstrańıme
odkaz na rušený vrchol v jeho předch̊udci (nebo v ukazateli na kořen, jestliže měl strom jen jeden
vrchol).

2. Ruš́ıme vrchol, který má jen jednoho následovńıka. Jde o podobnou situaci jako při rušeńı prvku seznamu.
Adresu rušeného prvku ulož́ıme do pomocné proměnné, odkaz v předch̊udci uprav́ıme tak, aby ukazoval
na následovńıka a vrchol zruš́ıme.

3. Ruš́ıme vrchol, který má dva následovńıky. Zde vzniká problém, č́ım zrušený vrchol nahradit. Kromě
hodnoty dd, která nás již nezaj́ımá, obsahuje totiž také odkazy na své následovńıky, které je ťreba
uchovat. Nav́ıc výsledkem této operace muśı být opět uspořádaný binárńı strom.

V tomto př́ıpadě se použ́ıvá následuj́ıćıho triku:

1. Najdeme nejpravěǰśı vrchol levého podstromu, připojeného k rušenému vrcholu (označ́ıme jej Q ; to je
vrchol, v němž je uložena největš́ı z hodnot, menš́ıch než v rušeném vrcholu). Nalezený vrchol má nejvýše
jednoho následovńıka (jinak by nemohl být nejpravěǰśı).

2. Hodnotu z vrcholu Q přeneseme do vrcholu, který chceme zrušit.
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Obr. 2.8: Rušeńı listu a vrcholu s jediným následovńıkem
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Obr. 2.9: Rušeńı vrcholu se dvěma následovńıky (zde kořene)

3. Zruš́ıme vrchol Q.

Mı́sto nejpravěǰśıho vrcholu v levém podstromu (tedy největš́ı hodnoty, menš́ı než je rušená) můžeme také
použ́ıt nejlevěǰśıho vrcholu v pravém podstromu (tedy nejmenš́ı hodnoty, která je větš́ı než hodnota v rušeném
vrcholu).
Lze samozřejmě navrhnout i jiné postupy; ten, který jsme zde uvedli, však paťŕı k nejčastěji použ́ıvaným.

Př́ıklad 2.4 (pokračováńı)

Nyńı navrhneme metodu pro smazáńı vrcholu ve stromě. Použijeme v ńı ťri pomocné proměnné, nebot’ v nej-
horš́ım př́ıpadě budeme poťrebovat ukazatel na rušený vrchol, na nejpravěǰśı vrchol levého podstromu a na
jeho předch̊udce.

Metoda nejprve vyhledá prvek, který chceme zrušit. Pokud jej nenajde, skonč́ı.

Dále zjist́ı, zda jde o list nebo zda má jediného následovńıka a pokud je některá z těchto podmı́nek splněna,
zavolá pomocnou soukromou metodu smažList resp. smažVeVětvi.

Pokud má dva následovńıky, vyhledá nejpravěǰśı vrchol levého podstromu a smaže jej. K tomu použije metody
pro smazáńı listu nebo smazáńı vrcholu s jediným následovńıkem.

void strom::smaž(data &dd) { // smaže vrchol

uVrchol t,d,q; // pomocné proměnné

t = hledej(dd, d); // hledánı́ mazaného vrcholu

if(!t) return; // pokud tam nenı́, konec

// je to list

if(t->Levý==NULL && t->Pravý == NULL) smažList(t, d);
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else

// má jen jednoho následovnı́ka

if(t->Levý == NULL || t->Pravý == NULL) smažVeVětvi(t, d);

else {

// má 2 následovnı́ky

// najdi nejpravějšı́ho levého následovnı́ka

q = t->Levý;

d = t;

while(q->Pravý) {

d = q;

q = q->Pravý;

}

// přesuň data z *q do *t

t->Dt = q->Dt;

// smaž *q;

if(q->Levý || q->Pravý) smažVeVětvi(q, d);

else smažList(q, d);

}

}

Při hledáńı vrcholu, který doopravdy smažeme, jsme se tentokrát vyhnuli rekurzi a použili jsme cyklu while.

Metoda pro smazáńı listu muśı rozlǐsit př́ıpad, že mažeme kořen, a př́ıpad, že mazaný list má předch̊udce.
K tomu nám poslouž́ı adresa předch̊udce, kterou nám poskytla metoda hledej ; je uložena v parametru předch.
(Připomeňme si, že v př́ıpadě kořene vrát́ı funkce strom::hledej jako adresu předch̊udce hodnotu NULL.)

// smaže list stromu; t je adresa mazaného vrcholu,

// predch je adresa předchůdce

void strom::smažList(uVrchol t, uVrchol předch) {

if(předch) { // nenı́ to kořen

if(předch->Levý == t) předch ->Levý = NULL;

else předch ->Pravý = NULL;

} else { // je to kořen

uKořen = NULL;

delete t;

}

}

Metoda pro smazáńı vrcholu s jedńım následovńıkem je jen nepatrně složitěǰśı než metoda pro smazáńı prvku
seznamu. Muśı rozlǐsit, zda byl mazaný prvek levým nebo pravým následovńıkem svého předch̊udce. Také v
př́ıpadě, že jde o kořen, se bude postup poněkud lǐsit.

void strom::smažVeVětvi(uVrchol t, uVrchol předch) {

uVrchol q; // q je adresa následovnı́ka

q = (t->Levý)?t->Levý:t->Pravý;

if(!předch) uKořen = q; // je to kořen?

else (předch->Levý == t? // ***

předch->Levý: předch->Pravý) = q;

delete t;

}

V pomocné proměnné q jsme si uložili adresu následovńıka.7 Pod́ıvejme se ještě na jednoduchý př́ıklad použit́ı
objektového typu strom:

void pokusy() {

strom S; // vytvořı́ prázdný strom

7Poznámka pro čtenáře, kteř́ı neznaj́ı jemnosti jazyka C++: Operátor podmı́něného výrazu : vytvář́ı v C++ l-hodnotu. To
znamená, že jej můžeme použ́ıt i na levé straně přǐrazovaćıho výrazu - jak jsme si to dovolili v předposledńım př́ıkazu této metody,
označeném třemi hvězdičkami. Význam: Hodnotu q ulož́ıme do ukazatele na levého nebo pravého následovńıka, podle toho, který
z nich byl nenulový.
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Obr. 2.10: B-strom druhého řádu
Operace s b-stromem n-tého řádu

S.vlož(10); S.vlož(5); S.vlož(3); // vložı́me nějaké prvky

S.vlož(7); S.vlož(17);S.vlož(17);

S.smaž(10); // a zase je smažeme

}

Destruktor se v C++ volá automaticky při zániku instance. To znamená, že při ukončeńı funkce pokusy se celý
strom smaže, aniž se o to muśıme starat.

2.3 Daľśı odvozené datové struktury

2.3.1 B-strom

B-strom (b-tree) je datová struktura podobná stromu; jeho vrcholy se nazývaj́ı stránky. Pro každý b-strom
řádu n plat́ı, že:

1. Každá stránka obsahuje maximálně 2n položek (uložených údaj̊u).

2. Každá stránka - kromě kořenové - obsahuje minimálně n položek. Kořenová stránka obsahuje alespoň
jednu položku.

3. Každá stránka je bud’ listovou stránkou, tj. nemá žádné následovńıky, nebo má m+1 následovńık̊u, kde
m je počet položek v ńı uložených.

4. Všechny listové stránky jsou na stejné úrovni.

Z této definice plyne, že všechny větve b-stromů budou - na rozd́ıl od
”
klasických“ stromů - stejně dlouhé. To

znamená, že práce s b-stromy může být podstatně efektivněǰśı než práce s klasickými stromy. Nav́ıc lze často
volit velikost stránky tak, aby odpov́ıdala jednomu sektoru na disku, a tak lze podstatně zefektivnit využit́ı
diskového prostoru a zrychlit práci s uloženými daty.

Poměrně často se setkáme s b-stromy 1. řádu, jejichž stránky obsahuj́ı 1 nebo 2 položky. Takovéto b-stromy
se často nazývaj́ı 2-3-stromy, nebot’ každá stránka kromě list̊u má 2 - 3 následovńıky. Setkáme se také s názvy
binárńı b-stromy nebo bb-stromy .

Pod́ıvejme se na stránku S, která obsahuje m položek a která neńı listová. K ńı je připojeno m+1 podstromů8,
které označ́ıme jako nultý, prvńı,. . . , m-tý. Data, uložená v b-stromu, jsou uspořádána obvykle tak, že všechny
hodnoty, uložené nultém podstromu, jsou menš́ı, než prvńı hodnota uložená ve stránce S. Všechny hodnoty,
uložené v prvńım podstromu, jsou větš́ı, než prvńı prvek ve stránce S a menš́ı, než druhý prvek v S,. . . , a
všechny hodnoty, uložené v m-tém podstromu, jsou větš́ı, než m-tý prvek stránky S.
Na obrázku 2.10 vid́ıme b-strom druhého řádu. Jeho stránky tedy obsahuj́ı 2 - 4 údaje.

Přidáńı údaje do b-stromu

Přidáńı nové položky do b-stromu je v podstatě př́ımočaré. Podobně jako ve stromu vyhledáme listovou
stránku, do které nový údaj paťŕı. Pokud je v ńı volné mı́sto (obsahuje méně než 2n údaj̊u), vlož́ıme nový údaj
a skonč́ıme.

8Budeme hovořit o podstromech, i když jde o b-strom. Termı́n pod-b-strom by byl sice přesněǰśı, mně se ale naprosto neĺıb́ı.
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Obr. 2.11: Po vložeńı č́ısla 31 do b-stromu na obr. 2.10

Je-li však stránka již zaplněná, obsahovala by po přidáńı nového prvku 2n+1 prvk̊u. Nový prvek tedy zařad́ıme
na správné mı́sto, takto vzniklou

”
přeplněnou“ stránku rozděĺıme na dvě po n prvćıch a prosťredńı prvek

přesuneme do předch̊udce. Jestliže stránka předch̊udce nemá, vytvoř́ıme ho.

V předch̊udci se může situace opakovat. Odtud plyne, že b-strom roste vlastně pouze tak, že se rozděĺı kořenová
stránka.

Př́ıklad 2.5

Do stromu na obr. 2.10 vlož́ıme údaj 10. Snadno zjist́ıme, že paťŕı do nejlevěǰśıho listu mezi položky 7 a 11.
Protože v této stránce je volné mı́sto, vlož́ıme jej a skonč́ıme.

Dále chceme přidat č́ıslo 31. To zřejmě paťŕı do 4. listu zleva před č́ıslo 33. Tento list je ale již plný. Jestliže sem
č́ıslo 31 přesto formálně přidáme, dostaneme stránku s prvky 31, 33, 35, 36, 39. Tu rozděĺıme na dvě stránky
tak, že do jedné dáme hodnoty 31 a 33, do druhé 36 a 39 a č́ıslo 35 přesuneme do předch̊udce, o úroveň výše.

Výsledek vid́ıte na obr. 2.11.

Odstraněńı prvku z b-stromu

Také odstraňováńı prvk̊u z b-stromu je v podstatě jednoduché - i když detailńı provedeńı vypadá složitě.
Muśıme rozlǐsit dvě situace, podle toho, zda nežádoućı prvek lež́ı nebo nelež́ı v listové stránce.

Jestlǐze odstraňovaný prvek nelež́ı v listové stránce, vyhledáme (podobně jako u stromů) nejbližš́ı menš́ı prvek,
tedy nejpravěǰśı prvek v levém podstromu připojeném k tomuto prvku. Přesněji: odstraňujeme-li m-tý prvek
ve stránce S, vyhledáme největš́ı prvek v (m − 1)-tém podstromu, připojeném k S.

Tento
”
náhradńı“ prvek bude určitě ležet v listové stránce. Jeho hodnotu přesuneme na mı́sto mazaného prvku

a smažeme
”
náhradńı“ prvek v listu.

Odstraněńı prvku z listu: Poté, co prvek z listu S vyjmeme, se muśıme přesvědčit, kolik prvk̊u v něm z̊ustalo,
nebot’ kromě kořene žádná stránka b-stromu nesmı́ mı́t méně než n prvk̊u. Pokud v listu S z̊ustalo alespoň n
prvk̊u, skonč́ıme.

Pokud bude list S obsahovat n − 1 prvk̊u, pokuśıme se
”
vyp̊ujčit si“ poťrebný prvek ze sousedńı stránky (se

společným předch̊udcem). To je možné, jestliže sousedńı stránka obsahuje alespoň n + 1 prvk̊u.

Předpokládejme, že si p̊ujčujeme ze stránky T, která lež́ı vpravo od S. V takovém př́ıpadě do stránky S
převedeme prvek z předch̊udce, který lež́ı mezi S a T, a nahrad́ıme jej nejlevěǰśım prvkem z T. Budeme-li si
vyp̊ujčovat ze stránky, která lež́ı vlevo od S, bude postup podobný.

Jestliže však sousedńı stránka obsahuje pouze n prvk̊u, nelze si od ńı
”
p̊ujčit“ a muśıme tyto dvě stránky

sloučit. To můžeme, nebot’ obě tyto listové stránky maj́ı dohromady pouze 2n − 1 prvk̊u.

Předpokládejme, že slučujeme list S s listem T, který lež́ı vpravo od S a který má s S společného předch̊udce.
Potom do stránky S převedeme prvek z předch̊udce, který lež́ı mezi S a T, spolu s ńım všechny prvky z T
a zruš́ıme stránku T. T́ım vznikl jeden list s 2n prvky a v jeho předch̊udci ubyl jeden prvek (ten, který ležel
mezi S a T ).
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Obr. 2.12: Mazáńı s vyp̊ujčeńım v části b-stromu z obr. 2.10
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Obr. 2.13: Strom z obr. 2.10 po vymazáńı prvk̊u 45 a 54

Přitom se může stát, že v předch̊udci zbude pouze n− 1 prvk̊u. Opět si tedy bud’ vyp̊ujč́ıme od souseda nebo
ho s některým sousedem slouč́ıme (zde ale již nesmı́me zapomenout na to, že muśıme také přesunout připojené
podstromy).

Sloučeńım dvou uzl̊u na druhé úrovni může vzniknout nový kořen. To je jediný zp̊usob, jak se může zmenšit
počet úrovńı b-stromu.

Př́ıklad 2.6

Vezmeme strom na obr. 2.10 a vymažeme položku 30 (kořen). Nejpravěǰśı prvek v levém podstromu je 29; tuto
hodnotu tedy přesuneme do kořene a hodnotu 29 v listu smažeme. Protože v tomto listu zbyly ještě 2 prvky,
můžeme skončit.

Dále smažeme hodnotu 45. Ta je v listu, který má pouze dva prvky. Proto si vyp̊ujč́ıme z pravého souseda. Hod-
notu 50 z předch̊udce převedeme na mı́sto smazané 45 a nahrad́ıme ji č́ıslem 52 ze souseda (viz obr. 2.12).

Nyńı smažeme ve vzniklém stromě hodnotu 54 (posledńı list vpravo). Zde si již vyp̊ujčit nemůžeme, takže
posledńı stránku slouč́ıme s jej́ım levým sousedem. T́ım vznikne list, který bude obsahovat hodnoty 44, 50,
52 a 89; předch̊udce bude ale mı́t jen jediný prvek, 40. Protože si zde opět nemůžeme vyp̊ujčit od souseda,
muśıme sloučit obě stránky na úrovni 2. Přitom se výška stromu sńıž́ı o jednu úroveň. Výsledek vid́ıte na obr.
2.13.

2.3.2 Zásobńık

Zásobńık (anglicky stack 9) je datová struktura, do které
”
odkládáme“ data v pr̊uběhu zpracováńı. Data ze

zásobńıku můžeme vyb́ırat pouze v pořad́ı obráceném, než v jakém jsme je do něj vložili. To znamená, že
položku, vloženou jako posledńı, muśıme vyjmout jako prvńı, položku, vloženou jako předposledńı, vyjmeme
jako druhou apod.

O posledńı vložené položce ř́ıkáme, že lež́ı na vrcholu zásobńıku.

Položku, která nelež́ı na vrcholu zásobńıku, nelze vyjmout (museli bychom nejdř́ıve vyjmout všechny položky,
které lež́ı nad ńı). Pokud ale známe jej́ı polohu v zásobńıku, můžeme ji přeč́ıst, źıskat jej́ı hodnotu, aniž ji ze
zásobńıku vyjmeme.

Zásobńık lze implementovat pomoćı pole nebo pomoćı seznamu. Implementujeme-li zásobńık pomoćı pole,
muśıme si neustále pamatovat index posledně vloženého prvku, který je na vrcholu zásobńıku. Použijeme-li
seznamu, je nejjednodušš́ı definovat hlavu seznamu jako vrchol zásobńıku.

9V literatuře se lze také setkat s názvem push down storage nebo LIFO, což je zkratka z označeńı Last In First Out, (posledńı
dovnitř, prvńı ven - tj. objekt, který se do zásobńıku vlož́ı jako posledńı, se z něj vyjme jako prvńı).
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Dno zásobńıku

Vrchol zásobńıku

Vložeńı daľśı položkyVyjmut́ı položky

Obr. 2.14: Schéma zásobńıku

Př́ıklad 2.7

Na osobńıch poč́ıtač́ıch řady PC je zásobńık standardńı součást́ı uspořádáńı paměti libovolného programu pod
DOSem. Tento zásobńık je definován jako pole byt̊u v RAM o délce maximálně 64 KB (nebot’ DOS použ́ıvá
reálného režimu procesoru); pamět’ vyhrazená pro zásobńık se označuje jako

”
zásobńıkový segment“.

Adresa počátku zásobńıku (jej́ı segmentová část) je uložena v registru SS; relativńı adresa (tj. ofsetová část
adresy) vrcholu zásobńıku vzhledem k začátku zásobńıku je uložena v registru SP. To znamená, že úplná adresa
vrcholu zásobńıku je SS:SP.

Pro usnadněńı orientace na zásobńıku se použ́ıvá ještě registr BP10, který vždy obsahuje relativńı adresu
jistého význačného bodu na zásobńıku - viz dále.

Zásobńık v PC má
”
dno“ na nejvyšš́ı adrese zásobńıkového segmentu a

”
rozr̊ustá se směrem dol̊u“, tj. každá

daľśı položka je vždy na nižš́ı adrese než byla položka předchoźı.

Pro manipulace se zásobńıkem máme k dispozici řadu instrukćı asembleru. Např. instrukce PUSH XX vlož́ı do
zásobńıku obsah registru XX, tj. okoṕıruje hodnotu z něj na vrchol zásobńıku a od obsahu registru SP odečte 2
(připomeňme si, že zde zásobńık

”
roste dol̊u“). Instrukce POP XX vyjme obsah dvou byt̊u na vrcholu zásobńıku

a vlož́ı je do registru XX. Také instrukce CALL (voláńı podprogramu) a RET (návrat z podprogramu) využ́ıvaj́ı
zásobńık.

Programy využ́ıvaj́ı zásobńıku při např. předáváńı skutečných parametr̊u procedurám a funkćım nebo při
vytvářeńı lokálńıch proměnných. Jako př́ıklad si ukážeme, co se děje při voláńı funkce11 v Borland C/C++.
Př́ıkaz

f(10.1, ’a’);

• zp̊usob́ı, že

– se vypočtou hodnoty skutečných parametr̊u (zde neńı co poč́ıtat) a ulož́ı se na zásobńık; nejprve
se vlož́ı 8B, představuj́ıćıch hodnotu 10.1, a pak dva byty, obsahuj́ıćı znakovou konstantu ’a’;

– provede se instrukce CALL f ; ta ulož́ı na zásobńık návratovou adresu a skoč́ı na prvńı instrukci
funkce f ;

• zavolaná funkce nejprve ulož́ı na zásobńık obsah registru BP;

• pak přesune do BP obsah registru SP;

10Označeńı registr̊u jsou zkratky názv̊u Stack Segment, Stack Pointer a Base Pointer.
11Přesně p̊ujde o voláńı vzdálené funkce, která použ́ıvá céčkovskou volaćı konvenci. Podrobné informace o tom, jak vypadá v

Borland C++ voláńı r̊uzných typ̊u funkćı při r̊uzných volaćıch konvenćıch, najdete v [17], kap. 6.
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Obr. 2.15: Standardńı ošeťreńı při vstupu do vzdálené funkce (v Céčku na PC)

• nakonec se od SP odečte tolik, kolik byt̊u je ťreba na lokálńı proměnné (t́ım se pro ně vyhrad́ı mı́sto
a tak se vytvoř́ı).

Všimněme si triku s registrem BP. Ten nyńı obsahuje adresu, na které je uložen obsah BP ve volaj́ıćı funkci.
Formálńı parametry maj́ı vzhledem k tomuto mı́stu kladnou relativńı adresu, lokálńı proměnné zápornou.
Úplná adresa lokálńı proměnné může být vyjádřena např. výrazem SS:[BP-10]. Registr BP představuje jakýsi
počátek lokálńıch souřadnic na zásobńıku. Viz také obrázek 2.15.

Při ukončeńı volané funkce se provedou tyto akce:

• do registru SP se přesune obsah registru BP (t́ım se ze zásobńıku odstrańı všechny lokálńı proměnné,
nebot’ vrchol zásobńıku se přesune do mı́sta, kde je uložen obsah registru BP volaj́ıćı funkce);

• položka na vrcholu zásobńıku se vyjme a ulož́ı do registru BP; t́ım se obnov́ı obsah registru BP z volaj́ıćı
funkce;

• provede se instrukce RET, která vyjme ze zásobńıku návratovou adresu a skoč́ı na ni; t́ım se ř́ızeńı vrátilo
do volaj́ıćı funkce;

– volaj́ıćı funkce odstrańı ze zásobńıku parametry; t́ım se zásobńık uvede do stejného stavu jako byl
před voláńım funkce f .

Poznámka: Operace, uvedené symbolem
”
•“, se obvykle označuj́ı jako standardńı ošetřeńı zásobńıku

nebo standardńı rámec zásobńıku (standard stack frame).

2.3.3 Fronta

Fronta12 (obr. 2.16) je datová struktura podobná zásobńıku. Jej́ı vniťrńı organizace je ale odlǐsná. Prvky do
fronty vkládáme na jedné straně (konci) a vyb́ıráme je na straně druhé (čele). Ve frontě jsou uloženy v pořad́ı,
ve kterém byly do fronty zařazeny, takže je z fronty vyb́ıráme ve stejném pořad́ı, v jakém jsme je do ńı vložili.

Podobně jako u zásobńıku lze prvek z fronty vyjmout pouze v př́ıpadě, že
”
je na řadě“; jeho hodnotu můžeme

ale přeč́ıst kdykoli (prvek tam z̊ustane).

Frontu lze, podobně jako zásobńık, reprezentovat bud’ pomoćı pole nebo pomoćı seznamu.

12Vedle názvu fronta (anglicky queue) se často setkáme s termı́nem FIFO, což je zkratka anglického označeńı First In, First

Out (prvńı dovnitř, prvńı ven).
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Obr. 2.16: Schéma fronty
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Obr. 2.17: Kruhová fronta

Fronta s prioritami

Priorita prvku je nějaká funkce hodnoty v prvku uložené. Fronta s prioritami (s předb́ıháńım) se lǐśı od

”
obyčejné“ fronty t́ım, že prvky sice ukládáme v pořad́ı, ve kterém přǐsly, vyb́ıráme je ale v pořad́ı závislém

na jejich prioritě (nejprve prvek s nejvyšš́ı prioritou).

Priority lze uplatňovat i při vkládáńı prvk̊u do fronty. Fronty s prioritami se obvykle implementuj́ı pomoćı
seznamů.

Kruhová fronta

Kruhová fronta představuje jednu z obvyklých implementaćı fronty. Vezmeme pole Q [0, . . . , n − 1] a budeme
s ńım zacházet, jako kdyby bylo kruhové, tedy kdyby po prvku Q [n − 1] následoval prvek Q [0].

Pro obsluhu kruhové fronty poťrebujeme ukazatel f na čelo a ukazatel r na konec. Při každé operaci vkládáńı
nebo výběru z kruhové fronty kontrolujeme, zda náhodou nenastala rovnost f = r. Nastane li tato situace po
výběru z fronty, znamená to, že fronta je prázdná. Nastane-li tato rovnost po vložeńı nového prvku, znamená
to, že je fronta již plná.

2.3.4 Tabulka

Tabulka symbol̊u je datová struktura, která umožňuje rychle zjistit, zda se v ńı někde nějaký prvek vyskytuje.
Umožňuje také snadno a rychle vložit nový prvek nebo nějaký prvek vyjmout. Takovéto tabulky se často
použ́ıvaj́ı v překladač́ıch při lexikálńı analýze: jakmile naraźıme v překládaném programu na identifikátor, je
ťreba zjistit, zda byl již deklarován, a pokud ne, zařadit jej spolu s daľśımi informacemi do tabulky.
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Roli tabulky symbol̊u mohou docela dobře hrát binárńı stromy. Jestliže však nemáme žádné apriorńı informace
o statistickém rozděleńı vkládaných prvk̊u, nebudou vytvořené stromy zpravidla př́ılǐs optimálńı. Proto se
obvykle použ́ıvaj́ı hešové tabulky13. Ukládáńı hesel do těchto tabulek, hešováńı, je v principu velice jednoduché
a účinné. Na druhé straně modstraňováńı hesel z hešové tabulky může být obt́ıžné - dále uvid́ıme, proč.

Hešová tabulka

Hešová tabulka je vyhrazená souvislá oblast paměti, která slouž́ı pro ukládáńı prvk̊u - hesel. Tabulka je
rozdělena na tzv. koše, kterých je řekněme k a které označ́ıme K (1), K (2),. . . , K (k). V každém z koš̊u může
být s hesel (každý z koš̊u má s pozic). Často se voĺı s = 1.

Hešovou tabulku lze implementovat např. jako pole koš̊u nebo pole hesel.

Při vyhledáváńı v binárńım stromu jsme postupně porovnávali hledaný prvek s prvky v jednotlivých uzlech.
Naproti tomu polohu (adresu, index koše) prvku X v hešové tabulce vypočteme pomoćı hešovaćı funkce f (X ).
Hodnotu f (X ) označujeme jako hešovou adresu prvku X.

Hešovaćı funkce zobrazuje množinu všech možných hesel na množinu

n̂ = {1, 2, . . . , k} .

Označ́ıme T mohutnost prostoru hesel, tj. počet všech možných hesel. Poměr n/T , kde n je počet hesel,
uložených v tabulce, označ́ıme jako hustotu hesel, a poměr n/ (sk) jako zaváděćı faktor.

Pod́ıvejme se např. na tabulku, do které budeme ukládat identifikátory v programu napsaném ve Fortranu.
Fortranské identifikátory obsahuj́ı nejvýše 6 znak̊u, prvńı muśı být ṕısmeno anglické abecedy, daľśı mohou být
ṕısmena nebo č́ıslice. Na velikosti ṕısmen nezálež́ı.

To znamená, že velikost prostoru hesel , tj. počet možných identifikátor̊u, je

T = 26

5∑

i=0

36i ≈ 1, 6.109.

Počet identifikátor̊u v programu bývá ovšem o několik řád̊u menš́ı.

Předchoźı př́ıklad ukazuje, počet hesel, vkládaných do tabulky, bude zpravidla podstatně menš́ı než T. Proto
se také počet koš̊u, k, voĺı podstatně menš́ı než T. Z toho ale plyne, že může nastat kolize: hešovaćı funkce
může zobrazit dvě r̊uzná hesla do stejného koše, tj. pro dvě r̊uzná hesla H1 6= H2 může platit f (H1) = f (H2).
(Taková hesla označujeme jako synonyma vzhledem k dané hešovaćı funkci f. )

Synonyma se ukládaj́ı po řadě do následuj́ıćıch pozic ve stejném koši. Jestliže hešovaćı funkce zobraźı nové
heslo do koše, který už neobsahuje žádnou volnou pozici, nastane přeplněńı.

Hešovaćı funkce

Hešovaćı funkce zobrazuje heslo (zpravidla identifikátor) na adresu koše. Je jasné, že poťrebujeme funkci, kterou
p̊ujde snadno a rychle vypoč́ıtat a která přitom bude minimalizovat počet koliźı (a t́ım i počet přeplněńı).
Pravděpodobnost, že náhodně zvolené heslo X z prostoru hesel padne do kteréhokoli koše, by měla být pro
všechny koše stejná, rovná 1/k. Hešovaćı funkce by tedy měla vést k rovnoměrnému rozděleńı hesel v tabulce.

Velmi jednoduchou, nikoli ovšem dobrou možnost představuje hešovaćı funkce založená na abecedńım ťŕıděńı.

Uvažujme např. tabulku identifikátor̊u se šestadvaceti koši, k = 26. Hešovaćı funkce bude identifikátor̊um,
zač́ınaj́ıćım A, přǐrazovat prvńı koš, identifikátor̊um, zač́ınaj́ıćım B druhý koš atd. V programech se ovšem
často vyskytuj́ı identifikátory, které zač́ınaj́ı stejně - např. A1, A2, A3 apod. Na druhé straně některá počátečńı
ṕısmena může programátor z r̊uzných d̊uvod̊u diskriminovat.

13Anglicky hash tables, což znamená asi tak ”rozsekané tabulky”. V češtině můžete setkat s označeńım ”tabulka z rozptýlenými
hesly” nebo ”rozptýlená tabulka”.
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To znamená, že prosté abecedńı řazeńı nebude př́ılǐs výhodné.

Jednoduchou a efektivńı možnost představuje použit́ı operace modulo. Např. interpretujeme heslo jako celé
č́ıslo14, které vyděĺıme vhodným č́ıslem M. Zbytek po děleńı pak použijeme jako hodnotu hešovaćı funkce,

fD (X) = X mod M

Velikost hešové tabulky pak muśı být v tomto př́ıpadě alespoň M.

Rozumnost této funkce záviśı na hodnotě M. Pokud bychom např́ıklad zvolili M rovno nějaké mocnině dvou,
bude hodnota f určena pouze posledńımi několika bity hesla.

Kdybychom např. zvolili M=256, představovala by hodnota fD (X) posledńı byte hesla. Taková funkce ale
rozhodně nebude rovnoměrná; snadno nahlédneme, že je daleko pravděpodobněǰśı např. identifikátor, konč́ıćı
č́ıslićı 1, než identifikátor, konč́ıćı č́ıslićı 9.

Lze ukázat, že nejvýhodněǰśı je použ́ıt jako M prvoč́ıslo. Pokud lze totiž M zapsat jako součin několika č́ısel,
budou se hesla, která vzniknou jedno z druhého permutaćı znak̊u, chovat často jako synonyma. D. Knuth dále
ukázal [4], že vhodná jsou prvoč́ıselná M, která nejsou děliteli č́ısel rt + a nebo pro rt − a malá t a a (r je
základ použité č́ıselné soustavy).

Praxe ukazuje, že stač́ı volit M, které nemá prvoč́ıselné dělitele menš́ı než 20 [2].

Jiná často použ́ıvaná hešovaćı funkce se označuje jako
”
sťred druhé mocniny“. Předpokládáme, že heslo lze

uložit v jednom poč́ıtačovém slovu. Umocńıme jej na druhou a vezmeme odpov́ıdaj́ıćı počet bit̊u z prosťredka
výsledku.

Přeplněńı

Přeplněńı nastane, jestliže se pokuśıme uložit nové heslo do plného koše. Pod́ıvejme se na některá možná řešeńı
této situace.

Asi nejjednodušš́ı řešeńı může být vyhledáńı prvńıho nezaplněného koše. Je-li koš f (x) zaplněn, zkuśıme
následuj́ıćı; pokud je plný i ten, vezmeme daľśı apod. Podobně postupujeme při vyhledáváńı hesla. Jestliže
heslo nenajdeme v koši f (x) a tento koš je plný, hledáme v koši následuj́ıćım atd.

Zpravidla se ovšem neuvažuje hned následuj́ıćı koš, ale koš f (x)+m pro nějaké m > 1. T́ım obvykle dosáhneme
rovnoměrněǰśıho rozložeńı obsazených koš̊u. Č́ısla m a k ale nesmı́ být soudělná, jinak bychom nemohli v př́ıpadě
poťreby proj́ıt celou tabulku.

Tato metoda se nazývá lineárńı otevřené adresováńı. Neńı př́ılǐs účinná, nebot’ v nejhorš́ım př́ıpadě při ńı
vyzkouš́ıme k - 1 koš̊u. To může být podstatně horš́ı než při prohledáváńı binárńıch stromů.

Př́ıklad 2.6

Uvažujme hešovou tabulku s 26 koši a s jednou pozićı v každém koši. Chceme do ńı vložit identifikátory A1,
BUBU, A2, A3, EJTA, EAI, ZX, EEE, B1 (v tomto pořad́ı). Použijeme otevřené lineárńı adresováńı s m = 1
a hešovaćı funkci, jej́ıž hodnota bude rovna prvńımu ṕısmenu hesla.

Prvńı dvě hesla přijdou do prázdných koš̊u. Třet́ı heslo, A2, paťŕı do prvńıho koše, nejbližš́ı volný je ale až
ťret́ı. Podobně A3 přijde do čtvrtého koše. Heslo EJTA paťŕı do pátého koše, který je volný... atd. Viz obr.
2.18.

Problémy s přeplněńım lze odstranit také t́ım, že hesla nebudeme ukládat do př́ımo koš̊u, ale do seznamů,
připojených ke koš̊um. Koš bude obsahovat pouze ukazatel na hlavu seznamu hesel, která jsou v něm uložena.

Schéma takovéto tabulky vid́ıte na obr. 2.19.

14Takováto funkce bude samozřejmě silně závislá na zp̊usobu ukládáńı znakových řetězc̊u v daném systému.
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ZXEAIEJTAA3A2BUBUA1

č́ıslo koše: 26654321

. . .

f(x) :

1

1

5

5

Obr. 2.18: Vkládáńı hesel do hešové tabulky

EEEEAIEJTA nil

ZX

BUBU

A1

nil

nil

č. koše Tabulka Připojený seznam hesel

1

2

3

nil

nil

nil

nil

B1

A2 A3

26

25

24

5

4

Obr. 2.19: Hešová tabulka se seznamy připojenými ke koš̊um
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(a) (b)

Obr. 2.20: (a) orientovaný graf, (b) neorientovaný graf

2.3.5 Grafy

Orientovaný graf G definujeme jako dvojici G = {U, H} ,kde U je konečná množina uzl̊u, kterou zpravidla
ztotožňujeme s množinou n̂ = {1, 2, . . . , n} a H ⊂ U ×U je množina orientovaných hran. O orientované hraně
e = 〈i, j〉 kde i a j jsou uzly, řekneme, že jde z uzlu i do uzlu j. Orientovaný graf může obsahovat i hranu
〈i, j〉. (Mı́sto 〈i, j〉 se pro orientované hrany také použ́ıvá zápis i → j.)

Jestliže ztotožńıme hranu 〈i, j〉 s hranou 〈j, i〉, dostaneme neorientovaný graf.

Grafy se obvykle znázorňuj́ı obrázky podobnými jako je 2.20.
Někdy je vhodné definovat zobrazeńı h : H → R které jednotlivým hranám přǐrazuje č́ıselné hodnoty. Pak
hovoř́ıme o ohodnoceném grafu.

Posloupnost orientovaných hran 〈i, i1〉 , 〈i1, i2〉 , . . . , 〈ik, j〉označujeme jako cestu, vycházej́ıćı z uzlu i a konč́ıćı
v uzlu j. Na obrázku 2.20 (a) vid́ıme např. cestu 〈1, 5〉, 〈5, 3〉, 〈3, 4〉 z uzlu 1 do uzlu 4. Snadno zjist́ıme, že
pokud graf G obsahuje cestu z uzlu i do j a z j do k, obsahuje také cestu z i do k.

Cestu, jej́ıž počátečńı uzel je roven uzlu koncovému, označujeme jako cyklus .

Podobně jestliže v neorientovaném grafu existuje posloupnost neorientovaných hran 〈i, i1〉 , 〈i1, i2〉 , . . . , 〈ik, j〉,
označ́ıme ji jako cestu, spojuj́ıćı uzly i a j. Uzly, mezi kterými existuje cesta, označ́ıme jako sdružené. Neńı
těžké ukázat, že množina všech uzl̊u, sdružených s uzlem i, tvoř́ı ťŕıdu ekvivalence. Množina těchto uzl̊u spolu
s hranami, které je spojuj́ı, se nazývá komponenta grafu.

Z této definice plyne, že pokud uzly i a j lež́ı v téže komponentě, existuje mezi nimi cesta. Jestliže naopak
lež́ı ve dvou r̊uzných komponentách grafu, cesta mezi nimi neexistuje. Komponenty tedy představuj́ı vlastně
samostatné grafy.

Neorientovaný graf, který se skládá z jediné komponenty, označujeme jako souvislý . Obrázek 2.21 ukazuje
neorientovaný graf, složený ze dvou komponent.
Orientované grafy se často reprezentuj́ı pomoćı incidenčńıch 4

3

2

1

6

5

Obr. 2.21: Graf složený ze dvou komponent:
1-4-6 a 2-3-5.

matic. Incidenčńı matice grafu G, který má n uzl̊u, bude typu
n×n a jej́ı prvek aij bude roven 1, jestliže graf obsahuje hranu
〈i, j〉, a 0 v př́ıpadě, že ji neobsahuje.

Chceme-li reprezentovat ohodnocený graf, doplńıme do něj hrany,
které se v něm nevyskytuj́ı, a přiděĺıme jim např. ohodnoceńı
+∞ (nebo jakoukoli jinou hodnotu, která se nemůže vyskyt-
nout jako ohodnoceńı existuj́ıćı hrany). Graf pak reprezentu-
jeme matićı, jej́ıž prvky obsahuj́ı ohodnoceńı jednotlivých hran.

Bude-li se u grafu měnit pr̊uběžně počet hran či jejich ohodno-
ceńı, budeme prostě měnit prvky incidenčńı matice. Jestliže se
ale může měnit i počet uzl̊u, je výhodněǰśı reprezentovat graf pomoćı seznamu uzl̊u. K záznamu o každém z
uzl̊u připoj́ıme seznam hran, které z něj vycházej́ı (nebo hran, které do něj vcházej́ı).
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2.3.6 Množiny

Množiny s prvky ordinálńıch typ̊u

Nejčastěji se setkáváme s množinami prvk̊u některého z ordinálńıch typ̊u (znaky, intervaly, výčtové typy).
Protože ordinálńı typy maj́ı pouze konečný počet hodnot, můžeme odpov́ıdaj́ıćı množinu reprezentovat pomoćı
bitových př́ıznak̊u.

Jestliže má bázový typ, tj. typ prvk̊u množiny M, celkem n r̊uzných hodnot, můžeme tyto hodnoty oč́ıslovat,
přǐradit jim č́ısla 0, 1, . . . , n− 1. Nultý bit proměnné M bude roven 1, právě když množina M obsahuje prvek
s pořadovým č́ıslem 0, prvńı bit M bude indikovat př́ıtomnost prvku s pořadovým č́ıslem 1 atd.

Snadno se přesvědč́ıme, že obecně př́ıtomnost k -té hodnoty bázového typu (při č́ıslováńı od nuly) indikuje bit
č́ıslo k − [k/8] 8 = k mod 8 v bytu č́ıslo [k/8] = k div 8.

Prázdná množina bude mı́t všechny bity nulové.

Pod́ıvejme se na proměnnou paleta, definovanou jako množinu barev :

type barvy = (červená, žlutá, zelená, modrá, bı́lá, oranžová

fialová, černá);

var paleta: set of barvy;

Protože bázový typ barvy má pouze osm prvk̊u, stač́ı k reprezentaci jakékoli množiny barev - tedy i proměnné
paleta - jeden byte. Obsahuje-li paleta zelenou barvu, bude 3. bit roven 1, jinak bude nulový.

Základńı operace s množinami implementujeme jako bitové operace. Přidáńı prvku do množiny M znamená
nastaveńı př́ıslušného bitu na hodnotu 1, vyjmut́ı prvku z množiny M odpov́ıdá nastaveńı př́ıslušného bitu na
0. Test př́ıtomnosti prvku (v Pascalu operátor in) v množině M je testem hodnoty bitu.

Doplněk C (M ) množiny M do množiny všech prvk̊u bázového typu vytvoř́ıme pomoćı bitové negace. Pr̊unik
dvou množin M a N se stejným bázovým typem źıskáme pomoćı bitové konjunkce (prvek je v pr̊uniku M ∩N ,
je-li zároveň v M i v N ), sjednoceńı pomoćı operace bitové disjunkce (prvek je ve sjednoceńı M ∪ N

”
je-li

alespoň v jedné z množin M nebo N ).

Jen nepatrně složitěǰśı je rozd́ıl množin: množina M − N obsahuje prvky, které jsou v M a nejsou v N (jsou
v doplňku N ), takže M − N = M ∩ C (N). Výsledek tedy bude konjunkce M a bitové negace N.

Množiny s obecnými prvky

Jinou možnost, jak implementovat množiny, představuj́ı seznamy objekt̊u.

Předpokládejme, že všechny možné prvky naš́ı množiny M můžeme reprezentovat pomoćı instanćı objektových
typ̊u se společným předkem T. Pak můžeme M implementovat jako seznam, jehož složkami budou ukazatele
na typ T a budou obsahovat adresy prvk̊u.

Operace s takto implementovanými množinami jsou ovšem podstatně náročněǰśı na čas, nebot’ znamenaj́ı
opakované prohledáváńı seznamů.



Kapitola 3

Metody návrhu algoritmů

V této kapitole budeme hovořit o nejuž́ıvaněǰśıch metodách návrhu algoritmů, tedy vlastně o zp̊usobech řešeńı
problémů se zřetelem k tomu, že výsledkem má být program. Přehled, který zde uvedeme, samozřejmě nemůže
být vyčerpávaj́ıćı. Muśıme ovšem zd̊uraznit, že žádná z těchto metod nemuśı vést k ćıli.

Výklad v této kapitole budeme ilustrovat pouze velmi jednoduchými př́ıklady. S daľśımi aplikacemi popsaných
metod se setkáme v následuj́ıćıch kapitolách.

3.1 Rozděl a panuj

Rozděl a panuj (anglicky divide and conquer) je nejběžněǰśı metoda, se kterou se můžeme setkat. Můžeme se
na ni d́ıvat jako na aplikaci postupu shora dol̊u, se kterým jsme se seznámili v kap. 1.1.3.

Poťrebujeme zpracovat množinu V složenou z n údaj̊u. Toto množinu rozděĺıme na k disjunktńıch podmnožin,
které zpracujeme každou zvlášt’. Źıskané d́ılč́ı výsledky pak spoj́ıme, odvod́ıme z nich řešeńı pro celou množinu
V .

Přitom se může stát, že problém zpracováńı d́ılč́ıch podmnožin je stejného typu jako p̊uvodńı problém zpra-
cováńı všech n údaj̊u. V takovém př́ıpadě vede opakováńı metody rozděl a panuj zcela přirozeně k rekurzi.

Pod́ıvejme se pro určitost na situaci, kdy množinu vstupńıch dat, reprezentovanou polem A, rozděĺıme na dvě
podmnožiny a kdy zpracováńı takto źıskaných podmnožin představuje úlohu stejného typu jako byla úloha
p̊uvodńı. V takovém př́ıpadě bychom mohli metodu rozděl a panuj symbolicky zapsat ve tvaru následuj́ıćı
funkce RAP :

var A: array [1..n] of data; {vstupnı́ data}

function RAP(p,q: integer): výsledek; {řešenı́ pro i=p,..,q}

var m: integer; {1 <= p <= q <= n}

begin

if MALÉ(p,q) then RAP := G(p,q)

else begin

m := ROZDĚL(p,q); {p < m < q}

RAP :=
”
SLOŽ RAP(p, m) a RAP(m + 1, q)“

end;

end;

Zde předpokládáme, že MALÉ je booleovská funkce, která vrát́ı true, je-li interval p..q dostatečně malý, aby
jej nebylo ťreba dále dělit. V takovém př́ıpadě zpracuje prvky A [p] , . . . , A [q] funkce G. Jinak urč́ıme pomoćı
procedury ROZDĚL č́ıslo m, které interval p..q rozděĺı na dva podintervaly a výsledek sestav́ıme z d́ılč́ıch
výsledk̊u pomoćı operace SLOŽ.

Př́ıklad 3.1 (binárńı vyhledáváńı)

Je dáno seťŕıděné pole A celých č́ısel. Hodnoty jsou v tomto poli uloženy v neklesaj́ıćım pořad́ı. Naš́ım úkolem
je určit, zda toto pole obsahuje zadanou hodnotu x, a pokud ano, vrátit index prvku, ve kterém je uložena.
Pokud x v poli A neńı, vrát́ıme 0.

45
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Postup řešeńı metodou rozděl a panuj : Pole A rozděĺıme na několik úsek̊u (např. na dva, přibližně stejně
dlouhé) a budeme testovat každý zvlášt’. Protože je toto pole seřazené podle velikosti prvk̊u, snadno zjist́ıme,
zda v něm může dané x v̊ubec ležet.

Každý z úsek̊u ovšem představuje opět pole typu integer, takže jej znova rozděĺıme. Děleńı skonč́ı, když dojdeme
k úsek̊um délky 1. Zde již porovnáńım snadno zjist́ıme, zda jsme zadané x našli.

Algoritmus, kterým zjist́ıme, zda úsek A [p] , . . . , A [p] obsahuje hodnotu x, může mı́t následuj́ıćı tvar:

1. Je-li p = q, zjist́ıme, zda plat́ı A [p] = x. Pokud ano, je výsledkem p, jinak je výsledkem 0.

2. Jinak polož́ıme m := (p + q) div 2.

3. Je-li x ∈ 〈A [p] , A [m]〉, opakujeme tento postup pro q := m, jinak

4. je-li x ∈ 〈A [m + 1] , A [q]〉, opakujeme tento postup pro p := m + 1, jinak

5. hodnota x v poli A neńı, výsledek je 0.

Pod́ıvejme se, jak je to se složitost́ı tohoto algoritmu. Nejprve budeme předpokládat, že délka pole A je rovna
n = 2m pro nějaké přirozené m. V prvńım kroku pole rozděĺıme na dva úseky délky 2m−1 a v jednom z nich
budeme hledat. V následuj́ıćım kroku dostaneme úsek délky 2m−2, pak 2m−3 atd. To znamená, že po m kroćıch
dospějeme k úseku délky 1. Odtud plyne, že pro n = 2m je počet operaćı K úměrný m = log2n,

Dále je zřejmé, že při n < 2m nemůže být počet operaćı větš́ı než při n = 2m. To znamená, že počet operaćı
při binárńım vyhledáváńı je vždy O (log2n).

Poznamenejme, že prohledáńı pole prvek po prvku vyžaduje O (n) operaćı.

3.2 Hladový algoritmus

Hladový algoritmus představuje velmi př́ımočarý př́ıstup k řešeńı určité ťŕıdy optimalizačńıch úloh. Je až s
podivem, jak často jej lze s úspěchem použ́ıt.

Je dána množina V složená z n vstupńıch hodnot. Naš́ım úkolem je naj́ıt podmnožinu W množiny V, která vy-
hovuje určitým podmı́nkám a přitom optimalizuje (tj. minimalizuje nebo maximalizuje) předepsanou účelovou
funkci.

Jakoukoli podmnožinu W, vyhovuj́ıćı daným podmı́nkám, označ́ıme jako př́ıpustné řešeńı. Př́ıpustné řešeńı,
pro které nabývá účelová funkce optimálńı hodnoty, označujeme jako optimálńı řešeńı.

Hladový algoritmus se bude skládat z krok̊u, které budou prob́ırat jednotlivé prvky vstupńı množiny V, a
v každém kroku rozhodne, zda se daný prvek hod́ı do optimálńıho řešeńı. Prvky V bude prob́ırat v pořad́ı,
určeném jistou výběrovou procedurou.

V každém kroku muśıme ovšem dostat př́ıpustné řešeńı. Prvek, který by vedl k nepř́ıpustnému řešeńı, nevezmeme
v úvahu.

Výběrová procedura, která určuje pořad́ı, v jakém budeme zpracovávat prvky V , bude založena na nějaké
optimalizačńı mı́̌re - funkci, která může být odvozena od účelové funkce.

Formálně bychom mohli hladový algoritmus vyjádřit následuj́ıćı procedurou HLAD. Čtenář nám jistě promine,
když tentokrát poruš́ıme syntaktická pravidla jazyka Pascal v́ıce než obvykle - jde nám o symbolický zápis,
nikoli o program.

var řešenı́: set of data; {hledaná množina}

function HLAD(A: set of data; n: integer): set of data;

var i: integer; {n je počet prvků množiny A}

x: data;
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begin {prázdná množina je}

řešenı́ := [ ]; {přı́pustné řešenı́}

for i := 1 to n do begin

x := ZVOL(A); {určı́me dalšı́ prvek}

if PŘÍPUSTNÉ(řešenı́, x) then {lze x přidat k řešenı́?}

řešenı́ := řešenı́ + [x]; {když lze, tak ho přidáme}

end;

HLAD := řešenı́;

end;

Funkce ZVOL vybere daľśı hodnotu a odstrańı ji z množiny A. Booleovská funkce PŘÍPUSTNÉ testuje, zda
přidáńım x vznikne př́ıpustné řešeńı. Poznamenejme, že typ vstupńıch údaj̊u data zpravidla nemůže sloužit
jako bázový typ množiny v Pascalu.

Př́ıklad 3.2

Na magnetické pásce poč́ıtače je ťreba uložit n soubor̊u s délkami l1, . . . , ln. Magnetická páska umožňuje
pouze sekvenčńı př́ıstup k soubor̊um, takže chceme-li č́ıst r-tý soubor, muśıme nejprve přeč́ıst r − 1 soubor̊u,
zapsaných před ńım. Doba čteńı souboru je př́ımo úměrná délce souboru a pravděpodobnosti čteńı jsou u všech
soubor̊u stejné. V jakém pořad́ı máme soubory uložit, aby byla sťredńı doba př́ıstupu k soubor̊um nejmenš́ı?

Ze zadáńı plyne, že doba čteńı jednoho souboru je př́ımo úměrná jeho délce. Doba tk, poťrebná k nalezeńı a
přečteńı k -tého souboru na pásce, je tedy úměrná součtu délek prvńıch k soubor̊u. Jsou-li soubory uloženy na
pásce v pořad́ı daném permutaćı I = (i1, . . . , in), plat́ı

tk ∼=
k∑

j=1

li1

a sťredńı doba čteńı souboru bude úměrná veličině (I ), kterou zavedeme vztahem

t (I) ∼= 1

n

n∑

j=1

tj =
1

n

n∑

j=1

j
∑

k=1

li1 = τ (I) (3.1)

Naš́ım úkolem je naj́ıt takovou permutaci I = (i1, . . . , in), pro kterou bude sťredńı doba čteńı souboru
t (I) minimálńı.

Tuto úlohu se pokuśıme vyřešit pomoćı hladového algoritmu. Všechny permutace jsou př́ıpustná řešeńı.
Účelovou funkćı bude minimálńı veličina (I), zavedená vztahem (3.1) (a tedy také sťredńı doba př́ıstupu
k souboru t (I)). Tato účelová funkce záviśı na zvolené permutaci I .

Při konstrukci permutace I budeme postupovat tak, aby (I) bylo stále co nejmenš́ı: jako daľśı v pořad́ı vezmeme
vždy soubor, pro který (I) vzroste nejméně. To znamená, že soubory ulož́ıme v pořad́ı podle rostoućı délky1.
Ukážeme, že tak opravdu źıskáme optimálńı řešeńı.

Abychom si zjednodušili zápis, oč́ıslujeme soubory tak, aby platilo l1 < . . . < ln. Chceme dokázat, že optimálńı
permutace je pak (1, 2, . . . , n). Vezmeme libovolnou permutaci I = (i1, . . . , in). Z (3.1) plyne, že

τ (I) =
1

n

n∑

k=1

k∑

j=1

li1 =
1

n

n∑

k=1

(n − k + 1) li1 ,

nebot’ li1 je v tomto součtu n-krát, li2 je tam (n − 1)-krát apod. Jestliže existuj́ı indexy a < b takové, že
lia > lib, dostaneme záměnou ia a ib permutaci I ′, pro kterou plat́ı

τ (I ′) =
1

n

n∑

k=1, k 6=a, k 6=b

(n − k + 1) li1 + (n − b + 1) lia
+ (n − a + 1) lib

,

takže pro rozd́ıl hodnot účelové funkce pro permutace I a I ′ dostaneme

1Výběrová procedura se tedy ř́ıd́ı požadavkem, aby se přidáńım daľśıho souboru účelová funkce zvětšila co nejméně. To je
typické použit́ı hladového algoritmu, od kterého také pocháźı jeho označeńı: jako hladovci sáhneme po tom prvku, které poskytuje
největš́ı okamžitý prospěch. (Poznamenejme, že anglické označeńı the greedy method je ještě o něco méně učesané; greedy znamená
žravý.)
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Obr. 3.1: Ohodnocený graf

n [τ (I) − τ (I ′)] = (n − a + 1) (lia
− lib

) + (n − b + 1) (lib
− lib

) = (b − a) (lia
− lib

) > 0.

To ale znamená, že záměnou soubor̊u ia a ib se účelová funkce zmenšila, a tedy se také zmenšila sťredńı doba
př́ıstupu k soubor̊um. Proto nemůže být optimálńı žádná permutace, při které nejsou soubory uspořádány
podle velikosti v neklesaj́ıćım pořad́ı.

Př́ıklad 3.3 (problém nejkratš́ı cesty)

V ohodnoceném orientovaném grafu (viz např. obr. 3.1) je dán
”
výchoźı“ uzel v0. Hledáme nejkratš́ı cesty do

všech ostatńıch uzl̊u grafu, tj. takové cesty, které budou mı́t nejnižš́ı součet ohodnoceńı hran2.
Ze zadáńı je jasné, že účelovou funkćı bude součet ohodnoceńı hran cesty.

Náš postup bude založen na následuj́ıćı myšlence: Nejprve najdeme uzel v1, který je nejbližš́ı výchoźımu uzlu
v0 (tj. vede do něj hrana, která má nejnižš́ı ohodnoceńı ze všech hran, které vycházej́ı z v0). Je zřejmé, že
jsme t́ım našli nejkratš́ı cestu do uzlu v1. Dále projdeme všechny uzly, do kterých vede hrana z v0 nebo z v1,
a najdeme mezi nimi ten, do kterého vede nejkratš́ı cesta z v0. Označ́ıme jej v2. Přitom nejkratš́ı cesta z v0

do v2 může být bud’ hrana v0 → v2 nebo cesta v0 → v1 → v2. Dále projdeme všechny uzly, do kterých vede
hrana z v0, z v1 nebo z v2 atd. Takto postupně najdeme nejkratš́ı cesty do všech uzl̊u grafu - nejprve cestu do
uzlu, nejbližš́ıho k výchoźımu, pak do druhého nejbližš́ıho atd.

Nyńı tento postup vyjádř́ıme formálněji a ukážeme, že je správný.

Definujeme S jako množinu uzl̊u, do kterých již byly nalezeny nejkratš́ı cesty z v0. (Množina S bude samozřejmě
na počátku obsahovat jen uzel v0.) Dále označ́ıme Dist (w) délku nejkratš́ı cesty z uzlu v0 do w, procházej́ıćı
pouze uzly z S a konč́ıćı ve w. Pokud taková cesta neexistuje, tj. pokud ze žádného z uzl̊u množiny S nevede
hrana do w, polož́ıme Dist (w) = +∞.

Přitom si povšimneme následuj́ıćıch skutečnost́ı:

(1) Jestliže jsme při daľśım kroku našli nejkratš́ı cestu do uzlu u, jde o cestu z uzlu v0 do u procházej́ıćı
pouze uzly z množiny S. Kdyby totiž na nejkratš́ı cestě v0 → u ležel uzel w /∈ S, znamenalo by to,
že se cesta v0 → u skládá z cest v0 → w a w → u. Cesta v0 → w je ale nutně kratš́ı než v0 → u,
takže podle našeho postupu bychom ji museli vźıt před v0 → u.

(2) Z posťrehu (1) plyne, že koncovým uzlem následuj́ıćı generované nejkratš́ı cesty muśı být uzel u,
který má nejmenš́ı vzdálenost Dist (u) ze všech uzl̊u, které nelež́ı v S. Pokud má v́ıce uzl̊u stejnou
Dist (u), můžeme zvolit kterýkoli z nich. Jinými slovy: cesta z v0 do nově přidaného uzlu u se
skládá z nejkratš́ı cesty z v0 do některého z uzl̊u množiny S a z hrany, která vede z tohoto uzlu do
u.

(3) Jakmile zvoĺıme u podle (2) a vygenerujeme nejkratš́ı cestu do tohoto uzlu, stane se u ∈ S. Přitom
se pro uzly w /∈ S může změnit Dist (w). (Všimněte si, že jakmile bude na obrázku 3.1 uzel

2Jestliže ohodnoceńı hrany 〈i, j〉 interpretujeme jako délku cesty z uzlu i do j, pak hledáme nejkratš́ı cestu. Ohodnoceńı hrany
ovšem může také znamenat např. cenu přechodu z i do j. Proto se také občas hovoř́ı o problému nejlaciněǰśı cesty (a můžeme se
setkat i s jinými názvy).
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č́ıslo 3 ∈ S, zmenš́ı se Dist (1). V takovém př́ıpadě bude Dist (w) = Dist (u) + C (u, v), kde
C (u, v) je ohodnoceńı hrany u → v. Z toho, že se změnila Dist (w), totiž plyne, že existuje hrana
〈u, v〉 = u → v.

Na základě těchto úvah již můžeme formulovat algoritmus pro vyhledáńı nejkratš́ıch cest ze zadaného počátečńıho
uzlu do všech ostatńıch uzl̊u grafu. Zaṕı̌seme jej v Pseudopascalu, nebot’ podrobná formulace by věc sṕı̌se za-
temnila.

type uzel = 1..n; {n je počet uzlů v grafu}

var Dist: array [uzel] of real; {při <i,j>/∈U bude}

Cena: array [uzel, uzel] of real; {Cena[i,j] =∞ }

procedure NC(v,n: uzel); {výchozı́ uzel a počet uzlů}

var S: set of uzel;

u, num, i, w: uzel;

begin

for i := 1 to n do Dist[i] = Cena[v, i]; {inicializace}

S := [v]; {na počátku obsahuje S pouze v}

Dist[v] := 0;

for num := 2 to n do begin {*1* n-1 cest z uzlu v}

”
zvol u tak, aby Dist [u] = min {Dist [w]}, minimum přes všechna w /∈ S“;

S := S + u; {přidej v do S}

”
ulož nalezenou nejkratš́ı cestu z uzlu v do uzlu u“;

for (všechna w, not(w S)) do {aktualizace vzdálenostı́}

Dist[w] := min(Dist[w], Dist[u]+Cena[u,v]);

end;

end;

Všimněme si ještě časové náročnosti tohoto algoritmu. Cyklus for v řádce, označené *1*, se provád́ı n-1-
krát. Při hledáńı minimálńıho u a při aktualizaci vzdálenost́ı muśıme v cyklu proj́ıt všechny uzly, které nejsou
v S. Vnořené cykly tedy budou obsahovat n − 1, n − 2, . . . , 1 iteraćı.

Protože n − 1 + n − 2 + · · · + 1 = (n − 1)n/2, bude časová náročnost popsaného algoritmu O
(
n2
)
.

3.3 Dynamické programováńı3

Dynamické programováńı představuje zp̊usob návrhu algoritmu pro řešeńı optimalizačńıho problému, který lze
uplatnit v př́ıpadě, že na řešeńı daného problému můžeme nahĺıžet jako na posloupnost rozhodnut́ı.

Při řešeńı problémů metodou dynamického programováńı se oṕıráme o princip optimality . Ten ř́ıká, že opti-
málńı posloupnost rozhodnut́ı má tu vlastnost, že at’ je počátečńı stav a rozhodnut́ı jakékoli, muśı být všechna
následuj́ıćı rozhodnut́ı optimálńı vzhledem k výsledk̊um rozhodnut́ı prvńıho.

Na rozd́ıl od hladového algoritmu, kde generujeme vždy jen jedinou posloupnost rozhodnut́ı, může použit́ı
dynamického programováńı vést ke generováńı v́ıce posloupnost́ı. Zkoumáme všechny posloupnosti, které by
mohly být optimálńı, a snaž́ıme se vyloučit ty, o kterých je jasné, že optimálńı nebudou.

Nejjednodušš́ı, ale nejméně účinnou metodou pro řešeńı problémů, na které se můžeme d́ıvat jako na posloup-
nost rozhodnut́ı, je metoda hrubé śıly : Vygenerujeme všechny možné posloupnosti a mezi nimi vyhledáme
posloupnost optimálńı. Použit́ım dynamického programováńı můžeme významně zredukovat počet zkoumaných
posloupnost́ı.

3Termı́n ”programováńı” se použ́ıvá mj. jako označeńı některých optimalizačńıch úloh. Můžeme se setkat např. s lineárńım
programováńım, celoč́ıselným programováńım apod.
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Obr. 3.2: Úrovňový graf se 4 úrovněmi

Př́ıklad 3.4 (použitelnost dynamického programováńı na problém nejkratš́ı cesty)

Vezměme ohodnocený orientovaný graf G = (V, U). Úkolem je naj́ıt nejkratš́ı cestu z uzlu i do uzlu j. Ukážeme
si, že tento problém bychom mohli zkusit řešit i metodou dynamického programováńı.

Řešeńı tohoto problému představuje posloupnost rozhodnut́ı: Je-li i prvńım uzlem cesty, je ťreba určit, který
uzel bude druhý, který bude ťret́ı atd.

Ukážeme, že v této úloze plat́ı princip optimality: Je-li i, i1, . . . , is, is+1, . . . , j nejkratš́ı cesta z uzlu i do uzlu
j, muśı být i, i1, . . . , is nejkratš́ı cesta z uzlu i do uzlu is a is, is+1, . . . , j nejkratš́ı cesta z uzlu is do uzlu
j. Pokud by totiž bylo možné naj́ıt kratš́ı cestu např. z uzlu i do is, řekněme i, l1, . . . , is představovala by
posloupnost i, l1, . . . , is, is+1, . . . , j kratš́ı cestu z i do j než je i, i1, . . . , is, is+1, . . . , j.

Při hledáńı nejkratš́ı cesty z i do j budeme postupovat takto: Označ́ıme si Pj množinu všech uzl̊u sdružených
s koncovým uzlem j (Pj je tedy množina všech uzl̊u, ze kterých vede orientovaná hrana do j, tj. k ∈ Pj právě
když 〈k, j〉 ∈ E). Pro každý uzel k ∈ Pj bude Γk nejkratš́ı cesta z i do k (tedy z výchoźıho uzlu do před-
posledńıho, sdruženého s posledńım). Podle principu optimality bude nejkratš́ı cesta z i do j nejkratš́ı z cest
tvaru {Γk, j |k ∈ Pj }. Stoj́ıme tedy před úlohou naj́ıt nejkratš́ı cesty do všech uzl̊u z množiny Pj .

Princip optimality zpravidla aplikujeme rekurzivně, takže dynamické programováńı nás přivede k rekurentńım
vztah̊um pro veličiny, které popisuj́ı optimálńı řešeńı.

Při řešeńı úloh dynamického programováńı rozlǐsujeme dopředný a zpětný př́ıstup. Necht’ x1, x2, . . . , xn jsou
proměnné, o jejichž hodnotách budeme při řešeńı rozhodovat. Při dopředném př́ıstupu rozhodujeme o hodnotě
xl na základě optimálńıch rozhodnut́ı pro x1+1, . . . , xn, zat́ımco při zpětném př́ıstupu rozhodujeme o hodnotě
xl na základě posloupnosti optimálńıch rozhodnut́ı pro x1, . . . , xl−1.

Př́ıklad 3.5: Problém nejkratš́ı cesty v úrovňovém grafu

Úrovňový graf s k úrovněmi je orientovaný graf, jehož množina uzl̊u U je rozdělena do disjunktńıch podmnožin
(úrovńı) V1, . . . , Vk. Úrovně V1,a Vk obsahuj́ı pouze 1 uzel, ostatńı jich mohou obsahovat v́ıce. Uzel s, který
lež́ı na úrovni V1, označujeme jako počátečńı, uzel t, který lež́ı na úrovni Vk, jako koncový.

Hrana, která vycháźı z uzlu na úrovni i, muśı končit v uzlu na úrovni i + 1. To znamená, že každá cesta
z počátečńıho do koncového uzlu (s → t) muśı proj́ıt postupně všemi úrovněmi grafu.

Úrovňové grafy mohou popisovat např. varianty technologického procesu a jejich ceny. Př́ıklad jednoduchého
úrovňového grafu vid́ıme na obr. 3.2.

Naš́ım úkolem bude sestavit algoritmus pro nalezeńı nejkratš́ı cesty z s do t. Na rozd́ıl od obecného grafu zde
v́ıme, že nejkratš́ı cesta se bude skládat z k−1 hran, přičemž každá hrana bude spojovat uzly na dvou r̊uzných
úrovńıch. Pokuśıme se toho využ́ıt při řešeńı naš́ı úlohy.
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Přitom budeme použ́ıvat následuj́ıćı označeńı: P (i, j) bude nejkratš́ı cesta z uzlu j na úrovni Vi, Cena (i, j)
bude jej́ı cena a c (j, l) je ohodnoceńı hrany 〈j, l〉. O uzlech grafu předpokládáme, že jsou oč́ıslovány tak, že
uzly na úrovni Vi maj́ı nižš́ı pořadová č́ısla než uzly na úrovni Vi+1.

Každá cesta z s do t v k -úrovňovém grafu je výsledkem k−2 rozhodnut́ı; i-té rozhodnut́ı spoč́ıvá v určeńı, který
uzel z úrovně Vi+1 bude součást́ı cesty. Naše úloha je zvláštńım př́ıpadem problému nejkratš́ı cesty, o kterém
jsme hovořili v př́ıkladu 3.4; proto i zde plat́ı princip optimality. Z něj pro Cena (i, j) dostaneme

Cena (i, j) = min
leVi+1,<l,j>eU

{c (i, 1) + Cena (i + 1, 1)} , (3.2)

tj. cenu nejkratš́ı cesty z uzlu j na úrovni Vi do t najdeme jako minimum součtu ceny cesty z uzlu l na úrovni
Vi+1 a ohodnoceńı hrany 〈i, l〉. Toto minimum poč́ıtáme přes všechny uzly l na úrovni Vi+1, sdružené s j.

Pro úroveň k − 1 plat́ı Cena (k − 1, j) = c (j, t), pokud 〈j, t〉 ∈ U ; jinak polož́ıme Cena (k − 1, j) = +∞.

Naši úlohu můžeme řešit tak, že nejprve vypoč́ıtáme na základě vztahu (3.2) Cena (k − 2, j) pro všechny uzly
j Vk−2, pak Cena (k − 3, j) pro všechny uzly j ∈ Vk−2 atd. Nakonec dospějeme k Cena (1, s). Pod́ıvejme se,
jak bychom pomoćı tohoto postupu hledali nejkratš́ı cestu v grafu na obr. 3.2.

Ceny cest ze ťret́ı úrovně (uzly 5 a 6) do ćılového uzlu 7 jsou Cena (3, 5) = 1, Cena (3, 6) = 9. Ceny nejkratš́ıch
cest ze druhé úrovně (uzly 2, 3 a 4) jsou Cena (2, 2) = 21 (zde existuje pouze jediná cesta),

Cena (2, 3) = min
le{5,6}

{c (3, 1) + Cena (3, 1)} = min {c (3, 5) + Cena (3, 5) ; c (3, 6) + Cena (3, 6)} = 12,

Cena (2, 4) = 28 (zde existuje opět pouze jediná cesta).
Pro nejkratš́ı cestu z uzlu 1 do 7 nakonec dostaneme

Cena (1, j) = min
le V2

{c (1, 1) + Cena (2, 1)} = min {c (1, 2) + Cena (2, 2) ;

; c (1, 3) + Cena (2, 3) ; c (1, 4) + Cena (2, 4)} = 19

Tato cesta je na obr. 3.2 vyznačena silněǰśımi čarami.

Na závěr vyjádř́ıme algoritmus pro hledáńı nejkratš́ı cesty v úrovňovém grafu ve tvaru procedury, kterou opět
zaṕı̌seme v Pseudopascalu.

V proceduře NC budeme do pole D ukládat hodnotu l, která minimalizuje výraz c (j, l) + Cena (i + 1, l)
v rovnici (2). To znamená, že D [i,j ] bude obsahovat index l uzlu na úrovni i + 1, přes který vede nejkratš́ı
cesta z uzlu j na i-té úrovni.

Vzhledem ke zp̊usobu, jakým jsou uzly oč́ıslovány, můžeme vynechat indexy úrovńı. Vstupńı parametry pro-
cedury NC budou: množina hran grafu, počet n uzl̊u grafu a počet k úrovńı grafu. Výstupńım parametrem
bude pole, obsahuj́ıćı indexy uzl̊u, které tvoř́ı nejkratš́ı cestu.

procedure Nejkratšı́Cesta(U: set of hrana; k,n: integer;

var P: array [1..k] of integer);

var CENA: array [1..n] of real;

D: array [1..n] of integer;

r,j: integer;

begin

for j:=n-1 downto 1 do begin {výpočet CENA[j]}

”
najdi uzel r takový, že 〈j, r〉 ∈ U a zároveň c (j, r) + CENA [r] je minimálńı“;

CENA[j] := c(j,r) + CENA[r]; {cena cesty z uzlu j}

D[j] := r; {optimálnı́ cesta vede přes r}

end;

{nalezenı́ nejkratšı́ cesty}

P[1] := 1; P[k]= n; {prvnı́ a poslednı́ uzel je jasný}

for j := 2 to k-1 do

P[j] := D[P[j-1]] {v D byl výsledek posunutý o 1 index}

end;
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Pokusme se ještě odhadnout složitost tohoto algoritmu. V úrovňovém grafu s k úrovněmi je celkem n uzl̊u. Na
prvńı úrovni je 1 uzel, ne druhé úrovni je n1 uzl̊u, ... na úrovni k − 1 je nk−1 uzl̊u, na k -té -úrovni je 1 uzel.
Budeme předpokládat, že z každého uzlu na úrovni i vede cesta do každého z uzl̊u na úrovni i + 1.

V uvedeném algoritmu postupně hledáme nejkratš́ı cestu do t z uzl̊u úrovńı k−1, k−2 atd. Nalezeńı nejkratš́ı
cesty z úrovně k − 1 znamená proj́ıt všech nk−1 uzl̊u této úrovně, tedy nk−1 krok̊u. Nalezeńı nejkratš́ı cesty z
úrovně k− 2 znamená proj́ıt všech nk−2 a pro každý z nich zkoumat, přes který z nk−1 uzl̊u úrovně k− 1 vede
nejkratš́ı cesta do t, to znamená nk−2.nk−1 operaćı atd. Nalezeńı nejkratš́ı cesty z úrovně 1 znamená proj́ıt
všech n2 uzl̊u úrovně 2 a zjistit, přes který z nich vede hledańı nejkratš́ı cesta.

Celkem tedy dostaneme

p = n2 + nk−1 +

k−1∑

i=2

nini−1

operaćı. Pokud budou např. na všech úrovńıch stejné počty uzl̊u, bude pro i = 2, . . . , k − 1 počet uzl̊u na
jednotlivých úrovńıch roven ni = (n − 2) / (k − 2). V takovém př́ıpadě bude

p = 2
n − 2

k − 2
+ (k − 2)

(
n − 2

k − 2

)2

= 2
n − 2

k − 2
+

(n − 2)2

k − 2

Počet operaćı vyjde tedy O
(
n2
)
.

3.4 Metoda hledáńı s návratem (backtracking)

Metoda hledáńı s návratem je jednou z metod, založených na prohledáváńı tzv. stavového stromu problému.
Daľśı označeńı, pod kterými můžeme tuto metodu naj́ıt, jsou např. metoda pokus̊u a oprav, metoda zpětného
sledováńı, metoda prohledáváńı do hloubky.

3.4.1 Úvod

Metodu hledáńı s návratem můžeme použ́ıt v př́ıpadě, že řešeńım problému je vektor (n-tice) (x1, . . . , xn),
jehož jednotlivé složky vyb́ıráme z množin Si, xi∈Si. Zpravidla poťrebujeme naj́ıt n-tici, která minimalizuje
nebo maximalizuje nějakou účelovou funkci P (x1, . . . , xn). Můžeme ale také hledat všechny n-tice, které splňuj́ı
podmı́nku P (x1, . . . , xn).

Označme symbolem mi = |Si| mohutnost množiny Si. Potom z nich lze sestavit celkem M =
∏n

i=1 mi n-tic.
Nejjednodušš́ı metoda řešeńı takovéhoto problému, založená na

”
hrubé śıle“, spoč́ıvá v tom, že projdeme všech

M možnost́ı a z nich vybereme správné řešeńı.

Rozhodneme-li se použ́ıt metodu hledáńı s návratem, vytvář́ıme n-tice jednu složku po druhé. Přitom použ́ı-
váme účelovou funkci (př́ıpadně vhodnou pomocnou funkci, odvozenou od účelové funkce) a pro každou nově
vytvořenou složku testujeme, zda by taková n-tice v̊ubec mohla být optimálńı nebo splňovat dané podmı́nky.

Jestliže pro nějaké xi zjist́ıme, že žádný vektor, zač́ınaj́ıćı (x1, . . . , xi), nemůže být optimálńı (resp. nemůže
splňovat dané podmı́nky), nebudeme už žádný takový vektor testovat a vezmeme daľśı možnou hodnotu i-té
složky. T́ım vylouč́ıme z testováńı daľśıch mi+1 × mi+2 × · · · × mn vektor̊u. Jestliže jsme vyčerpali všechny
možné hodnoty i-té složky, vrát́ıme se o jednu úroveň zpět a budeme zkoušet daľśı možnou hodnotu xi−1. (To
je onen

”
návrat“, o kterém se hovoř́ı v názvu metody.)

Jako řešeńı označ́ıme n-tici, která vyhovuje daným omezeńım (př́ıp. optimalizuje účelovou funkci).
Poznamenejme, že počet složek vektoru řešeńı nemuśı být pro všechna řešeńı stejný; to znamená, že jedno
řešeńı může obsahovat n1 složek, jiné n2 složek.

Př́ıklad 3.6 (problém osmi dam)

Problém 8 dam je klasická kombinatorická úloha, kterou formuloval již kolem r. 1850 německý matematik K.
F. Gauss. Úkolem je postavit na šachovnici 8 dam tak, aby žádná z nich podle šachových pravidel neohrožovala
jinou (přitom na rozd́ıl od

”
normálńıho“ šachu předpokládáme, že všechny dámy jsou rovnocenné a všechny
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Obr. 3.3: jedno z možných řešeńı problému 8 dam

jsou navzájem nepřátelské, tedy každá z nich může ohrožovat kteroukoli ze zbývaj́ıćıch). Jedno z 92 možných
řešeńı vid́ıte na obr. 3.3.

Dále se setkáme s obecněǰśım problémem n dam, ve kterém je dána šachovnice s n×n poli, na kterou je ťreba
umı́stit n dam, aby se navzájem neohrožovaly. Pro n = 1 tato úloha nemá význam; snadno ukážeme, že pro
n = 2, 3 tato úloha nemá řešeńı. Nejmenš́ı hodnota, pro kterou se s ńı budeme zabývat, bude n = 4. Nyńı se
však vrát́ıme k p̊uvodńımu zadáńı pro n = 8.

Obecně lze 8 dam umı́stit na šachovnici
(
64
8

)
= 4426165368 zp̊usoby. Je ale jasné, že každá z dam muśı být v

jiném sloupci šachovnice. To znamená, že řešeńı naš́ı úlohy můžeme vyjádřit jako osmici (x1, . . . , x8), kde xi

budou č́ısla řádk̊u. Např. řešeńı, které vid́ıme na obr. 3.3, lze vyjádřit vektorem (4,6,8,2,7,1,3,5).

Odtud plyne podmı́nka: Si = 8̂ = {1, . . . , 8} pro každé i = 8̂ . To omezuje množinu možných osmic na pouhých
16777216.

Z pravidel šachu plynou daľśı omezeńı: Žádné dvě dámy nesměj́ı ležet ve stejné řádce nebo na stejné diagonále.
Prvńı z těchto podmı́nek zmenšuje prostor možných osmic na 8! = 40320.

Pod́ıvejme se na postup řešeńı. Začneme t́ım, že umı́st́ıme prvńı dámu do prvńıho řádku; vektor řešeńı tedy
bude zač́ınat (1, . . .). Z podmı́nky, že žádné dvě dámy nesměj́ı ležet na téže řádce nebo na téže diagonále,
dostáváme, že nemá smysl dále zkoumat žádnou n-tici, která by zač́ınala (1, 1, . . .) nebo (1, 2, . . .). Zkuśıme
tedy (1, 3, . . .) a pokuśıme se umı́stit daľśı dámu do ťret́ıho sloupce. Podobně uvažujeme i při obsazováńı
ostatńıch pozic vektoru řešeńı.

Postup při použit́ı metody hledáńı s návratem lze snadno znázornit pomoćı stavového stromu problému.
Kořen stromu odpov́ıdá počátečńımu stavu; každá z hran, které vycházej́ı z kořene, odpov́ıdá jedné možné
volbě prvńı složky řešeńı x1. Obecně vrcholy stromu na i-té úrovni odpov́ıdaj́ı stav̊um problému ve chv́ıli, kdy
známe (x1, . . . , xi−1), a hrany vycházej́ıćı z vrcholu na i-té úrovni odpov́ıdaj́ı možným hodnotám xi. Všechny
cesty od kořene do ostatńıch vrchol̊u popisuj́ı stavový prostor problému.

Metodu hledáńı s návratem pak můžeme popsat jako postupné procházeńı stavového stromu problému a jeho
postupné

”
prořezáváńı“: Jakmile o nějaké větvi zjist́ıme, že nemůže vést k optimálńımu řešeńı, přestaneme ji

procházet.

Na obrázku 3.4 vid́ıme stavový strom problému 4 dam, ve kterém bereme v úvahu podmı́nku, že řešeńı muśı
být permutaćı množiny {1, 2, 3, 4}.
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Obr. 3.4: Úplný stavový strom problému 4 dam
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Obr. 3.5: Stavový strom problému 4 dam, generovaný při hledáńı s návratem

Čárkovaně je označen jeden z podstromů. Vrcholy jsou oč́ıslovány tak, jak by se procházely při úplném
prohledáváńı. Hrany jsou označeny hodnotami, které bychom v odpov́ıdaj́ıćıch kroćıch volili. Metoda hledáńı
s návratem umožňuje vyhnout se prohledáváńı některých podstromů a tak zrychlit řešeńı problému. Na obr.
3.5 vid́ıte týž strom,

”
prosťŕıhaný“ metodou hledáńı s návratem. Obsahuje všechny generované stavy; stavy,

které představuj́ı řešeńı, jsou vyznačeny tučně.

Poznamenejme, že v pro některé problémy nemuśı být stavový strom symetrický.

Z toho plyne, že řešeńı jsou ty stavy S, pro které cesta od kořene k S definuje n-tici vyhovuj́ıćı všem omezeńım,
př́ıpadně optimalizuj́ıćı účelovou funkci (na obrázku 3.4 jsou to pouze listy).

Strom stavového prostoru (stavový strom) problému se skládá z podstromů; tomu odpov́ıdá skutečnost, že
stavový prostor problému lze rozdělit na podprostory. Přitom každému prvku prostoru řešeńı odpov́ıdá nějaký
vrchol ve stavovém stromě.

3.4.2 Podrobněǰśı formulace pro zvláštńı př́ıpad

V tomto odstavci sestav́ıme obecnou formulaci metody hledáńı s návratem pro př́ıpad, kdy hledáme všechny
stavy, které vyhovuj́ı daným omezeńım.

Bud’ (x1, . . . , xi) cesta od kořene k nějakému vrcholu xi ve stavovém stromě. Označ́ıme symbolem T (x1, . . . , xi)
množinu všech možných hodnot xi+1 takových, že (x1, . . . , xi) je také cesta pro nějaký stav problému.

Dále předpokládáme, že omezuj́ıćı podmı́nky můžeme vyjádřit jako predikáty (logické funkce) Bi takové, že
Bi+1 (x1, . . . , xi+1) je nepravdivé pro cestu (x1, . . . , xi+1), kterou nelze prodloužit tak, abychom dostali řešeńı.
To znamená, že kandidátem na obsazeńı pozice i + 1 ve vektoru řešeńı X budou ty hodnoty xi+1, které
vygeneruje T a které splňuj́ı Bi+1.

Proceduru, popisuj́ıćı metodu hledáńı s návratem, lze formulovat jak rekurzivně tak i nerekurzivně. Ukážeme
si obě možnosti. V obou budeme předpokládat, že X je globálńı pole, ve kterém se konstruuj́ı jednotlivá řešeńı.
Jakmile procedura dospěje k řešeńı, ulož́ı je (vytiskne, zakreśı ...) a pokračuje dál.
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var X: array [1..n] of stav; {deklarace pro obě verze}

procedure BT; {nerekurzivnı́ verze}

var k: integer;

begin

k := 1;

while k > 0 do begin

if(
”
zbývá nevyzkoušené X [k] ∈

T (X [1] , . . . , X [k − 1]) takové, že Bk (X [1] , . . . , X [k − 1]) = true“)
then begin

if(
”
X [1] , . . . , X [k − 1] tvoř́ı odpověd“) then Ulož(X) else

k := k+1 {vezmi následujı́cı́ možnost}

end else

k := k-1; {vrat’ se k předchozı́ možnosti}

end;

end;

Rekurzivńı verze je jednodušš́ı:

procedure BT(k: integer); {rekurzivnı́ verze}

begin

”
pro všechna X [k] taková, že X [k] ∈ T (X [1] , . . . , X [k − 1])∧Bk (X [1] , . . . , X [k]) = true“ do

begin

if (
”
X [1] , . . . , X [k] tvoř́ı odpověd’“) then Ulož(X) else BT(k+1)

end;

end;

Poznámky k rekurzivńı verzi: Jednotlivá voláńı procedury BT najdou vždy nejvýše jednu složku vektoru řešeńı.
V cyklu

”
pro všechna X [k] . . .“ se vyṕı̌se výsledek, pokud se nějaký našel; jinak se rekurzivně zavolá procedura

BT s hodnotou k + 1, tj. bude se hledat daľśı složka. Pokud vhodné X [k] neexistuje, nestane se v̊ubec nic a
toto rekurzivńı voláńı procedury BT skonč́ı, č́ımž se automaticky vrát́ıme o úroveň zpět.

Rekurzivńı formulace vycháźı přirozeněǰśı (podobně jako většina algoritmů, které se nějak týkaj́ı stromů).
Časová náročnost algoritmu záviśı struktuře stavového stromu, na náročnosti generováńı nových stav̊u a
testováńı podmı́nek a předevš́ım na úspěšnosti a na včasnosti

”
odřezáváńı“ větv́ı stavového stromu, které

nevedou k řešeńı - tedy na
”
śıle“ podmı́nek Bi.

3.5 Obecné metody prohledáváńı stavového stromu

Z výkladu v předchoźım odstavci je zřejmé, že metoda hledáńı s návratem představuje jen jednu z možnost́ı,
jak procházet stavový strom daného problému. Pod́ıvejme se tedy na některé daľśı možnosti.

Nejprve zavedeme několik názv̊u.

Jako živý označ́ıme vrchol stavového podstromu, který jsme již generovali (tj. generovali jsme odpov́ıdaj́ıćı stav
problému), ale od kterého dosud nebyli generováni všichni potomci. Rozv́ıjený vrchol je vrchol, jehož potomky
právě generujeme. Mrtvý vrchol je vrchol, jehož všichni potomci již byli generováńı nebo který již nebude dále
rozv́ıjen z jiných d̊uvod̊u.

Všechny metody řešeńı daného problému, založené na prohledáváńı stavového stromu, vyžaduj́ı, abychom si
uchovávali seznam živých vrchol̊u. Při procházeńı stromu můžeme postupovat r̊uznými zp̊usoby.

Prvńı možný př́ıstup představuje metoda hledáńı s návratem (backtracking) a spoč́ıvá v tom, že jakmile
vygenerujeme potomka P právě rozv́ıjeného vrcholu R, stane se P rozv́ıjeným vrcholem. Po vyčerpáńı všech
potomk̊u vrcholu P se stane R znovu rozv́ıjeným uzlem. (Odtud pocháźı alternativńı označeńı prohledáváńı
do hloubky).

Druhou krajnost představuje metoda prohledáváńı do š́ı̌rky . Při ńı z̊ustane rozv́ıjený vrchol rozv́ıjeným vrcholem
až do úplného vyčerpáńı všech potomk̊u. Nově vygenerované vrcholy se ukládaj́ı do fronty. Jakmile se vygeneruj́ı
všichni bezprosťredńı potomci aktuálńıho rozv́ıjeného vrcholu, vezme se jako daľśı rozv́ıjený vrchol ten, který
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Obr. 3.6: Stavový strom problému s jediným řešeńım a jeho prohledáváńı do š́ı̌rky

je ve frontě na řadě. Při prohledáváńı do š́ı̌rky tedy procháźıme stavový strom
”
po patrech“. Ve stromu na

obrázku 3.6 je vyznačeno pořad́ı, v jakém bychom touto metodou generovali jednotlivé vrcholy.

Při prohledáváńı do š́ı̌rky použ́ıváme - podobně jako při prohledáváńı do hloubky - omezuj́ıćıch podmı́nek k

”
zab́ıjeńı“ živých vrchol̊u, to znamená k určeńı, zda daný vrchol může vést k řešeńı.

Jak metoda prohledáváńı do š́ı̌rky tak i metoda prohledáváńı do hloubky pevně předepisuj́ı pořad́ı procházeńı
stav̊u problému.

Pod́ıvejme se na stavový strom na obr. 3.6 Jediné řešeńı daného problému je na něm vyznačeno ṕısmenem
”
R“.

Použijeme-li prohledáváńı do hloubky, bude záležet na tom, jak oč́ıslujeme stavy (tedy zda budeme stavový
strom procházet z levé nebo z pravé strany). V nejlepš́ım př́ıpadě najdeme řešeńı po 5 kroćıch, v nejhorš́ım po
37 kroćıch, jako úplně posledńı možnost.

Při prohledáváńı do š́ı̌rky najdeme řešeńı jako posledńı.

Úplné prohledáváńı stavového stromu může být prakticky neproveditelné. Nejznáměǰśım př́ıkladem problému,
který takto (na současných poč́ıtač́ıch) nelze řešit, je šachová hra. Jej́ı stavový strom je sice konečný, avšak
velice rozsáhlý. Udává se, že pr̊uměrný faktor větveńı tohoto stromu je cca 38 (to znamená, že po každém
p̊ultahu má soupeř pr̊uměrně 38 možnost́ı, jak pokračovat, a tedy že z každého vrcholu vycháźı v pr̊uměru
38 hran [21]). Úplné prohledáńı stavového prostoru na 15 p̊ultah̊u dopředu (tedy zdaleka ne celého stavového
stromu šachové hry) by pak vyžadovalo zpracovat v́ıce než 4, 91023 možnost́ı. Kdybychom zvládli jeden milión
možnost́ı za sekundu, poťrebovali bychom k prohledáńı vymezeného podprostoru v́ıce než 1010 let, což je doba
srovnatelná se stář́ım vesmı́ru podle dnešńıch odhad̊u.
Předchoźı př́ıklad ukazuje, že pevně předepsané pořad́ı prohledáváńı nemuśı být výhodné. Proto se často
hledá

”
rozumná“ váhová funkce F , definovaná na živých vrcholech, podle které bychom se mohli rozhodnout,

který uzel bude nejvýhodněǰśı rozv́ıjet jako následuj́ıćı. Hodnota F (C) této funkce pro vrchol C představuje
např́ıklad odhad pravděpodobnosti, že přes C vede cesta k řešeńı.

Při rozhodováńı, který z vrchol̊u Ci budeme rozv́ıjet jako následuj́ıćı, můžeme použ́ıt př́ımo hodnot F (Ci).
Lze-li pomoćı funkce G odhadnout pro vrchol Ci počet operaćı, poťrebný k dosažeńı odpovědi z daného vrcholu,
můžeme při rozhodováńı o následuj́ıćım rozv́ıjeném vrcholu vycházet hodnoty součtu f (F (Ci)) + G (Ci), kde
f je vhodná neklesaj́ıćı funkce.

V ideálńım př́ıpadě by F (Ci) udávalo vzdálenost vrcholu Ci od řešeńı. Taková funkce by vedla př́ımo k
požadovanému výsledku; jej́ı nalezeńı je ovšem úloha ekvivalentńı řešeńı p̊uvodńı úlohy. Proto se při volbě
následuj́ıćıho rozv́ıjeného vrcholu použ́ıvá odhadu, při jehož konstrukci se vycháźı z částečných znalost́ı o
řešeńı dané úlohy.

Tento postup se zpravidla označuje jako metoda nejlaciněǰśı cesty (least cost path method).



Kapitola 4

Rekurze

Jako rekurzivńı označujeme strukturu, které obsahuje odkaz na sebe nebo na strukturu stejného druhu. Z
reklam známe např. rekurzivńı obrázky: d́ıvka předvád́ı poč́ıtač, na jehož obrazovce vid́ıme tutéž d́ıvku, jak
předvád́ı týž poč́ıtač atd.

Ve 2. kapitole jsme se setkali s rekurzivńımi datovými strukturami: každá složka stromu nebo seznamu obsahuje
odkaz (ukazatel) na složku stejného typu.

V této kapitole se budeme zabývat rekurźı v algoritmech a v odpov́ıdaj́ıćıch programových strukturách - v
procedurách a funkćıch.

4.1 Rekurzivńı algoritmy a podprogramy

Rekurzivńı algoritmus dostaneme, jestliže při rozkladu problému na elementárńı kroky dojdeme k problému
stejného druhu, ale (v nějakém smyslu) menš́ıho rozsahu.

Rekurzivita algoritmu je často d̊usledkem rekurzivńı povahy zpracovávaných dat. Připomeňme si např. algo-
ritmus zpracováńı binárńıho stromu, který je přirozeně rekurzivńı:

1. Zpracujeme údaj v kořeni.

2. Pokud má daný strom levý podstrom, zpracujeme ho.

3. Pokud má daný strom pravý podstrom, zpracujeme ho.

Ve druhém a ťret́ım kroku se zde odvoláváme na tento algoritmus jako celek (
”
zpracujeme podstrom“). Řeš́ıme

tedy týž problém, ovšem pro menš́ı množinu dat.

Obecný tvar rekurzivńıho algoritmu P bychom mohli popsat formuĺı

P ≡ C [Si, P ] , (4.1)

kde C znamená kompozici krok̊u Si, které neobsahuj́ı odkaz na P , a samotného algoritmu P . Připomeňme si
ale, že i rekurzivńı algoritmus muśı být konečný. To znamená, že odkaz na sebe sama v (4.1) muśı být vázán
na splněńı určité podmı́nky, kterou označ́ıme B:

P ≡ C [Si, if B then P ] . (4.2)

V mnoha př́ıpadech je rekurzivńı voláńı vázáno na hodnotu přirozeného č́ısla n, takže podmı́nka (4.2) má tvar

P (n) ≡ C [Si, if n > 0 then P (n − 1)] .

Tato formulace zd̊urazňuje, že počet rekurzivńıch voláńı muśı být konečný.
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4.1.1 Rekurze v programu

Rekurzi v programu realizujeme na úrovni podprogramů, tj. procedur a funkćı. Jako rekurzivńı označujeme
takové voláńı procedury (funkce), při kterém dojde k aktivaci těla podprogramu dř́ıve, než se ukonč́ı aktivace
předchoźı.

Někdy je vhodné rozlǐsovat př́ımou a nepř́ımou rekurzi. Jako př́ımou rekurzi označujeme situaci, kdy tělo pod-
programu f obsahuje voláńı sebe sama. Nepř́ımá rekurze nastane, jestliže podprogram f volá podprogram g1,
podprogram g1 volá podprogram g2, . . . , podprogram gn volá f . Vzhledem k nepř́ımé rekurzi nebo k možnosti
volat podprogram pomoćı ukazatel̊u neńı možné prohĺıdkou zdrojového textu zjistit, zda se v programu může
vyskytnout rekurzivńı voláńı.

Každé voláńı podprogramu znamená vytvořeńı lokálńıch proměnných a přiděleńı mı́sta pro skutečné parame-
try. Jako skrytý parametr se při voláńı podprogramu předává také návratová adresa. Při několikanásobném
rekurzivńım voláńı procedury se tyto lokálńı objekty vytvářej́ı zvlášt’ pro každou aktivaci. Vzhledem k tomu,
že pamět’ dnešńıch poč́ıtač̊u neńı nekonečná (a stěž́ı kdy bude), může se snadno stát, že rekurzivńı program
skonč́ı chybou, když vyčerpá veškerou volnou pamět’. Proto jestliže naṕı̌seme rekurzivńı podprogram, muśıme
nejen vědět, že počet rekurzivńıch voláńı bude konečný, ale také že hloubka rekurze nebude velká.

Př́ıklad 4.1

Jednoduchým př́ıkladem na rekurzi může být funkce faktoriál. Z definice

n! =

n∏

i=1

i

pro n > 0, n! = 1 pro n = 0
plyne vztah n! = n (n − 1)!

Rekurzivńı funkce pro výpočet faktoriálu nezáporného celého č́ısla by tedy mohla mı́t tvar

function f(n: integer): integer;

begin

if n = 0 then f := 1

else f := n*f(n-1)

end;

Na prvńı pohled je zřejmé, že rekurzivńı výpočet faktoriálu neńı př́ılǐs výhodný. Daleko efektivněǰśı je vynásobit
č́ısla 1, . . . , n v cyklu.

Rekurze a programovaćı jazyky

Většina dnes použ́ıvaných programovaćıch jazyk̊u připoušt́ı rekurzivńı voláńı podprogramů. Mezi výjimky paťŕı
např. Fortran.

Při nepř́ımé rekurzi se nelze vyhnout situaci, kdy jeden z podprogram̊u jiný podprogram, který jsme ještě
nedefinovali. Ke správnému překladu voláńı podprogramu ovšem stač́ı, aby překladač znal rozhrańı (hlavičku)
volané funkce. Překladači Pascalu ji sděĺıme pomoćı deklarace s direktivou forward, v ANSI C a v C++
použijeme prototyp funkce.

Programovaćı jazyky, které neprováděj́ı kontrolu typ̊u předávaných parametr̊u, nemuśı předběžné informace
požadovat, (jako je tomu ve starš́ıch variantách jazyka C).

4.1.2 Kdy se rekurzi vyhnout

Jestliže pracujeme s rekurzivńımi daty nebo vycháźıme z rekurzivńıch definic, dospějeme obvykle zcela přirozeně
k rekurzivńım algoritmům. To ale neznamená, že rekurzivńı implementace je nejlepš́ım řešeńım (pokud nám
ji programovaćı jazyk v̊ubec dovoluje).

Typický algoritmus, u kterého lze se rekurzi vyhnout, můžeme charakterizovat pomoćı schématu

P = [S, if B then P ] . (4.3)
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(v tomto zápisu závorky [ ] předepisuj́ı sekvenčńı provedeńı operaćı, které jsou v nich zapsány). Takováto
schémata se zpravidla objevuj́ı u výpočt̊u na základě jednoduchých rekurentńıch vztah̊u jako je faktoriál v
př́ıkladu 4.1.

Schéma (4.3) předepisuje provést kroky S, a pokud je splněna podmı́nka B, zavolat P - tedy znovu provést S,
a pokud je splněna podmı́nka B, zavolat ... atd. Je tedy zřejmé, že schéma (4.3) je ekvivalentńı iterativńımu
schématu

P = [S, while B do S] . (4.4)

které vede k efektivněǰśımu programu.

Jiný, trochu složitěǰśı př́ıklad, kdy je použit́ı rekurze nevýhodné, představuj́ı výpočty založené na rekurentńıch
vztaźıch tvaru

xn = f (xn−1, xn−2, . . . , xn−k) (4.5)

ve kterých známe x0, . . . , xk. Je jasné, že při výpočtu xn můžeme postupovat
”
shora dol̊u“, tj. rekurzivně, nebo

”
zdola nahoru“, iterativně. Následuj́ıćı př́ıklad nám však ukáže, že rekurzivńı výpočet bývá v tomto př́ıpadě

mimořádně neefektivńı.

Př́ıklad 4.2

Jednoduchým př́ıkladem rekurentńı posloupnosti, zadané schématem tvaru (4.5), jsou Fibonacciova č́ısla fn,
definovaná takto:

fn+1 = fn + fn−1 pro n > 1, f0 = 0, f1 = 1.

Pod́ıvejme se, jak to dopadne, naprogramujeme-li výpočet Fibonacciových č́ısel jako rekurzivńı funkci:

function F(n: integer): integer; {Fibonacciova čı́sla jako}

begin {programátorský horor}

if (n = 0) or (n = 1) then f := n

else f := f(n-1) + f(n-2)

end;

Výpočet f (n) pro jakékoli n > 1 znamená automaticky daľśı dvě voláńı f . Označ́ıme-li pn počet voláńı funkce
f poťrebný pro výpočet fn, bude pro pn platit rekurentńı vztah

pn = pn−1 + pn−2 + 1 (4.6)

Protože při výpočtu pn−1 budeme muset poč́ıtat i pn−2, muśı být pn−1 > pn−2, takže ze vztahu (4.6) plyne
pn > 2pn−2. (4.7)

Protože p0 = p1 = 1, plyne ze (4.7), že počet voláńı pn roste rychleji než posloupnost 2n/2. Graf rekurzivńıho
voláńı pro n = 5 vid́ıte na obr. 4.1. Všimněte si, že hodnota f (0) se poč́ıtá ťrikrát a hodnota f (1) dokonce
pětkrát!

Použijeme-li nerekurzivńıho výpočtu, např.

function F(n: integer): integer; {Fibonacciova čı́sla }

var a,b,c,i: integer; {nerekurzivně}

begin

if (n = 0) or (n = 1) then f := n

else begin

a := 0; b := 1;

for i:=2 to n do begin

c := a + b; a := b; b := c;

end;

f := c;

end;

bude se každá z hodnot posloupnosti poč́ıtat pouze jednou.
S rekurentńımi vztahy tohoto typu se setkáme v matematice poměrně často. Např. Besselovy funkce vyhovuj́ı
rekurentńımu vztahu

Jv+1 (x) =
2v

x
Jv (x) − Jv−1 (x) , v ∈ R.
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Obr. 4.1: Graf rekurzivńıch voláńı při výpočtu f (5)

Podobné vztahy plat́ı i pro daľśı speciálńı funkce. Jiným př́ıkladem mohou být kombinačńı č́ısla, která splňuj́ı
rekurzivńı vztah
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4.2 Jak odstranit rekurzi

Rekurzivńı algoritmy, jak už v́ıme, vznikaj́ı často jako přirozený d̊usledek postupu shora dol̊u při návrhu
algoritmu. Někdy je ovšem nezbytné transformovat algoritmus do nerekurzivńı podoby - např. proto, že použitý
programovaćı jazyk ji nedovoluje.

Ukážeme si jednoduchý postup, s jehož pomoćı odstrańıme z podprogramu rekurzivńı voláńı (jde o př́ımou
rekurzi, která se vyskytuje podstatně častěji než rekurze nepř́ımá). Následuj́ıćı postup je založen na využit́ı
zásobńıku. Pro jednoduchost v něm budeme pod označeńım

”
procedura“ rozumět i funkci.

1. Na počátku procedury deklarujeme zásobńık jako globálńı objekt; také ukazatel na vrchol zásobńıku
bude globálńı. Tento zásobńık bude sloužit k ukládáńı parametr̊u, lokálńıch proměnných, návratových
adres a vypočtených hodnot při rekurzivńım voláńı.

2. Před prvńı př́ıkaz těla procedury vlož́ıme návěšt́ı L1.

Dále každé rekurzivńı voláńı dané procedury nahrad́ıme následuj́ıćı posloupnost́ı př́ıkaz̊u:

3. Ulož́ıme na zásobńık lokálńı proměnné a formálńı parametry.

4. Vytvoř́ıme i-té nové návěšt́ı Li, i = 2, . . . , a hodnotu i ulož́ıme do zásobńıku. Tuto hodnotu později
použijeme ke stanoveńı návratové adresy. Vytvořené návěšt́ı umı́st́ıme v kroku 7.

5. Vyhodnot́ıme skutečné parametry nového voláńı a ulož́ıme je do formálńıch parametr̊u (nikoli do zásob-
ńıku).

6. Vlož́ıme nepodmı́něný skok na počátek procedury, na návěšt́ı L1.

7. Jestliže takto upravujeme funkci, umı́st́ıme návěšt́ı, vytvořené ve 4. kroku, k př́ıkazu, kterým vyjmeme
hodnotu funkce ze zásobńıku, a připoj́ıme kód, který tuto hodnotu v rekurzivńı funkci využ́ıvá. V pro-
ceduře toto návěšt́ı připoj́ıme k prvńımu př́ıkazu bezprosťredně za skokem, vloženým v 6. kroku.

Na konci procedury provedeme tyto úpravy:

8. Je-li zásobńık prázdný, skonč́ıme.

9. Jinak vezmeme aktuálńı hodnoty výstupńıch parametr̊u a předáme je odpov́ıdaj́ıćım proměnným na
vrcholu zásobńıku (t́ım vraćıme vypočtené hodnoty parametr̊u do předchoźıho voláńı).

10. Vlož́ıme kód, který odstrańı ze zásobńıku index návratové adresy (pokud tam nějaký je) a ulož́ıme jej
do nepoužité proměnné.

11. Vyjmeme ze zásobńıku hodnoty lokálńıch proměnných a parametr̊u a přiděĺıme je odpov́ıdaj́ıćım proměn-
ným.
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12. Je-li to funkce, vlož́ıme instrukce pro vyhodnoceńı vracené hodnoty a výsledek ulož́ıme na vrchol zásob-
ńıku.

13. Index návratové adresy použijeme ke skoku na př́ıslušné návěšt́ı Li.

Př́ıklad 4.3

Vezmeme rekurzivńı verzi funkce faktoriál z př́ıkladu 4.2 a uprav́ıme ji podle předchoźıho návodu. Přitom
budeme předpokládat, že máme k dispozici objektový typ zásobńık na ukládáńı celých č́ısel s konstruktorem
vytvoř a s metodami vlož, vyjmi a prázdný. V následuj́ıćım výpisu odkazuj́ı č́ısla v komentář́ıch na kroky
předchoźıho návodu.

Citlivěǰśı čtenáře bych rád předem upozornil, že výsledek je v př́ıkrém rozporu s pravidly programátorské
slušnosti. Je ale jasné, že takovouto transformaćı źıskáme polotovar, který budeme dále upravovat.

function f(n: integer): integer;

var a: integer;

z: zásobnı́k;

label L1, L2;

begin

z.Vytvoř; {1}

L1: {2}

if n = 0 then a := 1 {vypočtenou hodnotu uložı́me do a}

else begin

z.vlož(n); {3}

n := n-1; {5}

goto L1; {6}

L2: {7}

a := z.vyjmi; {vyjmeme výsledek z předchozı́ho volánı́}

a := a*n; {a použijeme jej}

end;

if z.prázdný then f := a {8}

else begin

n := z.vyjmi; {11}

z.vlož(a); {12}

goto L2; {13}

end;

end;

Vzhledem k tomu, že funkce f obsahovala jediné rekurzivńı voláńı, nepoťrebujeme ukládat návratovou adresu
na zásobńık - ta je vždy stejná. Odpadá tedy téměř celý krok 4 a krok 10. Funkce nemá žádné výstupńı
parametry, takže odpadá i krok 9.

Výsledek, vypočtenou hodnotu, ukládáme do pomocné proměnné a. To neńı p̊uvodńı lokálńı proměnná, takže
ji ve 3. kroku nemuśıme ukládat do zásobńıku.

Jak jsme již řekli v úvodu, źıskáme touto transformaćı polotovar, který můžeme (a muśıme) ještě dále upravo-
vat. Např́ıklad z toho, že f obsahovala jediné rekurzivńı voláńı, také plyne, vypočtená hodnota, která je v a
a kterou ve 12. kroku ukládáme na zásobńık, je vždy stejná jako hodnota, která je v a a kterou vyj́ımáme ze
zásobńıku v 7. kroku. Můžeme tedy vypustit instrukce z.vlož (a) a z.vyjmi. Dále se můžeme pokusit odstranit
př́ıkazy goto a nahradit je cykly1 atd. Často se tak podař́ı dospět k rozumné iterativńı verzi daného algoritmu.

4.3 Daľśı př́ıklady

Na závěr kapitoly o rekurzi si ukážeme několik př́ıklad̊u.

1V našem př́ıpadě dokonce muśıme, pokud budeme uvedený program překládat překladačem, který se ř́ıd́ı normou ISO jazyka
Pascal. Tato norma, jak známo, zakazuje skok dovnitř složeného př́ıkazu, takže konstrukce goto L2 je syntakticky nesprávná.
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Obr. 4.2: Syntaktická analýza jednoduchého aritmetického výrazu (P znamená proměnnou)

4.3.1 Syntaktická analýza

Syntaktické definice programovaćıch jazyk̊u jsou obvykle přirozeně rekurzivńı. Proto také můžeme očekávat,
že překladače budou při syntaktické analýze použ́ıvat rekurzivńıch procedur.

Jako př́ıklad vezmeme syntaktickou definici jednoduchého aritmetického výrazu (JAV). Za jednotlivými syn-
taktickými kategoriemi uvedeme v závorkách zkratky, pomoćı kterých se na ně budeme dále odvolávat. Symbol

”
|“ slouž́ı k oddělováńı jednotlivých alternativ, ČBZ znamená

”
celé č́ıslo bez znaménka“.

aditivńı operátor (AOP): + | -
multiplikativńı operátor (MOP): * | /
prvotńı výraz (PV ): ČBZ | proměnná | (JAV )
člen: PV | člen MOP PV
JAV : člen | AOP člen | JAV AOP člen

Při překladu poťrebujeme určit všeobecnou syntaktickou ťŕıdu daného řetězce znak̊u. Na obrázku vid́ıme
př́ıklad analýzy řetězce

”
A + (C - D)*B“.

Analyzátor zpracovává zdrojový soubor znak po znaku. Může to být např. procedura, jej́ımiž vstupńımi
parametry jsou ukazatel na znakový řetězec (vstupńı data) a ćıl (syntaktická kategorie). Jestliže lze znaky,
lež́ıćı bezprosťredně za mı́stem, určeným ukazatelem, chápat jako instanci ćıle, vrát́ı výsledek ANO (true) a
ukazatel se posune o jeden znak dopředu, jinak vrát́ı NE (false) a ukazatel se nezměńı.

Pod́ıvejme se, jak by prob́ıhala analýza řetězce
”
A + (C - D)*B“ popsaným analyzátorem. Šipkou

”
↑“ označ́ıme

pozici ukazatele ve vstupńım řetězci, šipkou
”
→“ voláńı analyzátoru.

→ A + (C - D) * B ćıl: JAV

↑ JAV může být člen

→ A + (C - D) * B ćıl: člen

↑ člen může být prvotńı výraz (PV)

→ A + (C - D) * B ćıl: PV

↑
”
A“ je instance kategorie

”
proměnná“, PV

může být proměnná - vrat’ ANO, nalezen PV

ANO, nalezen člen

ANO, nalezen JAV
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Nyńı si ale muśıme položit otázku: lze naj́ıt deľśı řetězec, který by též byl JAV? Podle syntaktické definice
zkuśıme konstrukci

”
JAV AOP člen“.

→ + (C - D) * B ćıl: AOP
↑ ANO, nalezen AOP

→ (C - D) * B ćıl: člen
↑ člen může být PV; PV může zač́ınat

”
(“, muśı to být konstrukce

”
(JAV)“

→ C - D) * B ćıl: JAV
↑

”
C“ je proměnná, to je PV - vrat’ ANO

Lze naj́ıt deľśı řetězec, který by byl též JAV? Zkuśıme možnost
”
JAV AOP člen“.

→ - D) * B ćıl: AOP
↑ ANO, AOP nalezen

→ D) * B ćıl: člen
↑

”
D“ je proměnná, tedy PV, tedy člen - ANO

Lze naj́ıt deľśı řetězec, který by byl též JAV?
→ ) * B ćıl: AOP

↑ NE
Našli jsme nejdeľśı JAV. Aby to byl PV, muśı končit závorkou.

→ ) * B ćıl:
”
)“

↑ ANO
Našli jsme prvotńı výraz, tedy člen. Lze naj́ıt deľśı člen? Jediná možná konstrukce je

”
člen MOP PV“.

→ * B ćıl: MOP
↑ ANO, nalezen MOP

→ B ćıl: PV
↑

”
B“ je proměnná, tedy PV - ANO, nalezen PV

ANO, byl nalezen JAV a řetězec byl plně analyzován.

4.3.2 Ackermannova funkce

Na závěr si ukážeme, jak se také může chovat rekurzivně definovaná funkce. Ackermannova funkce je dána
předpisem

A(m, n) =







n + 1 pro m = 0,
A (m − 1, 1) pro n = 0
A (m − 1, A (m, n − 1)) jinak.

Jej́ı definice je zdánlivě jednoduchá. Pokud ji budete chv́ıli zkoumat nebo pokud si ji naprogramujete, zjist́ıte,
že už pro velmi ńızké hodnoty parametr̊u se vyčerpaj́ı možnosti poč́ıtače. V následuj́ıćı tabulce najdete pro
několik hodnot parametr̊u hodnotu funkce, počet rekurzivńıch voláńı, maximálńı hloubku rekurze a maximálńı
hodnotu parametru n, se kterým je funkce volána.

m n A (m, n) počet voláńı max. hloubka max. n

0 n n + 1 1 1 n
1 n n + 2 2n + 2 n + 1 n + 2
2 n 2n + 3 2n2 + 7n + 5 2n + 4 2n + 2
3 n 8.2n − 3 fn 8.2n − 1 8.2n − 4

Tab. 4.1 Vlastnosti Ackermannovy funkce
V tab. 4.1 je fn posloupnost, rostoućı přibližně jako 4n, jej́ıž osmý člen má např. hodnotu 2785999. Tato
tabulka mimo jiné ukazuje, že hloubka rekurze a počet rekurzivńıch voláńı se mohou podstatně lǐsit.

Poznamenejme, že při výpočtu A (4, 1) nestačil zásobńık a program skončil chybou.
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Kapitola 5

Tř́ıděńı

Pod pojmem tř́ıděńı budeme rozumět uspořádáńı zadané posloupnosti dat podle určitého kĺıče v neklesaj́ıćım
nebo nerostoućım pořad́ı.

Prvky posloupnosti, kterou ťŕıd́ıme, mohou být jakéhokoli typu, samozřejmě všechny stejného. Obecně p̊ujde
o záznamy (struktury); kĺıčem, podle kterého budeme prvky posloupnosti porovnávat, může být bud’ př́ımo
některá ze složek tohoto záznamu nebo funkce, vypoč́ıtaná na základě celého záznamu. My budeme pro jednodu-
chost předpokládat, že každý z prvk̊u posloupnosti obsahuje numerickou složku jménem kĺıč. Občas budeme
pro stručnost mluvit pouze o porovnáváńı prvk̊u; budeme t́ım ovšem mı́t na mysli porovnáváńı jejich kĺıč̊u.
Podobně budeme-li hovořit o

”
nejmenš́ım prvku“, budeme mı́t na mysli prvek s nejmenš́ım kĺıčem atd.

Při výkladu metod ťŕıděńı budeme rozlǐsovat dvě základńı situace:

1. Jestliže známe předem počet prvk̊u posloupnosti a všechny prvky ťŕıděné posloupnosti jsou uloženy ve
vniťrńı paměti poč́ıtače, kde k nim můžeme přistupovat v libovolném pořad́ı (tedy ťŕıd́ıme data, uložená
v poli), hovoř́ıme o vnitřńım tř́ıděńı.

2. Jestliže počet prvk̊u ťŕıděné posloupnosti předem neznáme a prvky ťŕıděné posloupnosti jsou uloženy ve
vněǰśı paměti se sekvenčńım př́ıstupem (tedy ťŕıd́ıme soubor na magnetické pásce nebo disku), hovoř́ıme
o vněǰśım tř́ıděńı.

Metody vniťrńıho a vněǰśıho ťŕıděńı se podstatným zp̊usobem lǐśı, proto o nich budeme hovořit zvlášt’.

5.1 Vnitřńı tř́ıděńı

Jedńım z nejd̊uležitěǰśıch požadavk̊u při ťŕıděńı poĺı je úsporné využ́ıváńı operačńı paměti poč́ıtače. To zna-
mená, že bychom měli pracovat

”
na mı́stě“, př́ımo uvniťr ťŕıděného pole, aniž bychom deklarovali pole pomocné.

Jinými slovy výchoźı (zdrojová) posloupnost muśı být uložena na stejném mı́stě paměti jako posloupnost
ćılová.

Má-li ťŕıděné pole n prvk̊u, měli bychom tedy spoťrebu paměti vyjádřit č́ıslem n + c, kde c je malá konstanta.

Daľśım požadavkem je samozřejmě efektivita algoritmu. Vhodným měř́ıtkem efektivity může být počet poro-
vnáńı kĺıč̊u a počet přesun̊u prvk̊u v poli. Obvykle je významněǰśı počet přesun̊u, nebot’ bývaj́ı časově náročněǰśı.
Existuj́ı ale i př́ıklady, ve kterých je porovnáńı složitěǰśı než přesun dat. Při našich úvahách si budeme vš́ımat
závislosti obou těchto veličin na počtu prvk̊u n ťŕıděného pole.

V následuj́ıćıch odstavćıch se seznámı́me s několika jednoduchými metodami pro vniťrńı ťŕıděńı, které vyžaduj́ı
řádově n2 operaćı. Tyto algoritmy jsou velice jednoduché a vhodné pro malé objemy ťŕıděných dat. Nav́ıc se
na nich snadno demonstruj́ı principy ťŕıděńı.

Kvalitńı algoritmy pro ťŕıděńı poĺı vyžaduj́ı řádově n log n porovnáńı, tedy podstatně méně. Jednotlivé operace
mohou ale být složitěǰśı, takže pro malá n mohou být výhodněǰśı metody jednoduché.

V následuj́ıćıch odstavćıch budeme zpravidla předpokládat, že ťŕıděná posloupnost je uložena v poli a, dekla-
rovaném př́ıkazem

65
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neutř́ıděné
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Obr. 5.1: Tř́ıděńı př́ımým vkládáńım

var a: array [1..n] of data;

V některých př́ıpadech toto pole doplńıme zleva o několik prvk̊u, které poslouž́ı jako zarážky. Vedle toho
budeme předpokládat deklaraci typu index:

type index = 1..n

5.1.1 Tř́ıděńı př́ımým vkládáńım

Tato metoda připomı́ná zp̊usob, jakým si karetńı hráči obvykle řad́ı karty v ruce: z baĺıčku rozdaných karet
berou jednu kartu po druhé a zařad́ı ji na správné mı́sto podle velikosti a barvy. Je-li ťreba, odsunou doprava
karty, které zařadili již dř́ıve.

Při popisu ťŕıděńı pole př́ımým vkládáńım vyjdeme z představy dvou posloupnost́ı, zdrojové a ćılové. V i-tém
kroku vezmeme i-tý prvek zdrojové posloupnosti a zařad́ıme jej na správné mı́sto v ćılové posloupnosti.

Protože zdrojová i ćılová posloupnost lež́ı na témže mı́stě paměti, budeme postupovat takto:

• Prvńı prvek pole ponecháme na mı́stě.

• Vezmeme druhý prvek a porovnáme jej s prvńım. Je-li větš́ı, ponecháme jej na mı́stě, jinak jej zařad́ıme
na prvńı mı́sto a prvek z prvńıho mı́sta odsuneme na druhé mı́sto.

• Vezmeme ťret́ı prvek, zjist́ıme, zda paťŕı na prvńı, druhé nebo ťret́ı mı́sto, zařad́ıme jej a prvky za ńım
podle poťreby odsuneme.

atd.

Př́ıklad 5.1

Chceme uťŕıdit posloupnost (3, 2, 17, 1, 8, 5), viz obr. 5.1. Šipky na obrázku ukazuj́ı směry přesun̊u v jed-
notlivých kroćıch; v závorkách je dosud neťŕıděná část pole.
Než se pust́ıme do zápisu algoritmu př́ımého vkládáńı v Pascalu, muśıme si ujasnit, jak vložit prvek na správné
mı́sto v uťŕıděné části posloupnosti.

Nejjednodušš́ı možnost je asi tato: vkládaný prvek je na i-tém mı́stě, vlevo od něj je již seťŕıděná část pole.
Porovnáme ho tedy s prvkem bezprosťredně vlevo od něj. Pokud je vkládaný prvek větš́ı nebo roven svému
levému sousedu, je již na správném mı́stě. V opačném př́ıpadě tyto dva prvky prohod́ıme a vkládaný prvek
opět porovnáme s prvkem, který je v poli bezprosťredně vlevo od něj atd.

Pod́ıvejme se na vkládáńı prvku 1 v př́ıkladu 5.1 (ťret́ı řádek na obr. 5.1). Tento prvek stoj́ı na 4. mı́stě.
Porovnáme jej tedy s prvkem na ťret́ım mı́stě (17); protože je menš́ı, prohod́ıme je, takže dostaneme posloupnost
2, 3, 1, 17, . . . .
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Dále porovnáme prvek 1 s prvkem na druhém mı́stě (2). Protože 1 je menš́ı, opět je prohod́ıme, takže dostaneme
posloupnost 2, 1, 3, 17 . . . . Po daľśım porovnáńı a prohozeńı dostaneme posloupnost, kterou vid́ıme ve 4. řádku
obrázku.

Hledáńı správného mı́sta skonč́ı, jestliže bude prvek vlevo menš́ı než vkládaný prvek nebo jestliže jsme již
dospěli na prvńı mı́sto v poli. To jsou dvě podmı́nky; jedné z nich se můžeme zbavit (a tak algoritmus poněkud
zjednodušit), jestliže použijeme zarážku.

Pole a bude mı́sto a [1] zač́ınat prvkem a [0], tj. deklarujeme je př́ıkazem

var a: array [0..n] of prvek;

a do a[0] ulož́ıme hodnotu vkládaného prvku. Porovnáváńı pak skonč́ı v nejhorš́ım př́ıpadě těsně před zarážkou,
nebot’ vkládaný prvek bude mı́t stejný kĺıč jako zarážka.

Procedura pro ťŕıděńı př́ımým vkládáńım může vypadat takto (n je počet prvk̊u ve ťŕıděné posloupnosti):

procedure Přı́méVkládánı́;

var i,j: index;

x: prvek; {pomocná proměnná}

begin

for i := 2 to n do begin

x := a[i];

a[0] := x; {definice zarážky}

j := i-1;

while x.klı́č < a[j].klı́č do begin

a[j+1] := a[j]; {odsouvánı́ prvků doprava}

dec(j)

end;

a[j+1] := x; {vloženı́ prvku na správné mı́sto}

end;

end;

Analýza algoritmu př́ımého vkládáńı

Při rozboru této metody se budeme oṕırat o proceduru Př́ıméVkládáńı. Je zřejmé, že nejhorš́ı možný př́ıpad
nastane, jestliže bude zdrojová posloupnost uspořádána v opačném pořad́ı - jako prvńı bude největš́ı prvek,
jako posledńı prvek nejmenš́ı. Potom budeme muset v i-tém kroku, při vkládáńı i-tého prvku, provést Ci = i−1
porovnáńı a Mi = i + 1 přesun̊u včetně uložeńı hodnoty vkládaného prvku do zarážky.

Celkový počet porovnáńı a přesun̊u v nejhorš́ım př́ıpadě potom bude

Cmax =

n∑

i=2

Ci =

n∑

i=2

(i − 1) =
n2 − n

2
, Mmax =

n∑

i=2

Mi =

n∑

i=2

(i + 1) =
n2 + n − 2

2
. (5.1)

Nejlepš́ı možný př́ıpad nastane, když bude zdrojová posloupnost již správně uspořádána. V takovém př́ıpadě
poťrebujeme v každém kroku pouze jedno porovnáńı, Ci = 1. Počet přesun̊u v popsané proceduře bude v
každém kroku1 Mi = 3. Celkový počet porovnáńı a přesun̊u v nejlepš́ım př́ıpadě potom bude

Cmin =

n∑

i=2

1 = n − 1, Mmin = 3 (n − 1) . (5.2)

Budeme-li předpokládat, že všechny permutace zdrojové posloupnosti jsou stejně pravděpodobné, můžeme
tvrdit, že pr̊uměrný počet porovnáńı bude Ci = i/2 a počet přesun̊u bude Mi = Ci + 2. Odtud pro pr̊uměrné
počty operaćı odvod́ıme

C� =

n∑

i=2

Ci =

n∑

i=2

i =
n2 + n − 2

4
, M� =

n∑

i=2

Mi =

n∑

i=2

(
1

2
i + 2

)

=
n2 + 9n − 10

4
. (5.3)

Pr̊uměrný počet porovnáńı i přesun̊u je tedy O
(
n2
)
.

1Algoritmus tř́ıděńı př́ımým vkládáńım lze naprogramovat tak, že tyto zbytečné přesuny odpadnou, výsledná procedura bude
však složitěǰśı.
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Poznamenejme, že metoda př́ımého vkládáńı je stabilńı v tom smyslu, že prvky se stejnou hodnotou kĺıče
budou v ćılové posloupnosti uloženy ve stejném pořad́ı jako v posloupnosti zdrojové.

5.1.2 Tř́ıděńı binárńım vkládáńım

Binárńı vkládáńı představuje jisté vylepšeńı př́ımého vkládáńı. Jestliže si uvědomı́me, že zvolený prvek uk-
ládáme do posloupnosti, která je již seťŕıděná, můžeme zrychlit hledáńı mı́sta, na které paťŕı. Přitom nebudeme
poťrebovat zarážku.

Mı́sto pro vkládaný prvek budeme zjǐst’ovat metodou binárńıho vyhledáváńı, kterou můžeme považovat za
typický př́ıklad algoritmu vytvořeného podle modelu rozděl a panuj : ćılovou posloupnost rozděĺıme na dvě
podposloupnosti a porovnáńım zjist́ıme, do které z nich vkládaný prvek paťŕı. Opakováńım tohoto postupu
nakonec urč́ıme mı́sto, na které prvek vlož́ıme.

Přesně poṕı̌seme tento algoritmus opět v Pascalu:

procedure Binárnı́Vkládánı́;

var i,j,k,l,r,m: index;

x: prvek;

begin

for i := 2 to n do begin

x := a[i];

l := 1; r := i-1; {l,r jsou meze podposloupnosti}

while l <= r do begin {binárnı́ hledánı́}

m := (l+r) div 2; {rozdělı́me na poloviny}

if x.klı́č < a[m].klı́č then r := m-1

else l := m+1

end;{while}

for j := i-1 downto l do a[j+1] := a[j];

a[l] := x;

end; {for i}

end;

Analýza algoritmu binárńıho vkládáńı

Mı́sto, na které ulož́ıme nový prvek, je popsáno podmı́nkou

a[j].klı́č <= x.klı́č <= a[j+1].klı́č.

Zkoumaný interval délky i přitom muśıme rozdělit podle okolnost́ı bud’ [log2 i]-krát, kde [z ] označuje celou
část č́ısla z, nebo ([log2 i] + 1)-krát. To znamená, že celkový počet porovnáńı C bude omezen součty

n∑

i=1

[log2 i] ≤ C ≤
n∑

i=1

([log2 i] + 1) (5.4)

Hodnotu součtu na levé straně (5.4) můžeme přibližně odhadnout pomoćı integrálu:

n∑

i=1

[log2 i] ≈
∫ n

1

log2 x dx = [x (log2 x − s)]
n
1 = n (log2 n − s) + s, (5.5)

(5)

kde s = log2 e = 1/ ln 2 = 1, 44269... .

Přitom počet porovnáńı bude prakticky nezávislý na uspořádáńı prvk̊u zdrojové posloupnosti. Počet přesun̊u
z̊ustane ovšem v podstatě stejný jako v př́ıpadě př́ımého vkládáńı, odpadnou pouze operace se zarážkou. To
znamená, že počet porovnáńı bude podle (5.5) jen O (n log2 n), avšak počet přesun̊u z̊ustane O

(
n2
)
. Vzhledem

k tomu, že přesuny jsou zpravidla časově náročněǰśı než porovnáńı, nemuśı j́ıt o úsporu nijak významnou.
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Obr. 5.2: Tř́ıděńı př́ımým výběrem

5.1.3 Tř́ıděńı př́ımým výběrem

V metodě př́ımého i binárńıho vkládáńı jsme vždy brali jeden předem určený prvek zdrojové posloupnosti a
ten jsme vkládali do ćılové posloupnosti (tj. prob́ırali jsme celou ćılovou posloupnost).

Metoda př́ımého výběru je založena na opačném principu: ze zdrojové posloupnosti vybereme vhodný prvek
(uvažujeme tedy vlastně celou zdrojovou posloupnost) a ten vlož́ıme na předem přesně určené mı́sto ćılové
posloupnosti.

Algoritmus př́ımého výběru bude založen na následuj́ıćı myšlence:

1. Najdeme ve zdrojové posloupnosti prvek s nejmenš́ım kĺıčem.

2. Vyměńıme ho s prvkem na prvńı pozici.

3. Nyńı je na prvńı pozici nejmenš́ı prvek z celé posloupnosti. Poťrebujeme uťŕıdit zbytek posloupnosti,
proto opakujeme tyto kroky se zbylými n − 1 prvky, dokud je n > 1.

Př́ıklad 5.2

Na obrázku 5.2 vid́ıme postup ťŕıděńı posloupnosti (3, 2, 17, 1, 8, 5) metodou př́ımého výběru. Šipky naznačuj́ı
výměny. Poznamenejme, že ve druhém kroku nedojde k výměně prvk̊u, nebot’ nejmenš́ı prvek ze zdrojové
posloupnosti je právě na druhém mı́stě; podobně nedojde k výměně v pátém kroku.
Procedura pro ťŕıděńı př́ımým výběrem bývá obvykle uváděna ve tvaru

procedure Přı́mýVýběr;

var i,j,k: index;

x: prvek;

begin

for i := 1 to n-1 do begin {na prvnı́ druhé,... mı́sto}

k := i;

x := a[i]; {*}

for j := i+1 to n do {najdi nejmenšı́}

if a[j].klı́č < x.klı́č then begin

k := j;

x := a[j]; {**}

end;

a[k] := a[i]; {prohod’ ho s prvkem na i-tém mı́stě}

a[i] := x; {***}

end;

end;

Poněkud výhodněǰśı může být následuj́ıćı varianta téže procedury, ve které ušeťŕıme několik přesun̊u prvk̊u:

procedure Přı́mýVýběr1;

var i,j,k: index;
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x: prvek;

begin

for i := 1 to n-1 do begin {na prvnı́ druhé,... mı́sto}

k := i;

for j := i+1 to n do {najdi index nejmenšı́ho}

if a[j].klı́č < a[k].klı́č then begin

k := j;

end;

x := a[k]; {prohod’ nejmenšı́ s prvkem na i-tém mı́stě}

a[k] := a[i];

a[i] := x;

end;

end;

Analýza tř́ıděńı př́ımým výběrem

Pokud jde o počet porovnáńı kĺıč̊u, je tato metoda horš́ı než př́ımý výběr. Počet porovnáńı totiž nezáviśı na
počátečńım uspořádáńı prvk̊u v poli, nebot’ v i-tém kroku vždy prohledáváme celé pole a od pozice i + 1 do
konce. To znamená, že počet porovnáńı je

C =
1

2
n (n − 1) .

Pokud jde o počet přesun̊u, zálež́ı na tom, zda použijeme proceduru Př́ımýVýběr nebo Př́ımýVýběr1.

V př́ıpadě procedury Př́ımýVýběr bude minimálńı počet přesun̊u
Mmin = 3 (n − 1) (5.6)

a to v př́ıpadě, že pole je již uspořádané. Maximálńı počet přesun̊u nastane v př́ıpadě, že pole je uspořádané
v opačném pořad́ı. V tom př́ıpadě se při každém pr̊uchodu vněǰśım cyklem provedou př́ıkazy označené jednou
a ťremi hvězdičkami. Ty obsahuj́ı celkem 3 přesuny. Přǐrazovaćı př́ıkaz, označený dvěma hvězdičkami, se při
i = 1 provede (n − 1)-krát, při daľśım pr̊uchodu (n − 2)-krát, atd. (Při prvńım pr̊uchodu se na posledńı mı́sto
uložil největš́ı prvek; ve druhém pr̊uchodu se zač́ıná u druhého a skonč́ı u předposledńıho prvku a přitom se na
předposledńı mı́sto ulož́ı druhý největš́ı prvek atd.) Pro i > n/2 se již př́ıkaz se dvěma hvězdičkami neprovád́ı,
nebot’ pole je již srovnáno.

Při sč́ıtáńı řady n−1 + n−2 + . . . muśıme rozlǐsit několik př́ıpad̊u podle hodnoty n. Dostaneme, že maximálńı
počet přesun̊u bude

Mmax =

[
n2

4

]

+ 3 (n − 1) , (5.7)

kde [z ] opět znamená celou část č́ısla z. Při stanoveńı pr̊uměrného počtu přesun̊u se předpokládá, že všechny
možné permutace prvk̊u pole a jsou stejně pravděpodobné. Lze ukázat, že pr̊uměrný počet přesun̊u bude
přibližně roven n (ln n + γ), kde γ je Eulerova konstanta, γ = 0, 577 . . . Viz [1], str. 101.

Použijeme-li proceduru Př́ımýVýběr1, bude ťreba v každém kroku 3 přesuny bez ohledu na uspořádáńı prvk̊u,
tedy celkem 3 (n − 1) přesun̊u.

5.1.4 Bublinkové tř́ıděńı a tř́ıděńı přetřásáńım

Tyto dvě metody bychom mohli shrnout pod označeńı
”
ťŕıděńı př́ımou výměnou“, nebot’ výměny prvku jsou

jejich dominantńım rysem. Podobně jako většina metod vniťrńıho ťŕıděńı jsou tyto dvě metody jsou založeny
na opakovaném procházeńı polem. Přitom se vždy porovnávaj́ı dva sousedńı prvky, a pokud nejsou uloženy ve
správném pořad́ı, prohod́ı se.

Algoritmus bublinkového tř́ıděńı (bubblesort) v nejjednodušš́ı podobně můžeme vyjádřit následuj́ıćı pascalskou
procedurou:

procedure Bublánı́;

var i,j: index;

x: prvek;

begin
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Obr. 5.3: Bublinkové ťŕıděńı

for i := 2 to n do begin {n-1 krát projdeme polem}

for j := n downto i do {průchod polem}

if a[j-1].klı́č > a[j].klı́č then begin

x := a[j-1]; {pokud prvky nejsou}

a[j-1] := a[j]; {ve správném pořadı́,}

a[j] := x; {prohodı́me je}

end;

end;

end;{bublánı́}

Jestliže pole procháźıme
”
odzadu“, jako je tomu v proceduře Bubláńı, dostane se při prvńım pr̊uchodu nejmenš́ı

prvek na prvńı mı́sto. Ve druhém pr̊uchodu už nemuśıme procházet celé pole, stač́ı skončit na druhém mı́stě,
kam se při druhém pr̊uchodu dostane druhý nejmenš́ı prvek; atd.

Př́ıklad 5.3

Ukážeme si efekt procedury Bubláńı při ťŕıděńı posloupnosti (44, 55, 12, 42, 9, 18, 6, 67). Na obrázku 5.3 jsme
ji zapsali svisle ve sloupci nadepsaném Z. V daľśıch sloupćıch vid́ıme ťŕıděné pole při jednotlivých pr̊uchodech
cyklem s parametrem i.

S trochou fantazie si můžeme představovat, že v prvńım pr̊uchodu
”
vyplave“ nejlehč́ı prvek na prvńı mı́sto

(jako bublinka - odtud název), ve druhém pr̊uchodu druhý nejlehč́ı prvek atd.
Na prvńı pohled je zřejmé, že algoritmus, popsaný procedurou Bubláńı, lze vylepšit. Tato procedura totiž
nerozpozná uťŕıděné pole, takže např. posledńı ťri pr̊uchody při ťŕıděńı posloupnosti, uvedené v př́ıkladu 5.3,
byly naprosto zbytečné. To můžeme napravit např. tak, že budeme při každém pr̊uchodu zaznamenávat počet
výměn. Jestliže nedojde k žádné výměně, je ťŕıděńı skončeno. Cyklus for s parametrem i nahrad́ıme cyklem
repeat s podmı́nkou

”
v minulém pr̊uchodu došlo k alespoň jedné výměně“.

Daľśıho vylepšeńı můžeme dosáhnout t́ım , že si zapamatujeme i index prvku, kterého se posledńı výměna
týkala. Za t́ımto prvkem již nebyly žádné daľśı výměny, takže prvky zde jsou již uspořádány, a proto tento
úsek již př́ı̌stě nemuśıme procházet.

Vedle toho je zřejmá nesymetrie algoritmu bublinkového ťŕıděńı: na obrázku 5.3 je vidět, že nejmenš́ı prvek
(zde 6)

”
vybublá“ na své mı́sto ihned při prvńım pr̊uchodu, i když byl p̊uvodně na předposledńı pozici, zat́ımco

největš́ı prvek (94)
”
klesá ke dnu“ velmi pomalu, při každém pr̊uchodu jen o jednu pozici.

Kdybychom procházeli ťŕıděnou posloupnost v obráceném pořad́ı, tj. od prvńıho k posledńımu prvku, chovaly
by se prvky obráceně. Největš́ı prvek by se dostal na své mı́sto ihned, zat́ımco nejmenš́ı by postupoval po-
malu. Odtud lze usuzovat, že bychom mohli dosáhnout daľśıho vylepšeńı, kdybychom pravidelně sťŕıdali směry
pr̊uchodu.
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Tomuto vylepšeńı algoritmu bublinkového ťŕıděńı se ř́ıká tř́ıděńı přetřásáńım (shakesort). jeho algoritmus
můžeme v Pascalu zapsat ve tvaru následuj́ıćı procedury:

procedure Třesenı́;

var j,k,l,r : index;

x: prvek;

begin

l := 2; r := n; k := n;

repeat

for j := r downto l do {průchod od konce}

if a[j-1].klı́č > a[j].klı́č then begin

x := a[j-1]; {výměna}

a[j-1] := a[j]; a[j] := x;

k := j; {index poslednı́ výměny}

end;

l := k+1; {přı́ště procházı́me jen od l}

for j := l to r do

if a[j-1].klı́č > a[j].klı́č then begin

x := a[j-1]; {výměna}

a[j-1] := a[j]; a[j] := x;

k := j; {index poslednı́ výměny}

end;

r := k-1; {přı́ště procházı́me jen od r}

until l > r; {když se l a r se setkajı́, konec}

end; {Třesenı́}

Analýza bublinkového tř́ıděńı a tř́ıděńı přetřásáńım

Počet porovnáńı při bublinkovém ťŕıděńı v nejjednodušš́ı podobě nezáviśı na uspořádáńı pole a je vždy roven

C =

n−1∑

i=1

(n − i) =
1

2

(
n2 − n

)
. (5.8)

Minimálńı počet přesun̊u je zřejmě Mmin = 0, nebot’ pokud je pole již uspořádané, nebude nikdy splněna
podmı́nka v př́ıkazu if v proceduře Bubláńı.

Maximálńı počet přesun̊u dostaneme pro pole uspořádané obráceně. V tomto př́ıpadě bude docházet k výměně
prvk̊u při každém porovnáńı v každém z pr̊uchod̊u; vezmeme-li v úvahu, že na jednu výměnu prvk̊u poťrebujeme
3 přesuny, dostaneme podobně jako ve vztahu (5.8)

Mmax =
3

2

(
n2 − n

)
. (5.9)

Pr̊uměrný počet přesun̊u bychom pak mohli odhadnout hodnotou

M� =
3

4

(
n2 − n

)
.

Pod́ıvejme se nyńı na algoritmus ťŕıděńı přeťrásáńım, popsaný procedurou Třeseńı. Je-li ťŕıděné pole již us-
pořádané, bude mı́t proměnná k po skončeńı prvńıho cyklu for hodnotu n, nebot’ podmı́nka v př́ıkazu if
nebude splněna ani jednou. Proměnná l t́ım źıská hodnotu n + 1 a tělo druhého cyklu for se neprovede již ani
jednou. Proměnná r pak dostane hodnotu n− 1, cyklus repeat skonč́ı. Nejmenš́ı počet porovnáńı proto bude
Cmin = n − 1.

Pokud jde o pr̊uměrný počet výměn, D. Knuth ukázal, že je roven

C� =
1

2

[
n2 − n (r + ln n)

]
,

kde r je jistá konstanta [1]. Počet výměn z̊ustává u ťŕıděńı přeťrásáńım stejný jako u bublinkového ťŕıděńı. To
znamená, že ve většině př́ıpad̊u nebudou mı́t uvedená vylepšeńı metody bublinkového ťŕıděńı velký význam.
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5.1.5 Shellovo tř́ıděńı (tř́ıděńı se zmenšováńım kroku)

Př́ıčinou neefektivnosti některých z předchoźıch algoritmů, např. ťŕıděńı př́ımým vkládáńım nebo bublinkového
ťŕıděńı, je, že v nich vyměňujeme pouze sousedńı prvky. Pokud je např́ıklad nejmenš́ı prvek uložen na konci
pole, poťrebujeme n výměn, aby se dostal na správné mı́sto. Proto se některé algoritmy snaž́ı preferovat výměny
prvk̊u

”
na velké vzdálenosti“. Jedńım z takových algoritmů je i Shellovo ťŕıděńı (Shellsort), navržené D. L.

Shellem.

Základńı myšlenkou Shellova ťŕıděńı je přeuspořádat pole tak, že když vezmeme každý h-tý prvek, dostaneme
seťŕıděné pole (takovéto pole se nazývá setř́ıděné s krokem h). Pole seťŕıděné s krokem h představuje vlastně
h proložených nezávislých poĺı.

Při ťŕıděńı pole s krokem h můžeme přesunovat prvky na větš́ı vzdálenosti (nejméně h) a tak dosáhnout
menš́ıho počtu výměn při ťŕıděńı s menš́ım krokem. Při Shellově ťŕıděńı tedy uťŕıd́ıme pole s krokem h1,
pak s krokem h2 < h1 atd.; nakonec je uťŕıd́ıme s krokem 1 a dostaneme plně uťŕıděné pole. Při každém z
následuj́ıćıch pr̊uchod̊u ťŕıd́ıme pole, které je již částečně seťŕıděné, a proto můžeme očekávat, že bude ťreba
jen málo výměn.

Dosud jsme neurčili, jak uťŕıd́ıme pole s krokem h. Použijeme např. metody př́ımého vkládáńı. V odd́ılu 5.1.1.
jsme při formulaci algoritmu př́ımého vkládáńı použili zarážku, abychom zjednodušili podmı́nku pro ukončeńı
pr̊uchodu polem. Budeme-li cht́ıt použ́ıt zarážek i v Shellově ťŕıděńı, muśıme jich zavést v́ıce. Je-li ht největš́ı
z krok̊u, se kterými dané pole a ťŕıd́ıme, muśıme je deklarovat př́ıkazem

var a: array [-ht..n] of prvek;

Pro větš́ı hodnoty ht to nemuśı být výhodné. V následuj́ıćı proceduře Shell zarážky nepoužijeme. Čtenář jistě
dokáže napsat proceduru, využ́ıvaj́ıćı zarážek sám (viz též [1], str. 107). V této proceduře předpokládáme, že
t je globálńı konstanta, udávaj́ıćı počet r̊uzných krok̊u pro ťŕıděńı.

procedure Shell;

var i,j,k: index;

x: prvek;

m: 1..t;

h: array [1..t] of integer; {pole délek kroků}

begin

h[t] := 1; {výpočet posloupnosti kroků}

for i := t-1 downto 1 do h[i] := 3*h[i+1]+1;

for m := 1 to t do begin{třı́děnı́ s krokem h[m]}

k := h[m]; {krok}

for i := k+1 to n do begin {přı́mé vkládánı́}

x := a[i];

j := i-k;

while (x.klı́č < a[j].klı́č) and (j >= k) do begin

a[j+k] := a[j]; {bez zarážky}

j := j-k;

end;

a[j+k] := x;

end;

end;

end;

Př́ıklad 5.4

Pod́ıvejme se opět na posloupnost (44, 55, 12, 42, 9, 18, 6, 67). Zkuśıme ji uťŕıdit pomoćı Shellova algoritmu;
přitom zvoĺıme t = 3 a kroky h1 = 4, h2 = 2 a h3 = 1. Jak se dále dozv́ıme, nejde o př́ılǐs výhodnou volbu;
pro náš př́ıklad ale postač́ı.

Analýza Shellova tř́ıděńı

Analýza Shellova ťŕıděńı vede ke komplikovaným matematickým problémům, které přesahuj́ı rámec tohoto
textu. Uvedeme proto pouze některé výsledky; podrobněǰśı informace najde čtenář např. v [5].
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Zdrojová posloupnost:

Po prvńım pr̊uchodu s krokem 4:

Po druhém pr̊uchodu s krokem 2:

Výsledek po třet́ım pr̊uchodu s krokem 1:

Obr. 5.4: Shellovo ťŕıděńı (ťŕıděńı se zmenšováńım kroku)

Prvńı z problémů, o kterých se zmı́ńıme, je volba posloupnosti krok̊u hi. Otázka optimálńı volby neńı, jak se
zdá, dosud uspokojivě vyřešena. Je však známo, že obecně horš́ı výsledky dostaneme, jestliže bude hi násobkem
hi−1. Např. posloupnost . . . , 8, 4, 2, 1 nevede k př́ılǐs efektivńımu ťŕıděńı, nebot’ při této volbě porovnáme prvky
na sudých mı́stech s prvky na lichých mı́stech až v posledńım pr̊uchodu.

Na druhé straně je známo, že poměrně dobré výsledky dostaneme pro posloupnost krok̊u definovanou vztahy
ht = 1, kk−1 = 3hk +1; t voĺıme podle vztahu t = [log3 n]−1, kde [z] opět označuje celou část č́ısla z. Posledńı
prvky této posloupnosti jsou 1, 4, 13, 40, 121, . . . .

Lze dokázat, že pro tuto volbu krok̊u nepřesáhne počet porovnáńı hodnotu n3/2 [5].

Jiná doporučovaná posloupnost má tvar ht = 1, hk−1 = 2hk + 1; v tomto př́ıpadě urč́ıme t ze vztahu t =
[log2 n] − 1. Tato posloupnost konč́ı č́ısly 1, 3, 7, 15, 31, . . . .

Celková složitost Shellova algoritmu v tomto př́ıpadě je O
(
n1,2

)
. [1]

5.1.6 Stromové tř́ıděńı a tř́ıděńı haldou

Předchoźı metody byly založeny za opakovaném prohledáváńı pole - nejprve všech n prvk̊u, potom n−1 prvk̊u
atd. Pokud se nám nepodař́ı sńıžit počet prohledáváńı, bude počet porovnáńı vždy řádu O

(
n2
)
. Přitom by se

mohlo zdát, že stač́ı pouhé jedno prohledáńı pole, nebot’ při něm už źıskáme všechny poťrebné informace. Je
zřejmé, že všechny předchoźı metody informaćı př́ılǐs optimálně nevyuž́ıvaly.

Pokuśıme se tedy navrhnout metodu, která bude využ́ıvat informaćı poněkud efektivněji.

Rozděĺıme-li prvky v poli na dvojice, můžeme pomoćı n/2 porovnáńı určit menš́ı prvek z každé dvojice. Pomoćı
daľśıch n/4 porovnáńı urč́ıme menš́ı prvek z každé čtveřice (stač́ı porovnat menš́ı prvky z každé dvojice) atd.
Takto můžeme pomoćı n − 1 porovnáńı sestrojit porovnávaćı strom, jehož kořen obsahuje nejmenš́ı prvek
celého pole a kořen každého podstromu obsahuje nejmenš́ı prvek tohoto podstromu.

Př́ıklad 5.5

Provnávaćı strom, zkonstruovaný z posloupnosti (6, 11, 13, 1, 8, 17, 9, 30) vid́ıme na obr. 5.5.
Nyńı z celého stromu odstrańıme nejmenš́ı prvek. List, který tuto hodnotu obsahoval, nahrad́ıme vrcholem
s kĺıčem +∞, a ostatńı vrcholy porovnávaćıho stromu, které obsahovaly nejmenš́ı hodnotu, nahrad́ıme vždy
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Obr. 5.6: Porovnávaćı strom z obr. 5.5 po odstraněńı nejmenš́ıho prvku

druhým z dvojice vrchol̊u, ve které se tato hodnota vyskytovala. Nyńı můžeme odstranit druhý nejmenš́ı prvek
atd. Odstraněné hodnoty tvoř́ı posloupnost seřazenou podle velikosti. Stromové tř́ıděńı skonč́ı v okamžiku, kdy
vrcholu přǐrad́ıme hodnotu +∞.

Př́ıklad 5.5 (pokračováńı)

V porovnávaćım stromu na obr. 5.5 je nejmenš́ı hodnota 1. List, který ji obsahoval, nahrad́ıme listem s hodnotou
+∞. Předch̊udce tohoto listu bude obsahovat hodnotu 13, předch̊udce na úrovni 2 bude obsahovat hodnotu 6
a kořen pak taky 6. Strom, který vznikne touto úpravou, vid́ıme na obr. 5.6. V následuj́ıćım kroku odstrańıme
hodnotu 6 a do kořene se dostane 8. Daľśı kroky jistě zvládne čtenář sám.
Na sestrojeńı stromu jsme poťrebovali n krok̊u; na jednotlivé výběry poťrebujeme log2 n krok̊u (počet těchto
krok̊u je roven počtu úrovńı stromu). Protože výběr̊u ze stromu je celkem n, dostáváme, že stromové ťŕıděńı
poťrebuje O (n log2 n) krok̊u. Pro velká n tedy bude výhodněǰśı než Shellovo ťŕıděńı, které vyžaduje O

(
n1,2

)

krok̊u.

Pod́ıvejme se nyńı na nevýhody stromového ťŕıděńı. Tento algoritmus poťrebuje celkem 2n − 1 pamět’ových
mı́st, zat́ımco všechny předchoźı metody poťrebovaly pouze n mı́st. Nav́ıc v závěru stromového ťŕıděńı se strom
zaplńı vrcholy s hodnotou +∞, které se naprosto zbytečně porovnávaj́ı.

Obě tyto nevýhody se pokouš́ı odstranit metoda tř́ıděńı haldou (heapsort), kterou navrhl J. Williams [23].

Halda je zde vlastně binárńı strom, v němž jsou uložená data jistým zp̊usobem uspořádána a který je uložen
v poli. Formálńı definice haldy zńı:

Halda je posloupnost prvk̊u hl, hl+1, . . . , hr takových, že pro všechny indexy i = l, . . . , r/2 plat́ı nerovnosti
hi ≤ h2i , hi ≤ h2i+1 (5.10)

Uvažujme haldu h1, h2, . . . , hn. Pak je h1 kořenem stromu a h2 a h3 jsou jeho levý a pravý následovńık. Vrchol
h2 má následovńıky h4 a h5, vrchol h3 má následovńıky h6 a h7. Viz též obr. 5.7
Vezměme nyńı prvky al, . . . , an ťŕıděného pole a. Je-li l ≥ n/2, tvoř́ı podle definice haldu, nebot’ ve ťŕıděném
poli pro žádný index i = n/2 . . . n neexistuje a2i nebo a2i+1. Tyto prvky představuj́ı vlastně nejnižš́ı úroveň
binárńıho stromu. Abychom toho mohli využ́ıt, poťrebujeme ukázat, jak přidat do haldy nový prvek.
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Obr. 5.8: (a) Přidáváńı prvku s hodnotou 30 do haldy; (b) výsledek

Přidejme k haldě al+j , . . . , an prvek al. Nově přidaný prvek v posloupnosti al, . . . , an je na mı́stě kořene (nemuśı
j́ıt o kořen celého stromu, ale nějakého podstromu). Pod́ıváme se, zda pro něj plat́ı podmı́nky (5.10). Pokud
ano, je vše v pořádku a posloupnost al, . . . , an stále tvoř́ı haldu. Pokud ne, muśıme tento prvek prohodit
s menš́ım z jeho následovńık̊u tak, aby byly podmı́nky (5.10) splněny. Nyńı opět zkontrolujeme, zda plat́ı
podmı́nky (5.10); pokud ne, muśıme nově vložený prvek opět zaměnit s některým z následovńık̊u atd.

Nově vložený prvek tedy posunujeme z p̊uvodńı polohy v kořeni stromu na nižš́ı úrovně tak, aby platily
podmı́nky (5.10), které definuj́ı haldu.

Př́ıklad 5.6

Uvažujme haldu z obr. 5.8 (a), kterou tvoř́ı vlastně dva samostatné podstromy. Do této haldy chceme přidat
prvek s hodnotou 30. Nejprve jej vlož́ıme na pozici h1, takže se stane kořenem stromu. Protože ale nesplňuje
podmı́nky (5.10), muśıme jej prohodit s menš́ım z jeho následovńık̊u , který má hodnotu 8. Ani zde nejsou
podmı́nky (5.10) splněny, proto jej opět prohod́ıme s menš́ım z následovńık̊u (má hodnotu 29). Výsledek
vid́ıme na obr. 5.8 (b).

Jakmile umı́me přidat do haldy nový prvek, umı́me vytvořit haldu z prvk̊u celého pole:

1. Vyjdeme od prvk̊u al, . . . , an ťŕıděného pole a pro l = [n/2] + 1; tyto prvky tvoř́ı haldu.

2. K části haldy, která je již hotová, postupně přidáme prvky l − 1, l − 2, . . . , 1.

Proceduru, která přidá jeden prvek do haldy, nazveme výstižně VytvořHaldu, nebot’ s jej́ı pomoćı haldu opravdu
vytvoř́ıme.

procedure VytvořHaldu(l,r: integer);

label 13;

var i,j: index;

x: prvek;
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begin

i := l;

j := 2*i;

x := a[i]; {přidávaný prvek}

while j <= r do begin {V tomto cyklu se x zařadı́}

if j < r then {Porovnat s menšı́m z}

if a[j].klı́č > a[j+1].klı́č then inc(j); {následovnı́ků}

if x.klı́č <= a[j].klı́č then goto 13; {x je většı́ - konec}

a[i] := a[j]; i := j; j := 2*i;

end;

13: a[i] := x;

end;{vytvoř haldu}

Haldu vytvoř́ıme opakovaným voláńım této procedury pro l = [n/2] , [n/2] − 1, . . . , 1.

Ve vytvořené haldě bude na prvńım mı́stě nejmenš́ı prvek ze ťŕıděného pole; daľśı prvky však již seřazené
nejsou. Proto budeme celý postup opakovat pro prvky a2, . . . , an: vytvoř́ıme z nich haldu, která bude mı́t na
prvńım mı́stě (tj. ve druhé pozici ťŕıděného pole) nejmenš́ı hodnotu zbylé části posloupnosti. V daľśım kroku
pak vytvoř́ıme haldu z prvk̊u a3, . . . , an atd.

Zde ovšem vytvář́ıme haldu z n prvk̊u, pak haldu z n−1 prvk̊u atd. Výhodněǰśı bude, jestliže po prvńım kroku,
po vytvořeńı haldy z n prvk̊u, uklid́ıme nalezený nejmenš́ı prvek na konec pole, tj. vyměńıme prvńı prvek s
posledńım. Snadno se přesvědč́ıme, že pokud prvky a1, . . . , an tvořily haldu, tvoř́ı ji i prvky a2, . . . , an−1. Proto
nyńı bude stačit přidat k této haldě an a dostaneme haldu tvořenou a2, . . . , an. Druhý nejmenš́ı prvek pole,
který bude v kořeni této haldy, opět

”
uklid́ıme na konec“, vyměńıme ho s předposledńım prvkem pole atd.

Př́ıklad 5.7

Uvažujme posloupnost

(3, 5, 8, 2, 1, 4, 7, 6) .

Základem haldy budou prvky s indexy 5 - 8. k nim postupně přidáme prvky s indexy 4, 3, 2 a 1 a vytvoř́ıme
tak haldu

(1, 2, 4, 3, 5, 8, 7, 6) .

Nyńı
”
uklid́ıme“ nalezený nejmenš́ı prvek na konec pole, tj. prohod́ıme ho s posledńım prvkem. Tak dostaneme

posloupnost
(6, 2, 4, 3, 5, 8, 7, 1) .

Protože prvky 2, 4, 3, 5, 8, 7 tvoř́ı haldu, stač́ı k ńı přidat prvek 6. (Nyńı vytvář́ıme samozřejmě haldu pouze z
prvńıch n − 1 prvk̊u.). Po zařazeńı prvku 6 do haldy pomoćı procedury VytvořHaldu dostaneme posloupnost

(2, 3, 4, 6, 5, 8, 7, 1) .

Ve zbylé posloupnosti je tedy nejmenš́ı hodnota 2. To opět
”
uklid́ıme“ na konec, vyměńıme ji za předposledńı

prvek a dostaneme
(7, 3, 4, 6, 5, 8, 2, 1) .

Je tedy ťreba přidat k haldě tvořené prvky a [2] . . . a [6] prvek 7... atd. Výsledkem bude pole, seřazené obráceně:
(8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1) .

Popsaný postup vede k poli, seřazeném v obráceném pořad́ı. Pokud si přejeme pole, seřazené od nejmenš́ıho
prvku k největš́ımu (jako ve všech předchoźıch metodách), stač́ı prostě obrátit nerovnosti v proceduře Vytvoř-
Haldu (tedy vlastně obrátit nerovnosti v definici haldy ve vztaźıch (5.10)).

Vyložený postup zachycuje procedura Tř́ıděńıHaldou. Jej́ım jádrem je procedura VytvořHaldu se změněnými
nerovnostmi.

procedure VytvořHaldu(l,r: integer);

label 13;

var i,j: index;

x: prvek;

begin
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i := l;

j := 2*i;

x := a[i];

while j <= r do begin {Zařadı́ x na mı́sto}

if j < r then {Porovnánı́ s většı́m}

if a[j].klı́č < a[j+1].klı́č then inc(j); {prvkem}

if x.klı́č >= a[j].klı́č then goto 13; {Jsou-li násl. menšı́}

a[i] := a[j]; i := j; j := 2*i; {tak konec}

end;

13: a[i] := x;

end;{vytvoř haldu}

procedure Třı́děnı́Haldou;

var l, r: index;

x: prvek;

begin

l := (n div 2) + 1; {Prvky s indexy l..r}

r := n; {již tvořı́ haldu}

while l > 1 do begin

dec(l); {Přidávánı́ prvků k haldě}

VytvořHaldu(l,r)

end;

while r > 1 do begin {Nalezený nejmenšı́ prvek dej}

x := a[1]; {na konec pole}

a[1] := a[r];

a[r] := x; {a ze zbytku zase}

dec(r);

VytvořHaldu(1,r) {vytvoř haldu}

end;

end;{třı́děnı́ haldou}

Analýza tř́ıděńı haldou

Proceduru VytvořHaldu budeme volat při počátečńım vytvořeńı haldy n/2-krát. Počet mı́st, přes které se
budou při jednotlivých voláńıch přemı́st’ovat vkládané prvky, bude postupně [log2 (n/2)] , [log2 (1 + n/2)] , . . . ,
[log2 (n − 1)]. Celkem jde tedy o méně než [(n/2) log2 n] přesun̊u při konstrukci haldy.

Vlastńı ťŕıděńı (cyklus while r > 1 v proceduře Tř́ıděńıHaldou) vyžaduje n − 1 pr̊uchod̊u. Jednotlivá voláńı
procedury VytvořHaldu v tomto cyklu vyžaduj́ı nejvýše [log2 (n − 1)] , [log2 (n − 2)] , . . . , 1 přesun̊u; celkem
p̊ujde přibližně o (n − 1) (log2 (n − 1) − s) přesun̊u, kde s = log2 e = 1, 44269 . . . (viz vztah (5.5) v odd́ılu
o ťŕıděńı binárńım vkládáńım). Vedle toho poťrebujeme při každém pr̊uchodu t́ımto cyklem 3 přesuny na
přemı́stěńı nalezeného prvku na konec pole, tedy celkem daľśıch 3 (n − 1) přesun̊u.

Z toho plyne, že v celkový počet přesun̊u je O (n log2 n). To je výsledek lepš́ı než u Shellova algoritmu.

Na druhé straně je prvńı pohled je zřejmé, že jednotlivé kroky ťŕıděńı haldou jsou složitěǰśı než tomu bylo
u předchoźıch metod. Např. největš́ı prvek se po vytvořeńı haldy dostane na prvńı mı́sto a teprve pak jej
odsuneme na správné mı́sto na konci pole. Z toho plyne, že ťŕıděńı haldou bude výhodné zejména pro rozsáhlá
pole, kde se výrazně uplatńı malý počet operaćı.

5.1.7 Rychlé tř́ıděńı (quicksort)

Nejčastěǰśı označeńı, pod kterým se s t́ımto algoritmem setkáme, je quicksort . Vedle českého překladu rychlé
tř́ıděńı se také setkáme s označeńım tř́ıděńı rozdělováńım. Algoritmus pro rychlé vniťrńı ťŕıděńı publikoval
Hoare [24] a jak se bystrý čtenář podle názvu jistě dovt́ıpil, je (alespoň ve většině př́ıpad̊u) velmi rychlý.

Myšlenka tohoto algoritmu vycháźı ze skutečnosti, že nejefektivněǰśı jsou výměny prvk̊u v poli na velké
vzdálenosti. Jestliže např. vezmeme pole s n prvky seřazenými v obráceném pořad́ı, můžeme je uťŕıdit po-
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moćı pouhých n/2 výměn. Porovnáme prvky na obou konćıch pole a zaměńıme je; pak postouṕıme o jedno
pole směrem ke sťredu a zopakujeme porovnáńı.

Pokud pole neńı seřazené v obráceném pořad́ı, nemůže být náš postup tak př́ımočarý. Vyjdeme z principu
rozděl a panuj , o kterém jsme hovořili v kap. 3.1.

Zvoĺıme náhodně prvek x a uspořádáme pole a tak, aby vlevo od x ležely prvky s kĺıči menš́ımi než je kĺıč x
a vpravo prvky s kĺıči větš́ımi než je kĺıč x. T́ım jsme pole rozdělili na ťri části. Prvek x je již na svém mı́stě,
vlevo od něj jsou prvky menš́ı a vpravo od něj jsou prvky větš́ı.

Pokud pole obsahuje pouze 3 prvky a za x jsme zvoĺıme prosťredńı (prosťredńı pokud jde o velikost, tedy
medián), źıskáme t́ımto procesem uspořádané pole. Pokud má pole délku 2, můžeme za x zvolit kterýkoli z
nich - výsledkem bude opět uspořádané pole.

Odtud je již zřejmý algoritmus rychlého ťŕıděńı:

• Zvoĺıme x a rozděĺıme popsaným zp̊usobem ťŕıděné pole na úseky a [1] , . . . , a [s] , . . . , a [n]. Přitom plat́ı,
že a [s] = x, prvky a [1] , . . . , a [s − 1] jsou menš́ı nebo rovny x a prvky a [s + 1] , . . . , a [n] jsou větš́ı nebo
rovny x.

• Proces rozděleńı opakujeme pro úseky a [1] , . . . , a [s] a a [s + 1] , . . . a [n] a dále pak pro jejich části, až
dospějeme k úsek̊um délky 1. Ty jsou již automaticky uťŕıděné.

Rozděleńı pole na dvě části

Pod́ıvejme se nyńı podrobněji na proces rozděleńı pole na dvě části.

Z toho, co jsme si řekli v předchoźım odd́ılu, plyne: vyjdeme od prvńıho prvku pole a a budeme hledat prvek,
který je větš́ı než x (má větš́ı kĺıč). Zároveň budeme pole a prohledávat od konce, až naraźıme na prvek, který
je menš́ı než x. Pak tyto dva prvky zaměńıme. Až se oba směry prohledáváńı setkaj́ı uprosťred pole, skonč́ıme.

Vzhledem k tomu, že se s takovýmto děleńım pole na dvě části setkáme také v následuj́ıćım odd́ılu, věnovaném
hledáńı mediánu, formulujeme je jako samostatnou proceduru:

type pole = array [1..n] of prvek;

procedure Rozděl(var a: pole, x: prvek);

var w: prvek;

i,j: index;

begin

i := 1; j := n;

repeat {Tyto dva cykly while hledajı́}

while a[i].klı́č < x.klı́č do inc(i); {prvky, které se}

while x.klı́č < a[j].klı́č do dec(j); {navzájem vyměnı́}

if i <= j then begin

w := a[i]; a[i] := a[j]; a[j] := w; {Výměna}

inc(i); dec(j);

end;

until i > j; {Až do setkánı́ uprostřed pole}

end;

Př́ıklad 5.8

Uvažujme posloupnost

(17, 12, 15, 11, 20, 13) .

Za rozdělovaćı prvek x zvoĺıme hodnotu 15. Prvńı cyklus while najde prvek 17, který je větš́ı než x a lež́ı vlevo
od x. Druhý cyklus while najde prvek 13, který je menš́ı než x a lež́ı vpravo od x. Proto se tyto dva prvky
zaměńı. Tak dostaneme posloupnost

(13, 12, 15, 11, 20, 17) .
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Dále prvńı cyklus while skonč́ı u hodnoty 15 (tedy u prvku x) a druhý cyklus while u hodnoty 11. Po výměně
těchto prvk̊u bude mı́t naše posloupnost tvar

(13, 12, 11, 15, 20, 17) .

T́ım procedura rozdělováńı skonč́ı. Všimněte si, že se přemı́stila i zarážka x.

Poznamenejme, že v algoritmu pro rychlé ťŕıděńı použijeme lehce upravenou verzi této procedury.

Vlastńı algoritmus rychlého tř́ıděńı

Vlastńı implementace algoritmu quicksort bude již velice jednoduchá. Základem bude rekurzivńı (nebo itera-
tivńı) voláńı lehce upravené rozdělovaćı procedury.

V následuj́ıćı proceduře budeme pro změnu předpokládat, že pole ťŕıd́ıme na základě hodnot funkce Pořad́ı(X:
prvek):integer. Pokud bychom chtěli ťŕıdit podle kĺıč̊u, stač́ı výrazy tvaru Poad (a [i]) nahradit výrazy tvaru
a [i] .kli.

Procedura Tř́ıděńı, vnořená do procedury Quicksort, je vlastně stará známá procedura Rozděl, která má jako
vstupńı parametry počátečńı a koncový index ťŕıděného úseku pole. Jako x, prvek, podle kterého se pole
rozděluje, se voĺı vždy prosťredńı prvek. Na konec této procedury jsme doplnili rekurzivńı voláńı: jestliže po
rozděleńı vzniknou úseky deľśı než 1, zavolá se na ně opět procedura Tř́ıděńı.

Vlastńı tělo procedury Quicksort obsahuje pouze voláńı procedury Tř́ıděńı pro celé pole, tedy pro úsek od
indexu 1 do n.

procedure Quicksort; {Rekurzivnı́ verze}

{procedura Třı́děnı́ rozděluje pole na úseky a ty uspořádává}

{třı́dı́ úsek pole a od a[l] do a[r]}

procedure Třı́děnı́(l,r: index);

var w,x: prvek;

i,j: index;

begin {Třı́děnı́}

i := l; j := r;

x := a[(l+r) div 2]; {Zarážka: prvek uprostřed}

repeat

while Pořadı́(a[i]) < Pořadı́(x) do inc(i);

{Indexy prvků pro výměnu}

while Pořadı́(a[j]) > Pořadı́(x) do dec(j);

if i <= j then begin {výměna}

w := a[i]; a[i] := a[j]; a[j] := w;

inc(i); dec(j);

end;

until i>j;

if l < j then Třı́děnı́ (l,j); {prvek x na svém mı́stě}

if i < r then Třı́děnı́ (i,r); {třı́dı́ se ostatnı́}

end; {třı́děnı́}

begin {Quicksort}

Třı́děnı́(1,n);

end;{Quicksort}

Použit́ı rekurze v algoritmu rychlého ťŕıděńı je přirozeným d̊usledkem použit́ı principu rozděl a panuj. Ve
skutečnosti ale nemuśı být rekurzivńı tvar procedury Quicksort výhodný. Můžeme použ́ıt např. postupu, se
kterým jsme se seznámili v kap. 4.2., a převést Quicksort do nerekurzivńı podoby. Často je ovšem výhodněǰśı
vyj́ıt z rozboru algoritmu a pokusit se dospět k nerekurzivńı verzi př́ımo.

V našem př́ıpadě je zřejmé, že při každém pr̊uchodu, tj. při každém voláńı procedury Tř́ıděńı, se pole rozděĺı
na dva úseky. Jeden z nich můžeme ihned zpracovat, meze druhého si muśıme uschovat. K tomu použijeme
zásobńık.
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Na počátku vlož́ıme do zásobńıku meze celého pole, tj. 1 a n. Procedura QuicksortN (nerekurzivńı quicksort)
si tyto hodnoty ze zásobńıku vezme, úsek pole rozděĺı, jednu dvojici meźı ulož́ı do zásobńıku a druhou ihned
zpracuje.

Zpracováńı bude prob́ıhat v cyklu repeat, který skonč́ı, jakmile nebude v zásobńıku žádná daľśı dvojice meźı
ke zpracováńı.

Zásobńık bude pole, složené ze struktur, obsahuj́ıćıch dvojice index̊u. Definujeme jej jako objektový typ:

type zásobnı́k = object

z: array [1..m] of record {Pole na ukládánı́ dat}

l,r: index end;

s: 0..m; {Ukazatel na vrchol zásobnı́ku}

constructor Vytvoř;

procedure Vlož(i,j: index);

procedure Vyjmi(var i,j: index);

function Prázdný: boolean;

end;

Konstruktor Vytvoř ulož́ı do atributu s hodnotu 0 (zásobńık je prázdný). Metody Vlož resp. Vyjmi umožňuj́ı
vložit do zásobńıku dvojici index̊u resp. vyjmout ji ze zásobńıku. Booleovská funkce Prázdný vrát́ı true, bude-li
zásobńık prázdný, tj. bude-li s = 0. Implementace těchto metod je triviálńı a přenechávám ji čtenáři.

V proceduře deklarujeme zásobńık jako lokálńı proměnnou z typu zásobńık. Při ťŕıděńı se budeme - podobně
jako v rekurzivńı verzi - oṕırat o funkci Pořad́ı.

procedure QuicksortN; {Nerekurzivnı́ verze}

var i,j,l,r: index;

x, w: prvek;

z: zásobnı́k;

begin

z.Vytvoř;

z.Vlož(1,n); {Inicializace zásobnı́ku}

repeat {Dalšı́ úsek z vrcholu zásobnı́ku}

z.Vyjmi(l,r);

repeat {Rozdělenı́ úseku a[l]..a[r]}

i := l; j := r;

x := a[(l+r) div 2]; {Zarážka}

repeat

while Pořadı́(a[i]) < x do inc(i); {Indexy prvků pro výměnu}

while Pořadı́(a[j]) > x do dec(j);

if i <= j then begin {Výměna}

w := a[i]; a[i] := a[j]; a[j] := w;

inc(i); dec(j);

end;

until i>j;

if i < r then z.Vlož(i,r); {Ulož pravý úsek do zásobnı́ku}

r := j;

until l >= r;

until z.Prázdný;

end;

V implementaci nerekurzivńı verze algoritmu rychlého ťŕıděńı z̊ustal jeden nevyřešený problém: jak velké má
být m, konstanta, která určuje velikost zásobńıku? Odpověd’ najdeme při analýze algoritmu rychlého ťŕıděńı.

Analýza rychlého tř́ıděńı

Vyjdeme od analýzy procesu rozdělováńı pole na úseky. Má-li ťŕıděné pole n prvk̊u, poťrebujeme k rozděleńı
pole nejvýše n porovnáńı v cyklech while, kde porovnáme všechny prvky se zvolenou zarážkou x.
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Dále urč́ıme sťredńı počet výměn. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že ťŕıděné pole obsahuje
kĺıče 1, . . . , n. Všechny permutace kĺıč̊u, tedy všechna možná uspořádáńı prvk̊u v poli, pokládáme za stejně
pravděpodobné. Jako zarážku x jsme zvolili prvek s kĺıčem i. Potom bude poťrebný počet výměn roven součinu
počtu prvk̊u v levém úseku pole, i−1, a pravděpodobnosti výskytu kĺıče, který je větš́ı než i (a tedy jej muśıme
vyměnit). Tato pravděpodobnost je rovna počtu takových kĺıč̊u, lomenému n.

Sťredńı počet výměn při děleńı pole na úseky potom bude

M =
1

n

n∑

i=1

(i − 1)
n − i + 1

n
=

n

6
− 1

6n
≈ n

6
(5.11)

Kdyby se nám podařilo při volbě rozdělovaćıho prvku x zvolit vždy medián, tj. kdyby bylo výsledkem vždy
rozděleńı pole na poloviny, poťrebovali bychom k uťŕıděńı pole log2 n pr̊uchod̊u. To znamená, že v tomto
(nejvýhodněǰśım) př́ıpadě poťrebujeme celkem C = n log2 n porovnáńı a M = (n/6) log2 n výměn, tedy
(n/2) log2 n přesun̊u, nebot’ jedna výměna prvk̊u vyžaduje ťri přesuny.

Lze ukázat, že pokud budeme rozdělovaćı prvek volit náhodně (rovnoměrně), bude pr̊uměrná účinnost algoritmu
rychlého ťŕıděńı horš́ı o faktor 2 ln 2 [1],[26].

Pod́ıvejme se ještě na nejhorš́ı př́ıpad. Jeho analýza je zaj́ımavá nejen z hlediska účinnosti algoritmu, ale i z
hlediska velikosti zásobńıku (konstanty m) v nerekurzivńı verzi.

Zřejmě nejhorš́ı možný př́ıpad nastane, jestliže jako zarážku zvoĺıme nejmenš́ı prvek z daného úseku. Potom
bude mı́t pravý úsek délku n−1 prvk̊u a levý délku 1. Pokud se nám takováto nešt’astná volba podař́ı v každém
kroku, budeme poťrebovat mı́sto log2 n celkem n rozděleńı. V tomto př́ıpadě bude celkový počet porovnáńı i
přesun̊u O

(
n2
)

a rychlé ťŕıděńı již nebude dělat čest svému jménu.

Zmı́něný nejhorš́ı př́ıpad nastane mj. tehdy, když bude pole již předem uťŕıděné a my budeme volit jako x
vždy prvńı nebo posledńı prvek. Pokud bychom volili vždy prosťredńı prvek, představovalo by uťŕıděné pole
naopak nejlepš́ı př́ıpad; čtenář ovšem jistě snadno zkonstruuje pole, které povede k nejhorš́ımu př́ıpadu při
volbě prosťredńıho prvku.

Obvykle se doporučuje bud’ volit x náhodně nebo jako medián malého vzorku (3 - 5 prvk̊u). Taková volba sice
nezměńı pr̊uměrný výkon algoritmu, zlepš́ı ale jeho chováńı v nejhorš́ım př́ıpadě.

Pod́ıvejme se nyńı na nerekurzivńı verzi algoritmu. Délka zásobńıku muśı vycházet z nejhorš́ıho možného
př́ıpadu. V proceduře QuicksortN vždy zpracováváme levý úsek a meze pravého úseku ulož́ıme do zásobńıku,
kde čekaj́ı na budoućı zpracováńı. Jestliže bude mı́t pravý úsek vždy délku 1 a levý n − 1, nahromad́ı se nám
v zásobńıku až n dvojic meźı. To znamená, že v nejhorš́ım př́ıpadě může být poťreba pomocné paměti O (n)!

Přitom pro rekurzivńı proceduru nebude situace o nic lepš́ı - naopak, spoťreba paměti bude ještě vyšš́ı. Jak
v́ıme, budou se parametry rekurzivńıch voláńı ukládat na implicitńı zásobńık programu; vedle toho ovšem
přibudou ještě lokálńı proměnné a návratové adresy.

Vrat’me se ale k nerekurzivńı verzi. Snadno ukážeme, že když budeme vždy zpracovávat jako prvńı kratš́ı úsek
a deľśı odlož́ıme na později, bude maximálńı délka zásobńıku rovna m = log2 n (to nastane, jestliže budeme
za x volit vždy medián). Odpov́ıdaj́ıćı úpravu procedury QuicksortN zvládne čtenář jistě sám.

5.2 Hledáńı k-tého prvku podle velikosti

Tato úloha úzce souviśı s algoritmy pro vniťrńı ťŕıděńı. Máme pole a, mezi jehož prvky chceme naj́ıt k -tý podle
velikosti. Nejčastěji p̊ujde o hledáńı mediánu, tedy prvku, který je menš́ı nebo roven jedné polovině prvk̊u
pole a zároveň je větš́ı nebo roven druhé polovině prvk̊u pole. Např. mediánem posloupnosti (11, 23, 6, 19, 1)
je č́ıslo 11.

Občas ale poťrebujeme naj́ıt obecně k -tý prvek podle velikosti, tedy prvek x, pro který plat́ı: k − 1 prvk̊u pole
je menš́ıch nebo rovno x a n − k prvk̊u je větš́ıch nebo rovno x. Připomeňme si, že pokud ř́ıkáme, že prvek x
je větš́ı než prvek y, máme t́ım na mysli opět nerovnost mezi jejich kĺıči.
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Prvńı možnost, která nás napadne, je jednoduchá:

1. Pole a uťŕıd́ıme podle velikosti od nejmenš́ıho prvku k největš́ımu.

2. Vezmeme prvek a [k].

Ukážeme si ale, že existuje efektivněǰśı metoda.

5.2.1 Hoar̊uv algoritmus

Autorem tohoto algoritmu je Hoare [24] a využ́ıvá opět děleńı pole na úseky, popsané v odd́ılu 5.1.7. Postup
je následuj́ıćı:

Použijeme proceduru pro rozděleńı pole na úseky, přičemž polož́ıme l = 1 a r = n. Jako prvek x použijeme
a [k]. Výsledkem bude částečně uspořádané pole a pro indexy i a j, které dostaneme na konci procedury Rozděl,
bude platit

a) Pro všechna k < i plat́ı a [k] .kĺıč ≤ x.kĺıč.

b) Pro všechna k > j plat́ı a [k] .kĺıč ≥ x.kĺıč.

c) i > j.

Výsledkem bude jedna z následuj́ıćıch ťŕı možnost́ı:

1. j < k < i. Výměny skončily před dosažeńım zarážky x = a [k]. To znamená, že prvek a [k] děĺı pole a na
dva úseky tak, jak to požadujeme, a a [k] je hledaným k -tým nejmenš́ım prvkem.

2. j < k. Prvek x byl př́ılǐs malý (resp. jeho kĺıč byl př́ılǐs malý). Operaci děleńı muśıme zopakovat pro úsek
a [i] , . . . , [r].

3. k < i. Prvek x byl př́ılǐs velký. Operaci děleńı muśıme zopakovat pro úsek a [l] , . . . , a [j].

Př́ıklad 5.9

Pod́ıvejme se na př́ıklady obou nepř́ıznivých možnost́ı.

a) Je dána posloupnost (3, 2, 1, 6, 5, 4, 0, 9, 8, 7). Hledáme 5. prvek podle velikosti. Jestliže za x zvoĺıme a [5] = 5,
dostaneme po prvńım pr̊uchodu rozdělovaćı procedurou posloupnost (3, 2, 1, 0, 4, 5, 6, 9, 8, 7) a hodnoty index̊u,
při kterých se prohledáváńı zastavilo, budou i = 6 a j = 5. To znamená, že se prvek x = 5 odsunul z p̊uvodńıho
mı́sta doprava, nebot’ byl př́ılǐs velký. Muśıme pokračovat s úsekem a [1] , . . . , a [5].

b) Uvažujme opět posloupnost (3, 2, 1, 6, 5, 4, 0, 9, 8, 7). Tentokrát hledáme 6. prvek jako zarážku bereme x =
a [6] = 4. Po prvńım pr̊uchodu dostaneme posloupnost (3, 2, 1, 0, 4, 5, 6, 9, 8, 7) a indexy i a j budou i = 6,
j = 5. Prvek a [6] se odsunul z p̊uvodńıho mı́sta doleva, nebot’ byl př́ılǐs malý. Muśıme pokračovat s úsekem
a [6] , . . . , a [10].

Proceduru pro vyhledáńı k -tého prvku pole můžeme v Pascalu zapsat např. takto (podobně jako v předchoźım
odd́ılu předpokládáme, že prvky pole a jsou typu prvek a že typ index má rozsah 1 . . . n ):

procedure Najdi(k: index);

var l,r,i,j:index;

w,x: prvek;

begin

l := 1; r := n; {Na počátku celé pole}

while l < r do begin

x := a[k];

i := l; j := r;

repeat {Rozděl}

while a[i].klı́č < x.klı́č do inc(i);

while a[j].klı́č > x.klı́č do dec(j);

if i <= j then begin
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w := a[i]; {Výměna}

a[i] := a[j]; a[j] := w;

inc(i); dec(j);

end;

until i > j;

if j < k then l := i; {Přı́liš velký}

if k < i then r := j; {Přı́liš malý}

end;

end;

Budeme-li předpokládat, že se při každém rozděleńı intervalu zkrát́ı na polovinu délka úseku, ve kterém je
hledaný prvek, dostaneme pro poťrebný počet porovnáńı přibližný výraz

C = n +
n

2
+

n

4
+ · · · + 1 ≈ 2n

To znamená, že v nejlepš́ım př́ıpadě je tato metoda rychleǰśı než úplné uťŕıděńı pomoćı nejlepš́ıch algoritmů
pro vniťrńı ťŕıděńı, nebot’ ty požaduj́ı O (n log2 n) operaćı.

V nejhorš́ım př́ıpadě, kdy se počet prvk̊u v úseku, ve kterém lež́ı hledaný prvek, při každém rozděleńı zmenš́ı
pouze o 1, budeme poťrebovat n − 1 pr̊uchod̊u a tedy O

(
n2
)

porovnáńı.

5.3 Vněǰśı tř́ıděńı

V tomto odd́ılu se budeme zabývat metodami pro ťŕıděńı sekvenčńıch soubor̊u. Připomeňme se nejd̊uležitěǰśı
rozd́ıly ve srovnáńı s metodami pro ťŕıděńı poĺı.

O souboru předpokládáme, že je uložen na vněǰśım, zpravidla magnetickém médiu se sekvenčńım př́ıstupem.
To znamená, že muśıme zpracovávat jeden záznam po druhém v pořad́ı, v jakém jsou v souboru uloženy.

Vedle toho zde předem neznáme rozsah ťŕıděných dat, tj. počet n záznamů v souboru. Lze ale předpokládat,
že je tak velký, že se soubor nevejde do operačńı paměti poč́ıtače.

Čteńı záznamu ze souboru nebo uložeńı (zápis) do souboru budeme společně označovat jako př́ıstup do souboru.
Př́ıstup do souboru trvá o několik řád̊u déle než porovnáváńı záznamů, takže je z hlediska efektivity algoritmů
pro vněǰśı ťŕıděńı rozhoduj́ıćı. Proto si při rozboru algoritmů pro vněǰśı ťŕıděńı budeme vš́ımat jen počtu
př́ıstup̊u do souboru.

Na druhé straně máme obvykle k dispozici dostatečné množstv́ı vněǰśı paměti, takže s ńı nemuśıme př́ılǐs šeťrit
a budeme při ťŕıděńı využ́ıvat pomocných soubor̊u.

5.3.1 Př́ımé slučováńı

Algoritmus př́ımého slučováńı (sort-merge) odvod́ıme pomoćı metody rozděl a panuj . Na něm se seznámı́me
se základńımi problémy vněǰśıho ťŕıděńı. Protože si však dále ukážeme výhodněǰśı algoritmus, nebudeme jej
formulovat jako proceduru.

Budeme uvažovat takto: Protože je ťŕıděný soubor př́ılǐs velký, než aby se vešel do paměti, kde bychom na něj
mohli použ́ıt některou z metod pro vniťrńı ťŕıděńı, rozděĺıme jej na dva stejně velké soubory. Pokud dokážeme
tyto pomocné soubory (nějak) seťŕıdit, zbývá je sloučit a jsme hotovi.

Na pomocné soubory můžeme použ́ıt tutéž úvahu. To znamená, že každý z pomocných soubor̊u opět rozděĺıme
na poloviny atd.

Po přibližně log2 n kroćıch dospějeme k soubor̊um, které budou obsahovat pouze jeden záznam (n je neznámý
počet záznamů v p̊uvodńım souboru). Jenže soubor s jediným záznamem je již automaticky seťŕıděný. To
znamená, že stač́ı umět všechny tyto seťŕıděné soubory sloučit.

Ve skutečnosti si samozřejmě nemůžeme dovolit vytvořit n pomocných soubor̊u (i když jsme řekli, že vněǰśı
pamět́ı nemuśıme př́ılǐs šeťrit). Mı́sto toho ponecháme záznamy řekněme ve dvou souborech, se kterými budeme
zacházet jako s posloupnost́ı soubor̊u, nebo ještě lépe s posloupnost́ı seťŕıděných záznamů.
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Předpokládejme, že P a Q jsou dva vzestupně seťŕıděné soubory. Jak je slouč́ıme, aby vznikl vzestupně uťŕıděný
soubor R? Nejjednodušš́ı postup je tento:

1. Nejprve přečteme prvńı záznam ze souboru P a ulož́ıme jej do proměnné p. Pak přečteme prvńı záznam
ze souboru Q a ulož́ıme jej do proměnné q.

2. Porovnáme kĺıče proměnných p a q. Je-li p.kĺıč ≤ q.kĺıč, zaṕı̌seme do R proměnnou p a ze souboru P
přečteme daľśı záznam. Je-li p.kĺıč ≥ q.kĺıč, zaṕı̌seme do R proměnnou q a ze souboru Q přečteme daľśı
záznam.

3. Krok 2 opakujeme, dokud nenaraźıme na konec jednoho ze soubor̊u P nebo Q.

4. Pokud jsme narazili na konec souboru P, okoṕırujeme do souboru R proměnnou q a zbylé záznamy ze
souboru Q, jinak okoṕırujeme do souboru R proměnnou p a zbylé záznamy ze souboru P.

Výsledkem bude soubor R, který bude obsahovat vzestupně seřazené záznamy ze soubor̊u P a Q.
Nyńı již můžeme formulovat základ algoritmu ťŕıděńı př́ımým slučováńım. Přitom předpokládáme, že ťŕıd́ıme
soubor A. Pomocné soubory označ́ıme B a C.

1. Soubor A rozděĺıme do soubor̊u B a C tak, že do každého z nich překoṕırujeme sťŕıdavě jeden záznam.
Soubor B tedy nyńı obsahuje liché záznamy z A, soubor C obsahuje sudé záznamy z A.

2. Každý ze soubor̊u B a C chápeme jako posloupnost uťŕıděných soubor̊u délky 1. Z B a C vytvoř́ıme
soubor A tak, že jednoprvkové úseky slouč́ıme pomoćı výše popsaného postupu do dvouprvkových úsek̊u.
Soubor A nyńı obsahuje uspořádané dvojice.

3. Soubor A rozděĺıme do soubor̊u B a C tak, že do každého z nich překoṕırujeme sťŕıdavě jednu uspořá-
danou dvojici.

4. Sloučeńım dvouprvkových úsek̊u z B a C źıskáme soubor A, který bude obsahovat uspořádané čtveřice.

5. Body 3 a 4 opakujeme pro čtveřice, osmice atd., až dostaneme plně uťŕıděný soubor.

Při slučováńı soubor̊u B a C muśıme vźıt v úvahu, že počet n prvk̊u p̊uvodńıho souboru A nejsṕı̌s nebude roven
žádné mocnině dvou. Pokud např́ıklad bude n liché, bude po rozděleńı obsahovat soubor B o jeden záznam v́ıce
než soubor C. Obecně může jeden ze soubor̊u na konci obsahovat o jednu k -tici méně. Při slučováńı nesmı́me
na tyto záznamy zapomenout.

Př́ıklad 5.10

Uvažujme soubor (posloupnost)
A = (11, 8, 77, 54, 21, 64, 46, 0) .

Soubor A rozděĺıme v prvńım kroku do soubor̊u B a C takto:

B = (11, 77, 21, 46) , C = (8, 54, 64, 0)

Ve druhém kroku slouč́ıme B a C tak, že vznikne soubor A a s uspořádanými dvojicemi,

A = (8, 11, 54, 77, 21, 64, 0, 46) .

Tento soubor opět rozděĺıme do B a C, tentokrát tak, že do B dáme prvńı dvojici, do C druhou dvojici atd.
Dostaneme

B = (8, 11, 21, 64) , C = (54, 77, 0, 46) .

Sloučeńım dvojic dostaneme soubor A, který bude obsahovat uspořádané čtveřice:
A = (8, 11, 54, 77, 0, 21, 46, 64) .

Tento soubor rozděĺıme tak, že do B přijde jedna čtveřice a do C druhá:
B = (8, 11, 54, 77) , C = (0, 21, 46, 64) .

Sloučeńım těchto dvou soubor̊u dostaneme úplně uťŕıděný soubor A,

A = (0, 8, 11, 21, 46, 54, 64, 77) .
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Použijeme-li tento postup při ťŕıděńı soubor̊u na magnetických páskách, budeme poťrebovat 3 pásky (3 sto-
jany). Na magnetickém disku můžeme pracovat s několika soubory zároveň, takže stač́ı jedno zař́ızeńı, pokud
má dostatečnou kapacitu volného prostoru.

Abychom si dále usnadnili vyjadřováńı, zavedeme následuj́ıćı označeńı: Operace s celým souborem budeme
nazývat fáze; budeme hovořit např. o fázi rozdělováńı, ve které rozdělujeme soubor A na pomocné soubory B
a C, a o fázi slučováńı, ve které ze dvou soubor̊u B a C, které obsahuj́ı uťŕıděné k -tice, vytvoř́ıme soubor A,
obsahuj́ıćı uťŕıděné 2k -tice.

Jako kroky budeme označovat nejmenš́ı podprocesy při ťŕıděńı.

Analýza tř́ıděńı př́ımým slučováńım

Předpokládejme nejprve, že n = 2k pro nějaké přirozené k. Potom budeme v prvńım pr̊uchodu slučovat celkem
2k jednoprvkových úsek̊u, ve druhém pr̊uchodu 2k−1 dvouprvkových úsek̊u atd. při k -tém pr̊uchodu slouč́ıme
dva úseky o 2k−1 prvćıch.

Dostaneme tedy celkem k = log2 n pr̊uchod̊u.

Bude-li 2k−1 ≤ n ≤ 2k, bude počet pr̊uchod̊u opět roven nejvýše k. To znamená, že obecně můžeme počet
pr̊uchod̊u omezit č́ıslem [log2 n] + 1, kde [z] znamená celou část č́ısla z.

Každý pr̊uchod se skládá z fáze rozdělováńı a fáze slučováńı. Fáze rozdělováńı představuje jedno čteńı a jeden
zápis do souboru pro každý záznam, tedy celkem 2n př́ıstup̊u do souboru. Také ve fázi slučováńı muśıme každý
záznam nejprve přeč́ıst a později jej zase zapsat do souboru. Celkem tedy každý pr̊uchod znamená 4n př́ıstup̊u
do souboru.

To znamená, že celkový počet př́ıstup̊u do soubor̊u je omezen hodnotou 4n ([log2 n] + 1).

Vylepšeńı algoritmu tř́ıděńı př́ımým slučováńım

Fáze rozdělováńı představuje pouhé koṕırováńı záznamů. Vyžaduje jedno čteńı a jeden zápis do souboru pro
každý záznam a přitom je v podstatě neproduktivńı - že zab́ırá pouze čas. Bohužel ji nelze odstranit; jestliže si
ale můžeme dovolit použ́ıt ještě jeden pomocný soubor, můžeme ji fázi rozdělováńı spojit s fáźı slučováńı a tak
při každém pr̊uchodu ušeťrit pro každý záznam dva př́ıstupy do souboru. Dostaneme tak upravený algoritmus,
který bude použ́ıvat soubor̊u A, B, C a D. Postup pak vypadá takto:

Na počátku rozděĺıme ťŕıděný soubor A do soubor̊u C a D podobně jako v p̊uvodńı verzi algoritmu. Při
slučováńı však budeme vzniklé dvojice sťŕıdavě zapisovat do souboru A resp. B tak, že prvńı dvojici zaṕı̌seme
do A, druhou do B, ťret́ı do A atd. To znamená, že soubory A a B budou již obsahovat uťŕıděné dvojice.

V daľśım pr̊uchodu budeme slučovat dvojice ze soubor̊u A a B a vzniklé čtveřice zapisovat sťŕıdavě do C a D.

Snadno zjist́ıme, že touto úpravou zkrát́ıme čas v podstatě na polovinu (ovšem za cenu daľśıho souboru - a to
nemuśı být vždy přijatelné).

5.3.2 Tř́ıděńı přirozeným slučováńım

Použijeme-li algoritmu př́ımého slučováńı, bude lhostejné, zda je soubor na počátku již částečně uťŕıděn nebo
zda v něm jsou prvky uloženy zcela náhodně. Dokonce i pro zcela seťŕıděný soubor se provedou všechny
pr̊uchody.

Ve skutečnosti i soubor se zcela náhodně uspořádanými prvky může již obsahovat úseky, v nichž prvky za sebou
následuj́ı ve správném pořad́ı. Tř́ıděńı přirozeným slučováńım umožňuje takové úseky

”
přirozeným zp̊usobem“

využ́ıvat.

Než se pust́ıme do daľśıho výkladu, zavedeme pojem běh. Tak budeme označovat každou maximálńı uspořá-
danou podposloupnost v rámci ťŕıděné posloupnosti (souboru). To znamená, že v posloupnosti a1, . . . , an
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označ́ıme jako běh každou podposloupnost ar, . . . , as, pro kterou plat́ı nerovnosti

ar ≤ ar−1, as ≤ as+1, ai ≤ ai+1 pro r ≤ i < s. (5.12)

Např́ıklad posloupnost (5, 12, 7, 1, 9, 100) se skládá z běh̊u (5, 12), (7) a (1, 9, 100).

Při ťŕıděńı př́ımým slučováńım jsme vycházeli z předpokladu, že výchoźı soubor se skládá z n běh̊u délky 1,
a ty jsme postupně slučovali. Při ťŕıděńı přirozeným slučováńım budeme předpokládat, že se výchoźı soubor
skládá z bĺıže neurčeného počtu běh̊u r̊uzných délek, a při koṕırováńı a slučováńı budeme běhy určovat za
chodu programu podle (5.12).

”
Dynamické“ určováńı běh̊u přináš́ı jisté komplikace. Předevš́ım se mohou i podstatným zp̊usobem lǐsit počty

běh̊u ve slučovaných souborech. Vzhledem k tomu, že rozdělovaćı fáze koṕıruje běhy sťŕıdavě do souboru B
a C, by se mohlo zdát, že se počty běh̊u v těchto souborech budou lǐsit nejvýše o 1. Může se ale stát, že
posledńı prvek i-tého běhu je menš́ı než prvńı prvek i + 2-tého běhu (a rozdělovaćı fáze umı́st́ı tyto dva běhy
bezprosťredně za sebe). Slučovaćı fáze je pak bude chápat jako jediný běh.

Pod́ıvejme se na posloupnost (1, 5, 2, 9, 7, 11, 6, 22). Rozdělovaćı fáze zde najde 4 běhy po dvou prvćıch a
tuto posloupnost rozděĺı do soubor̊u B a C takto:

B = (1, 5, 7, 11) , C = (2, 9, 6, 22) .

V souboru B se ovšem dva běhy
”
samovolně sloučily“, takže slučovaćı fáze najde v B pouze jediný běh.

Procedura pro přirozené slučováńı

V tomto odstavci budeme předpokládat, že se ťŕıděný soubor skládá ze záznamů tvaru

type prvek = record

klı́č: integer;

d: data

end;

Záznamy ťŕıd́ıme podle vzr̊ustaj́ıćı hodnoty kĺıče.

Objektový typ Soubor

Při ťŕıděńı slučováńım je občas vhodné znát nejen hodnotu právě čteného záznamu v souboru, ale i hodnotu
záznamu následuj́ıćıho. V klasickém Pascalu k tomu slouž́ı tzv. př́ıstupová proměnná souboru. Turbo Pascal
tuto možnost nenab́ıźı, můžeme se ji ale snadno naprogramovat. Jedno z možných řešeńı představuje následuj́ıćı
objektový typ soubor .

soubor = object

f:file of prvek;

pp: prvek; {hraje roli přı́stupové proměnné souboru}

def: boolean;

procedure read(var x: prvek);

procedure assign(s: string);

procedure write(x: prvek);

procedure reset;

procedure rewrite;

procedure close;

function eof: boolean;

end;

Atribut f představuje proměnnou typu soubor tak, jak ji známe z Turbo Pascalu; pp bude hrát roli př́ıstupové
proměnné a def použijeme při nové definici funkce eof.

Při zápisu do souboru v tomto algoritmu př́ıstupovou proměnnou nepoťrebujeme. Metody assign, rewrite,
write a close budou prostě volat stejnojmenné standardńı procedury, např.
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procedure soubor.assign(s: string);

begin

system.assign(f,s);

end;

Metody pro čteńı ovšem př́ıstupovou proměnnou budou muset využ́ıvat. Při otevřeńı souboru pro čteńı proto
ihned přečteme prvńı záznam (pokud soubor nějaký obsahuje) a ulož́ıme jej do pp. Pokud je soubor prázdný,
vlož́ıme do proměnné def hodnotu false.

procedure soubor.reset;

begin

system.reset(f);

if not system.eof(f) then begin

system.read(f, pp);

def := true;

end else def := false;

end;

Procedura soubor.read vrát́ı hodnotu pp, přečte daľśı prvek (pokud existuje) a připrav́ı ho do pp. Pokud naraźı
na konec souboru, ulož́ı do def hodnotu false.

procedure soubor.read(var x: prvek);

begin

if def then x := pp;

if not system.eof(f) then begin

system.read(f, pp);

def := true;

end else def := false;

end;

Funkce eof prostě vraćı hodnotu atributu def, který signalizuje, zda je něco v př́ıstupové proměnné.

function soubor.eof;

begin

eof := not def;

end;

Procedura pro přirozené slučováńı soubor̊u

Zde uvedeme proceduru PřirozenéSlučováńı v jednodušš́ı podobě, s oddělenou rozdělovaćı a slučovaćı fáźı.
Tř́ıd́ıme soubor C, který pokládáme za globálńı instanci typu soubor. Pomocné soubory jsou A a B. Tělo
procedury PřirozenéSlučováńı se skládá z opakováńı rozdělováńı a slučováńı (procedury, které to prováděj́ı, se
jmenuj́ı výstižně Rozděl a Sluč). Přitom se v proměnné l poč́ıtaj́ı běhy, vytvořené při slučováńı; ťŕıděńı skonč́ı,
jestliže výsledný soubor obsahuje pouze jeden běh.

Procedura Rozděl v cyklu volá proceduru pro zkoṕırováńı jednoho běhu, ZkoṕırujBěh, a sťŕıdavě koṕıruje běhy
do A a B. Procedura Sluč v cyklu slučuje běhy ze soubor̊u A a B a zapisuje je do C ; k tomu použije proceduru
SlučBěh. Pokud obsahuje jeden ze soubor̊u v́ıce běh̊u než druhý, překoṕıruje nakonec zbylé běhy do C. Běhy
přitom poč́ıtá v proměnné l.

Procedura ZkoṕırujBěh koṕıruje jednotlivé prvky (volá proceduru ZkoṕırujPrvek), dokud nenaraźı na konec
běhu. Procedura ZkoṕırujPrvek koṕıruje jednotlivé prvky z jednoho souboru do druhého a přitom zjǐst’uje, zda
nenastal konec běhu nebo konec souboru (což je také konec běhu).

Slučovaćı fáze je poněkud složitěǰśı. Procedura Sluč se odvolává na proceduru SlučBěh, která slouč́ı aktuálńı
běh ze souboru A s aktuálńım během ze souboru B. Přitom v cyklu porovnává prvky, uložené v př́ıstupových
proměnných A a B a menš́ı z nich zaṕı̌se do C. Jestliže v jednom ze soubor̊u A, B běh skonč́ı, překoṕıruje
zbytek běhu ze zbývaj́ıćıho souboru do C. K tomu lze použ́ıt proceduru ZkoṕırujBěh.
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{****** Třı́děnı́ souboru metodou přirozeného slučovánı́ *****}

procedure přirozenéSlucovani;

var l: integer;

kb: boolean; {Indikuje konec běhu}

A, B: soubor;

procedure Zkopı́rujPrvek (var X,Y: soubor); {Kopı́ruje jednotlivý}

var buf: prvek; {prvek z X do Y a přitom zjišt’uje}

begin {konec běhu nebo souboru}

X.read(buf);

Y.write(buf);

if X.eof then kb := true {Test konce souboru}

else kb := buf.klı́č > X.pp.klı́č; {Test konce běhu}

end;

procedure Zkopı́rujBěh(var X,Y: soubor);

begin {zkopı́rovánı́ jednoho běhu ze souboru X do Y}

repeat

Zkopı́rujPrvek(X,Y) {V cyklu kopı́ruje prvky,}

until kb; {dokud nedojde na konec běhu}

end;{zkopı́rujBěh}

procedure Rozděl; {Rozdělovacı́ fáze}

begin {Ze souboru c do souborů a,b}

repeat

Zkopı́rujBěh(C,A); {Střı́davě kopı́ruje běhy}

if not C.eof then Zkopı́rujBěh(C,B) {z C do A nebo B}

until C.eof;

end; {Rozděl}

procedure SlučBěh;

begin {ze souborů A,B do C}

repeat {Porovná prvky v přı́stu-}

if A.pp.klı́č < B.pp.klı́č then begin {pových proměnných}

Zkopı́rujPrvek(A,C); {menšı́ překopı́ruje}

if kb then Zkopı́rujBěh(B,C)

end else begin

Zkopı́rujPrvek(B,C);

if kb then Zkopı́rujBěh(A,C) {Překopı́ruje zbytek}

end;

until kb;

end; {SlučBěh}

procedure Sluč; {Slučovacı́ fáze}

begin {Ze souborů A,B do souboru C}

while not A.eof and not B.eof do begin

SlučBěh; {Slučuje běhy z A a B}

inc(l); {a počı́tá je}

end{while 1};

while not A.eof do begin {Pokud má A vı́ce běhů než B}

Zkopı́rujBěh(A,C); {okopı́ruj zbytek}

inc(l);

end{while 2};

while not B.eof do begin {Pokud má B vı́ce běhů než A}

Zkopı́rujBěh(B,C); {okopı́ruj zbytek}

inc(l);

end{while 3};

end{slučovánı́};

begin {přirozené slučovánı́}

A.assign(’data.111’);

B.assign(’data.222’);

repeat {Rozdělovacı́ fáze}

A.rewrite; B.rewrite;
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C.reset;

Rozděl;

A.reset; B.reset; {Slučovacı́ fáze}

C.close;

C.rewrite;

l:=0;

Sluč;

until l = 1; {Jediný běh, tj. soubor = běh: KONEC}

end;{přirozené slučovánı́}

Je zřejmé, že účinnost tohoto algoritmu bude lepš́ı než účinnost př́ımého slučováńı. Nejhorš́ı př́ıpad nastane,
jestliže všechny běhy v p̊uvodńım souboru budou mı́t délku 1 a při rozdělováńı nebo slučováńı nikdy nedojde
k

”
samovolnému sloučeńı“ dvou po sobě následuj́ıćıch běh̊u. V takovém př́ıpadě bude v proceduře Sluč ťreba

O (log2 n) pr̊uchod̊u cyklem repeat a tedy celkový počet př́ıstup̊u do soubor̊u bude O (n log2 n).

Nejlepš́ı př́ıpad nastane, jestliže bude vstupńı soubor již uspořádaný. V takovém př́ıpadě najde slučovaćı
procedura jediný běh a skonč́ı po prvńım pr̊uchodu, takže budeme poťrebovat 4n př́ıstup̊u do souboru.

Daľśı možná vylepšeńı

Metody, se kterými jsme se dosud seznámili, lze označit za základńı. Existuj́ı ovšem daľśı, propracovaněǰśı a
také účinněǰśı metody. Řekneme si základńı myšlenky některých z nich. Podrobněǰśı informace najdete např.
v [1] nebo [5].

V́ıcecestné slučováńı

Máme-li k dispozici dostatek volného mı́sta ve vněǰśı paměti (dostatek stojan̊u pro magnetické pásky), můžeme
použ́ıt v́ıce pomocných soubor̊u. Jestliže v rozdělovaćı fázi rozděĺıme zdrojový soubor do N pomocných soubor̊u
a z nich pak budeme jednotlivé běhy slučovat, dostaneme N-cestné slučováńı. Podobně, jako jsme v př́ı-
padě metody př́ımého slučováńı odvodili složitost O(n.log2 n), odvod́ıme pro N-cestné slučováńı složitost
O (n logN n).

Poznamenejme, že nejde o řádové zlepšeńı, nebot’ logN n = log2 n
log2 N .

Polyfázové slučováńı

Tuto metodu navrhl L. R. Gilstadt [28]. Vycháźı ze snahy lépe využ́ıt pomocných soubor̊u (to je d̊uležité ze-
jména při ťŕıděńı na magnetických páskách, kde uzavřeńı a znovuotevřeńı souboru znamená zdlouhavé přev́ıjeńı
pásky).

Pod́ıvejme se na slučováńı ze soubor̊u A a B do souboru C. Jakmile jsme při přirozeném slučováńı narazili na
konec souboru A, okoṕırovali jsme zbytek souboru B do C a t́ım skončil pr̊uchod. Jestliže naraźıme na konec
souboru A při polyfázovém ťŕıděńı, uzavřeme ho, otevřeme ho pro zápis. Proces slučováńı bude pokračovat:
slouč́ıme zbytek souboru B se souborem C a výsledek zapisujeme na A.

Protože se n běh̊u ve vstupńım souboru změńı na n běh̊u ve výstupńım souboru, stač́ı si vést evidenci o počtu
běh̊u na jednotlivých páskách. Proces skonč́ı, až dospějeme do situace, kdy slouč́ıme dva vstupńı soubory,
obsahuj́ıćı po jednom běhu.

Použijeme-li v́ıce soubor̊u, bude postup podobný.

Př́ıklad 5.11

Ve vstupńım souboru A je 12 běh̊u, ve vstupńım souboru B ke 7 běh̊u (viz obr. 5.9). Při prvńım pr̊uchodu se
7 běh̊u ze souboru B slouč́ı s 7 běhy ze souboru A a vznikne 7 běh̊u v souboru C. To znamená, že soubor B je
nyńı

”
prázdný“ (vyčerpali jsme všechny běhy), zat́ımco v souboru A zbylo 5 běh̊u. Budeme tedy pokračovat

slučováńım 5 zbylých běh̊u ze souboru A se 7 běhy z C a výsledek budeme ukládat do B.

Ve druhém pr̊uchodu se slouč́ı 5 běh̊u z A s 5 běhy z C. Výsledkem bude prázdný soubor A, v C zbudou 2 běhy
a B bude obsahovat 5 běh̊u. Novým výstupńım souborem bude A.
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Obr. 5.9: Polyfázové ťŕıděńı (k př́ıkladu 5.11)

Třet́ı pr̊uchod slouč́ı 2 běhy z C se dvěma běhy z B, dostaneme 2 běhy v A a v B zbudou 3 běhy. Soubor C se
vyprázdńı a v př́ı̌st́ım pr̊uchodu bude sloužit jako výstupńı.

Při čtvrtém pr̊uchodu se slouč́ı 2 běhy ze souboru A se dvěma běhy z B a vzniknou dva běhy v C. Vyprázdńı
se soubor A, v B zbude jeden běh.

Pátý pr̊uchod slouč́ı jediný běh ze souboru B s jedńım během v C. B se vyprázdńı, v C zbude jeden běh a v
A je také jeden běh.

Posledńı pr̊uchod slouč́ı jediný běh v A s jediným během v C. V B je uťŕıděný soubor.

Daľśı vylepšeńı se mohou týkat rozděleńı běh̊u na páskách.

5.4 Některé daľśı metody tř́ıděńı

V tomto odstavci se seznámı́me s daľśımi metodami pro ťŕıděńı.

5.4.1 Přihrádkové tř́ıděńı

Přihrádkové tř́ıděńı (bucketsort) lze použ́ıt v př́ıpadě, kdy kĺıč, podle kterého ťŕıd́ıme, může nabývat poměrně
malého počtu hodnot. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že pro všechny prvky ai, které se mohou
ve ťŕıděné posloupnosti vyskytnout, plat́ı

ai.kĺıč ∈ M̂ = {1, 2, K, M} .

kde M je malé pevné č́ıslo. Naš́ım úkolem je opět seřadit danou posloupnost ai, i = 1, . . . , n, podle rostoućıho
kĺıče.

Základńı myšlenka přihrádkového ťŕıděńı je velmi jednoduchá. Definujeme N přihrádek P1, . . . , PM . Nyńı
budeme postupně procházet posloupnost ai a jednotlivé prvky budeme rozřazovat do odpov́ıdaj́ıćıch přihrádek.
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Obr. 5.10: Zdrojová posloupnost se rozťŕıd́ı do přihrádek a ty se pak slouč́ı

Prvky s kĺıčem 1 do přihrádky P1, prvky s kĺıčem 2 do přihrádky P2 atd. Potom přihrádky slouč́ıme v pořad́ı
P1 + P2 + · · · + PM (viz obr. 5.10).

Jako přihrádky mohou posloužit např. fronty nebo soubory (zálež́ı na rozsahu ťŕıděné posloupnosti). Důležité
je, aby struktura, kterou použijeme v roli přihrádky, zachovávala pořad́ı, ve kterém do ńı byly prvky vloženy;
jinak by tento algoritmus nebyl stabilńı, měnil by pořad́ı prvk̊u, které maj́ı stejnou hodnotu kĺıče.
Algoritmus přihrádkového ťŕıděńı popisuje procedura PřihrádkovéTř́ıděńı. V něm předpokládáme, že máme k
dispozici objektový typ fronta, který implementuje tuto datovou strukturu. Konstruktor fronta.Vytvoř vytvoř́ı
prázdnou frontu, metoda fronta.Vlož vlož́ı prvek na konec fronty a metoda fronta.Vyjmi vyjme prvek z čela
fronty. Booleovská funkce fronta.Prázdná vrát́ı true, je-li fronta prázdná. Tř́ıděná posloupnost je uložena v
poli a.

procedure PřihrádkovéTřı́děnı́;

var P: array [1..M] of fronta;

i: 0..n;

j: 1..M;

begin

for j := 1 to M do P[j].Vytvoř; {Vytvořı́ prázdné fronty}

for i := 1 to n do

P[a[i].klı́č].Vlož(a); {Vložı́ a[i] do správné fronty}

i := 0;

for j := 1 to M do {Přepı́še frontu zpět do pole a}

while not P[j].Prázdná do begin

inc(i);

P[j].Vyjmi(a[i]) {Vyjme prvek z P[j] a uložı́ do a[i]}

end;

end;

Analýza přihrádkového tř́ıděńı

Nejprve se pod́ıvejme na spoťrebu paměti. Pokud bychom implementovali frontu jako pole, museli bychom
poč́ıtat s možnost́ı, že všechny prvky ťŕıděné posloupnosti mohou mı́t stejný kĺıč. To znamená, že všechny
fronty muśı mı́t délku M , takže poťrebujeme pamět’ pro celkem Mn prvk̊u nav́ıc. To je zpravidla naprosto
nepřijatelné.

Muśıme tedy frontu implementovat jako seznam. V takovém př́ıpadě budeme poťrebovat nav́ıc n prvk̊u (ve
skutečnosti vzhledem k

”
administrativě“ seznamu o něco málo v́ıce). Můžeme ovšem očekávat, že program

bude o něco pomaleǰśı, než kdybychom použili pole - opět d́ıky
”
administrativě“ při práci se seznamem.

Nyńı se pod́ıváme na počet operaćı. Každý prvek jednou vyjmeme z pole a, vypočteme jeho kĺıč a vlož́ıme
ho do fronty. Na konci jej z fronty vyjmeme a ulož́ıme do pole. To znamená, že na každý prvek připadaj́ı dva
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přesuny a jeden výpočet kĺıče; celkem tedy 2n přesun̊u a n výpočt̊u kĺıče. Přihrádkové ťŕıděńı tedy vyžaduje
O (n) operaćı.

5.4.2 Lexikografické tř́ıděńı

Nejprve muśıme definovat lexikografické uspořádáńı. Je-li D lineárně uspořádaná množina a m přirozené č́ıslo,
pak lexikografické uspořádáńı množiny Dm (tedy množiny uspořádaných m-tic prvk̊u z množiny D) je uspo-
řádáńı definované tak, že nerovnost

(a1, a2, . . . , am) ≤ (b1, b2, . . . , bm) (5.13)

plat́ı, právě když se tyto dvě m-tice rovnaj́ı, (a1, a2, . . . , am) = (b1, b2, . . . , bm), nebo as ≤ bs pro nejmenš́ı
index s takový, že as 6= bs.

Př́ıklad 5.12

Pod́ıvejme se na dva př́ıklady lexikografického uspořádáńı.

Je-li D anglická abeceda, D = {a, b, c, . . . , z}, s uspořádáńım a ≤ b ≤ . . . ≤ z, představuje Dm množinu všech
řetězc̊u (slov) o m ṕısmenech a lexikografické uspořádáńı znamená obvyklé uspořádáńı podle abecedy.

Je-li D množina č́ıslic, D = {0, 1, . . . , 9} s obvyklým uspořádáńım, představuje Dm řetězec m č́ıslic. Každý
z těchto řetězc̊u můžeme pokládat za zápis celého č́ısla v deśıtkové soustavě (připoušt́ıme č́ısla, zač́ınaj́ıćı
nevýznamnými nulami, např. 00014). Snadno se přesvědč́ıme, že v tomto př́ıpadě se lexikografické uspořádáńı
je vlastně obvyklé uspořádáńı celých č́ısel.

Uvažujme nyńı posloupnost A1, A2, . . . , An, složenou z prvk̊u Dm. Tyto posloupnost m-tic chceme seťŕıdit na
základě lexikografického uspořádáńı (5.13). Algoritmus lexikografického ťŕıděńı je velmi jednoduchý, i když na
prvńı pohled nečekaný. Posloupnost A1, A2, . . . , An budeme opakovaně ťŕıdit pomoćı algoritmu přihrádkového
ťŕıděńı podle posledńı složky m-tice, pak podle předposledńı složky, podle (m − 2)-té složky atd.

Ze stability přihrádkového ťŕıděńı plyne, že při prvńım pr̊uchodu budou ve výsledné posloupnosti prvky A1 v
pořad́ı, určeném posledńım znakem. Ve druhém pr̊uchodu budou ve výsledné posloupnosti prvky A1 v pořad́ı,
určeném předposledńım znakem; pokud však bude u Ak a Al stejný předposledńı znak, budou ve stejném
pořad́ı, jako byly po prvńım pr̊uchodu - tedy v pořad́ı, určeném posledńım znakem. Tuto úvahu můžeme
zopakovat i pro daľśı pr̊uchody; z ńı plyne, že výsledkem bude lexikograficky seťŕıděná posloupnost.

Algoritmus lexikografického ťŕıděńı zaṕı̌seme opět v Pascalu. Přitom předpokládáme, že prvek ťŕıděného pole
a [i] obsahuje pole m kĺıč̊u.

procedure LexikografickéTřı́děnı́;

var P: array [1..M] of fronta;

i: 0..n;

j: 1..M;

l: 1..k;

begin

for l := k downto 1 do begin {Opakovaná přihrádková třı́děnı́}

for j := 1 to M do P[j].Vytvoř; {Vytvořı́ prázdné fronty}

for i := 1 to n do

P[a[i].klı́č[l]].Vlož(a); {Vložı́ a[i] do správné fronty}

i := 0;

for j := 1 to M do {Přepı́še frontu zpět do pole a}

while not P[j].Prázdná do begin

inc(i);

P[j].Vyjmi(a[i]) {Vyjme prvek z P[j] a uložı́ do a[i]}

end;

end;

end;

Je-li počet kĺıč̊u m a množstv́ı možných hodnot kĺıč̊u M pevné, poťrebujeme m pr̊uchod̊u přihrádkového
ťŕıděńı. Složitost lexikografického ťŕıděńı tedy je mO (n) = O (n).
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Poznámka

Z definice lexikografického ťŕıděńı by se mohlo zdát, že je rozumné zač́ıt porovnáńım prvńıch kĺıč̊u, pokud se
shoduj́ı, tak porovnat druhé kĺıče atd. Jestliže se takový algoritmus pokuśıte navrhnout, zjist́ıte, že bude velmi
komplikovaný.

Poznámka o abecedńım tř́ıděńı

Jako nejdeľśı české slovo se obvykle uvád́ı nejnedoobhospodařovávatelněǰśımi, které má 32 ṕısmen. Mohlo by
se tedy zdát, že na abecedńı ťŕıděńı abecedńı ťŕıděńı českých slov stač́ı vźıt řetězce dlouhé řekněme 60 znak̊u
(abychom pokryli i výrazy složené z několika slov) a použ́ıt algoritmu lexikografického ťŕıděńı.

Situace je bohužel poněkud komplikovaněǰśı, a to nejen d́ıky spřežce ch, která se chápe jako jedno ṕısmeno.
Postup při abecedńım řazeńı v češtině v češtině a slovenštině je předepsán státńı normou [29], alespoň v Česku
stále platnou. V tomto odstavci si pov́ıme o nejd̊uležitěǰśıch zásadách abecedńıho řazeńı, které z této normy
plynou.

Za primárńı ťŕıdićı znaky se pokládaj́ı ṕısmena tzv. české a slovenské standardizované unifikované abecedy

a b c č d e f g h ch i j k l m n o p q r ř s š t u v w x y z ž

Ṕısmena v této abecedě neuvedená,

á ä d’ é ě ı́ ĺ l’ ň ó ô ŕ t’ ú ů ý

maj́ı sekundárńı ťŕıdićı platnost. To znamená, že je nejprve chápeme jako ṕısmena bez diakritických znamének
(podobně se zacháźı i s ṕısmeny s diakritickými znaménky jiných národńıch abeced, včetně nerozepsaných
přehlásek; to znamená, že t’uhýk je v abecedě před tygrem). K tomu, že jde o odlǐsné znaky, přihĺıž́ıme pouze
v př́ıpadě jinak zcela totožných hesel.

Daľśı pravidla ř́ıkaj́ı, v jakém pořad́ı se řad́ı hesla, která se lǐśı diakritickými znaménky na r̊uzných mı́stech,
r̊uznými diakritickými znaménky na témže mı́stě, použit́ım malých a velkých ṕısmen apod. Tato pravidla jsou
sice komplikovaná, ale lze je bez problémů zvládnout.

Co ale čińı z českého abecedńıho řazeńı záležitost v podstatě algoritmicky neřešitelnou, jsou např. pravidla pro
zacházeńı s č́ıslicemi. Např. heslo 10 pohádek se bude řadit jako DESET pohádek, nebot’ jde o

”
slovńı součást

názvu“ knihy, zat́ımco Geometrie pro 8. ročńık se zařad́ı před heslo Geometrie pro 9. ročńık, nebot’
”
zde č́ıslice

výrazně určuj́ı pořad́ı“ (citováno podle [29], str. 8). Jinou lah̊udkou je zacházeńı s č́ınskými jmény, které se
chápou jako jedno slovo, i když obsahuj́ı mezery.

Z tohoto pov́ıdáńı plynou dvě mravńı naučeńı:

1. Abecedńı ťŕıděńı tak, jak je popsáno v [29], je závislé také na významu řazených hesel. To znamená,
že pokud máme pouze soubor řetězc̊u a budeme jej ťŕıdit poč́ıtačem, zákonitě se dopust́ıme prohřešk̊u
proti této normě. V běžných souvislostech se ale prohřešky v detailech toleruj́ı a při ťŕıděńı např. hesel
ve slovńıku lze vždy k heslu připojit kĺıč, který zp̊usob ťŕıděńı jednoznačně předeṕı̌se (např. k heslu 10
pohádek připoj́ıme pomocné heslo Deset pohádek, podle kterého ho budeme ťŕıdit).

2. Procedura pro porovnáńı dvou řetězc̊u podle pravidel českého abecedńıho ťŕıděńı bude natolik kompliko-
vaná, že při ťŕıděńı může zabrat v́ıce času než přesun záznamu v paměti.

5.4.3 Topologické tř́ıděńı

Topologické tř́ıděńı se použ́ıvá jako označeńı pro ťŕıděńı částečně uspořádaných posloupnost́ı. Než se pust́ıme
do daľśıho výkladu, zavedeme si poťrebné pojmy.

Částečné uspořádáńı

Řekneme, že množina S je částečně uspořádaná, je-li pro některé dvojice (x, y) ∈ S ×S definována relace
”

�
“,

která splňuje následuj́ıćı podmı́nky:
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Obr. 5.11: Orientovaný graf, znázorňuj́ıćı částečné uspořádáńı (5.14) z př́ıkladu 5.13
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Obr. 5.12: Uťŕıděná částečně uspořádaná množina z př́ıkladu 5.13

1. Relace
”

�
“ je tranzitivńı: plat́ı-li pro nějaká x, y, z ∈ S zároveň relace x

�
y a y

�
z, plat́ı také x

�
z.

2. Relace
”

�
“ je asymetrická: jestliže pro nějaká x, y ∈ S plat́ı relace x

�
y, nemůže platit zároveň relace

y
�

x.

3. Relace
”

�
“ je ireflexivńı: pro žádné x ∈ S neplat́ı relace x

�
x.

Relace se pochopitelně nazývá částečné uspořádáńı. Částečné uspořádáńı konečné množiny lze znázornit orien-
tovaným grafem; př́ıklad vid́ıme na obr. 5.11. Šipky, znázorňuj́ıćı orientaci hran, směřuj́ı k uzlu, znázorňuj́ıćımu

”
větš́ı“ prvek (prvek na pravé straně znaku

”
�
“). Z podmı́nek, které definuj́ı částečné uspořádáńı, plyne, že

takovýto graf nesmı́ obsahovat cykly.

Př́ıklad 5.13

Vezmeme množinu M = {1, 2, 3, 4, 5} a na ńı definujeme částečné uspořádáńı tak, že př́ımo vyjmenujeme
dvojice, které ho tvoř́ı:

1
�

5, 1
�

3, 3
�

2, 3
�

4, 5
�

2, 2
�

4 (5.14)

Toto částečné uspořádáńı lze znázornit orientovaným grafem na obr. 5.11.

Jiný př́ıklad částečného uspořádáńı: Vezměme množinu všech podmnožin R neprázdné množiny T . Částečné
uspořádáńı množiny R definuje relace

”
⊂“ (A ⊂ B zde znamená

”
A je vlastńı podmnožinou B“).

Částečné uspořádáńı bychom také mohli zavést pro axiomy a matematické věty, které z nich plynou. Relaci A
�

B by pak odpov́ıdal vztah
”
z tvrzeńı A plyne tvrzeńı B“.

Topologické tř́ıděńı

Chceme-li ťŕıdit posloupnost ai, pro jej́ıž prvky je definováno částečné uspořádáńı, muśıme toto částečné
uspořádáńı vnořit do nějakého lineárńıho uspořádáńı. To znamená uspořádat prvky posloupnosti ai tak, aby
pro každou dvojici ai, aj ze vztahu i < j plynulo, že bud’ plat́ı ai

�
aj nebo mezi ai a aj neńı relace

”
�
“

definována. Je jasné, že výsledek topologického ťŕıděńı nemuśı být jednoznačně definován.

Uťŕıděńı částečně uspořádané posloupnost́ı můžeme znázornit orientovaným grafem, ve kterém budou všechny
uzly ležet v jedné př́ımce a všechny šipky, vyjadřuj́ıćı orientaci hran, budou směřovat doprava (viz např. obr.
5.12 ).

Ukážeme si, jak může vypadat algoritmus pro topologické ťŕıděńı. Ve vstupńım souboru máme seznam relaćı
ve tvaru uspořádaných dvojic, popisuj́ıćıch relace částečného uspořádáńı. Soubor konč́ı č́ıslem 0. Chceme tyto
údaje seťŕıdit a vytisknout. Pro jednoduchost budeme předpokládat, že jde o celá č́ısla.

Např. vstupńı soubor, obsahuj́ıćı č́ısla 1, 5, 1, 3, 3, 2, 3, 4, 5, 2, 2, 4 popisuje množinu {1, . . . , 5}, na které je defi-
nováno částečné uspořádáńı vztahy (5.14) z př́ıkladu 5.13.
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Ze zadáńı plyne, že prvky ťŕıděné posloupnosti jsou položky, které se ve vstupńım souboru vyskytuj́ı alespoň
jednou. Při ťŕıděńı využijeme dynamické datové struktury S, odvozené od jednosměrného seznamu. Algorit-
mus, který použijeme, můžeme shrnout do následuj́ıćıch ťŕı bod̊u:

1. Prvky při vstupu ze souboru ukládáme do seznamu S. O každém prvku pr̊uběžně zjǐst’ujeme, kolik má
v daném částečném uspořádáńı předch̊udc̊u a následovńık̊u.

2. Potom v S vyhledáme prvky, které nemaj́ı žádného předch̊udce (
”
nejmenš́ı prvky“). Takový prvek muśı

být ve vstupńım souboru - a tady v S - alespoň jeden, nebot’ jinak by graf tohoto uspořádáńı obsahoval
cyklus.

3. Tyto
”
nejmenš́ı“ prvky vytiskneme a odstrańıme z S. Zbude mám částečně uspořádaná množina, takže v

ńı opět vyhledáme
”
nejmenš́ı“ prvky, tj. prvky, které nemaj́ı předch̊udce, a odstrańıme je. Tento postup

budeme opakovat až do úplného vyprázdněńı S.

Seznam S bude obsahovat o každém z prvk̊u tyto údaje: hodnotu prvku, množinu jeho následovńık̊u a počet
jeho předch̊udc̊u v daném částečném uspořádáńı. Informace o následńıćıch jednotlivých prvk̊u ťŕıděné množiny
se budeme dozv́ıdat postupně při čteńı vstupńıho souboru. Proto připoj́ıme ke každému prvku množiny po-
mocný seznam jeho následovńık̊u, nebo ještě lépe seznam odkaz̊u na následovńıky.

Strukturu, která bude prvek seznamu reprezentovat, nazveme hlavńı, nebot’ bude hlavńı složkou seznamu. Vedle
toho budeme ale poťrebovat strukturu pomocný pro reprezentaci prvk̊u pomocných seznamů následovńık̊u.
Jejich deklarace budou

type uHlavnı́ = ^Hlavnı́;

uPomocný = ^Pomocný;

Hlavnı́ = record {Prvek hlavnı́ho seznamu}

klı́č, počet: integer; {Klı́č a počet předchůdců}

upom: uPomocný; {Odkaz na seznam následovnı́ků}

dalšı́: uHlavnı́; {Odkaz na dalšı́ prvek}

end;

Pomocný = record {Prvek seznamu následovnı́ků}

id: uHlavnı́; {Ukazatel na následovnı́ka}

dalšı́: uPomocný; {Ukazatel na dalšı́ prvek seznamu}

end;

Složka kĺıč obsahuje prvek ťŕıděné posloupnosti.

Na obr. 5.13 vid́ıme seznam, který se vytvořil po přečteńı prvńı dvojice 1, 5 ze vstupńıho souboru. Prvńı
prvek seznamu obsahuje položku 1, žádná položka neńı menš́ı. Jediný prvek připojeného pomocného seznamu
obsahuje ukazatel na větš́ı položku, v tomto př́ıpadě na 5. Druhý prvek seznamu obsahuje položku 5 a informaci,
že má jediného předch̊udce. Protože nemá (zat́ım) následovńıky, je připojený pomocný seznam prázdný.
Celý program se bude skládat ze čtyř etap; po př́ıpravných operaćıch přečteme vstupńı soubor a na základě
údaj̊u, které obsahuje, vytvoř́ıme seznam prvk̊u a relaćı mezi nimi. Ve ťret́ı etapě sestav́ıme seznam prvk̊u,
které nemaj́ı žádné předch̊udce (jsou ve smyslu daného částečného uspořádáńı

”
nejmenš́ı“).

V posledńım kroku odstrańıme ze seznamu nejmenš́ı prvky. Zároveň samozřejmě v následovńıćıch odstraněných
prvk̊u zmenš́ıme odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem údaje o počtu předch̊udc̊u. Výsledkem bude opět částečně uspořá-
daná množina, takže bude zase obsahovat alespoň jeden nejmenš́ı prvek. Tento postup budeme opakovat až do
vyprázdněńı seznamu.

Hlavnı́ program tedy bude

begin

Přı́prava;

VytvořSeznam;

NajdiNejmenšı́;

VypišSeznam;

end.
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Obr. 5.13: po přečteńı prvńı dvojice ze vstupńıho souboru

Tentokrát nepoužijeme objektových typ̊u. To znamená, že muśıme definovat ukazatele na počátek a konec
seznamu jako globálńı proměnné (budou se jmenovat čelo a závěr a budou typu uHlavńı). Vedle toho definujeme
globálńı proměnnou z typu integer, která bude sloužit jako poč́ıtadlo prvk̊u v seznamu.

Procedura Př́ıprava smaže obrazovku a vytvoř́ı prázdný seznam se zarážkou:

procedure Přı́prava;

begin

clrscr;

new(celo); {vytvořenı́ prázdného seznamu hlavnı́ch prvků}

zaver := celo;

z := 0; {počı́tadlo prvků}

end;

V proceduře VytvořSeznam přečteme vždy jednu dvojici x, y ze souboru f . Pod́ıváme se, zda je x již v seznamu;
pokud tam neńı, přidáme ho tam. Dále se pod́ıváme, zda je v seznamu y, a pokud neńı, zařad́ıme ho. Zároveň
k x připoj́ıme informaci, že jeho následovńıkem je y (tj. do pomocného seznamu, připojeného k x, vlož́ıme
prvek s adresou y) a u prvku y zvýš́ıme počet předch̊udc̊u.

Pro vyhledáńı prvku v seznamu a jeho př́ıpadné zařazeńı použijeme funkci JeVSeznamu, která zároveň vrát́ı
adresu tohoto prvku:

function JeVSeznamu(w: integer): uHlavnı́;

{určenı́ hlavnı́ho prvku s klı́čem w a přı́padně zařazenı́ do seznamu}

var h: uHlavnı́;

begin {JeVSeznamu}

h := čelo;

závěr^.klı́č := w; {definice zarážky}

while h^.klı́č <> w do h := h^.dalšı́; {hledani}

if h = závěr then begin {prvek nenı́ v seznamun - přidej ho}

new(závěr);

inc(z);

h^.počet := 0;

h^.upom := nil;

h^.dalšı́ := závěr;

{zarážka se stala poslednı́m prvkem, vytvořı́ se nová}

end;

JeVSeznamu := h;

end; {JeVSeznamu}
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Procedura VytvořSeznam čte jednotlivé dvojice, zařazuje je do seznamu a připojuje informace o předch̊udćıch
a následovńıćıch. Přitom předpokládáme, že údaje jsou uloženy v souboru topo.dta

procedure VytvořSeznam;

var p, q: uHlavnı́;

t: uPomocný;

x, y: integer;

f: text;

begin {Vstup}

assign(f, ’topo.dta’); {otevřenı́ souboru topo.dta}

reset(f);

read(f,x);

while x <> 0 do begin {Vstupnı́ soubor končı́ nulou}

read(f,y);

writeln(x,’ ’,y);

p := JeVSeznamu(x); q := JeVSeznamu(y);

new(t); {Odkaz na nového následovnı́ka}

t^.id := q;

t^.dalšı́ := p^.upom;

p^.upom := t;

inc(q^.počet); {Informace o počtu předchůdců}

read(f,x)

end;

close(f);

end;

V daľśım kroku vyhledáme nejmenš́ı prvky, a spoj́ıme je do nového seznamu. K tomu využijeme jejich spojek
(odkaz̊u na následuj́ıćı prvky), nebot’ p̊uvodńı seznamovou strukturu už nebudeme poťrebovat. Ukazatelem
na prvńı prvek nového seznamu bude proměnná čelo. (Nemuśıme se bát, že tak znič́ıme strukturu seznamu
a ztrat́ıme spojeńı na některé jeho části; každý z nejmenš́ıch prvk̊u má nějaké následovńıky a odkazy na ně
jsou v připojeném pomocném seznamu. Snadno zjist́ıme, že se touto cestou můžeme dostat ke všem prvk̊um
seznamu.

Spojeńı nejmenš́ıch prvk̊u do nového seznamu obstará procedura NajdiNejmenš́ı. Prvky vkládá na začátek
seznamu, takže nyńı budou v obráceném pořad́ı než v p̊uvodńı struktuře.

procedure NajdiNejmenšı́;

var p, q: uHlavnı́;

begin {vyhledánı́ hlavnı́ch prvků s počtem = 0 předchůdců}

p := čelo;

čelo := nil;

while p <> závěr do begin {Prohledá až po zarážku}

q := p;

p := p^.dalšı́;

if q^.počet = 0 then begin

q^.dalšı́ := čelo; čelo := q;

end;

end;

end;

Nyńı zbývá vypsat prvky ve správném pořad́ı (nebo je zpracovat jiným zp̊usobem). Procedura VypǐsSeznam
vezme prvńı prvek, vyṕı̌se ho a v následovńıćıch, uvedených v pomocném seznamu, sńıž́ı počet předch̊udc̊u
(složka počet). Jestliže v některém z následovńık̊u klesne počet předch̊udc̊u na 0, přidá ho do seznamu nej-
menš́ıch prvk̊u.

procedure VypišSeznam;

var p, q: uHlavnı́;

t: uPomocný;

begin

q := celo;{výstupnı́ fáze}
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2
4

1
3

2
2

1
5

0
1
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Obr. 5.14: Vytvořený seznam

while q <> nil do begin

writeln(q^.klı́č);

dec(z); {Odpočti zpracovaný prvek}

t := q^.upom;

q := q^.dalšı́;

while t <> nil do begin {Probı́ráme následovnı́ky}

p := t^.id;

dec(p^.počet);

if p^.počet = 0 then begin {Už nemá předchůdce - přidáme ho}

p^.dalšı́ := q; {do seznamu prvků bez předchůdců}

q := p;

end;

t := t^.dalšı́;

end;

end;

if z <> 0 then writeln(’Tato množina nenı́ částečně uspořádaná’);

end;

Jestliže v seznamu nenajdeme prvek bez předch̊udc̊u z přitom seznam neńı prázdný, nebyla množina částečně
uspořádaná; graf relaćı obsahoval cyklus.

Poznamenejme, že v tomto jednoduchém programu jsme se nestarali o zrušeńı seznamu po skončeńı programu.
Čtenář se může pokusit upravit jej tak, abychom mohli prvky po zpracováńı uvolnit pomoćı procedury dispose,
a to i v př́ıpadě, že vstupńı data nedefinovala částečné uspořádáńı.

Př́ıklad 5.14

Předpokládejme, že ve vstupńım souboru jsou dvojice, pro přehlednost doplńıme znak
”

�
“, vyznačuj́ıćı uspo-

řádáńı:

1
�

5, 5
�

2, 1
�

3, 2
�

4, 3
�

2, 3
�

4.

Jde vlastně o uspořádáńı (14), dvojice jsou ale v jiném pořad́ı. Procedura VytvořSeznam vytvoř́ı seznam, který
vid́ıte na obr. 5.14 Procedura NajdiNejmenš́ı tento seznam nezměńı, nebot’ čelo ukazuje shodou okolnost́ı na
jediný nejmenš́ı prvek.
Procedura VypǐsSeznam vyṕı̌se hodnotu nejmenš́ıho prvku, 1, a v jeho následovńıćıch podle uspořádáńı sńıž́ı
údaj o počtu předch̊udc̊u. Přitom zjist́ı, že prvky s kĺıči 5 a 3 už nemaj́ı žádného předch̊udce a zařad́ı je do
seznamu. Strukturu seznamu po této úpravě vid́ıte na obr. 5.15. Všimněte si, že prvek 2 je nyńı dostupný
pouze jako následovńık prvku 5 nebo 3.
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Obr. 5.15: Seznam po zpracováńı prvku 1



Kapitola 6

Použit́ı binárńıho stromu

S binárńım stromem a základńımi algoritmy pro práci s ńım jsme se setkali již v kapitole 2.2.2. Zde si ukážeme
některé daľśı vlastnosti a použit́ı této datové struktury.

6.1 Vyvážené stromy

Binárńı strom označ́ıme za dokonale vyvážený, jestliže pro jeho libovolný vrchol v plat́ı, že počet vrchol̊u v
levém a pravém podstromu vrcholu v se lǐśı nejvýše o 1.

Neńı obt́ıžné sestrojit statický dokonale vyvážený strom, tedy strom, u něhož předem známe počet vrchol̊u
a ten se nebude měnit. (Jde o úlohu podobnou konstrukci optimálńıho vyhledávaćıho stromu, se kterou se
setkáme v 6.2.2.)

Značné problémy ovšem nastanou, jestliže se bude strom v pr̊uběhu své existence měnit, tj. jestliže do něj
budeme cht́ıt přidávat vrcholy nebo je rušit. Proto se obvykle použ́ıvaj́ı slabš́ı definice vyváženosti. Jednu z
nich navrhli Adelson-Velskij a Landis [32] a stromy, vyvážené podle jejich definice, se (podle nich) označuj́ı jako
AVL-stromy nebo jako AVL-vyvážené stromy. Protože žádnou jinou definici vyváženosti nebudeme použ́ıvat,
budeme o nich hovořit prostě jako o vyvážených stromech. Tedy:

Strom je vyvážený, právě když se výšky obou podstrom̊u, připojených k jeho libovolnému vrcholu, lǐśı nejvýše o
1.

Autoři AVL-stromů dokázali, že výška AVL-stromu nikdy nepřesáhne 1,45-násobek výšky dokonale vyváženého
stromu, složeného ze stejných vrchol̊u. To znamená, že obvyklé operace, jako je přidáńı vrcholu do stromu,
vyhledáńı nebo zrušeńı vrcholu lze provést v čase O (log2 n), kde n je počet vrchol̊u.

Vyhledáváńı ve vyváženém stromu se nelǐśı od vyhledáváńı v
”
obyčejném“ binárńım stromu. Při přidáváńı

nebo rušeńı vrchol̊u se ovšem z vyváženého stromu může stát strom nevyvážený. Pod́ıváme se, jak se napravuje
rovnováha, porušená při přidáváńı vrchol̊u; postup při obnoveńı rovnováhy po zrušeńı vrcholu bude podobný.

6.1.1 Přidáváńı vrchol̊u do vyváženého stromu

Máme tedy strom, který byl vyvážený, a do kterého jsme přidali jeden vrchol. Pro určitost předpokládejme,
že jsme jej přidali levého podstromu. Jestliže si označ́ıme K kořen, L resp. P levý resp. pravý podstrom a vL

resp. vP jejich výšky, bude před přidáńım vrcholu platit jedna z následuj́ıćıch ťŕı možnost́ı:

1. vL = vP . Po přidáńı bude vL o jedničku větš́ı než vP , nicméně strom z̊ustane vyvážený.

2. vL < vP . Po přidáńı bude vL = vP , strom z̊ustal vyvážený.

3. vL > vP . Po přidáńı bude vL = vP + 2, takže strom již neńı vyvářený - je ťreba zjednat nápravu.

Při vyvažováńı muśıme zachovat relativńı pořad́ı vrchol̊u ve stromu, nebot’ to odpov́ıdá pořad́ı kĺıč̊u. To
znamená, že jediné př́ıpustné zásahy budou rotace vrchol̊u, při kterých např. vrchol L nahrad́ı K, kořen K
přejde do pravého podstromu apod.

101
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Obr. 6.2: Jednoduchá rotace LL

Př́ıklad 6.1

V tomto př́ıkladu si ukážeme všechny situace, které mohou nastat (podle [1]). Uvažujme prázdný AVL-strom,
do kterého budeme postupně přidávat vrcholy s hodnotami 4, 5, 7, 2, 1, 3, 6.

Po přidáńı vrcholu 7 vznikne poprvé nevyvážený strom, který vid́ıte na obr. 6.4 vlevo. Nápravy dosáhneme
jednoduchou rotaćı vpravo, kterou označ́ıme PP (prodloužil se pravý podstrom pravého podstromu).
Po přidáńı vrcholu 2 z̊ustane strom vyvážený. Po přidáńı vrcholu 1 se rovnováha opět poruš́ı (obr. 6.4), takže
muśıme použ́ıt jednoduchou rotaci doleva (LL, nebot’ se prodloužil se levý podstrom levého podstromu).
Po přidáńı vrcholu 3 poruš́ı vyváženost kořene, tj. vrcholu 5. K nápravě nyńı použijeme dvojitou rotaci, kterou
označ́ıme LP (vyrostl levý podstrom pravého podstromu, obr. 6.4). Nejprve uprav́ıme levý podstrom s kořenem
2 tak, aby se jeho kořenem stal vrchol 4. Pak posuneme kořen celého stromu - t́ım se stane 4.
Posledńı přidaná hodnota je 6. Tentokrát se objev́ı nerovnováha v levém podstromu pravého podstromu, takže
použijeme rotaci PL. Postup je zrcadlovým obrazem rotace LP (obr. 6.4).
Při práci s vyváženým stromem budeme poťrebovat údaje o tom, o kolik se lǐśı výška levého a pravého
podstromu. Proto přidáme do každého záznamu položku vyváženost, která bude obsahovat rozd́ıl výšky pravého
a levého podstromu (v tomto pořad́ı). Ve složce počet budeme ukládat počet výskyt̊u prvku s daným kĺıčem.

type uVrchol = ^vrchol;

vrchol = record

klı́č: integer;

počet:integer;
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Obr. 6.3: Dvojitá rotace LP
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Obr. 6.4: Dvojitá rotace PL

levý, pravý: uVrchol;

vyváženost: -1..1;

end;

Při vkládáńı budeme poťrebovat informaci o tom, zda se výška podstromu změnila. K tomu použijeme pomocný
parametr h typu boolean, který budeme předávat hodnotou. Jestliže přidáme prvek do levého podstromu kořene
K a výška tohoto podstromu se zvětš́ı, bude poťrebné strom znovu vyvážit, jestliže bude vyvenost = −1.
Jestliže jsme přidávali do pravého podstromu a jeho výška se zvětšila, bude poťrebné strom znovu vyvážit,
bude-li vyvenost = 1.

Podle hodnoty vyváženost v kořeni podstromu pak urč́ıme, kterou z rotaćı použijeme. V následuj́ıćı proceduře
vlož jsou rotace vyjádřeny jako vnořené procedury LL, LR atd.

procedure vlož(x: integer; var p: uVrchol; var v: boolean);

var p1, p2: uVrchol; {na počátku musı́ být v = false}

procedure LL; {levý podstrom levého podstromu}

begin

p^.levý := p1^.pravý;

p1^.pravý := p;

p^.vyváženost := 0;

p := p1;

end; {LL}

procedure RR; {pravý podstrom pravého podstromu}

begin

p^.pravý := p1^.levý;

p1^.levý := p;

p^.vyváženost := 0;

p := p1;

end; {RR}

procedure LR; {levý podstrom pravého podstromu}

begin

p2 := p1^.pravý;

p1^.pravý := p2^.levý;

p2^.levý := p1;

p^.levý := p2^.pravý;

p2^.pravý := p;

if p2^.vyváženost = -1 then p^.vyváženost := 1

else p^.vyváženost := 0;

if p2^.vyváženost = +1 then p1^.vyváženost := -1

else p1^.vyváženost := 0;

p := p2;

end; {LRLLR}

procedure RL; {pravý podstrom levého podstromu}

begin

p2 := p1^.levý;

p1^.levý := p2^.pravý;
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p2^.pravý := p1;

p^.pravý := p2^.levý;

p2^.levý := p;

if p2^.vyváženost = +1 then p^.vyváženost := -1

else p^.vyváženost := 0;

if p2^.vyváženost = -1 then p1^.vyváženost := +1

else p1^.vyváženost := 0;

p := p2;

end; {RL}

begin {vlož}

if p=nil then begin {klı́č nenı́ ve stromu, přidá se}

new(p);

v := true;

with p^ do begin

klı́č := x;

počet := 1;

levý := nil;

pravý := nil;

vyváženost := 0;

end;

end;

else if x < p^.klı́č then begin

vlož(x, p^.levý,v);

if v then {zvětšil se levý podstrom}

case p^.vyváženost of

1: begin

dec(p^.vyváženost);

v := false;

end;

0: dec(p^.vyváženost);

-1: begin {vyvažovánı́}

p1 := p^.levý;

if p1^.vyváženost = -1 then LL else LR;

p^.vyváženost := 0;

v := false;

end;

end; {case}

end else

if x > p^.klı́č then begin

vlož(x, p^.pravý,v);

if v then {zvětšil se pravý podstrom}

case p^.vyváženost of

-1: begin

inc(p^.vyváženost);

v := false;

end;

0: inc(p^.vyváženost);

1: begin {vyvažovánı́}

p1 := p^.pravý;

if p1^.vyváženost = +1 then RR else RL;

p^.vyváženost := 0;

v := false;

end;

end; {case}

end else begin

inc(p^.počet);

v := false;

end;
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i

i − 1 n − i

Obr. 6.5: Binárńı strom s náhodně zvoleným kořenem i

end;{vlož}

Je zřejmé, že operace s vyváženým stromem jsou podstatně složitěǰśı než operace s
”
obyčejným“ stromem.

Proto se tyto stromy vyplat́ı budovat zejména tehdy, když vyhledáváńı převažuje nad přidáváńım nebo rušeńım
vrchol̊u. Také v př́ıpadě, že se použ́ıvá zhuštěného ukládáńı záznamů, přestávaj́ı být vyvážené stromy výhodné
- operace př́ıstupu ke zhuštěným záznamům mohou být velmi neefektivńı.

6.2 Vyhledáváńı v binárńım stromu

6.2.1 Analýza vyhledáváńı v binárńım stromu

V předchoźım odd́ılu jsme se setkali s vyváženými stromy. Protože práce s nimi nebývá efektivńı, pod́ıváme
se na

”
obyčejné“ stromy. Nejprve ale definujeme dokonalý strom.

Binárńı strom s k úrovněmi označ́ıme jako dokonalý, jestliže všechny vrcholy na úrovńıch 1, . . . , k−1 maj́ı dva
následovńıky. Vrcholu na k-té úrovni jsou pochopitelně listy. Dokonalý strom má n = 2k −1 vrchol̊u - největš́ı
možný počet vrchol̊u ze všech binárńıch stromů s k úrovněmi. Je to zvláštńı př́ıpad dokonale vyváženého
stromu.

Nejdeľśı cesta, kterou muśıme při vyhledáváńı v dokonalém binárńım stromě proj́ıt, má délku
k ≈ log2 n.

Pr̊uměrná délka cesty v dokonalém stromě bude podle vztahu (2.1) z kap. 2.2.2.

sn =
1

n

k∑

i=1

i2i−1 =
k2k+1 − (k + 1) 2k + 1

2k − 1
=

(k − 1) 2k + 1

2k − 1
≈ k − 1 ≈ log2 n − 1 (6.1)

Součet v (6.1) snadno vypočteme, jestliže si uvědomı́me, že
∑k

i=1 2i−1 je hodnota funkce d
dx

(
∑k

i=1 xi
)

v

bodě x = 2. Pr̊uměrná délka cesty je tedy přibližně rovna dvojkovému logaritmu počtu uzl̊u. Na druhé straně
dokonalé stromy se vyskytuj́ı opravdu zř́ıdka. Strom roste dynamicky podle toho, jak v něm ukládáme údaje
- a údaje mohou přicházet nesmı́rně chaoticky.
V nejhorš́ım př́ıpadě může mı́t každý vrchol pouze jediného následovńıka, takže mı́sto stromu vznikne lineárńı
seznam. To se stane např. v př́ıpadě, že budeme ukládat data seřazená podle velikosti. Potom bude k vyhledáńı
údaje poťreba v nejhorš́ım př́ıpadě n, v pr̊uměrném př́ıpadě n/2 porovnáńı (předpokládáme, že všechny položky
se hledaj́ı stejně často).

Nejhorš́ı př́ıpad, kdy vznikne mı́sto stromu seznam, je ovšem podobně málo pravděpodobný jako nejlepš́ı
př́ıpad, kdy vznikne dokonalý strom. Pod́ıváme se proto, jak vypadá délka cesty, tj. počet operaćı, v pr̊uměrném
př́ıpadě.
Vezmeme libovolnou permutaci množiny n̂ = {1, . . . , n} a vytvoř́ıme z ńı binárńı strom; protože permutaćı
množiny n̂ je n!, muśıme uvažovat n! stromů, které budou všechny stejně pravděpodobné.

Pravděpodobnost, že se kořenem stane č́ıslo i, je rovna 1/n. Potom bude mı́t levý podstrom i − 1 vrchol̊u a
pravý podstrom n − i vrchol̊u (obr. 6.4).

Označ́ıme an hledanou pr̊uměrnou délku cesty ve stromu s n vrcholy. Pravděpodobnosti př́ıstupu k jednotlivým
vrchol̊um pokládáme za stejné, rovné 1/n. Pr̊uměrnou délku cesty pro i-tý vrchol můžeme poč́ıtat jako součet
součin̊u úrovně vrcholu (tedy délky cesty) a pravděpodobnosti př́ıstupu k němu, tj.
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an =
1

n

n∑

i=1

pi (6.2)

kde pi je délka cesty pro i-tý vrchol.

Vrcholy stromu, který vid́ıte na obr. 6.5, můžeme rozdělit na ťri skupiny:

1. Vrcholy levého podstromu. Jejich pr̊uměrná délka cesty je ai−1 + 1 (jednička nav́ıc je za cestu do kořene
celého stromu). V tomto stromu je i− 1 vrchol̊u, to znamená, že pravděpodobnost př́ıstupu k některému
z vrchol̊u v tomto podstromu je (i − 1) /n.

2. Kořen stromu. Délka cesty je 1, pravděpodobnost př́ıstupu 1/n.

3. Vrcholy pravého podstromu. Pr̊uměrná délka cesty pro n− i vrchol̊u v tomto podstromu je an−i + 1,
pravděpodobnost př́ıstupu k některému z vrchol̊u v tomto podstromu je (n − i) /n.

To znamená, že pr̊uměrnou délku cesty (při pevně zvoleném i) můžeme vyjádřit jako součet ťŕı člen̊u:

a(i)
n = (ai−1 + 1)

i − 1

n
+ 1

1

n
+ (an−i + 1)

n − i

n
(6.3)

Celkovou pr̊uměrnou délku an potom můžeme vyjádřit jako pr̊uměr z hodnot a
(i)
n přes všechna i, i = 1, . . . , n,

to znamená přes všechny stromy s hodnotami 1, 2, . . . , n v kořeni. Dostaneme

an =
1

n

n∑

i=1

a(i)
n =

1

n

n∑

i=1

[

(ai−1 + 1)
i − 1

n
+

1

n
+ (an−i + 1)

n − i

n

]

(6.4)

V hranatých závorkách můžeme vytknout 1/n a seč́ıst výrazy, které nezáviśı na ak. Tak dostaneme

an = 1 +
1

n2

n∑

i=1

[(i − 1)ai−1 + (n − i) an−i] = 1 +
2

n2

n∑

i=1

(i − 1)ai−1 = 1 +
2

n2

n−1∑

i=0

iai. (6.5)

V (6.5) jsme poč́ıtali dva stejné součty v opačném pořad́ı, proto jsme je nahradili jediným součtem. Tak jsme
dospěli k vyjádřeńı tvaru an = f (an−1, an−2, . . . , a1), které se ale pro výpočet an př́ılǐs nehod́ı. Pokuśıme se z
něj źıskat vztah tvaru an = g (an−1).

Z (6.5) plyne

an = 1 +
2

n2

n−1∑

i=0

iai = 1 +
2

n2
(n − 1)an−1 +

2

n2

n−2∑

i=0

iai, (6.6)

an−1 = 1 +
2

(n − 1)
2

n−2∑

i=0

iai. (6.7)

Vyjádř́ıme-li ze vztahu (6.7) součet
∑n−2

i=0 iai a dosad́ıme-li za něj do (6.6), dostaneme

an =
1

n2

((
n2 − 1

)
an−1 + 2n − 1

)
(6.8)

Vztah (6.8) představuje lineárńı diferenčńı rovnici. Použijeme obvyklého postupu řešeńı. Nejprve vyřeš́ıme
rovnici bez pravé strany,

bn =

(
n2 − 1

)

n2
bn−1 (6.9)

Polož́ıme-li b1 = β, odvod́ıme snadno matematickou indukćı, že

b2 = β
22 − 1

22
, b3 = β

22 − 1

22

32 − 1

32
, . . . , bn = β

2n− 1

2n

Dále poťrebujeme naj́ıt jakékoli řešeńı rovnice s pravou stranou (6.8). Přitom použijeme analogii metody variace
konstant, známé z teorie diferenciálńıch rovnic. Předpokládáme, že řešeńı má tvar an = Knbn = Kn (n + 1) /2n
a po dosazeńı do (6.8) a úpravě dostaneme pro posloupnost Kn rekurentńı vztah (diferenčńı rovnici)

Kn − Kn−1 =
3

n + 1
− 1

n

Snadno se přesvědč́ıme, že řešeńı této rovnice lze má tvar 3Hn+1 − Hn, kde Hn je posloupnost

Hn =

n∑

i=1

1

i
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Z toho pak plyne, že řešeńı rovnice (6.8) má tvar

an = βbn + Knbn = β
n + 1

n
+

n + 1

n
(3Hn+1 − Hn) (6.10)

Protože posloupnost Hn se pro velká n chová přibližně jako přirozený logaritmus n, bude pro poměr cesty
dokonalého stromu sn a sťredńı hodnoty cesty náhodného stromu an platit

lim
n→∞

an

sn
= lim

n→∞

2 ln n

log2 n
= 2 ln 2 ≈ 1, 39.

Pr̊uměrné zhoršeńı tedy neńı př́ılǐs výrazné, představuje pouhých 39%. Přesto v př́ıpadě algoritmů, u kterých
je čas kritický (např. při ř́ızeńı proces̊u v reálném čase) může být nepř́ıjemné.

6.2.2 Binárńı vyhledávaćı stromy

Úvodńı úvahy

V předchoźım odstavci jsme vycházeli z předpokladu, že př́ıstup ke všem vrchol̊um je stejně pravděpodobný.
To ale nemuśı být vždy pravda. Někdy se setkáme se stromy, které se v pr̊uběhu programu neměńı a které
slouž́ı k rychlému vyhledáváńı informaćı.

Např́ıklad při překladu programu naráž́ıme ve zdrojovém textu identifikátory a poťrebuje zjǐst’ovat, zda to
jsou kĺıčová slova. Uspořádáme proto všechna kĺıčová slova do binárńıho stromu a každý nalezený identifikátor
budeme nejprve hledat v tomto stromu. Pokud v něm neńı, nejde o kĺıčové slovo.

Takovéto stromy budeme označovat jako vyhledávaćı. Přesná definice vyhledávaćıho stromu vypadá takto:

Binárńı vyhledávaćı strom (BVS ) je binárńı strom, pro který plat́ı:

1. Všechny položky, uložené v levém podstromu, jsou menš́ı než položka v kořeni.

2. Všechny položky, uložené v pravém podstromu, jsou větš́ı než položka v kořeni.

3. Levý a pravý podstrom jsou opět binárńı vyhledávaćı stromy.

Vzhledem k tomu, že se BVS použ́ıvaj́ı nejčastěji v kompilátorech, budeme o položkách, uložených ve vyhledá-
vaćıch stromech, dále hovořit jako o

”
identifikátorech“. Ukážeme si, jak sestrojit optimálńı BVS za předpok-

ladu, že známe pravděpodobnosti použit́ı identifikátor̊u (kĺıčových slov), která v něm budou uložena. Přitom ale
muśıme znát i pravděpodobnosti neúspěšného vyhledáváńı, tj. pravděpodobnosti vyhledáváńı identifikátoru,
který ve stromě neńı.

V BVS budou uloženy identifikátory a1, a2, . . . , an pro které plat́ı uspořádáńı a1 < a2 < . . . < an. Pro úplnost
ještě definujeme a0 = −∞, an+1 = +∞. Předpokládáme, že pravděpodobnosti, že identifikátor x je roven
jedné z hodnot uložených v BVS, jsou

Pi = P (x = ai)

Identifikátory, které ve stromě nejsou, se rozděĺı na ťŕıdy ekvivalence Ei,

Ei = {x |ai < x < ai+1 } , i = 0, 1, . . . , n

V daľśıch úvahách budeme muset také vźıt v potaz pravděpodobnosti Qi neúspěšného vyhledáváńı, tj. pravdě-
podobnosti, že pro identifikátor x bude platit ai < x < ai+1:

Qi = P (x ∈ Ei) , i = 0, 1, . . . n

Identifikátor x v BVS bud’ najdeme (pak je x = ai pro nějaké i) nebo nenajdeme, a pak pro nějaké i plat́ı
ai < x < ai+1. Jiná možnost neńı, a proto muśı pro součet pravděpodobnost́ı Pi a Qi platit

n∑

i=1

(Pi + Qi) + Q0 = 1.

Poznamenejme, že BVS můžeme chápat jako binárńı strom, ve kterém neúspěšná vyhledáváńı konč́ı ve zvlášt-
ńıch vrcholech, jak jsme je zavedli v odst. 2.2.2. (obr. 6.6).
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Obr. 6.6: Binárńı vyhledávaćı strom

Vyhledávaćı procedura a cena stromu

Je-li BVS složen z vrchol̊u typu vrchol, a data, uložená ve vrcholech BVS, jsou typu data, můžeme pro vyh-
ledáváńı použ́ıt funkci (naṕı̌seme ji pro změnu v jazyku C)

typedef vrchol *uVrchol;

uVrchol zjisti(uVrchol T, data X)

{

uVrchol i;

i = T; //d je složka vrcholu obsahujı́cı́ data

while(i != NULL)

if (X < i->d) i = i->Levy; else

if (X > i->d) i = i->Pravy; else

return i;

return i;

}

Tato funkce vrát́ı bud’ adresu vrcholu, ve kterém je uložena hodnota X , nebo NULL, jestliže X ve stromě
neńı. Je-li vyhledáváńı úspěšné, tj. jestliže se hodnota X najde, skonč́ıme v normálńım vrcholu stromu na
l-té úrovni. To znamená, že proběhlo l iteraćı cyklu while v proceduře zjisti. Je-li vyhledáváńı neúspěšné, tj.
skonč́ıme-li ve zvláštńım uzlu stromu na úrovni l, proběhlo pouze l − 1 iteraćı cyklu while.

To nám umožňuje definovat cenovou funkci pro daný strom S:

C (S) =
n∑

i=1

Piu (ai) +
n∑

i=0

Qi (u (Ei) − 1) , (6.11)

kde u (ai) je úroveň vrcholu ai; připomeňme si, že kořen je na úrovni 1.

Př́ıklad 6.2

Uvažujme jednoduchý programovaćı jazyk, který obsahuje pouze ťri kĺıčová slova if, do a while. Tato kĺıčová
slova můžeme uspořádat do pěti vyhledávaćıch stromů, které vid́ıte na obrázćıch 6.7
Jestliže bude Pi = Qi = 1/7, bude C (b) = 13/7, ceny ostatńıch stromů budou 15/7. Jak jsme mohli očekávat,
nejvýhodněǰśı je v tomto př́ıpadě pravidelný strom (b). Bude-li však P1 = 0, 5, P2 = 0, 1, P3 = 0, 05, Q0 = 0, 15,
Q1 = 0, 1, Q2 = Q3 = 0, 05, bude C (a) = 2, 65, C (b) = 1, 9, C (c) = 1, 5, C (d) = 2, 05, C (e) = 1, 6. V tomto
př́ıpadě je nejvýhodněǰśı strom, který má tvar seznamu!

Optimálńı vyhledávaćı strom

Na konstrukci optimálńıho vyhledávaćıho stromu se můžeme d́ıvat jako na problém dynamického programováńı:
prvńım rozhodnut́ım urč́ıme, který vrchol bude kořenem (přesněji který údaj ulož́ıme do kořene). Necht’ je to
ak.
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Obr. 6.7: Možné binárńı vyhledávaćı stromy pro daná kĺıčová slova

L P

ak

Obr. 6.8: Volba kořene

T́ım, že jsme zvolili kořen, se strom rozpadl na ťri části: kořen a dva podstromy. Cena levého resp. pravého
podstromu bude

C (L) =
k−1∑

i=1

Piu (ai) +
k−1∑

i=0

Qi (u (Ei) − 1) , C (P ) =
n∑

i=k+1

Piu (ai) +
n∑

i=k

Qi (u (Ei) − 1) . (6.12)

Tvar tohoto stromu znázorňuje obr. 6.8.

Nyńı urč́ıme cenu celého stromu. S pravděpodobnost́ı Pk z̊ustaneme v kořeni ak. Jinak můžeme j́ıt do levého
podstromu - pak bude cena součtem ceny levého podstromu a ceny za přrchod z kořene do něj, nebo můžeme
j́ıt do pravého podstromu - a cena bude součtem ceny pravého podstromu a ceny za pr̊uchod do něj.
Cena za pr̊uchod do levého resp. pravého podstromu je rovna součinu délky cesty (1 krok) a pravděpodobnosti,
že ćılový vrchol lež́ı v tomto podstromu, tedy

Q0 +

k−1∑

i=1

(Pi + Qi) = W (0, k − 1) ,

resp.

Qk +

n∑

i=k+1

(Pi + Qi) = W (k, n) .

Obecně definujeme funkci W (i, j) vztahem

W (i, j) = Qi +

j
∑

l=i+1

(Pl + Ql) .

Cenu celého stromu S tedy můžeme vyjádřit rovnićı
C (S) = Pk + W (0, k − 1) + W (k, n) + C (L) + C (P ) . (6.13)

Naš́ım ćılem je zkonstruovat BVS, pro který bude C (S) minimálńı. Protože volbou kořene ak je pevně dáno
rozděleńı vrchol̊u do levého a pravého podstromu, je jasné, že i C (L) a C (P ) muśı být minimálńı. (Plat́ı tedy
princip optimality.)
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Jestliže se nám podař́ı zvolit vhodně ak, stoj́ıme před podobným úkolem: určit kořeny levého a pravého
podstromu. Opakováńım tohoto postupu dospějeme nakonec k podstromům složeným z jediného uzlu.

Abychom mohli tuto minimalizačńı úlohu vyřešit, definujeme C (i, j) jako cenu optimálńıho podstromu Sij ,
složeného z uzl̊u ai+1, . . . , aj a Ei, . . . , Ej . Odtud pak plyne pro cenu celého stromu S = S0n

C (0, n) = min
l<k≤n

= {C (0, k − 1) + C (k, n) + Pk + W (0, k − 1) + W (k, n)} . (6.14)

Obecně pro podstrom Sij vzhledem k definici W (i, j) plat́ı

C (i, j) = min
i<k≤j

{C (i, k − 1) + C (k, j) + Pk + W (i, k − 1) + W (k, j)} = (6.15)

= min
i<k≤j

{C (i, k − 1) + C (k, j)} + W (i, j) (6.16)

Rovnici (6.16) lze řešit pro C (0, n) tak, že nejprve spočteme všechna C (i, j) pro i − j = 1, pak pro i − j = 2
atd. To znamená, že nejprve sestroj́ıme všechny optimálńı stromy z jednoho vrcholu, pak optimálńı stromy ze
dvou vrchol̊u atd.

Př́ıklad 6.3

Sestroj́ıme optimálńı binárńı vyhledávaćı strom pro množinu kĺıčových slov ai ={do, if, real, while} (je tedy
n = 4). Přitom v́ıme, že pravděpodobnosti Pi jsou 3, 3, 1, 1 a pravděpodobnosti Qi jsou 2, 3, 1, 1, 1 (pro
pohodĺı jsme všechny pravděpodobnosti vynásobili 16). Označ́ıme R (i, j) vrchol Sij .

Z definice W (i, j) plyne, že W (i, i) = Qi pro libovolné i = 0, . . . , n. Dále pak C (i, i) = 0 pro libovolné i,
nebot’ strom Sii neobsahuje žádný vrchol. Dále se budeme ř́ıdit vztahem (6.16) a vezmeme v úvahu, že

W (i, j) = Pj + Qj + W (i, j − 1) .

Pro stromy složené z jednoho vrcholu rovnici (6.16) vlastně ani nepoužijeme. Dostaneme postupně

W (0, 1) = P1 + Q1 + W (0, 0) = 8,

C (0, 1) = W (0, 1) + min {C (0, 0) + C (1, 1)} = 8

R (0, 1) = 1,

W (1, 2) = P2 + Q2 + W (1, 1) = 7,

C (1, 2) = W (1, 2) + min {C (1, 1) + C (2, 2)} = 7

R (1, 2) = 2,

W (2, 3) = P3 + Q3 + W (2, 2) = 3,

C (2, 3) = W (2, 3) + min {C (2, 2) + C (3, 3)} = 3

R (2, 3) = 3,

W (3, 4) = P4 + Q4 + W (3, 3) = 3,

C (3, 4) = W (3, 4) + min {C (3, 3) + C (4, 4)} = 3

R (3, 4) = 4.

Jestliže nyńı známe W (i, i + 1) a C (i, i + 1) pro i = 0, . . . , 3, můžeme použ́ıt rovnici (6.16) a vypoč́ıtat
W (i, i + 2), C (i, i + 2) a R (i, i + 2) pro i = m, . . . , 2. Pro stromy složené ze dvou vrchol̊u dostaneme

W (0, 2) = P2 + Q2 + W (0, 1) = 12,

C (0, 2) = W (0, 2) + min {C (0, k − 1) + C (k, 2)} = 19 (minimum přes k = 1, 2)

R (0, 2) = 1, (pro cenově min. vrchol k) .
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W (1, 3) = P3 + Q3 + W (1, 3) = 9,

C (1, 3) = W (1, 3) + min {C (1, k − 1) + C (k, 3)} = 12 (minimum přes k = 2, 3)

R (1, 3) = 2,

W (2, 4) = P4 + Q4 + W (0, 1) = 5,

C (2, 4) = W (0, 2) + min {C (2, k − 1) + C (k, 4)} = 8 (minimum přes k = 3, 4)

R (2, 4) = 3.

Podobně pro stromy, složené ze ťŕı vrchol̊u, dostaneme

W (0, 3) = P3 + Q3 + W (0, 2) = 14,

C (0, 3) = W (0, 3) + min {C (0, k − 1) + C (k, 3)} = 25 (minimum přes k = 1, 2, 3)

R (0, 3) = 2,

W (1, 4) = P4 + Q4 + W (1, 3) = 11,

C (1, 4) = W (1, 4) + min {C (1, k − 1) + C (k, 4)} = 19 (minimum přes k = 2, 3, 4)

R (1, 4) = 2.

Nyńı již zbývá určit pouze optimálńı vrchol celého stromu:

W (0, 4) = P4 + Q4 + W (0, 3) = 16,

C (0, 4) = W (0, 4) + min {C (0, k − 1) + C (k, 4)} = 32 (minimum přes k = 1, 2, 3, 4)

R (0, 4) = 2.

Odtud můžeme vyč́ıst, že vrcholem stromu bude položka a2; v levém podstromu je jedině vrchol a1, takže neńı
o čem přemýšlet. V pravém podstromu zbyly vrcholy a3 a a4. Strom S24 má optimálńı kořen R24 a to je - jak
jsme spoč́ıtali - a3. T́ım je optimálńı strom plně určen.

6.3 Zpracováńı aritmetického výrazu

V tomto odstavci se budeme pro jednoduchost zabývat pouze výrazy s binárńımi operátory.

6.3.1 Zápis výrazu pomoćı stromu

Binárńı strom umožňuje popsat strukturu aritmetického výrazu, aniž bychom poťrebovali znát priority operá-
tor̊u nebo použ́ıvat závorky. Pod́ıvejme se na výraz

A + B ∗C + (D + E) ∗ F. (6.17)

Chceme-li ho vyhodnotit na základě tohoto zápisu, muśıme vědět, že násobeńı má přednost před sč́ıtáńım
a že výrazy v závorkách se vyhodnocuj́ı přednostně. Výraz (6.17) můžeme ovšem také znázornit binárńım
stromem, ve kterém budou vniťrńı uzly představovat operátory, listy budou znamenat operandy (proměnné
nebo konstanty). Př́ıklad vid́ıme na obr. 6.9.
Postup pro vyč́ısleńı hodnoty, kterou tento strom reprezentuje, definujeme výrazem

L op P,

kde L je hodnota levého podstromu, P je hodnota pravého podstromu a op je operátor v kořeni stromu.
Obsahuje-li některý podstrom pouze jediný list, je jeho hodnota rovna hodnotě konstanty (proměnné), kterou
tento list určuje. Pokud je tento podstrom složitěǰśı, použijeme k výpočtu jeho hodnoty rekurzivně týž postup.
Při uvedeném postupu je strom na obr. 6.9 ekvivalentńı výrazu (6.17).

Popsaný algoritmus můžeme zapsat ve tvaru funkce
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A

B C D E

F

+

+

* +

*

Obr. 6.9: Výraz reprezentovaný pomoćı binárńıho stromu

function hodnota(t: ^strom): čı́slo;

begin

if list(t) then hodnota := t^.data

else

hodnota := vyčı́sli(hodnota(t^.levý), t^.operátor,

hodnota(t^pravý));

end;

Přitom se odvoláváme na funkci vyč́ısli, která provede s prvńım a ťret́ım parametrem operaci, určenou druhým
parametrem (operátorem).

6.3.2 Obrácený polský zápis

Binárńı strom lze uložit do pole. K tomu lze použ́ıt jak př́ımé tak zpětné zpracováńı. Budeme-li předpokládat,
že všechny údaje ve stromě (operátory, proměnné) jsou stejného typu, mohli bychom k zápisu použ́ıt následuj́ıćı
proceduru:

procedure ulož(t: uStrom);

begin

if t<> nil then begin

if list(t) then zapiš(t^.data) else zapiš(t^.operator);

ulož(t^.levý);

ulož(t^.pravý);

end;

end;

Ze stromu z obr. 6.9 vznikne pomoćı této procedury
+ + A ∗ BC ∗ +DEF (6.18)

Toto vyjádřeńı označujeme jako polský zápis1. Jsou-li všechny operátory binárńı, je tvar (6.18) ekvivalentńı
funkcionálńımu zápisu

+ (+ (A, ∗ (BC)) , ∗ (+ (D, E) , F )) (6.19)

ve kterém operátory vystupuj́ı jako funkce se dvěma argumenty.

Pro poč́ıtačové zpracováńı se občas použ́ıvá obrácený polský zápis (RPZ ), který vznikne, budeme-li zapisovat
operátor až za operandy (zpětné zpracováńı). Výraz (6.17), přepsaný do RPZ, má tvar

ABC ∗ DE + F ∗+ (6.20)

Ukážeme si jednoduchý algoritmus, který umožňuje převést výraz do RPZ. Tento algoritmus předpokládá, že
výraz má tvar řetězce položek, že všechny operátory jsou binárńı a že každý má operátor přǐrazenu kladnou
prioritu. Výstupem je opět řetězec položek ve tvaru RPZ. Při převodu využ́ıvá zásobńık.

1Podle polského filozofa Lukasiewicze, který si zřejmě jako prvńı uvědomil, že operátor představuje funkci svých operand̊u.
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Algoritmus

1. Vezmi daľśı položku ve vstupńım řetězci.

2. Je-li to operand, vlož jej do výstupńıho řetězce.

3. Je-li to levá závorka
”
(“, vlož ji do zásobńıku s prioritou 0.

4. Je-li to operátor, porovnej jeho prioritu s prioritou operátoru na vrcholu zásobńıku:

(a) Je-li jeho priorita větš́ı, vlož ho do zásobńıku;

(b) Jinak vezmi operátor z vrcholu zásobńıku a dej ho do výstupńıho řetězce; porovnáńı opakuj s
operátorem, který je nyńı na vrcholu zásobńıku, dokud nebude priorita nového operátoru větš́ı
nebo dokud nebude zásobńık prázdný. Pak vlož nový operátor do zásobńıku.

5. Je-li to pravá závorka
”
)“, vyber ze zásobńıku všechny operátory až po odpov́ıdaj́ıćı levou závorku a dej

je do výstupńıho řetězce; obě závorky zahod’ (nepaťŕı do výstupńıho řetězce).

6. Naraźı̌s-li na konec výrazu, vyber ze zásobńıku všechny zbývaj́ıćı operátory a dej je do výstupńıho řetězce,
jinak se vrat’ na krok 1.

Tento algoritmus má jednu drobnou nevýhodu: prohod́ı pořad́ı operand̊u. To muśıme vźıt v úvahu u nesyme-
trických operátor̊u (

”
-“, mocnina) .

Př́ıklad 6.4

Pod́ıvejme se, jak by vypadal převod výrazu (6.17) do RPZ pomoćı popsaného algoritmu.

Vstup Výstup Zásobńık
A+B*C+(D+E)*F ∅ ∅

+B*C+(D+E)*F A ∅
B*C+(D+E)*F A +

*C+(D+E)*F AB +
C+(D+E)*F AB +*

+(D+E)*F ABC +*
(D+E)*F ABC*+ +
D+E)*F ABC*+ +(

+E)*F ABC*+D (+
E)*F ABC*+D +(+

)*F ABC*+DE +(+
*F ABC*+DE+ +
F ABC*+DE+ +*
∅ ABC*+DE+F +*

ABC*+DE+F*+ ∅
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Kapitola 7

Seminumerické algoritmy

V této kapitole se pod́ıváme na algoritmy pro základńı početńı operace, jako je sč́ıtáńı nebo násobeńı celých
nebo reálných č́ısel. Zabývat se těmito algoritmy se může zdát zbytečné: v aritmetické jednotce procesoru jsou
již implementovány a uživatel je nemůže měnit.

Mohou se ovšem vyskytnout situace, kdy znalost těchto základńıch algoritmů oceńıme. Může se např. stát,
že nám nebude stačit přesnost, kterou nám nab́ıźı procesor našeho poč́ıtače (poč́ıtáńı s velmi dlouhými č́ısly
je běžné např. při šifrováńı). Potom nezbývá, než si základńı operace naprogramovat sami.

Vedle toho znalost základńıch algoritmů umožńı lépe porozumět možnostem a omezeńım poč́ıtače.

7.1 Pozičńı č́ıselné soustavy

Algoritmy pro aritmetické operace, tedy vlastně pro veškeré zacházeńı s č́ısly, jsou bezprosťredně závislé na
zp̊usobu, jakým jsou č́ıselné hodnoty v poč́ıtači zobrazovány. Zp̊usob zobrazeńı č́ısel se nazývá č́ıselná soustava;
naše pov́ıdáńı tedy začne výkladem o č́ıselných soustavách.

V pozičńı č́ıselné soustavě o základu z představuje zápis (. . . a3a2a1a0, a−1a−2a−3 . . .)z reálné č́ıslo s hodnotou

(. . . a3a2a1a0, a−1a−2a−3 . . .)z = · · · + a3z
3 + a2z

2 + a1z
1 + a0z

0 + a−1z
−1 + a−2z

−2 + a−3z
−3 + · · · (7.1)

kde ai jsou č́ıslice, ai ≤ z.

Pozičńı1 č́ıselná soustava se základem z použ́ıvá k vyjádřeńı z r̊uzných znak̊u, označovaných jako č́ıslice. V
č́ıselných soustavách se základem z ≤ 10 se použ́ıvaj́ı č́ıslice 0, 1, . . . , 9. Je-li základ z ≤ 36, použ́ıvaj́ı se jako
daľśı č́ıslice ṕısmena latinské (přesněji anglické) abecedy. Ṕısmeno a bude hrát roli č́ıslice s významem 10, b
bude představovat č́ıslici 11 atd.

Osmičková soustava použ́ıvá pouze č́ıslic 0, . . . , 7. Zápis (120, 3)8 představuje č́ıslo

(120, 3)8 = 1.82 + 2.8 + 0.1 + 3.8−1 = 80 +
3

8
= (80, 375)10 .

Šestnáctková soustava se skládá z č́ıslic 0, 1, . . . , 9, a, b, c, d, e, f. Zápis (1f)16 představuje č́ıslo

(1f)16 = 1.16 + 15 = 31.

Č́ıslici ak označujeme jako významněǰśı než č́ıslici al, je-li k > l.

7.2 Celá č́ısla

Pod́ıváme se nyńı na problémy, které souviśı s reprezentaćı celých č́ısel v soustavě se základem z a s algoritmy
pro základńı aritmetické operace v poč́ıtači, který pracuje s n pozicemi.

1Nyńı je již zřejmé, proč se tyto soustavy označuj́ı jako pozičńı: Váha jednotlivých č́ıslic je určena jejich pozićı vzhledem k
desetinné čárce (nebo tečce). Existuj́ı i nepozičńı č́ıselné soustavy - např. ř́ımská. Pro pozičńı č́ıselnou soustavu se základem z se
použ́ıvá označeńı z-árńı soustava.
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7.2.1 Reprezentace celých č́ısel se znaménkem

Jak zobraźıme záporná č́ısla, jestliže máme k dispozici n pozic? Jedno z možných řešeńı je přidat daľśı pozici,
která bude obsahovat znaménko.

Uvažujme poč́ıtač, který pracuje v deśıtkové soustavě a má 10 pozic na č́ıslice a jednu pozici na znaménko. To
znamená, že č́ıslo 123 se bude zobrazovat +0000000123, č́ıslo −123 se zobraźı jako −0000000123.

Tato znaménková reprezentace (označovaná také jako př́ımý kód) v podstatě odpov́ıdá běžným konvenćım
zápisu celých č́ısel. Jej́ı možnou nevýhodou je, že č́ısla +0 a −0 představuj́ı tutéž hodnotu 0, což může vést k
určitým pot́ıž́ım.

Proto se zpravidla použ́ıvá doplňková reprezentace (doplňkový kód). Je-li dána konstanta k, definujeme v
soustavě se základem z obraz č́ısla x, |x| < zk, takto:

• Obrazem celého nezáporného č́ısla x < zk je samo č́ıslo x, zapsané v z-árńı soustavě (a př́ıpadně doplněné
zleva nulami).

• Obrazem záporného celého č́ısla x > −zk je č́ıslo zk + x.

Doplňková reprezentace nepouž́ıvá znaménka. Proto se zde nesetkáme s problémem kladné a záporné nuly; na
druhé straně všechny ostatńı obrazy mohou mı́t dva významy, mohou představovat bud’ kladné nebo záporné
č́ıslo. Proto se obvykle už́ıvá osťreǰśı definice doplňkového kódu:

• Obrazem celého nezáporného č́ısla x < zk/2 je samo č́ıslo x, zapsané v z-árńı soustavě (a př́ıpadně
doplněné zleva nulami).

• Obrazem záporného celého č́ısla x ≥ zk/2 je č́ıslo zk + x.

Použijeme-li této definice, můžeme podle hodnoty prvńı č́ıslice obrazu rozhodnout, zda jde o obraz kladného
nebo záporného č́ısla.

Př́ıklad 7.1

Klasické mechanické kalkulačky pracovaly v doplňkovém kódu v deśıtkové soustavě. Představme si, že máme
kalkulačku s 10 pozicemi. Jestliže na ńı od č́ısla 0 odečteme 1, dostaneme 9999999999, nebot’ aritmetické
operace se prováděj́ı modulo 1010. Stejný výsledek ovšem můžeme dostat i sečteńım obraz̊u kladných č́ısel,
např.

4444444444+ 4444444444 + 1111111111 = 9999999999.

Obvykle se ovšem č́ısla (obrazy), která maj́ı na nejvyšš́ı pozici 5, . . . , 9 interpretuj́ı jako záporná.

Dnešńı poč́ıtače použ́ıvaj́ı obvykle dvojkovou (binárńı) soustavu. Zpravidla si můžeme předepsat, zda budeme
obsah daného č́ısla chápat jako celé č́ıslo bez znaménka, tedy nezáporné č́ıslo v př́ımém kódu, nebo jako celé
č́ıslo se znaménkem v doplňkovém kódu.

V Turbo Pascalu na PC máme např. typ byte, což je jeden byte, chápaný jako celé č́ıslo bez znaménka. Může
tedy obsahovat celá č́ısla v rozmeźı 0..255. Vedle toho máme typ shortint, což je opět jeden byte, tentokrát ale
chápaný jako celé č́ıslo v doplňkovém kódu. To znamená, že může obsahovat celá č́ısla v rozmeźı -128..127.

Podobné dvojice tvoř́ı dvoubytové typy word a integer. V jazyku C na PC najdeme ještě čtyřbytové typy
long a unsigned long; Turbo Pascal nab́ıźı typ čtyřbytový typ se znaménkem longint, z nějakých záhadných
d̊uvod̊u nám však odeṕırá analogický typ bez znaménka.

Pod́ıvejme se nyńı na vztah č́ıselné soustavy ze základem z a soustavy se základem Z = zn. Označ́ıme-li ai

č́ıslice v soustavě se základem z a Ai č́ıslice v soustavě se základem Z, snadno se přesvědč́ıme, že plat́ı vztah
(. . . a3a2a1a0, a−1a−2a−3 . . .)z = (. . . A3A2A1A0, A−1A−2A−3 . . .)Z

kde č́ıslice Aj vznikne ze skupiny k č́ıslic ai

Aj = (anj+n−1 . . . anj+1anj)z
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Protože ai jsou č́ıslice z-árńı soustavy, je 0 ai < z, takže pro libovolné n-mı́stné č́ıslo

(a0 . . . an−2an−1)z

plat́ı

0 ≤ (a0 . . . an−2an−1)z =

n−1∑

i=0

aiz
i ≤

n−1∑

i=0

(z − 1) zi = (z − 1)
zn − 1

z − 1
= zn − 1.

To znamená, že skupina (a0 . . . an−2an−1)z opravdu může představovat č́ıslici v soustavě se základem Z = zn.

Převedeme č́ıslo, vyjádřené ve dvojkové soustavě x = (111101011011001)2 do šestnáctkové soustavy. Nejprve
rozděĺıme x na skupiny po čtyřech,

(1111)
︸ ︷︷ ︸

(0101)
︸ ︷︷ ︸

(1011)
︸ ︷︷ ︸

(0001)
︸ ︷︷ ︸

15 5 11 1
F 5 B 1

Č́ıslo x má tedy v šestnáctkové soustavě tvar F6B1.

Poznámka: Jako základ č́ıselné soustavy se obvykle voĺı celé č́ıslo z > 1. Volby z = 1 a z = 0 zjevně nemaj́ı
smysl. Mohli bychom však za základ vźıt celé č́ıslo z < −12. V takové soustavě lze vyjádřit jakékoli celé č́ıslo,
kladné i záporné, aniž bychom poťrebovali znaménko. Např. v soustavě se základem −10 se č́ıslo (−1)10 vyjádř́ı
jako (19)−10, nebot’ 1. (−10) + 9.1 = −1.

Základem č́ıselné soustavy mohou být i komplexńı č́ısla. Např. soustava se základem z = 2i umožňuje vyjádřit
libovolné komplexńı č́ıslo s celými složkami jako posloupnost č́ıslic 0, 1, 2 a 3. Podrobněǰśı informace o č́ıselných
soustavách najdete např. v Knuthově knize [3].

V tomto i v následuj́ıćıch algoritmech budeme označeńı č́ıselné soustavy vynechávat.

7.2.2 Sč́ıtáńı celých č́ısel

Postup při sč́ıtáńı bude vycházet ze známých algoritmů ze základńı školy. Sč́ıtáme dvě k-mı́stná č́ısla, u a v,
kde u = u1u2 . . . uk−1uk a v = v1v2 . . . vk−1vk (pozor, nyńı indexujeme č́ıslice v opačném pořad́ı než v (7.1)).
Výsledek bude

u + v = w = w1w2 . . . wk−1wk;

(ui, vi a wi jsou č́ıslice, které tato č́ısla tvoř́ı). Č́ısla u, v a w mohou zač́ınat nulami. Při sč́ıtáńı použijeme
pomocnou proměnnou, kterou budeme označovat p a nazývat přenos .

Vlastńı algoritmus sč́ıtáńı dvou celých č́ısel bez znaménka bude vypadat takto:

1. Polož p := 0 a pro i = k, k − 1, . . . 1 opakuj následuj́ıćı kroky:

2. Vypočti b := ui + vi + p.

3. Je-li b < z, polož wi := b a p := 0; jinak polož p := 1 a wi := b − z.

Protože součet dvou č́ıslic nepřesáhne hodnotu 2z − 2, nemůže být přenos po sečteńı prvńıch dvou č́ıslic větš́ı
než 1. Při sečteńı druhé - a každé následuj́ıćı - dvojice nemůže součet ui +vi +p přesáhnou 2z−1, takže přenos
při sč́ıtáńı bude vždy bud’ 0 nebo 1. Proto mu v popsaném algoritmu přǐrazujeme pouze 0 nebo 1.

Je-li po skončeńı tohoto algoritmu p = 1, došlo k
”
přetečeńı“, výsledek má k + 1 mı́st (a výsledek, který

jsme źıskali, je nesprávný - chyb́ı v něm nejvyšš́ı pozice). Uvedený algoritmus tedy vlastně představuje sč́ıtáńı
modulo zk.

Popsaný algoritmus můžeme použ́ıvat i při sč́ıtáńı v doplňkovém kódu. Zde se ovšem může stát, že výsledkem
sč́ıtáńı dvou kladných č́ısel bude hodnota větš́ı než největš́ı zobrazitelné kladné č́ıslo, avšak menš́ı, než největš́ı
zobrazitelné kladné č́ıslo v př́ımém kódu. Výsledek se pak bude jevit jako záporné č́ıslo.

2Muśıme ovšem pravidlo, které přikazuje, že č́ıslice je menš́ı než základ, nahradit pravidlem, že č́ıslice je menš́ı než absolutńı
hodnota základu, 0 a < |z|.
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Uvažujme osmibitovou binárńı aritmetiku se znaménkem (např. typ shortint z Turbo Pascalu). Sečteme-li
127 + 2, dospějeme popsaným algoritmem k hodnotě 129, která se ovšem interpretuje už jako záporné č́ıslo
v doplňkovém kódu. Z definice doplňkového kódu při 8 bitech plyne, že č́ıslo 129 je obrazem záporného č́ısla
−127. Dostaneme tedy poněkud překvapuj́ıćı výsledek, že 127 + 2 = −127.

Ukážeme si, že pokud nenastane přetečeńı, můžeme uvedený postup použ́ıt i pro sč́ıtáńı záporných č́ısel. Je-li
x < 0, y < 0, sč́ıtáme jejich obrazy,

(
zk + x

)
+
(
zk + y

)
=
(
2zk + x + y

)
=
(
zk + x + y

)
mod zk

nebot’ poč́ıtáme v aritmetice modulo zk. Posledńı výraz ale představuje obraz č́ısla x + y. Podobně ukážeme,
že uvedený algoritmus lze použ́ıt i pro př́ıpad x > 0, y < 0 nebo x < 0, y > 0, kde ovšem nemůže doj́ıt k
přetečeńı.

7.2.3 Odeč́ıtáńı celých č́ısel

Algoritmus pro odeč́ıtáńı bude podobný algoritmu pro sč́ıtáńı; opět využ́ıvá pomocnou proměnnou přenos .
Odeč́ıtáme dvě k-mı́stná č́ısla, u a v, kde u = u1u2 . . . uk−1uk a v = v1v2 . . . vk−1vk; výsledek bude

u − w = w = w1w2 . . . wk−1wk.

Algoritmus pro odečteńı dvou celých č́ısel bez znaménka má následuj́ıćı tvar.

1. Polož p := 0 a pro i := k, k − 1, . . . , 1 opakuj následuj́ıćı kroky:

2. Vypočti b := ui − vi − p.

3. Je-li b < 0, polož́ıme wi := z − b a p := 1; jinak polož́ıme wi := b a p := 0.

Opět jde o operaci v aritmetice modulo zk. Je-li u < v, dostaneme výsledek u−v+zk. Snadno se přesvědč́ıme,
že tento postup lze použ́ıt i pro odeč́ıtáńı záporných č́ısel v doplňkovém kódu.

Jiný možný postup: K č́ıslu v sestroj́ıme č́ıslo opačné, −v, a sečteme u + −v pomoćı algoritmu z předchoźıho
odd́ılu.

7.2.4 Opačné č́ıslo

Jako č́ıslo opačné k v se označuje č́ıslo −v. Ukážeme si, jak je v doplňkovém kódu sestroj́ıme. Budeme jako
obvykle předpokládat, že v = v1v2 . . . vk−1vk a z je základ č́ıselné soustavy.

Nejprve sestroj́ıme
”
negované“ č́ıslo v′, pro jehož č́ıslice plat́ı

v′i = z − vi − 1.

Snadno se přesvědč́ıme, že součet v + v′, sestrojený podle výše uvedeného algoritmu, se skládá z k stejných
č́ıslic s hodnotou z − 1. To znamená, že součet v + v′ + 1 bude (v aritmetice modulo zk) roven 0.

Algoritmus pro sestrojeńı opačného č́ısla je tedy jednoduchý:

1. Pro i = 1, . . . , k nahrad’ vi č́ıslićı s hodnotou z − vi − 1 (sestroj
”
negované“ č́ıslo).

2. K výsledku předchoźıho kroku přičti 1.

Ve dvojkové soustavě źıskáme
”
negované“ č́ıslo pomoćı negace v po bitech (odtud název). Za předpokladu,

že použ́ıváme dvojkovou soustavu s doplňkovým kódem, můžeme předchoźı algoritmus vyjádřit pascalským
př́ıkazem

y := (not v) + 1;

Poznamenejme, že některé poč́ıtače maj́ı pro výpočet opačného č́ısla zvláštńı instrukci (na PC je to instrukce
NEG).
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7.2.5 Násobeńı celých č́ısel

Zde nám postač́ı umět vynásobit nezáporná celá č́ısla. V soustavě se základem z hledáme součin dvou č́ısel
u = u1u2 . . . un a v = v1v2 . . . vm. Výsledek bude

u × v = w = w1w2 . . . wm+n.

Všimněte si, že nyńı nepředpokládáme stejný počet cifer v obou činiteĺıch.

Vyjdeme opět od tradičńıho násobeńı na paṕı̌re. Při tomto všeobecně známém postupu jsme napoč́ıtávali
parciálńı součiny a celkový výsledek jsme źıskali jako jejich součet. Při strojovém výpočtu bude výhodněǰśı
ihned přič́ıtat jednotlivé č́ıslice parciálńıch součin̊u k celkovému výsledku.

Algoritmus bude opět využ́ıvat pomocnou proměnnou p pro přenos; i a j slouž́ı jako parametry cykl̊u.

1. Inicializace: Polož́ıme wm+1 := 0, . . . , wm+n := 0, j := m.

2. Test nuly : Je-li vj = 0, nastav́ıme wj := 0 a jdeme na bod 6. (Tento krok lze vynechat.)

3. Inicializace i: i := n, p := 0.

4. Násobeńı a sč́ıtáńı: Polož́ıme t := ui × vi + wi+j + p. Dále polož́ıme wi+j := t mod z, p := [t/z]. Symbol
[x] zde znamená celou část č́ısla x. (Přenos bude vždy v rozmeźı 0 ≤ p < z, tedy jednociferný.)

5. Konec cyklu podle i: Zmenš́ıme i o jedničku; je-li i > 0, vrát́ıme se na bod 4, jinak polož́ıme wj := p.

6. Konec cyklu podle j: Zmenš́ıme j o jedničku; je-li nyńı j > 0, vrát́ıme se na bod 2, jinak konec.

Tento algoritmus předpokládá, že mezivýsledek t splňuje nerovnost 0 ≤ t < z2 a přenos p že lež́ı v rozmeźı
0 ≤ p < z.

Nerovnost pro přenos dokážeme matematickou indukćı podle jednotlivých krok̊u algoritmu. V prvńım kroku
zřejmě plat́ı, nebot’ na počátku je p = 0. Necht’ tedy plat́ı pro nějaké i. Podle 4. bodu algoritmu dostaneme

ui × vi + wi+j + p ≤ (z − 1) × (z − 1) + (z − 1) + (z − 1) = z2 − 1 < z2

(to je druhá z dokazovaných nerovnost́ı). Odtud plyne pro přenos p = [t/z] ≤ z − 1.

7.2.6 Děleńı celých č́ısel

Také algoritmus děleńı celých č́ısel v soustavě o základu z vycháźı z tradičńıho postupu děleńı. Budeme se
opět zabývat pouze děleńım nezáporných č́ısel a budeme předpokládat, že dělencem je č́ıslo u = u1u2 . . . um+n,
dělitelem č́ıslo v = v1v2 . . . vn. Pod́ıl pak mı́t hodnotu q = [u/v] a bude to m-ciferné č́ıslo q = q0q1 . . . qm.
Zbytek po děleńı r bude mı́t nejvýše n cifer, r = r1 . . . rn.

Prvńım krokem je normalizace, která zajist́ı, že prvńı cifra dělitele bude větš́ı než [z/k]. Toto opaťreńı zajist́ı
lepš́ı vlastnosti odhadu č́ıslic pod́ılu.

1. Normalizace: Polož́ıme d := [z/ (v1 + 1)]. Dále polož́ıme u := u × d, v := v × d.

2. Inicializace j: Polož j := 0. (Bude následovat cyklus podle j. Kroky 2 - 7 představuj́ı v podstatě děleńı
uj . . . uj+m č́ıslem v1 . . . vn tak, abychom dostali jednoč́ıselný pod́ıl qj .)

3. Výpočet odhadu q′: Je-li uj = vj , polož́ıme q′ := z−1, jinak polož q′ := [(ujz + uj+1) /v1]. Nyńı zkuśıme,
zda je v2q

′ > (ujz + uj+1 − q′v1) z + uj+2. Pokud ano, zmenš́ıme q′ o 1 a test zopakujeme.

4. Násobeńı a odečteńı: nahrad́ıme ujuj+1 . . . uj+n č́ıslem ujuj+1 . . . uj+n−(q′ × v1v2 . . . vn). Jde o násobeńı
jednomı́stným č́ıslem a odečteńı. Č́ıslo ujuj+1 . . . uj+n muśı z̊ustat kladné. Je-li výsledek tohoto kroku
záporný, zvětš́ıme jeho hodnotu o zn, tj. vezmeme doplněk skutečné hodnoty, a tuto

”
výp̊ujčku“ si

zapamatujeme.

5. Test zbytku: Polož́ıme q := q′. Je-li výsledek kroku 4 záporný, jdeme na 6, jinak jdeme na 7.

6. Zpětné přičteńı: Zmenš́ıme q o 1. K ujuj+1 . . . uj+n přičti 0v1v2 . . . vn. (Objev́ı se přenos; ten se ignoruje,
nebot’ pouze ruš́ı

”
výp̊ujčku“ ze 4. kroku.)

7. Konec cyklu podle j:j := j + 1. Je-li nyńı j ≤ m, vrát́ıme se na krok 3.

8. Zrušeńı normalizace: Nyńı je q0q1 . . . qm pod́ıl. Zbytek źıskáme děleńım um+1 . . . um+n č́ıslem d (faktorem,
který jsme použili k normalizaci). Jde o děleńı jednociferným č́ıslem.
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Př́ıklad 7.2 Celá č́ısla na PC

Procesory Intel 80x86 umožňuj́ı použ́ıvat bud’ celá č́ısla bez znamének nebo celá č́ısla se znaménky v do-
plňkovém kódu. Máme na vybranou tyto možnosti:

velikost znaménko rozsah hodnot typ v Pascalu typ v C

1 B se znaménkem -128..127 shortint signed char
1 B bez znaménka 0..255 byte unsigned char
2 B se znaménkem -32768..32767 integer int, short
2 B bez znaménka 0..65535 word unsigned, unsigned short
4 B se znaménkem -2147483648..2147483647 longint long
4 B bez znaménka 0..4294967295 - unsigned long
8 B se znaménkem −263..263 − 1 comp -

3

Tabulka 7.1 Celá č́ısla na PC a odpov́ıdaj́ıćı typy v Turbo Pascalu a v Borland C++

Poznamenejme, že typ comp vyžaduje použit́ı matematického koprocesoru.

7.3 Reálná č́ısla

Pod označeńım reálná č́ısla se v poč́ıtačové terminologii ukrývá konečná podmnožina množiny racionálńıch
č́ısel. Vedle toho se občas hovoř́ı o č́ıslech s pohyblivou řádovou čárkou (tečkou), což je kalk anglického termı́nu
floationg point numbers.

7.3.1 Zobrazeńı reálných č́ısel

Zobrazeńı reálných č́ısel se oṕırá o semilogaritmický4 zápis, běžně použ́ıvaný k zápisu extrémně velkých nebo
malých hodnot. Např. Planckova konstanta, známá z kvantové mechaniky, má hodnotu h = 6, 6256.10−34Js.

V tomto zápisu označujeme 6,6256 jako mantisu a −34 jako exponent .

V soustavě se základem z bychom k vyjádřeńı reálného č́ısla mohli použ́ıt dvojici (e, f), která by představovala
č́ıslo

(e, f) = fze.

Z praktických d̊uvod̊u se ale použ́ıvá kódováńı

(e, f) = fze−q,

kde f je p-ciferné č́ıslo, vyjadřuj́ıćı zlomkovou část (mantisu), e je exponent a q je posun (exces); e a q jsou
celá č́ısla. Požadujeme, aby pro mantisu platilo |x| < 1. Z toho plyne, že

−zp < zpf < zp.

Zvoĺıme-li posun e rovný 50 a počet cifer p = 5, můžeme Planckovu konstantu vyjádřit zápisem
h = (27, +0, 66256) .

Pro mantisu se použ́ıvá prakticky výlučně př́ımý kód, tj. kódováńı se znaménkem. Obvykle se také požaduje,
aby zobrazované č́ıslo bylo normalizované, tj. aby pro mantisu platilo

z−1 ≤ |f | ≤ 1 nebo f = 0. (7.2)

Setkáme se ale i s jinými definicemi normalizovaného č́ısla. Za normalizované můžeme např. pokládat č́ıslo,
jehož mantisa splňuje podmı́nky

1 ≤ |f | ≤ z nebo f = 0.

V př́ıpadě, že je mantisa nulová, f = 0, muśı mı́t exponent nejmenš́ı možnou hodnotu.

Z těchto požadavk̊u vycháźı uložeńı reálných č́ısel v paměti poč́ıtače. Je-li r proměnná, do které ukládáme
reálná č́ısla, bude část z ńı obsahovat exponent, část mantisu a jeden bit bude obsahovat znaménko mantisy.

3Uvedené hodnoty plat́ı pro překladače pro ”̌sestnáctibitové” programy (tj. např. programy pro DOS nebo pro Windows 3.1).
Ve ”dvaatřicetibitových” programech (např. v programech pro Windows NT) se v Céčku použ́ıvaj́ı typy int a unsigned int o
velikosti 4 B a velikost 2 B maj́ı pouze typy short a unsigned short.

4Z návod̊u ke kalkulačkám známe také poněkud nesmyslné označeńı vědecký zápis (scientific notation). Dosud se mi nepodařilo
zjistit, co je na tomto zápisu vědeckého - pokud v́ım, uč́ı se v 8. tř́ıdě základńıch škol.
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m(23)e(8)s

byte 1byte 4

dbhbdbhb

Obr. 7.1: Uložeńı čtyřbytového reálného č́ısla v paměti PC; s je 1 bit, určuj́ıćı znaménko mantisy, m je mantisa,
e je exponent; č́ısla v závorkách udávaj́ı počet bit̊u; db resp. hb je dolńı, nejméně významný resp. horńı,
nejvýznamněǰśı bit složky.

Př́ıklad 7.3 Reálná č́ısla na PC

Zobrazeńı reálných č́ısel na PC, tedy na poč́ıtač́ıch vybavených procesory Intel 80x86, vycháźı z vlastnost́ı
matematického koprocesoru Intel 80x875. Máme tedy k dispozici 3 typy reálných č́ısel, které se v Turbo
Pascalu označuj́ı single, double a extended ; v Céčku se pro tyto typy použ́ıvá označeńı float, double a long
double.

Uložeńı hodnot těchto typ̊u v paměti PC vycháźı v podstatě z popsaného zp̊usobu zobrazeńı; nav́ıc umožňuj́ı
pracovat se speciálńımi hodnotami ±INF a ±NaN. Hodnoty ±INF představuj́ı

”
strojové nekonečno“, to zna-

mená, že se ve výrazech chovaj́ı podobně jako v limitách v matematické analýze.

INF lze - při určitém nastaveńı stavového slova matematického koprocesoru - źıskat např. jako výsledek operace
1.0/0.0. (Tak je tomu např. při standardńım nastaveńı v překladači Borland C++ 3.1; překladač Turbo Pascalu
použ́ıvá jiné nastaveńı, které zp̊usob́ı, že děleńı nulou vyvolá chybu.)

NaN je zkratka ze slov
”
Not a Number“, tedy údaj, který nelze chápat jako č́ıslo. Vznikne zpravidla jako

výsledek chyby v definičńım oboru parametr̊u matematických funkćı, např. při pokusu o odmocninu ze zá-
porného č́ısla. (Připomeňme si, že výpočty hodnot běžných matematických funkćı, jako je odmocnina, logarit-
mus, sinus apod., představuj́ı jednu instrukci matematického koprocesoru 80x87.)

Pod́ıvejme se nyńı, jak jsou tyto datové typy zobrazeny v paměti PC.

Typ single je v paměti uložen následuj́ıćım zp̊usobem (viz obr. 7.1): pro mantisu ve vyhrazeno 23 bit̊u, pro
exponent 8 bit̊u a pro znaménko mantisy 1 bit. Nejvýznamněǰśı bit jednotlivých složek je vždy vlevo, nejméně
významný vlevo. Všimněte si, že hranice jednotlivých část́ı se nekryj́ı s hranicemi byt̊u.
Exponent lež́ı v rozmeźı 0 ≤ e ≤ 255, posun q je 127. Pro

”
běžná“ č́ısla se použ́ıvaj́ı hodnoty exponentu

v rozmeźı 0 < e < 255; hodnota 0 je vyhrazena pro nenormalizovaná č́ısla, hodnota 255 pro INF a NaN.
Za normalizovaný pokládáme takový tvar, kdy je 1 ≤ m < 2 nebo m = 0. Pokud je m ≥ 1, zač́ıná man-
tisa jedničkou a tu nemuśıme zobrazovat. Obraz mantisy se proto skládá pouze z č́ıslic za řádovou tečkou.
Skutečnou hodnotu mantisy budeme v tomto př́ıpadě vyjadřovat zápisem 1.m. Pouze pro nejmenš́ı možnou
hodnotu exponentu se předpokládá, že mantisa zač́ıná nulou, že jde o tzv. denormálńı č́ıslo; jej́ı hodnota je
pak interpretována jako 0.m.

Hodnotu v, uloženou v proměnné typu single, vypočteme z následuj́ıćıch vztah̊u:

Je − li 0 < e < 255, je v = (−1)
s × 2e−q × (1.m) ; (7.3)

Je − li e = 0, m 6= 0, je v = (−1)
s × 21−q × (0.m) ;

Je − li e = 0, m = 0, je v = (−1)
s × 0;

Je − li e = 255, m = 0, je v = (−1)s × INF;

5Typy reálných č́ısel v podstatě odpov́ıdaj́ı standardu světové organizace elektrických a elektrotechnických inženýr̊u IEEE [30].
Základńı informace o tom, jak pracuje matematický koprocesor, najdeme např. v [34].
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s

byte 8 byte 1

e(11) m(52)

Obr. 7.2: Uložeńı osmibytového reálného č́ısla v paměti PC; č́ısla v závorkách udávaj́ı počet bit̊u.

s l

byte 10 byte 1

m(63)e(15)

Obr. 7.3: Uložeńı desetibytového reálného č́ısla v paměti PC; l je bit před řádovou tečkou mantisy, č́ısla v
závorkách udávaj́ı počet bit̊u.

Je − li e = 255, m 6= 0, je v = NaN.

Typ double je uložen v 8 bytech, jak to ukazuje obr. 7.2. Exponent lež́ı v rozmeźı 0 ≤ e ≤ 2048, posun q
je 1023. Pravidla pro výpočet hodnoty jsou podobná jako u čtyřbytových reálných č́ısel, pouze muśıme ve
vztaźıch (7.3) nahradit horńı mez exponentu 255 hodnotou 2047.
Typ extended je uložen v 10 bytech, jak ukazuje obr. 7.3. Exponent e lež́ı v rozmeźı 0 ≤ e ≤ 32767, posun q je
16383. U tohoto typu se vždy zobrazuje i jednička nebo nula před řádovou tečkou v mantise (jednobitové pole
l na obr. 7.4). Hodnotu v, uloženou v proměnné typu extended, vypočteme takto:

Je − li 0 < e < 32767, je v = (−1)
s × 2e−q × (l.m) .

Je − li e = 32767, m = 0, je v = (−1)
e × INF;

Je − li e = 32767, m 6= 0, je v = NaN.

V Turbo Pascalu najdeme nav́ıc typ real , se kterým ovšem matematický koprocesor neumı́ pracovat. Je uložen
v 6 bytech (viz obr. 7.4), posun q je 129; tento typ neumožňuje zobrazit hodnoty ±INF a ±NaN a denormálńı
č́ısla.
Hodnotu v, uloženou v šestibytovém rálném č́ısle, vypočteme takto:

Je − li 0 < e < 255, je v = (−1)
s × 2e−q × (1.m) ,

Je − li e = 0, je v = 0.

V následuj́ıćıch odd́ılech se budeme zabývat algoritmy pro základńı aritmetické operace s reálnými č́ısly. Jak
uvid́ıme, nejsou přesné - nalezená dvojice w se bude zpravidla lǐsit od obrazu matematického součtu u +
v, rozd́ılu u − v, pod́ılu u/v, nebo součinu uv. Rozd́ıl mezi nalezenou hodnotou w a skutečným výsledkem
matematické operace označujeme jako zaokrouhlovaćı chybu.

Vzhledem k zaokrouhlovaćım chybám budeme pro operace pomoćı uvedených algoritmů použ́ıvat mı́sto
”
+“

značku
”
+◦“, mı́sto

”
/“ značku

”
/◦“ apod.

s

byte 1byte 6

e(39) m(8)

Obr. 7.4: Uložeńı č́ısla typu real v paměti PC; č́ısla v závorkách opět udávaj́ı počet bit̊u.
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7.3.2 Sč́ıtáńı a odeč́ıtáńı reálných č́ısel

Jak uvid́ıme, je algoritmus pro sč́ıtáńı reálných č́ısel nejkomplikovaněǰśı z algoritmů pro práci s reálnými č́ısly.

Předpokládáme, že je opět dán základ z, posun q, počet cifer p a dvě normalizovaná reálná č́ısla u = (eu, fu)
a v = (ev, fv). Hledáme součet w = u+ v, tj. hledáme dvojici (ew, fw), která bude obrazem součtu u+ v (nebo
přesněji u +◦ v).

1. Rozbaleńı: V reprezentaci č́ısel u a v od sebe odděĺıme exponent a mantisu. To znamená, že budeme u
obou č́ısel u a v pracovat zvlášt’ s mantisou f a zvlášt’ s exponentem e.

2. Předpokládáme eu ≥ ev: Je-li eu < ev, zaměńıme u a v.

3. Určeńı exponentu výsledku ew: Polož́ıme ew = eu.

4. Test eu − ev: Je-li eu − ev ≥ p + 2 (velký rozd́ıl exponent̊u), polož́ıme fw := fu a p̊ujdeme na krok 7.
(Protože jsme předpokládali, že jsou obě č́ısla normalizovaná, mohli bychom skončit.)

5. Posun doprava: Posuneme fv o eu − ev mı́st doprava (tzn. vyděĺıme fv č́ıslem zeu−ev). Jde o posun o
maximálně p + 1 mı́st doprava, to znamená, že poťrebujeme registr, který bude mı́t alespoň 2p + 1 mı́st.
Dá se ale ukázat, že za jistých okolnost́ı lze tento požadavek zredukovat na p + 2 mı́st.

6. Sečteńı: Polož́ıme fw := fu + fv. Zde použijeme algoritmus pro sč́ıtáńı celých č́ısel, se kterým jsme se
seznámili v 7.2.2.

7. Normalizace: V tomto bodě algoritmu již (ew, fw) představuje u+◦v, avšak w nemuśı splňovat podmı́nky
normalizace, tj. fw může mı́t v́ıce než p č́ıslic, může být větš́ı než 1 nebo menš́ı než 1/z (př́ıpadně větš́ı
než z nebo menš́ı než 1 - zálež́ı na tom, jak definujeme normalizované č́ıslo). Normalizaci poṕı̌seme jako
samostatný algoritmus v následuj́ıćım odd́ılu.

Jestliže v tomto algoritmu zaměńıme v za −v, dostaneme algoritmus pro odeč́ıtáńı reálných č́ısel, tedy pro
výpočet u −◦ v.

7.3.3 Normalizace reálného č́ısla

Při normalizaci převedeme
”
hrubý“ exponent e a

”
hrubou“ mantisu f do normalizovaného tvaru a mantisu v př́ı-

padě poťreby zaokrouhĺıme na p č́ıslic. Uvedeme algoritmus pro normalizačńı podmı́nku (7.2); předpokládáme,
že |f | < z a z že je sudé č́ıslo.

1. Test f : Je-li |f | ≥ 1 (nastalo
”
přetečeńı mantisy“), jdeme na 4. Je-li f = 0, nastav́ıme e na nejmenš́ı

možnou hodnotu a jdeme na 7.

2. Je f normalizované? Je-li |f | ≥ 1/z, jdeme na 7.

3. Posun doleva: Na tento krok přijdeme pouze v př́ıpadě, že f < 1/z. Posuneme f o jednu pozici doleva
(tj. vynásob́ıme f základem z) a zmenš́ıme e o 1. Vrát́ıme se na 2.

4. Posun doprava: Na tento krok přijdeme pouze v př́ıpadě, že |f | ≥ 1. Posuneme f o jednu pozici doprava
(tj. vyděĺıme f základem z) a zvětš́ıme e o 1.

5. Zaokrouhleńı: Zaokrouhĺıme f na p mı́st. Zpravidla použ́ıváme vztah̊u

f := z−p [zpf + 0, 5] pro f > 0, f := z−pzpf − 0, 5 pro f < 0.

Zde [x] označuje celou část č́ısla x, tj. nejbližš́ı menš́ı celé č́ıslo, x označuje
”
horńı celou část“, nejbližš́ı

větš́ı celé č́ıslo. Lze použ́ıt i jiných vztah̊u; ty, které jsme uvedli, však vedou k nejpř́ıznivěǰśımu rozložeńı
zaokrouhlovaćıch chyb. V tomto mı́stě může doj́ıt k

”
zaokrouhlovaćımu přetečeńı“: z mantisy |f | < 1

vznikne zaokrouhleńım mantisa |f | = 1. V takovém př́ıpadě se vrát́ıme na 4.

6. Kontrola e: Je-li e př́ılǐs velké (přesahuje-li povolený rozsah), nastalo
”
přetečeńı exponentu“. Je-li e př́ılǐs

malé, nastalo
”
podtečeńı exponentu“. Tyto situace se obvykle hodnot́ı jako chyby, nebot’ výsledek nelze

vyjádřit jako normalizované reálné č́ıslo.) Nastav́ıme př́ıznak přetečeńı nebo podtečeńı.

7. Sbaleńı: Slož́ıme e a f dohromady do předepsaného tvaru reprezentace reálného č́ısla.

Algoritmus normalizace lze znázornit vývojovým diagramem, který vid́ıte na obr. 7.5. Kv̊uli pohodĺı v něm
rozhodováńı mı́sto předepsané značky vyznač́ıme oválem.
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ano
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Přetečeńı nebo podtečeńı

normálńı konec

Posun doleva

Je f normalizované?Posun dopravaf = 0

Test f

Sbaleńı

|f | ≥ 1

Kontrola e

|f | = 1?

Zaokrouhleńı

Obr. 7.5: Vývojový diagram algoritmu normalizace reálného č́ısla

7.3.4 Násobeńı a děleńı reálných č́ısel

Algoritmy pro násobeńı a děleńı reálných č́ısel se lǐśı pouze v jednom kroku, takže je zaṕı̌seme společně.
Odvolávaj́ı se na algoritmy pro násobeńı resp. děleńı celých č́ısel.

Opět předpokládáme, že je dán základ z, posun q, počet č́ıslic p a normalizované reálná č́ısla u = (eu, fu) a
v = (ev, fv). Hledáme jejich součin w = u ×◦ v resp. pod́ıl w = u/◦v. Podobně jako u předchoźıho algoritmu
předpokládáme, že základ z je sudý.

1. Rozbaleńı: V reprezentaci č́ısel u a v od sebe odděĺıme exponent a mantisu. To znamená, že budeme u
obou č́ısel u a v pracovat zvlášt’ s mantisou f a zvlášt’ s exponentem e.

2. Vlastńı násobeńı nebo děleńı: V př́ıpadě násobeńı polož́ıme

ew = eu + ev − q, fw = fu + fv (7.4)

v př́ıpadě děleńı pak

ew = eu − ev + q + 1, fw =

(
1
z fu

)

fv
(7.5)

Ve vztaźıch (7.4 a 7.5) použ́ıváme operace násobeńı resp. děleńı pro celá č́ısla. Protože jsou obě č́ısla
podle předpokladu normalizovaná, bude bud’ fw = 0, nebo 1/z2 ≤ |fw| > 1, nebo nastalo děleńı nulou.
V př́ıpadě poťreby můžeme také zkrátit v tomto mı́stě fw na p + 2 č́ıslic (odseknout přebývaj́ıćı č́ıslice).

3. Normalizace: Podobně jako v př́ıpadě sč́ıtáńı a odeč́ıtáńı zbývá normalizovat výsledek (a sbalit exponent
s mantisou do jedné proměnné).

7.3.5 Převod celého č́ısla na reálné a naopak

Je dáno celé č́ıslo i v doplňkovém kódu. Hledáme reálné č́ıslo u = (e, f) tak, aby se hodnota i rovnala hodnotě
u. Předpokládáme, že dané celé č́ıslo má j mı́st, hledané reálné č́ıslo má mı́t p mı́st mantisy.

K tomu můžeme použ́ıt následuj́ıćı algoritmus:

1. Polož́ıme e = j.
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2. Zjist́ıme znaménko výsledku a zapamatujeme si je.

3. Polož́ıme f := |i| zp−j .

4. Normalizujeme u = (e, f) a uprav́ıme znaménko mantisy výsledku.

Př́ıklad 7.4

Budeme pracovat v dekadické aritmetice. Počet mı́st reálného č́ısla j = 5, počet mı́st mantisy je p = 10.
Chceme převést převést č́ıslo i = −123 na reálné č́ıslo u se stejnou hodnotou.

Polož́ıme tedy e := 5 a zapamatujeme si, že i < 0. Dále budeme použ́ıvat |i| = 123. V daľśım kroku polož́ıme
f := 123 × 1010−5 = 123 × 105. Protože mantisa obsahuje pouze č́ıslice za desetinnou tečkou, dospěli jsme
tak k vyjádřeńı u = 0, 0012300000 × 105. Normalizaćı dospějeme k vyjádřeńı u = 0, 12300000 × 103 nebo
u = 1, 2300000× 102 (podle toho, jak definujeme normalizovaný tvar). Nakonec uprav́ıme znaménko mantisy
− dostaneme u = −0, 12300000.

Nyńı se pod́ıvejme na opačnou úlohu. Je dáno reálné č́ıslo u = (e, f) a hledáme celé č́ıslo i, jehož hodnota
vznikne odseknut́ım zlomkové části u. Budeme předpokládat, že mantisa f daného č́ısla u má p mı́st a hledané
celé č́ıslo že má j mı́st.

Při tomto převodu může doj́ıt k přetečeńı, bude-li celá část reálného č́ısla větš́ı než největš́ı zobrazitelná
hodnota celého č́ısla.

1. Rozbaleńı: Rozlož́ıme u na exponent e a mantisu f .

2. Kontrola exponentu: Je-li e ≤ 0, polož́ıme i = 0 a skonč́ıme, nebot’ |u| < 1. Je-li e > E, kde E je největš́ı
možná hodnota exponentu celého č́ısla, nastalo přetečeńı, chyba, konec.

3. Zjist́ıme znaménko u a zapamatujeme si je.

4. Je-li e = E, jdeme na 6.

5. Zvětš́ıme e o 1, posuneme f o jednu pozici doprava a vrát́ıme se na krok 4.

6. Polož́ıme i := f/zp−j (tj. přesuneme prvńıch j mı́st f do i).

7. Uprav́ıme znaménko výsledku: je-li u < 0, polož́ıme i := −i.

Př́ıklad 7.5

Předpokládáme opět dekadickou aritmetiku, deset mı́st mantisy a pětimı́stná celá č́ısla. Je dáno č́ıslo u =
32, 1 = 0, 321×102. Mantisa je tedy zobrazena jako desetimı́stné č́ıslo 3210000000, exponent e = 2. Maximálńı
možný exponent celého č́ısla je 5 (zaṕı̌seme-li největš́ı celé č́ıslo jako reálné, dostaneme 0, 99999× 105.

Ve čtvrtém a pátém kroku algoritmu toto č́ıslo uprav́ıme do tvaru 0, 000321 × 105., tj. mantisa bude nyńı
reprezentována č́ıslem 0003210000×102. Vyděĺıme-li mantisu (jako celé č́ıslo) č́ıslem 105, dostaneme 0000000032,
což je hledaná hodnota.

7.4 Přesnost aritmetiky reálných č́ısel

V tomto odd́ılu si naznač́ıme základńı problémy, na které naráž́ıme v souvislosti se zaokrouhlovaćımi chybami
při výpočtech s reálnými č́ısly. Podrobněǰśı informace lze naj́ıt např. v Knuthově knize [3].

7.4.1 Základńı úvahy

Při úvahách o přesnosti výpočt̊u se obvykle použ́ıvá relativńı chyba. Jestliže reprezentujeme přesnou hodnotu
x v poč́ıtači přibližně hodnotou ξ = x (1 + ε), označujeme veličinu ε = (ξ − x) /x jako relativńı chybu.

V následuj́ıćıch př́ıkladech uvid́ıme, že zaokrouhlovaćı chyby mohou do aritmetických operaćı (zejména jde o
sč́ıtáńı a odeč́ıtáńı) vnést velkou relativńı chybu. Jedńım z nepř́ıjemných d̊usledk̊u pak je, že neplat́ı asociativńı
zákon,

(u +◦ v) +◦ w 6= u +◦ (v +◦ w) .
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Př́ıklad 7.6 Asociativńı zákon

Ukážeme si př́ıklad, ve kterém bude záležet na pořad́ı sč́ıtáńı resp. odeč́ıtáńı. Předpokládáme dekadickou
aritmetiku s osmimı́stnou mantisou. Budeme zapisovat pouze č́ıslice, které jsou součást́ı mantisy, takže nám
některá č́ısla budou končit desetinnou čárkou.

(11111113, +◦ − 11111111, ) +◦ 7, 5111111 = 2, 0000000 +◦ 7, 5111111 = 9, 5111111;

11111113, +◦ (−11111111, +◦7, 5111111) = 11111113, +◦ − 11111103 = 10, 000000;

Všimněte si, že relativńı chyba výsledku je téměř 5%. Podobně lze ukázat, že asociativńı zákon neplat́ı pro
násobeńı reálných č́ısel podle algoritmu z odst. 7.3.4.

Skutečnost, že asociativńı zákon neplat́ı, může mı́t obrovské d̊usledky. Uvědomme si, že řada běžných mate-
matických zápis̊u, jako např. a + b + c nebo

∑n
i=1 ai , je založena právě na předpokladu, že plat́ı asociativńı

zákon.

Na druhé straně z tvaru algoritmu pro sč́ıtáńı plyne, že pro operace
”
+◦“ plat́ı komutativńı zákon a pro

”
+◦“

a
”
−◦“ plat́ı ještě některé daľśı vztahy:

u +◦ v = v +◦ u; (7.6)

u −◦ v = u +◦ −v,

− (u +◦ v) = −u +◦ −v,

u +◦ 0 = u,

u −◦ v = − (v −◦ (−u))

Dále odtud plyne, že pokud plat́ı u+◦ v = 0, muśı být u = −v. Pro libovolné w, pro které nenastane přetečeńı,
plat́ı:

je − li u < v, je u +◦ w < v +◦ w (7.7)

Vztah (7.7) neńı zcela zřejmý, proto jej dokážeme. Za t́ım účelem definujeme funkci r (x, p), která bude
zaokrouhlovat č́ıslo x na p mı́st:

(x, p) =







ze−p [zp−ex + 0, 5] pro ze−1 ≤ x < ze,
0 pro x = 0,
ze−p [zp−ex + 0, 5] pro ze−1 ≤ −x < ze.

(7.8)

Odtud plyne r (−x, p) = − (x, p) a r (bx, p) = br (x, p) pro každé b. Operace, zavedené algoritmy z odd́ıl̊u
7.3.2. a 7.3.4., splňuj́ı vztahy

u +◦ v = r (u + v, p) , u −◦ v = r (u − v, p) ,

u ×◦ v = r (uv, p) , u/◦v = r (u/v, p) ,

za předpokladu, že nedojde k přetečeńı exponentu, tj. za předpokladu, že výsledky operaćı u + v, u− v, u× v,
u/v lež́ı ve správném rozmeźı hodnot. Odtud a ze skutečnosti, že funkce r je neklesaj́ıćı vzhledem k x, již plyne
(7.7).

Na základě předchoźıch vztah̊u snadno zjist́ıme, že pokud nenastane přetečeńı, plat́ı řada běžných vztah̊u, jako
např.

v ×◦ u = u ×◦ v, (−u) ×◦ v = − (u ×◦ v) , 1 ×◦ u = u

u ×◦ v = 0 právě když u = 0 nebo v = 0,

(−u) /◦v = u/◦ (−v) = − (u/◦v) , 0/◦v = 0, u/◦1 = u, u/◦u = 1.

Bude-li platit 0 < u ≤ v a w > 0, z̊ustanou v platnosti obvyklé nerovnosti

u ×◦ w ≤ v ×◦ w, u/◦w ≤ v/◦w, w/◦u ≥ w/◦v.

Na druhé straně následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, že neplat́ı distributivńı zákon.
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Př́ıklad 7.7 Distributivńı zákon

Uvažujme opět dekadickou aritmetiku s osmi platnými č́ıslicemi. Ukážeme si př́ıklad, kdy pro operace, zavedené
algoritmy z 7.3.2. a 7.3.4., neplat́ı distributivńı zákon. Jako př́ıklad vezmeme hodnoty ťŕı proměnných u =
20000, 000, v = −6, 0000000, w = 6, 0000003. Pak

(u ×◦ v) +◦ (u ×◦ w) = −120000, 00 +◦ 120000, 01 = 0, 0100000,

zat́ımco
u ×◦ (v +◦ w) = 20000, 00×◦ 0, 00000030 = 0, 00600000.

Podobně vezmeme-li u = v = 0, 00005000, bude platit nerovnost 2 (u ×◦ u + v ×◦ v) < (u +◦ v)×◦ (u +◦ v), tj.
- přepsáno běžným matematickým zp̊usobem -

2
(
u2 + v2

)
< (u + v)

2
.

To znamená, že při výpočtu standardńı směrodatné odchylky podle vzorce

σ =
1

n

√
√
√
√n

n∑

k=1

x2
k −

(
n∑

k=1

xk

)2

se nám může stát, že budeme poč́ıtat odmocninu ze záporného č́ısla!

Př́ıklad 7.8 Rovnost reálných č́ısel

Při řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic, ale i při daľśıch numerických výpočtech, se setkáme s ite-
račńımi procedurami, založenými na rekurentńım vztahu tvaru

xn+1 = f (xn) (7.9)

Z teorie v́ıme, že posloupnost xn konverguje k limitě x. Nicméně bylo by chybou stanovit jako podmı́nku
ukončeńı iteračńıho cyklu rovnost xn = xn+1, nebot’ vzhledem k zaokrouhlovaćım chybám při výpočtu f (xn)
může být posloupnost xn periodická.

Proto je rozumněǰśı ukončit výpočet, bude-li např. |xn − xn+1| < δ pro δ vhodné . Takováto podmı́nka ovšem
předpokládá, že známe alespoň řád limity x. Pokud nemáme žádné předběžné informace o výsledku, je vhodněǰśı
použ́ıt podmı́nku

|xn+1 − xn|
|xn|

≤ ε (7.10)

Veličina ve vztahu (7.10) udává relativńı mı́ru nepřesnosti, kterou jsme ochotni přijmout jako výsledek ite-
račńıho procesu (7.9). Vztah (7.10) bychom také mohli interpretovat jako tvrzeńı, že xn ”

je přibližně rovno“
xn+1.

7.4.2 Mı́ra nepřesnosti

V předchoźım odstavci jsme zjistili, že některé běžné vztahy pro základńı aritmetické operace d́ıky zaokrouhlo-
vaćım chybám neplat́ı. Pod́ıvejme se tedy podrobněji na vliv zaokrouhlovaćıch chyb algoritmů z odd́ıl̊u 7.3.2.
a 7.3.4.

Z definice (7.8) funkce r plyne
r (x, p) = x (1 + δp (x)) , kde |δp (x)| ≤ 0, 5z1−p.

To znamená, že můžeme vždy psát
a +◦ b = (a + b) (1 + δp (a + b)) , a ×◦ b = (a × b) (1 + δp (a × b)) ,

a −◦ b = (a − b) (1 + δp (a − b)) , a/◦b = (a/b) (1 + δp (a/b)) .

Tyto vztahy nám mohou posloužit jako podklad pro odhad chyby. Pod́ıvejme se na asociativńı zákon pro
násobeńı reálných č́ısel. Dostaneme postupně

(u×◦ v) ×◦ w = ((uv) (1 + δi)) ×◦ w = uvw (1 + δ1) (1 + δ2) (7.11)

u ×◦ (v ×◦ w) = u ×◦ ((vw) (1 + δ − 3)) = uvw (1 + δ3) (1 + δ4) .

Tyto vztahy plat́ı (za předpokladu, že nedojde k přetečeńı exponentu) pro nějaká δi, i = 1, . . . , 4. Připomeňme
si, že všechna tato i vyhovuj́ı podmı́nce |δi| ≤ 0, 5z1−p. To znamená, že

(u ×◦ v) ×◦ w

u ×◦ (v ×◦ w)
=

(1 + δ1) (1 + δ2)

(1 + δ3) (1 + δ4)
= 1 + δ
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kde |δ| =≤ 2z1−p/
(
1 − 0, 5z1−p

)2
. Ukázali jsme tedy, že pokud nenastane přetečeńı exponentu, je (u ×◦ w)×◦w

nějakém smyslu přibližně rovno u ×◦ (v ×◦ w).

Pokusme se dále upřesnit, co znamená přiblǐzně rovno. Zavedeme nové operace pro porovnáváńı reálných č́ısel
zobrazených v poč́ıtači, které budou brát v úvahu velikost porovnávaných č́ısel a možnou relativńı chybu. Je-li
z základ č́ıselné soustavy a q posun a plat́ı-li u = (eu, fu) a v = (ev, fv), definujeme

u ≺ v (ε), právě když v − u > ε. max (zeu−q , zev−q) ...
”
u je určitě menš́ı než v“;

u ∼ v (ε), právě když |v − u| ≤ ε. max (zeu−q, zev−q) ...
”
u je přibližně rovno v“;

u � v (ε), právě když u − v > ε. max (zeu−q , zev−q) ...
”
u je určitě větš́ı než v“;

u ≈ v (ε), právě když |v − u| ≤ ε. max (zeu−q, zev−q) ...
”
u je v podstatě rovno v“.

V těchto definićıch udává ε uvažovanou relativńı mı́ru aproximace. Zavedené operátory splňuj́ı řadu jednoduchých
vztah̊u, které ukazuj́ı pravidla pro poč́ıtáńı s přibližnými hodnotami, např.

u ≺ v (ε) ⇒ v � u (ε) , u ≈ v (ε) ⇒ u ∼ v (ε) , u ≈ u (ε)

u � v (ε1) ∧ ε1 < ε2 ⇒ v (ε2) . (7.12)

Obdobné vztahy jako (11) plat́ı i pro operace ∼ a ≈. Př́ımo z definice těchto operaćı dále plyne, že

je − li u � v (ε1) ∧ v � w (ε2) ⇒ u � w (ε1 + ε2) ,

je − li u ≈ v (ε1) ∧ v ≈ w (ε2) ⇒ u ∼ w (ε1 + ε2) .

Bez obt́ıž́ı lze také dokázat, že

|u − v| ≤ ε |u| ∧ |u − v| ≤ ε |v| ⇒ u ≈ v (ε) ,

|u − v| ≤ ε |u| ∨ |u − v| ≤ ε |v| ⇒ u ∼ v (ε) ,

a naopak, pro normalizovaná č́ısla u a v a ε < 1 plat́ı

u ≈ v (ε) ⇒ |u − v| ≤ zε |u| ∧ |u − v| ≤ zε |v| ,

u ∼ v (ε) ⇒ |u − v| ≤ zε |u| ∨ |u − v| ≤ zε |v| .

Př́ıklad 7.9 Opět asociativńı zákon

Pod́ıváme se, jak je to s asociativńım zákonem pro násobeńı (viz též (7.11) a vztahy následuj́ıćı). Dostaneme

|(u ×◦ v) ×◦ w − u ×◦ (v ×◦ w)| = |u ×◦ (v ×◦ w)|
∣
∣
∣
∣

(1 + δ1) (1 + δ2)

(1 + δ3) (1 + δ4)

∣
∣
∣
∣
≤ 2z1−p

(
1 − 1

2z1−p
) |u ×◦ (v ×◦ w)| .

Týž výsledek dostaneme i pro př́ıpad |u ×◦ (v ×◦ w) − (u×◦ v) ×◦ w|. Z toho plyne, že pro

ε ≥ 2z1−p/
(
1 − z1−p

)2

plat́ı

u ×◦ (v ×◦ w) ≈ (u ×◦ v) ×◦ w.

Poč́ıtáme-li v deśıtkové soustavě, z = 10, s přesnost́ı na 8 platných cifer, p = 8, můžeme na základě tohoto
výsledku položit ε = 0, 00000021.

Na závěr uvedeme větu, která ukazuje, že rozd́ıl mezi u +◦ v a u + v lze odhadnout pomoćı veličin, které
můžeme vypoč́ıtat s pomoćı operaćı v jednoduché přesnosti. Tato věta ovšem plat́ı pouze za předpokladu, že
v normalizačńım algoritmu použijeme zaokrouhlováńı, nikoli odřezáváńı.

Věta: Bud’te u a v normalizovaná č́ısla. Polož́ıme

u′ = (u+◦) −◦ v, v′′ = (u +◦ v) −◦ u′.

Pak plat́ı:

u + v = (u +◦ v) + ((u −◦ u′) + (v −◦ v′′)) .

Důkaz lze naj́ıt např. v Knuthově knize [3], str. 203.
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Př́ıklad 7.10: použit́ı Taylorovy řady

Často se setkáme s úlohou vypoč́ıtat se zadanou přesnost́ı hodnoty nějaké transcendentńı funkce. Jedńım z
prvńıch nápad̊u, jak postupovat, bývá využit́ı Taylorovy nebo jiné mocninné řady. Ukážeme si, že se v tom
mohou skrývat nepř́ıjemné problémy.

Jak v́ıme, jsou funkce sinus a kosinus definovány pomoćı řad

sin x =

+∞∑

k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!
, cosx =

+∞∑

k=0

(−1)k x2k

(2k)!
(7.13)

Pod́ıvejme se, jak dopadne pokus poč́ıtat pomoćı řady (7.13) funkci kosinus; závěry pro funkci sinus jsou
podobné. Snadno dokážeme např. pomoćı D’Alembertova kritéria, že řada pro tuto funkci konverguje pro
libovolné komplexńı x. Nav́ıc jsou to řady se sťŕıdavými znaménky.

Pod́ıl dvou po sobě následuj́ıćıch sč́ıtanc̊u je
an+1

an
= − x2

(2n + 1) (2n + 2)
; (7.14)

To znamená, že poč́ınaje jistým n0 (x) se bude pro libovolné x absolutńı hodnota an monotónně zmenšovat.
Jestliže tedy řadu (7.13) nahrad́ıme konečným součtem

cosx ≈
m∑

k=0

(−1)
k
x2k

(2k)!
,

dopust́ıme se chyby, která nepřesáhne absolutńı hodnotu prvńıho zanedbaného členu. Tolik teorie, známá z
matematické analýzy ze 2. semestru.

Nejprve se pokuśıme spoč́ıtat hodnotu cos 1 s chybou, která nepřesahuje 10−6. Podle (7.14) klesá an monotónně
k nule poč́ınaje nultým členem. To znamená, že stač́ı naj́ıt n, pro které bude

|an| =
1

(2n)!
≤ 10−6.

Snadno se přesvědč́ıme, že tato podmı́nka je splněna již pro n = 5; to znamená, že stač́ı seč́ıst prvńıch 5
sč́ıtanc̊u v řadě (7.13) (pro n = 0, . . . , 4). Použijeme-li kterýkoli z typ̊u reálných č́ısel, popsaných v př́ıkladu
7.3, budou zaokrouhlovaćı chyby menš́ı než požadujeme, proto se jimi nemuśıme zabývat.

Nyńı se pokusme spoč́ıtat cos 100. Podle (7.14) budou absolutńı hodnoty sč́ıtanc̊u v řadě (7.13) monotónně
nar̊ustat pro n = 0, . . . , 50 a teprve pak začnou klesat k nule. Největš́ı člen, a50, je

a50 =
100200

100!

Snadno zjist́ıme, že dekadický logaritmus a50 je log a50 = 200 − 157, 97 = 42, 03. To znamená, že největš́ı ze
sč́ıtanc̊u v řadě (7.13) má 43 č́ıslic před desetinnou čárkou, ale my jej poťrebujeme znát s přesnost́ı nejméně
10−6. Celkem bychom tedy poťrebovali mı́t k dispozici reprezentaci reálných č́ısel s alespoň 49 mı́sty mantisy.
Ovšem poč́ıtače PC nám poskytuj́ı maximálně 19 cifer. Proto výsledek, který bychom źıskali př́ımým výpočtem
z řady (7.13), by neobsahoval ani jednu

”
spolehlivou“ č́ıslici.

V tomto př́ıpadě je ovšem řešeńı snadné. Vzhledem k periodicitě funkćı cos resp. sin stač́ı odeč́ıst vhodný
násobek 2 a pak poč́ıtat hodnotu funkce pro argument z intervalu 〈−π, π). Z daľśıch vztah̊u pro goniometrické
funkce

sin
(

x ± π

2

)

= ± cosx, cos
(

x ± π

2

)

= ∓ sinx

plyne, že stač́ı poč́ıtat hodnoty z intervalu −/2, /2. Ze vztah̊u

sin
(π

2
− x
)

= cosx, cos
(π

2
− x
)

= sin x

nakonec můžeme uzavř́ıt, že v př́ıpadě funkćı sinus a kosinus můžeme úlohu výpočtu hodnoty vždy převést na
součet řady (7.13) s |x| < π/4 < 1.

Nicméně i zde se může projevit vliv zaokrouhlovaćıch chyb. Vrat’me se k výpočtu cos 100. Z toho, co jsme si
řekli, plyne, že stač́ı spoč́ıtat

cos (100− 32π) = cos (−0, 5309849148762)

Zde jsme měli štěst́ı, že goniometrické funkce jsou periodické. Pro jiné funkce se může stát, že nebudeme moci
Taylor̊uv rozvoj využ́ıt v̊ubec.
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Kapitola 8

Některé daľśı algoritmy

V této kapitole se seznámı́me s několika daľśımi algoritmy, které se nehodily do žádné z předchoźıch kapitol.

8.1 Rozklad grafu na komponenty

Občas se setkáme s úlohou rozložit graf na komponenty.

Př́ıklad 8.1

Vezměme orientovaný graf z obrázku 8.1. Jeho incidenčńı matice je

A =









1 0 0 0 1
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
0 1 0 1 0
1 0 1 0 1









. (8.1)

Je zřejmé, že se tento graf skládá ze dvou nezávislých komponent, tvořených uzly 1, 3 5 a 2, 4.

Při konstrukci algoritmu, který bude hledat rozklad grafu na komponenty, vyjdeme z očividného faktu, že
pokud jak z uzlu i tak z uzlu j vede hrana do uzlu k, lež́ı všechny ťri ve stejné komponentě. Skutečnost, že v
grafu existuje zároveň cesta i → k a j → k, znamená, že incidenčńı matice bude obsahovat nenulové prvky
Aik a Ajk.

To znamená, že do téže komponenty budou paťrit ty řádky matice A, které oba obsahuj́ı nenulový prvek v
témže sloupci.

Algoritmus, který urč́ı komponenty grafu, popsaného incidenčńı matićı A, bude použ́ıvat pomocných množin
Si, složených z řádkových index̊u matice A. Můžeme jej formulovat takto:

1. Pro i = 1, . . . , n (n je počet uzl̊u grafu, tedy počet řádk̊u incidenčńı matice A) přǐrad́ıme i-tému řádku
matice A množinu Si = {i}.

2. Najdeme sloupec l s největš́ım počtem nenulových prvk̊u - necht’ je to q. Je-li q = 1, jdeme na krok 5.

3. Uděláme logický součet1 všech řádk̊u, které maj́ı v l-tém sloupci 1. Tyto řádky z matice A odstrańıme a
nahrad́ıme je vytvořeným logickým součtem.

4. Nově vytvořenému řádku přǐrad́ıme množinu S = Si, tj. sjednoceńı množin S =
⋃

Si pro odstraněné
řádky, a vrát́ıme se na krok 2.

5. Každý řádek nyńı představuje jednu komponentu grafu, popsaného matićı A. Množina Si, která takovému
řádku odpov́ıdá, obsahuje č́ısla uzl̊u, které tvoř́ı jednu komponentu.

1Logický součet definujeme pro č́ısla 0 a 1 takto: 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1 + 1 = 1.
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1

2

3
4

5

Obr. 8.1: Orientovaný graf matice A

Př́ıklad 8.1 (pokračováńı)

Pod́ıvejme se, jak bude popsaný algoritmus fungovat v př́ıpadě grafu z obrázku 8.1, popsaného matićı (8.1).
Množiny Si jsou

A =









1 0 0 0 1
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
0 1 0 1 0
1 0 1 0 1









S1 = {1}
S2 = {2}
S3 = {3}
S4 = {4}
S5 = {5}

.

Nejv́ıce nenulových prvk̊u je v 5. sloupci (v 1., 3. a 5. řádku). Nahrad́ıme proto 1. řádek logickým součtem 1.,
3. a 5. řádku a množinu S1 sjednoceńım S1 ∪ S3 ∪ S5. Dostaneme

A =





1 0 1 0 1
0 1 0 1 0
0 1 0 1 0





S1 = {1, 3, 5}
S2 = {2}
S3 = {4}

.

Nyńı je nejv́ıce nenulových prvk̊u ve 2. sloupci. Nahrad́ıme proto 2. řádek logickým součtem 2. a 3. řádku a
dostaneme

A =

(
1 0 1 0 1
0 1 0 1 0

)
S1 = {1, 3, 5}
S2 = {2, 4} .

Nyńı již všechny sloupce obsahuj́ı nejvýše jeden nenulový prvek, takže algoritmus konč́ı. Zjistili jsme, že jednu
komponentu tvoř́ı uzly 1, 3 a 5 a druhou zbývaj́ıćı dva.

8.2 Tranzitivńı uzávěr orientovaného grafu

V tomto odstavci si ukážeme algoritmus, který umožňuje řešit následuj́ıćı úlohu: Máme orientovaný graf G s
n uzly. Zaj́ımá nás, jak zjistit, zda pro libovolné i a j v tomto grafu existuje cesta (libovolné délky) z uzlu i
do uzlu j.

S touto úlohou se setkáme, jestliže budeme např. zjǐst’ovat, zda se v programu vyskytuje nepř́ımá rekurze, a
budeme mı́t k disposici seznam podprogramů, které volaj́ı jednotlivé funkce a procedury. Daľśı aplikace této
úlohy se mohou týkat rozkladu matice soustavy rovnic apod.

Graf G poṕı̌seme incidenčńı matićı A (G) = A. Připomeňme si, že v A plat́ı aij = 1, právě když v G existuje
orientovaná hrana 〈i, j〉. To znamená, že A popisuje všechny cesty délky 1.

Pod́ıvejme se nyńı na cesty délky 2. Aby v G existovala orientovaná cesta délky 2 z i do j, muśı existovat uzel
s tak, že G obsahuje hrany 〈i, s〉 a 〈s, j〉. Jestliže tedy projdeme všechny možné uzly s, zjist́ıme, zda v G
hledaná hrana existuje. Cesta z i do j přes pevně zvolené s existuje, právě když jsou v incidenčńı matici grafu
G rovny jedné prvky ais a asj , tj. je-li ais × asj = 1.
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Jakákoli cesta z i do j délky 2 existuje, je-li nenulový součet

bij =

n∑

s=1

aisasj . (8.2)

Je zřejmé, že bij je prvek matice B = A2. Budeme-li v (8.2) uvažovat mı́sto obyčejného součtu logický součet,
bude B incidenčńı matice grafu G2, který má stejný počet uzl̊u jako G, a ve kterém jsou uzly 〈i, j〉 spojeny
hranou, jestliže v G existuje cesta z i do j délky 2.

Podobně ukážeme, že A3 je incidenčńı matice grafu G3, který má stejný počet uzl̊u jako G, a ve kterém jsou
uzly 〈i, j〉 spojeny hranou, jestliže v G existuje cesta z i do j délky 3, . . . , An−1 je incidenčńı matice grafu
Gn−1, který má stejný počet uzl̊u jako G, a ve kterém jsou uzly 〈i, j〉 spojeny hranou, jestliže v G existuje
cesta z i do j délky n− 1. Vzhledem k tomu, že graf G obsahuje n uzl̊u, může mı́t nejkratš́ı orientovaná cesta
mezi dvěma r̊uznými uzly délku nejvýše n − 1.

Chceme-li tedy umět pro každé i a j zjistit, zda v G existuje cesta jakékoli délky z i do j, stač́ı spoč́ıtat matici

Q =
n∑

i=1

Ai. (8.3)

V tomto výpočtu použ́ıváme mı́sto obyčejného sč́ıtáńı opět logický součet.

Q je incidenčńı matice tzv. tranzitivńıho uzávěru G− grafu G, tedy grafu, který obsahuje hranu 〈i, j〉, právě
když G obsahuje cestu libovolné délky z i do j.

Budeme-li součet (8.3) poč́ıtat na základě definice násobeńı matic, budeme poťrebovat O
(
n4
)

operaćı (n
násobeńı matic, každé vyžaduje n3 operaćı).

Ukážeme si ale, že matici Q můžeme spoč́ıtat s použit́ım O
(
n3
)

operaćı. Tento algoritmus vytvoř́ı z matice A
př́ımo matici Q, tj. z grafu G vytvoř́ı př́ımo jeho tranzitivńı uzávěr G−. Jde o postup, ve kterém vytvoř́ıme
posloupnost graf̊u G0, G1, . . . , Gn:

1. Polož́ıme G0 = G.

2. Pro i = 1, 2, . . . , n sestroj́ıme Gi z Gi−1 takto: vezmeme i-tý uzel grafu Gi−1 a za každou dvojici j a
k, j ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {1, . . . , n}, pro kterou v Gi−1 existuj́ı hrany 〈j, i〉 a 〈i, k〉, přidáme do Gi hranu
〈j, k〉.

3. Gn = G−.

Dokážeme, že t́ımto postupem opravdu źıskáme tranzitivńı uzávěr grafu G. Označ́ıme H množinu hran grafu
G, Hi množinu hran grafu Gi a H− množinu hran G− Je jasné, že stač́ı dokázat, že Hn = H−. Z bodu 2 je
zřejmé, že plat́ı Hi ⊂ Hi+1. Matematickou indukćı dokážeme, že pro všechna i = 1, 2, . . . , n plat́ı Hi ⊂ H−.

Inkluze H0 ⊂ H− je zřejmá: každá hrana p̊uvodńıho grafu muśı být i hranou tranzitivńıho uzávěru. Předpok-
ládejme tedy, že pro nějaké i plat́ı Hi ⊂ H− (tedy že z existence hrany 〈i, j〉 v Hi plyne existence cesty z uzlu
i do uzlu j v H0).

Je-li 〈k, j〉 ∈ Hi+1, znamená to, že bud’ hrana 〈k, j〉 ∈ Hi, nebo že jsme ji do Hi+1 přidali na základě toho, že
v Hi existuj́ı pro nějaké l hrany 〈k, l〉 a 〈l, j〉. V obou př́ıpadech ale z indukčńıho předpokladu plyne, že v H0

existuje cesta z k do j. To znamená, že pro všechna i je Hi ⊂ H−, a tedy speciálně Hn ⊂ H−.

Nyńı ještě poťrebujeme dokázat opačnou inkluzi, tj. H− ⊂ Hn. Je-li 〈k, j〉 ∈ H−, znamená to, že v H
existuje cesta 〈k, i1〉 , 〈i1, i2〉 , . . . , 〈is, j〉, s ≤ n. Vezmeme nejmenš́ı z č́ısel i1, . . . , is; necht’ je to č́ıslo ir. Pak
ve druhém kroku algoritmu pro uzel ir přidáme do Hi hranu 〈ir−1, ir+1〉. To znamená, že Hr obsahuje
cestu 〈k, i1〉 , 〈i1, i2〉 , . . . , 〈ir−1, ir+1〉 , . . . , 〈is, j〉. Nyńı opět vezmeme nejmenš́ı ze zbývaj́ıćıch index̊u atd. Tak
ukážeme, že 〈k, j〉 ∈ Hn. T́ım je správnost algoritmu dokázána.

Na základě popsaného algoritmu můžeme napsat program, který transformuje incidenčńı matici A grafu G na
incidenčńı matici G−. Jeho základem bude konstrukce
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for j := 1 to n do {pro každý uzel j}

for i := 1 to n do {prozkoumáme všechny uzly i}

if A[i,j] <> 0 then {existuje-li cesta z i do j}

for k := 1 to n do if A[j,k] <> 0 then A[i,k] := 1;

{tak budeme zkoumat, zda existuje i cesta z j do k}

Tento úsek programu obsahuje 3 do sebe vnořené cykly pro hodnoty parametru od 1 do n; to znamená, že
doba jeho prováděńı bude O

(
n3
)
.

8.3 Násobeńı matic: Strassen̊uv algoritmus

Obvyklý algoritmus pro násobeńı matic je založen na definici této operace. Jsou-li A a B matice typu n × n
a je-li

C = AB, (8.4)

je i, j-tý prvek matice C dán vztahem

cij =

n∑

k=1

aikbkj . (8.5)

Na výpočet cij poťrebujeme n násobeńı a n−1 sč́ıtáńı; na výpočet matice C tedy poťrebujeme O
(
n3
)

operaćı.
Kromě prostoru na uložeńı matic A, B a C nepoťrebujeme prakticky žádný daľśı pamět’ový prostor.

8.3.1 Rozděleńı matice na bloky

Předpokládejme nyńı, že počet řádk̊u a sloupc̊u matic vyhovuje podmı́nce
n = 2k. (8.6)

Pokuśıme se použ́ıt techniky rozděl a panuj. Matice A, B a C rozděĺıme na čtvercové bloky o velikosti n/2 =
2k−1, takže násobeńı (8.4) bude mı́t tvar

(
A11 A12

A21 A22

)(
B11 B12

B21 B22

)

=

(
C11 C12

C21 C22

)

.

Snadno se přesvědč́ıme, že pro bloky Cij plat́ı

C11 = A11B11 + A12B21, C12 = A11B12 + A12B22,

C21 = A21B11 + A22B21, C22 = A21B12 + A22B22. (8.7)

To znamená, že poťrebujeme 8 násobeńı blok̊u a 4 sč́ıtáńı. Protože velikost blok̊u je 2k, můžeme bloky při
násobeńı opět rozdělit na čtvercové bloky atd.; nakonec dospějeme k násobeńı blok̊u o velikosti 1 - tedy k
násobeńı č́ısel.

Označme S (n) počet operaćı, poťrebný k násobeńı dvou matic n×n. Protože na sečteńı dvou matic typu n×n
poťrebujeme O

(
n2
)

operaćı, dostaneme, že posloupnost S (n) vyhovuje rekurentńımu vztahu

S (n) ≤ 8S
(n

2

)

+ qn2 pro n ≥ 2, (8.8)

S (n) = 1 pro n = 1 (q je konstanta).

S podobným rekurentńım vztahem se setkáme ještě jednou, a proto jej vyšeťŕıme obecněji. Budeme zkoumat
posloupnost S (n), pro kterou plat́ı

S (1) = d,

S (n) ≤ aS (n/c) + bn2, (8.9)

kde a, b, c a d jsou kladná celá č́ısla a n = ck. Ze vztah̊u (8.9) plyne postupným dosazováńım

S (c) ≤ ad + bc2 = bc2

(

1 +
ad

bc2

)

;

S
(
c2
)
≤ abc2

(

1 +
ad

bc2

)

+ bc4 = bc2

(

1 +
a

c2
+

a2d

bc4

)

;

Matematickou indukćı snadno dokážeme, že
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S
(
ck
)
≤ bc2k

(

1 +
a

c2
+ · · · +

( a

c2

)k−1

+
( a

c2

)k d

b

)

. (8.10)

Z (8.10) pak plyne, že pro a > c a n = ck plat́ı

S (n) = S
(
ck
)
≤ bc2k

((
a
c2

)k − 1
a
c2 − 1

+
( a

c2

)k d

b

)

≤ bc2k

( (
a
c2

)k

a
c2 − 1

+
( a

c2

)k d

b

)

= (8.11)

=
akbc2

a − c2
+ akb

d

b
= akb

(
c2

a − c2
+

d

b

)

= ck logc ab

(
c2

a − c2
+

d

b

)

= Knlogc a. (8.12)

V našem př́ıpadě je a = 8, c = 2, takže na základě (8.12) dostáváme S (n) ≤ O
(
nlog 8

)
= O

(
n3
)
. To znamená,

že popsané rozděleńı na bloky nejsṕı̌s nepřineslo žádný užitek (vzhledem k tomu, že jsme pracovali s nerovnost́ı,
nemůžeme si dovolit osťreǰśı tvrzeńı).

8.3.2 Strassen̊uv algoritmus

Strassen̊uv algoritmus násobeńı matic je založen na posťrehu, že bloky Cij můžeme poč́ıtat také na základě
vztah̊u

C11 = P + S − T + V, C12 = R + T
C21 = Q + S, C22 = P − Q + R + U,

(8.13)

kde
P = (A11 + A22) (B11 + B22) , Q = (A21 + A22) B11,
R = A11 (B12 − B22) , S = A22 (B21 − B11) ,
T = (A11 + A12) B22, U = (A21 − A11) (B11 + B12) ,
V = (A12 − A22) (B12 + B22) .

(8.14)

Vztahy (8.13 a 8.14) obsahuj́ı celkem 7 násobeńı a 18 sč́ıtáńı. To znamená, že složitost algoritmu násobeńı
matic, založeného na tomto rozkladu, bude pro n = 2k dána nerovnost́ı

S (n) ≤ 7S
(n

2

)

+ 18
(n

2

)2

.

Jde opět o nerovnost tvaru (8.9), ve které máme a = 7, b = 18, c = 2. Dosazeńım dostaneme vztah S (n) =
O
(
nlog 7

)
= O

(
n2,81

)
, nebot’ log2 7 ≈ 2, 81.

Praktický význam tento algoritmus ovšem př́ılǐs nemá. Numerické pokusy ukazuj́ı, že vzhledem k implementačńı
složitosti výpočtu založeného na rozkladu (8.13 a 8.14) bude dosáhneme úspory času až při cca n ≥ 50. Lze
ukázat, že minimálńı spoťreba paměti bude také O

(
n2,81

)
, takže pro n, pro který by mohla být významná

úspora času, bude již hrát roli ztráta operačńı paměti.

8.4 Výpočet hodnoty polynomu

Výpočet funkčńıch hodnot polynomů paťŕı mezi běžné operace. Pod́ıvejme se např. na výpočet hodnoty poly-
nomu

p (x) = x5 + 7x4 − 12x2 + 9x − 25, (8.15)

v nějakém bodě x. Ponechme stranou možnost vypoč́ıtat x5, pak vypoč́ıtat a přič́ıst 7x4 atd. To je nejsṕı̌s
nejhorš́ı myslitelný postup, nebot’ při něm zbytečně opakujeme výpočty mocnin x. Poněkud rozumněǰśı je pos-
tupovat od nižš́ıch mocnin x a jednou vypočtené hodnoty si pamatovat. K výpočtu x4 využijeme již vypočtené
hodnoty x2 atd.

Ještě výhodněǰśı je použ́ıt Hornerova schématu. Postup výpočtu bude zřejmý, uzávorkujeme-li polynom (8.15)
takto:

p (x) = x (x (x (x (x + 7)) − 12) + 9) − 25,

Podobným zp̊usobem můžeme uzávorkovat libovolný polynom daného stupně n. Odtud plyne postup výpočtu.
Hodnotu koeficientu u xn (nejvyšš́ı mocniny) vynásob́ıme x, přičteme koeficient u xn−1, opět vynásob́ıme x
atd. Jsou-li koeficienty polynomu uloženy v poli p o n + 1 prvćıch,

var p: array [0..n] of real;

můžeme zapsat výpočet podle Hornerova schématu takto:
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s := p[n];

for i := n-1 downto 0 do s := s*x+p[i];

Při tomto výpočtu poťrebujeme celkem n násobeńı a n − 1 sč́ıtáńı.

Hornerovo schéma přestane být výhodné, je-li n velké a polynom p obsahuje velmi málo nenulových koeficient̊u.
Typickým př́ıkladem může být

p (x) = x55.

Ukážeme, že neńı poťreba 54 násobeńı, ale podstatně méně. Rozlož́ıme-li č́ıslo 55 na součet mocnin dvou,
dostaneme

x55 = x32x16x4x2x1,

odkud je zřejmé, že stač́ı spoč́ıtat pouze x32 (a pr̊uběžně si zapamatovat x2, x4 atd.). Přitom k výpočtu x32

stač́ı 5 násobeńı, takže k výpočtu x55 poťrebujeme celkem 9 násobeńı.

8.5 Diskrétńı Fourierova transformace

Mezi nejčastěji použ́ıvané aritmetické algoritmy paťŕı bezesporu rychlá Fourierova transformace. Tento algo-
ritmus, který byl publikován v polovině 60. let [33], znamenal zrychleńı klasického výpočetńıho postupu o
řád.

8.5.1 Úvodńı úvahy

Fourierova transformace je pro integrovatelnou funkci f (t) definována vztahem

F (ω) =

∫ +∞

−∞

f (t) e2πiωtdt (8.16)

a inverzńı transformace má tvar

f (t) =
1

2π

∫ +∞

−∞

F (ω) e−2πiωtdω. (8.17)

Vzor, tedy funkce f , je komplexńı funkce jedné reálné proměnné t. Tato proměnná se obvykle interpretuje jako
čas. Obraz, tedy funkce F (w), je opět komplexńı funkćı jedné reálné proměnné, která se obvykle interpretuje
jako frekvence. Fourierova transformace tedy představuje převod časové závislosti na závislost frekvenčńı.
Frekvenčńı analýza také představuje jedno z nejčastěǰśıch použit́ı této transformace v elektrotechnice.

Vedle toho může Fourierova transformace posloužit v matematické fyzice jako účinný nástroj při řešeńı někte-
rých úloh pro obyčejné i parciálńı diferenciálńı rovnice.

V praxi se ovšem mı́sto funkćı, definovaných na celé množině reálných č́ısel, setkáváme s často s konečnými
množinami diskrétńıch vzork̊u, tedy s konečnými posloupnostmi (obecně komplexńıch) č́ısel. Pro ně zavád́ıme
diskrétńı Fourierovu transformaci takto:

Diskrétńım Fourierovým obrazem posloupnosti a = {a0, a1, . . . , an−1} je posloupnost A = {A0, A1, . . . , An−1},
jej́ıž prvky jsou dány vztahy

Aj =

n−1∑

t=0

ate
( 2πijt

n ), j = 0, . . . , n − 1; (8.18)

inverzńı transformace je dána vztahy2

2Důkaz vzorce pro zpětnou transformaci: Dosad́ıme za Aj do výrazu na pravé straně (15b). Dostaneme

q =
1

n

n−1�
s=0

As exp � 2πisk

n � =
1

n

n−1�
s=0

n−1�
t=0

at exp � 2πist

n � exp � 2πisk

n � =
1

n

n−1�
s=0

n−1�
t=0

at exp � 2πis (t − k)

n � =

=
1

n

n−1�
t=0

at

n−1�
s=0

exp � 2πis (t − k)

n � .

Snadno zjist́ıme, že pro t = k bude vnitřńı součet roven n. Pro t k dostaneme

n−1�
s=0

exp � 2πis (t − k)

n � =
exp � 2πin(t−k)

n � − 1

exp � 2πi(t−k)
n � − 1

= 0

Odtud již plyne q = ak .
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ak =
1

n

n−1∑

s=0

Ase
(− 2πisk

n ), k = 0, . . . , n − 1. (8.19)

Označ́ıme-li

w = e(
2πi
n ),

představuj́ı vztahy (8.18) výpočet hodnot polynomu

a (x) =

n−1∑

j=0

ajx
j

v bodech x = wj a vztahy (8.19) výpočet hodnot polynomu

A (x) =
1

n

n−1∑

j=0

Ajx
j

v bodě x = w−k. K výpočtu př́ımé i inverzńı transformace bychom mohli použ́ıt např. Hornerova schématu, se
kterým jsme se seznámili v předchoźım odd́ılu. Vzhledem k tomu, že výpočet opakujeme pro n r̊uzných hodnot
a vyč́ısleńı polynomu a (x) resp. A (x)) t́ımto zp̊usobem vyžaduje O (n) krok̊u, vyžaduje výsledný algoritmus
celkem O

(
n2
)

krok̊u.

Ukazuje se však, že lze využ́ıt zvláštńıch vlastnost́ı bod̊u wj , ve kterých polynomy a (x) resp. A (x) poč́ıtáme.
Č́ıslo w představuje hlavńı hodnotu n-té odmocniny z 1, wn = 1. Přidáme-li nav́ıc požadavek, aby pro počet n
hodnot v posloupnosti a = {a0, a1, . . . , an−1} platilo n = 2k, můžeme odvodit algoritmus, který bude vyžadovat
pouze O (n log2 n) operaćı.

8.5.2 Rychlá Fourierova transformace

Jak jsme již naznačili, budeme v tomto odd́ılu předpokládat, že je dána konečná posloupnost komplexńıch č́ısel
a = {a0, a1, . . . , an−1}, kde n = 2k. Symbolem w zde označujeme hlavńı hodnotu n-té odmocniny z 1, tedy
č́ıslo

w = e(
2πi
n ) = cos

(
2π

n

)

+ i sin

(
2π

n

)

(8.20)

Z toho, že wn = 1, plyne, že wk = w(k mod n). To znamená, pro že jak pro př́ımou tak i pro inverzńı transformaci
vystač́ıme se znalost́ı w0, w1, w2, . . . , wn−1. (Odtud také plyne, že

(
wk
)n

= 1, takže i č́ıslo wk představuje -
pro libovolné k ∈ Z - odmocninu z 1.)

Začneme u př́ımé transformace. V předchoźım odstavci jsme si ukázali, že wkAj = a
(
wj
)
, kde a (x) je polynom

s koeficienty danými posloupnost́ı a. Při výpočtu hodnoty tohoto polynomu se pokuśıme použ́ıt metodu rozděl
a panuj. Koeficienty polynomu a rozděĺıme na dvě skupiny - na sudé a liché, které označ́ıme as a al. T́ım
rozlož́ıme polynom a na součet dvou polynomů,

a (x) = as

(
x2
)

+ xal

(
x2
)
. (8.21)

Úlohu vyč́ıslit polynom a stupně n − 1 v bodě x jsme tedy převedli na úlohu vyč́ıslit dva polynomy as a al

stupně n/2− 1 v bodě x2.

Jak v́ıme, poťrebujeme při výpočtu hodnoty Ak vyč́ıslit (8.21) v bodě x = wk , kde w je hlavńı hodnota
n-té odmocniny z 1. Z (8.20) ale plyne, že w2 je hlavńı hodnota (n/2)-té odmocniny z 1 - a to je přesně
to, co k úspěšnému použ́ıt́ı metody rozděl a panuj poťrebujeme. Vztah (8.21) totiž ř́ıká, že mı́sto abychom
poč́ıtali hodnotu polynomu a v n-té odmocnině z jedné, můžeme poč́ıtat hodnoty polynomů as a al v (n/2)-té
odmocnině z 1.

Protože plat́ı n = 2k, můžeme použ́ıt týž postup i na polynomy as a al. Rekurzivně tak dospějeme až k
polynomům 1. stupně, které budeme vyč́ıslovat v bodech 1 a -1. Při výpočtu můžeme nav́ıc využ́ıt skutečnosti,
že w(n/2) = −1, takže wi = −w(n/2)+i.
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Př́ıklad 8.2

Pod́ıvejme se na polynom 8. stupně,

p (x) = p0 + p1x + p2x
2 + p3x

3 + p4x
4 + p5x

5 + p6x
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7 =

= p0 + p2x
2 + p4x

4 + p6x
6 + x

(
p1 + p3x

2 + p5x
4 + p7x

6
)

=

= ps

(
x2
)

+ xpl

(
x2
)
.

Je-li nyńı
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Při výpočtu ulož́ıme transformovanou posloupnost do pole p a délce n. V tomto poli také dostaneme výsledek.

Algoritmus př́ımé transformace, tedy vyč́ısleńı polynomu s koeficienty a0, a1, . . . , an−1, můžeme popsat násle-
duj́ıćımi kroky:

1. Je-li stupeň polynomu n = 1, jsou hledané hodnoty rovny A0 = a0 + a1 a A1 = a0 − a1 a skonč́ıme.

2. Je-li stupeň polynomu n > 1, přerovnáme pole a v pořad́ı a0, a2, . . . , an−2, a1, a3, . . . , an−1.

3. Použijeme tento algoritmus rekurzivně zvlášt’ pro prvńı polovinu pole a, se sudými koeficienty a zvlášt’
pro druhou polovinu pole s lichými koeficienty.

4. Pole, źıskané ve 3. kroku, obsahuje obrazy polynomů as a al. Přerovnáme je do p̊uvodńıho pořad́ı a
slož́ıme z něj podle (8.21) obraz p̊uvodńıho pole.

Program, který popsaný algoritmus implementuje, naṕı̌seme v C++, nebot’ tento jazyk jako jeden z mála
nab́ıźı programátor̊um jak rekurzi tak i typ complex pro práci s komplexńımi č́ısly.

Následuj́ıćı procedura vypočti bude při přerovnáváńı použ́ıvat pomocné pole t. Deklarujeme je jako globálńı, ste-
jně jako některé daľśı pomocné proměnné. Daľśı pomocné pole w bude obsahovat hodnoty w0, w1, w2, . . . , wn−1

(mocniny n-té odmocniny z 1, viz (8.20)).

Prvńım vstupńım parametrem procedury vypočti je pole a, které obsahuje koeficienty transformovaného poly-
nomu (tedy transformovanou posloupnost). Druhý parametr N obsahuje stupeň transformovaného polynomu.
Předpokládáme, že pro hodnotu parametru N plat́ı N = 2r − 1 pro nějaké r. (To znamená, že pole a obsahuje
N + 1 prvk̊u.) ťret́ım parametrem je index k, od kterého se máme polem a zabývat.

#include <complex.h>

#define M 8 // Velikost pole - např. 8...

#define PI 3.14159265358979

complex w[M], t[M]; // Pomocná pole

complex p0, p1; // Pomocné proměnné

complex q[M]; // Transformované pole

void vypočti(complex a[ ], int N, int k){

int i, j;

if(N==1) { // Je-li stupeň polynomu N == 1,

p0=a[k]; p1=a[k+1]; // vypočteme hodnotu

a[k]=p0+p1;

a[k+1]=p0-p1;

} else { // Jinak pole nejprve přerovnáme

for(i=0; i <= N/2; i++) { // (s pomocı́ pole t)
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j = k+2*i;

t[i] = a[j];

t[i+1+N/2] = a[j+1];

} // a pak zavoláme tuto proceduru

for(i = 0; i <= N; i++) a[k+i] = t[i]; // rekurzivně

vypočti(a, N/2, k); // zvlášt’ pro prvnı́ polovinu

vypočti(a, N/2, k+1+N/2); // a zvlášt’ pro druhou polovinu

j = M/(N+1);

for(i=0; i <= N/2; i++) { // Pak pole přerovnáme zpět

p0 = w[i*j]*a[k+(N/2)+1+i]; // a složı́me z něj

t[i] = a[k+i] + p0; // obraz původnı́ho pole

t[i+(N/2)+1] = a[k+i] - p0;

}

for(i=0; i <= N; i++) a[k+i] = t[i];

}

}

Před prvńım voláńım procedury vypočti muśıme vypoč́ıtat hodnoty wj , j = 0, 1, . . . , n − 1. Procedura pro
př́ımou transformaci proto může mı́t následuj́ıćı tvar:

void FFTR(complex a[ ], int N) {

static jeW = 0; // Indikuje, zda již bylo w vypočteno

if(!jeW){

jeW++;

w[0]=1;

w[1] = complex(cos(2*PI/N), sin(2*PI/N));

for(int i = 2; i < N; i++) w[i] = w[i-1]*w[1];

}

vypočti(a,N-1,0);

}

Inverzńı transformace spoč́ıvá podle (8.19) ve vyč́ısleńı polynomu s koeficienty Ak v bodech w−j , kde j =
0, 1, . . . , n − 1 a vyděleńı výsledku č́ıslem n. Snadno se ale přesvědč́ıme, že pro n-tou odmocninu z 1 plat́ı
w−0 = w0 = 1, w−1 = wn−1, . . . , w−(n−1) = w−1. To znamená, že stač́ı použ́ıt opět funkci vypočti a výsledek
přerovnat. Funkce pro inverzńı transformaci proto bude mı́t tento tvar:

void IFFTR(complex a[ ], int N) {

vypočti(p, N-1, 0);

for(int i = 1; i <= N/2; i++) { // Přerovnánı́

complex t = a[i]; a[i] = a[N-i]; a[N-i]= t;

}

for(i=0; i < N; i++) a[i] /=N;

}

Pole q, deklarované před funkćı vypočti, transformujeme př́ıkazem

FFTR(q,M);

a zpětnou transformaci obstará př́ıkaz

IFFTR(q,M);

8.5.3 Složitost rychlé Fourierovy transformace

Nejprve se vrát́ıme k př́ıkladu transformace pole o 8 prvćıch, tedy polynomu 7. stupně.

Př́ıklad 8.2 (pokračováńı)

Při výpočtu A0 převedeme výpočet hodnoty polynomu 7. stupně na výpočet hodnot dvou polynomů 3. stupně.
Použijeme k tomu proceduru vypočt i - zavoláme ji s parametry a, N = 7 a k = 0 (bereme pole a od nultého
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a[0] a[2] a[4] a[6] a[1] a[3] a[5] a[7]

a[0] a[1] a[2] a[3] a[4] a[5] a[6] a[7]

Obr. 8.2: Přesun prvk̊u při rychlé Fourierově transformaci pro n = 8

(1,6)(1,4)

(3,4)

(1,2)(1,0)

(3,0)

(7,0)

Obr. 8.3: Druhý a ťret́ı parametr rekurzivńıch voláńı procedury vycisli

prvku). Tato procedura nejprve přerovná pole a tak, aby v prvćıch a0, . . . , a3 ležely koeficienty u sudých mocnin
a v a4, . . . , a7 koeficienty u lichých mocnin p̊uvodńıho polynomu (viz obr. 8.1).

Pak zavoláme proceduru vypočti rekurzivně pro vyč́ısleńı polynomů as a al. Při vyč́ıslováńı as bude mı́t voláńı
procedury vypočti parametry a, N = 3 (stupeň polynomu) a k = 0 (koeficienty jsou uloženy v poli a od
nultého prvku). Při vyč́ıslováńı al bude mı́t voláńı procedury vypočti parametry a, 3 (stupeň polynomu,
stejný jako u as) a 4 (koeficienty al jsou uloženy v poli a od prvku a [4]).
Vyč́ıslováńı as a al bude znamenat opět dvě rekurzivńı voláńı procedury vycisli. Posloupnost rekurzivńıch
voláńı můžeme vyjádřit stromem, který vid́ıte na obr. 8.3

Je zřejmé, že hloubka rekurze bude rovna log2 n, v př́ıpadě n = 8 tedy 3.

Složitost rekurzivńıho algoritmu rychlé Fourierovy transformace odvod́ıme takto: Je-li T (n) počet operaćı,
poťrebný při daném n, muśı platit

T (n) = 2T (n/2) + cn,

kde c je konstanta taková, že cn je čas poťrebný na obě přerovnáńı pole o n prvćıch. Protože T (1) = d je také
konstanta, dostaneme

T (2m) = 2T
(
2m−1

)
+ c2m = 4T

(
2m−2

)
+ 2c2m = · · · cm2m + T (1) 2m = cn log2 n + dn,

odkud plyne složitost O (n log2 n).



Kapitola 9

Softwarový projekt

V této kapitole si krátce pov́ıme o hlavńıch zásadách konstrukce software.

Zkušenosti ukazuj́ı, že práci na velkých softwarových projektech je výhodné maximálně formalizovat1. Ćılem
takové formalizace je samozřejmě vyhnout se nejen chybám, ale i nepřesnostem ve formulaci projektu a ne-
dorozuměńım v kontaktu se zákazńıkem.

Studie, prováděné např. ministerstvem obrany USA, ukazuj́ı, že poměr dodatečných náklad̊u, vyvolaných
změnou v počátečńı fázi a náklad̊u, vyvolaných změnou v koncových fáźıch projektu, může být i vyšš́ı než
1:200. Tabulku, která ukazuje relativńı náklady na opravu chyby v závislosti na tom, kdy chyba vznikne a kdy
my ji odhaĺıme, jsme převzali ze [7].

Okamžik vzniku

Okamžik odhaleńı Požadavky Návrh Psańı programu
Analýza 1 - -
Návrh 2 1 -

Pasivńı testy 5 2 1
Strukturárńı testy 15 5 2
Funkcionálńı testy 25 10 5

Tabulka 9.1 Výše relativńıch náklad̊u zp̊usobených chybou v závislosti na tom, kdy chyba vznikne a kdy ji
odhaĺıme.

V následuj́ıćım odd́ılu si pov́ıme o jednotlivých fáźıch vývoje softwarového produktu.

9.1 Životńı cyklus softwarového produktu

Životńı cyklus softwarového produktu můžeme z hlediska vývojáře rozdělit do následuj́ıćıch fáźı:

1. Definice problému.
3. Návrh architektury
5. Programováńı a laděńı
7. Testováńı systému

2. Analýza požadavk̊u
4. Podrobný návrh
6. Testováńı modul̊u
8. Údržba

Na některé z nich se nyńı pod́ıváme podrobněji.

9.2 Definice problému

Na počátku je nezbytné definovat problém, který má budoućı softwarový produkt řešit. Popis problému má
použ́ıvat jazyk (terminologii) uživatele a má vycházet z jeho pohledu. Rozsah specifikace by neměl překročit
jednu až dvě stránky.

1Ve smyslu úřednickém, nikoli matematickém. Jde o to dokumentovat jak požadavky zákazńıka tak i postup projektu.

141



142 KAPITOLA 9. SOFTWAROVÝ PROJEKT

V popisu problému neńı vhodné naznačovat možná řešeńı, nebot’ jejich hledáńı zpravidla neńı problém zákazńıka,
nýbrž řešitele. Naznačujeme-li řešeńı již ve formulaci problému, můžeme řešitele zavést na scest́ı; rozhodnut́ı
o zp̊usobu řešeńı by mělo být až výsledkem analýzy problému.

Např́ıklad tvrzeńı
”
Máme problémy s evidenćı materiálu ve skladu“ nejen zńı jako problém, můžeme je i

považovat za rozumnou definici problému.

Na druhé straně věta
”
Poťrebujeme optimalizovat automatické zadáváńı dat při evidenci materiálu ve skladu“

už nezńı jako problém - zde je již vnucováno řešeńı. Takováto formulace může mı́t smysl až ve specifikaci
předběžných požadavk̊u.

Přitom je dobré uvědomovat si, že nejlepš́ı řešeńı nemuśı být vždy nový program nebo úprava programu, který
už existuje. Jestliže např. použ́ıváme program, který umı́ udělat p̊ulročńı bilanci hospodařeńı, a poťrebujeme
ročńı bilanci, může být nejlaciněǰśım a nejrychleǰśım řešeńım ručně seč́ıst jednou do roka deset č́ısel.

9.3 Předběžné požadavky

Formulace předběžných požadavk̊u představuje prvńı krok k řešeńı problému. Zde vlastně sestav́ıme podrobný
popis toho, co se bude od softwarového produktu očekávat.

Ze zkušenost́ı softwarových firem plyne, že je vhodné sestavit se zákazńıkem ṕısemný seznam předběžných
požadavk̊u. T́ım mimo jiné dosáhneme toho, že o funkci programu bude rozhodovat zákazńık, nikoli programá-
tor.

Formálńı seznam požadavk̊u umožńı snáze se vyhnout chybám a nedorozuměńım. Jestliže při psańı programu
přijdeme na chybu v kódu, stač́ı zpravidla přepsat pár řádek. Přijdeme-li při psańı programu na chybu v
požadavćıch, muśıme se k nim vrátit a muśıme znovu proj́ıt návrh architektury, podrobný návrh a možná zač́ıt
psát program úplně od začátku.

Adekvátńı specifikace požadavk̊u je proto kĺıčovým momentem úspěchu projektu.

Na druhé straně je předem jasné, že požadavky ze strany zákazńıka se budou pr̊uběžně měnit. Často totiž
teprve samotný proces vývoje produktu zákazńıkovi umožńı, aby si plně uvědomil, co vlastně poťrebuje - a
podle toho bude své požadavky měnit. (Formálně sepsané požadavky nám pak umožńı naúčtovat mu to...)

Studie IBM ukazuj́ı, že u typického projektu se v pr̊uběhu vývoje změńı požadavky přibližně z 25% [7]. Proto je
d̊uležité, aby zákazńık znal cenu změn a abychom si s ńım dohodli formálńı postup při změnách z jeho strany.

9.3.1 Kontrola seznamu požadavk̊u

Při sestavováńı seznamu předběžných požadavk̊u by se mohlo stát, že opomeneme některou d̊uležitou oblast.
Následuj́ıćı seznam kontrolńıch otázek je sestaven na základě praktických zkušenost́ı (podle [7]) a má nám
pomoci vyhnout se nedopaťreńım. Samozřejmě ne všechny tyto otázky muśı mı́t v souvislosti s konkrétńım
problémem smysl.

Následuj́ıćı otázky lze použ́ıt také jako vod́ıtko při sestavováńı seznamu požadavk̊u. Rozděĺıme si je do několika
okruh̊u.

Obsah požadavk̊u

• Specifikovali jsme všechny vstupńı datové proudy systému? Známe jejich zdroje? Známe přesnost
vstupńıch dat? Známe rozsahy hodnot? Známe frekvence vstup̊u?

• Specifikovali jsme všechny výstupńı datové proudy? Známe jejich př́ıjemce, rozsah hodnot dat a jejich
přesnost, frekvenci? Známe jejich formát?

• Specifikovali jsme formáty všech sestav?

• Známe specifikace všech vněǰśıch hardwarových i softwarových rozhrańı připravovaného produktu?
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• Známe poťrebná komunikačńı rozhrańı, jako jsou komunikačńı protokoly, přenosové rychlosti, zp̊usoby
kontroly chyb apod.?

• Jsou z hlediska uživatele specifikovány poťrebné doby odezvy pro všechny nezbytné operace?

• Známe př́ıpadná daľśı časová omezeńı, jako je doba zpracováńı, doba přenosu dat apod.?

• Specifikovali jsme všechny úlohy, které má systém podle představ uživatele provádět?

• Specifikovali jsme data, která se budou použ́ıvat v jednotlivých úlohách a která budou výsledkem
jednotlivých úloh?

• Specifikovali jsme požadavky na úroveň utajeńı? Specifikovali jsme úroveň zabezpečeńı dat před ztrátou
nebo zničeńım (může j́ıt o zabezpečeńı před sabotáž́ı, před poč́ıtačovými viry, před nechtěným smazáńım,
před pádem meteoritu na poč́ıtač...)?

• Specifikovali jsme požadavky na úroveň spolehlivosti - včetně možných d̊usledk̊u selháńı programu?
Specifikovali jsme, které informace jsou životně d̊uležité a které je nezbytně ťreba chránit? Specifikovali
jsme strategii detekce chyb a zotavováńı se z nich?

• Specifikovali jsme maximálńı požadavky na pamět’ RAM?

• Specifikovali jsme maximálńı požadavky na vněǰśı pamět’ová média (disky, magnetické pásky apod.)?

• Vyjasnili jsme požadavky na údržbu a udržovatelnost systému? Známe požadavky na možnost přenosu
programového produktu do jiného operačńıho prosťred́ı, pod jiný operačńı systém? Známe požadavky
na komunikaci s jinými softwarovými produkty (např. OLE / DDE pod MS Windows)? Jak je to s
př́ıpadnými změnami přesnosti vstup̊u/výstup̊u? Co v př́ıpadě požadavk̊u na změnu výkonnosti?

• Jaké jsou vztahy mezi vlastnostmi, které si mohou navzájem konkurovat nebo se i vylučovat? Dostane
např. přednost rychlost před přesnost́ı, velikost programu před robustnost́ı?

• Známe přesnou specifikaci úspěšného zpracováńı nebo chyby?

Úplnost požadavk̊u

• Pokud neznáme poťrebné informace před začátkem zpracováńı, známe alespoň rozsah jejich neúplnosti?

• Jsou požadavky úplné v tom smyslu, že pokud bude produkt vyhovovat opravdu všem uvedeným
požadavk̊um, bude pro zákazńıka přijatelný?

• Působ́ı některé z požadavk̊u pot́ıže? Jev́ı se některé z nich jako neimplementovatelné a zařadili jste je
jen proto, abyste uspokojili zákazńıka (př́ıpadně šéfa)?

Kvalita požadavk̊u

• Jsou požadavky sepsány v jazyku uživatele? Mysĺı si to uživatel? Rozumı́ jim?

• Jsou požadavky bezkonfliktńı? Nebo jsme se alespoň při jejich specifikaci vyhnuli konflikt̊um v maxi-
málńı možné mı́̌re?

• Vyhnuli jsme se tomu, aby požadavky určovaly návrh architektury?

• Jsou všechny požadavky na přibližně stejné úrovni podrobnosti? Neńı ťreba specifikovat některé z
požadavk̊u podrobněji? Nebo jsou naopak př́ılǐs podrobné?

• Jsou požadavky formulovány natolik jasně, aby je šlo implementovat? Porozumı́ jim i člověk, který o
nich se zákazńıkem nejednal?

• Jsou jednotlivé požadavky v rozumném vztahu k problému a k jeho řešeńı? Je jasný p̊uvod jednotlivých
požadavk̊u v kontextu výchoźıho problému?

• Lze testovat splněńı jednotlivých požadavk̊u? Může o splněńı jednotlivých požadavk̊u rozhodnout
nezávisle zkonstruovaný a provedený test?

• Specifikovali jsme u jednotlivých požadavk̊u všechny možné změny (př́ıpadně včetně pravděpodobnosti
takové změny)?
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9.4 Návrh architektury

Po vyjasněńı požadavk̊u přijde na řadu návrh architektury ; někdy také hovoř́ıme o strategii implementace. Jde
o návrh

”
na nejvyšš́ı úrovni“, ve které se budeme zabývat předevš́ım těmito aspekty budoućıho produktu:

Organizace programu

Nejprve stanov́ıme organizaci programu. To znamená, že vypracujeme přehled, který poṕı̌se programový pro-
dukt pomoćı obecných pojmů. V něm urč́ıme hrubý smysl jednotlivých modul̊u (hlavńıch část́ı programu) a
jejich rozhrańı.

Přitom je vhodné již v této fázi vývoje dbát na to, aby na sobě jednotlivé moduly byly co nejméně závislé, tj.
aby jejich rozhrańı byla pokud možno nejužš́ı.

Zacházeńı se změnami

Stanov́ıme strategii zacházeńı se změnami v projektu - může se jednat o č́ısla verźı, o návrhy záložńıch datových
poĺı pro daľśı použit́ı, o soubory pro přidáváńı daľśıch tabulek apod.

Je vhodné také je určit zp̊usob, jakým se bude v projektu zacházet s rozhodováńım. Mı́sto použit́ı
”
tvrdě“

implementovaných rozhodnut́ı můžeme použ́ıt rozhodováńı podle tabulek; data, podle kterých se rozhodujeme,
mohou být uložena v exterńıch souborech atd.

Vyv́ıjet či koupit

Již v této fázi se také muśıme rozhodnout, zda budeme program sami vyv́ıjet či zda jej kouṕıme, př́ıpadně které
části kouṕıme a které budeme sami vyv́ıjet. Podobně se muśıme rozhodnout, které části implementujeme sami
a které převezmeme z operačńıho prosťred́ı (např́ıklad zda použijeme grafickou knihovnu Borland C++ nebo
zda si naṕı̌seme svoji, zda použijeme standardńıch služeb operačńıho systému nebo zda je obejdeme, protože
nejsou účinné nebo dostatečně bezpečné, zda využijeme standardńıch ovladač̊u zař́ızeńı či zda vyvineme vlastńı
atd.).

Pokud se rozhodneme použ́ıt koupený software, muśıme si ujasnit, jak vyhovuje ostatńım požadavk̊um.

Hlavńı datové struktury

V daľśım kroku specifikujeme hlavńı datové struktury. Přitom muśıme určit předevš́ım jejich obsah a zp̊usob
zobrazeńı. Doporučuje se dokumentovat alternativy, které jsme při výběru zvažovali, a d̊uvody, proč jsme se
nakonec rozhodli určitým zp̊usobem.

Při návrhu hlavńıch datových struktur bychom měli vycházet z požadavku skrýváńı dat - to znamená pokud
možno se vyhýbat globálńım dat̊um. K dat̊um by měl mı́t př́ıstup vždy pouze jeden modul; pokud je poťrebuj́ı
i jiné moduly, muśı použ́ıt př́ıstupových procedur.

Při návrhu architektury modul̊u se uplatňuje
”
zákon zbytečných dat“: Údaje, které vstouṕı do programu (mod-

ulu, funkce ...) a neovlivńı jeho výstup nebo chováńı, jsou zbytečné.

V objektově orientovaném návrhu muśıme stanovit hlavńı ťŕıdy objekt̊u, jejich vzájemné vztahy (dědické
hierarchie), hlavńı instance, jejich stavy, funkci a také doby trváńı, tj. rozmeźı jejich existence v programu.

Hlavńı algoritmy

Současně s návrhem hlavńıch datových struktur přijdou na řadu návrhy hlavńıch algoritmů (odkazy na ně).
Také zde je ťreba dokumentovat možné alternativy a d̊uvody svých rozhodnut́ı.

Všeobecné problémy

Daľśı aspekt, kterým se ve fázi návrhu architektury muśıme zabývat, jsou všeobecné problémy, které nezáviśı
na konkrétńı podobě řešeného problému. Jde předevš́ım o uživatelské rozhrańı programu, ř́ızeńı vstupńıch a
výstupńıch operaćı, správu paměti, ale také ťreba o zacházeńı se znakovými řetězci.
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Uživatelské rozhrańı může být specifikováno již v požadavćıch. Pokud ne, muśıme určit struktury př́ıkaz̊u,
menu, vstupńıch formulář̊u apod. Přitom modulárńı složeńı programu je ťreba navrhnout tak, aby přechod k
jinému rozhrańı neovlivnil jeho funkčnost.

Jako př́ıklad uvedeme např. překladače Turbo Pascalu; ty jsou zpravidla dodávány dva, jeden integrovaný
v programovém prosťred́ı a druhý, který lze spouštět samostatně z př́ıkazové řádky. Samozřejmě jde o týž
program s jiným uživatelským rozhrańım - jiný postup by byl ekonomicky neúnosný.

Architektura by měla specifikovat úroveň, na které budou detekovány a ošeťrovány chyby při vstupńıch /
výstupńıch operaćıch, bezpečnostńı opaťreńı (pořizováńı záložńıch kopíı soubor̊u) apod.

V této fázi vývoje bychom také měli odhadnout poťrebnou velikost paměti v běžných a v mimořádných
př́ıpadech. Např́ıklad pokud bude výsledkem databáze, měli bychom odhadnout pamět’ poťrebnou pro jeden
záznam a př́ıpadně předpokládaný počet záznamů v databázi. Je ťreba ukázat, zda jsou požadavky naš́ı aplikace
v meźıch možnost́ı předpokládaného operačńıho prosťred́ı.

Ve složitěǰśıch př́ıpadech může aplikace mı́t vlastńı systém pro správu paměti.

Může se zdát, že věnovat pozornost zacházeńı se znakovými řetězci již při návrhu architektury je zbytečné.
Komerčně využ́ıvané programy ovšem obsahuj́ı velká množstv́ı řetězc̊u (menu, nápovědy, texty v dialogových
oknech a jiné); uživatel si může přát některé z nich změnit, přizp̊usobit svým poťrebám nebo svému vkusu.
Při prodeji produktu do zahranič́ı je ťreba všechny textové řetězce přeložit.

Proto je ťreba odhadnout množstv́ı textových řetězc̊u, které budou součást́ı programu, a rozhodnout se, jak s
nimi nalož́ıme. Lze je uložit do zvláštńıch soubor̊u (to se obvykle dělá s nápovědou) nebo je ťreba definovat
jako konstanty ve zvláštńım modulu. V programech pro MS Windows je můžeme popsat v tabulce řetězc̊u
(stringtable) v popisu prosťredk̊u programu (resources, soubor .RC). T́ım źıskáme možnost znakové řetězce
snadno měnit, aniž by to mělo nějaký závažněǰśı dopad na zdrojový kód programu.

Lze je také samozřejmě deklarovat př́ımo na mı́stě použit́ı a nevzrušovat se př́ıpadnými problémy se změnami -
zálež́ı na požadavćıch a na naš́ı předv́ıdavosti. V návrhu architektury bychom se měli rozhodnout pro některou
z možnost́ı a zaznamenat d̊uvody, proč jsme se tak rozhodli.

Zpracováńı chyb

Zacházeńı s chybami paťŕı k nejožehavěǰśım problémům v moderńım programováńı. Existuj́ı odhady, které
tvrd́ı, že téměř 90% kódu v běžných programech se zabývá ošeťrováńım výjimečných situaćı. Při rozhodováńı o
architektuře programu muśıme také určit, jak bude náš produkt nakládat s chybovými situacemi. Jde předevš́ım
o odpověd’ na následuj́ıćı otázky:

• Použijeme sṕı̌se korektivńıho nebo sṕı̌se detektivńıho př́ıstupu? Korektivńı př́ıstup znamená, že pokud
nastane chyba, pokuśıme se ji napravit. Při detektivńım př́ıstupu můžeme rovnou skončit - můžeme se ale
také tvářit, jako by se nic nestalo, a doufat, že se opravdu nic neděje. V obou př́ıpadech by ale program
měl uživateli sdělit, jaké problémy nastaly.

• Budeme detekovat chyby aktivně nebo pasivně? Jinými slovy, budeme se snažit předv́ıdat chyby uživatele
a např. testovat správnost vstupńıch dat (ťreba kontrolovat, zda uživatel nepožaduje výpis ze dne 31.
února), nebo se budeme o chyby starat až v př́ıpadě, že se nic jiného nedá dělat - např. když hroźı děleńı
nulou nebo když k němu dokonce už došlo?

• Aktivńı detekce chyb klade značné nároky na uživatelské rozhrańı. At’ se rozhodneme pro kteroukoli
alternativu, měl by program v obou př́ıpadech včas informovat uživatele, co se děje.

• Jak se v programu chyby š́ı̌ŕı? Jak bude program reagovat na vznik chyby? Podle okolnost́ı můžeme zvolit
některou z následuj́ıćıch alternativ: můžeme ihned odmı́tnout data, která chybu zp̊usobila; můžeme ihned
přej́ıt ke zpracováńı chyby; můžeme pokračovat v p̊uvodńı operaci až do dokončeńı všech proces̊u a teprve
pak informovat uživatele, že někde nastala chyba.

• Jaké konvence budeme použ́ıvat pro ohlašováńı chyb? Je rozumné, aby všechny moduly použ́ıvaly při
ohlašováńı chyb totéž rozhrańı, jinak bude program p̊usobit zmateně.
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• Na jaké úrovni budou chyby v programu ošetřovány? Můžeme se jimi zabývat v mı́stě vzniku, můžeme
pro ně volat zvláštńı podprogramy nebo se jimi zabývat

”
na nejvyšš́ı úrovni“. Možnosti nápravy chyby

(zotaveńı programu po chybě) se samozřejmě lǐśı podle úrovně, na které chybu detekujeme. Pokud chybu
zachyt́ıme až na úrovni celého programu, nemůžeme obvykle dělat nic jiného, než oznámit, co se stalo, a
skončit.

• Jaká je zodpovědnost jednotlivých modul̊u za správnost jeho vstupńıch dat? Bude se každý z modul̊u
starat o správnost svých dat, nebo budeme mı́t speciálńı moduly, které se postaraj́ı o správnost dat pro
celý systém? Mohou moduly na nějaké úrovni předpokládat, že dostávaj́ı bezchybná data?

Robustnost

Pod robustnost́ı se obvykle chápe schopnost systému pokračovat v činnosti poté, co došlo k chybě. Při návrhu
architektury je rozumné určit úroveň robustnosti z několika hledisek.
Předevš́ım muśıme určit mı́ru pečlivosti, kterou při zpracováńı požadujeme. Obvykle se od jednotlivých modul̊u
požaduje vyšš́ı robustnost než od celého systému. Zkušenost totiž ukazuje, že softwarový produkt je zpravidla
podstatně slabš́ı než jeho nejslabš́ı část.

Dále je ťreba určit rozsah použ́ıváńı testovaćıch př́ıkaz̊u, jako je makro assert v jazyku C. Tyto př́ıkazy testuj́ı,
zda je splněna nějaká podmı́nka, plynoućı z předpoklad̊u (můžeme např́ıklad ověřovat předpoklad, že vstupńı
soubor nebude větš́ı než 64 KB; pokud ano, ohláśı program chybu).

Vedle toho je ťreba stanovit mı́ru tolerance k chybám a zp̊usob reakce na ně. Pod́ıvejme se na některé
jednoduché možnosti.

Systém se např. může při výskytu chyby pokusit vrátit k mı́stu, kde ještě bylo vše v pořádku, a pokračovat
odtud. Může se pokusit použ́ıt pro zpracováńı daného problému jinou funkci (např. jestliže se při řešeńı
soustavy lineárńıch algebraických rovnic zjist́ı, že soustava má špatně podmı́něnou matici a že tedy nelze
použ́ıt Gaussovu eliminaci, může se systém pokusit použ́ıt některou z iteračńıch metod).

Systém také může pro řešeńı rovnou použ́ıt několika metod, źıskané výsledky porovnat a podle zadané tolerance
pak určit, který výsledek použije nebo zda použije např. jejich aritmetický pr̊uměr.

Hodnotu, kterou systém urč́ı jako špatnou, se může pokusit nahradit hodnotou, která nebude mı́t katastrofické
d̊usledky. Kromě toho může systém přej́ıt do stavu, ve kterém neńı schopen provádět všechny své funkce, může
skončit a př́ıpadně se znovu spustit.

Systém by také měl brát v úvahu možnost, že sám obsahuje chyby, a měl by (v omezené mı́̌re) prověřovat své
vlastńı výsledky, aby d̊usledky těchto chyb omezil.

Výkonnost

Pod výkonnost́ı můžeme chápat jak rychlost tak i pamět’ové nároky. Pokud je výkonnost systému d̊uležitá, je
ťreba specifikovat jej́ı kritéria.

Ve stádiu návrhu architektury bychom měli specifikovat odhad výkonnosti a zd̊uvodnit, proč se domńıváme,
že takovéto výkonnosti lze dosáhnout. Měli bychom specifikovat také oblasti, ve kterých hroźı nebezpeč́ı, že
požadovaného výkonu nedosáhneme.

Pokud je k dosažeńı výkonnosti ťreba použ́ıt speciálńıch algoritmů nebo datových struktur, je ťreba to zd̊uraznit
již v tomto stadiu. Zde je vhodné také specifikovat předpokládané časové a pamět’ové nároky jednotlivých
modul̊u.

Celková kvalita návrhu architektury

Pro kvalitu návrhu architektury lze vymyslet řadu kritéríı. Zejména je samozřejmé, že návrh muśı jasně vymezit
a zd̊uvodnit ćıle projektu a použité metody. Muśı být jasný a přehledný, muśı přesně specifikovat nebezpečné
oblasti a určit zacházeńı s nimi.

Ten, kdo bude navrženou architekturu implementovat, muśı návrhu beze zbytku rozumět.
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9.4.1 Kontrola návrhu architektury

Podobně jako v př́ıpadě prověřováńı úplnosti předběžných požadavk̊u, i v př́ıpadě návrhu architektury má
smysl sepsat si kontrolńı otázky a podle nich hledat, na co jsme mohli zapomenout. Následuj́ıćı seznam opět
vycháźı z [7].

• Je jasná celková organizace programu, včetně přehled̊u a zd̊uvodněńı architektury?

• Jsou moduly dobře definovány, je jasná jejich funkce, jsou jasná jejich rozhrańı s jinými moduly?

• Jsou pokryty všechny funkce, uvedené v seznamu požadavk̊u? Jsou pokryty rozumně, tj. neńı jim
věnováno př́ılǐs málo nebo př́ılǐs mnoho modul̊u?

• Je architektura navržena tak, aby se mohla vyrovnat se kteroukoli z pravděpodobných změn?

• Obsahuje návrh všechna rozhodnut́ı, zda určitý produkt (nebo jeho součást) koupit nebo vyv́ıjet?

• Popisuje návrh, jak se přizp̊usob́ı knihovńı funkce a jiné opakovaně použ́ıvané programové součásti,
aby vyhovovaly našemu produktu?

• Jsou v návrhu popsány a zd̊uvodněny všechny hlavńı datové struktury?

• Lze s hlavńımi datovými strukturami zacházet pouze prosťrednictv́ım př́ıstupových funkćı?

• Je specifikován obsah a organizace databáźı?

• Popsali a zd̊uvodnili jsme všechny hlavńı algoritmy?

• Popsali jsme strategii při zacházeńı se vstupńımi a výstupńımi operacemi (včetně vstup̊u a výstup̊u
uživatelských)?

• Definovali jsme kĺıčové aspekty uživatelského rozhrańı?

• Je modulárńı struktura uživatelského rozhrańı taková, že neovlivňuje zbytek programu?

• Popsali a zd̊uvodnili jsme strategii správy paměti a odhady pamět’ových nárok̊u?

• Odhadli jsme časové a pamět’ové nároky jednotlivých modul̊u?

• Obsahuje návrh strategii pro zacházeńı s řetězci a odhad poťrebného mı́sta pro ně?

• Obsahuje návrh vhodnou strategii pro ošeťrováńı chyb? Jsou chybová hlášeńı konzistentńı s uživatel-
ským rozhrańım?

• Specifikovali jsme úroveň robustnosti?

• Formulovali jsme jasně hlavńı ćıle systému?

• Je návrh vyvážený? Neńı některá část zpracována př́ılǐs pečlivě a jiná nedbale?

• Je návrh architektury jako celek konzistentńı? To znamená, je jasná souvislost jednotlivých část́ı?

• Je návrh na nejvyšš́ı úrovni nezávislý na poč́ıtači a na programovaćım jazyku?

• Jsou jasné d̊uvody všech rozhodnut́ı?

• Kĺıčová otázka na závěr: Jste s návrhem spokojen jako programátor, který jej bude implementovat?
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9.4.2 Programovaćı jazyk

Po vyjasněńı architektury je ťreba rozhodnout se pro vhodný programovaćı jazyk. Jeho volba může podstatným
zp̊usobem ovlivnit nejen výkonnost programu, ale také programátora.

Rozhodnut́ı může ovšem záviset na dostupných prosťredćıch, na požadavćıch zákazńıka, ale i na schopnostech
a osobńım vkusu programátora. Pod́ıvejme se na některé nejběžněǰśı možnosti.

Pokud nám jde o maximálńı úspornost kódu a o výkonnost programu, obvykle voĺıme asembler .

Pro numerické výpočty se stále často použ́ıvá Fortran; výhodou tohoto jazyka jsou obrovské knihovny pod-
programů pro téměř všechny běžněǰśı matematické, fyzikálńı a obecně technické problémy, se kterými se lze
setkat.

V oblasti hromadného zpracováńı dat dlouhou dobu převládal jazyk Cobol . Nab́ızel řadu nástroj̊u, zaměřených
na rozsáhlé datové soubory (např. př́ıkazy pro ťŕıděńı soubor̊u, generátor sestav apod.). Již ve verzi Cobol 70
se objevily prosťredky pro paralelńı programováńı. Na druhé straně neumožňoval ukrýváńı dat - veškerá data
se deklarovala jako globálńı. Zdá se, že jej v současné době vytlačuj́ı databázové jazyky.

Pro komunikaci s databázemi se dnes často použ́ıvá SQL (structured querry language - strukturovaný dotazovaćı
jazyk). Vedle toho se lze často setkat s aplikacemi, napsanými v jazyćıch, které jsou součást́ı databáźı Gupta,
Oracle, PowerBuilder, dBase nebo Paradox.

Mezi dnes nejrozš́ı̌reněǰśı jazyky paťŕı Pascal a jazyk C . Možnosti, které tyto jazyky nab́ızej́ı, jsou v podstatě
stejné (alespoň pokud jde o implementace těchto jazyk̊u na osobńıch poč́ıtač́ıch). Jde o jazyky univerzálńı,
které lze rozumně použ́ıt pro řešeńı většiny problémů. Jediný závažněǰśı rozd́ıl mezi nimi představuje céčkovská
adresová aritmetika, která nemá v běžných implementaćıch Pascalu obdobu.

Pokud ale vycháźıme z vyloženě objektově orientovaného návrhu, bude asi nejvhodněǰśı jazyk C++. Tento jazyk
je v podstatě nadmnožinou Céčka, nav́ıc obsahuje předevš́ım objektové typy s plně rozvinutými možnostmi
(omezováńı př́ıstupu ke složkám, v́ıcenásobnou dědičnost, polymorfismus). Pro objektové typy lze v C++
také definovat vlastńı verze většiny operátor̊u. Kromě toho nab́ıźı C++ šablony (generické typy a funkce) a
možnost vyvolávat a ošeťrovat výjimečné situace (to se použ́ıvá zejména při zpracováńı chyb). Bohužel zdaleka
ne všechny překladače dosud tyto pokročilé možnosti jazyka C++ implementuj́ı.

Posledńı dobou se objevuj́ı i
”
čistě objektové“ programovaćı jazyky, jako Actor, Eiffel nebo Smalltalkk. V

současné době jde většinou o interpretačńı systémy, které se př́ılǐs nehod́ı k implementaci výkonných aplikaćı;
v budoucnosti se však mohou stát účinným vývojovým nástrojem.

Pokud nepředstavuje velikost programu a rychlost velký problém, lze použ́ıt některých vývojových prosťredk̊u
založených na generátorech kódu. Např. při vývoji aplikaćı pro MS Windows v prosťred́ı Borland C++ 4.0
můžeme využ́ıt AppExpert, aplikaci, která na základě jakéhosi dotazńıku vytvoř́ı zdrojový kód v C++, založený
na objektově orientované knihovně Object Windows Library. Do tohoto

”
prototypu“ programu pak doplńıme

výkonné součásti.

V posledńı době se při tvorbě aplikaćı pro Windows dosti rozš́ı̌rilo využ́ıváńı vizuálńıch vývojových prosťred́ı,
jako je Visual Basic nebo Visual C++. V těchto prosťred́ıch se obvykle pomoćı myši sestav́ı z předdefinovaných
prvk̊u uživatelské rozhrańı aplikace a př́ıpadně i některé funkčńı součásti. (Součástmi mohou být i velmi rozsáhlé
funkčńı celky - ťreba celý tabulkový procesor, textový procesor, utilita pro kresleńı diagramů apod. [16].)

Na základě
”
graficky“ sestaveného uživatelského rozhrańı pak prosťred́ı vytvoř́ı program, ke kterému doplńıme

daľśı poťrebné části.

9.5 Daľśı kroky

Následuj́ıćım krokem při vývoji softwarového produktu je podrobný návrh. Zde určujeme vlastně vniťrńı stru-
kturu modul̊u. Definujeme význam jednotlivých funkćı v modulech a navrhujeme algoritmy, které v nich
použijeme. Přitom specifikujeme i datové struktury, které jsme neuvažovali při návrhu architektury.
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Teprve po sestaveńı podrobného návrhu lze přistoupit k vlastńımu programováńı, tedy k přepisu algoritmů do
zvoleného programovaćıho jazyka.

Pak přijde na řadu laděńı. Prvńı z možných krok̊u, doporučovaný při týmové práci, je nechat přeč́ıst sv̊uj kód
jinému programátorovi. Často se tak podař́ı odhalit včas r̊uzná nepř́ıjemná opomenut́ı.

Daľśım krokem, který následuje po formálńım odladěńı, je testováńı. Nejprve se zpravidla testuj́ı jednotlivé
funkce, potom jednotlivé moduly. Teprve nakonec se testuje systém jako celek. Přitom se voĺı r̊uzné př́ıstupy.
Např. seznam předběžných požadavk̊u bude základem test̊u ověřuj́ıćıch, zda programový produkt vyhovuje
požadavk̊um zákazńıka.

Obvykle se také testuj́ı extrémńı př́ıpady vstupńıch dat, př́ıpady, kdy má aplikace jen minimum paměti apod.

Při testováńı lze s aplikaćı zacházet jako s černou skř́ıňkou nebo lze analyzovat jej́ı zdrojový kód a podle toho
hledat chyby.

U aplikaćı, které budou komerčně š́ı̌reny, se zpravidla také provád́ı tzv. beta-testováńı, při kterém se produkt
poskytne zdarma nebo za minimálńı poplatek vybraným uživatel̊um a ti shromážd́ı informace o jeho vadách,
problémech a nedostatćıch.

Posledńı fáźı, o které se zmı́ńıme, je údržba. Ta zahrnuje např. pr̊uběžné odstraňováńı nedostatk̊u (chyby by
se v konečném produktu vyskytnout neměly, ale zkušenosti s produkty velkých firem ukazuj́ı, že se tam se
železnou pravidelnost́ı objevuj́ı - viz např. problémy kolem překladač̊u Borland C++).

Vedle toho p̊ujde o vývoj nových verźı, které budou vyhovovat novým nárok̊um uživatel̊u, které bude možno
provozovat v jiných operačńıch prosťred́ıch (může j́ıt např. o přechod z Windows pod Windows NT) nebo které
budou obsahovat účinněǰśı algoritmy.

Je samozřejmé, že speciálně při údržbě programu oceńıme pr̊uzračnost architektury, přehlednost návrhu na
všech úrovńıch, dobře zpracovanou dokumentaci, zkrátka dobrý programovaćı styl.
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Kapitola 10

Návrh architektury založený na
analýze požadavk̊u

Metody analýzy požadavk̊u se zpravidla - př́ımo nebo nepř́ımo - oṕıraj́ı bud’ o rozbor toku dat v systému nebo
o rozbor struktury dat. Tok dat se obvykle charakterizuje v souvislosti s funkcemi, které přetvářej́ı vstupńı
data na data výstupńı.

Jako př́ıklady si ukážeme metodu založenou na diagramech toku dat [31] a Jacksonovu metodu (Jackson System
Development [14], [15]; u nás se pro ni občas použ́ıvá označeńı

”
Jacksonovo strukturované programováńı“).

10.1 Diagramy toku dat

Při rozboru toku dat v systému se zabýváme transformacemi informaćı při pr̊uchodu systémem, ř́ızeným
poč́ıtačem. Do systému přicházej́ı informace v r̊uzných podobách a z r̊uzných zdroj̊u. Jejich transformace
může zahrnovat stejně dobře náročné numerické výpočty jako pouhé porovnáńı. Výstupem pak může být tisk
sestavy nebo ťreba jen rozsv́ıceńı kontrolky.

Informace, které procházej́ı systémem, jsou podrobovány řadě transformaćı. Tyto transformace vyjádř́ıme
diagramem, ve kterém se obvykle použ́ıvaj́ı následuj́ıćı značky:

• Obdélńık vyznačuje vněǰśı objekt, který představuje bud’ zdroj, odkud přicházej́ı informace do
systému, nebo př́ıjemce informaćı od systému. Od jednoho zdroje může vycházet i v́ıce datových tok̊u.

• Kruh (
”
bublina“) označuje proces, tedy transformaci dat.

• Spojnice označuj́ı přenosy informaćı mezi procesy navzájem nebo mezi procesy a vněǰśımi objekty.
Šipky ukazuj́ı směr přenosu dat. Každá spojnice by měla být pojmenována.

• Dvojice vodorovných rovnoběžek označuje zař́ızeńı na ukládáńı dat.

Př́ıklad diagramu vid́ıte na obr. 10.1; v něm data

Pamět’

ćılzdroj

T3

T2

T1

D5

D4

D3D3

D2

D1

Obr. 10.1: Př́ıklad diagramu toku dat.

ze zdroje (D1) procházej́ı transformačńım procesem
T1, při kterém se přeměńı na data D2. Ta převezme
proces T2, ulož́ı si je jako data D3 do zař́ızeńı pro
úschovu dat. Odtud si je vyzvedne a jako data D4 je
předá procesu T3, který je po paťričné transformaci
předá jako data D5 konečnému př́ıjemci.

Pomoćı takovýchto diagramů lze popisovat systém
nebo program na libovolné úrovni abstrakce. Na zá-
kladńı úrovni se zpravidla celý softwarový systém vy-
jadřuje jediným kruhem - to znamená, že na této
úrovni popisujeme pouze informačńı toky mezi sys-
témem a jeho okoĺım. V daľśıch kroćıch pak upřesňu-
jeme strukturu systému, tj. rozkládáme jednotlivé procesy na podprocesy a určujeme datové toky mezi nimi.
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pacient

personál

personál

záznam o pacientovi

údaje v záznamu

požadavek

výpisu

data

př́ıstroj̊u výpis

varovný
systém pro

monitorováni
signál

pacient̊u

Obr. 10.2: Základńı diagram toku dat v systému pro sledováńı pacient̊u

Tyto diagramy nevyjadřuj́ı př́ımo pořad́ı událost́ı (např. pořad́ı vstup̊u od jednotlivých zdroj̊u apod.). Nevyz-
načuj́ı také žádným zp̊usobem ř́ıdićı struktury programu (cykly, podmı́nky apod.). Takovéto problémy se řeš́ı
později, až při vlastńım softwarovém návrhu.

Př́ıklad 10.1: monitorovaćı systém

Jako př́ıklad použit́ı diagramů toku dat k rozboru požadavk̊u si ukážeme návrh programového vybaveńı
pro sledováńı pacient̊u na jednotce intenzivńı péče [12]. Na obrázku 10.2 vid́ıte, jak může vypadat základńı
diagram.
Při zjemňováńı tohoto diagramu muśıme rozložit systém pro monitorováńı pacient̊u na podsystémy a ujasnit
si tok dat mezi nimi. Zmı́něný systém se např. bude skládat z centrálńıho monitorovaćıho systému, který
bude přij́ımat informace od systém̊u pro sledováńı jednotlivých pacient̊u a bude využ́ıvat soubor s informacemi
o mezńıch hodnotách sledovaných údaj̊u. Źıskané údaje bude předávat systému pro aktualizaci záznam̊u o
pacientech. Systém pro generováńı výpis̊u (sestav) může být na centrálńım monitorovaćım systému nezávislý,
poťrebuje mı́t př́ıstup pouze k záznamům o pacientech.

Personál bude přij́ımat varovné signály od centrálńıho monitorovaćıho systému. S požadavky na výpis se bude
obracet na generátor výpis̊u. Diagram, který vznikne na základě uvedených zjemněńı, vid́ıte na obrázku 10.3.

Čtenář se může sám pokusit navrhnout daľśı zjemněńı, která se budou týkat nejsṕı̌se centrálńıho moni-
torovaćıho systému.
Analýza ovšem nebude úplná, pokud se budeme zabývat pouze tokem dat. Muśıme si samozřejmě vš́ımat i
obsahu těchto tok̊u, tedy samotných dat, která zde proud́ı. Z popisu těchto dat vycháźıme při návrhu funkćı,
které prováděj́ı jejich transformaci.

Jednu z možných metod představuj́ı slovńıky dat . Jde o popis struktury dat, založený na vhodně definované
formálńı gramatice, která často připomı́ná popis datových typ̊u programovaćıho jazyka. Slovńık muśı obsahovat
definice všech dat, na která v tokovém diagramu naráž́ıme. Elementárńı data definujeme tak, že poṕı̌seme jejich
význam, složená data vyjádř́ıme rozkladem na komponenty.

Při popisu dat stanov́ıme základńı datové struktury (posloupnost údaj̊u, opakuj́ıćı se data, selekci). Vyznač́ıme
- je-li to možné - počet opakováńı a údaje, které se mohou, ale nemuśı vyskytovat (volitelná data).

Př́ıklad 10.2: slovńık dat

Jako jednoduchý př́ıklad se pod́ıváme se na strukturu telefonńıho č́ısla. Můžeme je popsat takto:

telefonńı č́ıslo = [mı́stńı č́ıslo | meziměstské č́ıslo]
mı́stńı č́ıslo = {č́ıslice}8

3

meziměstské č́ıslo = předč́ısĺı + kód města + mı́stńı č́ıslo
předč́ısĺı = [vnitrostátńı předč́ısĺı | mezinárodńı předč́ısĺı]
vnitrostátńı předč́ısĺı = 0
mezinárodńı předč́ısĺı = 00 + kód státu
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sestav
aktualizace

záznamu

Obr. 10.3: Zjemněńı diagramu toku dat v systému pro sledováńı pacient̊u

Při tomto popisu jsme použ́ıvali
”
+“ pro vyznačeńı sekvence (mezinárodńı předč́ısĺı se skládá ze dvou nul, za

kterými následuje kód státu),
”
[ | ]“ pro vyznačeńı selekce (telefonńı č́ıslo je bud’ mı́stńı nebo meziměstské) a

”
{}n

m“ označovalo opakováńı (mı́stńı č́ıslo se skládá ze ťŕı až osmi č́ıslic).

Při návrhu rozsáhlých softwarových produkt̊u může být slovńık dat velice rozsáhlý a práce s ńım může pře-
sahovat možnosti manuálńıho zpracováńı. Proto některé systémy pro poč́ıtačovou podporu tvorby software
(CASE) umožňuj́ı automatickou tvorbu a zpracováńı datových slovńık̊u.

Jakmile skonč́ıme popis dat, muśıme popsat funkce, které budou obstarávat jejich transformace.

10.2 Jacksonova metoda

Tuto metodu vyvinul na základě analýzy informaćı a dat a jejich vztah̊u k návrhu programu M. A. Jackson
koncem sedmdesátých let [14], [15]. Sousťred’uje se, podobně jako některé podobné systémy, na oblast informaćı
o

”
reálném světě“. Programátor (vývojář) vytvoř́ı nejprve model reality, kterou se bude systém zabývat.

Vývoj programu Jacksonovou metodou prob́ıhá v následuj́ıćıch kroćıch:

• Výběr objekt̊u a akćı. Urč́ıme objekty, entity vněǰśıho světa, se kterými bude program pracovat, a
akce, události, které se těchto objekt̊u týkaj́ı. Vyjdeme od formulace problému, tedy od stručného popisu
problému v běžném jazyku. Zhruba lze tvrdit, že objekty odpov́ıdaj́ı podstatným jmén̊um v tomto popisu,
akce pak sloves̊um. (Samozřejmě takovéto tvrzeńı je ťreba brát se značnou rezervou.)

• Určeńı struktury objekt̊u. Pod pojmem struktura objektu v souvislosti s Jacksonovou metodou
rozumı́me dopad jednotlivých akćı na objekt. Akce, p̊usob́ıćı na objekt, mohou tvořit posloupnost, může
nastat právě jedna akce z několika možných nebo se může určitá akce periodicky opakovat. Události a
akce, které se týkaj́ı jednotlivých objekt̊u, uspořádáme podle časového hlediska a poṕı̌seme je pomoćı
Jacksonových diagramů.

• Vytvořeńı počátečńıho modelu. V tomto kroku začneme tvořit specifikaci systému jako modelu reálného
světa. Komunikaci mezi procesy vyznačujeme pomoćı diagramů pro specifikaci systému. V nich kruhem
vyznač́ıme přenos pomoćı vyrovnávaćı paměti FIFO (fronty) o neomezené kapacitě a kosočtvercem komu-
nikaci, při které jeden proces může př́ımo použ́ıt stavový vektor druhého procesu. V těchto diagramech se
objekty reálného světa obvykle označuj́ı př́ıponou 0 a př́ıponou 1 se označuj́ı procesy, které je modeluj́ı.
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A

A1 A2 An
. . . .

Obr. 10.5: Znázorněńı posloupnosti

V tomto kroku tedy sestav́ıme objekty a události do modelu procesu a urč́ıme vztahy a spojeńı mezi modelem
a reálným světem. Při popisu struktury modelu můžeme použ́ıvat také popis pomoćı jazyka pro popis logických
struktur (v originále nazývaný structure text). Pokud jej použijeme, budeme jej označovat jako textový popis .
V něm zkratkami seq, itr a sel označujeme postupně posloupnost (sekvenci), cyklus (iteraci) a větveńı (selekci
- viz dále). S použit́ım textového popisu se setkáme v následuj́ıćım př́ıkladu.

Daľśı kroky při návrhu Jacksonovou metodou jsou:

• Specifikace funkćı. Poṕı̌seme funkce, které odpov́ıdaj́ı akćım, zahrnutým do modelu. To znamená,
že diagramy pro specifikaci systému rozš́ı̌ŕıme o nově definované funkce (procesy), které propoj́ıme s
modelovým procesem pomoćı datových proud̊u.

• Popis časových vztah̊u. V tomto kroku specifikujeme časová omezeńı, kladená na systém. V předchoźıch
kroćıch jsme źıskali model, složený ze sekvenčńıch proces̊u, které pro vzájemnou komunikaci využ́ıvaj́ı
jednak datových proud̊u a jednak př́ımého př́ıstupu ke svým stavovým vektor̊um. Nyńı je ťreba určit
časové vazby mezi nimi a př́ıpadně synchronizačńı mechanismy pro komunikaci mezi jednotlivými procesy.

• Implementace. Vytvoř́ıme návrh hardwarové a softwarové implementace systému. Přitom základem
našeho postupu bude rozklad hierarchických struktur na menš́ı části, které lze vyjádřit jako některé ze
základńıch ř́ıdićıch konstrukćı (posloupnost, iterace, selekce).

10.2.1 Jacksonovy diagramy

Jacksonovy diagramy znázorňuj́ı základńı ř́ıdićı algoritmické struktury (posloupnosti, cykly a podmı́nky, jak
jsme o nich hovořili v kapitole o algoritmech, viz 1.1.4.). Základńı složka struktury se označuje obdélńıkem, ve
kterém je vepsán název této složky - viz obr. 10.4.

Posloupnost

A Jméno složky

Obr. 10.4: Základńı složka Jacksonova diagramu

Jestliže se posloupnost operaćı A skládá z operaćı
A1, A2, . . . , An, které provád́ıme postupně v uvede-
ném pořad́ı, vyznač́ıme to zp̊usobem, který ukazuje
obr. 10.5.

Cyklus

Jestliže je v cyklu A opakováńı operace B (těla cyklu) vázáno na podmı́nku C, znázorńıme to zp̊usobem, který
vid́ıte na obr. 10.6(a). Podmı́nka opakováńı C je samozřejmě ned́ılnou součást́ı cyklu A jako celku; přesto ji
zapisujeme k tělu cyklu.

Selekce

Selekce A má obecně takovýto tvar: je-li splněna podmı́nka C1, provede se operace B1, jinak je-li splněna
podmı́nka C2, provede se akce B2, . . . , jinak je-li splněna podmı́nka Cn, provede se akce Bn. Takovouto selekci
vyjádř́ıme diagramem, který vid́ıte na obrázku 10.6(b). Také zde jsou podmı́nky C1, C2, . . . , Cn ned́ılnou
součást́ı selekce A jako celku, nikoli akćı B1, B2, . . . , Bn. Přesto se zapisuj́ı ke složkám.

Podobné diagramy lze použ́ıt i k vyjádřeńı struktury dat. Tyto diagramy se použ́ıvaj́ı také při návrhu algoritmů
(tj. při návrhu na nižš́ı úrovni) Jacksonovou metodou na základě analýzy struktury dat.
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(a) (b)

A A

C2C1C
B∗ B0

1 B0
2

Obr. 10.6: Znázorněńı iterace (a) a selekce (b);C resp. Ci jsou podmı́nky

Př́ıklad 10.3: mı́stńı doprava

Tento př́ıklad jsme v podstatě převzali z [12]. Jde o rozbor požadavk̊u pro poč́ıtačem ř́ızenou mı́stńı dopravu
mezi dvěma objekty velké univerzity.

Vyjdeme od zadáńı, tedy od slovńıho popisu problému.

Velká univerzita využ́ıvá dvou budov, které jsou od sebe vzdáleny v́ıce než 2 km. Protože studenti maj́ı přednášky
v obou budovách, chce univerzita vybudovat mezi nimi automaticky ř́ızenou kyvadlovou dopravu.

P̊ujde o jeden v̊uz, jezd́ıćı po kolej́ıch a ř́ızený poč́ıtačem. Trat’ bude mı́t dvě stanice, u každé budovy jednu.
V každé ze stanic bude přivolávaćı tlač́ıtko, jehož stisknut́ım si studenti mohou vyžádat transport do druhé
stanice.

Pokud bude v̊uz jǐz čekat ve stanici, studenti nastouṕı a v̊uz odjede. Pokud je v̊uz na cestě, muśı studenti počkat,
až v̊uz dojede do opačné stanice, nastouṕı př́ıpadńı cestuj́ıćı a v̊uz s nimi přijede. Pokud čeká v̊uz v opačné
stanici, odjede a vezme studenty, kteř́ı stiskli tlač́ıtko.

Jinak bude v̊uz čekat ve stanici, dokud si jej někdo stisknut́ım tlač́ıtka nevyžádá1.

Prvńı krok: výběr objekt̊u a akćı. Přezkoumáme podstatná jména, která se v tomto popisu vyskytuj́ı,
a tak urč́ıme objekty návrhu. Zde by mohly připadat v úvahu tyto entity: univerzita, budova, v̊uz, studenti,
přednášky, transport, stanice.

Budova, univerzita, stanice, studenti, přednášky a transport nesouviśı př́ımo s modelem a proto je ponecháme
stranou. Nás se bezprosťredně týká pouze v̊uz a tlač́ıtko.

Dále si všimneme akćı, které se týkaj́ı zvolených objekt̊u, tedy sloves. P̊ujde o slovesa stisknout (týká se
tlač́ıtka), přijet a odjet (týkaj́ı se vozu). Zamı́tneme nastoupit, nebot’ se týká předevš́ım student̊u, a čekat, nebot’
představuje sṕı̌se stav než akci. (Při daľśı analýze se objev́ı jako př́ıznak stavu, spolu s možnost́ı

”
transport“,

tedy
”
v̊uz je na cestě“.) Vyžádat si znamená zde totéž co stisknout (tlač́ıtko).

Poznamenejme, že později můžeme dospět k závěru, že poťrebujeme určité objekty a akce přidat. Pokud
bychom např. chtěli, aby náš program také sledoval, kolik student̊u tuto dopravu využ́ıvá, museli bychom v
naš́ı analýze vźıt v úvahu i objekt student a akci nastoupit.

Druhý krok: specifikace struktury objekt̊u. Vůz vyjede na počátku z prvńı stanice, pak opakovaně přej́ıžd́ı
mezi prvńı a druhou stanićı a skonč́ı opět v prvńı stanici. Přej́ıžděńı mezi stanicemi se skládá z př́ıjezdu do i-té
stanice a z odjezdu z i-té stanice. V diagramu to vyznač́ıme indexem i.

Jediná akce, která se týká tlač́ıtka, je stisknut́ı. Tato akce se bude samozřejmě opakovat. Strukturálńı diagramy
zvolených objekt̊u vid́ıte na obr. 10.7.

1Nenechte se zmást skutečnost́ı, že by se u nás něco podobného nemohlo stát. Existuj́ı státy, kde maj́ı univerzity dokonce
prostředky na to, aby se snažily studentům usnadnit život, a stát to nepokládá za d̊uvod k drastickým úsporným opatřeńım.
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v̊uz

odjezd(1) v̊uz-tělo př́ıjezd(1)

stanice(i)∗

př́ıjezd(i) odjezd(i)

tlač́ıtko

stisknut́ı=

Obr. 10.7: Strukturálńı diagramy pro objekty v̊uz a tlač́ıtko

SV

DT

v̊uz-1

tlač́ıtko-1

v̊uz-0

tlač́ıtko-0

Obr. 10.8: Strukturálńı diagramy pro v̊uz a tlač́ıtko

Tento diagram představuje časově uspořádané akce, které se týkaj́ı zvolených objekt̊u. Je-li ťreba, můžeme jej
doprovodit vysvětlivkami a poznámkami - např. index i smı́ nabývat pouze hodnot 1 a 2.

Třet́ı krok: vytvořeńı počátečńıho modelu. Nyńı
”
propoj́ıme model s reálným světem“. Proces tlač́ıtko-1

může č́ıst data (údaje o stisknut́ı tlač́ıtka) z vyrovnávaćı paměti.
Na druhé straně proces v̊uz -1 muśı mı́t př́ıstup k okamžitým hodnotám přeṕınač̊u, které ř́ıd́ı funkci skutečného
vozu. To znamená, že bude př́ımo č́ıst data ze stavového vektoru vozu-0. Při jeho zpracováńı naraźıme na
př́ıznaky ČEKÁNÍ a TRANZIT, které vyjadřuj́ı okamžitý stav vozu. V obou př́ıpadech muśıme neustále
kontrolovat, zda nedošlo ke změně stavu.

Systémové specifikace pro zkoumanou kyvadlovou dopravu, ke kterým jsme doposud dospěli, vid́ıte na obrázku
10.8.

Textový popis pro proces tlač́ıtko-1 bude mı́t tvar

TLAČÍTKO-1

čti DT;

STISKNUTÍ-tělo: itr pokud DT

STISKNUTÍ

čti DT;

STISKNUTÍ-tělo: konec

TLAČÍTKO-1: konec

Tento textový popis struktury tlač́ıtko-1 plně odpov́ıdá strukturálńımu diagramu; nav́ıc specifikuje vztah k reál-
nému světu (čteńı dat DT prosťrednictv́ım vyrovnávaćı paměti) a upřesňuje podmı́nku iterace.

Podobně poṕı̌seme strukturu v̊uz -1 (viz strukturálńı diagram na obr. 10.9).
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v̊uz

čekáni(1)
tělo

odjezd(1)

čekáńı(1)∗

tranzit(1)
tělo

tranzit(1)∗

v̊uz-tělo př́ıjezd(1)

stanice(i)=

př́ıjezd(i)
čekáńı(i)

tělo
odjezd(i)

čekáńı(i)∗

tranzit(i)
tělo

tranzit(i)∗

Obr. 10.9: Strukturálńı diagram pro objekt v̊uz po daľśım zpřesněńı

VŮZ-1 seq

čti SV; // čtenı́ stavového vektoru

ČEKÁNÍ-tělo: itr pokud ČEKEJ1

čti SV;

ČEKÁNÍ-tělo: konec

ODJEZD(1);

TRANZIT-tělo1: itr pokud TRANZIT1

čti SV;

TRANZIT-tělo1: konec

VŮZ-tělo1 itr

STANICE seq

PŘÍJEZD(i);

ČEKÁNÍ-tělo: itr pokud ČEKEJi

čti SV;

ČEKÁNÍ-tělo: konec

ODJEZD(i);

TRANZIT-tělo itr pokud TRANZITi

čti SV;

TRANZIT-tělo: konec

STANICE: konec

VŮZ-tělo: konec

PŘÍJEZD(1);

VŮZ-1: konec

Čtvrtý krok: specifikace funkćı. Ve voze jsou signálńı světla, která se rozsv́ıt́ı při př́ıjezdu do i-té stanice.
Předpokládejme, že k rozsv́ıceńı resp. zhasnut́ı slouž́ı funkce ZAPSV(i) resp. VYPSV(i).

Př́ıkazy k rozsv́ıceńı či zhasnut́ı těchto světel muśı dát proces v̊uz -1. To znamená, že strukturálńı diagram
tohoto procesu uprav́ıme zp̊usobem, který vid́ıte na obr. 10.10.
Vedle toho se muśıme postarat o př́ıkazy pro motory. Zavedeme proto nový funkčńı proces motory, který bude
napojen na proces v̊uz -1. Př́ıslušný datový tok označ́ıme V1D.

Př́ıkazy pro motory budou mı́t tvar např. START a STOP. Př́ıkaz STOP je ťreba vydat v okamžiku, kdy
senzory oznámı́ př́ıjezd do stanice, a start po prvńım stisknut́ı tlač́ıtka, jestliže v̊uz čeká ve stanici.

Samozřejmě je nezbytné zabezpečit, aby proces v̊uz-1 četl stavový vektor vozu a aby proces motory četl
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v̊uz-0 SV v̊uz-1

př́ıkazy

světla

pro

Obr. 10.10: Upravený strukturálńı diagram pro objekt v̊uz

(s dostatečnou frekvenćı opakováńı) informace o možném př́ıjezdu do stanice, aby stihl v̊uz včas zastavit. T́ım
ovšem předb́ıháme - časové aspekty budeme rozeb́ırat v následuj́ıćım kroku.

Pod́ıvejme se na zpřesněný popis vozu (změny označ́ıme pro snazš́ı orientaci čtenáře vykřičńıkem):

VŮZ-1 seq

ZAPSV(1); // !

čti SV; // čtenı́ stavového vektoru

ČEKÁNÍ-tělo: itr pokud ČEKEJ1

čti SV;

ČEKÁNÍ-tělo: konec

VYPSV(1); // !

ODJEZD(1);

TRANZIT-tělo1: itr pokud TRANZIT1

čti SV;

TRANZIT-tělo1: konec

VŮZ-tělo1 itr

STANICE seq

PŘÍJEZD(i);

zapiš přı́jezd do V1D // ! data pro motory

ZAPSV(i); // !

ČEKÁNÍ-tělo: itr pokud ČEKEJi

čti SV;

ČEKÁNÍ-tělo: konec

VYPSV(i) // !

ODJEZD(i);

TRANZIT-tělo itr pokud TRANZITi

čti SV;

TRANZIT-tělo: konec

STANICE: konec

VŮZ-tělo: konec

PŘÍJEZD(1);

zapiš přı́jezd do V1D

VŮZ-1: konec

Nakonec se ještě vrát́ıme k procesu tlač́ıtko. Nyńı je nezbytné rozlǐsovat mezi prvńım stisknut́ım, které znamená
opravdu požadavek na přivoláńı vozu, a mezi daľśımi stisknut́ımi, která jsou již bezvýznamná, nebot’ v̊uz je
již na cestě. Poṕı̌seme tedy tento proces znovu, podrobněji, a nový popis označ́ıme tlač́ıtko-2.

Proces motory informuje proces tlač́ıtko o vyř́ızeńı požadavku, tj. o tom, že v̊uz přijel do stanice. Zde ale
muśıme opět rozlǐsovat mezi př́ıjezdem vyžádaným stisknut́ım tlač́ıtka a př́ıjezdem nevyžádaným (

”
nav́ıc“, tj.

přejezdem, vyžádaným v opačné stanici).

Zpřesněný popis tlač́ıtka ukazuje diagram na obr. 10.11.
Textový popis tlač́ıtka může mı́t tvar

TLAČÍTKO-2: seq

požadavek := ne; // zápis do stavového vektoru

čti DT a DM; // navı́c čte data motoru

TLAČÍTKO-tělo: itr
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tlač́ıtko-2

skupina
stisknut́ı

př́ıjezd

př́ıjezd∗

nav́ıc
stisknut́ı∗

nav́ıc

stisknut́ı
-požadavek

př́ıjezd
nav́ıc-tělo

stisknut́ı
nav́ıc-tělo

Obr. 10.11: Zpřesněný strukturálńı diagram pro objekt tlač́ıtko

SKUPINA-STISKNUTÍ: seq

PŘÍJEZD-NAVÍC-tělo: itr pokud (PŘÍJEZD)

čti DM a DT;

PŘÍJEZD-NAVÍC-tělo: konec

STISKNUTÍ-POŽADAVEK: seq

požadavek := ano;

čti DT a DM;

STISKNUTÍ-POŽADAVEK: konec

STISKNUTÍ-NAVÍC: itr pokud (PŘÍJEZD)

čti DT a DM;

STISKNUTÍ-NAVÍC: konec

PŘÍJEZD seq

požadavek := ne;

čti DT a DM;

PŘÍJEZD: konec

SKUPINA-STISKNUTÍ: konec

TLAČÍTKO-tělo: konec

TLAČÍTKO-2: konec

Vstup procesu tlač́ıtko-2 se skládá ze dvou datových proud̊u - od skutečného tlač́ıtka a od motor̊u. Zde postač́ı

”
hrubé sloučeńı“ těchto proud̊u (proces čte ta data, která má právě k disposici); existuj́ı ovšem i jiné zp̊usoby

zpracováńı v́ıce vstupńıch proud̊u - viz [14].

Vzájemné propojeńı těchto proces̊u vid́ıte na obr. 10.12.
Pátý krok: určeńı časových vztah̊u. Zde muśıme určit např́ıklad okamžik, ve kterém je ťreba vydat př́ıkaz
STOP, a to v závislosti na rychlosti vozu a na kvalitě brzd. Dále muśıme stanovit doby odezvy při přepnut́ı
světel apod. Jejich hodnoty budou samozřejmě záviset na technických parametrech použitých zař́ızeńı.

Je zřejmé, že se program bude skládat z několika paralelně běž́ıćıch proces̊u. Z provedené analýzy ale plyne,
že neńı ťreba zavádět žádné speciálńı synchronizačńı mechanismy.

Šestým krokem, implementaćı, se zde již zabývat nebudeme.
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PS PM

motoryV1Dv̊uz-1SVv̊uz-0

T2DMD

tlač́ıtko-2T1Dtlač́ıtko-1DTtlač́ıtko-0

Obr. 10.12: Strukturálńı diagram pro v̊uz a tlač́ıtko



Kapitola 11

Objektově orientovaný návrh

Objektově orientovaný návrh, podobně jako např. návrh založený na Jacksonově metodě, vytvář́ı programovou
reprezentaci reálného světa. Výsledkem je ovšem systém složený z objekt̊u, programových struktur, které jsou
- nebo sṕı̌se mohou být - odrazem objekt̊u reálného světa a které modularizuj́ı zároveň informace i jejich
zpracováńı (zat́ımco

”
klasické“ metody modularizovaly pouze zpracováńı dat).

Objekty navzájem komunikuj́ı prosťrednictv́ım zpráv, které si pośılaj́ı. Dále si vysvětĺıme, co to vlastně zna-
mená.

11.1 Základńı pojmy objektově orientovaného programováńı

Objektově orientované programováńı (OOP) vycháźı z představy objektu jako základńı programové struktury.
Objekt v programu představuje obvykle model nějaké složky reálného světa. Z hlediska toku informaćı v pro-
gramu představuje objekt zpravidla bud’ zdroj informaćı nebo jejich př́ıjemce. Může ovšem také představovat
informaci samu o sobě.

Objekt se skládá zpravidla z datové struktury, která bývá soukromá (nepř́ıstupná jiným složkám programu)
a z operaćı, které lze s těmito daty provádět. Složky datové struktury, která tvoř́ı objekt, obvykle označujeme
jako atributy1; procedury, funkce a operátory, které implementuj́ı operace s daty, označujeme jako metody.
Metody směj́ı pracovat s daty objektu. Část z metod může být také soukromá.

Každý objekt má své rozhrańı, přes které přij́ımá zprávy.

Každá zpráva vlastně představuje žádost, aby objekt provedl některou z možných operaćı. Pokud objekt zprávu
přijme, zavolá některou z metod. Zd̊urazněme, že posláńım zprávy - tedy zpravidla voláńım metody - ř́ıkáme,
kterou operaci má objekt provést, neř́ıkáme však, jak ji má provést. To je vniťrńı záležitost objektu.

T́ım, že část objektu (obvykle všechna data a část metod) označ́ıme za soukromé, dosáhneme ukryt́ı infor-
mace, nebo přesněji ukryt́ı implementace. Podrobnosti implementace z̊ustanou skryty před ostatńımi částmi
programu.

Výsledkem je, že k dat̊um maj́ı př́ıstup pouze určité části kódu. Jinými slovy, data objektu jsou programovým
kódem metod chráněna před neoprávněným použit́ım. Kód data identifikuje a zabezpečuje oprávněné operace
s nimi.

Tento aspekt OOP bývá občas vyjadřován metaforou o kódové zdi okolo každého kousku dat a znázorňován
obrázky podobnými jako obr. 11.1.

Objektový návrh vede k rozkladu programu na přirozené moduly, které lépe než jiné konstrukce odpov́ıdaj́ı
objekt̊um reálného světa a shrnuj́ı jak data tak i akce, které se k nim váž́ı.

1Rád bych čtenáře upozornil, že v oblasti OOP vládne v odborné literatuře neuvěřitelný terminologický zmatek. Názvy
podobných konstrukćı se mohou lǐsit nejen u r̊uzných programovaćıch jazyk̊u, ale i u r̊uzných autor̊u. Typickým př́ıkladem může
být právě atribut : zde tento termı́n použ́ıváme ve smyslu ”datová složka objektu”. V literatuře o programovaćım jazyku Simula
67 se takto označuj́ı datové složky spolu se složkami funkčńımi (tedy metodami) a např. v dokumentaci k programovaćımu jazyku
Actor se tak označuj́ı data, popisuj́ıćı okna programu (tedy něco, co téměř v̊ubec nesouviśı s OOP).

161
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Akce kódové zdi na základě
přijaté zprávy

Zpráva

Rozhrańı

Kódová zed’

Objekt

Data

Obr. 11.1: Objekt jako kódová zed’ kolem každého kusu dat

11.1.1 Tř́ıda

Objekty v programu jsou představuj́ı modely objekt̊u reálného světa. Objekty v programu jsou instancemi 2 da-
tových typ̊u, které se zpravidla označuj́ı jako tř́ıdy (objektové typy). Tř́ıda jako datový typ tedy představuje
abstrakci společných vlastnost́ı jisté ťŕıdy objekt̊u reálného světa (proto se pro ně občas použ́ıvá poněkud
matoućı označeńı abstraktńı datové typy).
Ne každý datový typ, který vznikne abstrakćı společných vlastnost́ı skupiny objekt̊u vněǰśıho světa, lze ovšem
považovat za objektový typ. Jako objektové typy, tedy ťŕıdy, budeme označovat datové typy, které umožňuj́ı
využ́ıvat následuj́ıćı ťri vlastnosti: zapouzdřeńı, dědičnost a polymorfismus.

Rozhlédneme-li se po odborné literatuře, snadno zjist́ıme, že tyto termı́ny - stejně jako řada daľśıch - je
použ́ıvána r̊uznými autory v lehce odlǐsných významech. Proto si zde uvedeme pouze nejobvykleǰśı interpretace.

Zapouzdřeńı

Termı́nem zapouzdřeńı (encapsulation) označujeme skutečnost, že v objektovém typu definujeme datové složky
spolu metodami - tedy operacemi, které lze s datovými složkami ťŕıdy provádět.

Obvykle ovšem se pod zapouzdřeńım rozumı́ také skutečnost, že některé složky ťŕıdy mohou být soukromé, tj.
že k nim - kromě metod ťŕıdy - nemaj́ı př́ıstup žádné jiné součásti programu. Poznamenejme ale, že možnost
omezit př́ıstup k některým složkám instanćı nebo ťŕıd poskytuj́ı jen některé programovaćı jazyky (částečně
např. Turbo Pascal od verze 6.0, v plné mı́̌re např. C++; naprosto chyb́ı např. v Actoru, i když to je

”
čistě

objektový“ jazyk).

Omezeńı př́ıstupu k některým složkám objekt̊u umožňuje programátorovi přesně vymezit, kdo může měnit
datové složky, a t́ım zabránit některým chybám z nepozornosti. Vzhledem k tomu, že př́ıstup ke složkám může
ve značné mı́̌re kontrolovat překladač, můžeme tak zjistit řadu chyb již v době kompilace.3

Poznamenejme, že právě zapouzdřeńı je základem metafory o kódové zdi, která chráńı data před neoprávněným
použit́ım, zabezpečuje oprávněné použit́ı a v př́ıpadě poťreby data také identifikuje (část této

”
kódové zdi“,

tedy některé metody, mohou např. poskytovat informace o typu instance).

Protokol

Soubor zpráv, které může ťŕıda jako celek nebo instance určité ťŕıdy přijmout, spolu s popisem odezev na tyto
zprávy, označujeme jako protokol dané ťŕıdy.

2V angličtině znamená slovo instance (vedle významů, známých v češtině) také př́ıklad nebo př́ıpad. V souvislosti s pro-
gramovaćımi jazyky a programováńım se použ́ıvá ve významu ”realizace abstraktńıho vzoru”. Označuje např. proměnnou (kon-
stantu, formálńı parametr...) objektového typu, typy nebo funkce, vytvořené podle šablony (v C++) apod.

3Daľśı nezanedbatelnou výhodou zapouzdřeńı je, že řada jmen (identifikátorů) bude ukryta uvnitř tř́ıdy. Při týmové práci se
t́ım snáze vyhneme koliźım, kdy dva programátoři použij́ı téhož jména pro dvě r̊uzné konstrukce v témže programu.
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Chceme-li nějakou ťŕıdu použ́ıvat, stač́ı znát jej́ı protokol; implementace metod, uložeńı dat apod. mohou
uživateli z̊ustat skryty.

Často se v této souvislosti hovoř́ı o kontraktu: Tř́ıda si na jedné straně klade určité požadavky a na druhé
straně, jsou-li tyto požadavky splněny, zavazuje se poskytovat určité služby. (Podrobněǰśı pov́ıdáńı na toto
téma najdeme např. v Meyerově knize [35].)

Dědičnost

Dědičnost (inheritance) je vlastnost, která umožňuje snadno od jednoho objektového typu - předka - odvodit
typ daľśı (potomka).4

Potomek zděd́ı všechny vlastnosti předka. To znamená, že bude mı́t stejné atributy a stejné metody jako
ťŕıda, od které je odvozen. Obvykle však u potomka definujeme některé daľśı datové složky nebo metody -
specifikujeme nějaké daľśı vlastnosti. Můžeme také v potomkovi překrýt některou z metod předka novou verźı.

Rozhrańı potomka proto automaticky obsahuje rozhrańı předka, může však být širš́ı, nebot’ v potomkovi
můžeme definovat nové metody. Implementace potomka v sobě obsahuje implementaci předka. To znamená,
že potomek má všechny vlastnosti předka a nějaké daľśı nav́ıc. Z toho ale plyne, že odvozená ťŕıda představuje
podtř́ıdu5 ťŕıdy rodičovské.

Př́ıklad 11.1

Vezměme ťŕıdu lod’, která bude reprezentovat obecné plavidlo. Atributy ťŕıdy lod’ mohou být např. okamžitá ry-
chlost, směr, poloha, výtlak, délka, rok spuštěńı na vodu. Metody ťŕıdy lod’ mohou být např. změň směr,
změň rychlost, zakotvi nebo potop se.

Potomkem ťŕıdy lod’ může být např. ťŕıda plachetnice, která bude mı́t nav́ıc atribut počet stěžň̊u, celkový po-
čet plachet a počet vytažených plachet. Novou metodou může být např. vytáhni plachtu, sviň plachtu atd.

Jiným potomkem ťŕıdy lod’ může být např. ťŕıda parńık, která bude mı́t nav́ıc atributy počet lodńıch šroub̊u
a zásoba uhĺı a metody doplň uhĺı a houkej.

Je zřejmé, že každá plachetnice je lod’ - jinými slovy ťŕıda plachetnic je podťŕıdou ťŕıdy lod́ı.

Tř́ıdy plachetnice a parńık jsou maj́ı stejného předka - označujeme je jako sourozence. U těchto ťŕıd se budou
nejsṕı̌s lǐsit metody plav, nebot’ parńık nepouž́ıvá plachty a plachetnice nemá parńı stroj.

Jestliže je ale potomek podťŕıdou - tedy vlastně zvláštńım př́ıpadem - předka, znamená to, že instanci odvozené
ťŕıdy můžeme kdykoli použ́ıt jako instanci rodičovské ťŕıdy. Odtud plyne, že pro objektové typy muśı platit
takováto pravidla:

• Proměnné typu ukazatel na rodičovskou ťŕıdu lze přǐradit hodnotu, která představuje ukazatel na
instanci odvozeného typu.

• Instanci rodičovského typu lze přǐradit hodnotu odvozeného typu.

• Ukazatel na instanci odvozeného typu lze použ́ıt na mı́stě formálńıho parametru typu ukazatel na
rodičovskou ťŕıdu a podobně hodnotu odvozeného typu lze použ́ıt jako skutečný parametr při voláńı
funkce nebo procedury, jej́ıž formálńı parametr je rodičovského typu.

K těmto pravidl̊um je ale ťreba dodat, že v mnoha programovaćıch jazyćıch se při přǐrazeńı hodnoty typu
potomek instanci typu předek se přenesou pouze data, která lze v předkovi uložit, a tak se vlastně hodnota
typu potomek transformuje na hodnotu typu předek. Podobné je to i při předáváńı parametr̊u hodnotou. Na
druhé straně při přǐrazováńı ukazatel̊u nebo při předáváńı parametr̊u odkazem k podobné změně nedojde.

4Jestliže od typu (tř́ıdy) A odvod́ıme typ B, označujeme typ A jako předka, bázovou tř́ıdu nebo rodičovskou tř́ıdu, typ B pak
jako potomka, odvozenou tř́ıdu, dceřinnou tř́ıdu nebo podtř́ıdu.

5Pozor na terminologické zmatky: Občas se setkáme s názorem, že podtř́ıda je předek, nikoli potomek. Toto pojet́ı vycháźı ze
skutečnosti, že instance potomka obsahuje vždy podobjekt, který je instanćı předka. Proto se budeme raději tremı́n̊um podtř́ıda

a nadtř́ıda vyhýbat.
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Odvozený typ můžeme použ́ıt jako rodičovský typ pro daľśı objektové typy; tak vznikne dědická hierarchie
tř́ıd. Pravidlo o tom, že potomek může vždy zastoupit předka, plat́ı i pro všechny ťŕıdy v dědické hierarchii. To
znamená, že předka může zastoupit i nepř́ımý potomek, tedy potomek, vzdálený v dědické hierarchii o několik
úrovńı.

Vedle jednoduché dědičnosti, kdy odvozený typ může mı́t pouze jednoho předka, se můžeme setkat i s dědičnost́ı
v́ıcenásobnou, kdy odvozený typ má dva nebo v́ıce předk̊u. Vı́cenásobná dědičnost neńı běžnou součást́ı objek-
tově orientovaných programovaćıch jazyk̊u; najdeme ji např. v C++.

Vı́cenásobná dědičnost umožňuje snadno popsat objekty, které vznikly složeńım několika (v podstatě rovno-
cenných) složek. Ve většině př́ıpad̊u však neńı nezbytná.

Polymorfismus

Polymorfismus znamená v překladu mnohotvarost. V OOP t́ım vyjadřujeme skutečnost, že stejnou zprávu
můžeme poslat instanćım několika r̊uzných ťŕıd, zpravidla ovšem ťŕıd ze stejné dědické hierarchie. Přitom typ
př́ıjemce nemuśıme v okamžiku odesláńı zprávy znát (a nemuśı jej znát překladač v době překladu programu).
Př́ıjemce může samozřejmě na přijatou zprávu reagovat r̊uzným zp̊usobem v závislosti na svém skutečném
typu.

Polymorfismus se uplatňuje předevš́ım v souvislosti s pravidlem, které ř́ıká, že potomek může kdykoli zastoupit
předka (viz předchoźı odstavec). Z něj totiž plyne, že při operaćıch s instanćı nemuśıme znát jej́ı přesný typ -
stač́ı vědět, že paťŕı do určité dědické hierarchie a tedy že může přijmout danou zprávu.

Př́ıklad 11.2

V předchoźım př́ıkladu jsme zavedli ťŕıdu lod’ a daľśı odvozené ťŕıdy. V programu použ́ıváme proceduru
AkceSLod́ı, jej́ımž formálńım parametrem předávaným odkazem je objekt jménem NějakáLod’ typu lod’. To
znamená, že skutečným parametrem může být jak instance typu plachetnice tak instance typu lod’ nebo parńık.

V této proceduře pošleme objektu NějakáLod’ zprávu plav. Pokud je typ lod’ polymorfńı, nemuśıme se o typ
skutečného parametru starat, použije se metoda odpov́ıdaj́ıćı skutečnému typu instance.

Jestliže tedy byla skutečným parametrem instance typu parńık, budou se lodi otáčet kolesa, zat́ımco pokud by
byla skutečným parametrem instance typu plachetnice, budou se na lodi ťrepetat plachty.

Časná a pozdńı vazba

Polymorfismus předpokládá tzv. pozdńı vazbu. To znamená, že skutečný typ instance, která je př́ıjemcem
zprávy, se vyhodnocuje až při běhu programu. Program pak ale muśı při zpracováńı tohoto voláńı zpravidla
prohledávat tabulky metod. To znamená prodloužeńı kódu a zpomaleńı běhu programu.

Proto se ve většině objektově orientovaných jazyk̊u zpravidla implicitně použ́ıvá časná vazba, při které se typ
př́ıjemce, a tedy také volaná metoda, vyhodnot́ı již při kompilaci. Pozdńı vazba se použ́ıvá jen pro vybrané
metody, které označujeme (a deklarujeme) jako virtuálńı.6

V předchoźım př́ıkladu bychom tedy museli metodu plav deklarovat jak ve ťŕıdě lod’ tak i ve ťŕıdách odvozených
jako virtuálńı.

Poznámka: implementace virtuálńıch metod v Turbo Pascalu

V této poznámce si pov́ıme, jak se implementuj́ı virtuálńı metody v Turbo Pascalu. V řadě implementaćı jiných
programovaćıch jazyk̊u je postup podobný, nepředstavuje však jedinou možnost.

Pro každý objektový typ, který má (nebo zděd́ı) alespoň jednu virtuálńı metodu, zř́ıd́ı překladač tabulku
virtuálńıch metod (označujeme ji také zkratkou VMT, podle anglického virtual method table). Tato tabulka
bude obsahovat adresy všech virtuálńıch metod ťŕıdy, ke které paťŕı. programátorovi neńı př́ımo dostupná.

6Slovo virtuálńı znamená nejen zdánlivý, ale také takový, který má schopnost něco konat. (Slovńık spisovného jazyka českého,
Academia 1989.) Odtud zřejmě pocháźı označeńı virtuálńıch metod. (Někteř́ı autoři, např. B. Stroustrup, mu připisuj́ı význam
”̌ŕızený pomoćı skrytých ukazatel̊u”.)
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Vedle toho do každé instance této ťŕıdy ulož́ı překladač ukazatel na VMT. Adresu VMT do tohoto ukazatele
ulož́ı konstruktor. (Také tento ukazatel neńı programátorovi př́ımo dostupný.) Důležité je, že ukazatel na VMT
je uložen v instanćıch všech typ̊u v dané dědické hierarchii na stejném mı́stě (v Turbo Pascalu je VMT uložena
za atributy, deklarovanými v prvńım členu dané objektové hierarchie, který obsahuje alespoň jednu virtuálńı
metodu; jiné překladače mohou VMT ukládat např. jako úplně prvńı datovou složku instance).

Při voláńı virtuálńı metody se nejprve z dané instance vezme ukazatel na tabulku virtuálńıch metod. V tabulce
virtuálńıch metod se pak vyhledá adresa volané metody a ta se konečně zavolá.

Pod́ıvejme se na př́ıklad. Vezmeme objektové typy A a B, deklarované takto:

type A = object

i: integer;

procedure p; virtual;

procedure q; virtual;

end;

type B = object(A)

j: integer;

procedure p; virtual;

procedure q; virtual;

end;

var bb: B;

ua: ^A;

{ ... }

ua := @bb;

ua^.p; {zde voláme virtuálnı́ metodu}

Proměnné ua typu ukazatel na A můžeme přǐradit adresu instance bb typu B, který je potomkem typu A. Při
voláńı virtuálńı procedury p se nejprve v instanci uaˆ źıská ukazatel na VMT (t́ım se vlastně urč́ı skutečný typ
této instance, na kterou ua ukazuje). V nalezené tabulce virtuálńıch metod se pak vyhledá adresa procedury
p a ta se zavolá. Viz též obr. 11.1.

11.1.2 Složky instanćı a složky tř́ıd7

Atributy instanćı

Již jsme si řekli, že datové složky objekt̊u nazýváme atributy.

Zat́ım jsme ovšem hovořili pouze o atributech, které jsou individuálně vytvářeny pro každou jednotlivou in-
stanci; označujeme je proto jako atributy instanćı. Atributy instanćı mohou mı́t v každé z existuj́ıćıch instanćı
jinou hodnotu, takže se hod́ı k vyjadřováńı individuálńıch vlastnost́ı r̊uzných instanćı téže ťŕıdy.
Vedle toho může mı́t ťŕıda jako celek své vlastńı atributy, které budeme označovat jako atributy tř́ıdy. Jde o
datové struktury, které existuj́ı pouze jednou pro celou ťŕıdu a jsou společné pro všechny instance. (Atribut
ťŕıdy je tedy vlastně globálńı proměnná, ukrytá uvniťr ťŕıdy.)

Atributy ťŕıdy obvykle vyjadřuj́ı skutečnosti, společné pro všechny instance, a proto nejsou na žádnou konkrétńı
instanci vázány. V programu mohou existovat i v př́ıpadě, že jsme od dané ťŕıdy dosud nevytvořili ani jednu
instanci.

Př́ıklad 11.3

Z̊ustaneme stále u typu parńık, který jsme zavedli v př́ıkladu 11.1 v této kapitole, a předpokládejme, že Vltava
a Labe jsou dvě instance této ťŕıdy. Atribut počet lodńıch šroub̊u lodi Vltava může mı́t hodnotu 2, zat́ımco
týž atribut instance Labe může mı́t hodnotu 1. Tento atribut existuje pro každou instanci zvlášt’ a vyjadřuje
individuálńı vlastnosti jednotlivých lod́ı.

7Turbo Pascal nab́ıźı programátorovi pouze atributy a metody instanćı. Atributy a metody tř́ıdy najdeme např. v C++ nebo
v ”̌cistě objektových” jazyćıch, jako je Actor nebo Smalltalk (metody tř́ıdy jsou také součást́ı Object Pascalu v borlandském
produktu Delphi). Poznamenejme, že C++ se atributy a metody tř́ıd označuj́ı jako ”statické”.
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Obr. 11.2: Implementace pozdńı vazby v Turbo Pascalu

Vedle toho můžeme definovat atribut ťŕıdy parńık, který se bude jmenovat počet parńık̊u a bude evidovat
aktuálńı počet parńık̊u. Tato proměnná bude na počátku - před vytvořeńım prvńı instance - mı́t hodnotu 0.
Po zkonstruováńı každé z instanćı se hodnota tohoto atributu zvýš́ı o 1, po zrušeńı instance (dáme parńık do
šrotu) se jeho hodnota zmenš́ı o 1.

Metody instanćı a metody tř́ıd

Dosud jsme hovořili pouze o metodách, které představuj́ı odezvu na zprávu poslanou instanci, a tedy pracuj́ı
s jednotlivými instancemi.

Takové metody označujeme jako metody instanćı. Metody instanćı voláme vždy pro určitou konkrétńı instanci
a zavolaná metoda pak pracuje s atributy dané instance. Metody instanćı mohou samozřejmě vedle atribut̊u
instanćı použ́ıvat i atribut̊u ťŕıdy.

V určitých situaćıch je ale ťreba poslat zprávu ťŕıdě jako celku, nebot’ ťŕıda plńı mj. úlohu správce svých
instanćı. Odezvy na takovéto zprávy budou pak implementovat metody tř́ıdy, metody, které jsou sdruženy s
ťŕıdou jako celkem a které nepracuj́ı s žádnou konkrétńı instanćı. Nemohou proto použ́ıvat atribut̊u instanćı;
směj́ı ale pracovat s atributy ťŕıdy. Metody tř́ıdy lze volat i tehdy, když žádná instance dané ťŕıdy neexistuje.

Jako typický př́ıklad může posloužit metoda, která za běhu programu zkonstruuje novou instanci dané ťŕıdy.
Instance, kterou chceme vytvořit, ještě neexistuje (nemuśı existovat v̊ubec žádná instance dané ťŕıdy), takže
j́ı žádnou zprávu poslat nemůžeme8. Adresujeme tedy zprávu ťŕıdě jako celku; tato zpráva bude vyjadřovat
žádost, aby ťŕıda vytvořila novou instanci.

11.1.3 Poznámka k použ́ıváńı dědičnosti

Skutečnost, že předek je součást́ı potomka, tedy že instance odvozené ťŕıdy vždy obsahuje podobjekt, který je
instanćı předka, může svádět k nevhodnému užit́ı dědičnosti.

Pod́ıvejme se na ťŕıdu plachetnice, definovanou v př́ıkladu 11.2

Součást́ı plachetnice jsou i plachty - v programu pro ně definujeme zvláštńı objektový typ, který výstižně
pojmenujeme plachta. Co kdybychom definovali plachetnici jako potomka typu plachta?

8Nenechte se zmást skutečnost́ı, že např. v Turbo Pascalu instanci nejprve deklarujeme a pak zavoláme konstruktor, který se
tvář́ı jako metoda instanćı. Deklarace pouze vyhrad́ı volné mı́sto, o kterém nelze ještě dost dobře hovořit jako o objektu. Teprve
konstruktor udělá z vyhrazeného mı́sta objekt.
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Takto definovaná ťŕıda plachetnice by jistě mohla fungovat. Měla by ale řadu nežádoućıch vlastnost́ı, které by
byly př́ımým d̊usledkem logické chyby v návrhu: plachetnice neńı plachta.

Pro instance ťŕıdy plachta jistě má smysl volat metody napni se, třepetej se apod. Kdybychom definovali
plachetnici jako potomka plachty, mohli bychom volat tyto metody i pro lodě, což zjevně nedává smysl.

Daľśı problém, na který bychom narazili: co když bude plachetnice mı́t v́ıce plachet? Běžné programovaćı jazyky
nedovoluj́ı, aby ťŕıda měla několik stejných předk̊u. To znamená, že bychom jednu plachtu zdědili a ostatńı
museli definovat jako atributy; jedna plachta na lodi by tedy měla privilegované postaveńı oproti ostatńım9,
což obvykle neodpov́ıdá skutečnosti.

Při návrhu ťŕıdy plachetnice nemá smysl přenášet na ni rozhrańı ťŕıdy plachta. Tř́ıda plachetnice bude využ́ıvat
vlastnost́ı plachty, ale bude to lod’, nikoli plachta. Proto definujeme plachtu jako atribut; budeme-li cht́ıt
napnout plachty na plachetnici, pošleme j́ı zprávu napni plachty a plachetnice na základě toho pošle všem
svým plachtám zprávu napni se. (Možná, že přitom vezme v úvahu informace o śıle větru a napne jen některé
- to záviśı na implementaci ťŕıdy plachetnice.)

Z předchoźıho výkladu plyne, že:

• Plachetnice je lod’ - má tedy smysl definovat ťŕıdu plachetnice jako potomka ťŕıdy lod’.

• Plachetnice neńı plachta, plachetnice má plachtu. Plachtu má tedy smysl definovat jako atribut ťŕıdy
plachetnice.

• Vztah potomka k předkovi se někdy označuje anglickým termı́nem isa (rozloženo is a, tj. je č́ımsi).
Potomek je zvláštńım př́ıpadem předka.

• Vztah ťŕıdy k atributu se potom označuje termı́nem hasa (has a, tj. má cosi). Tř́ıda má atribut, ale neńı
jeho zvláštńım př́ıpadem - využ́ıvá pouze jeho služeb. Atribut poskytuje (některé) své služby dané ťŕıdě.

Poznámka v poznámce: soukromı́ předkové

V některých programovaćıch jazyćıch (mám na mysli opět zejména své obĺıbené C++) můžeme při deklaraci
odvozené ťŕıdy určit, zda bude předek soukromý nebo veřejně př́ıstupný (veřejný).

Veřejně př́ıstupné složky veřejného předka budou veřejné i v potomkovi; to znamená, že potomek zděd́ı jak
rozhrańı tak i implementaci (a jde tedy o dědičnost, jak jsme ji popsali v odstavci 11.1.1.).

Specifikujeme-li předka jako soukromého, budou všechny zděděné složky, jak atributy tak i metody, v po-
tomkovi soukromé. V tomto př́ıpadě potomek źıskává implementaci, nikoli však rozhrańı. Pokud chceme,
aby některé složky soukromého předka byly veřejně př́ıstupné, muśıme je v potomkovi explicitně zveřejnit.
Postaveńı soukromě zděděného předka je proto sṕı̌se podobné postaveńı atributu (hasa). Potomek má předka,
ale nechlub́ı se s ńım.

11.2 Objektově orientovaný návrh

Objektově orientovaný návrh vycháźı z objektové analýzy zadáńı. Jeden z možných postup̊u při objektově
orientovaném návrhu se skládá z následuj́ıćıch krok̊u:

1. Definujeme problém.

2. Sestav́ıme seznam požadavk̊u.

3. Na základě požadavk̊u navrhneme neformálně architekturu (vyvineme neformálńı strategii) softwarového
modelu problému z

”
reálného světa“.

9To neńı jen metafora. V některých programovaćıch jazyćıch se může lǐsit zacházeńı se zdědénou složkou od zacházeńı s
atributem např. v konstruktoru při inicializaci nebo v destruktoru při likvidaci instance. Např. v C++ konstruktor nejprve
inicializuje zdřdřné podobjekty (volá se jejich konstruktory), pak inicializuje odkazy na VMT v dané instanci a teprve pak volá
konstruktory atribut̊u dané instance. To znamená, že ”zděděná” plachta by byla inicializována v jiném prostřed́ı než plachty,
deklarované jako atributy. Stěž́ı si lze představit rozumnou situaci, kde bychom něco takového potřebovali.



168 KAPITOLA 11. OBJEKTOVĚ ORIENTOVANÝ NÁVRH

4. Architekturu postupně formalizujeme a zpřesňujeme v následuj́ıćıch kroćıch:

(a) Urč́ıme objekty a jejich atributy.

(b) Urč́ıme operace, které mohou objekty provádět nebo které lze na ně aplikovat.

(c) Urč́ıme rozhrańı objekt̊u tak, že vyšeťŕıme vztahy mezi objekty a operacemi.

(d) Tam, kde je to vhodné, uplatńıme dědičnost.

(e) Podrobnou analýzou dojdeme k návrhu implementace jednotlivých objekt̊u.

5. Rekurzivńım opakováńım krok̊u 3, 4 a 5 dokonč́ıme návrh.

Pod́ıvejme se nyńı na tento postup podrobněji.

Neformálńı popis architektury

Prvńı ťri kroky při objektově orientovaném návrhu se v podstatě nelǐśı od předchoźıch,
”
neobjektových“ pos-

tup̊u. Začneme u specifikace problému a pak na základě popisu předběžných požadavk̊u urč́ıme neformálńı
strategii implementace.

Dále budeme muset určit ťŕıdy, které k řešeńı daného problému použijeme, a jejich atributy a metody.

Objekty a tř́ıdy

Při formalizaci strategie muśıme na základě analýzy požadavk̊u stanovit objekty a jejich ťŕıdy, které budeme
v programu použ́ıvat. Při určováńı ťŕıd a jejich instanćı si můžeme vypomoci t́ım, že v popisu odpov́ıdaj́ı
objekt̊um zpravidla podstatná jména nebo fráze s významem podstatných jmen10. Při určováńı, co bude ťŕıda
a co bude instance, si můžeme pomoci t́ım, že obecná podstatná jména, použitá v popisu, budou zpravidla
představovat ťŕıdy objekt̊u, zat́ımco konkrétńı podstatná jména budou označovat instance. Při rozlǐsováńı
těchto kategoríı se samozřejmě muśıme oṕırat o skutečný význam v daném kontextu (a ledacos si domyslet).

Jakmile jsme v popisu problému vyhledali všechna podstatná jména, sestav́ıme tabulku objekt̊u. V ńı vyz-
nač́ıme, zda jde o objekt v prostoru problému (tedy v reálném světě) nebo v prostoru řešeńı (tedy v programu),
a př́ıpadně připoj́ıme stručný komentář.

Při zjemňováńı řešeńı se může stát, že některé objekty vylouč́ıme jako nadbytečné nebo nesouvisej́ıćı s prob-
lémem. Na druhé straně často muśıme do návrhu přidat objekty nebo ťŕıdy, které se z popisu problému nedaly
bezprosťredně odvodit, ale jejichž poťreba vyplynula z analýzy problému.

Atributy

Při určováńı vlastnost́ı objekt̊u si můžeme pomoci t́ım, že v popisu strategie vyšeťŕıme př́ıdavná jména a mlu-
vnické vazby s podobným významem a urč́ıme, ke kterým objekt̊um se vztahuj́ı. Vlastnostem budou zpravidla
odpov́ıdat atributy instanćı. Často je ovšem ťreba k atribut̊um, popisuj́ıćım fyzikálńı a jiné vlastnosti předmětu
z reálného světa, přidat daľśı atributy, které usnadńı softwarovou realizaci. Ty však obvykle specifikujeme až
při podrobném návrhu.

Metody

Dále muśıme určit akce, které mohou objekty provádět, a operace, které na ně můžeme aplikovat. Je jasné,
že v neformálńım popisu strategie jim budou odpov́ıdat slovesa a slovesné fráze. Přitom budeme brát v úvahu
i predikáty (tvrzeńı jako

”
je menš́ı než cosi“), nebot’ také odpov́ıdaj́ı operaćım s objekty - zjǐst’uj́ı jejich

vlastnosti. Operace připoj́ıme do tabulky k objekt̊um.

Přitom se může stát, že se určitá operace vztahuje k v́ıce objekt̊um. Jak potom určit, ke kterému ji připojit?
Jako dostatečné vod́ıtko obvykle poslouž́ı následuj́ıćı pravidlo: operace bude součást́ı (metodou) toho objek-
tového typu, jehož soukromé součásti využ́ıvá.

10Odvolávky na slovńı druhy jsou samozřejmě jen pomůckou, která může usnadnit práci. Návrh samozřejmě nelze vytvořit (jen)
na základě slovńıho rozboru zadáńı.
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Jestliže naraźıme na operaci, která vyžaduje př́ıstup k soukromým částem několika ťŕıd, znamená to nejsṕı̌s,
že jsme udělali chybu ve specifikaci rozhrańı některých ťŕıd (typ̊u) nebo ve specifikaci operace.

Výsledkem této fáze analýzy je tabulka objekt̊u a operaćı. Přitom každému objektu by měla odpov́ıdat alespoň
jedna operace a každá operace by měla odpov́ıdat nějakému typu. Pokud se stane, že se nějakého objektu
nebude týkat žádná operace, nebo že nějakou operaci nebude možno přidělit žádnému z objekt̊u, může to
znamenat, že

• neformálńı strategie je neúplná a chyb́ı v ńı nějaký objekt nebo operace s ńım;

• objekt nebo operaci, která paťŕı do prostoru řešeńı, jsme zařadili do prostoru problému nebo naopak;

• přehlédli jsme, že některá operace, uvedená v tabulce, vyžaduje znalost
”
osamělého“ objektu;

• neformálńı strategie neńı popsána dobře - r̊uzné části popisu jsou na r̊uzné úrovni abstrakce.

V každém př́ıpadě to znamená, že se muśıme vrátit k popisu strategie a opravit jej.

Rozhrańı: komunikace mezi objekty

Jakmile známe operace, které lze s objekty provádět, urč́ıme zprávy, které si mohou objekty navzájem pośılat.
To znamená, že definujeme vztahy mezi metodami a zprávami, které metody volaj́ı. Zde již podrobnosti mohou
záviset i na konvenćıch použitého programovaćıho jazyka.

(Představu komunikace modul̊u pomoćı zpráv lze využ́ıt i v neobjektovém návrhu - usnadńı např. testováńı
návrhu pomoćı scénář̊u.)

Podrobná analýza

Podrobný návrh, využ́ıvaj́ıćı OOP, je v mnoha ohledech velice podobný ostatńım technikám návrhu. Navrhneme
rozděleńı programu do hlavńıch modul̊u. Dále vyjdeme od podrobného popisu rozhrańı; zjemňujeme a zpřesňu-
jeme datové struktury; navrhneme algoritmy pro jednotlivé moduly programu.

Objektově orientovaný návrh ovšem umožňuje kdykoli rekurzivně aplikovat výše uvedený postup, nebot’ objekt
na určité úrovni abstrakce se může skládat z daľśıch objekt̊u, které zabezpečuj́ı jeho funkčnost, podobně jako
operace (metoda) se může skládat z řady jednodušš́ıch operaćı.

Často se uplatňuje takovéto pravidlo: Jestliže implementace určité operace vyžaduje př́ılǐs velké množstv́ı
kódu (̌rekněme nad 200 řádk̊u - to samozřejmě neńı závazná hodnota), vezmeme jej́ı popis jako nové zadáńı a
opakujeme výše popsaný proces.

Testováńı návrhu

V tomto stádiu můžeme předběžně testovat schopnost produktu vyhovět požadavk̊um, které se na něj kladou.
Použ́ıvaj́ı se k tomu

”
scénáře“, který se skládá ze zpráv pośılaných objekt̊um. Pro r̊uzné úrovně abstrakce, a

tedy r̊uzné úrovně podrobnosti návrhu, je samozřejmě ťreba použ́ıt r̊uzné scénáře.

Dědičnost

Dědičnost umožňuje opakované použ́ıváńı již hotového kódu. Na možnost využit́ı dědičnosti naraźıme jak při
návrhu shora dol̊u tak i při cestě opačné.

Při postupu
”
shora dol̊u“ přecháźıme od abstraktněǰśıch, méně specifických pojmů (např. lod’ ) k pojmům

konkrétněǰśım, které přesněji určuj́ı vlastnosti objekt̊u (např. plachetnice). Při definici potomka, odvozené ťŕıdy,
si muśıme všimnout, které metody může potomek zdědit a které je ťreba překrýt novou verźı (

”
předefinovat“).

Může se stát, že si při zjemňováńı návrhu všimneme společných operaćı a/nebo společných dat v několika
ťŕıdách; v takovém př́ıpadě se můžeme pokusit spojit je v návrhu nové ťŕıdy. Někdy se stane, že objekty
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(instance) takto vzniklé ťŕıdy nemaj́ı v programu žádný význam - jediným smyslem takové ťŕıdy je, že poskytuje
společná data a metody svým potomk̊um. Takovéto ťŕıdy označujeme jako abstraktńı.11

V př́ıkladu 11.1 na začátku této kapitoly bude lod’ abstraktńı ťŕıda, nebot’ nemá smysl použ́ıvat v programu
obecnou lod’; vždy to bude pouze parńık nebo plachetnice.

11.2.1 Př́ıklad: jednoduchý grafický editor

Poč́ıtačová grafika paťŕı mezi nejjednodušš́ı aplikace OOP. Proto se s těmito př́ıklady setkáme téměř v každé
publikaci, která se o OOP alespoň zmiňuje. Tento text nebude výjimkou. Na následuj́ıćım př́ıkladu si ukážeme
postupné zjemňováńı návrhu.

Definice problému: Vytvořit jednoduchý grafický editor.

Specifikace požadavk̊u: Editor má umožnit manipulovat na obrazovce s dvourozměrnými čarami, kuželoseč-
kami a aproximačńımi křivkami. Uživatel bude pomoćı myši (nebo jiného

”
ukazovátka“) přemı́st’ovat a otáčet

grafické objekty, měnit jejich velikost a barvu.

Tato specifikace je velice neurčitá. Uživatelské rozhrańı aplikace je specifikováno jen zhruba, o výstupu na
jiná zař́ızeńı, o ukládáńı vytvořených obrázk̊u apod. se v něm nehovoř́ı v̊ubec. (Všechny tyto problémy si nyńı
dovoĺıme velkoryse pominout.) Lze ji však považovat neformálńı popis strategie implementace. Naznačuje, že
obrázek se má skládat z jednotlivých

”
primitivńıch“ objekt̊u, se kterými lze samostatně manipulovat.

Zpřesňováńı a formalizaci strategie provedeme v několika pr̊uchodech.

1. zjemněńı

Určeńı ťŕıd: Mezi podstatnými jmény v popisu požadavk̊u můžeme vynechat uživatele a obrazovku, nebot’ se
bezprosťredně netýkaj́ı implementace samotné - sṕı̌se určuj́ı jej́ı okolnosti. Také myš je na této úrovni analýzy
nezaj́ımavá.

Editor bude ťŕıda, která bude mı́t na starosti uživatelské rozhrańı a která bude obsahovat seznam existuj́ıćıch
grafických objekt̊u. Nebudeme se s ńı zde zabývat; za prvé zadáńı neobsahuje bližš́ı specifikaci a za druhé
př́ıklad bude i tak dosti dlouhý.

Zbývaj́ı nám čáry, kuželosečky a aproximačńı křivky. Ty lze ale všechny na nejvyšš́ı úrovni shrnout pod označeńı
grafický objekt. Daľśı podstatná jména, se kterými se v popisu setkáváme, velikost, poloha a barva, vyjadřuj́ı
vlastnosti objekt̊u.

Grafický objekt (GO) bude tedy představovat abstraktńı ťŕıdu, která ponese vlastnosti společné všem ťŕıdám.
(Vzhledem k tomu, že zat́ım uvažujeme o jediné ťŕıdě, nemá smysl pořizovat tabulku objekt̊u.)

Vyhledáńı atribut̊u jednotlivých tř́ıd: GO je grafický objekt na obrazovce poč́ıtače. Je tedy zřejmé, že bude
mı́t barvu a polohu. Barva bude určena jedńım celým č́ıslem, poloha dvojićı celých č́ısel (souřadnic referenčńıho
bodu, např. sťredu, na obrazovce).

Daľśı vlastnosti, které připadaj́ı v úvahu, jsou orientace (vyplývá z požadavku na otáčeńı objekt̊u) a velikost.
Z požadavk̊u je zřejmé, že tyto vlastnosti budeme poťrebovat. Jak orientace tak i velikost budou určeny jedńım
celým č́ıslem.

Určeńı operaćı s jednotlivými objekty (metod): Operace odvozujeme od sloves. Podle souvislosti ale
muśıme často přidat i operace, o kterých se v požadavćıch př́ımo nehovoř́ı.

GO budeme přemı́st’ovat, otáčet a měnit jejich velikost. Vedle toho muśıme samozřejmě mı́t možnost GO
vytvořit a zrušit (odstranit). Prvńı ťri operace představuj́ı vlastně změnu některého z atribut̊u GO. Při práci

11V některých programovaćıch jazyćıch - např. v C++ - je termı́n abstraktńı tř́ıda použ́ıván pro tř́ıdy, které maj́ı alespoň jednu
čistě virtuálńı metodu, tedy metodu, kterou (zhruba řečeno) sice deklarujeme, ale neimplementujeme. Taková metoda pouze ”drž́ı
mı́sto” pro metody stejného jména, které muśıme implementovat v odvozených tř́ıdách. Podrobněǰśı informace o čistě virtuálńıch
metodách v C++ najdete např. v [18]. Současné verze Turbo Pascalu čistě virtuálńı metody neznaj́ı.
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s GO muśıme umět v programu také źıskat informace o GO - přesněji grafický objekt muśı umět vrátit informaci
o své velikosti, poloze a orientaci.

Přehled poťrebných metod můžeme uspořádat do následuj́ıćı tabulky:

Metoda Význam

Vytvoř GO Vytvoř́ı grafický objekt
Zruš GO Zruš́ı grafický objekt

Nastav polohu Nastav́ı souřadnice x,y referenčńıho bodu GO
Zjisti polohu Zjist́ı souřadnice x,y referenčńıho bodu GO

Nastav orientaci Nastav́ı orientaci GO
Zjisti orientaci Zjist́ı orientaci GO
Nastav velikost Nastav́ı velikost GO

Zjisti velikost Zjist́ı velikost GO
Nastav barvu Nastav́ı barvu GO

Zjisti barvu Zjist́ı barvu GO

Tato tabulka vlastně definuje protokol ťŕıdy GO.

Komunikace mezi objekty (rozhrańı): Předpokládejme pro určitost, že použijeme Turbo Pascal. Potom
můžeme prvńı dvě zprávy implementovat jako konstruktor a destruktor. Destruktor bude bez parametr̊u;
parametry konstruktoru budou hodnoty atribut̊u nového objektu.

Vzhledem k tomu, že objekty budou určitě vytvářeny a rušeny dynamicky, použijeme voláńı konstruktoru
v proceduře New a voláńı destruktoru v procuduře Dispose.

Metody Zjisti velikost, Zjisti barvu a Zjisti orientaci budou funkce bez parametr̊u, vracej́ıćı velikost, barvu a
orientaci grafického objektu12. Metody Nastav velikost, Nastav barvu a Nastav orientaci budou procedury s
jedńım parametrem, vyjadřuj́ıćım odpov́ıdaj́ıćı veličiny.

Metoda Nastav polohu bude procedura s parametrem (parametry), vyjadřuj́ıćım polohu objektu na obrazovce;
metoda Zjisti polohu bude nejsṕı̌s - vzhledem k omezeńım Turbo Pascalu - také procedura, jej́ıž parametr
(parametry), popisuj́ıćı polohu, se budou předávat odkazem.

Test návrhu pomoćı scénáře: Ověř́ıme, zda každému z požadavk̊u, kladených na náš editor, odpov́ıdá
nějaká zpráva:

Vytvořeńı a zrušeńı GO (ugo je ukazatel na GO):

New(ugo, Vytvoř_GO(parametry));

Dispose(ugo, Zruš_GO);

Otočeńı GO:

ugo^.Nastav_orientaci(t);

Změna velikosti GO:

ugo^.Nastav_velikost(v);

Přesun GO:

ugo^.Nastav_polohu(x,y);

Změna barvy:

ugo^.Nastav_barvu(b);

Úvahy o dědičnosti jsou zat́ım nemı́stné, nebot’ na současné úrovni abstrakce máme jedinou ťŕıdu.

12V této fázi návrhu zat́ım nehovoř́ıme o tom, jak budeme barvu, velikost, orientaci nebo polohu grafických objekt̊u reprezen-
tovat. Např. barva je pro nás zat́ım prostě jakýsi abstraktńı typ, který popisuje barvu grafických objekt̊u v navrhovaném editoru.
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GO

čára kuželosečka aprox. křivka

Obr. 11.3: Hierarchie ťŕıd na 2. úrovni zjemněńı

2. zjemněńı

Nyńı zopakujeme předchoźı kroky a přitom zjemńıme rozlǐseńı typ̊u grafických objekt̊u. (Vlastně tak pos-
touṕıme na daľśı úroveň abstrakce.)

Tř́ıdy: Čáry, kuželosečky a aproximačńı křivky jsou r̊uzné druhy grafických objekt̊u. Definujeme je tedy jako
samostatné ťŕıdy, které budou samozřejmě potomky ťŕıdy GO.

V daľśı analýze se budeme pro stručnost zabývat pouze kuželosečkami. Čtenář se m̊uže pokusit dokončit rozbor
i pro zbývaj́ıćı dvě tř́ıdy.

Atributy: Kuželosečka je obecně popsána kvadratickou rovnićı druhého stupně

ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0

Atributy kuželosečky tedy budou koeficienty a, . . . , f . Změńı-li se některý z těchto koeficient̊u, změńı se
kuželosečka - jinými slovy každá kuželosečka muśı mı́t svou vlastńı šestici koeficient̊u. To znamená, že p̊ujde o
atributy instanćı.

V této fázi návrhu se již také můžeme rozhodnout, jak implementujeme barvu (budeme ji reprezentovat celými
č́ısly, výčtovým typem ...) a daľśı atributy grafických objekt̊u.

Metody: K metodám, společným všem GO, muśıme přidat metody pro nastaveńı a zjǐstěńı koeficient̊u. Protože
ťŕıda kuželoseček má také jinou datovou strukturu než ťŕıda GO, muśıme pro ni definovat zvláštńı metody pro
vytvořeńı a zrušeńı instance. V protokolu budou tedy nav́ıc tyto zprávy:

Metoda Význam

Nastav koeficienty Nastav́ı koeficienty kuželosečky
Zjisti koeficienty Zjist́ı koeficienty dané kuželosečky
Vytvoř kuželosečku Konstruktor kuželosečky
Zruš kuželosečku Destruktor kuželosečky

Rozhrańı: Konstruktor koželosečky bude mı́t stejné parametry jako konstruktor obecného GO a k tomu nav́ıc
parametry a, . . . , f .

Také metody Nastav koeficienty a Zjisti koeficienty budou mı́t parametry a, . . . , f ; v př́ıpadě metody Zjisti koefi-
cienty je muśıme předávat odkazem.

Test pomoćı scénáře přenecháváme čtenáři.

Dědičnost: Je zřejmé, že čára, kuželosečka a aproximačńı křivka budou ťŕıdy odvozené od GO. Mezi těmito
ťŕıdami nemá smysl o dědičnosti uvažovat. Současný tvar dědické hierarchie13 vid́ıte na obr. 11.3.

3. zjemněńı

Dále se pro jednoduchost budeme zabývat pouze ťŕıdou kuželosečka.

13V diagramech, které popisuj́ı dědické hierarchie objekt̊u, je obvyklé, že šipka směřuje od potomka k předkovi.
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kružnice

parabolaelipsahyperbola

aprox. křivkakuželosečkačára

GO

Obr. 11.4: Hierarchie ťŕıd na 3. úrovni zjemněńı

Tř́ıdy: Zadáváńı kuželoseček pomoćı koeficient̊u a, . . . , f neńı nejpohodlněǰśı. K vyjádřeńı tvaru se sṕı̌se použ́ı-
vaj́ı jiné parametry (např. souřadnice sťredu, velikosti a orientace poloos apod.), které se ovšem lǐśı podle druhu
křivky.

To znamená, že ťŕıdu kuželosečka bude rozumné dále rozdělit na podťŕıdy kružnice, elipsa, parabola a hyperbola;
degenerované kuželosečky (např. dvojici r̊uznoběžek) nemá samozřejmě smysl brát v úvahu.

Dále své pov́ıdáńı zúž́ıme pouze na kružnici, rozbor ostatńıch kuželoseček přenecháme čtenáři.

Atributy: Kružnice je určena sťredem a poloměrem. Do ťŕıdy kružnice tedy přidáme nový atribut poloměr.

Metody: Protože jsme přidali nový atribut, budeme poťrebovat i metody pro manipulaci s ńım. Nazveme je
Nastav poloměr a Zjisti poloměr. Z téhož d̊uvodu definujeme také nový konstruktor a destruktor (Vytvoř kruž-
nici a Zruš kružnici ) a novou verzi metody pro určeńı koeficient̊u.

Rozhrańı: Konstruktor kružnice bude mı́t jako vstupńı parametry polohu sťredu, barvu a poloměr - vše
celoč́ıselné hodnoty. Destruktor nebude mı́t - podobně jako u ostatńıch uvažovaných ťŕıd - žádné parametry.
Funkce Zjisti poloměr bude bez parametr̊u a bude vracet celé č́ıslo; procedura Nastav poloměr bude mı́t jeden
celoč́ıselný parametr, a to hodnotu poloměru.

Test pomoćı scénáře přenecháváme opět čtenáři.

Dědičnost: Vzhledem k tomu, že kružnici lze považovat za zvláštńı př́ıpad elipsy, může být vhodné definovat
ťŕıdu kružnice jako potomka ťŕıdy elipsa. Výsledkem bude hierarchie ťŕıd, znázorněná na obr. 11.5.
Nyńı bychom mohli pokračovat ve zjemňováńı: elipsa je vlastně zvláštńım př́ıpadem eliptického oblouku,
podobně jako ťreba parabola je zvláštńım př́ıpadem parabolického oblouku atd.

Dále je ťreba navrhnout algoritmy pro nakresleńı oblouku kuželosečky, implementovat je atd. Z hlediska výkladu
objektově orientovaného návrhu bychom se však nesetkali již s nič́ım novým.
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175



176 LITERATURA

[27] Aho, A.V. - Hopcroft, J.E. - Ullman, J.D.: The Design and Analysis of Computer Algorithms. Addison -
Wesley, Reading 1974; ruský překlad Mir, Moskva 1979
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č́ısla reálná, 120
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detekce chyb, 143
diagram Jackson̊uv, 13, 154
diagram pro specifikaci systému, 153
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grafu orientovaný ohodnocený, 48
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rozhrańı, 142
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ťŕıděńı vniťrńı, 65
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uspořádáńı lexikografické, 93
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