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Predmluva

Toto skriptum je uréeno posluchactim prvniho roéniku FJFI CVUT se softwarovym zaméFenim. Navazuje na
prednasku Zdklady algoritmizace.

Algoritmy jsou nerozlucéné spjaty s datovymi strukturami. Proto se hned na pocatku zabyvame nejcastéji
pouzivanymi datovymi strukturami a zékladnimi operacemi s nimi. V dalsich kapitolach se pak seznamime s
nékterymi metodami navrhu algoritmu.

Samostatné kapitoly jsou vénovany zndmym a ¢asto pouzivanym algoritmum, jako jsou algoritmy pro t¥idéni
poli a soubort nebo zakladni algoritmy pro préaci s bindrnimi stromy. V kapitole o seminumerickych algoritmech
se ¢tenal seznami se zdkladnimi algoritmy pro praci s ¢isly.

Priklady k probirané latce jsou napsdny prevazné v Turbo Pascalu, ktery posluchaci jiz znaji. V nékolika
piipadech se viak ukazalo vhodnéjsi pouzit programovaci jazyk C++, nebot’ ten nabizi moznost elegantnéjsiho
a prehlednéjsiho zapisu. (Tak tomu je napt. ve vykladu o rychlé Fourierové transformaci, kde potiebujeme
komplexni ¢isla. V C+4 muzeme pouzit datovy typ, definovany ve standardni knihovné, a operace muzeme
zapisovat pomoci béznych aritmetickych operdtoru.)

Vzhledem k omezenému rozsahu prednasky obsahuje toto skriptum pouze nejzakladnéjsi informace. Analyze
algoritmu, tj. stanoveni jejich ¢asové a pamét’ové ndroCnosti, vénujeme pouze okrajovou pozornost. V né-
kterych ptipadech pouze uvadime znamé vysledky a nedokazujeme je, nebot’ podrobné odvozovani by casto
presahovalo znalosti posluchac¢u 1. roéniku. Ostatné analyza algoritmu je predmétem zvldstni prednasky ve
vyssich roénicich.

Také numerické algoritmy jsou predmétem zvlastni prednasky a proto zde chybi.

Na zaveér skripta je zafazeno povidani o softwarovém projektu, o ndvrhu programu na zakladé analyzy poza-
davku a ivod do objektové orientovaného programovéani. Jde o velmi stru¢ny tvod do této problematiky.

VVVVV

Na zévér bych chtél podékovat vsem, ktefi svymi radami a pripominkami pfispéli ke zdarnému dokonceni
tohoto dila, zejména vsak recenzentovi, RNDr. Janusi Drézdovi, ktery skriptum velice peclivé precetl a mél k
nému fadu podnétnych pfipominek.

M. Virius
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Kapitola 1

Algoritmus

V prevazné casti tohoto skripta se budeme zabyvat algoritmy a metodami pro jejich ndvrh. Zacneme ale tim,
ze se dohodneme, co to vlastné algoritmus je a jak jej budeme zapisovat.

1.1 Vymezeni pojmu

Ve vétsiné publikaci, vénovanych ivodu do algoritmizace nebo programovani, se pojem algoritmus nezavadi -
autor prosté predpoklddd, ze ¢tendf rozumi, o co jde. Ndsledujic{ vymezeni tohoto pojmu jsme pievzali z [9)].

1.1.1 Co je to algoritmus

Algoritmus je zdkladni matematicky pojem. To znamena, Ze jej nelze definovat - musime se uchylit k opisu,
podobné jako u dalsich elementarnich pojmu, jakymi jsou napf. bod nebo mnozina.

Algoritmus je v podstaté navod, jak provést uréitou ¢innost; v ptipadé programovani pujde zpravidla o trans-
formaci mnoziny vstupnich dat na mnozinu vystupnich dat. OvSem ne kazdy navod pfedstavuje algoritmus.
Jako algoritmus budeme oznacovat navod, ktery ma nasledujici vlastnosti:

1. Je elementdrni. To znamend, ze se skladd z kone¢ného poctu jednoduchych, snadno realizovatelnych
¢innosti, které budeme oznacovat jako kroky. (Déle si povime, co myslime tou ,, jednoduchou® ¢innosti.)

2. Je determinovany, tj. po kazdém kroku lze urcit, zda popisovany proces skoncil, a pokud neskonéil,
kterym krokem ma4 algoritmus pokracovat.

3. Je konecny. Pocet opakovani jednotlivych kroku algoritmu je vzdy konecny. Algoritmus tedy musi skonéit
po konecném poctu kroku.

4. Je rezultativni. Vede ke spravnému vysledku.
5. Je hromadng. To znamend, 7e algoritmus muzeme pouzit k feseni celé (velké) skupiny podobnych tloh.

V souvislosti s algoritmy se pro oznaceni objektu (muze to byt stroj nebo i ¢lovék), ktery bude provadét
popisovanou ¢innost, pouziva termin procesor. Je jasné, ze pii formulaci algoritmu musime znét procesor.
Presnégji fec¢eno musime védét, jak vypadaji elementdrni kroky, které muze ndvod obsahovat - a ty ziejmeé
z&visi na povaze procesoru.

Poznamka: Pojem algoritmus se da formalizovat napi. pomoci matematické konstrukce, oznacované
jako Turinguv stroj, nebo pomoci teorie parcialné rekurzivnich funkei. Vyklad o nich vSak piresahuje
ramec naseho skripta.

1.1.2 Priklad 1.1: procesor

Jako piiklad vezmeme feSeni kvadratické rovnice, zadané koeficienty a, b a c. Budeme-li za procesor povazovat
napi. CPU pocitace PC, budou elementérni krok predstavovat jednotlivé instrukce strojniho kédu a algoritmus
se bude sklddat z pokynti tvaru ,presusi obsah proménné c do registru ST, wyndsob obsah ST(1) a ST* apod.

IST resp. ST(i) jsou registry matematického koprocesoru ix87.
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Budeme-li vSak uvazovat o pocitaci, vybaveném prekladac¢em jazyka Pascal, budou elementarni kroky pired-
stavovat jednotlivé pitkazy Pascalu. Algoritmus se pak bude sklddat z pitkazu tvaru

d := sqr(b) - 4*axc;
Bude-li procesorem c¢lovék, obezndameny se zaklady stiedoskolské matematiky, posta¢i mu instrukce pyres

kvadratickou rovnici s koeficienty a, b a c*.

1.1.3 Metody shora doli a zdola nahoru

Algoritmus je tedy zapisem postupu, pouzitelného pro feSeni urcité tiidy problému. Jak dospét k formulaci,
ktery bude splinovat vyse uvedené podminky? Samoziejmé nejprve musime dany problém umét vytesit. V nésle-
dujicich kapitolach se sezndmime s nékterymi postupy, které hledani feseni usnadnuji, a s fadou piikladu -
tedy vyreSsenych problému.

Jestlize jiz feSeni zndme, potiebujeme je zapsat jako algoritmus. Pfitom postupujeme obvykle tak, ze postup
feSeni rozkldddame na jednodussi operace, az dospéjeme k elementdrnim krokum.

Tento postup navrhu algoritmu se obvykle oznacuje jako metoda ,,shora dolu®.

Piiklad 1.2: kvadraticka rovnice

Zustanme u kvadratické rovnice. Budeme chtit napsat program, ktery bude fesit rovnice, jejichz koeficienty
jsou v ulozeny souboru A. Vysledek se mé ulozit do souboru B.

Nejhrubsi formulace muze vypadat takto:

Dokud nenarazis na konec souboru A, 7es rovnice, urcené koeficienty uloZenymi v souboru A a vysledky zapisuj
do souboru B.

Nyni potfebujeme upfesnit vyznam fraze ,7es rovnice, uréené...” - musime ji rozlozit na jednodussi kroky. Vedle
toho si ale musime uvédomit, ze kazdy program obsahuje nezbytné (ale v zdpisech algoritmu ¢asto opomijené)
uvodni a zdvérecné operace, jako je otevirdni a zavirdn{ souboru, inicializace pomocnych proménnych aj.). Ani
nas program nebude vyjimkou, a proto je do algoritmu zahrneme, i kdyz jejich pfesny vyznam uréime pozdéji.

Dostaneme nésledujici formulaci:

1. Proved’ wvodni operace.

2. Dokud nenarazis na konec souboru A, opakuj kroky 3 - 5, potom prejdi na krok 6.
Precti se souboru koeficienty a, b a c.
Vyres kvadratickou rovnici s koeficienty a, b, c.

Zapi$ vysledky do souboru B a vrat’ se na 2.

A

Proved’ zdvérecné operace.

Nyni je tfeba zpfesnit body 1, 4 a 6. My se podivame jen na bod 4, ostatni si muzete zkusit sami. Postup
feSeni kvadratické rovnice jisté znate, takze budeme strucni.

4a. Vypoéti d = b2 — 4ac.

4b. Je-li d < 0, pokracuj bodem 4f, jinak pokracuj bodem 4c.
4c. Poloz d = Vd.

4d. Rovnice ma kofeny x12 = _4baicd

Je. Jdi na 5.
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4f. Poloz d =/ —d .

—b+tid
4dac

4g. Rovnice mé kofeny z12 = , kde ¢ je imaginarni jednotka.

Dale si musime ujasnit, co budeme délat v ptipadé chyby (nepodaii se oteviit soubor, budou v ném chybnd
data atd.), v jakém formdtu jsou uloZena vstupni data (zda to budou napf. celd, redlnd nebo komplexni éisla),
v jakém formétu budeme zapisovat vysledky (jak budeme zapisovat komplexni ¢isla atd.).

Kromé metody ,,shora dolu“ se ob¢as setkame i s metodou, oznac¢ovanou jako ndvrh ,,zdola nahoru®. Pfi postupu
zdola si postupné z elementarnich kroka vytvaiime prostiedky, které nakonec umozni zvlddnout pozadovany
problém.

S trochou nadsézky lze tvrdit, ze pfi metodé zdola nahoru si vytvafime novy procesor tim, ze ho u¢ime nové
operace (presnéji: ué¢ime ho chapat skupiny elementdrnich operaci jako nové elementarni kroky.)

Obvykle se kombinuje postup shora doli s postupem zdola nahoru. Postup shora dolu, tedy rozklad postupu
feSeni na elementarni kroky, doplnime ,,¢astecnym krokem* zdola nahoru tim, ze napf. pouzijeme piekladace
nékterého vyssiho programovaciho jazyka, knihovny procedur a funkci nebo systému pro vytvareni programu
(CASE).

1.1.4 Zakladni slozky algoritmu

V algoritmech se setkdvame se tfemi zédkladnimi konstrukcemi, které oznacujeme jako posloupnost (sekvenci)
pitkazu, s cyklus (iteraci) a s podminénou operaci (selekci, vybér).

Posloupnost (sekvence) je tvofena jednim nebo nékolika kroky, které se provedou pravé jednou v daném
poradi. Pfitom nemusi jit o kroky elementarni; pii dalsim zjemnovani se soucasti sekvence mohou rozpadnout
na soucasti, které samy budou tvofit posloupnosti, cykly nebo podminky. V Pascalu muze byt posloupnost
vyjadiena slozenym piikazem, v Cécku blokem.

Za ptiklad posloupnosti muzeme povazovat kroky 4c - 4e v piikladu 1.2.

Cyklus (iterace) predstavuje ¢ast algoritmu, kterd se opakuje, dokud je splnéna podminka opakovani. Cyklus
se vzdy skladd z podminky opakovani a z téla cyklu, tedy z operaci, které se opakuji.

Podminka se muze vyhodnocovat pied provedenim téla cyklu (v Pascalu nebo v Cécku pitkazy while nebo for),
po skoncenf téla cyklu (v Pascalu piikaz repeat, v Cécku piikaz do - while) nebo i uvniti téla cyklu (pokud
bychom takovy piikaz potiebovali v tradiénim Pascalu, museli bychom si jej vytvorit pomoci podminéného
skoku; v Cécku - a také v Turbo Pascalu 7.0 - 1ze pouzit kombinaci podminky a piikazu break).

V piikladu 1.2 tvoii kroky 2 - 5 cyklus s podminkou na pocatku.

Podminénd operace (selekce) predstavuje vzdy vétveni algoritmu. Je tvofena podminkou a jednou, dvéma
nebo vice vybérovymi slozkami. Nejprve se vzdy vyhodnoti podminka a ta uré¢i, zda se bude provadét néktera
z vybérovych slozek - a pokud ano, ktera. Nemusi se tedy provést zadnd z vybérovych slozek. Pokud se jedna

z nich zvoli, provede se jednou.

Pro vyjddien{ selekce slouzi v Pascalu pitkazy if (iplné nebo netiplné) a case. V Cécku mame k dispozici
pifkazy if a switch (v kombinaci s pifkazem break).

V piikladu 1.2 je podminény piikaz 4b.
Jestlize se urcitd ¢dst algoritmu opakuje na nékolika mistech (muze pfitom pouzivat ruznd data), staci rozlozit
ji na elementdrni kroky pouze jednou (napt. kdyz na ni narazime poprvé). Na ostatnich mistech se na ni pak

odvolame jako na diléi algoritmus nebo podprogram.

V béznych programovacich jazycich odpovidaji podprogramtum procedury a funkce.
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1.1.5 Algoritmus a data

Jak jsme si jiz fekli, vyjadiuji poc¢itacové algoritmy zpravidla navody, jak transformovat mnozinu vstupnich
dat v mnozinu jinou vystupnich dat. Proto je samozfejmé, ze struktura vstupnich, vystupnich, ale (¢asto
predevsim) vnitinich dat spoluurcuje strukturu algoritmu.

Je jasné, ze pii zpracovani vstupnich pfip. vystupnich dat bude posloupnosti datovych polozek ruznych druhu
zpravidla odpovidat posloupnost ruznych piikazi. Pokud se opakuji datové polozky téhoz druhu (iterace), bude
jejich zpracovéni vyzadovat nejspiSe pouziti cyklu. Pokud se na jednom urc¢itém misté v datech (vstupnich
nebo vystupnich) mohou vyskytnout ddaje nékolika raznych druht, pouzijeme pii jejich zpracovani selekci
(podminény piikaz).

Ukazuje se také, ze prirozenym prostiedkem pro zpracovani rekurzivnich datovych struktur, jako jsou stromy
nebo seznamy, jsou obvykle rekurzivni algoritmy.

1.1.6 Casova a pamét’ova naroc¢nost algoritmu

Pii analyze algoritmu néds zajim4 nejen spravnost (zda dostaneme spravny vysledek) a v piipadé numerickych
algoritmu ptesnost, ale také doba, kterou budeme k provedeni algoritmu potifebovat, a mnozstvi operaéni
pameéti, které bude potiebovat program, realizujici algoritmus.

Pii hodnoceni ¢asové ndro¢nosti muzeme vychdzet z celkového poctu elementarnich kroku, tedy napf. instrukei
strojového kédu, které musime provést, v zavislosti na rozsahu vstupnich ptip. vystupnich dat.

Pii hodnoceni ¢asové narocnosti musime vzit v ivahu, ze doby, potfebné pro provedeni ruznych instrukci,
se mohou drasticky odlisovat. Napt. na procesoru Intel 80486 trva sec¢teni dvou redlnych ¢isel v pruméru 10
,tiku®, zatimco vypocet absolutni hodnoty zabere 3 , tiky“. Vypocet sinu (také jedna instrukce procesoru Intel
80486) zabere v priuméru 291 tiki. Pfitom 1 ,tik“ pfi hodinové frekvenci procesoru 33 MHz trva cca 3.1078 s.

Na druhé strané ptrecteni jednoho sektoru na pevném disku trva v souc¢asné dobé napft. 12 - 15 ms, tedy pfiblizné
o 3 tady déle nez provedeni téch nejndrocnéjsich instrukei procesoru. Proto se ve skutec¢nosti zpravidla staci
orientovat se podle vybranych skupin instrukci, které jsou ¢asové nejnaro¢néjsi.

1.2 Popis algoritmu

Algoritmy lze vyjadfovat mnoha ruznymi zpusoby. Nékteré se opiraji pouze o slovni vyjddieni, jiné pouzivaji
grafickych prostiedkt. Volba vhodného prostiedku se muze lisit podle charakteru fesené tlohy a podle osobnich
zvyklosti programatora. Ukazeme si nékteré casto pouzivané.

1.2.1 Jazyk pro popis programu

Tento zpusob popisu algoritmu se dnes pouzivé patrné nejcastéji. Jeho oznaceni jazyk pro popis programai je
doslovnym prekladem anglického terminu Program Description Language (PDL). Vychdzi{ se slovnfho popisu
algoritmu. Zachycuje postupny rozklad algoritmu na jemnéjsi kroky pii ndvrhu metodou shora dolu.

Piiklad 1.2 ukazuje postupné vytvareni popisu algoritmu pro feSeni kvadratickych rovnic. Pfitom je ¢asto
rozumné pii postupném zpresiniovani ponechat i puvodni rdmcovy popis ,vétsiho* kroku, nebot’ usnadiiuje
Ctenafi orientaci.

Poznamenejme, ze slovni popis algoritmu se muze stat zékladem dobrého komentéaie k vyslednému programu.
Vedle toho ¢asto k zépisu algoritmi pouzivame lehce upraveny programovaci jazyk - napi. Pascal. Pti takovémto
zapisu Casto v zdjmu prehlednosti a srozumitelnosti porusujeme syntakticka pravidla: v identifikatorech pou-

zivame pismena s diakritickymi znaménky, vkladame slovni popis operaci apod. S touto formou zapisu se zde
budeme setkavat pomérné casto a budeme ji také oznacovat jako Pseudopascal.

Poznamenejme, ze tradi¢nim jazykem pro popis algoritmu byl programovaci jazyk Algol 60. Setkdme se s
nim bézné v publikacich ze 60. a 70. let, dnes jiz spiSe vyjime¢né. (Jednou takovou vyjimkou je napf. [26].)
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Sekvence B Sekvence B E Iterace E

Moznost 1 |Moznost 2

Obr. 1.1: Mozné tvary struktogramu

Vzhledem ke zna¢né podobnosti mezi Algolem a Pascalem je obvykle zdpis algoritmu v Algolu srozumitelny i
pro ¢tenéie, ktery znd jen Pascal.?

1.2.2 Struktogramy

Struktogramy graficky zndzornuji strukturu algoritmu. Pouzivaji tvarové (nebo i barevné) odlisné vyjadreni
pro zdkladni algoritmické struktury (posloupnost, cyklus, podminka).

Zakladem struktogramu je vzdy obdélnik, v jehoz zdhlavi je oznaceni algoritmu nebo diléi operace. Uvnitt
obdélniku jsou vypsany kroky, které algoritmus tvoii; mohou do néj byt vnoreny i dalsi struktogramy. Struk-
togramy muzeme pouzivat jak pfi rozboru tlohy na nejvyssi trovni tak pfi vlastnim programovani. Poskytuji
také dobrou dokumentaci postupu pii navrhu.

Priklad 1.3: opét kvadraticka rovnice

Vratime se jesté jednou k programu na feseni kvadratickych rovnic. Struktogramy, které vyjadiuji postup feseni,
vidite na obrazku 1.2. Vzhledem k tomu, ze struktogram pro operaci ,Vyres rovnici s danymi koeficienty* nelze
dost dobfe vlozit dovnitt struktogramu, popisujiciho cyklus ¢teni dat ze souboru, zakreslime jej vedle.

1.2.3 Jacksonovy diagramy

Dalsi moznosti, kterou lze pouzit pii popisu algoritmu, jsou Jacksonovy diagramy, se kterymi se setkdme v
kapitole 10.2.1.

1.2.4 Vyvojové diagramy

Klasickym prostiedkem pro znézornéni algoritmu jsou vyvojové diagramy. Znazornuji ,,tok fizeni“ v algoritmu.
Znacky v nich, pouzivané u nds, jsou upraveny normou [10].

Od pouzivéni vyvojovych diagramu pii programovani se dnes upousti (presnéji: prakticky se nepouzivaji),
ve starsich publikacich se s nimi ovsem lze stéle jesté setkat. Zpravidla se jim vytykd, Zze spiSe nez logickou
strukturu programu zduraznuji druh operaci.

Hlavnim problémem vyvojovych diagramu ovSem je, ze jde o graficky zna¢né naro¢ny zpusob dokumentace,
ktery casto zachycuje i jednotlivé ptikazy. Pii pozdéjsich zméndch programu - i nepatrnych - se zpravidla
vyvojovy diagram jiz neaktualizuje, takze velice rychle zastarava. Jako piiklad uvedeme vyvojovy diagram
programu pro feseni kvadratickych rovnic (viz obr. 1.3).

2Totéz viak nelze Fici o programu v Algolu. Jazyk Algol obsahuje nékteré konstrukce, se kterymi se v ostatnich programovacich
jazycich setkdme jen vyjimecné - napt. predavani parametri procedur a funkci jménem. Tato ponékud problematicka konstrukce
se naStésti pfi popisu algoritmu zpravidla nevyuziva.
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Resen{ kvadratickych rovnic Vyftes rovnici s danymi koeficienty
Uvodnf operace Vypocti diskriminant d
E Dokud neni konec souboru A | B Jed>0 B
Precti koeficienty a, b, ¢ ano: ne:

Vyftes rovnoci s koeficienty a, b, ¢

Vvsledky uloz do souboru B

D

d=+4d d=+v—d

vypocti dva realné  |vypocti dva komplexné

koteny

sdruzené koreny

Obr. 1.2: Struktogram feSeni kvadratické rovnice

l Start l
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ze soubloru A

Zaveéretné operace

Res rovnici
S

ruznymi koeficienty|

/ Zapis vysledk

do B
|

Konec

Obr. 1.3: Hruby vyvojovy diagram feseni kvadratické rovnice




Kapitola 2

Datové struktury

Povidéni o datovych strukturach je nezbytnou soucasti jakéhokoli vykladu o algoritmech; podobné pti vykladu
o datovych strukturach nelze pominout algoritmy, které se pouzivaji pii préci s nimi.

V této kapitole si povime o nejéastéji pouzivanych datovych strukturach. Pro prehlednost si je rozdélime na
zdkladni a odvozené.

2.1 Zakladni datové struktury

Jako zakladni datové struktury budeme oznacovat proménnou, pole, zdznam, a objekt. S témito datovymi
strukturami - snad az na objekt - se setkdme ve vétsiné funkciondlné orientovanych programovacich jazyku.

Oddil, vénovany zakladnim datovym strukturdm, dopliiuje a upfesiiuje védomosti, které ziskal ¢tenar v za-
kladnim kurzu programovéni.

2.1.1 Promeénna

Proménnd ptredstavuje vlastné pojmenované misto v paméti pocitace. Vytvoii se na zdkladé deklarace, ve které
sdélime jeji jméno (obvykle identifikdtor) a typ.

(Pfipomenme si, Ze specifikaci typu uréujeme mnozinu hodnot, které do dané proménné budeme smét ukladat,
a mnozinu operaci, které s danou proménnou budeme moci provadét. Nepiimo tim obvykle také urcujeme
velikost proménné, tj. mnozstvi pameéti, které bude proménnd zabirat.)

Pocitac zachdzi s proménnou prostiednictvim jeji adresy. V programu je tato adresa vyjadiena jménem
proménné. Pouziti proménné v programu muze mit dva ponékud odlisné vyznamy. Podivejme se na nésle-
dujici pritazovaci piikaz v Pascalu:

var i: integer;
i = i+1;

Zapis proménné ¢ na pravé strané pritazovaciho ptrikazu znamena odkaz na hodnotu typu integer, ulozenou na
misté, oznaceném jménem . Zapis této proménné na levé strané prifazovaciho piikazu v8ak znamena pouze
odkaz na misto v paméti (na které se ulozi vysledek, tedy hodnota pravé strany).

S podobnym rozdilem se setkdvame i pii predavani parametriu procedur a funkci hodnotou nebo odkazem.
Budou-li f a g dvé procedury s hlavickami

procedure f(k: integer);
procedure g(var k: integer);

znamend zapis f (¢) voldni procedury, pii kterém se bude parametr pieddvat hodnotou. To znamend, ze pro-
cedura f dostane hodnotu vyrazu, zapsaného jako skuteény parametr, tedy hodnotu, ulozenou v paméti na

misté jménem 1.

15
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Na druhé strané zépis g (i) predstavuje volani procedury, pii kterém se bude parametr pieddvat odkazem. To
znamend, ze procedura ¢ dostane odkaz na proménnou 4, zapsanou jako skutetny parametr, tj. jeji adresa.
Procedura ¢ muze vyuzit bud’ hodnotu, ulozenou ve skutetném parametru, nebo misto v paméti, které tento
parametr zabira.

Nékteré programovaci jazyky - napt. C++ - také umoznuji, aby funkce vracely vypoc¢tenou hodnotu odkazem
(referenéni funkce). Také v takovém piipadé se vraci odkaz na misto, kde je vysledek ulozen, tedy adresa
vysledku. Podobné jako pii predavani parametru odkazem i zde muzeme vyuzit bud’ vracenou hodnotu nebo
misto v paméti, které vraceny odkaz oznacuje.

Druhy proménnych

Ve vétsiné programovacich jazyku se setkdme se tfemi zakladnimi druhy proménnych, které se lisi zptusobem
alokace (pridéleni paméti):

Globalni proménné se vytvori pii spusténi programu a existuji po celou dobu béhu. To znamenad, zZe maji v
programu stalou adresu. Napi. v Pascalu jsou to proménné, deklarované na drovni programu nebo jednotek, v
Cécku proménné deklarované mimo téla funkei nebo proménné s pamét'ovou tiidou static.

Lokalni proménné (v Cécku se oznacuji jako automatické) jsou proménné, deklarované v procedurdch nebo
funkcich. Vznikaji v okamziku volani podprogramu, pfi ukoncéeni podprogramu zanikaji. P¥i rekurzivnim volani
podprogramu ve vytvoii zvlastni instance lokdlnich proménnych pro kazdou aktivaci. P#i ruznych volanich téhoz
podprogramu muze byt jedna lokdlni proménnda uloZena na ruznych mistech v paméti pocitace.

Dynamické proménné vznikaji za béhu programu na zékladé pifkazu (obvykle voldni procedur pro alokaci
paméti - napt. v Pascalu procedury New, v Cécku funkce malloc). Podobné na zdkladé pifkazu programu i
zanikaji. Prostor pro né ¢erpa program z volné paméti. Existence dynamickych proménnych neni vazana na
zacatek nebo konec zadného podprogramu nebo bloku.

2.1.2 Pole

Pole je posloupnost proménnych stejného typu (slozek), ulozenych v paméti v nepfetrzité fadé za sebou, a
chapanych jako jeden celek.

V deklaraci pole ur¢ujeme jeho jméno, tj. jméno, které oznacuje danou posloupnost jako celek, a typ pocet
slozek. Pocet slozek je dan rozsahem indext. Chceme-li pracovat s jednotlivymi prvky, urCujeme je pomoci
indexu.

Jednorozmérné pole

Jako jednorozmérnd oznacujeme pole, jejichz prvky jiz nejsou pole - tedy pole s jednim indexem. Podivejme
se na piiklad deklarace jednorozmérného pole:

var a: array [m .. n] of typ_slozky;

Pole a se sklddd z n — m + 1 slozek typu typ_slozky. Piitom adresa prvniho prvku, a[m], je totoznd s adresou
celého pole a. Adresu i-tého prvku, ali], vypocteme pomoci tzv. indexovaci funkce

t()=a+ (i—m)wv,

kde v je velikost typu typ_slozky, tj. pocet adresovatelnych jednotek pamétil, které zabira jedna slozka pole, a
a je adresa pocatku pole.

V tomto vzorci zachdzime s adresami jako s celymi é&isly.?

INa PC je adresovatelnou jednotkou paméti 1 byte, slabika velikosti 8 bit ; na jinych poéitacich to mohou byt slova riizné
velikosti - napf.16 nebo 32 bit .
2Nepouzivame tedy napf. adresové aritmetiky jazyka C.
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Vicerozmérné pole

Pole s n indexy oznacujeme jako n-rozmeérné.

Je-li n > 1, chdpe se n-rozmérné pole zpravidla jako pole jednorozmérné, jehoz prvky jsou (n — 1)-rozmérnd
pole. Proto napf. jsou v Pascalu nésledujici dvé deklarace ekvivalentni:

var b: array [ml..nl, m2..n2, ... mk..nk] of typ_slozek;
var b: array [ml..nl] of array [m2..n2] of ...
. of array [mk..nk] of typ_sloZek;

Slozky vicerozmérného pole jsou v paméti ukladény zpravidla tak, ze se nejrychleji mén{ posledn{ index (zapsany
nejvice vpravo)3. To znamend, Ze dvourozmérné pole, tj. matice, je ulozeno po Fadcich.

VVVVVV

prvku b [iy, 2, ..., ;] bude

t(in,...ix) = b+ [(ix —ma)(ng —ma+1) (g —my +1) + (iz — ma) (ng —ms + 1) -
oo (ng —mg + 1) (i — mg)]v

Zde b znamend adresu pocatku pole b a v predstavuje opét velikost jednotlivych slozek pole. (Také v tomto
vzorci zachdzime s adresami jako s celymi ¢isly.)

Pii vypoctu hodnoty adresovaci funkce ¢ pro k-rozmérné pole potfebujeme k sé¢itdni a k ndsobeni (vyrazy
(ng—ms+1)---(np—mp+1), s=2,...,k—1 jsou pro dané pole konstantn{ a lze je spoc¢itat predem).

Pro pifstup ke slozkdm vicerozmérnych poli se také nékdy pouzivaji pifstupové (Iliffovy) vektory. V piipadé
dvourozmérnych poli to jsou pole ukazatelu na fadky; pro vicerozmérna pole to mohou byt pole ukazatelt na
pole ukazatelil na jednorozmérna pole apod.

Podivejme se na ptiklad, ve kterém deklarujeme a pouzijeme piistupovy vektor pro dvourozmérné pole:

const n = 10;
type Pole = array [1..n] of integer;
var c: array [1..n, 1..n] of integer;
pv: array [1..n] of ~Pole;
{ ...}
procedure init;
var i: integer;
begin
for i := 1 to n do pv[i] := @c[i];
end;

var i: integer;

{...}%

init;

for i := 1 to n do pv[i]~[i] := i;

Posledni piikaz znamend totéz jako cyklus
for i := 1 ton do cl[i,i] := 1i;

Viz téz obr. 2.1.

Na pocitacich, na kterych je velikost ukazatele rovna 1, tj. na kterych zabird ukazatel pravé jednu adreso-
vatelnou jednotku paméti, znamend pouziti pristupovych vektoru zrychleni vypoctu, nebot’ odpadne vétsina
néasobeni. Na PC a obecné na pocitacich, kde je velikost ukazatele vétsi nez 1, je pouziti pristupovych vektorta
v podstaté stejné naroéné jako vypocet indexovaci funkce.

3Tak tomu je napf. v Pascalu nebo v C/C++. Na druhé strané ve Fortranu jsou vicerozmérné pole uklddéna tak, Ze se
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PV PV([1] c[1,1]| ¢[1,2] e c[1,]
PV[2] c[2,1]| ¢[2,2] e c[2,i]
PV[3] c[3,1] ¢[3,2] ce c[3,1]
PV[4] c[4,1]] c[4,2] o c[4,i]
PV[n — 1]
PVIn] cli1] | e[i,2] XK clii]
Piistupovy Rédky pole C
vektor PV

Obr. 2.1: Pouziti ptistupového vektoru

2.1.3 Zaznam (struktura)

Zéznamy (v nékterych programovacich jazycich oznacované jako struktury) predstavuji skupinu proménnych
chdpanou jako jeden celek. Na rozdil od pole jde ovSsem o skupinu nehomogenni, jednotlivé slozky mohou byt
ruznych typu.

Chceme-li zachazet s jednotlivymi slozkami zaznamu, pouzivame kvalifikace: Spolu se jménem proménné typu
zaznam uvedeme i jméno slozky. Jméno slozky vlastné znamend relativni adresu slozky vzhledem k pocatku
proménné typu zaznam.

Slozky zaznamu jsou ulozeny v paméti za sebou, zpravidla v potadi, ve kterém jsou uvedeny v deklaraci.
(Pfesnéji: nékteré programovaci jazyky vyzaduji uklddani slozek v daném poradi, jiné dovoluji, aby si preklada¢
stanovil pofadi ulozen{ sdm.)

Mezi jednotlivé slozky zaznamu muze piekladac vlozit prazdnd mista, kterd zajisti, aby ulozeni jednotlivych
slozek vyhovovalo pozadavkium systému. (MuZze se napi. stdt, Zze procesor vyzaduje, aby proménné urcitych
typu zacinaly na sudych adresich.) To znamend, Ze velikost zdznamu muze byt vétsi nez soucet velikosti
jednotlivych slozek.

Variantni zdznamy (unie)

Variantni ¢dst pascalského zéznamu (unie v jazyku C) predstavuje skupinu proménnych, preloZengch pres
sebe. To znamend, ze vSechny slozky zacinaji na téze adrese a velikost variantni ¢asti je rovna velikosti nejvétsi
slozky.

Ke slozkam variantnich zdznamu piistupujeme podobné jako ke slozkdm ,,oby¢ejnych® zaznamu.

2.1.4 Objekt

Vysvétleni zékladnich pojmu objektové orientovaného programovani najdete v kapitole 11..

V definici objektového typu specifikujeme jednak atributy, tedy datové slozky, jednak metody, tj. funkéni a

procedurdln{ slozky. Instance, tedy proménnd objektového typu, obsahuje oviem pouze atributy (navic pouze
atributy instanci).
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Atributy tiidy jsou vlastné globalni proménné, pouze formalné pfidruzené k dané t¥idé. Proto se ukladaji
obvykle nezavisle na instancich ttidy.

Pro ukladani atributt instanci plati podobnd pravidla jako pro uklddéni slozek zaznamt.

Skryté atributy

Preklada¢ muze pro zajisténi spravné funkce objektu ptidat do tiidy skryté atributy. Muze se jednat jak o
atributy ttidy tak i o atributy instanci. Tyto atributy nejsou zpravidla uzivateli pfimo pristupné.

Priklad 2.1

Prekladace pouzivaji skrytych atributti objektovych typtu pomérné ¢asto - napi. v souvislosti s polymorfismem
(virtudlnimi metodami).

V Pascalu nebo v C++ ziidi preklada¢ pro kazdou polymorfni tiidu, tj. tfidu, kterd mé alespon jednu virtualni
metodu, tabulku virtudinich metod (VMT). Tato tabulka obsahuje adresy vSech virtudlnich metod dané tiidy
a umoznuje efektivné realizovat pozdni vazbu. VMT je ziejmé skrytym atributem tiidy.

V kazdé instanci takové tiidy pak bude skryty atribut instanci, obsahujici adresu VMT. Pf#i volani libovolné
virtualni metody se nejprve pomoci adresy, ulozené v instanci, najde VMT. V ni se pak vyhleda adresa metody,
kterou je tieba volat.

Dalii skryté atributy pouzivaji nékteré prekladace C++ v souvislosti s problémy okolo vicendsobného dédictvi.*

2.2 Odvozené datové struktury: seznam a strom

Misto o odvozenych datovych strukturach by nepochybné bylo vhodnéjsi hovorit o abstraktnich datovych
strukturdch. Protoze se vSak tento pojem pouziva predevsim pro objektové typy, a datové struktury, o kterych
zde bude Fe¢, nemusi byt nutné implementovany jako objekty, budeme radéji hovotit o strukturdch odvozenych.

Mezi nimi zaujimaji zvlastni postaveni seznamy a stromy, proto s nimi za¢neme.

2.2.1 Seznam

Seznam (anglicky list) je datova struktura, kterd predstavuje posloupnost slozek. Slozky jsou uspoirddany podle
urcitého klice. Jako klic muze slouzit hodnota dat, ulozenych ve slozkach, nebo hodnota funkce, vypocitané
na zakladé téchto dat. Jiné usporadani seznamu muze byt déno poradim, ve kterém byly slozky do seznamu
pridavany.

Prestoze seznam predstavuje usporadanou datovou strukturu, nemusi jednotlivé slozky lezet v paméti za sebou.
Seznam lze implementovat také tak, ze kazda slozka bude obsahovat odkaz na nésledujici prvek; tento odkaz
(ukazatel, oznacovany ¢asto jako spojka, anglicky link) bude zajist'ovat ndvaznost slozek. Prvni prvek seznamu
oznacujeme jako hlavu seznamu (head), zbytek seznamu po odtrzeni hlavy se nékdy oznacuje jako ohon (tail).
Seznam muze byt i prazdny, nemusi obsahovat zadny prvek.

Seznamy obvykle pouzivame jako dynamické datové struktury. To znamend, ze v programu deklarujeme pouze
ukazatel na hlavu seznamu (na obr. 2.2 je to proménnd unh); jednotlivé prvky seznamu podle potieby dy-
namicky alokujeme nebo rusime.

Seznamy se (spolu se stromy) oznacujf jako rekurzivni datové struktury, nebot’ kazdy prvek seznamu obsahuje
odkaz na polozku stejného typu.

4Pfesnd pravidla pro ulozeni odkazu na VMT a samotné VMT v Turbo Pascalu najdete ve firemni dokumentaci. Zakladni
informace o skrytych atributech tfid v C++ najdete ve [20]; podrobnosti o Borland C++ najdete napt. v [17], ¢ast II.
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Jednosmérny seznam

Jednosmérny seznam je nejjednodussi variantou seznamu: kazdy prvek obsahuje pouze odkaz na néasledujici
prvek. Prvky jednosmérného seznamu bychom mohli v Pascalu deklarovat nasledujicim zpusobem:

type uPrvek = "“Prvek;

Prvek = record
D: data;
Dalsi: uPrvek;

end;

D je slozka typu data, do které budeme ukladat informace. Slozka Dalsi bude obsahovat ukazatel na dalsi
prvek seznamu nebo v ptipadé posledniho prvku nil.

P1i praci s jednosmérnym seznamem casto pouzivame zardzku: posledni prvek seznamu nenese uzite¢nd data,
pouze slouzi jako zarazka pti prohledavani. Vedle ukazatele na hlavu seznamu si pak uchovavame také ukazatel
na tuto zarazku.

Priklad 2.2

Odvozené datové struktury je vyhodné deklarovat jako objektové typy. Nasledujici deklarace objektového typu
seznam navazuje na deklaraci typu prvek a ukazuje procedury pro vytvoreni prazdného seznamu, vlozeni prvku
na konec seznamu a funkei, kterd vyhledd v seznamu prvek se zadanou hodnotou (pokud jej najde, vrati jeho
adresu, jinak vrati nil).

type seznam = object
hlava, konec: uPrvek; {ukazatel na hlavu a zaraZku}
constructor VytvofSeznam;
procedure VlozNaKonec(var dd: data);
function Vyhledej(var dd: data) :uPrvek;
{ ... a dalsi metody ... }
end;

Podivejme se na nékteré bézné operace se seznamem.
Vytvoreni prazdného seznamu
Prazdny seznam, slozeny z prvku typu Prvek, vytvorime takto:

1. Deklarujeme ukazatel na hlavu seznamu hlava a ukazatel na zarazku konec jako proménné typu uPrvek
(ukazatel na prvek).

2. Vytvotrime dynamickou proménnou typu Prvek a jeji adresu ulozime do proménnych hlava a konec.

3. Do slozky hlava”.Dalst, tj. do slozky Dalsi nové vytvorené dynamické proménné, vlozime hodnotu nil.
Piiklad 2.2 (pokracovani)
Metoda seznam. VytvorSeznam, kterd vytvori prazdny seznam, muze vypadat takto:

{vytvofi prazdny seznam, obsahujici pouze zarazku}
constructor seznam.VytvoI¥Seznam;

begin
New(hlava) ;
konec := hlava;
hlava®.Dalsi := nil;

end;
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Obr. 2.2: Jednosmérny seznam se tiemi prvky

Piidani nového prvku na konec seznamu
Novy prvek, ktery bude obsahovat hodnotu dd, pfiddme na konec seznamu pomoci nasledujiciho algoritmu:
1. Pozadovana data vlozime do slozky D zarézky, tj. do konec”.D.

2. Alokujeme novy prvek, tj. novou dynamickou proménnou typu Prvek, a jeji adresu ulozime do slozky
Dalst zarazky a do konec. Nové alokovany prvek prevezme roli zarazky.

3. Do slozky Dalsi nové zarazky vlozime hodnotu nil.

Piiklad 2.2 (pokraéovani)

Podivejme se, jak vypada implementace metody seznam. VioZNaKonec:
{vlozi prvek s hodnotou dd na konec seznamu}
procedure seznam.VlozNaKonec(var dd: data);

begin
konec”.D := dd; {vlozi data do zarazky}
New(konec”.Dalsi); {alokuje novou zardzku}
konec := konec”.Dalsi; {aktualizuje ukazatel na zarazku}
konec”.Dalsi := nil;

end;

Vyhledani prvku v seznamu

Casto také potFebujeme zjistit, zda je v seznamu prvek, ktery obsahuje danou hodnotu dd. K tomu poslouzi
nasledujici algoritmus, ve kterém vyuzijeme zarazky:

1. Do pomocné proménné p typu uPrvek vlozime ukazatel na hlavu seznamu.
2. Do zarazky vlozime hledanou hodnotu, tj. prifadime konec”.D := dd;

3. Prohleddvame postupné seznam, dokud nenajdeme prvek, obsahujici dd. Plati-li p~.D=dd, skoncime,
jinak do p ulozime adresu nasledujictho prvku seznamu.

4. Jestlize po skonceni obsahuje p adresu zarazky, seznam hledany prvek neobsahuje. V opa¢ném piipadé
obsahuje p adresu hledaného prvku.

Piiklad 2.2 (pokraéovani)

Pii implementaci metody seznam. Vyhledej si zjednodusime zivot a budeme predpokladat, ze pro hodnoty typu
data smime pouzivat operator <>. Vétsinou to nebude pravda; potfebnou tpravu programu jisté zvladne ¢tenar
sam.
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{vyhleda prvek s hodnotou dd a vrati jeho adresu nebo nil}
function seznam.Vyhledej(var dd: data): uPrvek;
var p: uPrvek;

begin
p := hlava; {pomocnd prom&nnd na poZatku ukazuje na 1. prvek}
konec”.D := dd; {ulozi hledanou hodnotu do zarazky}
while p~.D <> dd do p := p~.Dalsi; {prohleda seznam}
if p = konec then Vyhledej := nil
else Vyhledej := p; {zarazka: dd neni v seznamu}
end;

Zarazka v seznamu zarucuje, ze se prohledavaci cyklus zastavi na pozadované hodnoté. Kdybychom ji nepouzili,
byla by podminka, ukoncujici prohledavani seznamu, slozitéjsi.

Nyni jiz muzeme napsané metody vyzkousSet na jednoduchém programu, ktery vytvori seznam, ulozi do néj
néjaké hodnoty a pak je v ném bude hledat. Pro uréitost (a také abychom si usnadnili zépis) definujeme data
jako standardni typ integer.

type data = integer;
var t: data;
S: seznam;
q: uPrvek;
{...%
begin
S.VytvorSeznam;
{...}
S.VlozNaKonec(t);
q := S.Vyhledej(t);
{...}

end.

Vlozeni nového prvku za dany prvek

Predpoklddame, Ze zndme adresu p prvku, za ktery chceme vlozit do jednosmérného seznamu novy prvek.
Postup bude jednoduchy; vyuzijeme pomocnou proménnou ¢ typu uPrvek (viz téz obr. 1.3):

1. Alokujeme novou proménnou typu Prvek a ulozime do ni potiebnd data. Adresa nové promeénné je
ulozena v proménné q.

2. Do ¢".Dalsi ulozime adresu prvku, ktery bude v seznamu néasledovat - tedy obsah p . Dalsi.

3. Do p".Dalsi ulozime adresu nové vlozeného prvku, tedy obsah proménné q.

Piiklad 2.2 (pokracovani)

Tento algoritmus implementujeme jako metodu seznam. VioZZaPrvek:

{vlozi novy prvek s daty dd za prvek, na ktery ukazuje p}
procedure seznam.VloZZaPrvek(p: uPrvek; var dd: data);
var q: uPrvek;
begin

New(q) ;

q~.D := dd;

q~.Dalsi := p~.Dalsi;

p~.Dalsi := q;
end;

Priklad pouziti:

t := S.Vyhledej(2);
if t <> nil then S.VloZzZaPrvek(t,3);
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B

Obr. 2.3: Vlozeni nového prvku na dané misto v seznamu

Obr. 2.4: Smazani prvku seznamu za oznacenym prvkem

Vymazani prvku za danym prvkem

Chceme ze seznamu odstranit prvek, ktery ndsleduje za prvkem s adresou, ulozenou v proménné p. K tomu
budeme opét potiebovat pomocnou proménnou ¢. Postup bude nésledujici:

1. Do ¢ ulozime p".Dalsi (adresu mazaného prvku).
2. Do p".Dalsi ulozime p".Dalsi". Dalsi (adresu prvku, ktery lez{ za mazanym prvkem).

3. Zrusime prvek, na ktery ukazuje gq.

Piiklad 2.2 (pokracovani)
Tento algoritmus implementujeme jako metodu seznam.SmazZa:

{smaze prvek seznamu, ktery lezi za prvkem s adresou p}
procedure seznam.SmaZZa(p: uPrvek);
var q: uPrvek;
begin
q := p~.Dalsi;
p~.Dalsi := p~.Dals8i”.Dalsi;
Dispose(q);
end;

Obrazek 2.4 naznacuje, co se pii mazani prvku jednosmérného seznamu déje.

Smazani daného prvku

nebot’ nezname prvek pred tim, ktery chceme smazat. Jak tedy ,napojit“ predchéazejici a nasledujici prvek?

Velice jednoduse. Vyuzijeme toho, ze umime smazat prvek, ktery lezi za oznacenym prvkem. Protoze na datech
v mazaném prvku nezalezi, presuneme do néj obsah prvku nésledujiciho a ten pak smazeme:

v A

1. Pfesuneme obsah p".Dalsi".D do p".D (nyni prvky p~ a p".Dalsi" obsahuji tédz data).

2. Smazeme prvek s adresou p ~. Dalst.
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Piiklad 2.2 (pokraéovani)

Pti implementaci se odvoldme na metodu seznam.SmazZa.

{smaZe prvek seznamu, na ktery ukazuje p}
p y Jep
procedure seznam.SmazTen(p: uPrvek);

begin
p~.D := p~.Dalsi".D;
SmazZa(p) ;

end;

Smazani celého seznamu

Jakmile pfestaneme seznam pouzivat, je tfeba ho smazat, uvolnit dynamicky pfidélovanou pamét’. Algoritmus
mazan{ je velice jednoduchy. Pfipomenme si, Ze seznam je bud’ prézdny nebo se sklddd z hlavy (prvniho prvku),
za ktery je pripojen ohon (coz je zase seznam - tedy bud’ préazdny, nebo hlava + ohon atd..). Algoritmus mazén{
seznamu bude vychézet z tohoto popisu a bude rekurzivni:

1. Je-li seznam prazdny, konec. Jinak uloz adresu hlavy do pomocné proménné.
2. Do ukazatele na hlavu vloz adresu hlavy ohonu; smaz hlavu.

3. Smaz ohon (tedy seznam, ktery zbyl po smazani hlavy).

Piiklad 2.2 (dokonéeni)

ZruSeni seznamu je typickd tloha pro destruktor objektového typu. Destruktor typu seznam muze vypadat
takto (pfi implementaci se tentokrat rekurzi vyhneme):

{uvolni vsechnu dynamicky alokovanou pamé&t’}
destructor seznam.ZruSSeznam;
var q: uPrvek;
begin
while hlava <> nil do begin
q := hlava;
hlava := hlava~.Dalsi,;
dispose(q);
end;
end;

Navrh dalsich operaci s jednosmérnymi seznamy ponechidvame ¢tenafi.

Jiné typy seznamu

Neékdy se setkdme se dvousmérngmi seznamy (anglicky double-linked list). Od jednosmérnych seznamu se 1is{
tim, ze kazdy prvek obsahuje odkaz nejen na nésledujici prvek, ale i na prvek predchazejici.

Dvousmérny seznam lze snadno prochézet v obou smérech - jak od hlavy k poslednimu prvku tak i naopak.
Prvkem takového seznamu muze byt struktura tvaru

type uPrvek2 = "Prvek2;
Prvek2 = record
D: data;
Pfedchozi, Nasledujici: uPrvek2;
end;

Zakladni operace se dvousmérnym seznamem jsou podobné operacim s jednosmérnym seznamem, proto se jimi
nebudeme podrobnéji zabyvat.

Dalsi typ seznamu, se kterym se muzeme setkat, je kruhovy seznam. Muze jit o kruhovy seznam jednosmeérny
i dvousmérny. V kruhovém seznamu se obvykle nepouziva zarazka, misto toho posledni prvek obsahuje odkaz
na prvni prvek (pokud jde o seznam dvousmérny, tak také prvni prvek obsahuje odkaz na posledni prvek).
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Obr. 2.5: Priklad terndrniho srtomu

2.2.2 Strom

Strom je dalsi z bézné pouzivanych rekurzivnich datovych struktur. Abstraktni definice stromu se zdkladnim
typem T je rekurzivni a vypada takto:

Strom se zakladnim typem T je bud’ prazdné struktura nebo prvek typu T, na ktery je pfipojen koneény pocet
disjunktnich stromovych struktur se zdkladnim typem T (oznacujeme je jako podstromy).

Prvky stromu se obvykle oznacuji jako vrcholy nebo uzly. Vrchol, ke kterému neni pfipojen zadny podstrom,
oznacujeme jako koncovy vrchol nebo list. Vrchol, ktery sdm neni pfipojen k zddnému jinému vrcholu, oznacu-
jeme jako koren. To znamend, ze kofen spolu se vSemi podstromy, které jsou k nému pfipojeny, tvoii cely
strom. Prvky, které nejsou listy, oznacujeme jako vnitini vrcholy stromu.

Je-li G kofen podstromu, pfipojeného k uzlu C (viz obr. 2.5), ftkdme také, ze G je (pfimym) ndsledovnikem C
a C je (pifmym) pfedchudcem G. Kofen je vrchol, ktery nemé predchudce; list je vrchol, ktery nemd zddného
nésledovnika.

Pridame k definici stromu pozadavek, aby pocet podstromu, pripojeny k libovolnému z vrcholu daného stromu,
nepfesahl n. Takovy strom oznacujeme jako n-drni. Nejcastéji se setkdme s bindrnimi stromy (n = 2) nebo
ternarnimi stromy (n = 3). Cislo n (,-aritu“) budeme oznacovat jako typ stromu.

Priklad 2.3

Na obrazku 2.5 vidite piiklad ternarniho stromu s vrcholy oznadenymi A,...,0.% Vrchol A4 je koien tohoto
stromu, vrcholy J, K, L, F, M, N, O, H a I jsou listy.

Strom jsme znazornili jako graf, jehoz uzly odpovidaji vrcholum stromu a hrany odpovidaji odkazim na
pripojené podstromy. Jeden takovy podstrom, pfipojeny k uzlu C, se skladd z uzlu G, M, N, O.

Vsimnéte si, ze v tomto grafu jsme zndzornili i odkaz na kofen stromu (jako hranu vedouci do 4).
Nésledujici pojmy vyuzijeme pii tivahdch o slozitosti algoritmi, které vyuzivaji stromu:

O kofeni stromu fikdme, Ze je na prvni trovni. Uzly, které jsou nasledovniky kofene, jsou na druhé trovni.
Obecné je-li uzel S na drovni ¢ a uzel S je nasledovnikem S, je S na trovni ¢ + 1.

Je-1i z droven vrcholu X, znamend to, ze chceme-li projit stromem od kofene k X, musime projit « hran (véetné
hrany, kterd vstupuje do kofene). Proto se misto o trovni vrcholu ¢asto hovoii o délce vnitrni cesty daného
vrcholu.

Soucet délek cest vSech uzlu v daném stromé se nazyva délka vnitrni cesty stromu. Prumérnd délka vnitini
cesty stromu je pak definovana vztahem

5Stromy se zpravidla zobrazuji s koFenem jako nejvyssim vrcholem a s listy dole. Pokud vdm to pfipadd nelogické, méte jisté
pravdu - stromy obvykle rostou obrdcené. Mizete s tim nesouhlasit, ale to je asi tak vSe, co s tim muzete délat (J. Cimrman).
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Obr. 2.6: Strom z obr. 2.5 s pridanymi zvlastnimi vrcholy

1 .
Pr=— E n4t,
n =
K3
kde n; je pocet uzli na i-té urovni stromu.

Kromé délky vnitini cesty zavadime také délku vnéjsi cesty stromu. Nez ji ale definujeme, musime zavést
zvldstnd vrcholy stromu (na obr. 2.6 jsou zndzornény pomoci ¢tverecku). V n-drnim stromu doplnime pocet
nésledovnikt kazdého ,,obyc¢ejného* vrcholu zvlastnimi vrcholy na hodnotu n. Zvlastni vrcholy nebudou mit
zadné nasledovniky.

Délku vnéjsi cesty stromu definujeme jako soucet délek cest vsech zvlastnich vrcholu. Prumeérna délka vnéjsi
cesty stromu je

1
Pp=— 2.1

kde m; je pocet zvlastnich vrcholu na i-té trovni stromu a m je celkovy pocet zvldstnich vrchola.

Pocet m zvlastnich vrcholu, které musime do stromu pridat, zavisi na typu stromu, vyjadieném cislem d, a na
poctu ,,puvodnich® vrcholu n. Protoze do kazdého vrcholu rozsiteného stromu vstupuje pravé jedna hrana, je v
ném celkem m + n hran. Protoze z kazdého ptivodniho vrcholu vystupuje vzdy d hran, zatimco ze specidlnich
vrcholu zadné hrany nevystupuji, obsahuje strom celkem dn hran, vystupujicich z vrcholu, a navic jednu hranu,
ktera vstupuje do kofene (ta nevychdzi ze zddného z vrcholt). Z téchto dvah dostaneme pro ¢islo m rovnici

dn+1=m+n, t]. m=(d—1)n+1.
Maximalni pocet vrcholu ve stromu typu d s k irovnémi je roven souctu

k
Nopaz (dok) =1+ d+d> 4+ d71 =) d! =

=1

d¥—1
d—1"

nebot’ na prvni trovni je nejvySe jeden vrchol, ktery ma nejvyse d nédsledovnikt na 2. drovni, z nichz kazdy
méa opét nejvyse d nasledovnikt na 3. irovni atd.

Specidlné bindrni strom s k drovnémi ma nejvyse Nyuqz (2,k) = 2% — 1 uzli.

Stromy nejcastéji reprezentujeme jako dynamické datové struktury. Vrcholy stromu typu d mohou byt zaznamy,
které obsahuji ukazatele na koteny ptipojenych podstromu (nebo nil, neni-li podstrom pfipojen ):
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type uVrchol = “vrchol;

vrchol = record

Dt: data;

Dalsi: array [1..d] of uVrchol;
end;

Uzitecné informace jsou ulozeny ve slozce Dt, kterd je typu data (podobné jako v pifpadé seznamu).
Poznamenejme, Ze na jednosmérny seznam se muzeme divat jako na undrn{ strom (strom typu 1).

Binarni stromy

V bindrnim stromu jsou ke kazdému vrcholu pfipojeny dva podstromy (jeden nebo oba mohou byt prazdné).
Jeden z nich oznaéime jako levy a druhy jako pravy podstrom.®

Nejcastéji se setkame s bindrnimi stromy, ve kterych jsou data uspotradéana podle nésledujiciho pravidla: Pro
kazdy vrchol U plati, Ze vsechny udaje, uloZené v levém podstromu, pripojeném k U, jsou mensi, neZ je udaj
uloZeny v U, a vSechny udaje, uloZené v pravém podstromu, pripojeném k U, jsou vétsi, neZ je udaj uloZeny v

U.

Pokud nezdtiraznime néco jiného, budeme dale pod oznacenim bindrni strom rozumét takto usporadany binarni
strom. Zakladem implementace binarniho stromu bude zdznam wvrchol, definovany takto:

type uVrchol = “vrchol;

vrchol = record

Dt: data;

Levy, Pravy: uVrchol;
end;

Binarni strom je obvykle pfistupny pomoci ukazatele na kofen. Vrcholy zpravidla alokujeme dynamicky.

Také u stromu se nékdy pouzivé zardzka: vSechny ,prazdné“ ukazatele na nasledovniky obsahuji misto hodnoty
nil adresu pevné stanoveného prvku - zardzky. Jde o analogii zvlastnich uzla, kterych jsme pouzili pii definice
vnéjsi cesty stromu; zardzka je ale jen jedna, spoleénd pro cely strom (viz obr. 2.7). Data ulozend v zardzce
jsou samoziejmé bezvyznamna.

Adresu zarazky, podobné jako adresu korene, ukldddme do zvlastni proménné.

Pii prochézen{ binarniho stromu se obvykle pouziva nékterd z metod, oznac¢ovanych jako primé zpracovdni (an-
glicky preorder), vnitini zpracovdni (inorder) a zpétné zpracovdni (postorder). Pti piimém zpracovani nejprve
zpracujeme data, ulozend v kofeni, pak zpracujme levy podstrom a nakonec pravy podstrom. Pii vnitinim
zpracovani nejprve projdeme levy podstrom, pak zpracujeme kofen a nakonec projdeme pravy podstrom; pii
zpétném zpracovani postupujeme v poradi levy podstrom, pravy podstrom, kofen.

Piedpokladejme, ze pro zpracovani dat v uzlu s adresou ¢ pouzijeme proceduru P(t). Potom procedura pro
zpracovani celého stromu piimou metodou bude mit tvar

procedure preorder (kofen: uVrchol);
begin
if t <> nil then begin
P(t); {zpracovani kofene}
preorder(t~.Levy); {zpracovani levého podstromul}
preorder(t~.Pravy); {zpracovani pravého podstromu}
end;
end;

Je ziejmé, ze procedury, zalozené na zbyvajicich dvou metodéach, se budou lisit pouze poradim ptikazu, ozna-
cenych komentari. Ctendr je jisté snadno sestavi sam.

6Tim vlastné definujeme uspofddani podstromii, a to bez ohledu na data, kterd obsahuji. Poznamenejme, ze pii grafickém
znazornéni budeme opravdu kreslit levy podstrom vlevo a pravy vpravo.
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Obr. 2.7: Binarni strom se zarazkou

Z3akladni operace s binarnim stromem

V tomto oddilu se sezndmime jen s nejelementarnéjsimi operacemi s binarnimi stromy; pouziti téchto struktur
vénujeme pozdéji samostatnou kapitolu. Zde si povime, jak vytvofit binarni strom, jak do néj pfidat vrchol,
jak zjistit, zda je ve stromé vrchol se zadanou hodnotou, jak zru$it nalezeny vrchol a jak zrusit cely strom.

Tyto algoritmy formulujeme pro binarni stromy bez zarazky; jejich tvar pro stromy se zarazkou si jisté odvodi
Ctenaf sam.

Vytvoreni binarniho stromu

Vytvorime samoziejmé prazdny bindrni strom. Strom se skldd4 ze zdznamu (struktur) typu vrchol; v programu
tedy musime mit ukazatel na kofen stromu, proménnou typu ukazatel na vrchol. Vytvoreni prazdného stromu
potom spocivd v piitazeni hodnoty nil (NULL v C++) této proménné.

Priklad 2.4

Také strom deklarujeme jako objektovy typ; tentokrét ale pouzijeme jazyk C++. Deklarace typu vrchol vznikne
prepisem pascalské deklarace, kterou jsme si uz uvedli:

typedef struct vrchol *uVrchol;
struct vrchol {

data Dt;

uVrchol Levy, Pravy;

}

Objektovy typ (tFida) strom bude mit jediny soukromy atribut, ukazatel na kofen stromu uKoren. (Pokud
bychom chtéli strom se zardzkou, pribyl by ukazatel za ni.)

Rozhrani t¥idy strom se bude sklddat z vefejné piistupného konstruktoru, destruktoru (je nezbytny, nebot’
v instancich alokujeme dynamickou pamét’ a destruktor se musi postarat o jeji uvolnéni) a metody pro vlozen{
vyhledani a smazani vrcholu. Dalsi pomocné metody deklarujeme jako soukromé, tj. budou je smét pouzivat
pouze metody tiidy strom.

class strom {
uVrchol uKofen; // ukazatel na kofen stromu
// pomocné soukromé metody
uVrchol novyVrchol (data &dd);
void vloZDoStromu(uVrchol &t, data &dd);
uVrchol najdi(data &dd, uVrchol t, uVrchol &d);
void smazList(uVrchol t, uVrchol pfedch);
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void smazVeV&tvi(uVrchol t, uVrchol p¥edch);
void smaZStrom(uVrchol &t);
// rozhrani t¥idy strom

public:
strom() ; // konstruktor
“strom() ; // destruktor

void vloz(data &dd); // vloZeni vrcholu se zadanymi daty
uVrchol hledej(data &dd, uVrchol &d4); // vyhledani vrcholu
void smaz(data &dd); // smazdni vrcholu se zadanymi daty
+;
Novy strom vytvoiime bud’ deklaraci nebo tim, Ze alokujeme dynamickou proménnou typu strom. V obou
piipadech se automaticky zavola konstruktor. Jeho jedinym tkolem bude vlozit do ukazatele na kofen hodnotu
NULL, kterd informuje uzivatele, ze strom je prazdny:

strom: :strom() {
uKofen = NULL;
T

ZrusSeni binarniho stromu

Algoritmus pro smazani celého binarniho stromu lze odvodit - podobné jako u seznamu - z definice: strom
je bud’ prazdny (a neni co mazat), nebo je to vrchol, ke kterému je pfipojen levy a pravy podstrom (coz je
strom). Protoze jde o rekurzivni popis, jisté nebudeme prekvapeni, Ze i algoritmus bude rekurzivni. Zndme-li
ukazatel ¢ na kofen, muzeme strom smazat takto:

1. Je-li strom, na ktery ¢ ukazuje, prazdny, skon¢ime.
2. Smazeme levy podstrom, piipojeny k vrcholu, na ktery ukazuje ¢.
3. Smazeme pravy podstrom, pripojeny k vrcholu, na ktery ukazuje t.

4. Smazeme vrchol, na ktery ukazuje ¢.

Piiklad 2.4 (pokracovani)

Smazéni celého stromu je typicka tloha pro destruktor. Protoze ale nelze vyloucit, ze budeme chtit smazat
cely strom i jindy, naprogramujeme tuto operaci jako samostatnou metodu, kterou bude destruktor volat.

strom: : “strom() {
smaZStrom(uKofen) ;

}

Metoda smazStrom implementuje popsany rekurzivni algoritmus; umoznuje smazat nejen cely strom, ale i
libovolny podstrom. Parametrem, ktery mazany (pod)strom urcuje, je ukazatel na jeho kofen. Do tohoto
ukazatele vlozi metoda smazStrom hodnotu NULL; proto jej predavame odkazem. V definici tfidy strom jsme
tuto metodu uvedli jako soukromou; mozna, ze se pozdéji rozhodneme ji zvefejnit - pfemistit ji do sekce public.

void strom::smazStrom(uVrchol &t) {
if () {
smazStrom(t->Levy) ;
smazStrom(t->Pravy) ;
delete t;
t = NULL;

Vlozeni nového vrcholu

Dostali jsme data dd a chceme je zafadit do stromu. Pokud tam takovy udaj jesté neni, pfiddme do stromu
novy vrchol, jinak neni tfeba provadét vibec nic. Ptiddvame-li vrchol do prazdného stromu, alokujeme pro néj
pamét’, ulozime do néj potiebna data a adresu vrcholu ulozime do ukazatele na kofen.

V nepréazdném stromé vyjdeme od kofene a porovname dd s hodnotou v ném. Je-li dd mensi nez ulozena
hodnota, zafadime novy vrchol do levého podstromu, jinak jej zafadime do pravého podstromu.
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Piiklad 2.4 (pokraéovani)

Vytvofeni nového vrcholu budeme potfebovat na nékolika mistech. Navic obsahuje operaci, kterd se nemusi
podafit (alokaci paméti). Proto bude rozumné definovat ji jako samostatnou funkei, kterd bude vracet adresu
nového vrcholu.

uVrchol strom::novyVrchol(data &dd) {
uVrchol q = new vrchol;
if(tg){
Chyba() ;
return NULL;
} else {
q -> Dt = dd;
q -> Levy = q -> Pravy = NULL;
return q;
b
b

Pokud se alokace paméti nepodaii, voldme funkci Chyba (); jeji definici si muzete doplnit podle potieby.

Pii vklddani nového uzlu do stromu potiebujeme strom rekurzivné prohledat. Pritom vyjdeme od ukazatele na
kofen a budeme pokracovat pies ukazatele na levy ¢i pravy podstrom. Pokud v nékterém z vrcholu najdeme
hodnotu dd, skon¢ime - nas uidaj tam jiz je a neni tfeba pridavat dalsi uzel.

Pokud v daném uzlu nas didaj neni, je tifeba jej vlozit do levého nebo pravého podstromu, uréeného opét
ukazatelem na kofen.

Je ziejmé, ze procedura pro vlozeni idaje do stromu bude rekurzivni. Jejimi parametry budou jednak vkladana
hodnota a jednak ukazatel na kofen (pod)stromu, do kterého ji chceme vlozit.

Pritom vychazime od ukazatele na koten celého stromu - tedy od soukromého atributu. Na druhé strané neni
tfeba, aby uzivatel védél cokoli o kofeni stromu; jeho zdjem je vlozit do daného stromu urcitou hodnotu a tim
to kondi.

Proto v rozhran{ ti{dy definujeme (vefejné piistupnou) metodu vloz, jejimz jedinym parametrem bude vkladand
hodnota dd. Ta zavold soukromou metodu vloZDoStromu, ktera teprve implementuje algoritmus vkladéni.

void strom::vloz(data &dd) {
vlozDoStromu(uKofen, &dd);

}

Oba parametry metody vloZDoStromu budeme preddvat odkazem. Adresu kofene proto, ze ji v nékterych
piipadech chceme ménit, a data kvuli dspofe mista na zasobniku pii rekurzivnim volani.

void strom::vloZDoStromu(uVrchol &t, data &dd) {
if(!'t) t = novyVrchol(dd); // je-1li strom prazdny
else {
if(dd == t->Dt) return; // dd tam uZ je
if(dd < t->Dt) vlozDoStromu(t->Levy, dd);
else vlozDoStromu(t->Pravy, dd);
}

}

Vyhledani idaje ve stromu
Chceme zjistit, zda dany strom obsahuje hodnotu dd. To znamena, ze opét rekurzivné projdeme dany strom.

1. Je-li strom prazdny, hledany tidaj v ném neni; konec.

2. Jinak porovname dd s hodnotou v koteni; jsou-li si rovny, nalezli jsme hledany tdaj; konec.
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3. Jinak je-li dd mensi nez hodnota, ulozena v kofeni, prohledame levy podstrom, pfipojeny ke kofeni -
provedeme s nim tento algoritmus a skon¢ime.

4. Jinak prohleddme pravy podstrom a skoné¢ime.

Piiklad 2.4 (pokracovani)

Vyhledavani dané hodnoty ve stromu implementujeme jako funkci, kterd v ptipadé tspéchu vrati adresu
nalezeného uzlu. V piipadé neispéchu (zadny uzel neobsahuje dd) vrati NULL.

Casto je tieba znat také adresu predchiidce nalezeného uzlu (to ocenfme zejména pfi rusenf uzli). To algoritmus
nijak nezkomplikuje - nez se dostaneme do hledaného uzlu, musime projit pies jeho predchudce. Stac¢i si
tedy jeho adresu zapamatovat v pomocné proménné. Proto bude mit funkce strom::hledej také parametr d,
predavany odkazem, ve kterém bude vracet pravé adresu predchudce.

Poznamenejme, ze kofen nemé piedchudce. Je-li hledany tidaj uloZen v kofeni celého stromu, vrati funkce
strom::hledej v d hodnotu NULL.

Pii dalsim rozboru zjistime, ze k prohledani stromu potiebujeme adresu jeho kofene. Z podobnych duavoda
jako pii vkladani do stromu proto bude vefejné pristupnd metoda hledej volat soukromou metodu najdi, ktera
bude mit o jeden parametr navic. Metoda hledej také zajisti inicializaci pomocného parametru d.

uVrchol strom::hledej(data &dd, uVrchol &d) {
d = NULL;
return najdi(dd, uKofen, d);

}

Metoda najdi teprve implementuje popsany algoritmus:

uVrchol strom::najdi(data &dd, uVrchol t, uVrchol &d4) {
if(!'t) return NULL; // prézdny strom: neni tam
if (t->Dt == dd) return t; // nasli jsme ji
d =t; // jdeme dal: adresa pfedka
if(dd < t->Dt) return najdi(dd, t->Levy, d); // prohledej
else return najdi(dd, t->Pravy, d); // podstromy

ZrusSeni vrcholu

ZrusSeni jednotlivého vrcholu, jeho odstranéni ze stromu, je patrné nejkomplikovanéjsi ze zakladnich operaci
nad bindrnim stromem. Budeme totiz muset rozlisit nékolik ptipadu (viz téz obr. 2.8 a 2.9):

1. Rusime list. V takovém piipadé uvolnime dynamickou pamét’, pfidélenou tomuto uzlu, a odstranime
odkaz na ruseny vrchol v jeho predchudci (nebo v ukazateli na kofen, jestlize mél strom jen jeden
vrchol).

2. Rusime vrchol, ktery md jen jednoho ndsledovnika. Jde o podobnou situaci jako pfi ruseni prvku seznamu.
Adresu ruseného prvku ulozime do pomocné proménné, odkaz v piredchudci upravime tak, aby ukazoval
na nésledovnika a vrchol zrusime.

3. Rusime vrchol, kteryy md dva ndsledovniky. Zde vznika problém, ¢im zruSeny vrchol nahradit. Kromé
hodnoty dd, kterd nds jiz nezajima, obsahuje totiz také odkazy na své nasledovniky, které je tieba
uchovat. Navic vysledkem této operace musi byt opét usporadany binarni strom.

V tomto piipadé se pouziva néasledujiciho triku:

1. Najdeme nejpravéjsi vrchol levého podstromu, pfipojeného k rusenému vrcholu (oznacime jej @; to je
vrchol, v némz je uloZena nejvétsi z hodnot, mensich nez v rueném vrcholu). Nalezeny vrchol mé nejvyse
jednoho nésledovnika (jinak by nemohl byt nejpravéjsi).

2. Hodnotu z vrcholu @) preneseme do vrcholu, ktery chceme zrusit.
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Obr. 2.8: Ruseni listu a vrcholu s jedinym nasledovnikem
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Obr. 2.9: Ruseni vrcholu se dvéma nasledovniky (zde kofene)

3. Zrusime vrchol Q.

Misto nejpravéjstho vrcholu v levém podstromu (tedy nejvétsi hodnoty, mensi nez je rusend) muzeme také
pouzit nejlevéjsiho vrcholu v pravém podstromu (tedy nejmensi hodnoty, ktera je vétsi nez hodnota v ruseném
vrcholu).

Lze samoziejmé navrhnout i jiné postupy; ten, ktery jsme zde uvedli, vSak patii k nejcastéji pouzivanym.

Piiklad 2.4 (pokraéovani)

Nyni navrhneme metodu pro smazani vrcholu ve stromé. Pouzijeme v ni tfi pomocné proménné, nebot’ v nej-
horsim ptipadé budeme potiebovat ukazatel na ruSeny vrchol, na nejpravéjsi vrchol levého podstromu a na
jeho predchudce.

Metoda nejprve vyhleda prvek, ktery chceme zrusit. Pokud jej nenajde, skondi.

Déle zjisti, zda jde o list nebo zda ma jediného nésledovnika a pokud je nékterd z téchto podminek splnéna,
zavold pomocnou soukromou metodu smazList resp. smazVeVétvi.

Pokud ma dva nésledovniky, vyhleda nejpravéjsi vrchol levého podstromu a smaze jej. K tomu pouzije metody
pro smazani listu nebo smazani vrcholu s jedinym nésledovnikem.

void strom::smaZ(data &dd) { // smaZe vrchol

uVrchol t,d,q; // pomocné prom&nné
t = hledej(dd, d); // hleddni mazaného vrcholu
if('t) return; // pokud tam neni, konec

// je to list
if (t->Levy==NULL && t->Pravy == NULL) smazList(t, d);
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else
// m& jen jednoho nasledovnika
if (t->Levy == NULL || t->Pravy == NULL) smazVeVatvi(t, d);
else {
// mé& 2 ndsledovniky
// najdi nejpravéjsiho levého nadsledovnika

q = t->Levy;

d = t;

while(gq->Pravy) {
d =q;

q = q->Pravy;
}
// ptesuii data z *q do *t
t->Dt = q->Dt;
// smaz *q;
if(q->Levy || gq->Pravy) smazVeVétvi(q, d);
else smazList(q, d4);

}

Pii hledéni vrcholu, ktery doopravdy smazeme, jsme se tentokrat vyhnuli rekurzi a pouzili jsme cyklu while.

Metoda pro smazani listu musi rozlisit piipad, ze mazeme kofen, a pfipad, Zze mazany list ma predchudce.
K tomu nam poslouzi adresa predchudce, kterou nam poskytla metoda hledej; je ulozena v parametru predch.
(Pfipomenme si, ze v piipadé kofene vréti funkce strom::hledej jako adresu predchudce hodnotu NULL.)

// smaZe list stromu; t je adresa mazaného vrcholu,
// predch je adresa pfedchidce
void strom::smazList(uVrchol t, uVrchol pfedch) {
if (pfedch) { // neni to kofen
if (pfedch->Levy == t) pfedch ->Levy = NULL;
else predch ->Pravy = NULL;

} else { // je to kofen
uKofen = NULL;

delete t;

}

}

Metoda pro smazéani vrcholu s jednim nasledovnikem je jen nepatrné slozitéjsi nez metoda pro smazani prvku
seznamu. Musi rozlisit, zda byl mazany prvek levym nebo pravym néasledovnikem svého predchudce. Také v
pripadé, Ze jde o kofen, se bude postup ponékud lisit.

void strom::smazVeV&tvi(uVrchol t, uVrchol p¥edch) {
uVrchol g; // q je adresa nasledovnika
q = (t->Levy)7t->Levy:t->Pravy;
if (!pfedch) uKofen = q; // je to kofen?
else (pfedch->Levy == t7? [/ *x%
predch->Levy: pfedch->Pravy) = q;
delete t;
}

V pomocné proménné ¢ jsme si ulozili adresu nésledovnika.” Podivejme se jesté na jednoduchy piiklad pouziti
objektového typu strom:

void pokusy() {
strom S; // vytvo¥i prazdny strom

"Poznamka pro &tendfe, ktef{ neznaji jemnosti jazyka C+4+: Operator podminéného vyrazu : vytvaif v C++ l-hodnotu. To
znamend, ze jej muzeme pouzit i na levé strané prifazovaciho vyrazu - jak jsme si to dovolili v pfedposlednim piikazu této metody,
oznaceném tiemi hvézdickami. Vyznam: Hodnotu q ulozime do ukazatele na levého nebo pravého nasledovnika, podle toho, ktery
z nich byl nenulovy.
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Obr. 2.10: B-strom druhého Fadu
Operace s b-stromem n-tého radu

S.v1oz(10); S.vloz(5); S.v1loz(3); // vlozime n&jaké prvky
S.v1oz(7); S.vloz(17);S.v1oz(17);
S.smaz(10); // a zase je smaZeme

}

Destruktor se v C++ vold automaticky pfi zaniku instance. To znamenad, ze pti ukonceni funkce pokusy se cely
strom smaze, aniz se o to musime starat.

2.3 Dalsi odvozené datové struktury

2.3.1 B-strom

B-strom (b-tree) je datovd struktura podobnd stromu; jeho vrcholy se nazyvaji strdnky. Pro kazdy b-strom
radu n plati, ze:

1. Kazda strdnka obsahuje maximdlné 2n polozek (ulozenych tidaji).

2. Kazd4 stranka - kromé kotfenové - obsahuje minimélné n polozek. Kofenova stranka obsahuje alespon
jednu polozku.

3. Kazd4 stranka je bud’ listovou strankou, tj. nemd zddné nasledovniky, nebo ma m+1 nésledovniku, kde
m je pocet polozek v ni ulozenych.

4. Vs8echny listové stranky jsou na stejné urovni.

7 této definice plyne, ze vSechny vétve b-stromu budou - na rozdil od ,klasickych® stromu - stejné dlouhé. To
znamena, ze prace s b-stromy muze byt podstatné efektivnéjsi nez prace s klasickymi stromy. Navic lze casto
volit velikost stranky tak, aby odpovidala jednomu sektoru na disku, a tak lze podstatné zefektivnit vyuziti
diskového prostoru a zrychlit préci s ulozenymi daty.

Pomérné ¢asto se setkame s b-stromy 1. fadu, jejichz stranky obsahuji 1 nebo 2 polozky. Takovéto b-stromy
se Casto nazyvaji 2-3-stromy, nebot’ kazd4a stranka kromé listii ma 2 - 3 nasledovniky. Setkdme se také s nazvy
bindrni b-stromy nebo bb-stromy.

Podivejme se na stranku S, kterd obsahuje m polozek a kterd neni listové. K nf je pfipojeno m+1 podstroma?®,
které oznacime jako nulty, prvni,. .., m-ty. Data, ulozena v b-stromu, jsou usporadana obvykle tak, ze v§echny
hodnoty, ulozené nultém podstromu, jsou mensi, nez prvni hodnota ulozend ve strance S. VSechny hodnoty,
ulozené v prvnim podstromu, jsou vétsi, nez prvni prvek ve strance S a mensi, nez druhy prvek v S,..., a
vSechny hodnoty, ulozené v m-tém podstromu, jsou vétsi, nez m-ty prvek stranky S.

Na obrazku 2.10 vidime b-strom druhého fadu. Jeho stranky tedy obsahuji 2 - 4 udaje.

Piidani idaje do b-stromu

Pridani nové polozky do b-stromu je v podstaté pfimocaré. Podobné jako ve stromu vyhledame listovou
stranku, do které novy uidaj patii. Pokud je v ni volné misto (obsahuje méné nez 2n idaju), vlozime novy idaj
a skonéime.

8Budeme hovofit o podstromech, i kdyz jde o b-strom. Termin pod-b-strom by byl sice piesnéjsi, mné se ale naprosto nelibi.
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Obr. 2.11: Po vlozeni ¢isla 31 do b-stromu na obr. 2.10

Je-1i viak stranka jiz zaplnénd, obsahovala by po pfidani nového prvku 2n+1 prvki. Novy prvek tedy zaradime
na spravné misto, takto vzniklou ,pfeplnénou® stranku rozdélime na dvé po n prvcich a prostfedni prvek
piesuneme do piedchidce. Jestlize stranka predchudce nemd, vytvoiime ho.

V predchudci se muze situace opakovat. Odtud plyne, Ze b-strom roste vlastné pouze tak, ze se rozdéli korenova
stranka.

Priklad 2.5

Do stromu na obr. 2.10 vlozime tdaj 10. Snadno zjistime, ze patii do nejlevéjsiho listu mezi polozky 7 a 11.
Protoze v této strance je volné misto, vlozime jej a skoncéime.

Dale chceme ptidat ¢islo 31. To ziejmé patii do 4. listu zleva pied ¢islo 33. Tento list je ale jiz plny. Jestlize sem
¢islo 31 presto formdlné pridame, dostaneme stranku s prvky 31, 33, 35, 36, 39. Tu rozdélime na dvé stranky
tak, ze do jedné dame hodnoty 31 a 33, do druhé 36 a 39 a &islo 35 pfesuneme do piredchudce, o iroven vyse.

Vysledek vidite na obr. 2.11.

Odstranéni prvku z b-stromu

Také odstranovani prvku z b-stromu je v podstaté jednoduché - i kdyz detailni provedeni vypadd slozité.
Musime rozlisit dvé situace, podle toho, zda nezadouci prvek lezi nebo nelezi v listové strance.

Jestlize odstrariovany prvek nelezi v listové strdnce, vyhleddme (podobné jako u stromu) nejblizs{ mensi prvek,
tedy nejpraveéjsi prvek v levém podstromu piipojeném k tomuto prvku. Presnéji: odstranujeme-li m-ty prvek
ve strance S, vyhleddme nejvétsi prvek v (m — 1)-tém podstromu, pfipojeném k S.

Tento ,ndhradni* prvek bude urcité lezet v listové strance. Jeho hodnotu presuneme na misto mazaného prvku
a smazeme ,nahradni“ prvek v listu.

Odstranéni prvku z listu: Poté, co prvek z listu S vyjmeme, se musime presvédcit, kolik prvka v ném zustalo,
nebot’ kromé kotfene zddnd stranka b-stromu nesmi mit méné nez n prvku. Pokud v listu S zustalo alespon n
prvku, skonéime.

Pokud bude list S obsahovat n — 1 prvki, pokusime se ,,vypujéit si potfebny prvek ze sousedn{ stranky (se
spoleénym predchudcem). To je mozné, jestlize sousedn{ stranka obsahuje alespori n + 1 prvku.

Predpoklddejme, ze si pujcujeme ze stranky T, kterd lezi vpravo od S. V takovém piipadé do stréanky S
prevedeme prvek z predchudce, ktery lezi mezi S a T, a nahradime jej nejlevéjsim prvkem z T. Budeme-li si
vypujcovat ze stranky, ktera lezi vlevo od S, bude postup podobny.

Jestlize vsak sousedni stranka obsahuje pouze n prvku, nelze si od ni ,puj¢it“ a musime tyto dvé stranky
sloucit. To muzeme, nebot’ obé tyto listové stranky maji dohromady pouze 2n — 1 prvku.

Predpoklddejme, ze slucujeme list S s listem T, ktery lezi vpravo od S a ktery ma s S spole¢ného predchudce.
Potom do stranky S prevedeme prvek z predchudce, ktery lezi mezi S a T, spolu s nim vSechny prvky z T
a zrusdime stranku 7. Tim vznikl jeden list s 2n prvky a v jeho pfedchudci ubyl jeden prvek (ten, ktery lezel
mezi S a T).
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Obr. 2.12: Mazani s vypujéenim v ¢dsti b-stromu z obr. 2.10
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Obr. 2.13: Strom z obr. 2.10 po vymazani prvku 45 a 54

Piitom se muze stat, ze v predchudci zbude pouze n — 1 prvka. Opét si tedy bud’ vypujéime od souseda nebo
ho s nékterym sousedem slou¢ime (zde ale jiz nesmime zapomenout na to, ze musime také presunout pripojené
podstromy).

Slou¢enim dvou uzl na druhé drovni muze vzniknout novy koten. To je jediny zpusob, jak se muze zmensit
pocet irovni b-stromu.

Priklad 2.6

Vezmeme strom na obr. 2.10 a vymazeme polozku 30 (kofen). Nejpravéjsi prvek v levém podstromu je 29; tuto
hodnotu tedy presuneme do kofene a hodnotu 29 v listu smazeme. Protoze v tomto listu zbyly jesté 2 prvky,
muzeme skoncit.

Déle smazeme hodnotu 45. Ta je v listu, ktery ma pouze dva prvky. Proto si vypujéime z pravého souseda. Hod-
notu 50 z pfedchudce prevedeme na misto smazané 45 a nahradime ji ¢islem 52 ze souseda (viz obr. 2.12).

Nyni smazeme ve vzniklém stromé hodnotu 54 (poslednf list vpravo). Zde si jiz vypujéit nemuzeme, takze
posledni stranku slou¢ime s jejim levym sousedem. Tim vznikne list, ktery bude obsahovat hodnoty 44, 50,
52 a 89; predchudce bude ale mit jen jediny prvek, 40. Protoze si zde opét nemuzeme vypujéit od souseda,
musime sloucit obé stranky na trovni 2. Pfitom se vyska stromu snizi o jednu troven. Vysledek vidite na obr.

2.13.

2.3.2 Zasobnik

Zasobnik (anglicky stack?®) je datova struktura, do které ,odkladame“ data v pritbéhu zpracovani. Data ze
zasobniku muzeme vybirat pouze v potfadi obraceném, nez v jakém jsme je do néj vlozili. To znamend, ze
polozku, vlozenou jako posledni, musime vyjmout jako prvni, polozku, vlozenou jako ptredposledni, vyjmeme
jako druhou apod.

O posledni vlozené polozce tikame, ze lezi na vrcholu zdsobniku.

Polozku, kterd nelezi na vrcholu zasobniku, nelze vyjmout (museli bychom nejdifve vyjmout vSechny polozky,
které lezi nad nf). Pokud ale zndme jeji polohu v zdsobniku, muzeme ji precist, ziskat jeji hodnotu, aniz ji ze
zasobniku vyjmeme.

Zasobnik lze implementovat pomoci pole nebo pomoci seznamu. Implementujeme-li zdsobnik pomoci pole,
musime si neustile pamatovat index posledné vlozeného prvku, ktery je na vrcholu zasobniku. Pouzijeme-li
seznamu, je nejjednodussi definovat hlavu seznamu jako vrchol zasobniku.

9V literatufe se lze také setkat s ndzvem push down storage nebo LIFO, coz je zkratka z oznaceni Last In First Out, (posledni
dovnit¥, prvnf ven - tj. objekt, ktery se do zdsobniku vlozi jako posledni, se z n&j vyjme jako prvni).
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Vyjmuti polozky Vlozeni dalsi polozky

Vrchol zésobniku

@ -
@ -

Dno zasobniku

Obr. 2.14: Schéma zasobniku

Priklad 2.7

Na osobnich pocitacich fady PC je zdsobnik standardni souc¢asti usporadani paméti libovolného programu pod
DOSem. Tento zasobnik je definovan jako pole bytu v RAM o délce maximalné 64 KB (nebot’ DOS pouziva
redlného rezimu procesoru); pamét’ vyhrazena pro zasobnik se oznacuje jako ,zdsobnikovy segment*.

Adresa pocdtku zdsobniku (jeji segmentova ¢ast) je uloZena v registru SS; relativni adresa (tj. ofsetovd ¢dst
adresy) vrcholu zdsobniku vzhledem k za¢dtku zdsobniku je ulozena v registru SP. To znamend, ze tiplné adresa
vrcholu zasobniku je SS:SP.

Pro usnadnéni orientace na zdsobniku se pouziva jesté registr BP0, ktery vidy obsahuje relativni adresu
jistého vyzna¢ného bodu na zasobniku - viz dale.

Zasobnik v PC ma ,,dno* na nejvyssi adrese zasobnikového segmentu a ,rozrustd se smérem dolu“, tj. kazda
dalsi polozka je vzdy na nizsi adrese nez byla polozka predchozi.

Pro manipulace se zdsobnikem mame k dispozici fadu instrukei asembleru. Napt. instrukce PUSH XX vlozi do
zasobniku obsah registru XX, tj. okopiruje hodnotu z néj na vrchol zasobniku a od obsahu registru SP odecte 2
(pfipomenme si, ze zde zdsobnik ,roste doli®). Instrukce POP XX vyjme obsah dvou bytu na vrcholu zdsobniku
a vloz je do registru XX. Také instrukce CALL (voléni podprogramu) a RET (ndvrat z podprogramu) vyuzivaji
zasobnik.

Programy vyuzivaji zdsobniku pii napi. preddvani skuteénych parametru proceduram a funkcim nebo pii
vytvéieni lokdlnich proménnych. Jako pifklad si ukazeme, co se déje pii volani funkce!! v Borland C/C++.
Piikaz

£(10.1, ’a’);
e zpusobi, Ze

— se vypoc¢tou hodnoty skuteénych parametr (zde neni co pocitat) a ulozi se na zdsobnik; nejprve
se vlozi 8B, pfedstavujicich hodnotu 10.1, a pak dva byty, obsahujici znakovou konstantu ’a’;

— provede se instrukce CALL f; ta ulozi na zdsobnik ndvratovou adresu a sko¢i na prvni instrukci
funkce f;

e zavolana funkce nejprve ulozi na zasobnik obsah registru BP;

e pak ptesune do BP obsah registru SP;

100znacenf registrti jsou zkratky nazvi Stack Segment, Stack Pointer a Base Pointer.
11Pfesné pijde o voldni vzdilené funkce, kterd pouziva cétkovskou volaci konvenci. Podrobné informace o tom, jak vypadd v
Borland C++ voldn{ riznych typu funkef pfi ruznych volacich konvencich, najdete v [17], kap. 6.
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Obr. 2.15: Standardni oSetfen{ pfi vstupu do vzdédlené funkce (v Cécku na PC)

e nakonec se od SP odecte tolik, kolik bytu je tfeba na lokdlni proménné (tim se pro né vyhradi misto
a tak se vytvori).

Vsimnéme si triku s registrem BP. Ten nyni obsahuje adresu, na které je ulozen obsah BP ve volajici funkci.
Formélni parametry maji vzhledem k tomuto mistu kladnou relativni adresu, lokdlni proménné zapornou.
Uplné adresa lokélni proménné mize byt vyjadiena napf. vyrazem SS:[BP-10]. Registr BP predstavuje jakysi
pocatek lokalnich souradnic na zasobniku. Viz také obrazek 2.15.

Pii ukonceni volané funkce se provedou tyto akce:
e do registru SP se pfesune obsah registru BP (tim se ze zdsobniku odstrani vSechny lokdlni proménné,
nebot’ vrchol zdsobniku se presune do mista, kde je uloZen obsah registru BP volajici funkee);
e polozka na vrcholu zasobniku se vyjme a ulozi do registru BP; tim se obnovi obsah registru BP z volajici
funkce;

e provede se instrukce RET), kterd vyjme ze zdsobniku ndvratovou adresu a skoCi na ni; tim se fizeni vratilo
do volajici funkce;

— volajici funkce odstrani ze zasobniku parametry; tim se zasobnik uvede do stejného stavu jako byl
pred volanim funkce f.

Poznéamka: Operace, uvedené symbolem , e, se obvykle oznacuji jako standardni oSetveni zdsobniku
nebo standardni rdmec zdsobniku (standard stack frame).

2.3.3 Fronta

Frontal? (obr. 2.16) je datova struktura podobnd zasobnfku. Jeji vnitin{ organizace je ale odlisnd. Prvky do
fronty vkldddme na jedné strané (konci) a vybirdme je na strané druhé (cele). Ve fronté jsou ulozeny v poradi,
ve kterém byly do fronty zafazeny, takze je z fronty vybirdme ve stejném potadi, v jakém jsme je do ni vlozili.

Podobné jako u zasobniku lze prvek z fronty vyjmout pouze v ptripadé, Ze ,, je na fadé®; jeho hodnotu muzeme
ale precist kdykoli (prvek tam zistane).

Frontu Ize, podobné jako zasobnik, reprezentovat bud’ pomoci pole nebo pomoci seznamu.

12Vedle nézvu fronta (anglicky queue) se Casto setkdme s terminem FIFO, coz je zkratka anglického oznageni First In, First
Out (prvni dovnit¥, prvni ven).
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Vyjmuti polozky Vlozeni dalsi polozky

Celo fronty Konec fronty

Obr. 2.16: Schéma fronty

celo fronty

konec fronty

Obr. 2.17: Kruhova fronta

Fronta s prioritami

Priorita prvku je néjakd funkce hodnoty v prvku ulozené. Fronta s prioritami (s pfedbihdnim) se 1lis{ od
,,obyCejné“ fronty tim, ze prvky sice ukladdame v potadi, ve kterém prisly, vybirdme je ale v poradi zavislém
na jejich priorité (nejprve prvek s nejvyssi prioritou).

Priority lze uplatiiovat i pii vklddani prvka do fronty. Fronty s prioritami se obvykle implementuji pomoci
seznamu.

Kruhova fronta

Kruhov4 fronta predstavuje jednu z obvyklych implementaci fronty. Vezmeme pole @Q [0, ...,n — 1] a budeme
s nim zachdzet, jako kdyby bylo kruhové, tedy kdyby po prvku @ [n — 1] nésledoval prvek @ [0].

Pro obsluhu kruhové fronty potiebujeme ukazatel f na ¢elo a ukazatel r na konec. Pii kazdé operaci vkladani
nebo vybéru z kruhové fronty kontrolujeme, zda ndhodou nenastala rovnost f = r. Nastane li tato situace po
vybéru z fronty, znamena to, ze fronta je prazdnd. Nastane-li tato rovnost po vlozeni nového prvku, znameng
to, ze je fronta jiz plna.

2.3.4 Tabulka

Tabulka symbolu je datova struktura, kterd umoznuje rychle zjistit, zda se v ni nékde néjaky prvek vyskytuje.
Umoznuje také snadno a rychle vlozit novy prvek nebo néjaky prvek vyjmout. Takovéto tabulky se cCasto
pouzivaji v prekladacich pii lexikalni analyze: jakmile narazime v pireklddaném programu na identifikator, je
tfeba zjistit, zda byl jiz deklarovéan, a pokud ne, zafadit jej spolu s dalsimi informacemi do tabulky.
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Roli tabulky symboli mohou docela dobie hrat bindrni stromy. Jestlize viak nemame zadné apriorni informace
o statistickém rozdéleni vkladanych prvku, nebudou vytvorené stromy zpravidla piilis optimdlni. Proto se
obvykle pouzivaji hesové tabulky'®. Ukladani hesel do téchto tabulek, hesovdns, je v principu velice jednoduché
a uc¢inné. Na druhé strané modstranovani hesel z hesové tabulky muze byt obtizné - dale uvidime, proc.

Hesova tabulka

Hesovd tabulka je vyhrazend souvisld oblast paméti, kterd slouzi pro uklddani prvka - hesel. Tabulka je
rozdélena na tzv. kose, kterych je feknéme k a které oznacime K (1), K(2),..., K(k). V kazdém z koSt miize
byt s hesel (kazdy z kosu mé s pozic). Casto se voli s = 1.

Hesovou tabulku lze implementovat napi. jako pole kosu nebo pole hesel.

Pii vyhledavéni v bindrnim stromu jsme postupné porovnavali hledany prvek s prvky v jednotlivych uzlech.
Naproti tomu polohu (adresu, index kose) prvku X v hesové tabulce vypoéteme pomoci hesovact funkce f(X).
Hodnotu f(X) oznacujeme jako hesovou adresu prvku X.

Hesovaci funkce zobrazuje mnozinu vSech moznych hesel na mnozinu

h=1{1,2,...,k}.

Oznacéime T mohutnost prostoru hesel, tj. pocet vsech moznych hesel. Pomér n/T, kde n je pocet hesel,
ulozenych v tabulce, oznac¢ime jako hustotu hesel, a pomér n/ (sk) jako zavddéci faktor.

Podivejme se napt. na tabulku, do které budeme ukladat identifikdtory v programu napsaném ve Fortranu.
Fortranské identifikdtory obsahuji nejvyse 6 znaku, prvni musi byt pismeno anglické abecedy, dalsi mohou byt
pismena nebo ¢&islice. Na velikosti pismen nezalezi.

To znamend, Zze velikost prostoru hesel , tj. pocet moznych identifikdtort, je
5

T=26) 36 ~1,6.10°.
1=0

Pocet identifikdtoru v programu byvéa ovsem o nékolik fadu mensi.

Predchozi priklad ukazuje, pocet hesel, vkladanych do tabulky, bude zpravidla podstatné mensi nez T. Proto
se také pocet kosu, k, voli podstatné mensi nez T. Z toho ale plyne, Ze muze nastat kolize: heSovaci funkce
muze zobrazit dvé ruznd hesla do stejného kose, tj. pro dvé ruznd hesla H; # Hs muze platit f (Hy) = f (H2).
(Takové hesla oznacujeme jako synonyma vzhledem k dané hesovaci funkci f. )

Synonyma se ukladaji po fadé do nasledujicich pozic ve stejném kosi. Jestlize heSovaci funkce zobrazi nové
heslo do kosSe, ktery uz neobsahuje zadnou volnou pozici, nastane preplnénd.

Hesovaci funkce

Hesovaci funkce zobrazuje heslo (zpravidla identifikdtor) na adresu kose. Je jasné, ze potfebujeme funkei, kterou
pujde snadno a rychle vypocitat a kterd pfitom bude minimalizovat pocet koliz{ (a tim i pocet ptreplnéni).
Pravdépodobnost, ze ndhodné zvolené heslo X z prostoru hesel padne do kteréhokoli kose, by méla byt pro
vsechny kose stejnd, rovnd 1/k. HeSovaci funkce by tedy méla vést k rovnomérnému rozdélen{ hesel v tabulce.

Velmi jednoduchou, nikoli ovSem dobrou moznost predstavuje hesovaci funkce zalozena na abecednim tiidéni.

Uvazujme napft. tabulku identifikdtoru se Sestadvaceti kosi, £ = 26. HeSovaci funkce bude identifikdtorum,
zacinajicim A, pfifazovat prvni kos, identifikdtorum, zac¢inajicim B druhy kos atd. V programech se ovSem
casto vyskytuji identifikatory, které zacinaji stejné - napi. A1, A2, A3 apod. Na druhé strané néktera pocatecni
pismena muze programétor z ruznych divodu diskriminovat.

13 Anglicky hash tables, coz znamend asi tak “rozsekané tabulky”. V ¢estiné muZete setkat s oznacenim “tabulka z rozptylenymi
hesly” nebo "rozptylend tabulka”.
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To znamena, ze prosté abecedni fazeni nebude prilis vyhodné.

Jednoduchou a efektivni moznost pfedstavuje pouziti operace modulo. Napi. interpretujeme heslo jako celé
¢islo™, které vydélime vhodnym é&fslem M. Zbytek po délenf pak pouzijeme jako hodnotu hesovaci funkce,

fp (X) = X mod M

Velikost hesové tabulky pak musi byt v tomto ptipadé alespon M.

Rozumnost této funkce zavisi na hodnoté M. Pokud bychom napiiklad zvolili M rovno néjaké mocniné dvou,
bude hodnota f uréena pouze poslednimi nékolika bity hesla.

Kdybychom napfi. zvolili M =256, piedstavovala by hodnota fp (X) posledni byte hesla. Takova funkce ale
rozhodné nebude rovnomérnd; snadno nahlédneme, ze je daleko pravdépodobnéjsi napt. identifikator, konéici
¢islici 1, nez identifikator, koncici ¢islici 9.

ey

budou se hesla, kterd vzniknou jedno z druhého permutaci znaku, chovat ¢asto jako synonyma. D. Knuth déle
ukézal [4], Ze vhodna jsou prvoéiselnd M, ktera nejsou déliteli ¢isel r* + a nebo pro r* —a mald t a a (r je
zéklad pouzité ¢iselné soustavy).

Praxe ukazuje, ze staci volit M, které nemd prvociselné délitele mensi nez 20 [2].

Jina casto pouzivand hesovaci funkce se oznacuje jako ,stfed druhé mocniny“. Pfedpokladdme, ze heslo lze
ulozit v jednom pocitacovém slovu. Umocnime jej na druhou a vezmeme odpovidajici pocet bitu z prostiedka
vysledku.

Preplnéni

Preplnéni nastane, jestlize se pokusime ulozit nové heslo do plného kose. Podivejme se na néktera mozna reseni
této situace.

Asi nejjednodussi feseni muze byt vyhleddni prvniho nezaplnéného kose. Je-li kos f (x) zaplnén, zkusime
nésledujici; pokud je plny i ten, vezmeme dalsi apod. Podobné postupujeme pii vyhleddvani hesla. Jestlize
heslo nenajdeme v kosi f () a tento kos je plny, hleddme v kosi nésledujicim atd.

Zpravidla se ovSem neuvazuje hned nésledujici kos, ale ko f () +m pro néjaké m > 1. T{m obvykle dosdhneme
rovnomérnéjsiho rozlozeni obsazenych kosu. Cisla m a k ale nesmi byt soudélnd, jinak bychom nemohli v piipadé
potfeby projit celou tabulku.

Tato metoda se nazyva linedrni otevrené adresovdni. Neni piili§ ucinnd, nebot’ v nejhorsim piipadé pii ni
vyzkousime & - 1 kosu. To muze byt podstatné horsi nez pti prohleddavani binarnich stromu.

Priklad 2.6

Uvazujme heSovou tabulku s 26 ko$i a s jednou pozici v kazdém koSi. Chceme do ni vlozit identifikatory A1,
BUBU, A2, A3, EJTA, FAI, ZX, EEFE, B1 (v tomto porad{). Pouzijeme oteviené linedrn{ adresovdni s m = 1
a hesovaci funkci, jejiz hodnota bude rovna prvnimu pismenu hesla.

Prvni dvé hesla ptijdou do prazdnych kosu. Tteti heslo, A2, patii do prvniho kose, nejblizsi volny je ale az
treti. Podobné A3 ptijde do ¢tvrtého kose. Heslo EJTA patii do patého kose, ktery je volny... atd. Viz obr.
2.18.

Problémy s pieplnénim lze odstranit také tim, Ze hesla nebudeme uklddat do pfimo kosu, ale do seznamt,
pfipojenych ke kosum. Kos bude obsahovat pouze ukazatel na hlavu seznamu hesel, ktera jsou v ném ulozena.

Schéma takovéto tabulky vidite na obr. 2.19.

M Takovato funkce bude samozfejmé silné zavisld na zpusobu uklddani znakovych fetézci v daném systému.
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Obr. 2.18: Vkladani hesel do hesové tabulky
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Obr. 2.19: Hesova tabulka se seznamy piipojenymi ke kosum
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4 4

(@ (b)

Obr. 2.20: (a) orientovany graf, (b) neorientovany graf

2.3.5 Grafy

Orientovany graf G definujeme jako dvojici G = {U,H} ,kde U je konetnd mnozina uzla, kterou zpravidla
ztotoziujeme s mnozinou . = {1,2,...,n} a H C U x U je mnozina orientovanych hran. O orientované hrané
e = (i,j) kde i a j jsou uzly, fekneme, ze jde z uzlu ¢ do uzlu j. Orientovany graf muze obsahovat i hranu
(i,7). (Misto (i,j) se pro orientované hrany také pouziva zdpis i — j.)

Jestlize ztotoznime hranu (i, j) s hranou (j, i), dostaneme neorientovany graf.

Grafy se obvykle znazornuji obrazky podobnymi jako je 2.20.
Nékdy je vhodné definovat zobrazeni h : H — R které jednotlivym hranam pfifazuje ¢iselné hodnoty. Pak
hovoiime o ohodnoceném grafu.

Posloupnost orientovanych hran (i,41), (i1,42), ..., (i, j)oznacujeme jako cestu, vychdzejici z uzlu i a koncici
v uzlu j. Na obrazku 2.20 (a) vidime napi. cestu (1,5), (5,3), (3,4) z uzlu 1 do uzlu 4. Snadno zjistime, ze
pokud graf G obsahuje cestu z uzlu i do j a z j do k, obsahuje také cestu z ¢ do k.

Cestu, jejiz pocatecni uzel je roven uzlu koncovému, oznacujeme jako cyklus.

Podobné jestlize v neorientovaném grafu existuje posloupnost neorientovanych hran (i,i1), (i1,42), ..., (ik, j),
oznacime ji jako cestu, spojujici uzly ¢ a j. Uzly, mezi kterymi existuje cesta, oznacime jako sdruZené. Neni
tézké ukazat, ze mnozina vSech uzla, sdruzenych s uzlem ¢, tvoii tiidu ekvivalence. Mnozina téchto uzlu spolu
s hranami, které je spojuji, se nazyva komponenta grafu.

7 této definice plyne, ze pokud uzly ¢ a j lezi v téze komponenté, existuje mezi nimi cesta. Jestlize naopak
lezi ve dvou ruznych komponentach grafu, cesta mezi nimi neexistuje. Komponenty tedy ptredstavuji vlastné
samostatné grafy.

Neorientovany graf, ktery se sklada z jediné komponenty, oznacujeme jako souwvisly. Obrézek 2.21 ukazuje
neorientovany graf, slozeny ze dvou komponent.

Orientované grafy se ¢asto reprezentuji pomoci incidencnich
matic. Incidenéni matice grafu G, ktery ma n uzli, bude typu
n x n a jeji prvek a;; bude roven 1, jestlize graf obsahuje hranu
(i,7), a 0 v pifpadé, ze ji neobsahuje. S 3

N

Chceme-li reprezentovat ohodnoceny graf, doplnime do néj hrany,
které se v ném nevyskytuji, a pridélime jim napt. ohodnoceni 6 2
+0o (nebo jakoukoli jinou hodnotu, kterd se nemiuze vyskyt-
nout jako ohodnoceni existujici hrany). Graf pak reprezentu- 1
jeme matici, jejiz prvky obsahuji ohodnoceni jednotlivych hran.
Obr. 2.21: Graf slozeny ze dvou komponent:
Bude-li se u grafu ménit prubézné pocet hran ¢i jejich ohodno- 1-4-6 a 2-3-5.
ceni, budeme prosté ménit prvky incidenéni matice. Jestlize se
ale muze ménit i pocet uzlu, je vyhodnéjsi reprezentovat graf pomoci seznamu uzli. K zdznamu o kazdém z
uzli pfipojime seznam hran, které z néj vychézeji (nebo hran, které do néj vchazeji).
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2.3.6 Mnoziny
Mnoziny s prvky ordinalnich typu

Nejcastéji se setkdvdme s mnozinami prvku nékterého z ordindlnich typu (znaky, intervaly, vyctové typy).
Protoze ordinalni typy maji pouze koneény pocet hodnot, mizeme odpovidajici mnozinu reprezentovat pomoci
bitovych piiznaku.

Jestlize ma bazovy typ, tj. typ prvka mnoziny M, celkem n ruznych hodnot, muzeme tyto hodnoty ocislovat,
prifadit jim ¢isla 0,1,...,n — 1. Nulty bit proménné M bude roven 1, pravé kdyz mnozina M obsahuje prvek
s poradovym ¢islem 0, prvni bit M bude indikovat pfitomnost prvku s poradovym ¢islem 1 atd.

Snadno se presvédcime, ze obecné piftomnost k-té hodnoty bdzového typu (pfi ¢islovani od nuly) indikuje bit
¢islo k — [k/8] 8 = kmod 8 v bytu &islo [k/8] = kdiv 8.

Prazdnd mnozina bude mit vSechny bity nulové.

Podivejme se na proménnou paleta, definovanou jako mnozinu barev:

type barvy = (Cervend, zlutd, zelend, modrd, bild, oranZova
fialova, Cernd);
var paleta: set of barvy;

Protoze bazovy typ barvy ma pouze osm prvku, staci k reprezentaci jakékoli mnoziny barev - tedy i proménné
paleta - jeden byte. Obsahuje-li paleta zelenou barvu, bude 3. bit roven 1, jinak bude nulovy.

Zakladni operace s mnozinami implementujeme jako bitové operace. Pfidani prvku do mnoziny M znamena
nastaveni prislusného bitu na hodnotu 1, vyjmuti prvku z mnoziny M odpovida nastaveni piislusného bitu na
0. Test piitomnosti prvku (v Pascalu operédtor in) v mnoziné M je testem hodnoty bitu.

Doplnék C(M) mnoziny M do mnoziny vSech prvku bézového typu vytvorime pomoci bitové negace. Prunik
dvou mnozin M a N se stejnym bézovym typem ziskdme pomoci bitové konjunkce (prvek je v pruniku M NN,
je-li zarovenn v. M i v N), sjednoceni pomoci operace bitové disjunkce (prvek je ve sjednoceni M U N, je-li
alesponi v jedné z mnozin M nebo N).

Jen nepatrné slozitéjsi je rozdil mnozin: mnozina M — N obsahuje prvky, které jsou v .M a nejsou v N (jsou
v dopliku N), takze M — N = M NC (N). Vysledek tedy bude konjunkce M a bitové negace N.

Mnoziny s obecnymi prvky

Jinou moznost, jak implementovat mnoziny, predstavuji seznamy objekti.

Predpoklddejme, ze vSechny mozné prvky nasi mnoziny M muZzeme reprezentovat pomoci instanci objektovych

typu se spoleénym predkem 7. Pak muzeme M implementovat jako seznam, jehoz slozkami budou ukazatele
na typ 7T a budou obsahovat adresy prvku.

Operace s takto implementovanymi mnozinami jsou ovSem podstatné naro¢néjsi na cas, nebot’ znamenaji
opakované prohleddvani seznamu.



Kapitola 3

Metody navrhu algoritmu

V této kapitole budeme hovofit o nejuzivangjsich metodach ndvrhu algoritmu, tedy vlastné o zpusobech feseni
problému se zietelem k tomu, ze vysledkem ma byt program. Piehled, ktery zde uvedeme, samoziejmé nemuze
byt vycCerpavajici. Musime ovsem zduraznit, Ze zddna z téchto metod nemusi vést k cili.

Vyklad v této kapitole budeme ilustrovat pouze velmi jednoduchymi ptiklady. S dalsimi aplikacemi popsanych
metod se setkdme v nasledujicich kapitolach.

3.1 Rozdél a panuj

Rozdél a panuj (anglicky divide and conquer) je nejbéznéjsi metoda, se kterou se muzeme setkat. Muzeme se
na ni divat jako na aplikaci postupu shora doli, se kterym jsme se seznamili v kap. 1.1.3.

Potiebujeme zpracovat mnozinu V slozenou z n idaju. Toto mnozinu rozdélime na k disjunktnich podmnozin,
které zpracujeme kazdou zv1ast’. Ziskané dil¢i vysledky pak spojime, odvodime z nich feSeni pro celou mnozinu
V.

Pritom se muze stét, ze problém zpracovani diléich podmnozin je stejného typu jako puvodni problém zpra-
covani véech n udaji. V takovém piipadé vede opakovani metody rozdél a panuj zcela prirozené k rekurzi.

Podivejme se pro uréitost na situaci, kdy mnozinu vstupnich dat, reprezentovanou polem A, rozdélime na dveé
podmnoziny a kdy zpracovani takto ziskanych podmnozin predstavuje tilohu stejného typu jako byla tloha
puvodni. V takovém piipadé bychom mohli metodu rozdél a panuj symbolicky zapsat ve tvaru néasledujici
funkce RAP:

var A: array [1..n] of data; {vstupni data}
function RAP(p,q: integer): vysledek; {feseni pro i=p,..,q}
var m: integer; {1 <= p <= q <= n}
begin

if MALE(p,q) then RAP := G(p,q)
else begin

m := ROZDEL(P,q); {p <m < q}
RAP := SLOZ RAP(p,m) a RAP(m + 1, ¢)“
end;

end;

Zde predpokladame, ze MALE je booleovska funkce, kterd vrati true, je-li interval p..q dostateéné maly, aby
jej nebylo tieba déle délit. V takovém piipadé zpracuje prvky A[p], ..., A[q] funkce G. Jinak uré¢ime pomoci
procedury ROZDEL &islo m, které interval p..q rozdéli na dva podintervaly a vysledek sestavime z diléich
vysledki pomoci operace SLOZ.

Piiklad 3.1 (binarni vyhled4avani)

Je dano setifidéné pole A celych ¢isel. Hodnoty jsou v tomto poli ulozeny v neklesajicim potradi. Nasim tkolem
je urcit, zda toto pole obsahuje zadanou hodnotu x, a pokud ano, vratit index prvku, ve kterém je ulozena.
Pokud z v poli A neni, vratime 0.

45
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Postup fesen{ metodou rozdél a panuj: Pole A rozdélime na nékolik tseku (napf. na dva, pfiblizné stejné
dlouhé) a budeme testovat kazdy zv1ast’. Protoze je toto pole setfazené podle velikosti prvki, snadno zjistime,
zda v ném muze dané x vubec lezet.

Kazdy z tiseku ovsem predstavuje opét pole typu integer, takze jej znova rozdélime. Déleni skonéi, kdyz dojdeme
k tsekum délky 1. Zde jiz porovnanim snadno zjistime, zda jsme zadané x nasli.

Algoritmus, kterym zjistime, zda dsek A[p],..., A [p] obsahuje hodnotu z, muze mit nésledujici tvar:

1. Je-li p = q, zjistime, zda plati A [p] = z. Pokud ano, je vysledkem p, jinak je vysledkem 0.

2. Jinak polozime m := (p + ¢) div 2.

w

. Jellix € (A[p], A[m]), opakujeme tento postup pro ¢ := m, jinak

S

.jeliz e (Alm+ 1], Alq]), opakujeme tento postup pro p := m + 1, jinak
5. hodnota x v poli A neni, vysledek je 0.

Podivejme se, jak je to se slozitosti tohoto algoritmu. Nejprve budeme predpokldadat, ze délka pole A je rovna
n = 2™ pro né&jaké piirozené m. V prvnim kroku pole rozdélime na dva tiseky délky 2™~ ! a v jednom z nich
budeme hledat. V nésledujicim kroku dostaneme tisek délky 2™~ 2, pak 2™~3 atd. To znamen4, Ze po m krocich
dospéjeme k tseku délky 1. Odtud plyne, ze pro n = 2" je pocet operaci K dmérny m = logyn,

Déle je ztejmé, ze pii n < 2™ nemuze byt pocet operaci vétsi nez pii n = 2"". To znamend, ze pocCet operaci
pfi bindrnim vyhledavéni je vzdy O (logyn).

Poznamenejme, ze prohleddni pole prvek po prvku vyzaduje O (n) operaci.

3.2 Hladovy algoritmus

Hladovy algoritmus predstavuje velmi piimocary piistup k feSeni urc¢ité tiidy optimaliza¢nich dloh. Je az s
podivem, jak casto jej lze s uspéchem pouzit.

Je ddna mnozina V slozena z n vstupnich hodnot. Nasim tkolem je najit podmnozinu W mnoziny V, ktera vy-
hovuje ur¢itym podminkdm a pfitom optimalizuje (tj. minimalizuje nebo maximalizuje) predepsanou 4éelovou

funkci.

Jakoukoli podmnozinu W, vyhovujici danym podminkam, oznac¢ime jako pripustné reseni. Piipustné feseni,
pro které nabyva tucelova funkce optimalni hodnoty, oznacujeme jako optimdini Fesend.

Hladovy algoritmus se bude skladat z kroku, které budou probirat jednotlivé prvky vstupni mnoziny V, a
v kazdém kroku rozhodne, zda se dany prvek hodi do optimalniho FeSeni. Prvky V bude probirat v pofadi,
uréeném jistou vybérovou procedurou.

V kazdém kroku musime ovsem dostat piipustné feseni. Prvek, ktery by vedl k neptipustnému feseni, nevezmeme
v uvahu.

Vybérova procedura, kterda urcuje poradi, v jakém budeme zpracovavat prvky V, bude zalozena na néjaké
optimaliza¢ni mife - funkci, kterd muze byt odvozena od ucelové funkce.

Formélné bychom mohli hladovy algoritmus vyjadfit nasledujici procedurou HLAD. Ctenf nam jisté promine,
kdyz tentokrat porusime syntaktickd pravidla jazyka Pascal vice nez obvykle - jde ndam o symbolicky zapis,
nikoli o program.

var FeSeni: set of data; {hledana mnoZina}
function HLAD(A: set of data; n: integer): set of data;
var i: integer; {n je pocet prvku mnoZiny A}

x: data;
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begin {prédzdna mnozina je}
feSeni := [ ]; {pfipustné FeSeni}
for i := 1 to n do begin
x := ZVOL(A); {urcime dalsi prvek}
if PRIPUSTNE(fesSeni, x) then {lze x ptidat k feSeni?}
feSeni := FeSeni + [x]; {kdyz 1ze, tak ho pridéme}
end;
HLAD := feSeni;
end;

Funkce ZVOL vybere dalsi hodnotu a odstrani ji z mnoziny A. Booleovska funkce PRIPUSTNE testuje, zda
priddanim z vznikne piipustné feSeni. Poznamenejme, Ze typ vstupnich tdaju data zpravidla nemuze slouzit
jako bazovy typ mmnoziny v Pascalu.

Priklad 3.2

Na magnetické pasce pocitace je tieba ulozit n souboru s délkami Iq,...,[,. Magnetickd paska umoznuje
pouze sekvenéni piistup k soubortm, takze chceme-li ¢ist r-ty soubor, musime nejprve piecist » — 1 soubort,
zapsanych pfed nim. Doba ¢teni souboru je piimo imérna délce souboru a pravdépodobnosti ¢teni jsou u vsech
soubort stejné. V jakém poradi mame soubory ulozit, aby byla stfedni doba pfistupu k soubortim nejmensi?

Ze zadani plyne, ze doba ¢teni jednoho souboru je pfimo imérnd jeho délce. Doba ¢, potfebnd k nalezeni a

precteni k-tého souboru na pésce, je tedy imérna souctu délek prvnich & souboru. Jsou-li soubory uloZeny na
pédsce v pofadi daném permutaci I = (i1,...,4,), plati

k
P
=1
a stfedni doba ¢teni souboru bude dmérnd veliciné (1), kterou zavedeme vztahem

t(I)%%th:%ZZl“:T(I) (3.1)

j=1k=1

IR

ty

Nasim ukolem je najit takovou permutaci I = (i1,...,4,), pro kterou bude stfedni doba ¢teni souboru
t(I) minim&lni.

Tuto ulohu se pokusime vyfesSit pomoci hladového algoritmu. VSechny permutace jsou piipustnd feseni.
Ucelovou funkei bude minimalni veli¢ina (I), zavedena vztahem (3.1) (a tedy také stfedni doba piistupu
k souboru t (I)). Tato ucelova funkce zavisi na zvolené permutaci I.

Pii konstrukei permutace I budeme postupovat tak, aby (I) bylo stéle co nejmensi: jako dals{ v poradi vezmeme
vzdy soubor, pro ktery (I) vzroste nejméné. To znamens, Ze soubory ulozime v potadi podle rostouci délky!.

Ukazeme, ze tak opravdu ziskdme optimalni FeSeni.

Abychom si zjednodusili zapis, o¢islujeme soubory tak, aby platilo I; < ... < [,,. Chceme dokézat, Ze optim&lni

permutace je pak (1,2,...,n). Vezmeme libovolnou permutaci I = (i1,...,4). Z (3.1) plyne, ze
n k n
1 1
T(I):gZZlh:gZ(n—k’—‘rl)lh,
k=1 j=1 k=1

nebot’ I;; je v tomto souctu n-krat, Lo je tam (n — 1)-krat apod. Jestlize existujf indexy a < b takové, ze

lia > l;p, dostaneme zdménou i, a 4, permutaci I’, pro kterou plati
n

1
T(I/):E Z n—k+Dly+n—b+Dl, +(n—a+1)l,
k=1, k#a, k#b

takze pro rozdil hodnot 1ucelové funkce pro permutace I a I’ dostaneme

1Vybérova procedura se tedy Fidi pozadavkem, aby se piidanim dalstho souboru tcelovd funkce zvétsila co nejméné. To je
typické pouziti hladového algoritmu, od kterého také pochézi jeho oznaceni: jako hladovci séhneme po tom prvku, které poskytuje
nejvetsi okamzity prospéch. (Poznamenejme, ze anglické oznaceni the greedy method je jesté o néco méné ucesané; greedy znamend
Zravy.)
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Obr. 3.1: Ohodnoceny graf

nr(l)—7I))=m—-a+1){;, —l;y)+(n—b+1)(l;, —1;,) =(b—a)(l;, —1;) > 0.

To ale znamenad, ze zdéménou souboru i, a i, se ucelovd funkce zmensila, a tedy se také zmensila stfedni doba
piistupu k souborum. Proto nemuze byt optiméalni zadnd permutace, pii které nejsou soubory usporddany
podle velikosti v neklesajicim potadi.

Piiklad 3.3 (problém nejkratsi cesty)

V ohodnoceném orientovaném grafu (viz napf. obr. 3.1) je ddn ,,vychozi“ uzel vy. Hleddme nejkratsi cesty do

cvvs

Ze zadéni je jasné, ze ucelovou funkci bude souc¢et ohodnoceni hran cesty.

Na&as postup bude zalozen na nésledujici myslence: Nejprve najdeme uzel vy, ktery je nejblizsi vychozimu uzlu
jsme tim nasli nejkratsi cestu do uzlu v;. Déale projdeme vSechny uzly, do kterych vede hrana z vy nebo z vy,
a najdeme mezi nimi ten, do kterého vede nejkratsi cesta z vy. Oznacime jej ve. Pfitom nejkratsi cesta z vg
do vo muze byt bud’ hrana vy — w2 nebo cesta vy — v; — vy. Déle projdeme vSechny uzly, do kterych vede
hrana z vg, z v1 nebo z vy atd. Takto postupné najdeme nejkratsi cesty do vsech uzlu grafu - nejprve cestu do
uzlu, nejblizsiho k vychozimu, pak do druhého nejblizsiho atd.

Nyni tento postup vyjadiime formélnéji a ukazeme, Ze je spravny.

Definujeme S jako mnozinu uzl, do kterych jiz byly nalezeny nejkratsi cesty z vg. (Mnozina S bude samoziejmé
na pocatku obsahovat jen uzel vg.) Dédle oznacime Dist (w) délku nejkratsi cesty z uzlu vy do w, prochdzejici
pouze uzly z S a konéici ve w. Pokud takova cesta neexistuje, tj. pokud ze zddného z uzli mnoziny S nevede
hrana do w, polozime Dist (w) = +oc.

Pritom si povS§imneme nésledujicich skutecnosti:

(1) Jestlize jsme pii dalsim kroku nasli nejkratsi cestu do uzlu u, jde o cestu z uzlu vy do u prochéazejici
pouze uzly z mnoziny S. Kdyby totiz na nejkratsi cesté vg — u lezel uzel w ¢ S, znamenalo by to,
7e se cesta vg — u sklada z cest vg — w a w — u. Cesta vg — w je ale nutné kratsi nez vy — wu,
takze podle naseho postupu bychom ji museli vzit pted vo — u.

(2) Z postiehu (1) plyne, ze koncovym uzlem ndsledujici generované nejkratsi cesty musi byt uzel w,
ktery md nejmensi vzddlenost Dist (u) ze vSech uzlu, které nelez v S. Pokud mé vice uzli stejnou
Dist (u), muzeme zvolit kterykoli z nich. Jinymi slovy: cesta z vy do nové pridaného uzlu u se
skladé z nejkratsi cesty z vg do nékterého z uzli mnoziny S a z hrany, kterd vede z tohoto uzlu do
u.

(3) Jakmile zvolime u podle (2) a vygenerujeme nejkratsi cestu do tohoto uzlu, stane se u € S. P¥itom
se pro uzly w ¢ S muze zménit Dist (w). (VSimnéte si, ze jakmile bude na obrdzku 3.1 uzel

2 Jestlize ohodnoceni hrany (i, j) interpretujeme jako délku cesty z uzlu i do j, pak hleddme nejkratsi cestu. Ohodnoceni hrany
ovSem muze také znamenat napi. cenu prechodu z i do j. Proto se také obc¢as hovoii o problému nejlacinégjsi cesty (a muzeme se
setkat i s jinymi ndzvy).
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¢islo 3 € S, zmensi se Dist(1). V takovém pifpadé bude Dist (w) = Dist (u) + C (u,v), kde
C' (u,v) je ohodnoceni hrany u — v. Z toho, Ze se zménila Dist (w), totiz plyne, ze existuje hrana
(u,v) = u —v.

Na zdkladeé téchto ivah jiz muzeme formulovat algoritmus pro vyhleddni nejkratsich cest ze zadaného pocateéniho
uzlu do v8ech ostatnich uzlu grafu. Zapiseme jej v Pseudopascalu, nebot’ podrobna formulace by véc spise za-
temnila.

type uzel = 1..n; {n je pocet uzlu v grafu}
var Dist: array [uzel] of real; {pfi <i,j>¢U bude}

Cena: array [uzel, uzel] of real; {Cenali,j] =oco }
procedure NC(v,n: uzel); {vychozi uzel a po&et uzlu}

var S: set of uzel;
u, num, i, w: uzel;

begin
for i := 1 to n do Dist[i] = Cenalv, i]; {inicializace}
S := [v]; {na pocatku obsahuje S pouze v}
Dist[v] := 0;
for num := 2 to n do begin {*1* n-1 cest z uzlu v}

»zvol u tak, aby Dist [u] = min {Dist [w]}, minimum pfes vSechna w ¢ S
S :=8S + u; {ptidej v do S}

,»uloz nalezenou nejkratsi cestu z uzlu v do uzlu u;

for (v8echna w, not(w S)) do {aktualizace vzdalenosti}
Dist[w] := min(Dist[w], Dist[ul]+Cenalu,v]);
end;
end;

krat. Pti hleddni minimélniho u a pfi aktualizaci vzdalenosti musime v cyklu projit vSechny uzly, které nejsou
v S. Vnorené cykly tedy budou obsahovat n — 1,n — 2,...,1 iteraci.

Protozen —1 4+ n—2 4 ---+1= (n— 1)n/2, bude ¢asovd ndrocnost popsaného algoritmu O (n?).

3.3 Dynamické programovani®

Dynamické programovani predstavuje zpusob navrhu algoritmu pro feseni optimaliza¢niho problému, ktery lze
uplatnit v ptipadé, ze na feSeni daného problému muzeme nahlizet jako na posloupnost rozhodnuti.

Pii feseni problému metodou dynamického programovéani se opirdme o princip optimality. Ten ¥ika, ze opti-
mdlni posloupnost rozhodnuti md tu vlastnost, Ze at’ je pocédtecni stav a rozhodnuti jakékoli, musi byt vSechna
ndsledujici rozhodnuti optimdlni vzhledem k vysledkum rozhodnuti pruniho.

Na rozdil od hladového algoritmu, kde generujeme vzdy jen jedinou posloupnost rozhodnuti, muze pouziti
dynamického programovani vést ke generovani vice posloupnosti. Zkoumame vsechny posloupnosti, které by
mohly byt optimélni, a snazime se vyloucit ty, o kterych je jasné, Ze optimalni nebudou.

Nejjednodussi, ale nejméné ui¢innou metodou pro feSeni problému, na které se muzeme divat jako na posloup-
nost rozhodnuti, je metoda hrubé sily: Vygenerujeme vSechny mozné posloupnosti a mezi nimi vyhleddme
posloupnost optimalni. Pouzitim dynamického programovani muzeme vyznamné zredukovat pocet zkoumanych
posloupnosti.

3Termin ”programovani” se pouzivé mj. jako oznageni nékterych optimaliza¢nich dloh. Muzeme se setkat napf. s linedrnim
programovanim, celo¢iselnym programovanim apod.
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Obr. 3.2: Ijrovﬁovy graf se 4 irovnémi

Piiklad 3.4 (pouzitelnost dynamického programovani na problém nejkratsi cesty)

Vezméme ohodnoceny orientovany graf G = (V, U). Ukolem je najit nejkratsi cestu z uzlu i do uzlu j. Ukdzeme
si, ze tento problém bychom mohli zkusit fesit i metodou dynamického programovani.

Resen{ tohoto problému predstavuje posloupnost rozhodnuti: Je-li i prvnim uzlem cesty, je tieba uréit, ktery
uzel bude druhy, ktery bude tieti atd.

Ukazeme, ze v této tloze plati princip optimality: Je-li é,41,...,45,9541,...,J nejkratsi cesta z uzlu ¢ do uzlu
j, musi byt 4,41, ...,4s nejkratsi cesta z uzlu ¢ do uzlu is a is, isy1,...,J nejkratsi cesta z uzlu iy do uzlu
7. Pokud by totiz bylo mozné najit kratsi cestu napt. z uzlu 7 do is, feknéme i,lq,...,is predstavovala by
posloupnost 4,11,...,%s,%s41,.-.,J kratsi cestu z ¢ do j nez je 4,41,...,%5,85415---,J-

Pii hledani nejkratsi cesty z ¢ do j budeme postupovat takto: Oznac¢ime si P; mnozinu vSech uzli sdruzenych
s koncovym uzlem j (P; je tedy mnozina vSech uzli, ze kterych vede orientovand hrana do j, tj. k € P; prévé
kdyz (k,j) € E). Pro kazdy uzel k € P; bude I'y nejkratsi cesta z ¢ do k (tedy z vychoziho uzlu do pred-
posledniho, sdruzeného s poslednim). Podle principu optimality bude nejkratsi cesta z i do j nejkratsi z cest
tvaru {I'x, j |k € P; }. Stojime tedy pfed tlohou najit nejkratsi cesty do vSech uzli z mnoziny P;.

Princip optimality zpravidla aplikujeme rekurzivné, takze dynamické programovani nas ptivede k rekurentnim
vztahum pro veli¢iny, které popisuji optimélni FeSeni.

Pii feSeni tloh dynamického programovani rozliSujeme dopredny a zpétny piistup. Necht’ =1, xs, ..., x, jsou
proménné, o jejichz hodnotach budeme pii feseni rozhodovat. Pii dopfedném piistupu rozhodujeme o hodnoté
x; na zékladé optimélnich rozhodnuti pro x141,.. ., 2y, zatimco pii zpétném piistupu rozhodujeme o hodnoté
x; na zékladé posloupnosti optimalnich rozhodnuti pro x1,...,z;—1.

Piiklad 3.5: Problém nejkratsi cesty v tdroviiovém grafu

Uromiovy’ graf s k urovnéms je orientovany graf, jehoz mnozina uzlu U je rozdélena do disjunktnich podmnozin
(Grovni) Vi, ..., V. Urovné Vi,a Vi obsahuji pouze 1 uzel, ostatn{ jich mohou obsahovat vice. Uzel s, ktery
lezi na trovni Vi, oznacujeme jako pocdtecni, uzel t, ktery lezi na trovni Vi, jako koncovy.

Hrana, kterd vychéazi z uzlu na tdrovni ¢, musi koncit v uzlu na trovni ¢ + 1. To znamenad, ze kazda cesta
z poéétecniho do koncového uzlu (s — t) musi projit postupné vsemi drovnémi grafu.

Uroviiové grafy mohou popisovat napf. varianty technologického procesu a jejich ceny. Piiklad jednoduchého
droviového grafu vidime na obr. 3.2.

Nasim tkolem bude sestavit algoritmus pro nalezeni nejkratsi cesty z s do ¢. Na rozdil od obecného grafu zde
vime, ze nejkratsi cesta se bude sklddat z £ — 1 hran, pficemz kazd4 hrana bude spojovat uzly na dvou ruznych
trovnich. Pokusime se toho vyuzit pfi feSeni nasi tlohy.
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Pfitom budeme pouzivat nasledujici oznaceni: P (7, j) bude nejkratsi cesta z uzlu j na trovni V;, Cena (i, j)
bude jejf cena a ¢(j,1) je ohodnoceni hrany (j,1). O uzlech grafu predpokldddme, Ze jsou oé¢isloviny tak, ze
uzly na drovni V; maji nizsi poradova ¢isla nez uzly na drovni V4.

Kazda cesta z s do t v k-uiroviiovém grafu je vysledkem k—2 rozhodnuti; i-té rozhodnuti spoc¢iva v urceni, ktery
uzel z Arovné V; 1 bude soucasti cesty. Nase iloha je zvlastnim piipadem problému nejkratsi cesty, o kterém
jsme hovofili v piikladu 3.4; proto i zde plat{ princip optimality. Z néj pro Cena (i, j) dostaneme

1, 7) = i ), 1 ,+ 1,1 2
Cena(i.j)=  min  {c(i.1)+Cena(i+1,1)}, (3.2)

tj. cenu nejkratsi cesty z uzlu j na urovni V; do t najdeme jako minimum souc¢tu ceny cesty z uzlu [ na trovni
Vi1 a ohodnoceni hrany (i,1). Toto minimum pocitdme pies viechny uzly [ na tirovni Vi1, sdruzené s j.

Pro tdroven k — 1 plati Cena (k — 1,7) = ¢ (j,t), pokud (j,t) € U; jinak polozime Cena (k — 1,j) = 4+o0.

Nasi dlohu muzeme fesit tak, Ze nejprve vypocitdme na zéklade vztahu (3.2) Cena (k — 2, j) pro vechny uzly
j Vik—2, pak Cena (k — 3,j) pro vSechny uzly j € Vi_o atd. Nakonec dospéjeme k Cena (1, s). Podivejme se,
jak bychom pomoci tohoto postupu hledali nejkratsi cestu v grafu na obr. 3.2.

Ceny cest ze tfeti drovné (uzly 5 a 6) do cflového uzlu 7 jsou Cena (3,5) = 1, Cena (3,6) = 9. Ceny nejkratsich
cest ze druhé drovné (uzly 2, 3 a 4) jsou Cena (2,2) = 21 (zde existuje pouze jedind cesta),
Cena(2,3) = lr?in} {c(3,1)+ Cena(3,1)} = min{c(3,5) + Cena (3,5);¢(3,6) + Cena (3,6)} = 12,
e{5,6

Cena (2,4) =28 (zde existuje opét pouze jedind cesta).
Pro nejkratsi cestu z uzlu 1 do 7 nakonec dostaneme

Cena (1,j) = {ngl {c(1,1) + Cena (2,1)} = min{c(1,2) + Cena (2,2);
;¢(1,3) + Cena(2,3); ¢(1,4) + Cena (2,4)} = 19

Tato cesta je na obr. 3.2 vyznacena silnéjsimi ¢arami.

Na zavér vyjadiime algoritmus pro hledani nejkratsi cesty v tiroviiovém grafu ve tvaru procedury, kterou opét
zapiSeme v Pseudopascalu.

V proceduie NC' budeme do pole D uklddat hodnotu [, kterd minimalizuje vyraz c(j,1) + Cena (i + 1,1)
v rovnici (2). To znamend, ze DJi,j] bude obsahovat index ! uzlu na urovni i + 1, pres ktery vede nejkratsi
cesta z uzlu j na i-té trovni.

Vzhledem ke zpusobu, jakym jsou uzly oc¢islovany, muzeme vynechat indexy urovni. Vstupni parametry pro-
cedury NC budou: mnozina hran grafu, pocet n uzli grafu a pocet k trovni grafu. Vystupnim parametrem
bude pole, obsahujici indexy uzlu, které tvoii nejkratsi cestu.

procedure Nejkrat3iCesta(U: set of hrana; k,n: integer;
var P: array [1..k] of integer);
var CENA: array [1..n] of real;

D: array [1..n] of integer;
r,j: integer;
begin
for j:=n-1 downto 1 do begin {vypocet CENA[j]}

ynajdi uzel r takovy, ze (j,r) € U a zaroven ¢ (j,r) + CENA[r] je minim&lni*;

CENA[j] := c(j,r) + CENA[r]; {cena cesty z uzlu j}
D[j] := r; {optimalni cesta vede pfes r}
end;
{nalezeni nejkratsi cesty}
P[1] := 1; P[k]l= n; {prvni a posledni uzel je jasny}
for j := 2 to k-1 do
P[j] := D[P[j-1]1] {v D byl vysledek posunuty o 1 index}

end;
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Pokusme se jesté odhadnout slozitost tohoto algoritmu. V droviiovém grafu s k tirovnémi je celkem n uzla. Na
prvni drovni je 1 uzel, ne druhé drovni je ny uzlq, ... na drovni k — 1 je ng_q uzla, na k-té -irovni je 1 uzel.
Budeme predpokladat, ze z kazdého uzlu na trovni ¢ vede cesta do kazdého z uzli na drovni 7 + 1.

V uvedeném algoritmu postupné hleddme nejkratsi cestu do ¢ z uzlu trovni k — 1, k — 2 atd. Nalezeni nejkratsi
cesty z urovné k — 1 znamena projit vSech ny_1 uzli této drovné, tedy ni—1 krokiu. Nalezeni nejkratsi cesty z
drovné k — 2 znamena projit vSech ny_o a pro kazdy z nich zkoumat, pres ktery z ni_; uzli trovné k — 1 vede
nejkratsi cesta do ¢, to znamena nyi_o.n,_1 operaci atd. Nalezeni nejkratsi cesty z drovné 1 znamend projit
vSech ng uzlu trovné 2 a zjistit, pres ktery z nich vede hledani nejkratsi cesta.

Celkem tedy dostaneme

k—1
p=nz+ng_1+ Z niNi—1
i=2
operaci. Pokud budou napf. na vSech drovnich stejné pocty uzla, bude pro i = 2,...,k — 1 pocet uzli na

jednotlivych drovnich roven n; = (n — 2) / (k — 2). V takovém piipadé bude

) —92\? ) —9)?
p =ty (1) 2

Pocet operaci vyjde tedy O (n2)

3.4 Metoda hledani s navratem (backtracking)

Metoda hleddni s ndvratem je jednou z metod, zaloZzenych na prohledavani tzv. stavového stromu problému.
Dalsi oznaceni, pod kterymi muzeme tuto metodu najit, jsou napi. metoda pokusiu a oprav, metoda zpétného
sledovdni, metoda prohleddvdni do hloubky.

3.4.1 Uvod

Metodu hleddn{ s ndvratem muzeme pouzit v piipadé, ze feSenim problému je vektor (n-tice) (z1,...,2n),
jehoz jednotlivé slozky vybirdme z mnozin S;, x;€.S5;. Zpravidla potifebujeme najit n-tici, kterd minimalizuje
nebo maximalizuje néjakou icelovou funkci P (1, . . ., x, ). MuZeme ale také hledat vSechny n-tice, které splauji
podminku P (z1,...,2,).

Oznac¢me symbolem m; = |S;| mohutnost mnoziny S;. Potom z nich lze sestavit celkem M = [\, m; n-tic.
Nejjednodussi metoda Feseni takovéhoto problému, zaloZzena na ,hrubé sile, spo¢iva v tom, Ze projdeme vSech
M moznosti a z nich vybereme spravné feseni.

Rozhodneme-li se pouzit metodu hledani s navratem, vytvaiime n-tice jednu slozku po druhé. Pfitom pouzi-
vame Ucelovou funkei (pfipadné vhodnou pomocnou funkci, odvozenou od uéelové funkce) a pro kazdou noveé
vytvorenou slozku testujeme, zda by takova n-tice viibec mohla byt optimélni nebo spliiovat dané podminky.

Jestlize pro néjaké x; zjistime, ze zddny vektor, zacinajici (x1,...,2;), nemuze byt optimélni (resp. nemuze
spliiovat dané podminky), nebudeme uz zddny takovy vektor testovat a vezmeme dals{ moznou hodnotu i-té
slozky. Tim vyloué¢ime z testovani dalsich m;4q1 X mipe X --- X m, vektoru. Jestlize jsme vycerpali vSechny
mozné hodnoty i-té slozky, vratime se o jednu troven zpét a budeme zkouset dalsi moznou hodnotu z;—;. (To
je onen ,navrat“, o kterém se hovoii v ndzvu metody.)

Jako reSend oznacime n-tici, kterd vyhovuje danym omezenim (pfip. optimalizuje ticelovou funkei).
Poznamenejme, ze pocet slozek vektoru feSeni nemusi byt pro vSechna feSeni stejny; to znamend, ze jedno
feSeni muze obsahovat n; slozek, jiné ns slozek.

Piiklad 3.6 (problém osmi dam)

Problém 8 dam je klasicka kombinatoricka iloha, kterou formuloval jiz kolem r. 1850 némecky matematik K.
F. Gauss. Ukolem je postavit na Sachovnici 8 dam tak, aby zadn4 z nich podle sachovych pravidel neohrozovala
jinou (pfitom na rozdil od ,normalniho“ sachu predpokldddme, Ze vSechny ddmy jsou rovnocenné a vsechny
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Obr. 3.3: jedno z moznych feseni problému 8 dam

jsou navzijem nepidtelské, tedy kazdd z nich muze ohrozovat kteroukoli ze zbyvajicich). Jedno z 92 moznych
feseni vidite na obr. 3.3.

Déle se setkdme s obecnéjsim problémem n dam, ve kterém je ddna Sachovnice s n X n poli, na kterou je treba
umistit n dam, aby se navzdjem neohrozovaly. Pro n = 1 tato tloha nemd vyznam; snadno ukazeme, Ze pro
n = 2,3 tato tloha nema feSeni. Nejmensi hodnota, pro kterou se s ni budeme zabyvat, bude n = 4. Nyn{ se
vsak vratime k ptivodnimu zadani pro n = 8.

Obecné lze 8 dam umistit na Sachovnici (6;) = 4426165368 zpusoby. Je ale jasné, ze kazdd z dam musi byt v
jiném sloupci Sachovnice. To znamend, ze FeSen{ nas{ ilohy muzeme vyjadfit jako osmici (z1,...,zs), kde x;
budou ¢isla fadku. Napf. Feseni, které vidime na obr. 3.3, lze vyjadrit vektorem (4,6,8,2,7,1,3,5).

Odtud plyne podminka: S; =8 = {1,...,8} pro kazdé i = 8 . To omezuje mnozinu moznych osmic na pouhych
16777216.

7 pravidel sachu plynou dalsi omezeni: Zadné dvé ddmy nesméji lezet ve stejné fadce nebo na stejné diagonéle.
Prvni z téchto podminek zmensuje prostor moznych osmic na 8! = 40320.

Podivejme se na postup feseni. Zacneme tim, ze umistime prvni ddmu do prvniho Ffadku; vektor feSeni tedy
bude za¢inat (1,...). Z podminky, ze zddné dvé ddmy nesméji lezet na téze Fddce nebo na téze diagondle,
dostdvame, ze neméa smysl déle zkoumat zddnou n-tici, kterd by zac¢inala (1,1,...) nebo (1,2,...). Zkusime
tedy (1,3,...) a pokusime se umistit dalsi ddmu do tietiho sloupce. Podobné uvazujeme i pii obsazovani
ostatnich pozic vektoru feseni.

Postup pfi pouziti metody hledani s navratem lze snadno znazornit pomoci stavového stromu problému.
Kofen stromu odpovida pocateénimu stavu; kazdd z hran, které vychéazeji z kotene, odpovida jedné mozné
volbé prvni slozky feseni 1. Obecné vrcholy stromu na i-té irovni odpovidaji stavum problému ve chvili, kdy
znédme (z1,...,T;—1), a hrany vychdzejici z vrcholu na i-té drovni odpovidaji moznym hodnotdm ;. Viechny
cesty od kofene do ostatnich vrcholu popisuji stavovy prostor problému.

Metodu hledani s ndvratem pak muzeme popsat jako postupné prochazeni stavového stromu problému a jeho
postupné , profezavani“: Jakmile o néjaké vétvi zjistime, Ze nemuze vést k optimalnimu feSeni, pfestaneme ji
prochézet.

Na obrézku 3.4 vidime stavovy strom problému 4 dam, ve kterém bereme v tivahu podminku, ze feSeni musi
byt permutaci mnoziny {1,2,3,4}.
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Obr. 3.4: Uplny stavovy strom problému 4 dam
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Obr. 3.5: Stavovy strom problému 4 dam, generovany pii hledani s nadvratem
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Cérkované je oznacen jeden z podstromi. Vrcholy jsou oéislovény tak, jak by se prochazely pii tplném
prohledavani. Hrany jsou oznaCeny hodnotami, které bychom v odpovidajicich krocich volili. Metoda hledani
s ndvratem umoznuje vyhnout se prohledavani nékterych podstromu a tak zrychlit feseni problému. Na obr.
3.5 vidite tyz strom, ,prostithany* metodou hleddni s ndvratem. Obsahuje vSechny generované stavy; stavy,
které predstavuji feSeni, jsou vyznaceny tucné.

Poznamenejme, ze v pro nékteré problémy nemusi byt stavovy strom symetricky.
Z toho plyne, ze feSeni jsou ty stavy S, pro které cesta od korene k S definuje n-tici vyhovujici véem omezenim,
piipadné optimalizujici i¢elovou funkei (na obrézku 3.4 jsou to pouze listy).

Strom stavového prostoru (stavovy strom) problému se skldadd z podstromu; tomu odpovidd skuteénost, ze
stavovy prostor problému lze rozdélit na podprostory. Pritom kazdému prvku prostoru feseni odpovida néjaky
vrchol ve stavovém stromé.

3.4.2 Podrobnéjsi formulace pro zvlastni pripad

V tomto odstavci sestavime obecnou formulaci metody hledani s ndvratem pro piipad, kdy hleddme vSechny
stavy, které vyhovuji danym omezenim.

Bud’ (1, ...,;) cesta od kofene k néjakému vrcholu z; ve stavovém stromeé. Oznacime symbolem T (z1, ..., x;)
mnozinu v8ech moznych hodnot ;41 takovych, ze (z1,...,x;) je také cesta pro néjaky stav problému.

Déle piedpokldddme, ze omezujici podminky muzeme vyjadiit jako predikaty (logické funkce) B; takové, ze
Bit1 (1,...,xi+1) je nepravdivé pro cestu (z1,...,x;+1), kterou nelze prodlouzit tak, abychom dostali Feseni.
To znamend, ze kandiddtem na obsazeni pozice i + 1 ve vektoru feseni X budou ty hodnoty z;11, které
vygeneruje T a které splnuji B;41.

Proceduru, popisujici metodu hledani s navratem, lze formulovat jak rekurzivné tak i nerekurzivné. Ukdzeme
si obé moznosti. V obou budeme predpoklddat, ze X je globalni pole, ve kterém se konstruuji jednotliva feseni.
Jakmile procedura dospéje k feseni, ulozi je (vytiskne, zakresi ...) a pokracuje d4l.
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var X: array [1..n] of stav; {deklarace pro ob& verze}
procedure BT; {nerekurzivni verze}
var k: integer;
begin

k :=1;

while k > 0 do begin
if (,,zbyva nevyzkousené X [k] €

T(X[1],...,X [k —1]) takové, ze B (X [1],..., X [k — 1]) = true*)
then begin
if(, X [1],...,X [k — 1] tvoi{ odpovéd“) then Uloz(X) else
k := k+1 {vezmi ndsledujici moZnost}
end else
k := k-1; {vrat’ se k pfredchozi moZnosti}
end;
end;

Rekurzivni verze je jednodussi:

procedure BT(k: integer); {rekurzivni verze}
begin
»pro viechna X [k] takovd, ze X [k] € T (X [1],..., X [k — 1)) ABr (X [1],..., X [k]) = true® do
begin
if (,X[1],...,X [k] tvoif odpoved®) then Uloz(X) else BT(k+1)
end;
end;

Poznamky k rekurzivni verzi: Jednotliva volani procedury BT najdou vzdy nejvyse jednu slozku vektoru feseni.
V cyklu ,,pro vSechna X [k]...“ se vypiSe vysledek, pokud se néjaky nasel; jinak se rekurzivné zavold procedura
BT s hodnotou k + 1, tj. bude se hledat dalsf slozka. Pokud vhodné X [k] neexistuje, nestane se viibec nic a
toto rekurzivni volani procedury BT skonci, ¢imz se automaticky vratime o iroven zpét.

Rekurzivn{ formulace vychdzi piirozenéjsi (podobné jako vétsina algoritmu, které se néjak tykaji stromu).
Casové naroc¢nost algoritmu zavisi struktuie stavového stromu, na narocnosti generovani novych stavi a
testovani podminek a predevsim na uUspésnosti a na vcéasnosti ,odfezavani“ vétvi stavového stromu, které
nevedou k feSeni - tedy na ,sile* podminek B;.

3.5 Obecné metody prohledavani stavového stromu

7 vykladu v predchozim odstavci je ziejmé, ze metoda hledani s navratem predstavuje jen jednu z moznosti,
jak prochéazet stavovy strom daného problému. Podivejme se tedy na nékteré dalsi moznosti.

Nejprve zavedeme nékolik nazvu.

Jako Zivy oznacime vrchol stavového podstromu, ktery jsme jiz generovali (tj. generovali jsme odpovidajici stav
problému), ale od kterého dosud nebyli generovéni vsichni potomeci. Rozvijeny vrchol je vrchol, jehoz potomky
pravé generujeme. Mrtvy vrchol je vrchol, jehoz vsichni potomci jiz byli generovani nebo ktery jiz nebude déle
rozvijen z jinych duvodu.

Vsechny metody feSeni daného problému, zalozené na prohledavani stavového stromu, vyzaduji, abychom si
uchovavali seznam zivych vrcholi. Pii prochdzeni stromu mizeme postupovat riznymi zpusoby.

Prvn{ mozny pifstup predstavuje metoda hleddn{ s ndvratem (backtracking) a spo¢ivd v tom, ze jakmile
vygenerujeme potomka P pravé rozvijeného vrcholu R, stane se P rozvijenym vrcholem. Po vycerpani vsech
potomku vrcholu P se stane R znovu rozvijenym uzlem. (Odtud pochdzi alternativni oznaceni prohleddvdnd

do hloubky).

Druhou krajnost predstavuje metoda prohleddvdni do $itky. P¥ini zistane rozvijeny vrchol rozvijenym vrcholem
az do uplného vycerpani viech potomku. Nové vygenerované vrcholy se uklddaji do fronty. Jakmile se vygeneruji
v§ichni bezprostiedni potomci aktudlniho rozvijeného vrcholu, vezme se jako dalsi rozvijeny vrchol ten, ktery
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Obr. 3.6: Stavovy strom problému s jedinym fesenim a jeho prohledavani do sitky

je ve fronté na radé. Pii prohledavani do Sitky tedy prochazime stavovy strom ,po patrech®. Ve stromu na
obrazku 3.6 je vyznaceno poradi, v jakém bychom touto metodou generovali jednotlivé vrcholy.

P1i prohledavani do sitky pouzivame - podobné jako pfi prohledavani do hloubky - omezujicich podminek k
wzabijeni* Zivych vrcholi, to znamena k uréeni, zda dany vrchol muze vést k feSeni.

Jak metoda prohledavani do sitky tak i metoda prohleddavani do hloubky pevné piedepisuji pofadi prochdzeni
stavu problému.

Podivejme se na stavovy strom na obr. 3.6 Jediné feseni daného problému je na ném vyznaceno pismenem , R*.
Pouzijeme-li prohleddvéni do hloubky, bude zélezet na tom, jak ocislujeme stavy (tedy zda budeme stavovy
strom prochéazet z levé nebo z pravé strany). V nejlepsim piipadé najdeme feseni po 5 krocich, v nejhorsim po
37 krocich, jako uplné posledni moznost.

P1i prohledavani do §itky najdeme feSeni jako posledni.

Uplné prohledavani stavového stromu muze byt prakticky neproveditelné. Nejzndméjsim piikladem problému,
ktery takto (na soucasnych pocitacich) nelze Fesit, je Sachovd hra. Jeji stavovy strom je sice konecny, avsak
velice rozséhly. Uddvd se, ze prumérny faktor vétveni tohoto stromu je cca 38 (to znamend, ze po kazdém
pultahu mé soupef prumérné 38 moznosti, jak pokracovat, a tedy ze z kazdého vrcholu vychdzi v pruméru
38 hran [21]). Uplné prohledani stavového prostoru na 15 pultahtt dopiedu (tedy zdaleka ne celého stavového
stromu Sachové hry) by pak vyzadovalo zpracovat vice nez 4,910%% moznost{. Kdybychom zvl4dli jeden milién
moznost{ za sekundu, potiebovali bychom k prohledéni vymezeného podprostoru vice nez 1019 let, coz je doba
srovnatelnd se starim vesmiru podle dnesnich odhad.

Predchozi ptiklad ukazuje, ze pevné predepsané poradi prohleddavani nemusi byt vyhodné. Proto se casto
hleda ,rozumna“ vahova funkce F', definovand na zivych vrcholech, podle které bychom se mohli rozhodnout,
ktery uzel bude nejvyhodnéjsi rozvijet jako ndsledujici. Hodnota F' (C) této funkce pro vrchol C' pfedstavuje
napiiklad odhad pravdépodobnosti, ze pres C vede cesta k feSeni.

Pii rozhodovéni, ktery z vrcholu C; budeme rozvijet jako ndsledujici, muzeme pouzit piimo hodnot F (C;).
Lze-li pomoci funkce G odhadnout pro vrchol C; pocet operaci, potfebny k dosazeni odpovédi z daného vrcholu,
muzeme pii rozhodovén{ o nasledujicim rozvijeném vrcholu vychdzet hodnoty souctu f (F (C;))+ G (C;), kde
f je vhodné neklesajici funkce.

V idedlnim piipadé by F (C;) uddvalo vzdélenost vrcholu C; od feSeni. Takovd funkce by vedla pifmo k
pozadovanému vysledku; jeji nalezeni je ovSem tloha ekvivalentni feSeni puvodni tlohy. Proto se pii volbé
nasledujiciho rozvijeného vrcholu pouziva odhadu, pfi jehoz konstrukci se vychazi z ¢asteénych znalosti o
feSeni dané tlohy.

v



Kapitola 4

Rekurze

Jako rekurzivni oznacujeme strukturu, které obsahuje odkaz na sebe nebo na strukturu stejného druhu. Z
reklam zname napt. rekurzivni obrazky: divka predvadi pocita¢, na jehoz obrazovce vidime tutéz divku, jak
predvadi tyz pocitac atd.

Ve 2. kapitole jsme se setkali s rekurzivnimi datovymi strukturami: kazda slozka stromu nebo seznamu obsahuje
odkaz (ukazatel) na slozku stejného typu.

V této kapitole se budeme zabyvat rekurzi v algoritmech a v odpovidajicich programovych strukturach - v
proceduréch a funkcich.

4.1 Rekurzivni algoritmy a podprogramy

Rekurzivni algoritmus dostaneme, jestlize pii rozkladu problému na elementarni kroky dojdeme k problému
stejného druhu, ale (v néjakém smyslu) mensiho rozsahu.

Rekurzivita algoritmu je ¢asto dusledkem rekurzivni povahy zpracovavanych dat. Pfipomenme si napf. algo-
ritmus zpracovani bindrniho stromu, ktery je pfirozené rekurzivni:

1. Zpracujeme tdaj v koteni.
2. Pokud m4 dany strom levy podstrom, zpracujeme ho.

3. Pokud m4 dany strom pravy podstrom, zpracujeme ho.

Ve druhém a tfetim kroku se zde odvoldvdme na tento algoritmus jako celek (,zpracujeme podstrom*). Resime
tedy tyz problém, ovSem pro mensi mnozinu dat.

Obecny tvar rekurzivniho algoritmu P bychom mohli popsat formuli
rP=C|S;, P, (4.1)
kde C' znamend kompozici kroku S;, které neobsahuji odkaz na P, a samotného algoritmu P. P¥ipomeinime si

ale, ze i rekurzivni algoritmus musi byt koneény. To znamend, ze odkaz na sebe sama v (4.1) musi{ byt vézin
na splnéni urcité podminky, kterou oznacime B:

P =C|S;,if Bthen P]. (4.2)
V mnoha ptipadech je rekurzivni voldni vdzano na hodnotu pfirozeného ¢isla n, takze podminka (4.2) mé tvar

P(n)=C[S;,ifn > 0then P (n—1)].

Tato formulace zduraziuje, ze pocet rekurzivnich volani musi byt konecny.

o7
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4.1.1 Rekurze v programu

Rekurzi v programu realizujeme na urovni podprogramu, tj. procedur a funkci. Jako rekurzivni oznacujeme
takové voldn{ procedury (funkce), pii kterém dojde k aktivaci téla podprogramu diive, nez se ukonéi aktivace
predchozi.

Nékdy je vhodné rozlisovat primou a neprimou rekurzi. Jako pfimou rekurzi oznacujeme situaci, kdy télo pod-
programu f obsahuje volani sebe sama. Nepiimd rekurze nastane, jestlize podprogram f volad podprogram g,
podprogram g; vola podprogram gs, ..., podprogram g, vold f. Vzhledem k nepiimé rekurzi nebo k moznosti
volat podprogram pomoci ukazatel neni mozné prohlidkou zdrojového textu zjistit, zda se v programu muze
vyskytnout rekurzivni volani.

Kazdé volani podprogramu znamend vytvoreni lokalnich proménnych a pridéleni mista pro skute¢né parame-
try. Jako skryty parametr se pfi volani podprogramu predava také navratova adresa. Pii nékolikandasobném
rekurzivnim voldni procedury se tyto lokalni objekty vytvareji zvlast’ pro kazdou aktivaci. Vzhledem k tomu,
Ze pamét’ dnesnich pocitacu neni nekonecnd (a stézi kdy bude), muze se snadno stét, ze rekurzivni program
skonéi chybou, kdyz vycerpd veskerou volnou pamét’. Proto jestlize napiSseme rekurzivni podprogram, musime
nejen védét, ze pocet rekurzivnich volani bude konec¢ny, ale také ze hloubka rekurze nebude velka.

Priklad 4.1

Jednoduchym piikladem na rekurzi mize byt funkce faktorial. Z definice
n! = Hz
i=1

pron>0,nl=1pron=20
plyne vztah n! =n(n —1)!

Rekurzivni funkce pro vypocet faktoridlu nezdporného celého ¢isla by tedy mohla mit tvar

function f(n: integer): integer;
begin

if n = 0 then £ := 1

else f := nxf(n-1)
end;

Na prvni pohled je ziejmé, ze rekurzivni vypocet faktoridlu neni piili§ vyhodny. Daleko efektivnéjsi je vynasobit
¢isla 1,...,n v cyklu.

Rekurze a programovaci jazyky

Vétsina dnes pouzivanych programovacich jazyku pripousti rekurzivni voldni podprogramu. Mezi vyjimky patii
napi. Fortran.

P#i nepiimé rekurzi se nelze vyhnout situaci, kdy jeden z podprogramu jiny podprogram, ktery jsme jesté
nedefinovali. Ke spravnému piekladu voldni podprogramu ovsem staci, aby prekladac znal rozhrani (hlavicku)
volané funkce. Prekladaci Pascalu ji sdélime pomoci deklarace s direktivou forward, v. ANSI C a v C++
pouzijeme prototyp funkce.

Programovaci jazyky, které neprovadéji kontrolu typu preddvanych parametru, nemusi predbézné informace
pozadovat, (jako je tomu ve starsich variantdch jazyka C).

4.1.2 Kdy se rekurzi vyhnout

Jestlize pracujeme s rekurzivnimi daty nebo vychazime z rekurzivnich definic, dospéjeme obvykle zcela prirozené
k rekurzivnim algoritmum. To ale neznamend, Ze rekurzivni implementace je nejlepsim fesenim (pokud nam
ji programovaci jazyk vibec dovoluje).

Typicky algoritmus, u kterého lze se rekurzi vyhnout, muzeme charakterizovat pomoci schématu
P =[S,if Bthen P]. (4.3)
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(v tomto zapisu zdvorky [ ] predepisuji sekvenéni provedeni operaci, které jsou v nich zapsany). Takovato
schémata se zpravidla objevuji u vypoc¢tu na zdkladé jednoduchych rekurentnich vztahu jako je faktorial v
prikladu 4.1.

Schéma (4.3) piedepisuje provést kroky S, a pokud je splnéna podminka B, zavolat P - tedy znovu provést S,
a pokud je splnéna podminka B, zavolat ... atd. Je tedy zfejmé, ze schéma (4.3) je ekvivalentn{ iterativnimu
schématu

P = [S,while Bdo S]. (4.4)

které vede k efektivnéjsimu programu.

Jiny, trochu slozitéjsi priklad, kdy je pouziti rekurze nevyhodné, predstavuji vypocty zalozené na rekurentnich
vztazich tvaru

ITn = f (ajn—la Tn—2,--- 7xn—k) (45)
ve kterych zname x, ..., xg. Je jasné, ze pii vypoctu x, muzeme postupovat ,shora dolu“, tj. rekurzivné, nebo
»zdola nahoru“, iterativné. Nésledujici piiklad nam vsSak ukéze, ze rekurzivni vypocet byva v tomto ptripadé
mimoradné neefektivni.

Priklad 4.2

Jednoduchym pifkladem rekurentni posloupnosti, zadané schématem tvaru (4.5), jsou Fibonacciova ¢isla  fp,,
definovand takto:
fn+1 = fn + fn—l pro n > 1,f0 = O,fl =1.

Podivejme se, jak to dopadne, naprogramujeme-li vypocet Fibonacciovych ¢isel jako rekurzivni funkci:

function F(n: integer): integer; {Fibonacciova &isla jako}
begin {programatorsky horor}
if (n =0) or (n =1) then f :=n
else f := f(n-1) + £(n-2)
end;

Vypocet f (n) pro jakékoli n > 1 znamend automaticky dals{ dvé volan{ f. Oznacime-li p,, pocet voldni funkce
f potfebny pro vypocet f,, bude pro p, platit rekurentni vztah

Pn =Pn-1+DPn-2+1 (46)
Protoze pii vypoctu p,—1 budeme muset pocitat i p,—o, musi byt p,—1 > p,—a, takze ze vztahu (4.6) plyne
Dn > 2pn—2. (47)

Protoze po = p1 = 1, plyne ze (4.7), ze pocet volani p,, roste rychleji nez posloupnost 27/2 Graf rekurzivniho
voléni pro n = 5 vidite na obr. 4.1. Vsimnéte si, ze hodnota f (0) se pocitd t¥ikrat a hodnota f (1) dokonce
pétkrat!

Pouzijeme-li nerekurzivniho vypoctu, napf.

function F(n: integer): integer; {Fibonacciova &isla }
var a,b,c,i: integer; {nerekurzivné&}
begin
if (n =0) or (n =1) then f :=n
else begin
a :=0; b :=1;
for i:=2 to n do begin
c :=a+b; a:=Db; b :=c;

bude se kazda z hodnot posloupnosti pocitat pouze jednou.
S rekurentnimi vztahy tohoto typu se setkdme v matematice pomérné ¢asto. Napi. Besselovy funkce vyhovuji
rekurentnimu vztahu

2v
Joy1 () = ;Ju (z) = Jy—1 (), veR.
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0 0

Obr. 4.1: Graf rekurzivnich volan{ pti vypoctu f (5)

Podobné vztahy plati i pro dalsi specialni funkce. Jinym ptikladem mohou byt kombinaéni ¢isla, ktera spliiuji

rekurzivni vztah
n+1 n
k+1 k k+1

4.2 Jak odstranit rekurzi

Rekurzivni algoritmy, jak uz vime, vznikaji ¢asto jako prirozeny dusledek postupu shora dolu pifi ndvrhu
algoritmu. Nékdy je ovSsem nezbytné transformovat algoritmus do nerekurzivni podoby - napft. proto, Ze pouzity
programovaci jazyk ji nedovoluje.

Ukézeme si jednoduchy postup, s jehoz pomoci odstranime z podprogramu rekurzivni volani (jde o piimou
rekurzi, kterd se vyskytuje podstatné ¢astéji nez rekurze nepiima). Nésledujici postup je zaloZzen na vyuziti
zasobniku. Pro jednoduchost v ném budeme pod ozna¢enim ,,procedura® rozumét i funkci.

1. Na pocatku procedury deklarujeme zasobnik jako globalni objekt; také ukazatel na vrchol zdsobniku
bude globélni. Tento zasobnik bude slouzit k ukladani parametru, lokdlnich proménnych, ndvratovych
adres a vypoctenych hodnot pii rekurzivnim volani.

2. Pied prvni piikaz téla procedury vlozime naveésti L.

Déle kazdé rekurzivni volani dané procedury nahradime nésledujici posloupnosti piikazu:
3. Ulozime na zésobnik lokalni proménné a formalni parametry.

4. Vytvorime i-té nové naveésti L;,i = 2,..., a hodnotu i ulozime do zasobniku. Tuto hodnotu pozdéji
pouzijeme ke stanoveni navratové adresy. Vytvorené ndvésti umistime v kroku 7.

5. Vyhodnotime skute¢né parametry nového volani a ulozime je do formélnich parametru (nikoli do zdsob-
niku).
6. Vlozime nepodminény skok na pocatek procedury, na navésti L.

7. Jestlize takto upravujeme funkci, umistime navésti, vytvoirené ve 4. kroku, k ptikazu, kterym vyjmeme
hodnotu funkce ze zasobniku, a ptipojime kéd, ktery tuto hodnotu v rekurzivni funkci vyuziva. V pro-
cedufe toto navésti pripojime k prvnimu pitkazu bezprostiedné za skokem, vlozenym v 6. kroku.

Na konci procedury provedeme tyto upravy:
8. Je-li zasobnik prazdny, skon¢ime.

9. Jinak vezmeme aktudlni hodnoty vystupnich parametri a preddme je odpovidajicim proménnym na
vrcholu zdsobniku (tim vracime vypoétené hodnoty parametru do pfedchoziho volani).

10. Vlozime kéd, ktery odstran{ ze zdsobniku index ndvratové adresy (pokud tam néjaky je) a ulozime jej
do nepouzité proménné.

11. Vyjmeme ze zdsobniku hodnoty lokalnich proménnych a parametru a pridélime je odpovidajicim promén-
nym.
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12. Je-li to funkce, vlozime instrukce pro vyhodnoceni vracené hodnoty a vysledek ulozime na vrchol zasob-
niku.

13. Index navratové adresy pouzijeme ke skoku na piislusné navesti L;.

Priklad 4.3

Vezmeme rekurzivni verzi funkce faktoridl z piikladu 4.2 a upravime ji podle pfedchoziho navodu. Pfitom
budeme predpoklddat, ze mame k dispozici objektovy typ zdsobnik na ukladani celych ¢isel s konstruktorem
vytvor a s metodami vloZ, vyjmi a prdzdny. V nésledujicim vypisu odkazuji ¢isla v komentaiich na kroky
pfedchoziho navodu.

Citlivéjsi ¢tenafe bych rad predem upozornil, ze vysledek je v ptrikrém rozporu s pravidly programatorské
slusnosti. Je ale jasné, ze takovouto transformaci ziskame polotovar, ktery budeme déle upravovat.

function f(n: integer): integer;
var a: integer;

z: zasobnik;
label L1, L2;

begin
z.VytvoE; {1}
L1: {2}
if n = 0 then a := 1 {vypoctenou hodnotu ulozime do a}
else begin
z.vloz(n); {3}
n :=n-1; {5}
goto L1; {6}
L2: {73}
a := z.vyjmi; {vyjmeme vysledek z pFedchoziho volani}
a := a*n; {a pouzijeme jej}
end;
if z.prazdny then f := a {8}
else begin
n := z.vyjmi; {11}
z.vloz(a); {12}
goto L2; {13}
end;
end;

Vzhledem k tomu, ze funkce f obsahovala jediné rekurzivni volani, nepotiebujeme uklidat navratovou adresu
na zasobnik - ta je vzdy stejnd. Odpadd tedy témér cely krok 4 a krok 10. Funkce nemd zddné vystupni
parametry, takze odpadd i krok 9.

Vysledek, vypoctenou hodnotu, ukldaddme do pomocné proménné a. To neni puvodni lokalni proménna, takze
ji ve 3. kroku nemusime ukladat do zasobniku.

Jak jsme jiz Fekli v uvodu, ziskdme touto transformaci polotovar, ktery muzeme (a musime) jesté déle upravo-
vat. Napiiklad z toho, ze f obsahovala jediné rekurzivni volani, také plyne, vypoctena hodnota, kterd je v a
a kterou ve 12. kroku uklddame na zasobnik, je vzdy stejnd jako hodnota, ktera je v a a kterou vyjimame ze
zdsobniku v 7. kroku. Muzeme tedy vypustit instrukce z.vloZ(a) a z.vyjmi. Ddle se muzeme pokusit odstranit
pifkazy goto a nahradit je cykly! atd. Casto se tak podafi dospét k rozumné iterativni verzi daného algoritmu.

4.3 Dalsi priklady

Na zdvér kapitoly o rekurzi si ukdzeme nékolik ptikladu.

1V nasem piipadé dokonce musime, pokud budeme uvedeny program piekliddat prekladacem, ktery se ¥idi normou ISO jazyka
Pascal. Tato norma, jak znadmo, zakazuje skok dovniti slozeného piikazu, takze konstrukce goto L2 je syntakticky nespravna.
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AOP P AOP P MCP
L] L]
A% PV PV
L O
¢len clen ¢len
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| | [
clen PV
|| | |
f AV ¢len |
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Obr. 4.2: Syntaktickd analyza jednoduchého aritmetického vyrazu (P znamend proménnou)

4.3.1 Syntakticka analyza

Syntaktické definice programovacich jazyku jsou obvykle pfirozené rekurzivni. Proto také muzeme ocekavat,
ze prekladace budou pfi syntaktické analyze pouzivat rekurzivnich procedur.

Jako piiklad vezmeme syntaktickou definici jednoduchého aritmetického vgrazu (JAV). Za jednotlivymi syn-
taktickymi kategoriemi uvedeme v zavorkach zkratky, pomoci kterych se na né budeme déle odvoldvat. Symbol
,| slouzi k oddélovani jednotlivych alternativ, CBZ znamend ,celé ¢islo bez znaménka‘.

aditivni_operdtor (AOP):
multiplikativn_operdtor (MOP):
prootni_vgraz (PV):

+ -
“|
CBZ | promeénnd | (JAV)

PV | dlen MOP PV
élen | AOP ¢len | JAV AOP clen

clen:

JAV:

Pii prekladu potiebujeme urcit vseobecnou syntaktickou tiidu daného fetézce znaki. Na obrazku vidime
piiklad analyzy fetézce ,A + (C - D)*B*“.

Analyzétor zpracovavd zdrojovy soubor znak po zmaku. Muze to byt napf. procedura, jejimiz vstupnimi
parametry jsou ukazatel na znakovy fetézec (vstupni data) a cil (syntaktickd kategorie). Jestlize 1ze znaky,
lezici bezprostfedné za mistem, uréenym ukazatelem, chdpat jako instanci cile, vréti vysledek ANO (true) a
ukazatel se posune o jeden znak doptedu, jinak vrati NE (false) a ukazatel se nezméni.

Podivejme se, jak by probihala analyza fetézce ,A + (C - D)*B* popsanym analyzatorem. Sipkou ,,T“ oznaéime
pozici ukazatele ve vstupnim fetézci, Sipkou ,,—* volani analyzatoru.
— A+ (C-D)*B cil: JAV
T JAV muze byt ¢len
— A+ (C-D)*B
1 ¢len muze byt prvotni vyraz (PV)
— A+ (C-D)*B cil: PV
T ,A“ je instance kategorie ,proménna“, PV
muze byt proménnd - vrat’ ANO, nalezen PV
ANO, nalezen ¢len
ANO, nalezen JAV

cil: ¢len
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Nyni si ale musime polozit otdzku: 1ze najit delsi fetézec, ktery by téz byl JAV? Podle syntaktické definice
zkusime konstrukei ,,JAV AOP ¢len“.
— 4+ (C-D)*B cil: AOP
T ANO, nalezen AOP
— (C-D)*B  cil: ¢len
1 ¢len muze byt PV; PV muze zac¢inat ,,(“, musi to byt konstrukce ,,(JAV)“
— C-D)*B cil: JAV
T ,,C“je proménnd, to je PV - vrat’ ANO
Lze najit delsi fetézec, ktery by byl téz JAV? Zkusime moznost ,,JAV AOP ¢len®.
— -D)*B cil: AOP
T ANO, AOP nalezen
— D)*B il ¢len
T ,,D“je proménnd, tedy PV, tedy ¢len - ANO
Lze najit delsi fetézec, ktery by byl téz JAV?
— )*B cil: AOP
1T NE
Nasli jsme nejdelsi JAV. Aby to byl PV, musi kon¢it zavorkou.
— )*B il )¢
T ANO
Nasli jsme prvotni vyraz, tedy clen. Lze najit delsi ¢len? Jedind mozna konstrukce je ,,clen MOP PV*.
— *B cil: MOP
T ANO, nalezen MOP
— B c: PV
T ,,B* je proménnd, tedy PV - ANO, nalezen PV
ANO, byl nalezen JAV a Tetézec byl plné analyzovan.

4.3.2 Ackermannova funkce

Na zavér si ukazeme, jak se také muze chovat rekurzivné definovand funkce. Ackermannova funkce je dana
predpisem
n+1 pro m = 0,
A(m,n) =< A(m—-1,1) pron =10
A(m—1,A(m,n—1)) jinak.

Jeji definice je zdanlivé jednoducha. Pokud ji budete chvili zkoumat nebo pokud si ji naprogramujete, zjistite,
Ze uz pro velmi nizké hodnoty parametru se vycerpaji moznosti pocitace. V nasledujici tabulce najdete pro
nékolik hodnot parametri hodnotu funkce, pocet rekurzivnich volani, maximalni hloubku rekurze a maximalni
hodnotu parametru n, se kterym je funkce volana.

|m [ n | A(m,n) | poet voldni | max. hloubka | max. n |

0 |n n+1 1 1 n

1 |(n n+2 2n + 2 n+1 n+2

2 (n| 2n+3 | 2n2+"+5 2n +4 2n + 2
3 |n|82"-3 fn 8.2™ —1 8.2™ —4

Tab. 4.1 Vlastnosti Ackermannovy funkce
V tab. 4.1 je f,, posloupnost, rostouci priblizné jako 4™, jejiz osmy Clen ma napf. hodnotu 2785999. Tato
tabulka mimo jiné ukazuje, ze hloubka rekurze a pocet rekurzivnich volani se mohou podstatné lisit.

Poznamenejme, ze pii vypoctu A (4, 1) nestacil zdsobnik a program skonéil chybou.
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Kapitola 5
Tridéni

Pod pojmem tridéni budeme rozumét usporddani zadané posloupnosti dat podle urcitého klice v neklesajicim
nebo nerostoucim poradi.

Prvky posloupnosti, kterou tfidime, mohou byt jakéhokoli typu, samoziejmé vSechny stejného. Obecné pujde
o zdznamy (struktury); klicem, podle kterého budeme prvky posloupnosti porovndvat, muze byt bud’ pfimo
néktera ze slozek tohoto zdznamu nebo funkce, vypocitana na zakladé celého zéaznamu. My budeme pro jednodu-
chost predpokladat, ze kazdy z prvku posloupnosti obsahuje numerickou slozku jménem kli¢. Obcas budeme
pro stru¢nost mluvit pouze o porovnavani prvki; budeme tim ovSem mit na mysli porovnavani jejich kli¢t.
Podobné budeme-li hovotit o ,nejmensim prvku“, budeme mit na mysli prvek s nejmensim klicem atd.

P1i vykladu metod tfidéni budeme rozlisovat dvé zakladni situace:

1. Jestlize zndme predem pocet prvku posloupnosti a vSechny prvky tiidéné posloupnosti jsou ulozeny ve
vnitin{ paméti pocitace, kde k nim muzeme pfistupovat v libovolném poradi (tedy tiidime data, ulozend
v poli), hovotime o vnitinim tridéni.

2. Jestlize pocet prvku tiidéné posloupnosti predem nezndme a prvky tiidéné posloupnosti jsou ulozeny ve
vnéjsi paméti se sekvenénim pifstupem (tedy tFidime soubor na magnetické pésce nebo disku), hovotrime
0 vnéjsim tridend.

Metody vnitiniho a vnéjsiho tiidéni se podstatnym zpusobem lisi, proto o nich budeme hovofit zv1ast’.

5.1 Vnitrni tridéni

men4, ze bychom méli pracovat ,,na misté“, pfimo uvniti tfidéného pole, aniz bychom deklarovali pole pomocné.
Jingmi slovy vychozi (zdrojovd) posloupnost musi byt ulozena na stejném misté paméti jako posloupnost
cilova.

Ma-li tfidéné pole n prvka, méli bychom tedy spotiebu paméti vyjadrit ¢islem n + ¢, kde ¢ je mald konstanta.

Dalsim pozadavkem je samoziejmé efektivita algoritmu. Vhodnym méritkem efektivity muze byt pocet poro-
Existuji ale i ptiklady, ve kterych je porovnani slozitéjsi nez piresun dat. Pfi nagich tivahach si budeme vsimat
zéavislosti obou téchto veli¢in na poc¢tu prvku n tiidéného pole.

V nasledujicich odstavcich se sezndmime s nékolika jednoduchymi metodami pro vnitini tfidéni, které vyzaduji
fadové n? operaci. Tyto algoritmy jsou velice jednoduché a vhodné pro malé objemy tiidénych dat. Navic se

na nich snadno demonstruji principy t¥idéni.

Kwvalitni algoritmy pro tiidéni poli vyzaduji fadové nlogn porovnani, tedy podstatné méné. Jednotlivé operace

V nasledujicich odstaveich budeme zpravidla predpokladat, ze tiidéna posloupnost je ulozena v poli a, dekla-
rovaném piikazem

65
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3 (? 17 1 8 5) neutiidéné
3 (13 1 8 b5
17

(1 5)

3 5 8 17 plné utiidéné

Obr. 5.1: Ttidéni pfimym vkladanim

var a: array [1..n] of data;

V nékterych piipadech toto pole doplnime zleva o nékolik prvki, které poslouzi jako zarazky. Vedle toho
budeme pfedpoklddat deklaraci typu index:

type index = 1..n

5.1.1 Tridéni prfimym vkladanim
Tato metoda pripomind zpusob, jakym si karetni hraci obvykle fadi karty v ruce: z balicku rozdanych karet

berou jednu kartu po druhé a zatradi ji na spravné misto podle velikosti a barvy. Je-li tifeba, odsunou doprava
karty, které zaradili jiz diive.

Pii popisu tfidéni pole piimym vkladdnim vyjdeme z predstavy dvou posloupnosti, zdrojové a cilové. V i-tém
kroku vezmeme i-ty prvek zdrojové posloupnosti a zafadime jej na spravné misto v cilové posloupnosti.

Protoze zdrojova i cilova posloupnost lezi na témze misté paméti, budeme postupovat takto:

e Prvni prvek pole ponechame na misteé.

e Vezmeme druhy prvek a porovname jej s prvnim. Je-li vétsi, ponechame jej na misté, jinak jej zaradime
na prvni misto a prvek z prvniho mista odsuneme na druhé misto.

e Vezmeme tieti prvek, zjistime, zda patii na prvni, druhé nebo tieti misto, zafadime jej a prvky za nim
podle potfeby odsuneme.

atd.

Priklad 5.1

Chceme utfidit posloupnost (3,2,17,1,8,5), viz obr. 5.1. Sipky na obrazku ukazuji sméry piesuntt v jed-
notlivych krocich; v zavorkach je dosud netfidéna ¢ast pole.

Nez se pustime do zapisu algoritmu primého vkladani v Pascalu, musime si ujasnit, jak vlozit prvek na spravné
misto v utiidéné ¢asti posloupnosti.

Nejjednodussi moznost je asi tato: vkladany prvek je na i-tém misté, vlevo od néj je jiz setiidénd ¢ast pole.
Porovname ho tedy s prvkem bezprostiedné vlevo od néj. Pokud je vklddany prvek vétsi nebo roven svému
levému sousedu, je jiz na spravném misté. V opacném piipadé tyto dva prvky prohodime a vkladany prvek
opét porovname s prvkem, ktery je v poli bezprostfedné vlevo od néj atd.

Podivejme se na vkladdni prvku 1 v pifkladu 5.1 (t¥eti fddek na obr. 5.1). Tento prvek stoji na 4. misté.
Porovname jej tedy s prvkem na tFetim misté (17); protoZe je mensi, prohodime je, takze dostaneme posloupnost
2,3,1,17,....
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Daéle porovndme prvek 1 s prvkem na druhém misté (2). Protoze 1 je mensi, opét je prohodime, takze dostaneme
posloupnost 2,1,3,17.... Po dalsim porovnéani a prohozeni dostaneme posloupnost, kterou vidime ve 4. fadku
obrazku.

Hledani spravného mista skonci, jestlize bude prvek vlevo mensi nez vklddany prvek nebo jestlize jsme jiz
dospéli na prvn{ misto v poli. To jsou dvé podminky; jedné z nich se mtizeme zbavit (a tak algoritmus ponékud
zjednodusit), jestlize pouzijeme zarazku.

Pole a bude misto a [1] za¢inat prvkem a [0], tj. deklarujeme je ptikazem
var a: array [0..n] of prvek;

a do a[0] ulozime hodnotu vklddaného prvku. Porovngvani pak skoné{ v nejhorsim ptripadé tésné pred zarazkou,
nebot’ vkladany prvek bude mit stejny kli¢ jako zarazka.

Procedura pro tiidén{ ptimym vkladdnim muze vypadat takto (n je pocet prvku ve t¥idéné posloupnosti):

procedure PriméVkladani;
var i,j: index;

x:  prvek; {pomocnéd prom&nna}
begin
for i := 2 to n do begin
x := ali]l;
al0] := x; {definice zarazky}
j o= 1i-1;
while x.k1i¢ < al[j].k1lic do begin
alj+1] := aljl; {odsouvéani prvka doprava}
dec(j)
end;
alj+1] := x; {vlozeni prvku na sprdavné misto}
end;
end;

Analyza algoritmu pfimého vkladani

Pii rozboru této metody se budeme opirat o proceduru PriméVkladdni. Je ziejmé, Zze nejhorsi mozny piipad
nastane, jestlize bude zdrojovéa posloupnost usporddana v opactném poradi - jako prvni bude nejvétsi prvek,
jako posledni prvek nejmensi. Potom budeme muset v i-tém kroku, pfi vkladani ¢-tého prvku, provést C; = i—1
porovnéni a M; = i + 1 pfesunu véetné ulozeni hodnoty vkladaného prvku do zardzky.

Celkovy pocet porovnam a presunu v nejhorsim piipadé potom bude
n

Crnaz ZC Zz—l): 22_", Mypas ZM ZZH):%. (5.1)

=2 =2

Nejlepsi mozny piipad nastane, kdyz bude zdrojovéa posloupnost jiz spravné usporadana. V takovém piipadé
potiebujeme v kazdém kroku pouze jedno porovnédni, C; = 1. Pocet pfesunu v popsané proceduie bude v
kazdém kroku! M; = 3. Celkovy pocet porovnzim’ a presunu v nejlepsim piipadé potom bude

Conin Zl:n—l Mopin =3(n—1). (5.2)

Budeme-li predpokladat, ze vSechny permutace zdrojové posloupnosti jsou stejné pravdépodobné, muzeme
tvrdit, Ze prumérny pocet porovnéni bude C; = i/2 a pocet pfesunu bude M; = C; + 2. Odtud pro prumeérné
pocty operaci odvodime

n

%ZZ;CZ':%@':%’ M®=2Mi=é(%i+2)=w. (5.3)

Pramérny pocet porovnani i pfesunt je tedy O (nQ)

1Algoritmus t¥idéni pfimym vkldddanim lze naprogramovat tak, ze tyto zbytecné presuny odpadnou, vyslednd procedura bude
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Poznamenejme, Ze metoda piimého vkladani je stabilni v tom smyslu, ze prvky se stejnou hodnotou klice
budou v cilové posloupnosti ulozeny ve stejném potadi jako v posloupnosti zdrojové.

5.1.2 TFidéni binarnim vkladanim

Binarni vklddani predstavuje jisté vylepseni pfimého vkladani. Jestlize si uvédomime, ze zvoleny prvek uk-
lddame do posloupnosti, ktera je jiz setiidénd, muzeme zrychlit hledani mista, na které patii. Pfitom nebudeme
potfebovat zardzku.

Misto pro vklddany prvek budeme zjist'ovat metodou bindrniho vyhleddvani, kterou muzeme povazovat za
typicky ptiklad algoritmu vytvoifeného podle modelu rozdél a panuj: cilovou posloupnost rozdélime na dvé
podposloupnosti a porovnanim zjistime, do které z nich vklddany prvek patii. Opakovanim tohoto postupu
nakonec ur¢ime misto, na které prvek vlozime.

Piesné popiSeme tento algoritmus opét v Pascalu:

procedure BindrniVkladani;
var i,j,k,1,r,m: index;

X: prvek;
begin
for i := 2 to n do begin
x := ali];
1:=1; r :=1i-1; {1,r jsou meze podposloupnosti}
while 1 <= r do begin {bindrni hledani}
= (1+r) div 2; {rozd&lime na poloviny}
if x.kli¢ < al[m].kli¢ then r := m-1
else 1 := m+l
end;{while}
for j := i-1 downto 1 do al[j+1] := al[jl;
all] := x;
end; {for i}
end;

Analyza algoritmu binarniho vkladani

Misto, na které ulozime novy prvek, je popsano podminkou
aljl.klic <= x.k1ic <= a[j+1].k1ic.

Zkoumany interval délky 4 pfitom musime rozdélit podle okolnosti bud’ [log, i]-krat, kde [z] oznacuje celou
Cést ¢isla z, nebo ([logy i] + 1)-krét. To znamend, ze celkovy pocet porovndni C' bude omezen soucty

Z log,i] < C < Z ([logy i +1) (5.4)

=1

Hodnotu souctu na levé strané (5.4) muzeme piiblizné odhadnout pomoci integrélu:

Z [log, 7] / log, zdx = [z (logy x — 5)]} = n(logyn — s) + s, (5.5)
i=1

(5)
kde s =log,e =1/1In2 = 1,44269....

Pritom pocet porovnani bude prakticky nezavisly na uspotradani prvku zdrojové posloupnosti. Pocet presunt
zustane ovsem v podstaté stejny jako v pripadé piimého vkladani, odpadnou pouze operace se zarazkou. To
znamend, ze pocet porovndni bude podle (5.5) jen O (nlog, n), avsak pocet presunu zustane O (n2) Vzhledem
k tomu, ze presuny jsou zpravidla ¢asové narocnéjsi nez porovnani, nemusi jit o isporu nijak vyznamnou.
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Obr. 5.2: Ttidéni pfimym vybérem

5.1.3 Tridéni pfimym vybérem
V metodé piimého i binarniho vkladani jsme vzdy brali jeden pfedem urceny prvek zdrojové posloupnosti a
ten jsme vklddali do cflové posloupnosti (tj. probirali jsme celou cflovou posloupnost).

Metoda piimého vybéru je zalozena na opa¢ném principu: ze zdrojové posloupnosti vybereme vhodny prvek
(uvazujeme tedy vlastné celou zdrojovou posloupnost) a ten vlozime na predem pfesné uréené misto cilové
posloupnosti.

Algoritmus pfimého vybéru bude zalozen na nasledujici myslence:
1. Najdeme ve zdrojové posloupnosti prvek s nejmensim klicem.
2. Vyménime ho s prvkem na prvni pozici.

3. Nyni je na prvni pozici nejmensi prvek z celé posloupnosti. Potfebujeme utiidit zbytek posloupnosti,
proto opakujeme tyto kroky se zbylymi n — 1 prvky, dokud je n > 1.

Priklad 5.2

Na obrézku 5.2 vidime postup t¥idéni posloupnosti (3,2,17,1,8,5) metodou piimého vybéru. Sipky naznacuji
vymeény. Poznamenejme, ze ve druhém kroku nedojde k vyméné prvku, nebot’ nejmensi prvek ze zdrojové
posloupnosti je pravé na druhém misté; podobné nedojde k vyméné v patém kroku.

Procedura pro tfidéni piimym vybérem byva obvykle uvadéna ve tvaru

procedure PrimyVybér;
var i,j,k: index;

X: prvek;
begin
for i := 1 to n-1 do begin {na prvni druhé,... misto}
k = 1;
x := alil; {*}
for j := i+l to n do {najdi nejmensi}
if al[j].kli¢ < x.k1lit then begin
k = j;
x := aljl; {**}
end;
alk] := alil; {prohod’ ho s prvkem na i-tém mist&}
ali] := x; {**xx7}
end;
end;

Ponékud vyhodnéjsi muze byt nasledujici varianta téze procedury, ve které uSetiime nékolik pfesunt prvku:

procedure PrimyVybérl;
var i,j,k: index;
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X: prvek;
begin
for i := 1 to n-1 do begin {na prvni druhé,... misto}
k = 1;
for j := i+l to n do {najdi index nejmenZiho}
if al[j].klic < alk].kli¢ then begin
k = j;
end;
x := alk]l; {prohod’ nejmensi s prvkem na i-tém misté&}
alk] := alil;
ali] := x;
end;
end;

Analyza tridéni pfimym vybérem

Pokud jde o pocet porovnéani klicu, je tato metoda horsi nez piimy vybér. Pocet porovnéani totiz nezavisi na
pocatecnim usporadani prvka v poli, nebot’ v i-tém kroku vzdy prohleddvame celé pole a od pozice i + 1 do
konce. To znamend, Ze pocCet porovnani je

C:%n(n—l).

Pokud jde o pocet presunu, zalezi na tom, zda pouzijeme proceduru PrimgVibér nebo PrimyVijbérl.

V piipadé procedury PiimyVybér bude minimalni pocet pfesunu
Mpin =3(n—1) (5.6)

a to v piipadeé, ze pole je jiz uspoirddané. Maximalni pocet pfesunu nastane v piipadé, ze pole je uspoirddané
v opa¢ném pofadi. V tom piipadé se pti kazdém priuchodu vnéjsim cyklem provedou piikazy oznacené jednou
a tfemi hvézdickami. Ty obsahuji celkem 3 pfesuny. Ptifazovaci piikaz, oznaceny dvéma hvézdickami, se pfi
i =1 provede (n — 1)-krat, pfi dalsim prichodu (n — 2)-krdt, atd. (Pfi prvnim prichodu se na posledn{ misto
ulozil nejvétsi prvek; ve druhém pruchodu se za¢ind u druhého a skonéi u predposledniho prvku a pfitom se na
predposledni misto uloz{ druhy nejvétsi prvek atd.) Pro i > n/2 se jiz ptikaz se dvéma hvézdickami neprovadi,
nebot’ pole je jiz srovnano.

Pii séitdni fady n —1 + n—2 4. .. musime rozlisit nékolik pfipadi podle hodnoty n. Dostaneme, ze maxim&lni

pocet presunu bude
2

Mooy = {%] +3(n—1), (5.7)

kde [z] opét znamend celou ¢ast ¢isla z. PTi stanoven{ priumérného poctu presunu se predpoklddd, ze viechny
mozné permutace prvku pole a jsou stejné pravdépodobné. Lze ukazat, ze prumeérny pocCet presunu bude
piiblizné roven n (Inn + v), kde v je Eulerova konstanta, v = 0,577 ... Viz [1], str. 101.

Pouzijeme-li proceduru PrimyViybérl, bude tieba v kazdém kroku 3 pfesuny bez ohledu na usporadani prvkia,
tedy celkem 3 (n — 1) pfesunu.

5.1.4 Bublinkové tiidéni a tfidéni pretirasanim
Tyto dvé metody bychom mohli shrnout pod oznaceni ,tiidéni pfimou vymeénou“, nebot’ vymény prvku jsou
jejich dominantnim rysem. Podobné jako vétsina metod vnitiniho tiidéni jsou tyto dvé metody jsou zalozeny

na opakovaném prochazeni polem. Pfitom se vzdy porovnavaji dva sousedni prvky, a pokud nejsou ulozeny ve
spravném potradi, prohodi se.

Algoritmus bublinkového tridént (bubblesort) v nejjednodussi podobné muzeme vyjadiit ndsledujici pascalskou
procedurou:

procedure Bubléani;
var i,j: index;

x: prvek;
begin
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55 | 44 ~12 12 12 12 12 12
12| 55 | 44 718 18 18 18 18
42| 12— 55 | 44 42 42 42 42
% | 42 =1 55 | 44— 44 44 44
18| 94 | 42 421 55 55 =55 55
6~ 18— 94 o 67 67 67 67— 67
67 67 67— 94 94 94 94 94

Obr. 5.3: Bublinkové tridéni

for i := 2 to n do begin {n-1 krat projdeme polem}
for j := n downto i do {prichod polem}
if al[j-1].k1i¢ > al[j].k1lic¢ then begin
x := alj-11; {pokud prvky nejsou}
alj-11 := aljl; {ve spravném poradi,}
aljl := x; {prohodime je}
end;
end;
end;{bublani}

Jestlize pole prochdzime ,,odzadu®, jako je tomu v proceduie Bubldni, dostane se pii prvnim prichodu nejmensi
prvek na prvni misto. Ve druhém pruchodu uz nemusime prochazet celé pole, sta¢i skoné¢it na druhém miste,
kam se pii druhém pruchodu dostane druhy nejmensi prvek; atd.

Priklad 5.3

Ukézeme si efekt procedury Bubldn? pti tFidéni posloupnosti (44, 55, 12, 42, 9, 18, 6, 67). Na obrazku 5.3 jsme
ji zapsali svisle ve sloupci nadepsaném Z. V dalsich sloupcich vidime tfidéné pole pii jednotlivych prichodech
cyklem s parametrem 4.

S trochou fantazie si muzeme piredstavovat, ze v prvnim prichodu ,vyplave“ nejlehéi prvek na prvni misto
(jako bublinka - odtud nézev), ve druhém prichodu druhy nejlehéi prvek atd.

Na prvni pohled je zfejmé, ze algoritmus, popsany procedurou Bubldni, lze vylepsit. Tato procedura totiz
nerozpozné utiidéné pole, takze napt. posledni tii pruchody pii t¥idéni posloupnosti, uvedené v piikladu 5.3,
byly naprosto zbytecéné. To muzeme napravit napt. tak, ze budeme pii kazdém pruchodu zaznamendvat pocet
vymeén. Jestlize nedojde k zddné vyméné, je tiidéni skonc¢eno. Cyklus for s parametrem ¢ nahradime cyklem
repeat s podminkou ,,v minulém prichodu doslo k alespon jedné vymeéneé®.

Dalsiho vylepseni muzeme dosdhnout tim , Ze si zapamatujeme i index prvku, kterého se posledni vyména
tykala. Za timto prvkem jiz nebyly zaddné dalsi vymeény, takze prvky zde jsou jiz usporadany, a proto tento
usek jiz ptisté nemusime prochézet.

Vedle toho je zfejmé nesymetrie algoritmu bublinkového tiidéni: na obrazku 5.3 je vidét, ze nejmensi prvek
zde 6) ,,vybubld® na své misto ihned pfi prvnim pruchodu, i kdyz byl puvodné na predposledni pozici, zatimco

»Vy pr1p p , yz byl p preap p ,
nejvétsi prvek (94) ,klesd ke dnu“ velmi pomalu, pfi kazdém pruchodu jen o jednu pozici.

Kdybychom prochéazeli tfidénou posloupnost v obraceném potadi, tj. od prvniho k poslednimu prvku, chovaly
by se prvky obracené. Nejvétsi prvek by se dostal na své misto ihned, zatimco nejmensi by postupoval po-
malu. Odtud 1ze usuzovat, ze bychom mohli dosahnout dalstho vylepseni, kdybychom pravidelné stiidali sméry
pruchodu.
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Tomuto vylepSeni algoritmu bublinkového tiidéni se Fik& ¢7idénd pretrdsinim (shakesort). jeho algoritmus
muzeme v Pascalu zapsat ve tvaru nédsledujici procedury:

procedure Tfeseni;
var j,k,1l,r : index;

X: prvek;
begin
1l :=2; r :=n; k :=n;
repeat
for j := r downto 1 do {prichod od konce}
if alj-1].k1i¢ > al[j].k1lic¢ then begin
x := alj-11; {vym&na}
alj-11 := aljl; aljl := x;
k = j; {index posledni vymény}
end;
1 := k+1; {ptisté prochazime jen od 1}

for j := 1 to r do
if al[j-1].k1i¢ > al[j].k1lic¢ then begin

x = alj-11; {vym&na}
alj-11 := aljl; aljl := x;
k := j; {index posledni vymény}
end;
r := k-1; {pfisté prochazime jen od r}
until 1 > r; {kdyz se 1 a r se setkaji, konec}

end; {Tfeseni}

Analyza bublinkového tfidéni a tFidéni pretirasanim

Pocet porovnani pii bublinkovém tfidéni v nejjednodussi podobé nezavisi na usporadani pole a je vzdy roven

C’:Z(n—i):%(rﬂfn). (5.8)

Minimélni pocet pfesunu je ziejmé M,,;, = 0, nebot’ pokud je pole jiz uspoirddané, nebude nikdy splnéna
podminka v ptikazu if v proceduie Bubldni.

Maximélni pocet pFesunu dostaneme pro pole usporadané obrdcené. V tomto piipadé bude dochédzet k vyméné
prvku pii kazdém porovnani v kazdém z pruchodu; vezmeme-li v Givahu, Ze na jednu vyménu prvku potiebujeme
3 pfesuny, dostaneme podobné jako ve vztahu (5.8)

Mmaz =

N w

(n*—n). (5.9)

Pramérny pocet presunt bychom pak mohli odhadnout hodnotou

3
Mo == (n?2—-n).
o= 2 n)

Podivejme se nyni na algoritmus tfidéni pretifdsdnim, popsany procedurou Treseni. Je-li ttidéné pole jiz us-
potradané, bude mit proménnd k po skonceni prvniho cyklu for hodnotu n, nebot’ podminka v piikazu if
nebude splnéna ani jednou. Proménna [ tim ziskd hodnotu n + 1 a télo druhého cyklu for se neprovede jiz ani
jednou. Proménna r pak dostane hodnotu n — 1, cyklus repeat skonéi. Nejmensi pocet porovnani proto bude
Cmin =n-—1.

Pokud jde o prumérny pocet vymén, D. Knuth ukézal, Ze je roven
1
Cop == [n*—n(r+lnn)],
o= 5 [0 —n(r 1)
kde r je jistd konstanta [1]. Pocet vymeén zustdva u tiidéni pretidsinim stejny jako u bublinkového tiidéni. To
znamend, ze ve vétsiné pripadu nebudou mit uvedend vylepseni metody bublinkového tiidéni velky vyznam.
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5.1.5 Shellovo tiidéni (tfidéni se zmenSovanim kroku)

Pii¢inou neefektivnosti nékterych z predchozich algoritmu, napt. t¥idéni ptimym vkladanim nebo bublinkového
ttidéni, je, ze v nich vyménujeme pouze sousedni prvky. Pokud je napiiklad nejmensi prvek ulozen na konci
pole, potiebujeme n vymén, aby se dostal na spravné misto. Proto se nékteré algoritmy snazi preferovat vymény
prvku ,na velké vzddlenosti“. Jednim z takovych algoritmu je i Shellovo t¥idéni (Shellsort), navrzené D. L.
Shellem.

Zakladni myslenkou Shellova tiidéni je preuspotradat pole tak, ze kdyz vezmeme kazdy h-ty prvek, dostaneme
setFidéné pole (takovéto pole se nazyva setiidéné s krokem h). Pole seti{déné s krokem h piedstavuje vlastné
h prolozenych nezavislych poli.

Pii ti{déni pole s krokem h muzeme piesunovat prvky na vétsi vzddlenosti (nejméné h) a tak dosdhnout
menstho poc¢tu vymén pii tiidéni s mensim krokem. Pii Shellové tfidéni tedy utfidime pole s krokem Ay,
pak s krokem hs < h; atd.; nakonec je utiidime s krokem 1 a dostaneme plné utiidéné pole. Pii kazdém z
nésledujicich priuchodu tiidime pole, které je jiz ¢astecné setiidéné, a proto muzeme ocekavat, ze bude treba
jen mélo vymén.

Dosud jsme neur¢ili, jak utiidime pole s krokem h. Pouzijeme napt. metody pfimého vkladani. V oddilu 5.1.1.
jsme pii formulaci algoritmu primého vkladéni pouzili zarazku, abychom zjednodusili podminku pro ukonceni
pruchodu polem. Budeme-li chtit pouzit zardzek i v Shellové tiidéni, musime jich zavést vice. Je-li h; nejvétsi
z kroku, se kterymi dané pole a tfidime, musime je deklarovat piikazem

var a: array [-ht..n] of prvek;

Pro vétsi hodnoty h; to nemusi byt vyhodné. V nasledujici proceduie Shell zardzky nepouzijeme. Ctenaf jisté
dokaze napsat proceduru, vyuzivajici zardzek sam (viz téz [1], str. 107). V této procedute piedpokldddme, ze
t je globalni konstanta, udavajici pocet ruznych kroku pro tiidéni.

procedure Shell;
var i,j,k: index;

X: prvek;
m: 1..t;
h: array [1..t] of integer; {pole délek kroku}
begin
h[t] := 1; {vypocet posloupnosti krokua}

for i := t-1 downto 1 do h[i] := 3*h[i+1]+1;
for m := 1 to t do begin{t¥idéni s krokem h[m]}

k := h[m]; {krok}
for i := k+1 to n do begin {pfimé vkladani}
x := al[i]l;
j = 1i-k;
while (x.k1i& < a[j].k1i&) and (j >= k) do begin
alj+k] := aljl; {bez zarazkyl}
Jj o=k,
end;
alj+k] := x;
end;
end;

end;

Priklad 5.4

Podivejme se opét na posloupnost (44,55,12,42,9,18,6,67). Zkusime ji utiidit pomoci Shellova algoritmu;
pritom zvolime t = 3 a kroky hy = 4, ho = 2 a hg = 1. Jak se dédle dozvime, nejde o ptili§ vyhodnou volbu;
pro nas piiklad ale postaci.

Analyza Shellova tiidéni

Analyza Shellova tiidéni vede ke komplikovanym matematickym problémum, které piresahuji rdmec tohoto

VVVVV
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Zdrojova posloupnost:

44 55 12 42 94 18 6 67

e

Po prvnim pruchodu s krokem 4:

44 18 6 42 94 55 12 67

S SIS

Po druhém pruchodu s krokem 2:

6 18 12 42 44 55 94 67
\_/\_/\_/\_/\/\/\/

Vysledek po tretim pruchodu s krokem 1:
6 12 18 42 44 55 67 94

Obr. 5.4: Shellovo t¥idéni (tFidéni se zmensovanim kroku)

Prvni z problému, o kterych se zminime, je volba posloupnosti kroku h;. Otdzka optimalni volby neni, jak se
zdé, dosud uspokojivé vyiesena. Je vSak znamo, ze obecné horsi vysledky dostaneme, jestlize bude h; ndsobkem
hi—1. Napt. posloupnost ..., 8,4,2, 1 nevede k prilis efektivnimu t¥idéni, nebot’ pii této volbé porovname prvky
na sudych mistech s prvky na lichych mistech az v poslednim pruchodu.

Na druhé strané je zndmo, ze pomérné dobré vysledky dostaneme pro posloupnost kroku definovanou vztahy
ht =1, ki—1 = 3h+1; t volime podle vztahu ¢t = [logs n] — 1, kde [2] opét oznacuje celou ¢ést ¢isla z. Posledni
prvky této posloupnosti jsou 1,4,13,40,121,....

Lze dokdzat, ze pro tuto volbu kroki nepfesahne pocet porovnani hodnotu n/2 [5].

Jind doporucovana posloupnost ma tvar hy = 1, hx—1 = 2h; + 1; v tomto piipadé uréime ¢ ze vztahu t =
[logy ] — 1. Tato posloupnost konéf ¢éisly 1,3,7,15,31,....

Celkové slozitost Shellova algoritmu v tomto piipads je O (n'?). [1]

5.1.6 Stromové tiidéni a tfidéni haldou

Ptedchozi metody byly zalozeny za opakovaném prohleddvani pole - nejprve vSech n prvku, potom n— 1 prvki
atd. Pokud se ndm nepodaii snizit pocet prohledavéani, bude pocet porovnani vzdy fadu O (nQ) Pritom by se
mohlo zdat, ze staci pouhé jedno prohledani pole, nebot’ pfi ném uz ziskdme vSechny potiebné informace. Je
ziejmé, ze vSechny predchozi metody informaci ptili§ optiméalné nevyuzivaly.

Pokusime se tedy navrhnout metodu, kterd bude vyuzivat informaci ponékud efektivnéji.

Rozdélime-li prvky v poli na dvojice, muzeme pomoci n/2 porovndn{ ur¢it mensi prvek z kazdé dvojice. Pomoci
dalsich n/4 porovndni uréime mensi prvek z kazdé ¢tvefice (staci porovnat mensi prvky z kazdé dvojice) atd.
Takto muzeme pomoci n — 1 porovndni sestrojit porovnavaci strom, jehoz kofen obsahuje nejmensi prvek
celého pole a koten kazdého podstromu obsahuje nejmensi prvek tohoto podstromu.

Priklad 5.5

Provnévaci strom, zkonstruovany z posloupnosti (6,11,13,1,8,17,9,30) vidime na obr. 5.5.
Nyni z celého stromu odstranime nejmensi prvek. List, ktery tuto hodnotu obsahoval, nahradime vrcholem
s klicem 400, a ostatni vrcholy porovnavaciho stromu, které obsahovaly nejmensi hodnotu, nahradime vzdy
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Obr. 5.5: Porovnéavaci strom

Obr. 5.6: Porovnavaci strom z obr. 5.5 po odstranéni nejmensiho prvku

druhym z dvojice vrcholt, ve které se tato hodnota vyskytovala. Nyni muzeme odstranit druhy nejmensi prvek
atd. Odstranéné hodnoty tvoii posloupnost sefazenou podle velikosti. Stromové tiidéni skonéi v okamziku, kdy
vrcholu pfifadime hodnotu +oc0.

Piiklad 5.5 (pokracovani)

V porovnavacim stromu na obr. 5.5 je nejmensi hodnota 1. List, ktery ji obsahoval, nahradime listem s hodnotou
+o00. Predchudce tohoto listu bude obsahovat hodnotu 13, ptedchudce na trovni 2 bude obsahovat hodnotu 6
a kotfen pak taky 6. Strom, ktery vznikne touto ipravou, vidime na obr. 5.6. V nésledujicim kroku odstranime
hodnotu 6 a do kofene se dostane 8. Dals{ kroky jisté zvladne ¢tenaf sdm.

Na sestrojeni stromu jsme potiebovali n kroku; na jednotlivé vybéry potiebujeme log, n kroku (pocet téchto
kroku je roven poctu trovni stromu). Protoze vybéru ze stromu je celkem n, dostdvéame, ze stromové tiidén{
potiebuje O (nlogy n) kroku. Pro velkd n tedy bude vyhodnéjsi nez Shellovo tiidéni, které vyzaduje O (nu)
kroku.

Podivejme se nyni na nevyhody stromového tiidéni. Tento algoritmus potiebuje celkem 2n — 1 pamét’ovych
mist, zatimco vSechny pfedchozi metody potiebovaly pouze n mist. Navic v zadvéru stromového tiidéni se strom
zaplni vrcholy s hodnotou +o0o, které se naprosto zbyteé¢né porovnéavaji.

Obé tyto nevyhody se pokousi odstranit metoda tridénd haldou (heapsort), kterou navrhl J. Williams [23].

Halda je zde vlastné binarni strom, v némz jsou ulozend data jistym zpusobem uspoiddana a ktery je ulozen
v poli. Formaln{ definice haldy zni:

Halda je posloupnost prvka hg, b1, ..., h, takovych, ze pro véechny indexy ¢ =, ...,r/2 plati nerovnosti
hi < ho; ; hi < hait1 (5.10)

Uvazujme haldu hq, hs, ..., h,. Pak je h; kofenem stromu a hs a hg jsou jeho levy a pravy nasledovnik. Vrchol
ho mé nasledovniky h4 a hs, vrchol hs ma nasledovniky hg a hy. Viz téz obr. 5.7

Vezméme nyni prvky ai, ..., a, tfidéného pole a. Je-li | > n/2, tvoi{ podle definice haldu, nebot’ ve tFidéném
poli pro zaddny index i = n/2...n neexistuje as; nebo as;y1. Tyto prvky piedstavuji vlastné nejnizsi iroven
bindrniho stromu. Abychom toho mohli vyuzit, potiebujeme ukézat, jak pfidat do haldy novy prvek.
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Obr. 5.8: (a) Priddvéni prvku s hodnotou 30 do haldy; (b) vysledek

Pridejme k haldé a;4;, . . ., a, prvek a;. Nové pfidany prvek v posloupnosti ag, . . ., a, je na misté kofene (nemusf
jit o kofen celého stromu, ale néjakého podstromu). Podivdme se, zda pro néj plati podminky (5.10). Pokud
ano, je vse v poradku a posloupnost ay,...,a, stdle tvori haldu. Pokud ne, musime tento prvek prohodit
s mensim z jeho nésledovniku tak, aby byly podminky (5.10) splnény. Nyn{ opét zkontrolujeme, zda plati
podminky (5.10); pokud ne, musime nové vlozeny prvek opét zaménit s nékterym z ndsledovniku atd.

cvvs

podminky (5.10), které definuji haldu.

Priklad 5.6

Uvazujme haldu z obr. 5.8 (a), kterou tvoii vlastné dva samostatné podstromy. Do této haldy chceme pridat
prvek s hodnotou 30. Nejprve jej vlozime na pozici hy, takze se stane kofenem stromu. Protoze ale nespliiuje
podminky (5.10), musime jej prohodit s mensim z jeho ndsledovniku , ktery ma hodnotu 8. Ani zde nejsou
podminky (5.10) splnény, proto jej opét prohodime s mensim z nédsledovnikt (md hodnotu 29). Vysledek
vidime na obr. 5.8 (b).

Jakmile umime ptidat do haldy novy prvek, umime vytvotit haldu z prvku celého pole:
1. Vyjdeme od prvkiu ay, ..., a, tiidéného pole a pro I = [n/2] + 1; tyto prvky tvoif haldu.
2. K ¢asti haldy, ktera je jiz hotova, postupné pfidame prvky | — 1,1 —2,...,1.

Proceduru, ktera ptida jeden prvek do haldy, nazveme vystizné VytvorHaldu, nebot’ s jeji pomoci haldu opravdu
vytvorime.

procedure VytvofrHaldu(l,r: integer);
label 13;
var i,j: index;

X: prvek;
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begin
i:=1;
J 1= 2%i;
x := alil; {ptidavany prvek}
while j <= r do begin {V tomto cyklu se x zaradi}
if j < r then {Porovnat s mensim z}
if al[j]l.klic > a[j+1].k1i¢ then inc(j); {ndsledovniki}
if x.k1i¢ <= a[j].klit then goto 13; {x je ve&tsi - konec}
alil := aljl; 1 = j; j = 2xi;
end;

13: al[i] := x;
end;{vytvo¥ haldu}

Haldu vytvoiime opakovanym voldnim této procedury pro ! = [n/2],[n/2] = 1,...,1.

Ve vytvofené haldé bude na prvnim misté nejmensi prvek ze tiidéného pole; dalsi prvky vsak jiz sefazené
nejsou. Proto budeme cely postup opakovat pro prvky as,...,a,: vytvorime z nich haldu, kterda bude mit na
prvinim misté (tj. ve druhé pozici tfidéného pole) nejmensi hodnotu zbylé ¢dsti posloupnosti. V dalsim kroku
pak vytvotime haldu z prvku as,...,a, atd.

Zde ovSem vytvarime haldu z n prvku, pak haldu z n—1 prvku atd. Vyhodnéjsi bude, jestlize po prvnim kroku,
po vytvoreni haldy z n prvku, uklidime nalezeny nejmensi prvek na konec pole, tj. vyménime prvni prvek s
poslednim. Snadno se pfesvédéime, ze pokud prvky aq, ..., a, tvorily haldu, tvoii ji i prvky as,...,a,—1. Proto
nyni bude stacit pridat k této haldé an a dostaneme haldu tvofenou aso,...,a,. Druhy nejmensi prvek pole,
ktery bude v koreni této haldy, opét ,,uklidime na konec“, vyménime ho s predposlednim prvkem pole atd.

Priiklad 5.7
Uvazujme posloupnost
(3,5,8,2,1,4,7,6).

Zakladem haldy budou prvky s indexy 5 - 8. k nim postupné pfiddme prvky s indexy 4, 3, 2 a 1 a vytvoiime
tak haldu
(1,2,4,3,5,8,7,6).

Nyni ,,uklidime* nalezeny nejmensi prvek na konec pole, tj. prohodime ho s poslednim prvkem. Tak dostaneme

posloupnost
(6,2,4,3,5,8,7,1).

Protoze prvky 2,4,3,5,8,7 tvoif haldu, sta¢i k ni pridat prvek 6. (Nyni vytvaifme samoziejmé haldu pouze z
prvnich n — 1 prvki.). Po zafazeni prvku 6 do haldy pomoci procedury VytvorHaldu dostaneme posloupnost
(2,3,4,6,5,8,7,1).

Ve zbylé posloupnosti je tedy nejmensi hodnota 2. To opét ,,uklidime“ na konec, vyménime ji za predposledni

prvek a dostaneme
(7,3,4,6,5,8,2,1).

Je tedy tieba pfidat k haldé tvofené prvky a [2]...a [6] prvek 7... atd. Vysledkem bude pole, sefazené obracené:
(8,7,6,5,4,3,2,1).

Popsany postup vede k poli, sefazeném v obraceném potradi. Pokud si pfejeme pole, sefazené od nejmensiho
prvku k nejvétsimu (jako ve vsech predchozich metodéch), stacéi prosté obrétit nerovnosti v procedute Vytvor-
Haldu (tedy vlastné obratit nerovnosti v definici haldy ve vztazich (5.10)).

Vylozeny postup zachycuje procedura TiidéniHaldou. Jejim jadrem je procedura VytvorHaldu se zménénymi
nerovnostmi.

procedure VytvorHaldu(l,r: integer);

label 13;
var i,j: index;
X: prvek;

begin
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i:=1;

J 1= 2%i;

x := alil;

while j <= r do begin {Zaradi x na misto}
if j < r then {Porovndni s vetsim}

if a[j].klic < a[j+1].k1lic¢ then inc(j); {prvkem}

if x.k1i¢ >= a[j].klit then goto 13; {Jsou-1i né&sl. mensi
alil := aljl; i := j; j := 2xi; {tak komnec}

end;

13: al[i] := x;

end;{vytvo¥ haldu}
procedure TfidéniHaldou;
var 1, r: index;

X: prvek;
begin
1 := (n div 2) + 1; {Prvky s indexy 1l..r}
r :=n; {jiz tvo¥i haldu}
while 1 > 1 do begin
dec(1); {P¥idavani prvkia k halds}
VytvorHaldu(l,r)
end;
while r > 1 do begin {Nalezeny nejmensi prvek dej}
x := all]l; {na konec pole}
al1] := alr]l;
alr] := x; {a ze zbytku zase}
dec(r);
VytvofHaldu(l,r) {vytvof haldu}
end;

end;{t¥idéni haldou}

Analyza tfidéni haldou

Proceduru VytvorHaldu budeme volat pii po¢dteénim vytvoreni haldy n/2-krit. Pocet mist, pfes které se
budou pfi jednotlivych volanich premist’ovat vklddané prvky, bude postupné [log, (n/2)], [log, (1 +n/2)],...,
[logs (n — 1)]. Celkem jde tedy o méné nez [(n/2)logy n] presunt pii konstrukei haldy.

Vlastn{ tiidéni (cyklus while r > 1 v proceduie TridéniHaldou) vyzaduje n — 1 pruchodi. Jednotlivd volan{
procedury VytvorHaldu v tomto cyklu vyzaduji nejvyse [log, (n — 1)],[logy (n —2)],...,1 pfesunu; celkem
pujde piiblizné o (n — 1) (logy (n — 1) — s) pfesunt, kde s = log,e = 1,44269... (viz vztah (5.5) v oddilu
o tf{déni bindrnim vkldddnim). Vedle toho potfebujeme pii kazdém pruchodu timto cyklem 3 pfesuny na
premistén{ nalezeného prvku na konec pole, tedy celkem dalsich 3 (n — 1) pfesunu.

Z toho plyne, Ze v celkovy pocet presunt je O (nlog, n). To je vysledek lepsi nez u Shellova algoritmu.

u ptredchozich metod. Napi. nejvétsi prvek se po vytvoreni haldy dostane na prvni misto a teprve pak jej
odsuneme na spravné misto na konci pole. Z toho plyne, ze tiidéni haldou bude vyhodné zejména pro rozsahla
pole, kde se vyrazné uplatni maly pocet operaci.

5.1.7 Rychlé ti¥idéni (quicksort)

Nejcastejsi oznaceni, pod kterym se s timto algoritmem setkdme, je quicksort. Vedle ¢eského prekladu rychlé
tridént se také setkame s oznatenim tridéni rozdélovinim. Algoritmus pro rychlé vnitini t¥idéni publikoval
Hoare [24] a jak se bystry ¢tendr podle ndzvu jisté dovtipil, je (alesponi ve vétsiné pifpadu) velmi rychly.

wevs

vzdélenosti. Jestlize napf. vezmeme pole s n prvky sefazenymi v obriaceném pofadi, muzeme je utiidit po-
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moci pouhych n/2 vymén. Porovndme prvky na obou koncich pole a zaménime je; pak postoupime o jedno
pole smérem ke stfedu a zopakujeme porovnani.

Pokud pole neni sefazené v obraceném potfadi, nemuze byt nas postup tak piimocary. Vyjdeme z principu
rozdél a panuj, o kterém jsme hovotili v kap. 3.1.

Zvolime ndhodné prvek z a usporadame pole a tak, aby vlevo od x lezely prvky s kli¢i mensimi nez je kli¢ x
a vpravo prvky s kli¢i vétsimi nez je kli¢c x. Tim jsme pole rozdélili na tii ¢asti. Prvek x je jiz na svém misté,
vlevo od néj jsou prvky mensi a vpravo od néj jsou prvky veétsi.

Pokud pole obsahuje pouze 3 prvky a za x jsme zvolime prostiedni (prostfedni pokud jde o velikost, tedy
medidn), ziskdme timto procesem usporddané pole. Pokud mé pole délku 2, muzeme za x zvolit kterykoli z

nich - vysledkem bude opét usporddané pole.

Odtud je jiz zfejmy algoritmus rychlého t¥idéni:

e Zvolime z a rozdélime popsanym zpusobem tfidéné pole na tseky a[1],...,a[s],...,a[n]. Pfitom plati,
ze a[s] =z, prvky a[1],...,a[s — 1] jsou mens{ nebo rovny x a prvky al[s+1],...,a[n] jsou véts{ nebo
rovny .

e Proces rozdéleni opakujeme pro tseky a[l],...,a[s] aa[s+1],...a[n] a ddle pak pro jejich ¢dsti, az

dospéjeme k tsekum délky 1. Ty jsou jiz automaticky utiidéné.

Rozdéleni pole na dvé casti

Podivejme se nyni podrobnéji na proces rozdéleni pole na dvé ¢ésti.

7 toho, co jsme si fekli v pfedchozim oddilu, plyne: vyjdeme od prvniho prvku pole a a budeme hledat prvek,
ktery je vétsi nez x (m4 vétsi klic). Zaroven budeme pole a prohledavat od konce, az narazime na prvek, ktery
je mensi nez x. Pak tyto dva prvky zaménime. AZ se oba sméry prohleddavéni setkaji uprostied pole, skon¢ime.

Vzhledem k tomu, ze se s takovymto délenim pole na dvé ¢asti setkame také v nasledujicim oddilu, vénovaném
hledani medianu, formulujeme je jako samostatnou proceduru:

type pole = array [1..n] of prvek;
procedure Rozd&l(var a: pole, x: prvek);

var w: prvek;
i,j: index;
begin
i::=1; j :=n;
repeat {Tyto dva cykly while hledaji}
while a[i].k1i€ < x.k1i& do inc(i); {prvky, které se}
while x.k1i¢ < a[j].kli¢ do dec(j); {navzajem vymé&ni}
if i <= j then begin
w := alil; alil := aljl; aljl := w; {Vym&na}
inc(i); dec(j);
end;
until i > j; {Az do setkani uprostfed polel}
end;

Priklad 5.8

Uvazujme posloupnost
(17,12,15,11,20,13).

Za rozdélovaci prvek x zvolime hodnotu 15. Prvni cyklus while najde prvek 17, ktery je vétsi nez x a lezi vlevo
od x. Druhy cyklus while najde prvek 13, ktery je mensi nez x a lezi vpravo od x. Proto se tyto dva prvky
zameéni. Tak dostaneme posloupnost

(13,12,15,11,20,17).
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Dale prvni cyklus while skonéf u hodnoty 15 (tedy u prvku x) a druhy cyklus while u hodnoty 11. Po vyméné
téchto prvku bude mit nase posloupnost tvar

(13,12,11,15,20,17).

Tim procedura rozdélovani skon¢i. VSimnéte si, ze se pfemistila i zardzka x.

Poznamenejme, ze v algoritmu pro rychlé tiidéni pouzijeme lehce upravenou verzi této procedury.

Vlastni algoritmus rychlého tiidéni

Vlastn{ implementace algoritmu quicksort bude jiz velice jednoduché. Zakladem bude rekurzivni{ (nebo itera-
tivn{) voldni lehce upravené rozdélovaci procedury.

V nésledujici procedute budeme pro zménu predpoklddat, ze pole tiidime na zakladé hodnot funkce Pofadi(X:
proek):integer. Pokud bychom chtéli tiidit podle klict, staci vyrazy tvaru Poad (a [i]) nahradit vyrazy tvaru
ali] .kli.

Procedura Tridéntd, vnofena do procedury Quicksort, je vlastné stard znama procedura Rozdél, ktera ma jako
vstupni parametry pocatecni a koncovy index tfidéného useku pole. Jako x, prvek, podle kterého se pole
rozdéluje, se voli vzdy prostfedni prvek. Na konec této procedury jsme doplnili rekurzivni volani: jestlize po
rozdéleni vzniknou useky delsi nez 1, zavold se na né opét procedura Tridénd.

Vlastni télo procedury Quicksort obsahuje pouze volani procedury Tr idéni pro celé pole, tedy pro tsek od
indexu 1 do n.

procedure Quicksort; {Rekurzivni verze}
{procedura Trid&ni rozdéluje pole na iuseky a ty uspotradava}
{tfidi dsek pole a od a[l] do alrl}
procedure T¥idéni(l,r: index);
var w,x: prvek;
i,j: index;
begin {Trideni}
i=1; j =71,
x := al[(Q+r) div 2]; {Zarazka: prvek uprost¥ed}
repeat
while Pofadi(al[i]) < Pofadi(x) do inc(i);
{Indexy prvka pro vymé&nul}
while Pofradi(al[jl) > Potradi(x) do dec(j);
if i <= j then begin {vyména}
w = alil; alil := aljl; aljl := w;
inc(i); dec(j);

end;
until i>j;
if 1 < j then T¥idéni (1,j); {prvek x na svém misté&}
if i < r then T¥idéni (i,r); {t¥idi se ostatni}

end; {tridéni}

begin {Quicksort}

Tridéni(1,n);
end;{Quicksort}

Pouziti rekurze v algoritmu rychlého tiidéni je ptirozenym dusledkem pouziti principu rozdél a panuj. Ve
skutecnosti ale nemusi byt rekurzivni tvar procedury Quicksort vyhodny. Muzeme pouzit napf. postupu, se
kterym jsme se seznamili v kap. 4.2., a pievést Quicksort do nerekurzivni podoby. Casto je ovem vyhodnéjsi
vyjit z rozboru algoritmu a pokusit se dospét k nerekurzivni verzi ptimo.

V naSem piipadé je ziejmé, ze pii kazdém pruchodu, tj. pfi kazdém volani procedury T7idént, se pole rozdéli
na dva useky. Jeden z nich muzeme ihned zpracovat, meze druhého si musime uschovat. K tomu pouzijeme
zasobnik.
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Na pocéatku vlozime do zdsobniku meze celého pole, tj. 1 a n. Procedura QuicksortN (nerekurzivni quicksort)
si tyto hodnoty ze zdsobniku vezme, tsek pole rozdéli, jednu dvojici mezi ulozi do zasobniku a druhou ihned
zpracuje.

Zpracovani bude probihat v cyklu repeat, ktery skonci, jakmile nebude v zdsobniku zddna dalsi dvojice mezi
ke zpracovani.

Zasobnik bude pole, slozené ze struktur, obsahujicich dvojice indext. Definujeme jej jako objektovy typ:

type zasobnik = object

z: array [1..m] of record {Pole na ukladani dat}
1,r: index end;
s: 0..m; {Ukazatel na vrchol zasobniku}

constructor Vytvof;
procedure Vloz(i,j: index);
procedure Vyjmi(var i,j: index);
function Prazdny: boolean;

end;

Konstruktor Vytvor ulozi do atributu s hodnotu 0 (zdsobnik je prézdny). Metody VioZ resp. Vyjmi umoziujf
vlozit do zasobniku dvojici indexu resp. vyjmout ji ze zdsobniku. Booleovska funkce Prdzdng vrati true, bude-li
zasobnik prazdny, tj. bude-li s = 0. Implementace téchto metod je trividlni a pfenechdvam ji ¢tenafi.

V proceduie deklarujeme zésobnik jako lokdlni proménnou z typu zdsobnik. Pti t¥idéni se budeme - podobné
jako v rekurzivni verzi - opirat o funkci Poradi.

procedure QuicksortN; {Nerekurzivni verze}
var i,j,1l,r: index;
X, W: prvek;
Z: zasobnik;
begin
z.Vytvor;
z.Vloz(1,n); {Inicializace z&sobniku}
repeat {Dalsi dsek z vrcholu zasobniku}
z. Vyjmi(l,r);
repeat {Rozd&leni useku a[l]..al[r]}
i:=1; j :=r;
x := al(Q+r) div 2]; {Zarazka}
repeat

while Poradi(al[i]l) < x do inc(i); {Indexy prvka pro vym&nu}
while Potradi(a[j]) > x do dec(j);
if i <= j then begin {Vyména}
w := alil; alil := aljl; aljl := w;
inc(i); dec(j);
end;
until i>j;
if i < r then z.Vloz(i,r); {Uloz pravy dsek do zasobniku}
r = j;
until 1 >= r;
until z.Préazdny;
end;

V implementaci nerekurzivni verze algoritmu rychlého tiidéni zustal jeden nevyfeSeny problém: jak velké ma
byt m, konstanta, ktera uréuje velikost zasobniku? Odpovéd’ najdeme pii analyze algoritmu rychlého tiidéni.
Analyza rychlého tiidéni

Vyjdeme od analyzy procesu rozdélovani pole na useky. Ma-li tfidéné pole n prvka, potifebujeme k rozdéleni
pole nejvyse n porovnani v cyklech while, kde porovname vsechny prvky se zvolenou zarazkou x.
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Déle uréime stiedni pocet vymén. Bez djmy na obecnosti muzeme piredpokladat, ze tiidéné pole obsahuje
klice 1,...,n. VSechny permutace kli¢u, tedy vSechna mozné uspoiddani prvku v poli, pokladdme za stejné
pravdépodobné. Jako zarazku x jsme zvolili prvek s klicem ¢. Potom bude potfebny pocet vymén roven soucinu
poc¢tu prvki v levém tseku pole, ¢ — 1, a pravdépodobnosti vyskytu klice, ktery je vétsi nez i (a tedy jej musime
vyménit). Tato pravdépodobnost je rovna poctu takovych kli¢i, lomenému n.

Stiredni pocet vymén pii déleni pole na useky potom bude
n

1 n—i+1
M== 1) —— T~ —
£ DICEEY

n
; n 6
1=1

n
~ — 5.11
2 (511)

1
6n
Kdyby se nam podafilo pii volbé rozdélovaciho prvku x zvolit vzdy median, tj. kdyby bylo vysledkem vzdy
rozdéleni pole na poloviny, potiebovali bychom k utiidéni pole log,n prichodt. To znamend, ze v tomto
(nejvyhodnéjsim) piipadé potiebujeme celkem C = nlog,n porovndni a M = (n/6)logyn vymeén, tedy
(n/2)logy n presunt, nebot’ jedna vymeéna prvku vyzaduje tii presuny.

Lze ukdzat, ze pokud budeme rozdélovaci prvek volit ndhodné (rovnomeérné), bude prumérnd G¢innost algoritmu
rychlého tiidéni horsi o faktor 21n2 [1],]26].

Podivejme se jesté na nejhorsi piipad. Jeho analyza je zajimava nejen z hlediska Gc¢innosti algoritmu, ale i z
hlediska velikosti zdsobniku (konstanty m) v nerekurzivni verzi.

Ziejmé nejhorsi mozny piipad nastane, jestlize jako zardzku zvolime nejmensi prvek z daného useku. Potom
bude mit pravy tusek délku n—1 prvku a levy délku 1. Pokud se nam takovato nest’astnd volba podaii v kazdém
kroku, budeme potiebovat misto logy n celkem n rozdéleni. V tomto piipadé bude celkovy pocet porovnani i
pfesunu O (n2) a rychlé tiidéni jiz nebude délat cest svému jménu.

Zminény nejhorsi piipad nastane mj. tehdy, kdyz bude pole jiz predem utiidéné a my budeme volit jako x
vzdy prvni nebo posledni prvek. Pokud bychom volili vzdy prostiedni prvek, predstavovalo by utiidéné pole
naopak nejlepsi piipad; ¢tenar ovsem jisté snadno zkonstruuje pole, které povede k nejhorsimu piipadu pii
volbé prostiedniho prvku.

Obvykle se doporucuje bud’ volit  ndhodné nebo jako medidn malého vzorku (3 - 5 prvka). Takova volba sice
nezméni prumérny vykon algoritmu, zlepsi ale jeho chovani v nejhorsim piipadé.

Podivejme se nyni na nerekurzivni verzi algoritmu. Délka zasobniku musi vychézet z nejhorstho mozného
pripadu. V procedute QuicksortN vzdy zpracovavame levy usek a meze pravého useku ulozime do zasobniku,
kde ¢ekaji na budouci zpracovani. Jestlize bude mit pravy tsek vzdy délku 1 a levy n — 1, nahromadi se nam
v zésobniku az n dvojic mezi. To znamend, Ze v nejhorsim piipadé muze byt potieba pomocné paméti O (n)!

Ptitom pro rekurzivni proceduru nebude situace o nic lepsi - naopak, spotieba paméti bude jesté vyssi. Jak
vime, budou se parametry rekurzivnich volani uklddat na implicitni zdsobnik programu; vedle toho ovSem
pfibudou jesté lokalni proménné a navratové adresy.

Vrat'me se ale k nerekurzivni verzi. Snadno ukazeme, ze kdyz budeme vzdy zpracovavat jako prvni kratsi isek
a dels{ odlozime na pozdéji, bude maximdlni délka zasobniku rovna m = logy n (to nastane, jestlize budeme
za z volit vzdy medidn). Odpovidajici ipravu procedury QuicksortN zvlddne ¢tendf jisté sam.

5.2 Hledani k-tého prvku podle velikosti

Tato uloha uzce souvisi s algoritmy pro vnitini tfidéni. Mame pole a, mezi jehoz prvky chceme najit k-ty podle
velikosti. Nejcastéji pujde o hleddni medidnu, tedy prvku, ktery je mensi nebo roven jedné poloviné prvka
pole a zaroven je vétsi nebo roven druhé poloviné prvku pole. Napf. medidnem posloupnosti (11, 23, 6, 19, 1)
je ¢islo 11.

Obcas ale potFebujeme najit obecné k-ty prvek podle velikosti, tedy prvek x, pro ktery plati: kK — 1 prvku pole
je mensich nebo rovno x a n — k prvku je vétsich nebo rovno z. Pfipomenme si, ze pokud fikdme, ze prvek x
je vétsi nez prvek y, mame tim na mysli opét nerovnost mezi jejich klici.
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Prvni moznost, ktera nés napadne, je jednoducha:
1. Pole a utfidime podle velikosti od nejmensiho prvku k nejvétsimu.
2. Vezmeme prvek a [k].

Ukéazeme si ale, ze existuje efektivnéjsi metoda.

5.2.1 Hoartv algoritmus

Autorem tohoto algoritmu je Hoare [24] a vyuzivd opét délen{ pole na tseky, popsané v oddilu 5.1.7. Postup
je nasledujici:

Pouzijeme proceduru pro rozdéleni pole na useky, pficemz polozime [ = 1 a r = n. Jako prvek z pouzijeme
a [k]. Vysledkem bude ¢dstecné uspoiadané pole a pro indexy 4 a j, které dostaneme na konci procedury Rozdél,
bude platit

a) Pro vechna k < i plati a [k] .kli¢ < x.Klic.
b) Pro v8echna k > j plat{ a [k] .kli¢ > x.klic.
c) i> 7.

Vysledkem bude jedna z nasledujicich tii moznosti:

1. j < k <i. Vymény skoncily pred dosazenim zardzky x = a [k]. To znamenad, ze prvek a [k] déli pole a na
dva tseky tak, jak to pozadujeme, a a [k] je hledanym k-tym nejmensim prvkem.

2. j < k. Prvek x byl piili§ maly (resp. jeho kli¢ byl ptilis maly). Operaci déleni musime zopakovat pro tisek
ald,....[r]

3. k < i. Prvek z byl prili§ velky. Operaci déleni musime zopakovat pro tsek a[l],...,a[j].

Priklad 5.9

Podivejme se na ptiklady obou nepfiznivych moznosti.

a) Je ddna posloupnost (3,2, 1,6,5,4,0,9,8, 7). Hleddme 5. prvek podle velikosti. Jestlize za x zvolime a [5] = 5,
dostaneme po prvnim prichodu rozdélovaci procedurou posloupnost (3,2,1,0,4,5,6,9,8,7) a hodnoty index,
pii kterych se prohleddavani zastavilo, budou ¢ = 6 a j = 5. To znamena, ze se prvek = 5 odsunul z puvodniho
mista doprava, nebot’ byl pfilis velky. Musime pokracovat s tsekem a [1],...,a[5].

b) Uvazujme opét posloupnost (3,2,1,6,5,4,0,9,8,7). Tentokrat hleddme 6. prvek jako zardzku bereme z =
a[6] = 4. Po prvnim pruchodu dostaneme posloupnost (3,2,1,0,4,5,6,9,8,7) a indexy ¢ a j budou i = 6,
j = 5. Prvek a[6] se odsunul z puvodniho mista doleva, nebot’ byl piilis maly. Musime pokracovat s tisekem
al6],...,a[10].

Proceduru pro vyhledédni k-tého prvku pole muzeme v Pascalu zapsat napf. takto (podobné jako v predchozim
oddilu predpokldddme, ze prvky pole a jsou typu prvek a ze typ index md rozsah 1...n ):

procedure Najdi(k: index);
var 1,r,i,j:index;

W,X: prvek;
begin
1:=1; r :=n; {Na pocatku celé pole}
while 1 < r do begin
x := alk];
i:=1; j :=r1;
repeat {Rozde&l}

while al[i] .k1i¢ < x.k1i¢ do inc(i);
while a[j].k1i¢ > x.k1lit do dec(j);
if 1 <= j then begin
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w = alil; {Vym&na}
alil := aljl; alj]l := w;
inc(i); dec(j);

end;
until i > j;
if j < k then 1 := i; {Prilis velky}
if k < i then r := j; {P£ilis maly}
end;
end;

Budeme-li pfedpoklddat, ze se pii kazdém rozdéleni intervalu zkrat{ na polovinu délka tseku, ve kterém je
hledany prvek, dostaneme pro potiebny pocet porovnani ptiblizny vyraz

n on
C= —4+—+--+1x2
n+2+4+ + n

To znamen4d, ze v nejlepsim piipadé je tato metoda rychlejsi nez uplné utiidéni pomoci nejlepsich algoritmu
pro vnitin{ t¥idéni, nebot’ ty pozaduji O (nlog, n) operaci.

V nejhorsim piipadé, kdy se pocet prvku v useku, ve kterém lezi hledany prvek, pii kazdém rozdéleni zmensi
pouze o 1, budeme potiebovat n — 1 pruchodu a tedy O (n2) porovnani.

5.3 Vnéjsi tiidéni

rozdily ve srovnani s metodami pro tiidéni poli.

O souboru predpoklddame, ze je ulozen na vnéjsim, zpravidla magnetickém médiu se sekvenénim pfistupem.
To znamena, ze musime zpracovavat jeden zdznam po druhém v poradi, v jakém jsou v souboru ulozeny.

Vedle toho zde pfedem nezndme rozsah tiidénych dat, tj. pocet n zdznamu v souboru. Lze ale predpokladat,
ze je tak velky, ze se soubor nevejde do operacni paméti pocitace.

Cten{ zdznamu ze souboru nebo ulozenf (zapis) do souboru budeme spoleéné oznacovat jako pristup do souboru.
Piistup do souboru trvéa o nékolik fadu déle nez porovnavéani zaznami, takze je z hlediska efektivity algoritmu
pro vnéjsi tiidéni rozhodujici. Proto si pfi rozboru algoritmu pro vnéjsi tiidéni budeme vSimat jen poctu
pristupu do souboru.

Na druhé strané mame obvykle k dispozici dostateéné mnozstvi vnéjsi paméti, takze s ni nemusime piilis Setfit
a budeme pii tfidéni vyuzivat pomocnych soubori.

5.3.1 P#fimé slucovani

Algoritmus primého slucovdni (sort-merge) odvodime pomoci metody rozdél a panuj. Na ném se sezndmime
se zékladnimi problémy vnéjsiho tfidéni. Protoze si vSak dale ukazeme vyhodnéjsi algoritmus, nebudeme jej
formulovat jako proceduru.

Budeme uvazovat takto: Protoze je t¥idény soubor ptilis velky, nez aby se vesel do paméti, kde bychom na néj
mohli pouzit nékterou z metod pro vnitini t¥idéni, rozdélime jej na dva stejné velké soubory. Pokud dokazeme
tyto pomocné soubory (néjak) set¥idit, zbyva je sloucit a jsme hotovi.

Na pomocné soubory muzeme pouzit tutéz ivahu. To znamend, ze kazdy z pomocnych soubort opét rozdélime
na poloviny atd.

Po ptiblizné log, n krocich dospéjeme k souborum, které budou obsahovat pouze jeden zdznam (n je nezndmy
pocet zédznamu v puvodnim souboru). Jenze soubor s jedinym zdznamem je jiz automaticky setiidény. To
znamena, ze staci umét vSechny tyto setfidéné soubory sloucit.

Ve skutecnosti si samoziejmé nemuzeme dovolit vytvofit n pomocnych souboru (i kdyz jsme Tekli, ze vnéjsi
paméti nemusime piilis Setfit). Misto toho ponechdme zéznamy feknéme ve dvou souborech, se kterymi budeme
zachézet jako s posloupnosti soubort, nebo jesté 1épe s posloupnosti setfidénych zéznamu.
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Predpoklddejme, ze P a @ jsou dva vzestupné setiidéné soubory. Jak je slou¢ime, aby vznikl vzestupné uttidény
soubor R? Nejjednodussi postup je tento:

1.

Nejprve precteme prvni zdznam ze souboru P a ulozime jej do proménné p. Pak pfecteme prvni zdznam
ze souboru ) a ulozime jej do proménné q.

. Porovname klice proménnych p a q. Je-li p.kli¢ < q.kli¢, zapiSeme do R proménnou p a ze souboru P

precteme dalsi zaznam. Je-1i p.kli¢c > q.kli¢, zapiSeme do R proménnou ¢ a ze souboru () pfrecteme dalsi
zaznam.

. Krok 2 opakujeme, dokud nenarazime na konec jednoho ze soubortu P nebo Q.

Pokud jsme narazili na konec souboru P, okopirujeme do souboru R proménnou ¢ a zbylé zdznamy ze
souboru @), jinak okopirujeme do souboru R proménnou p a zbylé zdznamy ze souboru P.

Vysledkem bude soubor R, ktery bude obsahovat vzestupné sefazené zaznamy ze souboru P a Q.
Nyni jiz muzeme formulovat zéklad algoritmu tfidéni pfimym slu¢ovanim. Pfitom piedpokladame, ze tiidime
soubor A. Pomocné soubory ozna¢ime B a C.

1.

4.
9.

Soubor A rozdélime do soubori B a C tak, ze do kazdého z nich pfekopirujeme stiidavé jeden zaznam.
Soubor B tedy nyni obsahuje liché zaznamy z A, soubor C' obsahuje sudé zaznamy z A.

. Kazdy ze souboru B a C chdpeme jako posloupnost utiidénych souboru délky 1. Z B a C vytvoiime

soubor A tak, ze jednoprvkové useky slou¢ime pomoci vyse popsaného postupu do dvouprvkovych tseku.
Soubor A nyni obsahuje uspofddané dvojice.

. Soubor A rozdélime do souboru B a C tak, ze do kazdého z nich prekopirujeme stiidavé jednu uspoia-

danou dvojici.
Slou¢enim dvouprvkovych useku z B a C ziskdme soubor A, ktery bude obsahovat usporadané ¢tverice.

Body 3 a 4 opakujeme pro Ctvefice, osmice atd., az dostaneme plné utiidény soubor.

Pii sluc¢ovani soubortu B a C' musime vzit v tivahu, ze pocet n prvka puavodniho souboru A nejspis nebude roven
zadné mocniné dvou. Pokud napiiklad bude n liché, bude po rozdéleni obsahovat soubor B o jeden zdznam vice
nez soubor C. Obecné muze jeden ze souboru na konci obsahovat o jednu k-tici méné. Pti slu¢ovani nesmime
na tyto zdznamy zapomenout.

Priklad 5.10

Uvazujme soubor (posloupnost)

A = (11,8,77,54,21,64, 46, 0).

Soubor A rozdélime v prvnim kroku do souboru B a C' takto:

B =(11,77,21,46),  C = (8,54,64,0)

Ve druhém kroku slou¢ime B a C tak, ze vznikne soubor A a s usporddanymi dvojicemi,

A= (8,11,54,77,21,64,0, 46).

Tento soubor opét rozdélime do B a C, tentokrat tak, ze do B dame prvni dvojici, do C' druhou dvojici atd.
Dostaneme

B=(8,11,21,64), C = (54,77,0,46).

Slou¢enim dvojic dostaneme soubor A, ktery bude obsahovat usporadané ¢tverice:

A= (8,11,54,77,0,21, 46, 64).

Tento soubor rozdélime tak, ze do B pfijde jedna Ctvefice a do C' druhé:

B=(8,11,54,77),  C =(0,21,46,64).

Slou¢enim téchto dvou souboru dostaneme tplné utiidény soubor A,

A =(0,8,11,21,46, 54, 64,77).
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Pouzijeme-li tento postup pii t¥idéni soubortu na magnetickych paskdch, budeme potiebovat 3 pasky (3 sto-
jany). Na magnetickém disku muzeme pracovat s nékolika soubory zéroven, takze staci jedno zafizeni, pokud
ma dostate¢nou kapacitu volného prostoru.

Abychom si dale usnadnili vyjadfovani, zavedeme nésledujici oznaceni: Operace s celym souborem budeme
nazyvat fdze; budeme hovofit napi. o fdzi rozdélovdni, ve které rozdélujeme soubor A na pomocné soubory B
a C, a o fazi sluéovdni, ve které ze dvou souboru B a C, které obsahuji utiidéné k-tice, vytvoiime soubor A,
obsahujici utfidéné 2k-tice.

Jako kroky budeme oznacovat nejmensi podprocesy pfi tiidéni.

Analyza tridéni pfimym slucovanim

Piedpoklddejme nejprve, ze n = 2* pro néjaké piirozené k. Potom budeme v prvnim prichodu slu¢ovat celkem
2% jednoprvkovych tsekt, ve druhém prichodu 25~ dvouprvkovych tseki atd. pii k-tém prichodu sloué¢ime
dva tseky o 2571 prveich.

Dostaneme tedy celkem k = log, n pruchodu.

Bude-li 28=1 < n < 2*, bude pocet priichodii opét roven nejvyse k. To znamend, Ze obecné muzeme pocet
pruchodu omezit ¢islem [log, n] + 1, kde [2] znamend celou ¢dst ¢isla z.

Kazdy pruchod se sklddéa z faze rozdélovani a faze sluc¢ovani. Féze rozdélovani predstavuje jedno ¢tenf a jeden
zapis do souboru pro kazdy zdznam, tedy celkem 2n ptistupu do souboru. Také ve fazi slu¢ovani musime kazdy
zéznam nejprve precist a pozdéji jej zase zapsat do souboru. Celkem tedy kazdy pruchod znamend 4n pristupt
do souboru.

To znamend, Ze celkovy pocet piistupt do soubort je omezen hodnotou 4n ([log, n] + 1).

Vylepseni algoritmu tiidéni primym sluc¢ovanim

Féze rozdélovéni predstavuje pouhé kopirovani zéznamu. Vyzaduje jedno ¢teni a jeden zdpis do souboru pro
kazdy zaznam a piitom je v podstaté neproduktivni - Ze zabird pouze ¢as. Bohuzel ji nelze odstranit; jestlize si
ale muzeme dovolit pouzit jeSté jeden pomocny soubor, muzeme ji fazi rozdélovani spojit s fazi slucovani a tak
pii kazdém pruchodu usetiit pro kazdy zdznam dva piistupy do souboru. Dostaneme tak upraveny algoritmus,
ktery bude pouzivat souboru A, B,C a D. Postup pak vypada takto:

Na pocéatku rozdélime tiidény soubor A do souboru C a D podobné jako v puvodni verzi algoritmu. Pii
slucovani vsak budeme vzniklé dvojice stiidavé zapisovat do souboru A resp. B tak, ze prvni dvojici zapiSeme
do A, druhou do B, tfeti do A atd. To znamen4, ze soubory A a B budou jiz obsahovat utfidéné dvojice.

V dalsim pruchodu budeme slucovat dvojice ze souboru A a B a vzniklé ¢tvefice zapisovat stiidavé do C a D.

Snadno zjistime, Ze touto dpravou zkrétime ¢as v podstaté na polovinu (ovSem za cenu dalsiho souboru - a to
nemusi byt vzdy piijatelné).

5.3.2 Tridéni prirozenym slucovanim

Pouzijeme-li algoritmu pfimého slu¢ovani, bude lhostejné, zda je soubor na pocatku jiz ¢astecné utiidén nebo
zda v ném jsou prvky ulozeny zcela ndhodné. Dokonce i pro zcela setiidény soubor se provedou vSechny
pruchody.

Ve skutecénosti i soubor se zcela ndhodné uspofdadanymi prvky muze jiz obsahovat tseky, v nichz prvky za sebou
nésleduji ve spravném potadi. Tridéni prirozengm slu¢ovdnim umoziuje takové useky , pfirozenym zpusobem®
vyuzivat.

Nez se pustime do dalsiho vykladu, zavedeme pojem béh. Tak budeme oznacovat kazdou maximélni uspota-
danou podposloupnost v rdmci tiidéné posloupnosti (souboru). To znamend, ze v posloupnosti aq,...,a,
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oznacime jako béh kazdou podposloupnost a..,...,as, pro kterou plati nerovnosti

ar < ap_1,05 < as41,0; < aip1 pror < i < s. (5.12)
Napiiklad posloupnost (5, 12, 7, 1, 9, 100) se skldda z behu (5, 12), (7) a (1, 9, 100).

Pii tiidéni piimym slu¢ovanim jsme vychéazeli z predpokladu, Ze vychozi soubor se skladd z n béhu délky 1,
a ty jsme postupné slucovali. Pfi t¥idéni pfirozenym slucovanim budeme predpokladat, ze se vychozi soubor
sklddé z blize neurceného poctu béhu ruznych délek, a pii kopirovéni a slu¢ovani budeme béhy urcovat za
chodu programu podle (5.12).

»Dynamické* ur¢ovani béhu piinasi jisté komplikace. Pfedevsim se mohou i podstatnym zpusobem lisit pocty
béhu ve slu¢ovanych souborech. Vzhledem k tomu, Ze rozdélovaci faze kopiruje béhy stiidavé do souboru B
a C, by se mohlo zdét, Ze se poCty béhu v téchto souborech budou lisit nejvyse o 1. Muze se ale stit, ze
posledn{ prvek i-tého béhu je mensi nez prvni prvek ¢ + 2-tého béhu (a rozdélovaci fize umisti tyto dva béhy
bezprostiedné za sebe). Slucovaci faze je pak bude chépat jako jediny béh.

Podivejme se na posloupnost (1, 5, 2, 9, 7, 11, 6, 22). Rozdélovaci faze zde najde 4 béhy po dvou prvcich a
tuto posloupnost rozdéli do souboru B a C takto:

B=(1,5,7,11), C=(2,9,6,22).

V souboru B se ovSem dva béhy ,samovolné sloucily“, takze slucovaci faze najde v B pouze jediny béh.

Procedura pro piirozené sluc¢ovani

V tomto odstavci budeme predpokladat, ze se tiidény soubor sklada ze zadznamu tvaru

type prvek = record
k1lic: integer;
d: data
end;

Zaznamy tiidime podle vzrustajici hodnoty klice.

Objektovy typ Soubor

P1i t¥idéni slucovanim je obcas vhodné znat nejen hodnotu pravé ¢teného zdznamu v souboru, ale i hodnotu
zéznamu nasledujictho. V klasickém Pascalu k tomu slouzi tzv. pristupovd proménnd souboru. Turbo Pascal
tuto moznost nenabizi, muzeme se ji ale snadno naprogramovat. Jedno z moznych feseni predstavuje nasledujici
objektovy typ soubor.

soubor = object
f:file of prvek;
pp: prvek; {hraje roli pristupové prom&nné souboru}
def: boolean;
procedure read(var x: prvek);
procedure assign(s: string);
procedure write(x: prvek);
procedure reset;
procedure rewrite;
procedure close;
function eof: boolean;

end;

Atribut f predstavuje proménnou typu soubor tak, jak ji zndme z Turbo Pascalu; pp bude hrét roli piistupové
proménné a def pouzijeme pii nové definici funkce eof.

Pii zapisu do souboru v tomto algoritmu piistupovou proménnou nepotiebujeme. Metody assign, rewrite,
write a close budou prosté volat stejnojmenné standardni procedury, napf.



88 KAPITOLA 5. TRIDENI

procedure soubor.assign(s: string);
begin

system.assign(f,s);
end;

Metody pro ¢teni ovSem piistupovou proménnou budou muset vyuzivat. Pfi otevieni souboru pro ¢teni proto
ihned pfec¢teme prvni zdznam (pokud soubor néjaky obsahuje) a ulozime jej do pp. Pokud je soubor prazdny,
vlozime do proménné def hodnotu false.

procedure soubor.reset;
begin
system.reset (f);
if not system.eof (f) then begin
system.read(f, pp);
def := true;
end else def := false;
end;

Procedura soubor.read vrati hodnotu pp, piecte dalsi prvek (pokud existuje) a pripravi ho do pp. Pokud narazi
na konec souboru, ulozi do def hodnotu false.

procedure soubor.read(var x: prvek);
begin
if def then x := pp;
if not system.eof (f) then begin
system.read(f, pp);
def := true;
end else def := false;
end;

Funkce eof prosté vraci hodnotu atributu def, ktery signalizuje, zda je néco v pfistupové proménné.

function soubor.eof;
begin

eof := not def;
end;

Procedura pro pfirozené slucovani souboru

Zde uvedeme proceduru PrirozenéSlucovini v jednodussi podobé, s oddélenou rozdélovaci a slucovaci fazi.
Ttidime soubor C, ktery pokliddme za globalni instanci typu soubor. Pomocné soubory jsou A a B. Télo
procedury PrirozenéSlucovdni se skldda z opakovani rozdélovani a slucovani (procedury, které to provadéji, se
jmenuji vystizné Rozdél a Sluc¢). Piitom se v proménné 1 pocitaji béhy, vytvorené pii slu¢ovéani; tiidéni skondéi,
jestlize vysledny soubor obsahuje pouze jeden béh.

Procedura Rozdél v cyklu vola proceduru pro zkopirovani jednoho béhu, ZkopirujBéh, a stiidavé kopiruje behy
do A a B. Procedura Slué v cyklu slu¢uje béhy ze souboru A a B a zapisuje je do C; k tomu pouzije proceduru
SluéBéh. Pokud obsahuje jeden ze souboru vice béhu nez druhy, piekopiruje nakonec zbylé béhy do C. Béhy
pfitom pocitd v proménné [.

Procedura ZkopirujBéh kopiruje jednotlivé prvky (vold proceduru ZkopirujPrvek), dokud nenarazi na konec
béhu. Procedura ZkopirujPrvek kopiruje jednotlivé prvky z jednoho souboru do druhého a pfitom zjist'uje, zda
nenastal konec béhu nebo konec souboru (coz je také konec béhu).

vvvvvv

béh ze souboru A s aktudlnim béhem ze souboru B. Pfitom v cyklu porovndva prvky, ulozené v piistupovych
proménnych A a B a mensi z nich zapie do C. Jestlize v jednom ze souboru A, B béh skon¢i, prekopiruje
zbytek béhu ze zbyvajiciho souboru do C. K tomu lze pouzit proceduru ZkopirujBéh.
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{x**xxx TFidéni souboru metodou pfirozeného slufovani ****x}
procedure prirozenéSlucovani;
var 1: integer;
kb: Dboolean; {Indikuje konec b&hu}
A, B: soubor;
procedure ZkopirujPrvek (var X,Y: soubor); {Kopiruje jednotlivy}
var buf: prvek; {prvek z X do Y a pfitom zjist’uje}
begin {konec b&hu nebo souboru}
X.read(buf) ;
Y.write(buf);

if X.eof then kb := true {Test konce souboru}
else kb := buf.kli¢ > X.pp.klig; {Test konce b&hu}
end;
procedure ZkopirujBs&h(var X,Y: soubor);
begin {zkopirovani jednoho b&hu ze souboru X do Y}
repeat
ZkopirujPrvek(X,Y) {V cyklu kopiruje prvky,}
until kb; {dokud nedojde na konec b&hu}
end; {zkopirujB&h}
procedure Rozdé&l; {Rozd&lovaci faze}
begin {Ze souboru c do souboru a,b}
repeat
ZkopirujB&h(C,A); {Stfidavé kopiruje b&hy}
if not C.eof then ZkopirujB&h(C,B) {z C do A nebo B}
until C.eof;

end; {Rozd&l}
procedure S1luZBé&h;
begin {ze souboru A,B do C}

repeat {Porovna prvky v pristu-}
if A.pp.kli¢ < B.pp.kli¢ then begin {povyjch prom&nnych}
ZkopirujPrvek(A,C); {mensi pfekopirujel}

if kb then ZkopirujBeh(B,C)
end else begin
ZkopirujPrvek(B,C);

if kb then ZkopirujBsh(A,C) {Pfekopiruje zbytek}
end;
until kb;
end; {SlucB&h}
procedure Slug; {Slutovaci faze}
begin {Ze souboru A,B do souboru C}
while not A.eof and not B.eof do begin
S1ucBé&h; {Slucuje behy z A a B}
inc(1); {a potita jel}
end{while 1};
while not A.eof do begin {Pokud ma A vice b&ha nez B}
ZkopirujB&h(A,C); {okopiruj zbytek}
inc(1);
end{while 2};
while not B.eof do begin {Pokud ma B vice b&hu nez A}
ZkopirujB&h(B,C); {okopiruj zbytek}
inc(1);
end{while 3};
end{slucovani};

begin {pfirozené slucovani}
A.assign(’data.111’);
B.assign(’data.222’);
repeat {Rozd&lovaci faze}
A.rewrite; B.rewrite;
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C.reset;
Rozdél;
A.reset; B.reset; {Slucovaci faze}
C.close;
C.rewrite;
1:=0;
Sluc;
until 1 = 1; {Jediny b&h, tj. soubor = b&h: KONEC}
end; {pfirozené sluovani}

Je zifejmé, ze Uc¢innost tohoto algoritmu bude lepsi nez Gc¢innost primého slucovani. Nejhorsi piipad nastane,
jestlize vSechny béhy v puvodnim souboru budou mit délku 1 a pii rozdélovani nebo slu¢ovani nikdy nedojde
k ,samovolnému slouceni“ dvou po sobé nésledujicich béhu. V takovém piipadé bude v proceduie Slu¢ treba
O (log, n) pruchodu cyklem repeat a tedy celkovy pocet ptistupu do soubortt bude O (nlog,n).

Nejlepsi pripad nastane, jestlize bude vstupni soubor jiz usporadany. V takovém piipadé najde slucovaci
procedura jediny béh a skonéi po prvnim pruchodu, takze budeme potiebovat 4n piistupu do souboru.

Dalsi mozna vylepsSeni

Metody, se kterymi jsme se dosud seznamili, lze oznacit za zakladni. Existuji ovsem dalsi, propracovanéjsi a
také ucinnéjsi metody. Rekneme si zakladni myslenky nékterych z nich. Podrobnéjsi informace najdete napft.
v [1] nebo [5].

Vicecestné sluéovani

Méme-li k dispozici dostatek volného mista ve vnéjsi pameéti (dostatek stojant pro magnetické pasky), muzeme
pouzit vice pomocnych souboru. Jestlize v rozdélovaci fazi rozdélime zdrojovy soubor do N pomocnych souborta
a z nich pak budeme jednotlivé béhy sluCovat, dostaneme N-cestné slucovdni. Podobné, jako jsme v pii-
padé metody pifmého slucovani odvodili slozitost O(n.log2 n), odvodime pro N-cestné slucovani slozitost
O (nlogyn).

logon
logy N *

Poznamenejme, Ze nejde o fadové zlepsSeni, nebot’ logy n =

Polyfazové slucovani

Tuto metodu navrhl L. R. Gilstadt [28]. Vychdzi ze snahy 1épe vyuzit pomocnych souboru (to je dulezité ze-
jména pri tiidéni na magnetickych paskéch, kde uzavieni a znovuotevieni souboru znamend zdlouhavé previjeni

pésky).

Podivejme se na slu¢ovani ze souboru A a B do souboru C. Jakmile jsme pii pfirozeném slucovani narazili na
konec souboru A, okopirovali jsme zbytek souboru B do C a tim skoncil pruchod. Jestlize narazime na konec
souboru A pii polyfdzovém tiidéni, uzavieme ho, otevieme ho pro zépis. Proces slu¢ovdani bude pokracovat:
slou¢ime zbytek souboru B se souborem C' a vysledek zapisujeme na A.

Protoze se n béhi ve vstupnim souboru zméni na n béhu ve vystupnim souboru, staci si vést evidenci o poctu
béhu na jednotlivych pdskéach. Proces skonéi, az dospéjeme do situace, kdy slou¢ime dva vstupni soubory,
obsahujici po jednom béhu.

Pouzijeme-li vice souboru, bude postup podobny.

Priklad 5.11

Ve vstupnim souboru 4 je 12 béht, ve vstupnim souboru B ke 7 béhu (viz obr. 5.9). P#i prvnim pruchodu se
7 béht ze souboru B sloué¢i s 7 béhy ze souboru A a vznikne 7 béhu v souboru C. To znamend, ze soubor B je
nyni ,,prazdny* (vycerpali jsme vSechny béhy), zatimco v souboru A zbylo 5 béhu. Budeme tedy pokracovat
slu¢ovanim 5 zbylych béhu ze souboru A se 7 béhy z C a vysledek budeme uklddat do B.

Ve druhém prichodu se slou¢i 5 béhu z A s 5 béhy z C. Vysledkem bude préazdny soubor A, v C zbudou 2 béhy
a B bude obsahovat 5 béht. Novym vystupnim souborem bude A.
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Obr. 5.9: Polyfazové t¥idéni (k piikladu 5.11)

Treti pruchod sloué¢i 2 béhy z C se dvéma béhy z B, dostaneme 2 béhy v A a v B zbudou 3 béhy. Soubor C' se
vyprazdni a v pristim pruchodu bude slouzit jako vystupni.

Pii ¢tvrtém prichodu se slouci 2 béhy ze souboru A se dvéma béhy z B a vzniknou dva béhy v C. Vyprazdni
se soubor A, v B zbude jeden béh.

Paty pruchod sloudi jediny béh ze souboru B s jednim béhem v C. B se vyprazdni, v C' zbude jeden béh a v
A je také jeden béh.

Posledni prichod sloué jediny béh v A s jedinym béhem v C. V B je utiidény soubor.

Dalsi vylepseni se mohou tykat rozdéleni béhu na paskach.

5.4 Neékteré dalsi metody tridéni

V tomto odstavci se seznamime s dal$imi metodami pro t¥idéni.

5.4.1 Prihradkové tridéni

Prihrddkové trideni (bucketsort) lze pouzit v pripadé, kdy kli¢, podle kterého tiidime, muze nabyvat pomérné
malého poc¢tu hodnot. Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokldadat, ze pro vSechny prvky a;, které se mohou
ve tFidéné posloupnosti vyskytnout, plati

a;.klic € M = {1,2,K,M}.
kde M je malé pevné ¢islo. Nasim 1ikolem je opét sefadit danou posloupnost a;, ¢ =1, ..., n, podle rostouciho
klice.

Zakladni myslenka piihradkového tfidéni je velmi jednoducha. Definujeme N ptihradek Pi,..., Py;. Nyni
budeme postupné prochazet posloupnost a; a jednotlivé prvky budeme roziazovat do odpovidajicich prihradek.
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zdrojova posloupnost prihradky spojene piihradky

Obr. 5.10: Zdrojova posloupnost se roztiidi do piihradek a ty se pak slouci

Prvky s klicem 1 do ptihradky P;, prvky s klicem 2 do ptihradky P atd. Potom pfihradky slou¢ime v potadi
P+ Py+---+ Py (viz obr. 5.10).

Jako prihradky mohou poslouzit napt. fronty nebo soubory (zdlezi na rozsahu tiidéné posloupnosti). Dulezité
je, aby struktura, kterou pouzijeme v roli prihradky, zachovavala poradi, ve kterém do ni byly prvky vlozeny;
jinak by tento algoritmus nebyl stabilni, ménil by poradi prvku, které maji stejnou hodnotu klice.
Algoritmus ptrihradkového tiidéni popisuje procedura Prihrddkové Tridéni. V ném predpokladdame, ze mame k
dispozici objektovy typ fronta, ktery implementuje tuto datovou strukturu. Konstruktor fronta. Vytvor vytvoii
prazdnou frontu, metoda fronta.Viez vlozi prvek na konec fronty a metoda fronta. Vyjmi vyjme prvek z cela
fronty. Booleovska funkce fronta.Prdzdnd vrati true, je-li fronta prazdné. Tiidéna posloupnost je uloZzena v
poli a.

procedure PrihradkovéTridéni;
var P: array [1..M] of fronta;

i: 0..n;
j: 1..M;
begin
for j := 1 to M do P[j].Vytvof; {Vytvofi prazdné fronty}
for i := 1 to n do
Pla[i] .klig].Vloz(a); {Vlozi al[i] do spravné fronty}
i := 0;
for j := 1 to M do {Pfepise frontu zp&t do pole a}
while not P[j].Prdzdna do begin
inc(i);
P[j].Vyjmi(alil) {Vyjme prvek z P[j] a ulozi do alil}
end;
end;

Analyza prihradkového tridéni

Nejprve se podivejme na spotifebu paméti. Pokud bychom implementovali frontu jako pole, museli bychom
pocitat s moznosti, ze vSechny prvky tfidéné posloupnosti mohou mit stejny klic. To znamend, ze vSechny
fronty musi mit délku M, takze potfebujeme pamét’ pro celkem Mn prvku navic. To je zpravidla naprosto
nepfijatelné.

Musime tedy frontu implementovat jako seznam. V takovém piipadé budeme potfebovat navic n prvka (ve
skutecnosti vzhledem k ,administrativé” seznamu o néco mélo vice). Muzeme oviem ocekdvat, ze program
bude o néco pomalejsi, nez kdybychom pouzili pole - opét diky ,administrativé” pii préaci se seznamem.

Nyni se podivame na pocet operaci. Kazdy prvek jednou vyjmeme z pole a, vypocteme jeho kli¢ a vlozime
ho do fronty. Na konci jej z fronty vyjmeme a ulozime do pole. To znamend, ze na kazdy prvek ptipadaji dva
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presuny a jeden vypocet klice; celkem tedy 2n presunu a n vypoctu klice. Prihradkové tiidéni tedy vyzaduje
O (n) operaci.

5.4.2 Lexikografické tridéni

Nejprve musime definovat lexikografické uspordddnd. Je-1i D linedrné uspoirddand mnozina a m prirozené ¢islo,
pak lexikografické usporddani mnoziny D™ (tedy mnoziny uspoiddanych m-tic prvku z mnoziny D) je uspo-
radani definované tak, ze nerovnost

(al,ag,...,am)g(bl,bg,...,bm) (513)

plati, prave kdyz se tyto dvé m-tice rovnaji, (a1,as2,...,am) = (b1,b2,...,bn), nebo as < by pro nejmensi
index s takovy, ze as # bs.

Priklad 5.12

Podivejme se na dva ptiklady lexikografického usporadani.

Je-li D anglickd abeceda, D = {a,b,c,..., 2z}, s uspoiaddnim a < b < ... < z, pfedstavuje D™ mnozinu vSech
fetézcu (slov) o m pismenech a lexikografické usporddani znamend obvyklé usporddani podle abecedy.

Je-li D mnozina éislic, D = {0,1,...,9} s obvyklym uspofaddnim, pfedstavuje D™ ftetézec m ¢islic. Kazdy
z téchto Fetézcu muzeme poklddat za zdpis celého éisla v desitkové soustavé (pfipoustime ¢isla, zacinajict
nevyznamnymi nulami, napi. 00014). Snadno se presvédéime, ze v tomto piipadé se lexikografické usporddéni
je vlastné obvyklé uspotradéani celych cisel.

Uvazujme nyni posloupnost Ay, As, ..., Ay, slozenou z prvku D™. Tyto posloupnost m-tic chceme setfidit na
zdklade lexikografického uspoiddani (5.13). Algoritmus lexikografického t¥idént je velmi jednoduchy, i kdyz na
prvni pohled necekany. Posloupnost Ai, As, ..., A, budeme opakované t¥idit pomoci algoritmu piihradkového

tiidén{ podle posledn{ slozky m-tice, pak podle predposledn{ slozky, podle (m — 2)-té slozky atd.

Ze stability prihradkového tiidéni plyne, ze pii prvnim pruchodu budou ve vysledné posloupnosti prvky A; v
potadi, uréeném poslednim znakem. Ve druhém pruchodu budou ve vysledné posloupnosti prvky A; v potadi,
uréeném piedposlednim znakem; pokud vSak bude u A a A; stejny piedposledni znak, budou ve stejném
poradi, jako byly po prvnim pruchodu - tedy v potfadi, uréeném poslednim znakem. Tuto uvahu muzeme
zopakovat i pro dalsi pruchody; z ni plyne, ze vysledkem bude lexikograficky setfidéna posloupnost.

Algoritmus lexikografického tfidéni zapiSseme opét v Pascalu. Pfitom predpokladdme, ze prvek tiidéného pole
a [i] obsahuje pole m klicu.

procedure LexikografickéT¥idéni;
var P: array [1..M] of fronta;

i: 0..n;
j:1..M;
1: 1..k;
begin
for 1 := k downto 1 do begin {Opakovana prihradkova t¥idéni}
for j := 1 to M do P[j].Vytvof; {Vytvofi prazdné fronty}
for i := 1 to n do
Plal[i] .k1ic[1]1].V1oz(a); {Vlozi alil do spravné fronty}
i := 0;
for j := 1 to M do {Pfepise frontu zp&t do pole a}
while not P[j].Prdzdnad do begin
inc(i);
P[j].VyjmiCalil) {Vyjme prvek z P[j] a ulozi do alil}
end;
end;
end;

Je-li pocet klici m a mnozstvi moznych hodnot klici M pevné, potiebujeme m pruchodu piihrddkového
tiidéni. Slozitost lexikografického t¥idéni tedy je mO (n) = O (n).
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Poznamka

7 definice lexikografického t¥idéni by se mohlo zdat, Ze je rozumné zac¢it porovnanim prvnich kli¢a, pokud se
shoduji, tak porovnat druhé klice atd. Jestlize se takovy algoritmus pokusite navrhnout, zjistite, ze bude velmi
komplikovany.

Poznamka o abecednim tridéni

Jako nejdelsi ¢eské slovo se obvykle uvadi nejnedoobhospodatovdvatelnéjsimi, které ma 32 pismen. Mohlo by
se tedy zdat, ze na abecedni tiidéni abecedni tfidéni ¢eskych slov staci vzit fetézce dlouhé feknéme 60 znaku
(abychom pokryli i vyrazy slozené z nékolika slov) a pouzit algoritmu lexikografického tiidéni.

Situace je bohuzel ponékud komplikovanéjsi, a to nejen diky spiezce ch, kterd se chape jako jedno pismeno.
Postup pii abecednim fazen{ v ¢estiné v ¢estiné a slovensting je predepsén statni normou [29], alespon v Cesku

plynou.
Za primarni tiidici znaky se poklddaji pismena tzv. ceské a slovenské standardizované unifikované abecedy
abcé¢defghchijklmnopqrisstuvwxyzz
Pismena v této abecedé neuveden4,
dadéeiirnsortvaay

maji sekundarni t¥idici platnost. To znamen4, ze je nejprve chapeme jako pismena bez diakritickych znamének
(podobné se zachdzi 1 s pismeny s diakritickymi znaménky jinych ndrodnich abeced, véetné nerozepsanych
prehldsek; to znamend, ze t'uhgk je v abecedé pied tygrem). K tomu, ze jde o odlidné znaky, prihlizime pouze
v piipadé jinak zcela totoznych hesel.

Dalsi pravidla fikaji, v jakém poradi se fadi hesla, ktera se lisi diakritickymi znaménky na ruznych mistech,
ruznymi diakritickymi znaménky na témze misté, pouzitim malych a velkych pismen apod. Tato pravidla jsou
sice komplikovana, ale Ize je bez problému zvlddnout.

Co ale ¢inf z ¢eského abecedniho fazeni zalezitost v podstaté algoritmicky nefesitelnou, jsou napf. pravidla pro
zachézeni s Cislicemi. Napf. heslo 10 pohddek se bude tadit jako DESET pohddek, nebot’ jde o ,,slovni soucést
nazvu* knihy, zatimco Geometrie pro 8. roénik se zaradi pred heslo Geometrie pro 9. ro¢nik, nebot’ ,zde ¢islice
vyrazné urcuji poradi“ (citovdano podle [29], str. 8). Jinou lahudkou je zachézeni s ¢inskymi jmény, které se
chépou jako jedno slovo, i kdyz obsahuji mezery.

7 tohoto povidani plynou dvé mravni nauceni:

1. Abecedni t¥idéni tak, jak je popsdno v [29], je zdvislé také na vyznamu Fazenych hesel. To znamend,
ze pokud mame pouze soubor Fetézcu a budeme jej tiidit pocitacem, zdkonité se dopustime prohiesku
proti této normé. V béznych souvislostech se ale prohiesky v detailech toleruji a pii tfidéni napf. hesel
ve slovniku lze vzdy k heslu pfipojit kli¢, ktery zpusob ti{déni jednozna¢né predepiSe (napf. k heslu 10
pohddek pripojime pomocné heslo Deset pohddek, podle kterého ho budeme tfidit).

2. Procedura pro porovnani dvou fetézcu podle pravidel ¢eského abecedniho tiidéni bude natolik kompliko-
vana, ze pii tifdéni muze zabrat vice ¢asu nez pfesun zdznamu v paméti.

5.4.3 Topologické tridéni

Topologické tiidéni se pouziva jako oznaceni pro tiidéni castecné usporddanych posloupnosti. Nez se pustime
do dalsiho vykladu, zavedeme si potfebné pojmy.

Césteéné usporadani

Rekneme, 7e mnozina S je ¢ésteéné usporadand, je-li pro nékteré dvojice (z,y) € S xS definovéna relace ,, €,
ktera spliuje nasledujici podminky:
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Obr. 5.11: Orientovany graf, zndzornujici ¢dstecné usporadani (5.14) z pitkladu 5.13

Obr. 5.12: Utiidénd castecné usporddand mnozina z piikladu 5.13

1. Relace ,,«€“ je tranzitivni: plati-li pro néjaka z,y,z € S zaroven relace x €4y a y « z, plati také = « z.

2. Relace ,,4“ je asymetricka: jestlize pro néjakd x,y € S plati relace = « y, nemuze platit zaroven relace
y 4.

3. Relace ,,«* je ireflexivni: pro zadné x € S neplati relace x « z.

Relace se pochopitelné nazyva c¢dstecné uspordddni. Casteéné usporadani koneé¢né mnoziny lze znazornit orien-
tovanym grafem; ptiklad vidime na obr. 5.11. Sipky, znazornujici orientaci hran, sméfuji k uzlu, zndzornujicimu
,vetsi“ prvek (prvek na pravé strané znaku ,«“). Z podminek, které definuji ¢dsteéné usporadani, plyne, ze
takovyto graf nesmi obsahovat cykly.

Priklad 5.13

Vezmeme mnozinu M = {1,2,3,4,5} a na ni definujeme ¢dstecné usporddani tak, ze pifmo vyjmenujeme
dvojice, které ho tvori:
145,143,342,344,542,244 (5.14)

Toto ¢astecné usporadani lze znazornit orientovanym grafem na obr. 5.11.

Jiny piiklad ¢dste¢ného usporadani: Vezméme mnozinu vSech podmnozin R neprazdné mnoziny 7. Céstetné
uspofddani mnoziny R definuje relace ,,C“ (A C B zde znamend ,A je vlastni podmnozinou B¥).

Céstecné usporadéani bychom také mohli zavést pro axiomy a matematické véty, které z nich plynou. Relaci A <
B by pak odpovidal vztah ,,z tvrzeni A plyne tvrzeni B“.

Topologické tridéni

Chceme-li tfidit posloupnost a;, pro jejiz prvky je definovdno c¢asteéné uspofadéni, musime toto Castecné
uspordadani vnofit do néjakého linearniho usporadani. To znamend usporadat prvky posloupnosti ai tak, aby
pro kazdou dvojici a;, a; ze vztahu i < j plynulo, Ze bud’ plati a; € a; nebo mezi a; a a; neni relace , «*
definovana. Je jasné, ze vysledek topologického tfidéni nemusi byt jednoznac¢né definovan.

Uttidéni ¢astecné uspoiddané posloupnosti muzeme znézornit orientovanym grafem, ve kterém budou vSechny
uzly lezet v jedné pifmce a vSechny Sipky, vyjadfujici orientaci hran, budou sméfovat doprava (viz napi. obr.
5.12).

Ukazeme si, jak muze vypadat algoritmus pro topologické tiidéni. Ve vstupnim souboru mame seznam relaci
ve tvaru usporadanych dvojic, popisujicich relace ¢astecného usporadani. Soubor konéi ¢islem 0. Chceme tyto
udaje setfidit a vytisknout. Pro jednoduchost budeme piedpoklddat, ze jde o celd ¢isla.

Napt. vstupni soubor, obsahujici éisla 1,5,1,3,3,2,3,4,5,2,2, 4 popisuje mnozinu {1,...,5}, na které je defi-
novano ¢astecné usporadani vztahy (5.14) z piikladu 5.13.
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Ze zadéani plyne, ze prvky tiidéné posloupnosti jsou polozky, které se ve vstupnim souboru vyskytuji alespon
jednou. Pii tfidéni vyuzijeme dynamické datové struktury .S, odvozené od jednosmérného seznamu. Algorit-
mus, ktery pouzijeme, muzeme shrnout do nasledujicich tif bodu:

1. Prvky pii vstupu ze souboru ukldddme do seznamu S. O kazdém prvku prubézné zjist'ujeme, kolik m&
v daném c¢éaste¢ném usporadani predchudcu a nasledovniku.

2. Potom v S vyhleddme prvky, které nemaji zddného pfedchudce (,nejmensi prvky*). Takovy prvek mus{
byt ve vstupnim souboru - a tady v .S - alespon jeden, nebot’ jinak by graf tohoto uspoifadani obsahoval
cyklus.

3. Tyto ,nejmensi“ prvky vytiskneme a odstranime z S. Zbude mam ¢éstecné usporadana mnozina, takze v
ni opét vyhleddme ,,nejmensi“ prvky, tj. prvky, které nemaji piedchudce, a odstranime je. Tento postup
budeme opakovat az do tplného vyprazdnéni S.

Seznam S bude obsahovat o kazdém z prvku tyto udaje: hodnotu prvku, mnozinu jeho nésledovniku a pocet
jeho predchudcu v daném ¢asteéném uspoiddani. Informace o néslednicich jednotlivych prvku tfidéné mnoziny
se budeme dozvidat postupné pii ¢teni vstupniho souboru. Proto pfipojime ke kazdému prvku mnoziny po-
mocny seznam jeho nasledovniki, nebo jesté 1épe seznam odkazu na nasledovniky.

Strukturu, ktera bude prvek seznamu reprezentovat, nazveme hlavni, nebot’ bude hlavni slozkou seznamu. Vedle
toho budeme ale potiebovat strukturu pomocny pro reprezentaci prvku pomocnych seznamu nésledovnika.
Jejich deklarace budou

type uHlavni = "Hlavni;

uPomocny = “Pomocny;

Hlavni = record {Prvek hlavniho seznamu}
kliZ, poZet: integer; {K1li¢ a pocet pfedchudcu}
upom: uPomocny; {0dkaz na seznam ndsledovniki}
dalsi: uHlavni; {0dkaz na dalsi prvek}

end;

Pomocny = record {Prvek seznamu nadsledovnikii}
id: uHlavni; {Ukazatel na nasledovnika}
dalsi: uPomocny; {Ukazatel na dalsi prvek seznamu}

end;

Slozka kli¢ obsahuje prvek tiidéné posloupnosti.

Na obr. 5.13 vidime seznam, ktery se vytvoril po pre¢teni prvni dvojice 1, 5 ze vstupniho souboru. Prvni
prvek seznamu obsahuje polozku 1, zadné polozka neni mensi. Jediny prvek pfipojeného pomocného seznamu
obsahuje ukazatel na vétsi polozku, v tomto ptipadé na 5. Druhy prvek seznamu obsahuje polozku 5 a informaci,
ze ma jediného predchudce. Protoze nemd (zatim) nasledovniky, je pfipojeny pomocny seznam prézdny.
Cely program se bude sklddat ze ¢tyi etap; po pripravnych operacich pfe¢teme vstupni soubor a na zakladé
udaju, které obsahuje, vytvofime seznam prvku a relaci mezi nimi. Ve tieti etapé sestavime seznam prvku,
které nemaji zddné predchudce (jsou ve smyslu daného ¢dstecného usporddéani ,,nejmensi*).

V poslednim kroku odstranime ze seznamu nejmensi prvky. Zaroven samoziejmeé v nésledovnicich odstranénych
prvku zmensime odpovidajicim zpusobem tdaje o poctu predchudcu. Vysledkem bude opét ¢asteéné uspoia-
dand mnozina, takze bude zase obsahovat alespon jeden nejmensi prvek. Tento postup budeme opakovat az do
vyprazdnéni seznamu.

Hlavni program tedy bude

begin
P¥iprava;
VytvorSeznam;
NajdiNejmenSi;
VypiSSeznam;

end.
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ZAVer

celo ’\
klic 1 5
pocet predchudcu 0

spojka

ukazatel na seznam potomku

ukazatel na vétsi prvek

zarazka

spojka

Obr. 5.13: po precteni prvni dvojice ze vstupniho souboru

Tentokrat nepouzijeme objektovych typu. To znamend, ze musime definovat ukazatele na pocatek a konec
seznamu jako globalni proménné (budou se jmenovat celo a zavér a budou typu uHlavni). Vedle toho definujeme
globalni proménnou z typu integer, ktera bude slouzit jako pocitadlo prvku v seznamu.

Procedura Priprava smaze obrazovku a vytvori prazdny seznam se zarazkou:

procedure Priprava;
begin
clrscr;
new(celo); {vytvofeni prédzdného seznamu hlavnich prvku}
zaver := celo;
z = 0; {potitadlo prvku}
end;

V procedute VytvorSeznam precteme vzdy jednu dvojici x, y ze souboru f. Podivame se, zda je x jiz v seznamu;
pokud tam neni, pfidime ho tam. Déle se podivame, zda je v seznamu y, a pokud neni, zafadime ho. Zaroven
k 2 piipojime informaci, ze jeho ndsledovnikem je y (tj. do pomocného seznamu, piipojeného k z, vlozime
prvek s adresou y) a u prvku y zvysime pocet piredchudcti.

Pro vyhledani prvku v seznamu a jeho piipadné zatazeni pouzijeme funkci JeVSeznamu, kterd zaroven vrati
adresu tohoto prvku:

function JeVSeznamu(w: integer): uHlavni;

{urceni hlavniho prvku s kliZem w a pfipadné& zafazeni do seznamu}
var h: uHlavni;

begin {JeVSeznamu}

h := Celo;
zaver~ .kli¢ := w; {definice zarazky}
while h~.k1li¢ <> w do h := h~.dal3i; {hledani}
if h = zavér then begin {prvek neni v seznamun - pridej ho}

new(zavar) ;

inc(z);

h”.pocCet := 0;

h™.upom := nil;

h”.dalsi := zavér;

{zardzka se stala poslednim prvkem, vytvofi se nova}

end;
JeVSeznamu := h;

end; {JeVSeznamu}
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Procedura VytvorSeznam ¢te jednotlivé dvojice, zafazuje je do seznamu a pripojuje informace o predchudcich
a nasledovnicich. Pritom predpoklddame, ze tidaje jsou ulozeny v souboru topo.dta

procedure VytvorSeznam;
var p, q: uHlavni;
t: uPomocny;
X, y: integer;
f: text;
begin {Vstup}
assign(f, ’topo.dta’); {otevfeni souboru topo.dta}
reset (f);
read(f,x);
while x <> 0 do begin {Vstupni soubor konci nulou}
read(f,y);
writeln(x,’ ’,y);
p := JeVSeznamu(x); q := JeVSeznamu(y);
new(t); {0dkaz na nového nadsledovnika}
t~.id := q;
t~.dalsi := p~.upom;
P~ .upom := t;
inc(q”.pocet); {Informace o po&tu pfedchudcu}
read(f,x)
end;
close(f);
end;

V dalsim kroku vyhleddme nejmensi prvky, a spojime je do nového seznamu. K tomu vyuzijeme jejich spojek
(odkazu na nésledujici prvky), nebot’ puvodn{ seznamovou strukturu uz nebudeme potfebovat. Ukazatelem
na prvni prvek nového seznamu bude proménnd celo. (Nemusime se bdt, ze tak zni¢ime strukturu seznamu
a ztratime spojeni na nékteré jeho ¢ésti; kazdy z nejmensich prvka mé néjaké nasledovniky a odkazy na né
jsou v pfipojeném pomocném seznamu. Snadno zjistime, ze se touto cestou muzeme dostat ke vSem prvkum
seznamu.

Spojeni nejmensich prvku do nového seznamu obstara procedura NajdiNejmensi. Prvky vkladd na zacdtek
seznamu, takze nyni budou v obraceném potadi nez v puvodni struktufie.

procedure NajdiNejmenSi;
var p, q: uHlavni;

begin {vyhledani hlavnich prvka s po&tem = O predchadcu}
p := Celo;
Celo := nil;

while p <> z&vér do begin {Prohledad az po zarazku}
q = p;
p := p~.dalsi;
if g~ .poCet = 0 then begin
q~.dalsi := Celo; Eelo := q;

end;
end;

Nyni zbyvé vypsat prvky ve spravném potradi (nebo je zpracovat jingm zpusobem). Procedura VypisSeznam
vezme prvni prvek, vypiSe ho a v nasledovnicich, uvedenych v pomocném seznamu, snizi pocet predchudct
(slozka pocet). Jestlize v nékterém z ndsledovniku klesne pocet predchudcu na 0, pfidd ho do seznamu nej-
mensich prvku.

procedure VypiSSeznam;
var p, q: uHlavni;
t: uPomocny;
begin
q := celo;{vystupni faze}
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Obr. 5.14: Vytvofeny seznam

while g <> nil do begin

writeln(q~.k1lig);

dec(2); {0dpocti zpracovany prvek}

t := q".upom;

q := q".dalsi;

while t <> nil do begin {Probirdme nasledovniky}
p = t~.id;
dec(p~.pocet);
if p~.potet = 0 then begin {UZ nemd pfedchudce - priddme ho}

p~.dalsi := q; {do seznamu prvku bez pfedchidciu}
q:=Pp;
end;
t := t7.dalsi;
end;

end;
if z <> 0 then writeln(’Tato mnoZina neni Caste&n& uspofddand’);
end;
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Jestlize v seznamu nenajdeme prvek bez predchudcu z pritom seznam neni prazdny, nebyla mnozina ¢asteéné
usporadand; graf relaci obsahoval cyklus.

Poznamenejme, ze v tomto jednoduchém programu jsme se nestarali o zruSeni seznamu po skonceni programu.
Ctenaf se muze pokusit upravit jej tak, abychom mohli prvky po zpracovani uvolnit pomoci procedury dispose,
a to i v pripadé, ze vstupni data nedefinovala ¢astecné usporadéni.

Priklad 5.14

Predpokladejme, ze ve vstupnim souboru jsou dvojice, pro prehlednost doplnime znak ,,«€“, vyznacujici uspo-
radani:

145542,1 43,2 44,3 42,3 €4

Jde vlastné o usporaddni (14), dvojice jsou ale v jiném potradi. Procedura VytvorSeznam vytvoii seznam, ktery
vidite na obr. 5.14 Procedura NajdiNejmensi tento seznam nezméni, nebot’ ¢elo ukazuje shodou okolnosti na
jediny nejmensi prvek.
Procedura VypisSeznam vypise hodnotu nejmensiho prvku, 1, a v jeho nasledovnicich podle uspofadani snizi
idaj o poctu predchudcu. Pritom zjisti, ze prvky s kli¢i 5 a 3 uz nemaji zddného predchtudce a zafadi je do
seznamu. Strukturu seznamu po této tpravé vidite na obr. 5.15. VSimnéte si, ze prvek 2 je nyni dostupny
pouze jako nésledovnik prvku 5 nebo 3.



100 KAPITOLA 5. TRIDENI

Obr. 5.15: Seznam po zpracovani prvku 1



Kapitola 6

Pouziti binarniho stromu

S bindrnim stromem a zdkladnimi algoritmy pro praci s nim jsme se setkali jiz v kapitole 2.2.2. Zde si ukazeme
nékteré dalsi vlastnosti a pouziti této datové struktury.

6.1 Vyvazené stromy

Binarni strom oznac¢ime za dokonale vyvazeny, jestlize pro jeho libovolny vrchol v plati, ze pocet vrcholu v
levém a pravém podstromu vrcholu v se lis{ nejvyse o 1.

Neni obtizné sestrojit staticky dokonale vyvazeny strom, tedy strom, u néhoz predem zndme pocet vrcholu
a ten se nebude ménit. (Jde o dlohu podobnou konstrukei optimélniho vyhleddvaciho stromu, se kterou se
setkdme v 6.2.2.)

Znacéné problémy ovSsem nastanou, jestlize se bude strom v prubéhu své existence meénit, tj. jestlize do néj
budeme chtit priddvat vrcholy nebo je rusit. Proto se obvykle pouzivaji slabsi definice vyvéazenosti. Jednu z
nich navrhli Adelson-Velskij a Landis [32] a stromy, vyvdzené podle jejich definice, se (podle nich) oznac¢uji jako
AVL-stromy nebo jako AVL-vyviZené stromy. Protoze zaddnou jinou definici vyvézenosti nebudeme pouzivat,
budeme o nich hovofit prosté jako o vyvdzZenych stromech. Tedy:

Strom je vyvdzeny, prdvé kdyz se visky obou podstromi, pripojenych k jeho libovolnému vrcholu, lisi nejvyse o

1.

Autofi AVL-stromu dokéazali, ze vyska AVL-stromu nikdy neptesdhne 1,45-ndsobek vysky dokonale vyvazeného
stromu, slozeného ze stejnych vrcholu. To znamend, Zze obvyklé operace, jako je pfidani vrcholu do stromu,
vyhleddn{ nebo zrusen{ vrcholu lze provést v case O (log, 1), kde n je pocet vrcholu.

Vyhledavani ve vyvazeném stromu se neli§{ od vyhledavani v ,oby¢ejném® binarnim stromu. P#i priddvani
nebo ruseni vrcholu se ovSem z vyvazeného stromu muze stat strom nevyvazeny. Podivame se, jak se napravuje
rovnovaha, porusend pii pridavani vrcholu; postup pii obnoveni rovnovahy po zruseni vrcholu bude podobny.
6.1.1 Pridavani vrcholi do vyvazeného stromu

Mame tedy strom, ktery byl vyvazeny, a do kterého jsme pridali jeden vrchol. Pro urcitost predpokladejme,
ze jsme jej pfidali levého podstromu. Jestlize si oznac¢ime K koten, L resp. P levy resp. pravy podstrom a vy,
resp. vp jejich vysky, bude pred pfidanim vrcholu platit jedna z nésledujicich t¥i moznosti:

1. v, = vp. Po pfidani bude vy, o jednicku vétsi nez vp, nicméné strom zustane vyvazeny.
2. vp < vp. Po pfidédni bude vy, = vp, strom zustal vyvazeny.
3. vy, > vp. Po pridani bude v, = vp + 2, takze strom jiz neni vyvéreny - je tieba zjednat népravu.

Pii vyvazovani musime zachovat relativni pofadi vrcholt ve stromu, nebot’ to odpovida potadi klicu. To
znamend, ze jediné piipustné zasahy budou rotace vrcholu, pii kterych napf. vrchol L nahradi K, kofen K
ptrejde do pravého podstromu apod.
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"3 0%

Obr. 6.1: Jednoduché rotace PP

eaoe:e

Obr. 6.2: Jednoduch4 rotace LL

Priklad 6.1

V tomto piikladu si ukdzeme vSechny situace, které mohou nastat (podle [1]). Uvazujme prazdny AVL-strom,
do kterého budeme postupné pridavat vrcholy s hodnotami 4, 5, 7, 2, 1, 3, 6.

Po pridani vrcholu 7 vznikne poprvé nevyvéazeny strom, ktery vidite na obr. 6.4 vlevo. Napravy dosdhneme
jednoduchou rotaci vpravo, kterou ozna¢ime PP (prodlouzil se pravy podstrom pravého podstromu).

Po pfiddni vrcholu 2 zustane strom vyvézeny. Po pfiddni vrcholu 1 se rovnovdha opét porusi (obr. 6.4), takze
musime pouzit jednoduchou rotaci doleva (LL, nebot’ se prodlouzil se levy podstrom levého podstromu).

Po pridani vrcholu 3 porusi vyvazenost korene, tj. vrcholu 5. K ndpravé nyni pouzijeme dvojitou rotaci, kterou
ozna¢ime LP (vyrostllevy podstrom pravého podstromu, obr. 6.4). Nejprve upravime levy podstrom s kofenem
2 tak, aby se jeho kofenem stal vrchol 4. Pak posuneme kofen celého stromu - tim se stane 4.

Posledni pridana hodnota je 6. Tentokrat se objevi nerovnovaha v levém podstromu pravého podstromu, takze
pouzijeme rotaci PL. Postup je zrcadlovym obrazem rotace LP (obr. 6.4).

Pii praci s vyvazenym stromem budeme potiebovat udaje o tom, o kolik se lisi vyska levého a pravého
podstromu. Proto pridame do kazdého zaznamu polozku vyvdZenost, ktera bude obsahovat rozdil vysky pravého
a levého podstromu (v tomto pofadi). Ve slozce pocet budeme uklddat pocet vyskytu prvku s danym klicem.

type uVrchol = “vrchol;
vrchol = record
kli¢: integer;
pocet:integer;

b 0,50,

Obr. 6.3: Dvojita rotace LP
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Obr. 6.4: Dvojita rotace PL

levy, pravy: uVrchol;
vyvaZenost: -1..1;
end;

P1i vkladani budeme potiebovat informaci o tom, zda se vyska podstromu zménila. K tomu pouzijeme pomocny
parametr h typu boolean, ktery budeme predavat hodnotou. Jestlize pridame prvek do levého podstromu kotene
K a vyska tohoto podstromu se zvétsi, bude potfebné strom znovu vyvazit, jestlize bude vyvenost = —1.
Jestlize jsme ptidavali do pravého podstromu a jeho vyska se zvétsila, bude potifebné strom znovu vyvazit,
bude-li vyvenost = 1.

Podle hodnoty vyvdZenost v kotfeni podstromu pak uréime, kterou z rotaci pouzijeme. V nasledujici procedute
vloZ jsou rotace vyjadieny jako vnotené procedury LL, LR atd.

procedure vloz(x: integer; var p: uVrchol; var v: boolean);

var pl, p2: uVrchol; {na potatku musi bjt v = false}
procedure LL; {levy podstrom levého podstromu}
begin

p~.levy := pl~.pravy;
pl”.pravy := p;

p~ .vyvaZenost := 0;

p := pl;
end; {LL}
procedure RR; {pravy podstrom pravého podstromu}
begin

p~.pravy := pl~.levy;

pl~.levy := p;

p~.vyvaZenost := 0;

p := pl;
end; {RR}
procedure LR; {levy podstrom pravého podstromu}
begin

p2 := pl”.pravy;
pl~.pravy := p2~.levy;
p2~.levy := pil;
p~.levy := p2~.pravy;
p2~ .pravy := p;

if p2~.vyvaZenost = -1 then p~.vyvaZenost := 1
else p~.vyvaZenost := 0;

if p2~.vyvaZenost = +1 then pl~.vyvaZenost := -1
else pl~.vyvaZenost := 0O;

p = p2;
end; {LRLLR}
procedure RL; {pravy podstrom levého podstromu}
begin

p2 := pl~.levy;

pl-.levy := p2~.pravy;
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p2~.pravy := pl;
p~.pravy := p2~.levy;
p2~.levy := p;

if p2”.vyvaZenost

+1 then p~.vyvéaZenost := -1

else p~.vyvaZenost := 0;
if p2~.vyvaZenost = -1 then pl~.vyvaZenost :=
else pl~.vyvaZenost := 0;

|
+
=

p = p2;
end; {RL}
begin {vloz}
if p=nil then begin {klic neni ve stromu, pfida se}
new (p) ;
v := true;
with p~ do begin
klic := x;
pocet := 1;
levy := nil;
pravy := nil;
vyvaZenost := 0;
end;
end;
else if x < p~.kli€ then begin
vloz(x, p~.levy,v);
if v then {zv&t8il se levy podstrom}
case p~.vyvaZenost of

1: begin
dec(p”.vyvaZenost) ;
v := false;
end;

0: dec(p”.vyvaZenost);
-1: begin {vyvaZovani}
pl := p~.levy;
if pl~.vyvéaZenost = -1 then LL else LR;
p~.vyvaZenost := 0;
v := false;
end;
end; {case}
end else
if x > p~.kli¢ then begin
vloz(x, p~.pravy,v);

if v then {zvetsil se pravy podstrom}

case p~.vyvaZenost of
-1: begin

inc(p”.vyvéaZenost);

v := false;

end;

0: inc(p~.vyvéaZenost);
1: begin {vyvazovani}

pl := p~.pravy;
if pl~.vyvaZenost = +1 then RR else RL;

p~.vyvaZenost := 0;
v := false;
end;

end; {case}
end else begin
inc(p~.pocet);
v := false;
end;
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®

Obr. 6.5: Bindrni strom s nahodné zvolenym kofenem i

end;{vloz}

Je ziejmé, Ze operace s vyvazenym stromem jsou podstatné slozitéjsi nez operace s ,obyCejnym*“ stromem.
Proto se tyto stromy vyplati budovat zejména tehdy, kdyz vyhledavéani prevazuje nad pridavanim nebo rusenim
vrcholu. Také v pripadé, ze se pouziva zhusténého uklddani zdznamu, prestavaji byt vyvazené stromy vyhodné
- operace piistupu ke zhusténym zéznamum mohou byt velmi neefektivni.

6.2 Vyhledavani v binarnim stromu

6.2.1 Analyza vyhledavani v binarnim stromu

V ptedchozim oddilu jsme se setkali s vyvazenymi stromy. Protoze prace s nimi nebyva efektivni, podivame
se na ,,obycejné“ stromy. Nejprve ale definujeme dokonaly strom.

Binarni strom s k drovnémi oznacime jako dokonaly, jestlize vSsechny vrcholy na drovnich 1,...,k—1 maji dva
nasledovniky. Vrcholu na k-té trovni jsou pochopitelné listy. Dokonaly strom méa n = 2% — 1 vrcholil - nejvétst
mozny pocet vrcholi ze vSech bindrnich stromu s k trovnémi. Je to zvlastni piipad dokonale vyvazeného
stromu.

Nejdelsi cesta, kterou musime pii vyhledavani v dokonalém bindrnim stromé projit, ma délku
k ~ logy n.

Prumeérnd délka cesty v dokonalém stromé bude podle vztahu (2.1) z kap. 2.2.2.

k
I iy KPP —(k4+1)28+1  (k—1)2F+1
snzgzglﬂ = ST = SE T ~k—1~logan—1 (6.1)
Soucet v (6.1) snadno vypocteme, jestlize si uvédomime, ze Zle 2°=1 je hodnota funkce - (Zle xl) v

bodé x = 2. Prumeérna délka cesty je tedy pfiblizné rovna dvojkovému logaritmu poc¢tu uzlu. Na druhé strané
dokonalé stromy se vyskytuji opravdu ziidka. Strom roste dynamicky podle toho, jak v ném ukldddme tdaje
- a udaje mohou prichdzet nesmirné chaoticky.

V nejhorsim piipadé muze mit kazdy vrchol pouze jediného nasledovnika, takze misto stromu vznikne linedrni
seznam. To se stane napt. v ptipadé, ze budeme uklddat data sefazend podle velikosti. Potom bude k vyhledani
udaje potieba v nejhorsim piipadé n, v prumérném piipadé n/2 porovnéani (piedpokldddme, ze viechny polozky
se hledaji stejné ¢asto).

Nejhorsi ptipad, kdy vznikne misto stromu seznam, je ovSem podobné maélo pravdépodobny jako nejlepsi
piipad, kdy vznikne dokonaly strom. Podivame se proto, jak vypada délka cesty, tj. pocet operaci, v primérném
piipadé.

Vezmeme libovolnou permutaci mnoziny # = {1,...,n} a vytvoifme z ni bindrn{ strom; protoze permutac{
mnoziny 7 je n!, musime uvazovat n! stromu, které budou vSechny stejné pravdépodobné.

Pravdépodobnost, ze se kofenem stane ¢islo ¢, je rovna 1/n. Potom bude mit levy podstrom i — 1 vrcholu a
pravy podstrom n — ¢ vrcholu (obr. 6.4).

Oznac¢ime a,, hledanou prumeérnou délku cesty ve stromu s n vrcholy. Pravdépodobnosti pristupu k jednotlivym
vrcholum pokldddme za stejné, rovné 1/n. Prumérnou délku cesty pro i-ty vrchol muzeme pocitat jako soucet
souc¢inu trovné vrcholu (tedy délky cesty) a pravdépodobnosti piistupu k nému, tj.
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1 n
= E Z Di (62)
=1
kde p; je délka cesty pro i-ty vrchol.

Vrcholy stromu, ktery vidite na obr. 6.5, muzeme rozdélit na t¥i skupiny:

1. Vrcholy levého podstromu. Jejich prumérna délka cesty je a;—1 + 1 (jednicka navic je za cestu do kofene
celého stromu). V tomto stromu je ¢ — 1 vrcholq, to znamend, ze pravdépodobnost piistupu k nékterému
z vrcholit v tomto podstromu je (i — 1) /n.

2. Kofen stromu. Délka cesty je 1, pravdépodobnost ptistupu 1/n.

3. Vrcholy pravého podstromu. Prumérna délka cesty pro n — i vrcholu v tomto podstromu je An_;+1,
pravdépodobnost pfistupu k nékterému z vrcholu v tomto podstromu je (n — %) /n.

To znamend, ze prumérnou délku cesty (pfi pevne zvolenem i) muzeme vyjadrlt jako soucet ti{ ¢lenu:

. -1 n—1
al) = (a;_1 +1) — + 1— + (an-i +1) — (6.3)
Celkovou prumérnou délku a,, potom muzeme vyjadfit jako prumér z hodnot a( 2 ptes vSechna i, 7 =1,...,n,

to znamend pies vSechny stromy s hodnotami 1,2, ...,n v kofeni. Dostaneme
n

e~ oy 1 i—1 1 n—i
n n n {(az ! ) n n (an ) n ] (6.4)

=1 i=1

V hranatych zdvorkdch muzeme vytknout 1/n a secist vyrazy, které nezdvisi na ay. Tak dostaneme

= z": i—1Dai—1+n—i)a,—;] =1 iz—l all—l—&——Zzal (6.5)

V (6.5) jsme pocitali dva stejné soucty v opacném poradi, proto jsme je nahradili jedinym souc¢tem. Tak jsme
dospéli k vyjadieni tvaru a,, = f (an—1,an—2,...,a1), které se ale pro vypocet a,, ptili§ nehodi. Pokusime se z
néj ziskat vztah tvaru a, = g (an—1).

Z (6.5) plyne

=1 —i— — ZMZ = (n ) Gn—1 + Zmz, (6.6)

n—2
2
apn-1=14+ ——= ia;. 6.7
1 (n _ 1)2 ; ( )
Vyjadifme-li ze vztahu (6.7) soucet Z?;OQ ia; a dosadime-li za néj do (6.6), dostaneme
1
Ay = E ((77,2 — 1) Ap—1+ 2n — 1) (68)

Vztah (6.8) predstavuje linedrni diferenéni rovnici. Pouzijeme obvyklého postupu feseni. Nejprve vyfesime
rovnici bez pravé strany,

(- 1)
bn = n2 bn—l (69)
Polozime-li b; = 3, odvodime snadno matematickou indukci, ze
22 —1 22 -132-1 2n —1
by = f——— b3 =f—————,...,bp =
2 ﬁ 22 ) 3 ﬁ 22 32 ’ ’ ﬁ m

Déle potfebujeme najit jakékoli feseni rovnice s pravou stranou (6.8). Pfitom pouzijeme analogii metody variace
konstant, zndmé z teorie diferencidlnich rovnic. Predpokldddme, Ze feseni mé tvar a,, = K,,b, = K, (n +1) /2n
a po dosazeni do (6.8) a upravé dostaneme pro posloupnost K,, rekurentni vztah (diferen¢ni rovnici)

Kn - anl =

n—i—liﬁ

Snadno se presvédéime, ze feSeni této rovnice lze ma tvar 3H,,+1 — Hy, kde H,, je posloupnost

"1
H":Z;E
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Z toho pak plyne, zZe TeSeni rovnice (6.8) mé tvar

1 1

(3H 41 — H,,) (6.10)

Protoze posloupnost H,, se pro velkd n chové piiblizné jako pfirozeny logaritmus n, bude pro pomér cesty
dokonalého stromu s,, a stfedni hodnoty cesty ndhodného stromu a,, platit
. (7% . 2 hl n
lim — = lim
n—oo Sy, n—o0 10g2 n

=2In2~ 1,39.

Prumeérné zhorseni tedy neni piilis vyrazné, predstavuje pouhych 39%. Presto v piipadé algoritmu, u kterych
je cas kriticky (napf. pfi Fizeni procesu v redlném ¢ase) muze byt nepifjemné.

6.2.2 Binarni vyhledavaci stromy
Uvodni uvahy

V piredchozim odstavci jsme vychazeli z predpokladu, ze ptistup ke vsem vrcholum je stejné pravdépodobny.
To ale nemusi byt vzdy pravda. Nékdy se setkdme se stromy, které se v prubéhu programu neméni a které
slouzi k rychlému vyhledavani informaci.

Napiiklad ptfi pfekladu programu narazime ve zdrojovém textu identifikatory a potiebuje zjist’'ovat, zda to
jsou klicova slova. Usporddame proto vSechna klicova slova do binarniho stromu a kazdy nalezeny identifikator
budeme nejprve hledat v tomto stromu. Pokud v ném neni, nejde o klicové slovo.

Takovéto stromy budeme oznacovat jako vyhledavaci. Pfesna definice vyhledavaciho stromu vypadé takto:
Bindrni vyhleddvaci strom (BVS) je bindrni strom, pro ktery plati:

1. Vsechny polozky, ulozené v levém podstromu, jsou mensi nez polozka v kofeni.
2. Vsechny polozky, ulozené v pravém podstromu, jsou vétsi nez polozka v kotfeni.

3. Levy a pravy podstrom jsou opét binarni vyhledavaci stromy.

Vzhledem k tomu, ze se BVS pouzivaji nejcastéji v kompildtorech, budeme o polozkach, ulozenych ve vyhleda-
vacich stromech, ddle hovofit jako o ,identifikdtorech®. Ukéazeme si, jak sestrojit optimélni BVS za ptredpok-
ladu, ze zndme pravdépodobnosti pouzit{ identifikatort (klicovych slov), kterd v ném budou ulozena. Pfitom ale
musime znat i pravdépodobnosti neispésného vyhledavani, tj. pravdépodobnosti vyhledavani identifikatoru,
ktery ve stromé neni.

V BVS budou ulozZeny identifikatory aq, as, ..., a, pro které plati usporddani a; < as < ... < ay,. Pro iplnost
jesté definujeme ag = —o00, an+1 = +0o. Predpokladame, ze pravdépodobnosti, ze identifikdtor x je roven
jedné z hodnot ulozenych v BVS, jsou

Identifikatory, které ve stromé nejsou, se rozdéli na tiidy ekvivalence FE;,
By ={z]a; <z < a1}, 1=0,1,...,n

V dalsich ivahédch budeme muset také vzit v potaz pravdépodobnosti @); netdspésného vyhleddvani, tj. pravdé-
podobnosti, ze pro identifikdtor x bude platit a; < z < a;41:

Qi=P(z€E), i=0,1,...n

Identifikdtor v BVS bud’ najdeme (pak je x = a; pro néjaké i) nebo nenajdeme, a pak pro néjaké ¢ plati
a; < x < a;+1. Jind moznost neni, a proto musi pro soucet pravdépodobnosti P; a ); platit

n

S (Pi+Qi)+Qo=1.

i=1

Poznamenejme, ze BVS muzeme chépat jako bindrni strom, ve kterém netspésnd vyhledavani konci ve zvl&st-
nich vrcholech, jak jsme je zavedli v odst. 2.2.2. (obr. 6.6).
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Ey Ey E, E3 Es Es

Obr. 6.6: Bindrni vyhleddvaci strom

Vyhledavaci procedura a cena stromu
Je-li BVS slozen z vrcholu typu vrchol, a data, ulozenéd ve vrcholech BVS, jsou typu data, muzeme pro vyh-

leddvén{ pouzit funkei (napiSeme ji pro zménu v jazyku C)

typedef vrchol *uVrchol;
uVrchol zjisti(uVrchol T, data X)

{
uVrchol i;
i=T; //d je slozka vrcholu obsahujici data
while(i != NULL)
if (X < i->d) i = i->Levy; else
if (X > i->d) i = i->Pravy; else
return i;
return i;
}

Tato funkce vrati bud’ adresu vrcholu, ve kterém je ulozena hodnota X, nebo NULL, jestlize X ve stromé
neni. Je-li vyhledavani uspésné, tj. jestlize se hodnota X najde, skon¢ime v normalnim vrcholu stromu na
[-té urovni. To znamend, ze probéhlo [ iteraci cyklu while v procedute zjisti. Je-li vyhleddavani netspésné, tj.
skonéime-li ve zvlastnim uzlu stromu na urovni [, probéhlo pouze [ — 1 iteraci cyklu while.

To ndm umoznuje definovat cenovou funkci pro dany strom S:
n n
C(S)=>_ Pu(a)+ Y Qi(u(E)-1), (6.11)
i=1 i=0
kde u (a;) je troven vrcholu a;; pfipomenme si, Ze kofen je na drovni 1.

Priklad 6.2

Uvazujme jednoduchy programovaci jazyk, ktery obsahuje pouze tii klicova slova if, do a while. Tato klicova
slova muzeme usporadat do péti vyhledavacich stromu, které vidite na obrézcich 6.7
Jestlize bude P, = Q; = 1/7, bude C (b) = 13/7, ceny ostatnich stromu budou 15/7. Jak jsme mohli ocekdvat,

Q1 =0,1, Q2 = Q3 = 0,05, bude C (a) = 2,65, C(b) =1,9, C(c) =1,5, C(d) = 2,05, C(e) =1,6. V tomto
piipadé je nejvyhodnéjsi strom, ktery ma tvar seznamu!

Optimalni vyhledavaci strom

Na konstrukei optimalniho vyhleddvactho stromu se mizeme divat jako na problém dynamického programovani:
prvnim rozhodnutim uréfme, ktery vrchol bude kofenem (pfesnéji ktery idaj ulozime do kotene). Necht’ je to
ag.
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Obr. 6.7: Mozné binarni vyhleddvaci stromy pro dand kli¢ova slova

L P

Obr. 6.8: Volba korene

Tim, ze jsme zvolili kofen, se strom rozpadl na tii ¢asti: kofen a dva podstromy. Cena levého resp. pravého
podstromu bude

k—1 k—1 n n
C(L)=) Pu(a)+> Qiw(E)—-1), C(P)= > Pula)+> Qi(u(B)—1). (6.12)
=1 1=0 i=k+1 i=k

Tvar tohoto stromu znazornuje obr. 6.8.

Nyni uréime cenu celého stromu. S pravdépodobnosti Py zlustaneme v kofeni aj. Jinak mizeme jit do levého
podstromu - pak bude cena sou¢tem ceny levého podstromu a ceny za prichod z kofene do néj, nebo muzeme
jit do pravého podstromu - a cena bude sou¢tem ceny pravého podstromu a ceny za pruchod do néj.

Cena za prichod do levého resp. pravého podstromu je rovna sou¢inu délky cesty (1 krok) a pravdépodobnosti,
ze cilovy vrchol lezi v tomto podstromu, tedy

k—1
Qo+ Y (Pi+Q)=W(0,k—1),
1=1

resp.

Qv+ Y (Pi+Qi) =W (k,n).

i=k+1
Obecné definujeme funkei W (4, j) vztahem
J
Wi, ) =Qi+ Y, (P+Qp).
I=i+1
Cenu celého stromu S tedy muzeme vyjadfit rovnici
C(S)=Pe+W(0,k-1)+W(k,n)+C(L)+C(P). (6.13)

Nasim cilem je zkonstruovat BVS, pro ktery bude C (S) minimdlni. Protoze volbou kofene aj, je pevné dédno
rozdéleni vrcholu do levého a pravého podstromu, je jasné, ze i C (L) a C' (P) musi byt minimdalni. (Plat{ tedy
princip optimality.)
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Jestlize se ndm podaii zvolit vhodné aj, stojime pfed podobnym tkolem: urc¢it kofeny levého a pravého
podstromu. Opakovanim tohoto postupu dospéjeme nakonec k podstromum slozenym z jediného uzlu.

Abychom mohli tuto minimalizaéni dlohu vyfFesit, definujeme C (4, j) jako cenu optimélniho podstromu S;;,
slozeného z uzld a;y1,...,a; a By, ..., E;. Odtud pak plyne pro cenu celého stromu S = Sy,

C(0,n) = min ={C(0,k=1)+C (kn)+ P+ W (0,k=1)+ W (k,n)}. (6.14)

Obecné pro podstrom S;; vzhledem k definici W (3, j) plati

Cij) = min {C ik =1)+C(kj)+ Pt W (i k= 1)+ W (k,j)} = (6.15)
= min {C(i,k—1)+C(kj)}+W (i) (6.16)

Rovnici (6.16) 1ze fesit pro C (0,n) tak, ze nejprve spocteme vsechna C (4,j) proi —j =1, pak proi —j =2
atd. To znamena, ze nejprve sestrojime vsechny optimalni stromy z jednoho vrcholu, pak optimalni stromy ze
dvou vrcholu atd.

Priklad 6.3

Sestrojime optimaln{ bindrni vyhleddvaci strom pro mnozinu klicovych slov a; ={do, if, real, while} (je tedy
n = 4). Pritom vime, ze pravdépodobnosti P; jsou 3, 3, 1, 1 a pravdépodobnosti @; jsou 2, 3, 1, 1, 1 (pro
pohodli jsme vSechny pravdépodobnosti vynésobili 16). Oznaéime R (4, j) vrchol S;;.

Z definice W (i, j) plyne, ze W (i,i) = Q; pro libovolné i = 0,...,n. Ddle pak C (i,4) = 0 pro libovolné i,
nebot’ strom S;; neobsahuje zddny vrchol. Ddle se budeme F{dit vztahem (6.16) a vezmeme v ivahu, ze
W,j)=Pi+Q; + W(i,j—1).

Pro stromy slozené z jednoho vrcholu rovnici (6.16) vlastné ani nepouzijeme. Dostaneme postupné

W(,1) = P+Q:1+W(0,0)=38,

C(0,1) = W(0,1)+min{C(0,0)+C (1,1)} =8
R(0,1) = 1,

W(l,2) = Po+Qx2+W(1,1)=7,

C(1,2) = W(1,2)+min{C(1,1)+C(2,2)}=7
R(1,2) = 2,

W(2,3) = P+Q3+W(2,2) =3,

C(2,3) = W(2,3)+min{C(2,2)+C(3,3)} =3
R(2,3) = 3,

W(3,4) = Pi+Qs+W(3,3)=3,

C(3,4) = W(3,4)+min{C(3,3)+C(4,4)} =3
R(3,4) = 4.

Jestlize nyn{ zndme W (i,i+1) a C (i,i+1) pro ¢ = 0,...,3, muzeme pouzit rovnici (6.16) a vypocitat
W (i,i+2), C(i,i+2)a R(i,i+2) proi =m,...,2. Pro stromy slozené ze dvou vrcholu dostaneme
W(0,2) = Po+Q2+W(0,1) =12,
C(0,2) W (0,2) + min{C(0,k—1)+C (k,2)} =19 (minimum pfes k = 1, 2)
R(0,2) = 1, (pro cenové min. vrchol k) .
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W(1,3) = Py+Qs+W(1,3)=09,
C(,3) = W({,3)+min{C(1,k—1)+C (k,3)} =12 (minimum ptes k = 2, 3)
R(1,3) = 2,
W(2,4) = Pi+Qa+W(0,1) =5,
C(2,4) = W(0,2)+min{C(2,k—1)+C(k,4)} =8 (minimum pfes k = 3,4)
R(2,4) = 3.

Podobné pro stromy, slozené ze ti{ vrchola, dostaneme

W(0,3) = P3+Q3+W(0,2) =14,

C(0,3) = W(0,3)+min{C(0,k—1)+C(k,3)} =25 (minimum pres k = 1,2, 3)
R(0,3) = 2,

W(1,4) = Pi1+Qs+W(1,3) =11,

C(1,4) = W(1,4)+min{C(1,k—1)+C(k,4)} =19 (minimum pres k = 2,3,4)
R(1,4) = 2.

W(0,4) = P4+Q4+W(073):16,
C(0,4) = W(0,4)+min{C(0,k—1)+C (k,4)} = 32 (minimum pfres k = 1,2, 3,4)
R(0,4) = 2.

Odtud muzeme vycist, ze vrcholem stromu bude polozka as; v levém podstromu je jediné vrchol aq, takze neni
o ¢em premyslet. V pravém podstromu zbyly vrcholy az a a4. Strom Ss4 mé optimalni kofen Ry a to je - jak
jsme spocitali - az. Tim je optimalni strom plné urcen.

6.3 Zpracovani aritmetického vyrazu

V tomto odstavci se budeme pro jednoduchost zabyvat pouze vyrazy s bindrnimi operatory.

6.3.1 Zapis vyrazu pomoci stromu

Binarni strom umoznuje popsat strukturu aritmetického vyrazu, aniz bychom potiebovali znat priority opera-
torti nebo pouzivat zavorky. Podivejme se na vyraz
A+B+«C+ (D+E)*F. (6.17)

Chceme-li ho vyhodnotit na zédkladé tohoto zapisu, musime védét, ze nasobeni ma piednost pfed s¢itanim
a ze vyrazy v zavorkdch se vyhodnocuji prednostné. Vyraz (6.17) muzeme ovSem také zndzornit bindrnim
stromem, ve kterém budou vnitini uzly predstavovat operdtory, listy budou znamenat operandy (proménné
nebo konstanty). Piiklad vidime na obr. 6.9.

Postup pro vycisleni hodnoty, kterou tento strom reprezentuje, definujeme vyrazem

L op P,

kde L je hodnota levého podstromu, P je hodnota pravého podstromu a op je operator v kofeni stromu.
Obsahuje-1i néktery podstrom pouze jediny list, je jeho hodnota rovna hodnoté konstanty (proménné), kterou
tento list urcuje. Pokud je tento podstrom slozitéjsi, pouzijeme k vypoctu jeho hodnoty rekurzivné tyz postup.
Pii uvedeném postupu je strom na obr. 6.9 ekvivalentni vyrazu (6.17).

Popsany algoritmus muzeme zapsat ve tvaru funkce
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5

Obr. 6.9: Vyraz reprezentovany pomoci bindrniho stromu

function hodnota(t: “strom): &islo;

begin
if 1list(t) then hodnota := t~.data
else
hodnota := vycisli(hodnota(t~.levy), t~.operdtor,
hodnota(t pravy)) ;
end;

Pritom se odvoldavame na funkci vycisli, kterd provede s prvnim a tfetim parametrem operaci, uréenou druhym
parametrem (operdtorem).

6.3.2 Obraceny polsky zapis

Binarni strom lze ulozit do pole. K tomu lze pouzit jak piimé tak zpétné zpracovani. Budeme-li predpokladat,
zZe vechny tdaje ve stromé (operdtory, proménné) jsou stejného typu, mohli bychom k zapisu pouzit nasledujici
proceduru:

procedure uloz(t: uStrom);
begin
if t<> nil then begin
if 1ist(t) then zapisi(t~.data) else zapisi(t~.operator);
uloz(t~.levy);
uloz(t~.pravy);
end;
end;

Ze stromu z obr. 6.9 vznikne pomoci této procedury
++AxBC«+DEF (6.18)

Toto vyjadien{ oznacujeme jako polsky zdpis!. Jsou-li viechny operdtory bindrni, je tvar (6.18) ekvivalentn{
funkciondlnimu zapisu

+(+ (A, % (BC)),*(+(D,E),F)) (6.19)

ve kterém operdatory vystupuji jako funkce se dvéma argumenty.

Pro pocitacové zpracovani se obcas pouzivé obrdceny polsky zdpis (RPZ), ktery vznikne, budeme-li zapisovat
operdtor az za operandy (zpétné zpracovani{). Vyraz (6.17), piepsany do RPZ, m4 tvar
ABC « DE+ F %+ (6.20)

Ukéazeme si jednoduchy algoritmus, ktery umoznuje prevést vyraz do RPZ. Tento algoritmus predpoklada, ze
vyraz ma tvar retézce polozek, Ze vsechny operatory jsou bindrni a ze kazdy méa operator pfifazenu kladnou
prioritu. Vystupem je opét fetézec polozek ve tvaru RPZ. Pfi pfevodu vyuziva zasobnik.

1Podle polského filozofa Lukasiewicze, ktery si ziejmé jako prvni uvédomil, Ze operator predstavuje funkci svych operandi.
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Algoritmus

1.
2.
3.

Vezmi dalsi polozku ve vstupnim fetézci.
Je-li to operand, vloz jej do vystupniho fetézce.

Je-li to levd zavorka (%, vloz ji do zdsobniku s prioritou 0.

. Je-1i to operator, porovnej jeho prioritu s prioritou operatoru na vrcholu zasobniku:

(a) Je-li jeho priorita vétsi, vloz ho do zdsobniku;

(b) Jinak vezmi operdtor z vrcholu zdsobniku a dej ho do vystupniho fetézce; porovndni opakuj s
operatorem, ktery je nyni na vrcholu zasobniku, dokud nebude priorita nového operatoru vétsi
nebo dokud nebude zdsobnik prazdny. Pak vloz novy operator do zasobniku.

. Je-li to pravé zévorka ,,)“, vyber ze zdsobniku vSechny operatory az po odpovidajici levou zdvorku a dej

je do vystupniho fetézce; obé zévorky zahod’ (nepatii do vystupniho fetézce).

. Narazis-1i na konec vyrazu, vyber ze zasobniku vSechny zbyvajici operatory a dej je do vystupniho fetézce,

jinak se vrat’ na krok 1.

Tento algoritmus méa jednu drobnou nevyhodu: prohodi potadi operandu. To musime vzit v Givahu u nesyme-
trickych operédtoru (,,-“, mocnina) .

Priklad 6.4

Podivejme se, jak by vypadal pfevod vyrazu (6.17) do RPZ pomoci popsaného algoritmu.

Vstup Vystup Zasobnik
A+B*C+(D+E)*F 0 0
+B*C+(D+E)*F A 0
B*C+(D+E)*F A +
*C+(D+E)*F AB +
C+(D+E)*F AB +*
+(D+E)*F  ABC +*
(D+E)*F  ABC*+ +
D+E)*F ABC*+ +(
+E)*F ABC*+D (+
E)*F ABC*+D +(+
)*F  ABC*4+DE +(+
*F  ABC*+DE+ +
F ABC*4+DE+ +*
)  ABC*+DE+F +*
ABC*+DE+F*+ 0
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Kapitola 7

Seminumerické algoritmy

V této kapitole se podivame na algoritmy pro zakladni pocetni operace, jako je s¢itani nebo nasobeni celych
nebo redlnych ¢isel. Zabyvat se témito algoritmy se muze zdat zbytecéné: v aritmetické jednotce procesoru jsou
jiz implementovany a uzivatel je nemuze ménit.

Mohou se ovem vyskytnout situace, kdy znalost téchto zdkladnich algoritmu ocenime. Muze se napf. stat,
Ze ndm nebude stacit presnost, kterou ndm nabizi procesor naseho pocitace (pocitani s velmi dlouhymi ¢isly
je bézné napt. pii Sifrovani). Potom nezbyva, nez si zdkladni operace naprogramovat sami.

Vedle toho znalost zdkladnich algoritmt umoznf 1épe porozumét moznostem a omezenim pocitace.

7.1 Pozicni ¢iselné soustavy

Algoritmy pro aritmetické operace, tedy vlastné pro veskeré zachazeni s ¢isly, jsou bezprostiedné zavislé na
zpusobu, jakym jsou ¢iselné hodnoty v pocitaci zobrazovany. Zpusob zobrazeni ¢isel se nazyva c¢iselnd soustava;
nase povidani tedy za¢ne vykladem o ¢iselnych soustavéch.

V poziéni ¢iselné soustavé o zakladu z piedstavuje zapis (... azaz2a1a0,a—1a_2a_3...), redlné ¢islo s hodnotou
2 1 -1 ~2 -
(...asaz2a1a0,a_10_3a_3...), =+ azz® +agz® +a12t +ap2’ +a_127 a0z da 3z 3+ (7.1)
kde a; jsou cislice, a; < z.

Poziéni! ¢fselnd soustava se zédkladem z pouzivd k vyjddieni z riiznych znakd, oznacovanych jako éislice. V

¢iselnych soustavach se zdkladem z < 10 se pouzivaji ¢islice 0,1, ...,9. Je-li zdklad z < 36, pouzivaji se jako
dals{ ¢islice pismena latinské (presnéji anglické) abecedy. Pismeno a bude hrat roli ¢islice s vyznamem 10, b
bude piredstavovat ¢islici 11 atd.

Osmickové soustava pouzivd pouze ¢islic 0,...,7. Zapis (120, 3)4 pfedstavuje ¢islo

3
(120,3)g = 1.8 + 2.8+ 0.1+ 3.8 =80+ 3= (80,375) -

Sestnéctkové soustava se sklad4 z ¢islic 0,1,...,9,a,b, ¢, d, e, f. Zapis (1f),¢ predstavuje ¢islo
(1f);6 = 1.16 + 15 = 31.

Cislici ax oznacujeme jako vyznamnéjsi nez cislici ay, je-li k > 1.

7.2 Cela ¢isla

Podivame se nyni na problémy, které souvisi s reprezentaci celych ¢isel v soustavé se zékladem z a s algoritmy
pro zakladni aritmetické operace v pocitaci, ktery pracuje s n pozicemi.

INyni je jiz zFejmé, pro¢ se tyto soustavy oznaguji jako poziéni: Vaha jednotlivych &fslic je uréena jejich pozici vzhledem k
desetinné ¢érce (nebo tecce). Existuji i nepozi¢ni ¢iselné soustavy - napft. fimska. Pro pozi¢ni ¢iselnou soustavu se zékladem z se
pouziva oznaceni z-arni soustava.
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7.2.1 Reprezentace celych ¢isel se znaménkem

Jak zobrazime zapornd ¢isla, jestlize mame k dispozici n pozic? Jedno z moznych feSeni je piidat dalsi pozici,
kterd bude obsahovat znaménko.

Uvazujme pocitac, ktery pracuje v desitkové soustavé a méa 10 pozic na ¢islice a jednu pozici na znaménko. To
znamena, ze ¢islo 123 se bude zobrazovat +0000000123, ¢islo —123 se zobrazi jako —0000000123.

Tato znaménkovd reprezentace (oznacovand také jako primy kdd) v podstaté odpovidd béznym konvencim
zapisu celych ¢isel. Jeji moznou nevyhodou je, ze ¢isla +0 a —0 predstavuji tutéz hodnotu 0, coz muze vést k
urcitym potizim.

Proto se zpravidla pouzivd doplikové reprezentace (dopliikovy kéd). Je-li ddna konstanta k, definujeme v
soustavé se zdkladem z obraz &fsla z, x| < 2*, takto:

e Obrazem celého nezaporného ¢isla x < z* je samo é&islo z, zapsané v z-arnf soustavé (a piipadné doplnéné
zleva nulami).

e Obrazem zaporného celého &isla x > —z* je ¢islo 2% + .

Doplitkové reprezentace nepouziva znaménka. Proto se zde nesetkdme s problémem kladné a zaporné nuly; na
druhé strané vSechny ostatni obrazy mohou mit dva vyznamy, mohou ptedstavovat bud’ kladné nebo zaporné
¢islo. Proto se obvykle uzivé osttejsi definice doplinkového kédu:

e Obrazem celého nezéporného éisla < 2z¥/2 je samo ¢islo x, zapsané v z-arni soustavé (a pifpadné
doplnéné zleva nulami).

e Obrazem zéporného celého é&isla = > 2% /2 je ¢islo 2% + .

Pouzijeme-li této definice, muzeme podle hodnoty prvni ¢islice obrazu rozhodnout, zda jde o obraz kladného
nebo zdporného ¢isla.

Priklad 7.1

Klasické mechanické kalkulacky pracovaly v doplinkovém kdodu v desitkové soustavé. Predstavme si, ze mame
kalkulacku s 10 pozicemi. Jestlize na ni od ¢&isla 0 odecteme 1, dostaneme 9999999999, nebot’ aritmetické
operace se provadéji modulo 100, Stejny vysledek oviem miizeme dostat i seétenim obrazii kladnych éisel,
napr.

4444444444 + 4444444444 + 1111111111 = 9999999999.

Obvykle se ovem ¢isla (obrazy), kterd maji na nejvyssi pozici 5,...,9 interpretuji jako zdporna.

Dnesni poéitace pouzivaji obvykle dvojkovou (bindrni) soustavu. Zpravidla si muzeme pfedepsat, zda budeme
obsah daného ¢isla chapat jako celé ¢islo bez znaménka, tedy nezdporné ¢islo v piimém kédu, nebo jako celé
¢islo se znaménkem v doplitkovém kédu.

V Turbo Pascalu na PC méme napf. typ byte, coz je jeden byte, chdpany jako celé ¢islo bez znaménka. Muze
tedy obsahovat celd ¢isla v rozmezi 0..255. Vedle toho méme typ shortint, coz je opét jeden byte, tentokrat ale
chapany jako celé ¢islo v doplitkovém kédu. To znamend, ze muze obsahovat celd ¢isla v rozmezi -128..127.

Podobné dvojice tvoii dvoubytové typy word a integer. V jazyku C na PC najdeme jesté ¢tyrbytové typy
long a unsigned long; Turbo Pascal nabizi typ ¢tyrbytovy typ se znaménkem longint, z néjakych zahadnych
duvodu nam v8ak odepird analogicky typ bez znaménka.

Podivejme se nyni na vztah Ciselné soustavy ze zdkladem z a soustavy se zdkladem Z = z". Oznacime-li a;
cislice v soustavé se zakladem z a A; Cislice v soustavé se zdkladem Z, snadno se presvédéime, ze plati vztah
(. ..a3a20a100,3-10-2a_-3 .. ')z = ( .. A3A2A1A0, A_lA_QA_g - ')Z

kde ¢islice A; vznikne ze skupiny k &islic a;
Aj = (aanrn,l N anj+1anj)z
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Protoze a; jsou ¢islice z-arni soustavy, je 0 a; < z, takze pro libovolné n-mistné ¢islo
(ao ce an_gan_l)z

plati

_ "
Zz—l :(z—l)z =2"-1

=0

'M*

Il
=)

0 S (ao e an,gan,l)z

K2

To znamend, ze skupina (ag . .. an—2an—1), opravdu muze predstavovat ¢islici v soustaveé se zakladem Z = 2".

Prevedeme ¢islo, vyjadiené ve dvojkové soustavé z = (111101011011001), do Sestndctkové soustavy. Nejprve
rozdélime x na skupiny po ¢tytech,

(1111) (0101) (1011) (0001)

N e

15 5 11 1
F ) B 1

Cislo  mé tedy v Sestnactkové soustavé tvar F6BI.

Poznamka: Jako zédklad ¢iselné soustavy se obvykle voli celé ¢islo z > 1. Volby z = 1 a z = 0 zjevné nemaji
smysl. Mohli bychom vsak za zaklad vzit celé &islo z < —12. V takové soustave lze vyjadrit jakékoli celé éislo,
kladné i zdporné, aniz bychom potfebovali znaménko. Napi. v soustaveé se zdkladem —10 se ¢islo (—1),, vyjadif
jako (19)_,,, nebot’ 1.(—10)+9.1 = —1.

Zékladem Ciselné Soustavy mohou byt i komplexni cisla. Napf soustava se zakladem z = 2i umoiﬁuje Vyjzidf"it

VVVVV

soustavdch najdete napi. v Knuthoveé knize [3].

V tomto i v nasledujicich algoritmech budeme oznaceni ¢iselné soustavy vynechavat.

7.2.2 Scitani celych cisel

Postup pii s¢itani bude vychazet ze znamych algoritmu ze zakladni skoly. S¢itdme dvé k-mistna éisla, u a v,
kde u = ujug ... up—1ur & v = V1Vy ... VE_1Vk (pozor, nyni indexujeme ¢islice v opacném pofadi nez v (7.1)).
Vysledek bude

U+V=w=wwWs2...W_1Wk;
(ug, v; & w; jsou &islice, které tato ¢isla tvorid). Cisla u, v a w mohou zaémat nulami. Pfi séitani pouzijeme
pomocnou promeénnou, kterou budeme oznacovat p a nazyvat prenos.

Vlastni algoritmus s¢itani dvou celych ¢isel bez znaménka bude vypadat takto:
1. Polozp:=0aproi=k,k—1,...1 opakuj nasledujici kroky:
2. Vypocti b:=u; +v; + p.
3. Je-li b < z, poloz w; := b a p:=0; jinak polozp:=1aw; :=b— z.

Protoze soucet dvou ¢islic nepfesdhne hodnotu 2z — 2, nemuze byt pienos po secteni prvnich dvou ¢islic vétsi
nez 1. Pfi seCteni druhé - a kazdé nésledujici - dvojice nemuze soucet u; +v; +p presdhnou 2z — 1, takze pienos
pfi s¢itani bude vzdy bud’ 0 nebo 1. Proto mu v popsaném algoritmu pfitazujeme pouze 0 nebo 1.

Je-li po skonéen{ tohoto algoritmu p = 1, doslo k ,preteceni®, vysledek md k + 1 mist (a vysledek, ktery
jsme ziskali, je nesprdvny - chybi v ném nejvyssi pozice). Uvedeny algoritmus tedy vlastné predstavuje s¢itdni
modulo z*.

Popsany algoritmus muzeme pouzivat i pii s¢itdni v doplitkovém kédu. Zde se oviem muze stat, ze vysledkem
s¢itani dvou kladnych ¢isel bude hodnota vétsi nez nejveétsi zobrazitelné kladné ¢islo, avsak mensi, nez nejvetsi
zobrazitelné kladné ¢islo v pfimém kédu. Vysledek se pak bude jevit jako zaporné ¢islo.

2Musime ovsem pravidlo, které pfikazuje, ze &islice je mensi nez zdklad, nahradit pravidlem, Ze &islice je mensi nez absolutni
hodnota zdkladu, 0 a < |z|.
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Uvazujme osmibitovou bindrni aritmetiku se znaménkem (napi. typ shortint z Turbo Pascalu). Sec¢teme-li
127 + 2, dospéjeme popsanym algoritmem k hodnoté 129, kterd se ovSsem interpretuje uz jako zaporné cislo
v dopliikovém kédu. Z definice dopliikového kédu pii 8 bitech plyne, ze ¢islo 129 je obrazem zaporného cisla
—127. Dostaneme tedy ponékud prekvapujici vysledek, ze 127 + 2 = —127.

Ukazeme si, ze pokud nenastane preteteni, muzeme uvedeny postup pouzit i pro s¢itdni zapornych &isel. Je-li
x < 0, y <0, s¢itame jejich obrazy,
(szrz) + (szry) = (22k+z+y) = (zk+z+y) mod z*

nebot’ poéitdme v aritmetice modulo z*. Posledn{ vyraz ale pfedstavuje obraz &isla = 4+ y. Podobné ukédzeme,
ze uvedeny algoritmus lze pouzit i pro piipad x > 0, y < 0 nebo z < 0, y > 0, kde ovSem nemuze dojit k
preteceni.

7.2.3 Odecitani celych c¢isel

Algoritmus pro odec¢itani bude podobny algoritmu pro sc¢itani; opét vyuzivd pomocnou proménnou prenos.
Odecitdme dvé k-mistnd ¢isla, u a v, kde © = uius ... Ug—1UL & V = V102 ... VE_1Vk; Vysledek bude

U—W=W=WWy ... Wgkg_1Wk.
Algoritmus pro odecteni dvou celych ¢isel bez znaménka mé nasledujici tvar.

1. Poloz p:=0aproi:=k,k—1,...,1 opakuj nasledujici kroky:

2. Vypocti b:=u; —v; — p.

3. Je-li b < 0, polozime w; := z — b a p := 1; jinak polozime w; :=bap:=0.

Opét jde o operaci v aritmetice modulo z*. Je-li 4 < v, dostaneme vysledek v —v -+ 2z*. Snadno se pfesvédéime,
Ze tento postup lze pouzit i pro odecitani zapornych ¢&isel v doplikovém kédu.

Jiny mozny postup: K ¢islu v sestrojime ¢islo opaéné, —v, a se¢teme u + —v pomoci algoritmu z predchoziho

oddilu.

7.2.4 Opacné cislo

Jako ¢islo opacné k v se oznacuje ¢islo —v. Ukédzeme si, jak je v doplikovém kédu sestrojime. Budeme jako
obvykle predpokladat, ze v = vivs ... vx_10; a 2z je zdklad Ciselné soustavy.

Nejprve sestrojime ,negované“ ¢islo v’, pro jehoz ¢islice plati

/
vy =2z —v; — L.

Snadno se presvédéime, ze soucet v + v’, sestrojeny podle vyse uvedeného algoritmu, se skldd4 z k stejnych
¢islic s hodnotou z — 1. To znamend, ze soucet v + v’ + 1 bude (v aritmetice modulo zk) roven 0.

Algoritmus pro sestrojeni opa¢ného ¢isla je tedy jednoduchy:

1. Proi=1,...,k nahrad’ v; éislici s hodnotou z — v; — 1 (sestroj ,,negované“ ¢islo).

2. K vysledku predchoziho kroku pficti 1.
Ve dvojkové soustavé ziskdme ,negované“ ¢islo pomoci negace v po bitech (odtud ndzev). Za predpokladu,
ze pouzivame dvojkovou soustavu s doplitkovym kédem, muzeme piedchozi algoritmus vyjadiit pascalskym
prikazem

y = (not v) + 1;

Poznamenejme, ze nékteré pocitace maji pro vypocet opacného ¢isla zvlastn{ instrukei (na PC je to instrukce
NEG).



7.2. CELA CISLA 119

7.2.5 Nasobeni celych ¢isel

Zde ndm postac¢i umét vynasobit nezdpornd cela cisla. V soustavé se zdkladem z hleddme soucin dvou cisel
U=UUS . ..Uy & V= V1V2...VUn. Vysledek bude
UXV=W=WW...Wyin-

Vsimnéte si, ze nyni nepiredpokladame stejny pocet cifer v obou ¢initelich.
Vyjdeme opét od tradiéniho ndsobeni na papife. Pfi tomto vSeobecné znamém postupu jsme napocitavali
parcidlni souciny a celkovy vysledek jsme ziskali jako jejich soucet. Pii strojovém vypoctu bude vyhodnéjsi
ihned pric¢itat jednotlivé ¢islice parcialnich soucinu k celkovému vysledku.
Algoritmus bude opét vyuzivat pomocnou proménnou p pro prenos; i a j slouzi jako parametry cyklu.

1. Inicializace: Polozime w41 :=0,..., Wpin :=0,7 :=m.

2. Test nuly: Je-li v; = 0, nastavime w; := 0 a jdeme na bod 6. (Tento krok lze vynechat.)

3. Inicializace ©: 1 :=n, p := 0.

4. Ndsobent a séitdni: Polozime t := u; X v; + w;4; + p. Déle polozime w;; :=tmodz, p := [t/z]. Symbol
[x] zde znamend celou ¢dst ¢isla x. (Pfenos bude vzdy v rozmezi 0 < p < z, tedy jednociferny.)

5. Konec cyklu podle i: Zmensime ¢ o jednicku; je-1i ¢ > 0, vratime se na bod 4, jinak polozime w; :=p.
6. Konec cyklu podle j: Zmensime j o jednicku; je-li nyni 57 > 0, vratime se na bod 2, jinak konec.
Tento algoritmus predpoklddd, ze mezivysledek ¢ splituje nerovnost 0 < ¢t < z2 a pienos p ze lezi v rozmezi

0<p<z.

Nerovnost pro pienos dokazeme matematickou indukei podle jednotlivych kroku algoritmu. V prvnim kroku
ziejmé plati, nebot’ na pocatku je p = 0. Necht’ tedy plati pro néjaké i. Podle 4. bodu algoritmu dostaneme
U X v+ Wi +p< (2= x(z-1)+E-1+(z-1)=2>-1<2?

(to je druhd z dokazovanych nerovnost{). Odtud plyne pro pfenos p = [t/z] < z — 1.

7.2.6 Déleni celych cisel

Také algoritmus déleni celych ¢isel v soustavé o zakladu z vychézi z tradi¢niho postupu déleni. Budeme se
opét zabyvat pouze délenim nezdpornych ¢isel a budeme predpokladat, ze délencem je ¢islo u = uius . . . Upypn,
delitelem ¢islo v = vyve ... v,. Podil pak mit hodnotu ¢ = [u/v] a bude to m-ciferné ¢islo ¢ = qoq1 - . - G-
Zbytek po déleni r bude mit nejvyse n cifer, r =ry...7r,.

Prvnim krokem je normalizace, kterd zajisti, ze prvni cifra délitele bude vétsi nez [z/k]. Toto opatfeni zajisti
lepsi vlastnosti odhadu ¢islic podilu.
1. Normalizace: Polozime d := [z/ (v1 + 1)]. Déle polozime u :=u X d, v :=v X d.

2. Inicializace j: Poloz j := 0. (Bude nésledovat cyklus podle j. Kroky 2 - 7 pfedstavuji v podstaté déleni
Uj ... Ujpm Cislem vq ... v, tak, abychom dostali jednoé¢iselny podil g;.)

3. Vgpocet odhadu q': Je-li uj = vj, polozime ¢’ := z —1, jinak poloz ¢’ := [(ujz + w;+1) /v1]. Nyni zkusime,
zda je vaq¢’ > (ujz + ujt1 — ¢'v1) 2 + uj42. Pokud ano, zmensime ¢’ o 1 a test zopakujeme.

4. Ndsobent a odectent: nahradime u;uj41 ... wjyn Cislem wju ... jqp—(¢' X v102...vy,). Jde 0 ndsobeni
jednomistnym ¢islem a odecteni. Cislo wjujy1 ... uj4rn musi zistat kladné. Je-li vysledek tohoto kroku
zaporny, zvétsime jeho hodnotu o z", tj. vezmeme doplnék skutetné hodnoty, a tuto ,vypujcku® si
zapamatujeme.

5. Test zbytku: Polozime q := ¢’. Je-li vysledek kroku 4 zdporny, jdeme na 6, jinak jdeme na 7.

6. Zpétné pricteni: Zmensime g 0 1. K wjujtq ... Ujpp PFiCti Ov1vs . .. v,. (Objevi se pienos; ten se ignoruje,
nebot’ pouze rusi ,,vypujcku® ze 4. kroku.)

7. Konec cyklu podle j:j := j+ 1. Je-li nyni j < m, vratime se na krok 3.

8. ZruSeni normalizace: Nyni je qoqi . . . ¢m podil. Zbytek ziskdme délenim w41 - . . Up4p, Cislem d (faktorem,
ktery jsme pouzili k normalizaci). Jde o délen{ jednocifernym ¢islem.
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Priklad 7.2 Cela ¢isla na PC

Procesory Intel 80x86 umoznuji pouzivat bud’ celd ¢isla bez znamének nebo celd ¢isla se znaménky v do-
pliikovém kédu. Mame na vybranou tyto moznosti:

| velikost | znaménko | rozsah hodnot | typ v Pascalu | typ v C |
1B se znaménkem -128..127 shortint signed char
1B bez znaménka 0..255 byte unsigned char
2B se znaménkem -32768..32767 integer int, short
2B bez znaménka 0..65535 word unsigned, unsigned short
4B se znaménkem | -2147483648..2147483647 longint long
4B bez znaménka 0..4294967295 - unsigned long
8B se znaménkem —263 263 1 comp -
3

Tabulka 7.1 Cela ¢isla na PC a odpovidajici typy v Turbo Pascalu a v Borland C++

Poznamenejme, ze typ comp vyzaduje pouziti matematického koprocesoru.

7.3 Realna cisla

Pod oznacenim redind c¢isla se v poéitacové terminologii ukryvéa koneénd podmnozina mnoziny racionalnich
¢isel. Vedle toho se ob¢as hovoii o éislech s pohyblivou Fddovou édrkou (teckou), coz je kalk anglického terminu
floationg point numbers.

7.3.1 Zobrazeni realnych cisel

Zobrazeni realnych ¢isel se opird o semilogaritmicky® zépis, bézné pouzivany k zépisu extrémné velkych nebo
malych hodnot. Napi. Planckova konstanta, zndm4 z kvantové mechaniky, ma hodnotu h = 6,6256.10 34 s.

V tomto zapisu oznacujeme 6,6256 jako mantisu a —34 jako exponent.

V soustaveé se zdkladem z bychom k vyjaddfen{ redlného ¢isla mohli pouzit dvojici (e, f), kterd by predstavovala
¢islo
(e, f) = fz°.

7 praktickych duvodu se ale pouziva kédovani

(e, f) = f=74,

kde f je p-ciferné éislo, vyjadiujici zlomkovou édst (mantisu), e je exponent a g je posun (exces); e a ¢ jsou
celd ¢isla. Pozadujeme, aby pro mantisu platilo |z| < 1. Z toho plyne, ze
—2P < 2P f < 2P,
Zvolime-li posun e rovny 50 a pocet cifer p = 5, muzeme Planckovu konstantu vyjadfit zapisem
h = (27,40, 66256).

Pro mantisu se pouziva prakticky vyluéné piimy kod, tj. kédovani se znaménkem. Obvykle se také pozaduje,
aby zobrazované ¢islo bylo normalizované, tj. aby pro mantisu platilo

2P <|f|<1  nebo f=0. (7.2)
Setkdme se ale i s jinymi definicemi normalizovaného ¢isla. Za normalizované muzeme napf. poklddat ¢islo,
jehoz mantisa spliiuje podminky

1<|f| <=z nebo f =0.

V piipadé, ze je mantisa nulové, f = 0, musi mit exponent nejmensi moznou hodnotu.

7 téchto pozadavku vychdzi uloZeni redlnych ¢isel v paméti pocitace. Je-li r proménnd, do které ukliddme
redlnd cisla, bude ¢ast z ni obsahovat exponent, ¢dst mantisu a jeden bit bude obsahovat znaménko mantisy.

7y

3Uvedené hodnoty plati pro piekladace pro "sestnéctibitové” programy (tj. napf. programy pro DOS nebo pro Windows 3.1).
Ve ”dvaatficetibitovych” programech (napf. v programech pro Windows NT) se v Cécku pouzivaji typy int a unsigned int o
velikosti 4 B a velikost 2 B maji pouze typy short a unsigned short.

47 névodi ke kalkulackdm zndme také ponékud nesmyslné oznaceni védecky zdpis (scientific notation). Dosud se mi nepodafilo
zjistit, co je na tomto zdpisu védeckého - pokud vim, uci se v 8. ttidé zakladnich skol.
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hb db  hb db

byte 4 byte 1

Obr. 7.1: Ulozeni ¢tyfbytového redlného ¢isla v paméti PC; s je 1 bit, urcéujici znaménko mantisy, m je mantisa,
e je exponent; ¢isla v zavorkdch udavaji pocet bitu; db resp. hb je dolni, nejméné vyznamny resp. horni,
nejvyznamnéjsi bit slozky.

Piiklad 7.3 Redlna cisla na PC

Zobrazeni redlnych ¢isel na PC, tedy na pocitacich vybavenych procesory Intel 80x86, vychdzi z vlastnosti
matematického koprocesoru Intel 80x87°. Mame tedy k dispozici 3 typy redlnych é&isel, které se v Turbo
Pascalu oznacuji single, double a extended; v Cécku se pro tyto typy pouziva oznaceni float, double a long
double.

Ulozeni hodnot téchto typu v paméti PC vychazi v podstaté z popsaného zpusobu zobrazeni; navic umoznuji
pracovat se specidlnimi hodnotami +£INF a +NaN. Hodnoty £INF piedstavuji ,strojové nekoneéno®, to zna-
men4, ze se ve vyrazech chovaji podobné jako v limitdch v matematické analyze.

INF lze - pii ur¢itém nastaveni stavového slova matematického koprocesoru - ziskat napt. jako vysledek operace
1.0/0.0. (Tak je tomu napt. pfi standardnim nastaven{ v piekladaci Borland C++ 3.1; pieklada¢ Turbo Pascalu
pouzivd jiné nastaveni, které zpusobi, ze déleni nulou vyvold chybu.)

NaN je zkratka ze slov ,Not a Number”, tedy udaj, ktery nelze chapat jako ¢islo. Vznikne zpravidla jako
vysledek chyby v definicnim oboru parametru matematickych funkei, napt. pii pokusu o odmocninu ze z-
porného ¢isla. (PFipomenme si, Zze vypocty hodnot béznych matematickych funkei, jako je odmocnina, logarit-
mus, sinus apod., pfedstavuji jednu instrukei matematického koprocesoru 80x87.)

Podivejme se nyni, jak jsou tyto datové typy zobrazeny v paméti PC.

Typ single je v paméti uloZen nésledujicim zptusobem (viz obr. 7.1): pro mantisu ve vyhrazeno 23 bitu, pro
exponent 8 bitu a pro znaménko mantisy 1 bit. Nejvyznamnéjsi bit jednotlivych slozek je vzdy vlevo, nejméné
vyznamny vlevo. V§imnéte si, ze hranice jednotlivych ¢asti se nekryji s hranicemi bytu.

Exponent lezi v rozmezi 0 < e < 255, posun g je 127. Pro ,bézna“ ¢isla se pouzivajl hodnoty exponentu
v rozmezi 0 < e < 255; hodnota 0 je vyhrazena pro nenormalizovand ¢isla, hodnota 255 pro INF a NaN.
Za normalizovany pokladame takovy tvar, kdy je 1 < m < 2 nebo m = 0. Pokud je m > 1, zaCind man-
tisa jednickou a tu nemusime zobrazovat. Obraz mantisy se proto skladd pouze z ¢islic za fadovou teckou.
Skute¢nou hodnotu mantisy budeme v tomto ptipadé vyjadfovat zapisem 1.m. Pouze pro nejmensi moznou
hodnotu exponentu se predpokldda, ze mantisa zac¢ina nulou, ze jde o tzv. denormdalni ¢islo; jeji hodnota je
pak interpretovéna jako 0.m.

Hodnotu v, uloZzenou v proménné typu single, vypocteme z nasledujicich vztahu:
Je—li0<e<255je v=(-1)"x27x (1.m); (7.3)

Je—lie=0,m#0je v=(-1)°x2"7x(0.m);
Je—lie=0,m=0,je v=(-1)" x0;

Je—lie=255m=0,je v=(—1)°xINF;

5Typy reélnych cisel v podstaté odpovidaji standardu svétové organizace elektrickych a elektrotechnickych inzenyri IEEE [30].
Zékladn{ informace o tom, jak pracuje matematicky koprocesor, najdeme napt. v [34].
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s e(11) m(52)

byte 8 byte 1

Obr. 7.2: Ulozeni osmibytového redlného ¢isla v paméti PC; ¢éisla v zavorkach uddvaji pocet bitu.

$ e(15) l m(63)

byte 10 byte 1

Obr. 7.3: Ulozeni desetibytového realného ¢isla v paméti PC; [ je bit pred fddovou teckou mantisy, Cisla v
zévorkach uddvaji pocet bitu.

Je—1lie=255m+#0,je v=NaN.

Typ double je ulozen v 8 bytech, jak to ukazuje obr. 7.2. Exponent lezi v rozmezi 0 < e < 2048, posun ¢
je 1023. Pravidla pro vypocet hodnoty jsou podobnd jako u ¢tyibytovych redlnych éisel, pouze musime ve
vztazich (7.3) nahradit horni mez exponentu 255 hodnotou 2047.
Typ extended je ulozen v 10 bytech, jak ukazuje obr. 7.3. Exponent e lezi v rozmezi 0 < e < 32767, posun ¢ je
16383. U tohoto typu se vzdy zobrazuje i jednicka nebo nula ptred féddovou tec¢kou v mantise (jednobitové pole
I na obr. 7.4). Hodnotu v, uloZenou v proménné typu ezxtended, vypocteme takto:

Je —1i 0 < e < 32767, je v=(-1)"x2"7x (L.m).

Je—1li e =32767,m =0, je v=(—1)° x INF;

Je —1i e = 32767, m # 0, je v = NaN.

V Turbo Pascalu najdeme navic typ real, se kterym ovSem matematicky koprocesor neumi pracovat. Je ulozen
v 6 bytech (viz obr. 7.4), posun ¢ je 129; tento typ neumoziuje zobrazit hodnoty +INF a +NaN a denormé&ln{
cisla.

Hodnotu v, ulozenou v Sestibytovém ralném c¢isle, vypocéteme takto:

Je—li0o<e<255je wv=(-1)"x2°%x (1L.m),

Je—lie=0, je v =0.

V nésledujicich oddilech se budeme zabyvat algoritmy pro zédkladni aritmetické operace s redlnymi ¢isly. Jak
uvidime, nejsou presné - nalezend dvojice w se bude zpravidla liSit od obrazu matematického souctu u +
v, rozdilu u — v, podilu u/v, nebo souc¢inu uv. Rozdil mezi nalezenou hodnotou w a skuteénym vysledkem
matematické operace oznacujeme jako zaokrouhlovaci chybu.

Vzhledem k zaokrouhlovacim chybam budeme pro operace pomoci uvedenych algoritmu pouzivat misto ,,-+“
znacku ,+°“, misto ,,/“ znacku ,,/°“ apod.

s e(39) m(8)

byte 6 byte 1

Obr. 7.4: Ulozeni ¢isla typu real v paméti PC; ¢isla v zavorkach opét uddvaji pocet bitu.
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7.3.2 Scitani a odecitani realnych ¢éisel
Jak uvidime, je algoritmus pro s¢itani redlnych ¢isel nejkomplikovanéjsi z algoritmu pro préaci s redlnymi ¢isly.

Piedpokladdme, ze je opét ddn zdklad z, posun g, pocet cifer p a dvé normalizovand redlnd ¢isla u = (eq, fu)
a v = (ey, fr). Hleddme soucet w = u+ v, tj. hleddme dvojici (e, fw), kterd bude obrazem souc¢tu u+ v (nebo
presnéji u +° v).
1. Rozbaleni: V reprezentaci Cisel u a v od sebe oddélime exponent a mantisu. To znamend, ze budeme u
obou ¢isel u a v pracovat zvlast’ s mantisou f a zvlast’ s exponentem e.

2. Predpoklidame e, > e,: Je-li e,, < e,, zaménime u a v.
3. Urceni exponentu vysledku e,,: Polozime e,, = e,.

4. Test e, — e,: Je-li e, — e, > p+ 2 (velky rozdil exponentu), polozime f,, := f, a ptjdeme na krok 7.
(Protoze jsme predpokladali, ze jsou obé ¢isla normalizovand, mohli bychom skongéit.)

5. Posun doprava: Posuneme f, o e, — e, mist doprava (tzn. vydélime f, ¢islem z¢%~¢"). Jde o posun o
maximalné p + 1 mist doprava, to znamenad, Ze potiebujeme registr, ktery bude mit alespon 2p + 1 mist.
Da se ale ukazat, ze za jistych okolnosti 1ze tento pozadavek zredukovat na p + 2 mist.

6. Secteni: Polozime f,, := f, + fu. Zde pouzijeme algoritmus pro s¢itani celych ¢isel, se kterym jsme se
seznamili v 7.2.2.

7. Normalizace: V tomto bodé algoritmu jiz (e, fu) pFedstavuje u+°v, avsak w nemusi spliiovat podminky
normalizace, tj. f, muze mit vice nez p ¢éislic, muze byt vétsi nez 1 nebo mensi nez 1/z (piipadné vétsi
nez z nebo mensi nez 1 - zlezi na tom, jak definujeme normalizované ¢islo). Normalizaci popiSseme jako
samostatny algoritmus v nésledujicim oddilu.

Jestlize v tomto algoritmu zaménime v za —v, dostaneme algoritmus pro odecitani redlnych ¢cisel, tedy pro
vypocet u —° v.

7.3.3 Normalizace realného ¢isla

P1i normalizaci prevedeme ,,hruby“ exponent e a ,hrubou“ mantisu f do normalizovaného tvaru a mantisu v pii-
padé potieby zaokrouhlime na p éislic. Uvedeme algoritmus pro normaliza¢ni podminku (7.2); predpokldddme,
7e |f| < z a z 7e je sudé ¢islo.

1. Test f: Je-li |f|] > 1 (nastalo ,pfeteceni mantisy®), jdeme na 4. Je-li f = 0, nastavime e na nejmens{
moznou hodnotu a jdeme na 7.

2. Je f normalizované? Je-li |f| > 1/z, jdeme na 7.

3. Posun doleva: Na tento krok prijdeme pouze v piipadé, ze f < 1/z. Posuneme f o jednu pozici doleva
(tj. vyndsobime f zakladem z) a zmensime e o 1. Vrétime se na 2.

4. Posun doprava: Na tento krok pfijdeme pouze v piipadé, ze | f| > 1. Posuneme f o jednu pozici doprava
(tj. vydélime f zdkladem z) a zvétsime e o 1.

5. Zaokrouhleni: Zaokrouhlime f na p mist. Zpravidla pouzivame vztahu
f:=2z"P[2Pf+0,5] pro f >0, f=2"PPf—0,5pro f <O.
Zde [z] oznacuje celou st ¢isla x, tj. nejblizsi mensi celé ¢islo, z oznacuje ,horni celou édst“, nejblizsi
vétsi celé Cislo. Lze pouzit i jinych vztahu; ty, které jsme uvedli, vsak vedou k nejptiznivéjsimu rozlozeni

zaokrouhlovacich chyb. V tomto misté muze dojit k ,zaokrouhlovacimu preteceni“: z mantisy |f| < 1
vznikne zaokrouhlenim mantisa |f| = 1. V takovém piipadé se vrétime na 4.

6. Kontrola e: Je-li e piilis velké (presahuje-li povoleny rozsah), nastalo ,prete¢eni exponentu“. Je-li e piilis
malé, nastalo ,,podteceni exponentu“. Tyto situace se obvykle hodnoti jako chyby, nebot’ vysledek nelze
vyjadfit jako normalizované redlné ¢islo.) Nastavime piiznak preteceni nebo podteéeni.

7. Sbalent: Slozime e a f dohromady do predepsaného tvaru reprezentace realného ¢isla.

Algoritmus normalizace 1ze zndzornit vyvojovym diagramem, ktery vidite na obr. 7.5. Kvuli pohodli v ném
rozhodovani misto predepsané znacky vyznac¢ime ovalem.
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Test f

ne

f=0 Posun doprava

o~

Zaokrouhleni

o =1
ne

Preteceni nebo podteceni

Sbaleni

Posun doleva

¢ normalni konec

Obr. 7.5: Vyvojovy diagram algoritmu normalizace redlného cisla

7.3.4 Nasobeni a déleni realnych cisel
Algoritmy pro nédsobeni a déleni redlnych ¢isel se lisi pouze v jednom kroku, takze je zapiSeme spolecné.

Odvolavaji se na algoritmy pro nésobeni resp. déleni celych ¢isel.

Opét predpokladdme, ze je dén zéklad z, posun ¢, pocet ¢islic p a normalizované redlnd ¢isla u = (eq, fu) a
v = (€y, fv). Hleddme jejich soucin w = u x° v resp. podil w = u/°v. Podobné jako u predchoziho algoritmu
predpokladdame, ze zaklad z je sudy.

1. Rozbaleni: V reprezentaci Cisel u a v od sebe oddélime exponent a mantisu. To znamend, ze budeme u
obou ¢isel u a v pracovat zvlast’ s mantisou f a zvlast’ s exponentem e.

2. Vlastni ndsobeni nebo déleni: V piipadé nasobeni polozime
Cy = €y T €y — ¢, Jw = fu+ fo (7.4)
v piipadé déleni pak

1
ew:eu_ev+q+17 fw:(zfl) (75)

Ve vztazich (7.4 a 7.5) pouzivdme operace ndsobeni resp. déleni pro celd ¢isla. Protoze jsou obé éisla
podle predpokladu normalizovana, bude bud’ f,, = 0, nebo 1/22 < |f,| > 1, nebo nastalo déleni nulou.
V piipadé potfeby muzeme také zkratit v tomto misté f,, na p+ 2 ¢islic (odseknout prebyvajici ¢islice).

3. Normalizace: Podobné jako v pripadé s¢itéani a odecitani zbyva normalizovat vysledek (a sbalit exponent
s mantisou do jedné promeénné).

7.3.5 Prevod celého cisla na realné a naopak

Je dédno celé éislo ¢ v doplitkovém kédu. Hleddme redlné ¢islo u = (e, f) tak, aby se hodnota ¢ rovnala hodnoté
u. Predpokladame, ze dané celé ¢islo mé j mist, hledané realné ¢islo ma mit p mist mantisy.

K tomu muzeme pouzit nasledujici algoritmus:

1. Polozime e = j.
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2. Zjistime znaménko vysledku a zapamatujeme si je.
3. Polozime f := |i| 2P77.

4. Normalizujeme u = (e, f) a upravime znaménko mantisy vysledku.

Priiklad 7.4
Budeme pracovat v dekadické aritmetice. Pocet mist redlného ¢isla j = 5, pocet mist mantisy je p = 10.

Chceme prevést prevést ¢islo ¢ = —123 na realné ¢islo u se stejnou hodnotou.

Polozime tedy e := 5 a zapamatujeme si, ze ¢ < 0. Ddle budeme pouzivat |i| = 123. V dalsim kroku polozime
f =123 x 109> = 123 x 10°. ProtoZze mantisa obsahuje pouze &islice za desetinnou tec¢kou, dospéli jsme
tak k vyjadieni v = 0,0012300000 x 10°. Normalizaci dospéjeme k vyjddieni v = 0,12300000 x 103 nebo
u = 1,2300000 x 102 (podle toho, jak definujeme normalizovany tvar). Nakonec upravime znaménko mantisy
— dostaneme u = —0, 12300000.

Nyni se podivejme na opacénou tlohu. Je ddno redlné ¢éislo u = (e, f) a hleddme celé éislo 4, jehoz hodnota
vznikne odseknutim zlomkové ¢ésti u. Budeme predpokladat, ze mantisa f daného ¢isla v ma p mist a hledané
celé ¢islo ze ma j mist.
Pii tomto prevodu muze dojit k preteceni, bude-li celd ¢dst redlného cisla vétsi nez nejvétsi zobrazitelnd
hodnota celého ¢isla.

1. Rozbaleni: Rozlozime u na exponent e a mantisu f.

2. Kontrola exponentu: Je-li e < 0, polozime i = 0 a skonéime, nebot’ |u| < 1. Je-li e > F, kde F je nejvétsi
mozné hodnota exponentu celého ¢isla, nastalo pfeteceni, chyba, konec.

Zjistime znaménko u a zapamatujeme si je.
. Je-li e = E, jdeme na 6.
. Zvétsime e o 1, posuneme f o jednu pozici doprava a vratime se na krok 4.

. Polozime i := f/2P~J (tj. pfesuneme prvnich j mist f do ).

N o ot A w

. Upravime znaménko vysledku: je-li u < 0, polozime ¢ := —i.

Priklad 7.5

Ptedpoklddame opét dekadickou aritmetiku, deset mist mantisy a pétimistna celd ¢isla. Je déno ¢islo u =
32,1 =0, 321 x 10%. Mantisa je tedy zobrazena jako desetimistné &islo 3210000000, exponent e = 2. Maximalni
mozny exponent celého &fsla je 5 (zapiSeme-li nejvétsi celé &fslo jako realné, dostaneme 0,99999 x 105.

Ve étvrtém a patém kroku algoritmu toto ¢islo upravime do tvaru 0,000321 x 10°., tj. mantisa bude nyni
reprezentovéana ¢islem 0003210000 x 102. Vydélime-li mantisu (jako celé éfslo) éfslem 105, dostaneme 0000000032,
coz je hledana hodnota.

7.4 Presnost aritmetiky realnych cisel

V tomto oddilu si nazna¢ime zakladni problémy, na které narazime v souvislosti se zaokrouhlovacimi chybami
pii vypoctech s redlnymi ¢isly. Podrobnéjsi informace 1ze najit napt. v Knuthové knize [3].

7.4.1 Zakladni dvahy

Pii tivahach o presnosti vypoctu se obvykle pouziva relativni chyba. Jestlize reprezentujeme piesnou hodnotu
x v pocitaci priblizné hodnotou & = x (1 + ), oznacujeme velicinu ¢ = (§ — x) /z jako relativni chybu.

V nésledujicich piikladech uvidime, ze zaokrouhlovaci chyby mohou do aritmetickych operaci (zejména jde o
s¢itdni a odecitdni) vnést velkou relativni chybu. Jednim z nepifjemnych dusledku pak je, Ze neplati asociativni
zékon,

(u4°v)+°w#u+° (v+°w).
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Priklad 7.6 Asociativni zakon

Ukazeme si piiklad, ve kterém bude zédlezet na poradi s¢itani resp. odecitani. Predpokldddame dekadickou
aritmetiku s osmimistnou mantisou. Budeme zapisovat pouze ¢islice, které jsou soucdsti mantisy, takze nam
néktera ¢isla budou koncit desetinnou ¢arkou.

(11111113, +° — 11111111,) +° 7,5111111 = 2,0000000 4+-° 7,5111111 = 9,5111111;
11111113, +° (=11111111,4°7,5111111) = 11111113, +° — 11111103 = 10, 000000;

Vsimnéte si, Ze relativni chyba vysledku je témér 5%. Podobné lze ukdzat, Ze asociativni zédkon neplati pro
néasobeni redlnych ¢isel podle algoritmu z odst. 7.3.4.

Skutecnost, ze asociativni zdkon neplati, muze mit obrovské dusledky. Uvédomme si, ze fada béznych mate-
matickych zépisi, jako napf. a + b+ ¢ nebo Y. | a; , je zalozena prévé na predpokladu, ze plati asociativnf
zakon.

o

Na druhé strané z tvaru algoritmu pro s¢itdni plyne, ze pro operace ,,+°“ plati komutativni zdkon a pro ,+
a ,,—°“ plati jesté nékteré dalsi vztahy:
u+’v=1v+°u; (7.6)

u—C"v=u+°—v,

—(u+°v) = —u+° —v,

u+°0=u,
u=2v= (02 (-u)
Déle odtud plyne, ze pokud plati u+°v = 0, musi byt u = —wv. Pro libovolné w, pro které nenastane preteceni,
plati:
je—liu<w, jeut+’w<v+°w (7.7)

Vztah (7.7) neni zcela zfejmy, proto jej dokdzeme. Za tim tcelem definujeme funkci r (z,p), kterd bude
zaokrouhlovat ¢islo  na p mist:

2¢7P [2P=Cx +0,5] pro 267t < < 2°,
(z,p)=1¢ 0 pro z =0, (7.8)
2¢7P [2P=x 4+ 0,5] pro 2¢7! < —x < 2°.

Odtud plyne r(—z,p) = —(x,p) a r(bx,p) = br(z,p) pro kazdé b. Operace, zavedené algoritmy z oddila
7.3.2. a 7.3.4., spliuji vztahy

’LL+O’U:T’(’U,+U7P)’ uiov:r(uith)a

ux®v=r(uv,p), u/v=r(ufv,p),

za predpokladu, ze nedojde k preteCeni exponentu, tj. za predpokladu, ze vysledky operaci u+v, u — v, u X v,
u/v lezi ve spravném rozmezi hodnot. Odtud a ze skutecénosti, ze funkce r je neklesajici vzhledem k x, jiz plyne
(7.7).

Na zdkladé predchozich vztaht snadno zjistime, ze pokud nenastane preteceni, plati fada béznych vztahu, jako
napr.

vX°u=ux°v, (—u)x°v=—(ux°v), 1x°u=u

u x°v =0 pravé kdyz u = 0 nebo v =0,
(—u) Pv=u/° (—v) = — (u/°V), 0/°v =0, u/°1 = u, u/u = 1.

Bude-li platit 0 < u < v a w > 0, zustanou v platnosti obvyklé nerovnosti
ux®w < v x®w, u/w < v/°w, w/%u > w/v.

Na druhé strané néasledujici priklad ukazuje, ze neplati distributivni zédkon.
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Piiklad 7.7 Distributivni zakon

Uvazujme opét dekadickou aritmetiku s osmi platnymi ¢islicemi. Ukazeme si priklad, kdy pro operace, zavedené
algoritmy z 7.3.2. a 7.3.4., neplati distributivni zdkon. Jako piiklad vezmeme hodnoty tii proménnych v =
20000, 000, v = —6,0000000, w = 6,0000003. Pak

(u x°v) +° (u x° w) = —120000, 00 +° 120000, 01 = 0,0100000,

zatimco
u x° (v +°w) = 20000, 00 x° 0,00000030 = 0,00600000.

Podobné vezmeme-li uw = v = 0,00005000, bude platit nerovnost 2 (u x° u + v x°v) < (u+°v) x° (u +°v), tj.
- pfepsdno béznym matematickym zptsobem -
2 (u? +0%) < (u+v)°.

To znamena, ze pii vypoctu standardni smérodatné odchylky podle vzorce

n n 2
a:% nzgci— (Zxk>
k=1

k=1

se nam muze stat, ze budeme pocitat odmocninu ze zéporného cislal

Piiklad 7.8 Rovnost realnych cisel

Pii feSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic, ale i pfi dalsich numerickych vypoctech, se setkdme s ite-
raénimi procedurami, zalozenymi na rekurentnim vztahu tvaru

7 teorie vime, Ze posloupnost x, konverguje k limité z. Nicméné bylo by chybou stanovit jako podminku
ukoncen{ itera¢niho cyklu rovnost z,, = 2,11, nebot’ vzhledem k zaokrouhlovacim chybdm pfi vypoctu f (x,,)
muze byt posloupnost x,, periodicka.

Proto je rozumnéjsi ukonéit vypocet, bude-li napt. |z, — z,+1| < 6 pro § vhodné . Takovdto podminka ovem
predpokladé, ze zname alespon ad limity x. Pokud neméme zadné predbézné informace o vysledku, je vhodnéjsi
pouzit podminku
|xn+1 - -rn|
|Zn|

<e (7.10)

Velic¢ina ve vztahu (7.10) uddva relativni miru nepfesnosti, kterou jsme ochotni pfijmout jako vysledek ite-
racniho procesu (7.9). Vztah (7.10) bychom také mohli interpretovat jako tvrzeni, ze x,, ,, je pfiblizné rovno*

Tn+1-

7.4.2 Mira nepresnosti

V ptedchozim odstavci jsme zjistili, ze nékteré bézné vztahy pro zakladni aritmetické operace diky zaokrouhlo-
vacim chybam neplati. Podivejme se tedy podrobnéji na vliv zaokrouhlovacich chyb algoritmu z oddilu 7.3.2.
a 7.3.4.

Z definice (7.8) funkce r plyne
r@p) = o (1438,(2)),  kde [, (z)] < 0,557,

To znamena, ze muzeme vzdy pséat

a+°b=(a+b)(1+,(a+d)), ax®b=(axb)(l1+4+0d,(axb)),
a—b=(a—b)(1+b,@—b),  a/b=(a/b)(1+3,(a/t)).

Tyto vztahy nam mohou poslouzit jako podklad pro odhad chyby. Podivejme se na asociativni zdkon pro
nasobeni redlnych ¢isel. Dostaneme postupné
(ux°v) x°w=((uww)(14+6)) x°w=uvw (14 d1)(1+d2) (7.11)

ux®(vx°w)=ux°((vw) (146 —3)) =uwvw (1 +d3) (1+d4).

Tyto vztahy plati (za pFedpokladu, Zze nedojde k pfetecen{ exponentu) pro néjakd é;, ¢ = 1,...,4. Pfipomenme
si, ze vechna tato i vyhovuji podmince |§;] < 0,5217P. To znamend, Ze
(ux®°v)x°w (146d1)(1+d2)
= =1+94
ux®(vx°w) (1463)(1+d4)
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kde [§] =< 22177/ (1 -0, 5z1_p)2. Ukézali jsme tedy, ze pokud nenastane pietecen{ exponentu, je (u X° w) x°w
néjakém smyslu ptiblizné rovno u x° (v x° w).

Pokusme se déle upfesnit, co znamend priblizné rovno. Zavedeme nové operace pro porovnavani redlnych cisel
zobrazenych v pocitaci, které budou brat v iivahu velikost porovnavanych ¢isel a moznou relativni chybu. Je-li
z zéklad ¢iselné soustavy a ¢ posun a plati-li u = (eq, fu) a v = (ey, fu), definujeme

u=<wv(e), pravée kdyz v —wu>¢e.max (269,27 7) .. _uje ur¢ité mensi nez v
u~w(e), pravé kdyz |v—u|<e. max(z®+7% 2%79) ...  u je pfiblizné rovno v
u=wv(e), pravée kdyz w—wv>e.max (2679, 2%79) .. _u je urcité vétsi nez v
urwv(e), pravé kdyz |v—u|<e.max(z°792%7%) .. Jujev podstaté rovno v“.

V téchto definicich udava e uvazovanou relativni miru aproximace. Zavedené operatory spliuji fadu jednoduchych
vztaht, které ukazuji pravidla pro poéitani s ptibliznymi hodnotami, napi.
u<viE)=v=ule), umviEe)=u~vEe), uxul(e)

urv(er)Aer <eg=v(e2). (7.12)

Obdobné vztahy jako (11) plati i pro operace ~ a . Pfimo z definice téchto operaci ddle plyne, ze
je—liu=v(e) Av=w(e2) = u>=w(e; +ea),

je—liumv(e) Avmw(el) =>u~w(e; +e2).

Bez obtizi 1ze také dokazat, ze
lu—v| <elu|Alu—v| <el|=urv(),

lu—v| <elu|V|u—v| <el|=u~v(),

a naopak, pro normalizovand ¢isla u a v a € < 1 plati
umv(e)=|u—v <zelulAlu—v| < zell,

ur~v(e)=|u—vl <zelul Vi u—v| < zell.

Piiklad 7.9 Opét asociativni zakon

Podivédme se, jak je to s asociativnim zdkonem pro ndsobeni (viz téz (7.11) a vztahy nédsledujici). Dostaneme
(1+51)(1+52) < 22171)
(L+63) (1+04)| — (1—3217)

[(u x°v) x°w—u x° (vx°w)|=|ux®(vx°w)| |lu x° (v x°w)]|.

Tyz vysledek dostaneme i pro piipad |u x° (v X° w) — (u X° v) x° w|. Z toho plyne, Ze pro
e>22'"7/(1— zl_p)Q

plati

ux° (v x°w) & (ux®v)x°w.

Pocitame-li v desitkové soustavé, z = 10, s presnosti na 8 platnych cifer, p = 8, muzeme na zdkladé tohoto

vysledku polozit e = 0,00000021.

Na zavér uvedeme vétu, kterd ukazuje, ze rozdil mezi u +° v a wu + v lze odhadnout pomoci veli¢in, které
muzeme vypocitat s pomoci operaci v jednoduché piesnosti. Tato véta ovSem plati pouze za piredpokladu, ze
v normaliza¢nim algoritmu pouzijeme zaokrouhlovani, nikoli odfezavéni.

Véta: Bud'te u a v normalizovan ¢isla. Polozime

' = (u+°) —° v, v = (u+°v) =%
Pak plati:

utv=(u+°v)+ ((u="1u")+ (v-"20").

Diikaz lze najit napt. v Knuthové knize [3], str. 203.
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Piiklad 7.10: pouziti Taylorovy rady

Casto se setkdme s tilohou vypoéitat se zadanou presnosti hodnoty néjaké transcendentni funkce. Jednim z
prvnich napadu, jak postupovat, byva vyuziti Taylorovy nebo jiné mocninné fady. Ukdzeme si, ze se v tom
mohou skryvat nepi{jemné problémy.

Jak vime, jsou funkce sinus a kosinus definovany pomoci rad

+oo k  2k+1 +oo k 2k
) (—1)" 22 (-D)"x
=S , =3 7.13
R TR T k) (7.13)

Podivejme se, jak dopadne pokus pocitat pomoci fady (7.13) funkci kosinus; zdvéry pro funkci sinus jsou
podobné. Snadno dokézeme napt. pomoci D’Alembertova kritéria, ze fada pro tuto funkei konverguje pro
libovolné komplexni z. Navic jsou to fady se stiidavymi znaménky.

Podil dvou po sobé nésledujicich s¢itancu je
Ap+1 __ ZCQ .
an, 2n+1)(2n+2)’

To znamend, Ze pocinaje jistym ng () se bude pro libovolné z absolutni hodnota a,, monoténné zmensovat.
Jestlize tedy fadu (7.13) nahradime koneénym souctem

R
COST =~ Z W,
k=0

(7.14)

dopustime se chyby, kterd neptesdhne absolutni hodnotu prvniho zanedbaného ¢lenu. Tolik teorie, zndma z
matematické analyzy ze 2. semestru.

Nejprve se pokusfme spoéitat hodnotu cos 1 s chybou, kterd neptesahuje 10~6. Podle (7.14) klesé a,, monoténné
k nule poc¢inaje nultym ¢lenem. To znamena, ze stac¢i najit n, pro které bude

n| = —=—= <1076,
lan] = oy =

Snadno se pfesvédéime, ze tato podminka je splnéna jiz pro n = 5; to znamend, ze staéi seCist prvnich 5
s¢itancu v fadé (7.13) (pro n = 0,...,4). Pouzijeme-li kterykoli z typu redlnych ¢isel, popsanych v piikladu
7.3, budou zaokrouhlovaci chyby mensi nez pozadujeme, proto se jimi nemusime zabyvat.

Nyni se pokusme spocitat cos100. Podle (7.14) budou absolutni hodnoty séitancu v fadé (7.13) monoténné

narustat pro n = 0,...,50 a teprve pak zacnou klesat k nule. Nejvétsi ¢len, asg, je
100200
50 = 001

Snadno zjistime, ze dekadicky logaritmus asg je logasg = 200 — 157,97 = 42,03. To znamend, Ze nejvétsi ze
séitancu v fadé (7.13) m4 43 &islic pred desetinnou ¢érkou, ale my jej potfebujeme zndt s piesnosti nejméné
1076, Celkem bychom tedy potiebovali mit k dispozici reprezentaci redlnych éisel s alespoii 49 misty mantisy.
Ovsem pocitace PC nam poskytuji maximalné 19 cifer. Proto vysledek, ktery bychom ziskali pfimym vypoctem
z fady (7.13), by neobsahoval ani jednu ,spolehlivou® éislici.

V tomto piipadé je ovsem feSeni snadné. Vzhledem k periodicité funkci cos resp. sin staci odec¢ist vhodny
ndsobek 2 a pak pocitat hodnotu funkce pro argument z intervalu (—, 7). Z dalsich vztahti pro goniometrické
funkce

. ™ ™ .

sin (z:l:E) = tcosx, cos (x:I:E) = Fsinz

plyne, Ze stac{ pocitat hodnoty z intervalu — /2, /2. Ze vztahu
T T
sin (— — z) = cosx, cos (— - as) =sinx
2 2
nakonec muzeme uzaviit, ze v pripadé funkci sinus a kosinus muzeme tlohu vypoctu hodnoty vzdy prevést na
soucet Fady (7.13) s |z| < w/4 < 1.

Nicméné i zde se muze projevit vliv zaokrouhlovacich chyb. Vrat'me se k vypoc¢tu cos100. Z toho, co jsme si
rekli, plyne, Zze staci spocitat
cos (100 — 327) = cos (—0, 5309849148762)

Zde jsme méli §tésti, ze goniometrické funkce jsou periodické. Pro jiné funkce se muze stét, ze nebudeme moci
Tayloruv rozvoj vyuzit viubec.
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Kapitola 8
Nékteré dalsi algoritmy

V této kapitole se seznamime s nékolika dalsimi algoritmy, které se nehodily do zadné z predchozich kapitol.

8.1 Rozklad grafu na komponenty

Obcas se setkame s lohou rozlozit graf na komponenty.

Priklad 8.1

Vezméme orientovany graf z obrazku 8.1. Jeho incidenéni matice je

1000 1
01010

A=[o001 01 (8.1)
01010
1010 1

Je ziejmé, Ze se tento graf skldda ze dvou nezavislych komponent, tvofenych uzly 1, 3 5 a 2, 4.

Pti konstrukei algoritmu, ktery bude hledat rozklad grafu na komponenty, vyjdeme z ocividného faktu, ze
pokud jak z uzlu ¢ tak z uzlu j vede hrana do uzlu k, lezi vSechny tii ve stejné komponenté. Skutecnost, ze v
grafu existuje zaroven cesta ¢ — k a j — k, znamend, ze inciden¢ni matice bude obsahovat nenulové prvky

Aik a Ajk.

To znamend, ze do téze komponenty budou patfit ty fadky matice A, které oba obsahuji nenulovy prvek v
témze sloupci.

Algoritmus, ktery uréi komponenty grafu, popsaného incidenéni matici A, bude pouzivat pomocnych mnozin
S;, slozenych z fadkovych indext matice A. Muzeme jej formulovat takto:

1. Proi=1,...,n (n je pocet uzlu grafu, tedy pocet fadku incidenéni matice A) pfifadime i-tému fadku
matice A mnozinu S; = {i}.

2. Najdeme sloupec [ s nejvétsim poctem nenulovych prvku - necht’ je to ¢. Je-li ¢ = 1, jdeme na krok 5.

3. Udéldme logicky soucet! viech fadki, které maji v I-tém sloupci 1. Tyto fddky z matice A odstranime a
nahradime je vytvofenym logickym souctem.

4. Nové vytvorenému fddku prifadime mnozinu S = S;, tj. sjednoceni mnozin S = |J.S; pro odstranéné
radky, a vratime se na krok 2.

5. Kazdy fadek nyni predstavuje jednu komponentu grafu, popsaného matici A. Mnozina S;, kterd takovému
radku odpovidé, obsahuje ¢isla uzlu, které tvoii jednu komponentu.

ILogicky soucet definujeme pro &isla 0 a 1 takto: 04+0=0,0+1=14+0=1+1=1.

131
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Obr. 8.1: Orientovany graf matice A

Priklad 8.1 (pokracovani)

Podivejme se, jak bude popsany algoritmus fungovat v piipadé grafu z obrézku 8.1, popsaného matic{ (8.1).
Mnoziny S; jsou

1000 1\ S={1}
0101 0| S={2
A=|lo0 0 1 0 1| S5={3}.
0101 0] Si={4
1010 1) S={5}

Nejvice nenulovych prvku je v 5. sloupci (v 1., 3. a 5. fddku). Nahradime proto 1. fadek logickym souctem 1.,
3. a 5. fadku a mnozinu S7 sjednocenim S; U S3 U S5. Dostaneme
101 01 S1=1{1,3,5}
A= 0 1 0 1 0 Sy = {2}
01 01 0) S3={4}

Nyni je nejvice nenulovych prvka ve 2. sloupci. Nahradime proto 2. fadek logickym souctem 2. a 3. fadku a

dostaneme
A 1 01 0 1 S1 =1{1,3,5}
~\0 1 0 1 0 Sy ={2,4}

Nyni jiz vSechny sloupce obsahuji nejvyse jeden nenulovy prvek, takze algoritmus kondci. Zjistili jsme, ze jednu
komponentu tvoi{ uzly 1, 3 a 5 a druhou zbyvajici dva.

8.2 Tranzitivni uzavér orientovaného grafu

V tomto odstavci si ukazeme algoritmus, ktery umoziuje fesit nasledujici dlohu: Mame orientovany graf G s
n uzly. Zajimé nés, jak zjistit, zda pro libovolné i a j v tomto grafu existuje cesta (libovolné délky) z uzlu 4
do uzlu j.

S touto ulohou se setkame, jestlize budeme napi. zjist'ovat, zda se v programu vyskytuje nepfima rekurze, a
budeme mit k disposici seznam podprogrami, které volaji jednotlivé funkce a procedury. Dalsi aplikace této
tlohy se mohou tykat rozkladu matice soustavy rovnic apod.

Graf G popiseme incidenéni matici A (G) = A. Piipomenme si, ze v A plati a;; = 1, prdvé kdyz v G existuje
orientovand hrana (i, j). To znamend, ze A popisuje vSechny cesty délky 1.

Podivejme se nyni na cesty délky 2. Aby v G existovala orientovana cesta délky 2 z i do j, musi existovat uzel
s tak, ze G obsahuje hrany (i,s) a (s,j). Jestlize tedy projdeme vSechny mozné uzly s, zjistime, zda v G
hledana hrana existuje. Cesta z ¢ do j pfes pevné zvolené s existuje, pravé kdyz jsou v inciden¢ni matici grafu
G rovny jedné prvky a;s a agj, tj. je-li a;s X ag; = 1.
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Jakakoli cesta z ¢ do j délky 2 existuje, je-li nenulovy soucet
n
bij = Z Qissy- (82)
s=1

Je zfejmé, Ze b;; je prvek matice B = A?%. Budeme-li v (8.2) uvazovat misto oby¢ejného souctu logicky soucet,
bude B inciden¢ni matice grafu Ga, ktery mé stejny pocet uzlu jako G, a ve kterém jsou uzly (i, ;) spojeny
hranou, jestlize v G existuje cesta z ¢ do j délky 2.

Podobné ukizeme, ze A® je incidenéni matice grafu G, ktery ma stejny pocet uzlii jako G, a ve kterém jsou
uzly (i,7) spojeny hranou, jestlize v G existuje cesta z i do j délky 3,..., A"~ ! je incidenén{ matice grafu
G -1, ktery m4 stejny pocet uzlu jako G, a ve kterém jsou uzly (i,j) spojeny hranou, jestlize v G existuje
cesta z i do j délky n — 1. Vzhledem k tomu, ze graf G obsahuje n uzli, muze mit nejkratsi orientovand cesta
mezi dvéma ruznymi uzly délku nejvyse n — 1.

Chceme-li tedy umeét pro kazdé i a j zjistit, zda v G existuje cesta jakékoli délky z ¢ do j, staci spocitat matici
n
Q=) A. (8.3)
i=1
V tomto vypocétu pouzivame misto obycejného séitani opét logicky soucet.

Q je inciden¢n{ matice tzv. tranzitivniho uzdvéru G~ grafu G, tedy grafu, ktery obsahuje hranu (i, j), préavé
kdyz G obsahuje cestu libovolné délky z ¢ do j.

Budeme-li soucet (8.3) pocitat na zdkladé definice ndsobeni matic, budeme potiebovat O (n4) operaci (n
nasobeni matic, kazdé vyzaduje n3 operac).

Ukazeme si ale, ze matici Q mizeme spocitat s pouzitim O (n?’) operaci. Tento algoritmus vytvoti z matice A
pifmo matici @, tj. z grafu G vytvoii pifimo jeho tranzitivni uzdvér G~. Jde o postup, ve kterém vytvoiime

posloupnost grafu Gg, G1,...,Gp:

1. Polozime Gy = G.

2. Proi = 1,2,...,n sestrojime G; z G;_1 takto: vezmeme -ty uzel grafu G,_1 a za kazdou dvojici j a
k,je{l,...,n}, k€ {1,...,n}, pro kterou v G;_; existuji hrany (j,i) a (i, k), pfiddme do G; hranu
(4, k).

3. G, =G

Dokazeme, ze timto postupem opravdu ziskdme tranzitivni uzavér grafu G. Ozna¢ime H mnozinu hran grafu
G, H; mnozinu hran grafu G; a H~ mnozinu hran G~ Je jasné, ze staci dokéazat, ze H, = H~. Z bodu 2 je
ziejmé, ze plati H; C H;y1. Matematickou indukci dokazeme, ze pro vSechna ¢ =1,2,...,n plati H; C H™.

Inkluze Hy C H~ je zFejmé: kazdd hrana puvodniho grafu musi byt i hranou tranzitivniho uzdvéru. Predpok-
ladejme tedy, Ze pro néjaké i plat{ H; C H~ (tedy Ze z existence hrany (i, j) v H; plyne existence cesty z uzlu
i do uzlu j v Hp).

Je-li (k,j) € H;t1, znamena to, ze bud’ hrana (k, j) € H;, nebo ze jsme ji do H;;1 pridali na zdkladé toho, ze
v H; existuji pro néjaké [ hrany (k,l) a (I, j). V obou pifpadech ale z indukéntho piedpokladu plyne, ze v Hy

existuje cesta z k do j. To znamena, ze pro vSechna i je H; C H™, a tedy specialné H, C H~.

Nyni jesté potfebujeme dokdzat opacnou inkluzi, tj. H- C H,. Je-li (k,j) € H~, znamend to, ze v H

existuje cesta (k,i1), (i1,42),..., (is,J), s < n. Vezmeme nejmensi z ¢isel i1, ...,4s; necht’ je to ¢islo i,.. Pak
ve druhém kroku algoritmu pro uzel i, pfiddme do H; hranu (i,_1,i,11). To znamend, ze H, obsahuje
cestu (k,i1), (i1,92) , ..., {ir—1,%r41),- .-, {is,J). Nyni opét vezmeme nejmensi ze zbyvajicich indexu atd. Tak

ukdzeme, ze (k,j) € H,. Tim je spravnost algoritmu dokdzana.

Na zdkladé popsaného algoritmu muzeme napsat program, ktery transformuje incidenéni matici A grafu G na
inciden¢éni matici G~. Jeho zédkladem bude konstrukce
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for j := 1 to n do {pro kazdy uzel j}
for i := 1 to n do {prozkoumame vsechny uzly i}
if A[i,j] <> O then {existuje-1li cesta z i do j}

for k := 1 to n do if A[j,k] <> O then A[i,k] := 1;
{tak budeme zkoumat, zda existuje i cesta z j do k}

Tento tsek programu obsahuje 3 do sebe vnorené cykly pro hodnoty parametru od 1 do n; to znamena, ze
doba jeho provadéni bude O (n3)
8.3 Nasobeni matic: Strassentv algoritmus

Obvykly algoritmus pro ndsobeni matic je zalozen na definici této operace. Jsou-li A a B matice typu n x n
a je-li

C = AB, (8.4)
je 1, j-ty prvek matice C' ddn vztahem
Cij = Zaikbkj- (8.5)
k=1

Na vypocet c;; potfebujeme n nasobeni a n — 1 s¢itdni; na vypocet matice C' tedy potiebujeme O (n?’) operaci.
Kromé prostoru na ulozeni matic A, B a C' nepotfebujeme prakticky zadny dalsi pamét’ovy prostor.

8.3.1 Rozdéleni matice na bloky

Predpoklddejme nyni, ze pocet fadku a sloupcu matic vyhovuje podmince
n = 2~ (8.6)

Pokusime se pouzit techniky rozdél a panuj. Matice A, B a C rozdélime na ¢tvercové bloky o velikosti n/2 =
2F=1 takze nasobeni (8.4) bude mit tvar

Al A By Bz \ _ [ Cun Cu
Az1 Az Bs1 B Co Co )&
Snadno se pfesvédcime, ze pro bloky C;; plati
Ci1 = A B + A12Boy, Cia = A B2 + A12Bao,

Co1 = A2 B + AxxBoy, Cag = A21Bia + AsaBao. (8.7)

To znamend, Ze potiebujeme 8 ndsobeni blokii a 4 séitani. Protoze velikost blokii je 2%, miizeme bloky pii
nésobeni opét rozdélit na ¢tvercové bloky atd.; nakonec dospéjeme k nédsobeni bloku o velikosti 1 - tedy k
nésobeni ¢isel.

Ozna¢me S (n) pocet operaci, potiebny k ndsobeni dvou matic n x n. Protoze na se¢teni dvou matic typu n xn
potiebujeme O (nQ) operaci, dostaneme, Ze posloupnost S (n) vyhovuje rekurentnimu vztahu

S(n) <88 (g) + gn? pron > 2, (8.8)
S(n)=1pron =1 (¢ je konstanta).

S podobnym rekurentnim vztahem se setkdme jesté jednou, a proto jej vysSetiime obecnéji. Budeme zkoumat
posloupnost S (n), pro kterou plati
S(1)=d,
S (n) <aS(n/c)+bn?, (8.9)
kde a, b, ¢ a d jsou kladna celd ¢isla a n = c*. Ze vztaht (8.9) plyne postupnym dosazovanim
ad

S (c) < ad + bc* = be? <1+@);

d
S(CQ)gabCQ<1+§?>+bc4b02<1+§2+—>;

Matematickou indukei snadno dokazeme, ze
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S (cF) < be?® <1+%+~-~+(3)k_1+(3)k%). (8.10)

7 (8.10) pak plyne, ze pro a > ¢ a n = c* plati

k k
£) -1 a\kd (%) a\kd
_ k) < b2k (c) 2 2 < pek | A2/ —) =] = 11
S (n) S (c*) <be ( I +(C2) b < be %_1+(C2) 5 (8.11)
akbc? o, d c? d c? d
_ b — Ry @) _ oklogeay 2 ) = Knlosca, 8.12
a_62+a b~ ¢ (a—02+b> ¢ (a—02+b> " (8.12)

V nasem pifpadé je a = 8, ¢ = 2, takZe na zdkladé (8.12) dostdvdme S (n) < O (n'°88) = O (n?). To znamens,
Ze popsané rozdéleni na bloky nejspis neptineslo zddny uzitek (vzhledem k tomu, Ze jsme pracovali s nerovnosti,
nemuzeme si dovolit ostfejsi tvrzeni).

8.3.2 Strassenuv algoritmus

Strassenuv algoritmus nasobeni matic je zaloZen na postiehu, Ze bloky C;; muzeme pocitat také na zakladé

vztaht
Ch=P+S-T+V, Cio=R+T

Cnn=Q+S, Cp=P-Q+R+U, (8.13)
kde
P = (A1 + Ax) (Bi1 + Ba), Q= (A2 + As) Bi,
R = Ay (B2 — Baa), S = A (Ba1 — B11), (8.14)
T = (A11 + Aj2) Bao, U= (A2 — A1) (B11 + Bi12), ’

V = (A12 — Agg) (B12 + Baa) .

Vztahy (8.13 a 8.14) obsahuji celkem 7 ndsoben{ a 18 s¢itdni. To znamend, Ze slozitost algoritmu ndsoben{
matic, zalozeného na tomto rozkladu, bude pro n = 2*¥ ddna nerovnosti

S(n) <78 (g) +18 (g)Q

Jde opét o nerovnost tvaru (8.9), ve které mame a = 7, b = 18, ¢ = 2. Dosazenim dostaneme vztah S (n) =
O (n1°g7) =0 (n2’81), nebot’ log, 7 = 2, 81.

Prakticky vyznam tento algoritmus ovSem ptilis nemd. Numerické pokusy ukazuji, ze vzhledem k implementac¢ni
slozitosti vypoétu zaloZeného na rozkladu (8.13 a 8.14) bude dosdhneme uspory ¢asu az pii cca n > 50. Lze
ukézat, ze minimaln{ spotieba paméti bude také O (n2’81), takze pro n, pro ktery by mohla byt vyznamna
uspora Casu, bude jiz hrat roli ztrata operacni paméti.

8.4 Vypocet hodnoty polynomu

Vypocet funkénich hodnot polynomu patii mezi bézné operace. Podivejme se napf. na vypocet hodnoty poly-
nomu
p(x) = 2° + 7o — 122% + 9z — 25, (8.15)

v néjakém bodé x. Ponechme stranou moznost vypoéitat x°, pak vypocitat a piicist 7z* atd. To je nejspis

ooy

tupovat od niz§ich mocnin z a jednou vypoétené hodnoty si pamatovat. K vypoétu z* vyuzijeme jiz vypoétené
hodnoty 2?2 atd.

vevs

takto:
plx)=z(x(x(x(x+7))—12)+9) — 25,

Podobnym zptsobem muzeme uzavorkovat libovolny polynom daného stupné n. Odtud plyne postup vypoctu.
Hodnotu koeficientu u 2™ (nejvyssi mocniny) vyndsobime z, pticteme koeficient u 2”1, opét vyndsobime z
atd. Jsou-li koeficienty polynomu ulozeny v poli p o n + 1 prvcich,

var p: array [0..n] of real;

muzeme zapsat vypocet podle Hornerova schématu takto:
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s := plnl;
for i := n-1 downto O do s := s*xx+p[i];

Pii tomto vypoctu potiebujeme celkem n nasobeni a n — 1 séitani.

Hornerovo schéma prestane byt vyhodné, je-li n velké a polynom p obsahuje velmi mélo nenulovych koeficienti.
Typickym piikladem muze byt

p(z) =2,
Ukazeme, ze neni potfeba 54 nasobeni, ale podstatné méné. Rozlozime-li ¢islo 55 na soucet mocnin dvou,
dostaneme

.T55 .1'321'161'41'2561

odkud je zfejmé, Ze staéf spocitat pouze 232 (a pribézné si zapamatovat x2, x* atd.). Pfitom k vypoctu x32

staéi 5 nasobeni, takze k vypoctu x°° potiebujeme celkem 9 nésobeni.

8.5 Diskrétni Fourierova transformace

Mezi nejcastéji pouzivané aritmetické algoritmy patii bezesporu rychld Fourierova transformace. Tento algo-
ritmus, ktery byl publikovan v poloviné 60. let [33], znamenal zrychleni klasického vypocetniho postupu o
rad.

8.5.1 Uvodni tvahy

Fourierova transformace je pro integrovatelnou funkei f

f(
+o0
F(w)Z[ f () e at (8.16)

t) definovana vztahem

a inverzni transformace mé tvar

1

+oo
Flt) = = / F (w) e 2mistdy, (8.17)

2

Vzor, tedy funkce f, je komplexni funkce jedné realné proménné t. Tato proménna se obvykle interpretuje jako
¢as. Obraz, tedy funkce F (w), je opét komplexni funkei jedné redlné proménné, kterd se obvykle interpretuje
jako frekvence. Fourierova transformace tedy predstavuje prevod Casové zavislosti na zavislost frekvencni.
Frekvencni analyza také predstavuje jedno z nejcastéjsich pouziti této transformace v elektrotechnice.

Vedle toho muze Fourierova transformace poslouzit v matematické fyzice jako i¢inny nastroj pti feSeni nékte-
rych tloh pro obycejné i parcidlni diferencialni rovnice.

V praxi se ovSéem misto funkci, definovanych na celé mnoziné redlnych ¢isel, setkdvame s ¢asto s kone¢nymi
mnozinami diskrétnich vzorku, tedy s kone¢nymi posloupnostmi (obecné komplexnich) ¢isel. Pro né zavddime

diskrétni Fourierovu transformaci takto:

Diskrétnim Fourierovym obrazem posloupnosti a = {ag, a1, ...,a,—1} je posloupnost A = {Ag, A1,..., An_1},
jejiz prvky jsou dany vztahy

:Zat6(¥),j:07...,n—1; (8.18)

inverzni transformace je ddna vztahy?

2Diikaz vzorce pro zpétnou transformaci: Dosadime za Aj do vyrazu na pravé strané (15b). Dostaneme
n—1ln—1 n—1ln—1

ZAseXp(2msk> 1 S Zatexp(2 zst) Xp(%wk) 1 LSS e (2m5(;7k)> _

sOtO sOtO

1t o 2mis t—k)
SIS S e
n
t=0 s=0
Snadno zjistime, ze pro t = k bude vnitini soucet roven n. Pro t k dostaneme

Ze (27rzs tfk)> _ exp (2Zm=R) g

exp (2m(t k))

Odtud jiz plyne ¢ = a.
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n—1
1 2misk
==Y A4, k=0, n—1. 8.19
ag n; € ) ) , TV ( )

Oznacime-li

predstavuji vztahy (8.18) vypocet hodnot polynomu
n—1
a(x) = Z a;x’
j=0
v bodech x = w/ a vztahy (8.19) vypocet hodnot polynomu

n—1

1 .

Afa) == 3 A
Jj=0

v bodé z = w*. K v¥poétu pi{mé i inverzni transformace bychom mohli pouzit napt. Hornerova schématu, se
kterym jsme se sezndmili v pfedchozim oddilu. Vzhledem k tomu, Ze vypocet opakujeme pro n ruznych hodnot
a vycisleni polynomu a (x) resp. A (z)) timto zpusobem vyzaduje O (n) kroku, vyzaduje vysledny algoritmus
celkem O (n?) krokd.

Ukazuje se viak, Ze lze vyuzit zvlastnich vlastnost{ bodi w?, ve kterych polynomy a (z) resp. A (x) poéitdme.
Cislo w pFedstavuje hlavni hodnotu n-té odmocniny z 1, w™ = 1. Piiddme-li navic pozadavek, aby pro pocet n
hodnot v posloupnosti a = {ag, a1, ..., a,_1} platilo n = 2¥ mizeme odvodit algoritmus, ktery bude vyzadovat
pouze O (nlog, n) operac.

8.5.2 Rychla Fourierova transformace

Jak jsme jiz naznagcili, budeme v tomto oddilu predpokladat, ze je dana kone¢na posloupnost komplexnich ¢isel
a = {ag,a1,...,an_1}, kde n = 2. Symbolem w zde oznacujeme hlavni hodnotu n-té odmocniny z 1, tedy

¢islo
2mi 2 2
w=e(*) = cos (—ﬂ-) +isin (—W) (8.20)
n n

= w(kmodn) T znamend, pro ze jak pro pifmou tak i pro inverznf transformaci

Z toho, ze w"™ = 1, plyne, ze w*
vystaéfme se znalost{ w®, w!, w?, ... w1, (Odtud také plyne, 7e (wk)n = 1, takze i &fslo w* predstavuje -

pro libovolné k € Z - odmocninu z 1.)

Zatneme u pifmé transformace. V predchozim odstavci jsme si ukazali, ze w*4; = a (wj ), kde a (x) je polynom
s koeficienty danymi posloupnosti a. Pfi vypoc¢tu hodnoty tohoto polynomu se pokusime pouzit metodu rozdél
a panuj. Koeficienty polynomu a rozdélime na dvé skupiny - na sudé a liché, které oznacime as a a;. Tim
rozloZzime polynom a na soucet dvou polynomt,

a(z) = as (2%) + 2a; (27). (8.21)

Ulohu vy¢islit polynom a stupné n — 1 v bodé x jsme tedy prevedli na tlohu vy¢islit dva polynomy a, a a;
stupné n/2 — 1 v bodé z2.

Jak vime, potiebujeme pii vypoctu hodnoty Aj vyécislit (8.21) v bodé # = w*, kde w je hlavni hodnota
n-té odmocniny z 1. Z (8.20) ale plyne, ze w? je hlavni hodnota (n/2)-té odmocniny z 1 - a to je presné
to, co k dspésnému pouziti metody rozdél a panuj potiebujeme. Vztah (8.21) totiz tikd, ze misto abychom
pocitali hodnotu polynomu a v n-té odmocniné z jedné, muzeme pocitat hodnoty polynomu as a a; v (n/2)-té
odmocniné z 1.

Protoze plati n = 2F, mizeme pouzit tyZ postup i na polynomy a, a a;. Rekurzivné tak dospéjeme az k
polynomum 1. stupné, které budeme vycislovat v bodech 1 a -1. Pfi vypoc¢tu muzeme navic vyuzit skuteénosti,
ze w(™? = —1, takze w' = —w(/2+i,
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Priklad 8.2

Podivejme se na polynom 8. stupné,
p(x) = po+pr+ pax® + psa® + paat + psa® + pea’ + pra’ =
= po+p2a® + paa’ + psa® + z (p1 + psa® + psa’ + pra’) =
= ps (2°) +ap (27) .

Je-1i nyni
w = wg = e(zgl) = COS (%) + 7s1n (g) s
dostaneme
p (w§) = ps (wh) +wipr (w]),  p(w§) =ps (w}) + wgpr (wy),
p (wg) =ps (wi) +wip (wi),  p(wg) =ps (wi) +wip (wi),
p(ws) =ps (wi) +wip (i), p(wg) =ps (wi) +wspr (wi),
p (w§) = ps (wi) + wip (wi),  p(w§) =ps (w]) +wip (w}).

Pii vypoctu ulozime transformovanou posloupnost do pole p a délce n. V tomto poli také dostaneme vysledek.

Algoritmus piimé transformace, tedy vyéisleni polynomu s koeficienty ag, a1, ..., a,_1, miZeme popsat nasle-
dujicimi kroky:

1. Je-li stupen polynomu n = 1, jsou hledané hodnoty rovny Ag = ag + a1 a A1 = ap — a1 a skoncime.
2. Je-li stupen polynomu n > 1, pferovname pole a v poradi ag,as,...,ap—2,61,03,...,0,—1.

3. Pouzijeme tento algoritmus rekurzivné zvlast’ pro prvni polovinu pole a, se sudymi koeficienty a zvlast’
pro druhou polovinu pole s lichymi koeficienty.

4. Pole, ziskané ve 3. kroku, obsahuje obrazy polynomu as a a;. Pferovndme je do puvodniho potadi a
slozime z néj podle (8.21) obraz puvodniho pole.

Program, ktery popsany algoritmus implementuje, napiSeme v C+-+, nebot’ tento jazyk jako jeden z maéla
nabizi programéatorum jak rekurzi tak i typ complex pro préci s komplexnimi &isly.

Nésledujici procedura vypocti bude pii prerovnavani pouzivat pomocné pole t. Deklarujeme je jako globalni, ste-
jné jako nékteré dalsi pomocné proménné. Dalsi pomocné pole w bude obsahovat hodnoty wg, w1, wa, . .., Wp—_1
(mocniny n-té odmocniny z 1, viz (8.20)).

Prvnim vstupnim parametrem procedury wvypocti je pole a, které obsahuje koeficienty transformovaného poly-
nomu (tedy transformovanou posloupnost). Druhy parametr N obsahuje stupen transformovaného polynomu.
Piedpokladdme, ze pro hodnotu parametru N plat{ N = 2" — 1 pro néjaké r. (To znamend, ze pole a obsahuje
N + 1 prvki.) tfetim parametrem je index k, od kterého se mame polem a zabyvat.

#include <complex.h>
#define M 8 // Velikost pole - napf. 8...
#define PI 3.14159265358979

complex w[M], t[M]; // Pomocna pole
complex p0, pil; // Pomocné prom&nné
complex q[M]; // Transformované pole
void vypocti(complex al ], int N, int k){

int i, j;

if (N==1) { // Je-1li stupeii polynomu N == 1,

pO=alk]; pil=alk+1]; // vypoZteme hodnotu

al[k]=pO+p1;

a[k+1]=p0-p1;

} else { // Jinak pole nejprve pferovname

for(i=0; i <= N/2; i++) { // (s pomoci pole t)
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Jj = k+2xi;
t[i] = aljl;
t[i+1+4N/2] = al[j+1];
} // a pak zavolame tuto proceduru
for(i = 0; i <= N; i++) alk+i] = t[il; // rekurzivné
vypocti(a, N/2, k); // zvlast’ pro prvni polovinu
vypo&ti(a, N/2, k+1+N/2); // a zvlast’ pro druhou polovinu
j = M/(N+1);
for(i=0; i <= N/2; i++) { // Pak pole prerovnédme zpé&t
pO = wlixjl*alk+(N/2)+1+i]; // a slozime z n&j
t[i] = alk+i] + pO; // obraz plvodniho pole
t[i+(N/2)+1] = alk+i] - pO;
}
for(i=0; i <= N; i++) alk+i] = t[i];
}
}
Pied prvnim volanim procedury vypoéti musime vypoéitat hodnoty w?, j = 0,1,...,n — 1. Procedura pro

piimou transformaci proto muze mit nésledujici tvar:

void FFTR(complex al[ ], int N) {
static jeW = 0; // Indikuje, zda jiZz bylo w vypoZteno
if (1jew){
jeW++;
w[0]=1;
w[1] = complex(cos(2*PI/N), sin(2*PI/N));
for(int i = 2; i < N; i++) wli] = wli-1]*w[1];
}
vypocti(a,N-1,0);
}

Inverzni transformace spo¢ivd podle (8.19) ve vyéisleni polynomu s koeficienty Ay v bodech w=7, kde j =
0,1,...,n — 1 a vydéleni vysledku ¢islem n. Snadno se ale presvédéime, Zze pro n-tou odmocninu z 1 plati
wO=w'=1, wt=w"1t .. . w ™D =w ! Toznamens, ze staci pouzit opét funkei vypocti a vysledek
prerovnat. Funkce pro inverzni transformaci proto bude mit tento tvar:

void IFFTR(complex al[ ], int N) {
vypocti(p, N-1, 0);

for(int i = 1; i <= N/2; i++) { // Pferovnani
complex t = al[il]; al[i] = al[N-i]; a[N-il= t;

}

for(i=0; i < N; i++) al[i] /=N;

}

Pole ¢, deklarované pied funkci vypocti, transformujeme piikazem
FFTR(q,M) ;

a zpétnou transformaci obstara pirikaz
IFFTR(q,M);

8.5.3 Slozitost rychlé Fourierovy transformace

Nejprve se vratime k piikladu transformace pole o 8 prvcich, tedy polynomu 7. stupné.

Piiklad 8.2 (pokraéovani)

Pii vypocétu Ag prevedeme vypocet hodnoty polynomu 7. stupné na vypocet hodnot dvou polynomu 3. stupné.
Pouzijeme k tomu proceduru vypocti - zavoldme ji s parametry a, N = 7 a k = 0 (bereme pole a od nultého
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al0] al2] a[4] a[6] a[l] a[3] a[5] al7]

Obr. 8.2: Pfesun prvku pii rychlé Fourierové transformaci pro n = 8

(7,0)

(3,0) (3,4)

/

(1,0) (1,2) (1,4) (1,6)

Obr. 8.3: Druhy a tfeti parametr rekurzivnich volani procedury wvycisli

prvku). Tato procedura nejprve pierovnd pole a tak, aby v prveich ag, . . . , ag lezely koeficienty u sudych mocnin
a v ay,...,a7 koeficienty u lichych mocnin puvodniho polynomu (viz obr. 8.1).

Pak zavoldme proceduru vypocti rekurzivné pro vycisleni polynomu as a a;. Pii vycislovani as bude mit volani
procedury vypocti parametry a, N = 3 (stupen polynomu) a k = 0 (koeficienty jsou ulozeny v poli a od
nultého prvku). Pfi vy¢islovani a; bude mit voldni procedury vypocti parametry a, 3 (stupenn polynomu,
stejny jako u as) a 4 (koeficienty a; jsou ulozeny v poli a od prvku a [4]).

Vycislovani as a a; bude znamenat opét dvé rekurzivni volani procedury wvycisli. Posloupnost rekurzivnich
volani muzeme vyjadiit stromem, ktery vidite na obr. 8.3

Je ziejmé, ze hloubka rekurze bude rovna log, n, v piipadé n = 8 tedy 3.

Slozitost rekurzivniho algoritmu rychlé Fourierovy transformace odvodime takto: Je-li T (n) pocet operaci,
potfebny pti daném n, musi platit
T (n) =2T (n/2) + cn,

kde ¢ je konstanta takova, ze cn je ¢as potiebny na obé pierovndni pole o n prveich. Protoze T (1) = d je také
konstanta, dostaneme
T(2™) =27 (2™7") + 2™ =4T (2™7?) +2c2™ = ---em2™ + T (1) 2™ = enlogy n + dn,

odkud plyne slozitost O (nlog,n).



Kapitola 9

Softwarovy projekt

V této kapitole si kratce povime o hlavnich zasadach konstrukce software.

Zkusenosti ukazuji, ze praci na velkych softwarovych projektech je vyhodné maximalné formalizovat!. Cilem
takové formalizace je samoziejmé vyhnout se nejen chybdam, ale i nepfesnostem ve formulaci projektu a ne-

dorozuménim v kontaktu se zakaznikem.

Studie, provddéné napf. ministerstvem obrany USA, ukazuji, Ze pomér dodateénych ndklada, vyvolanych
zménou v pocatecni fazi a ndklada, vyvolanych zménou v koncovych fazich projektu, muze byt i vyssi nez
1:200. Tabulku, kterd ukazuje relativni ndklady na opravu chyby v zdvislosti na tom, kdy chyba vznikne a kdy

my ji odhalime, jsme pievzali ze [7].

Okamzik vzniku

Okamzik odhaleni | Pozadavky | Navrh | Psani programu
Analyza 1 - -
Névrh 2 1 -
Pasivni testy 5 2 1
Strukturarni testy 15 5 2
Funkcionélni testy 25 10 5

Tabulka 9.1 Vyse relativnich ndkladu zpusobenych chybou v zavislosti na tom, kdy chyba vznikne a kdy ji

odhalime.

V nasledujicim oddilu si povime o jednotlivych fazich vyvoje softwarového produktu.

9.1 Zivotni cyklus softwarového produktu

Zivotni cyklus softwarového produktu muzeme z hlediska vyvojaie rozdélit do nasledujicich fazi:

1. Definice problému.
3. Navrh architektury
5. Programovéni a ladéni
7. Testovani systému

2. Analyza pozadavku
4. Podrobny navrh

6. Testovani modula
8. Udrzba

Na nékteré z nich se nyni podivdme podrobnéji.

9.2 Definice problému

Na pocatku je nezbytné definovat problém, ktery ma budouci softwarovy produkt fesit. Popis problému ma
pouzivat jazyk (terminologii) uzivatele a ma vychdzet z jeho pohledu. Rozsah specifikace by nemél piekrocit

jednu az dvé stranky.

Ve smyslu tfednickém, nikoli matematickém. Jde o to dokumentovat jak pozadavky zikaznika tak i postup projektu.

141
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V popisu problému neni vhodné naznacovat moznd feseni, nebot’ jejich hledédni zpravidla neni problém zakaznika,
nybrz feSitele. Naznacujeme-li feSenf jiz ve formulaci problému, muzeme TeSitele zavést na scesti; rozhodnuti
o zpusobu feSeni by meélo byt az vysledkem analyzy problému.

Napiiklad tvrzeni ,Mame problémy s evidenci materidlu ve skladu“ nejen zni jako problém, muzeme je i
povazovat za rozumnou definici problému.

Na druhé strané véta ,,Potfebujeme optimalizovat automatické zadavani dat pii evidenci materialu ve skladu®
uz nezni jako problém - zde je jiz vnucovano feSeni. Takovato formulace muze mit smysl az ve specifikaci
piedbéznych pozadavk.

Pritom je dobré uvédomovat si, ze nejlepsi feSeni nemusi byt vzdy novy program nebo tprava programu, ktery
uz existuje. Jestlize napt. pouzivame program, ktery umi udélat pualroéni bilanci hospodafeni, a potiebujeme
ro¢ni bilanci, mize byt nejlacingjsim a nejrychlejsim FeSenim ruéné secist jednou do roka deset ¢isel.

9.3 Predbézné pozadavky

Formulace piredbéznych pozadavkl predstavuje prvni krok k feSeni problému. Zde vlastné sestavime podrobny
popis toho, co se bude od softwarového produktu ocekavat.

Ze zkuSenosti softwarovych firem plyne, ze je vhodné sestavit se zdkaznikem pisemny seznam piedbéznych
pozadavku. Tim mimo jiné dosdhneme toho, Ze o funkci programu bude rozhodovat zdkaznik, nikoli programa-
tor.

Formaélni seznam pozadavki umozni sndze se vyhnout chybdm a nedorozuménim. Jestlize pii psani programu
prijdeme na chybu v kédu, staci zpravidla pirepsat par fadek. Ptijdeme-li pfi psani programu na chybu v
pozadavcich, musime se k nim vratit a musime znovu projit navrh architektury, podrobny navrh a mozné zacit
psat program uplné od zacatku.

Adekvatni specifikace pozadavku je proto klicovym momentem tspéchu projektu.

Na druhé strané je predem jasné, ze pozadavky ze strany zakaznika se budou prubézné ménit. Casto totiz
teprve samotny proces vyvoje produktu zdkaznikovi umozni, aby si plné uvédomil, co vlastné potiebuje - a
podle toho bude své pozadavky ménit. (Formélné sepsané pozadavky ndm pak umozni natc¢tovat mu to...)

Studie IBM ukazuji, ze u typického projektu se v prubéhu vyvoje zméni pozadavky priblizné z 25% [7]. Proto je
dulezité, aby zdkaznik znal cenu zmeén a abychom si s nim dohodli formélni postup pii zménéch z jeho strany.

9.3.1 Kontrola seznamu pozadavka

Pii sestavovani seznamu predbéznych pozadavku by se mohlo stat, ze opomeneme nékterou dulezitou oblast.
Nésledujici seznam kontrolnich otdzek je sestaven na zdkladé praktickych zkuSenosti (podle [7]) a ma ndm
pomoci vyhnout se nedopatienim. Samoziejmé ne vSechny tyto otazky musi mit v souvislosti s konkrétnim
problémem smysl.

Nésledujici otazky 1ze pouzit také jako voditko pii sestavovani seznamu pozadavku. Rozdélime si je do nékolika
okruhu.

Obsah pozadavkil

° Specifikovali jsme vSechny vstupni datové proudy systému? Zname jejich zdroje? Zname piesnost
vstupnich dat? Zndme rozsahy hodnot? Zndme frekvence vstupu?

e  Specifikovali jsme v8echny vystupni datové proudy? Zname jejich piijemce, rozsah hodnot dat a jejich
presnost, frekvenci? Zname jejich format?

e  Specifikovali jsme formaty vsech sestav?

e  Zmame specifikace vSech vnéjsich hardwarovych i softwarovych rozhrani ptipravovaného produktu?



9.3. PREDBEZNE POZADAVKY 143

e  Zndme potiebnd komunikaéni rozhrani, jako jsou komunika¢ni protokoly, pfenosové rychlosti, zpusoby
kontroly chyb apod.?

e Jsou z hlediska uzivatele specifikovany potiebné doby odezvy pro vSechny nezbytné operace?
e Zname pripadna dalsi ¢asova omezeni, jako je doba zpracovani, doba pfenosu dat apod.?
e  Specifikovali jsme vSechny tulohy, které ma systém podle piredstav uzivatele provadét?

o Specifikovali jsme data, kterd se budou pouzivat v jednotlivych tlohach a kterd budou vysledkem
jednotlivych tloh?

e Specifikovali jsme pozadavky na iroven utajeni? Specifikovali jsme troven zabezpeceni dat pred ztratou
nebo zni¢enim (muze jit o zabezpeceni pred sabotdzi, pfed pocitacovymi viry, pfed nechténym smazénim,
pred pddem meteoritu na poéitag...)?

e  Specifikovali jsme pozadavky na troven spolehlivosti - véetné moznych dusledku selhdni programu?
Specifikovali jsme, které informace jsou zivotné dulezité a které je nezbytné tieba chranit? Specifikovali
jsme strategii detekce chyb a zotavovani se z nich?

e  Specifikovali jsme maximélni pozadavky na pamét’ RAM?
e  Specifikovali jsme maximélni pozadavky na vnéjsi pamét’ovd média (disky, magnetické pasky apod.)?

e  Vyjasnili jsme pozadavky na udrzbu a udrzovatelnost systému? Zname pozadavky na moznost prenosu
programového produktu do jiného operacniho prostiedi, pod jiny operacni systém? Zname pozadavky
na komunikaci s jinymi softwarovymi produkty (napt. OLE / DDE pod MS Windows)? Jak je to s
piipadnymi zménami pfesnosti vstupu/vystupu? Co v piipadé pozadavki na zménu vykonnosti?

e Jaké jsou vztahy mezi vlastnostmi, které si mohou navzajem konkurovat nebo se i vylucovat? Dostane
napi. prednost rychlost pred ptresnosti, velikost programu pied robustnosti?

e 7Zname presnou specifikaci ispésného zpracovani nebo chyby?

Uplnost pozadavkt
e Pokud nezname potiebné informace pred zacatkem zpracovani, zndme alespon rozsah jejich netplnosti?

° Jsou pozadavky tplné v tom smyslu, ze pokud bude produkt vyhovovat opravdu vSsem uvedenym
pozadavkum, bude pro zdkaznika piijatelny?

e  Pusobi nékteré z pozadavku potize? Jevi se nékteré z nich jako neimplementovatelné a zaradili jste je
jen proto, abyste uspokojili zdkaznika (ptipadné $éfa)?
Kvalita pozadavki
e Jsou pozadavky sepsany v jazyku uzivatele? Mysli si to uzivatel? Rozumi jim?

e Jsou pozadavky bezkonfliktni? Nebo jsme se alespon pii jejich specifikaci vyhnuli konfliktim v maxi-
malni mozné mitre?

e  Vyhnuli jsme se tomu, aby pozadavky urc¢ovaly ndvrh architektury?

° Jsou vsechny pozadavky na pfiblizné stejné trovni podrobnosti? Neni tieba specifikovat nékteré z
pozadavku podrobnéji? Nebo jsou naopak piilis podrobné?

e Jsou pozadavky formulovany natolik jasné, aby je Slo implementovat? Porozumi jim i ¢lovék, ktery o
nich se zdkaznikem nejednal?

e Jsou jednotlivé pozadavky v rozumném vztahu k problému a k jeho feseni? Je jasny puvod jednotlivych
pozadavku v kontextu vychoziho problému?

. Lze testovat splnéni jednotlivych pozadavku? Muze o splnéni jednotlivych pozadavku rozhodnout
nezavisle zkonstruovany a provedeny test?

e  Specifikovali jsme u jednotlivych pozadavkiu vsechny mozné zmeény (ptripadné véetné pravdépodobnosti
takové zmény)?
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9.4 Navrh architektury

Po vyjasnéni pozadavku piijde na fadu ndvrh architektury; nékdy také hovoiime o strategii implementace. Jde
o navrh ,na nejvyssi irovni“, ve které se budeme zabyvat predevsim témito aspekty budouciho produktu:

Organizace programu

Nejprve stanovime organizaci programu. To znamend, ze vypracujeme piehled, ktery popise programovy pro-
dukt pomoci obecnych pojmu. V ném uréime hruby smysl jednotlivich modult (hlavnich ¢dsti programu) a
jejich rozhrani.

Pritom je vhodné jiz v této fazi vyvoje dbat na to, aby na sobé jednotlivé moduly byly co nejméné zavislé, tj.
aby jejich rozhrani byla pokud mozno nejuzsi.

Zachdzeni se zménami

Stanovime strategii zachdzeni se zménami v projektu - muze se jednat o ¢isla verzi, o navrhy zaloznich datovych
poli pro dalsi pouziti, o soubory pro pridavani dalsich tabulek apod.

Je vhodné také je urcit zpusob, jakym se bude v projektu zachdzet s rozhodovanim. Misto pouziti ,tvrdé“
implementovanych rozhodnuti mizeme pouzit rozhodovani podle tabulek; data, podle kterych se rozhodujeme,
mohou byt ulozena v externich souborech atd.

Vyvijet ¢i koupit

Jiz v této fazi se také musime rozhodnout, zda budeme program sami vyvijet ¢i zda jej koupime, piipadné které
casti koupime a které budeme sami vyvijet. Podobné se musime rozhodnout, které ¢asti implementujeme sami
a které pievezmeme z operaéniho prostiedi (napiiklad zda pouzijeme grafickou knihovnu Borland C++ nebo
zda si napiSeme svoji, zda pouzijeme standardnich sluzeb opera¢niho systému nebo zda je obejdeme, protoze
nejsou u¢inné nebo dostateéné bezpecné, zda vyuzijeme standardnich ovladacu zafizeni ¢i zda vyvineme vlastni

atd.).

Pokud se rozhodneme pouzit koupeny software, musime si ujasnit, jak vyhovuje ostatnim pozadavkum.

Hlavni datové struktury

V dalsim kroku specifikujeme hlavni datové struktury. Ptitom musime urc¢it predevsim jejich obsah a zpusob
zobrazeni. Doporucuje se dokumentovat alternativy, které jsme pii vybéru zvazovali, a duvody, pro¢ jsme se
nakonec rozhodli uréitym zpusobem.

P1i ndvrhu hlavnich datovych struktur bychom méli vychéazet z pozadavku skryvani dat - to znamena pokud
mozno se vyhybat globdlnim datim. K datum by mél mit piistup vzdy pouze jeden modul; pokud je potiebuji
i jiné moduly, musi pouzit ptistupovych procedur.

Pii navrhu architektury modula se uplatiuje ,,zékon zbyteénych dat*: Udaje, které vstoupd do programu (mod-
ulu, funkce ...) a neovlivni jeho vystup nebo chovdni, jsou zbytecné.

V objektové orientovaném ndvrhu musime stanovit hlavni t¥idy objekt, jejich vzéjemné vztahy (deédické
hierarchie), hlavn{ instance, jejich stavy, funkci a také doby trvéni, tj. rozmez{ jejich existence v programu.
Hlavni algoritmy

Soucasné s ndvrhem hlavnich datovych struktur prijdou na fadu ndvrhy hlavnich algoritmu (odkazy na né).
Také zde je tieba dokumentovat mozné alternativy a duvody svych rozhodnuti.

Vseobecné problémy

Dalsi aspekt, kterym se ve fazi navrhu architektury musime zabyvat, jsou vSeobecné problémy, které nezavisi
na konkrétni podobé feseného problému. Jde piedevsim o uzivatelské rozhrani programu, fizeni vstupnich a
vystupnich operaci, spravu paméti, ale také tfeba o zachazeni se znakovymi fetézci.
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Uzivatelské rozhrani muze byt specifikovdano jiz v pozadavcich. Pokud ne, musime uréit struktury piikazu,
menu, vstupnich formuldiu apod. Pfitom moduldrn{ sloZeni programu je tieba navrhnout tak, aby ptrechod k
jinému rozhrani neovlivnil jeho funkénost.

Jako piiklad uvedeme napi. prekladace Turbo Pascalu; ty jsou zpravidla dodavény dva, jeden integrovany
v programovém prostiedi a druhy, ktery lze spoustét samostatné z piikazové fadky. Samoziejmé jde o tyz
program s jinym uzivatelskym rozhranim - jiny postup by byl ekonomicky netnosny.

Architektura by meéla specifikovat tiroven, na které budou detekovdny a oSetfovany chyby pii vstupnich /
vystupnich operacich, bezpecnostni opatieni (pofizovani zdloznich kopi{ soubort) apod.

V této fazi vyvoje bychom také meéli odhadnout potiebnou velikost paméti v béznych a v mimofadnych
piipadech. Napiiklad pokud bude vysledkem datab&ze, méli bychom odhadnout pamét’ potiebnou pro jeden
zéznam a piipadné predpokladany pocet zdznamu v databézi. Je tieba ukéazat, zda jsou pozadavky nasi aplikace
v mezich moznosti predpokladaného opera¢niho prostiedi.

Ve slozitéjsich piipadech muze aplikace mit vlastni systém pro spravu paméti.

Muze se zdat, ze vénovat pozornost zachazeni se znakovymi fetézci jiz pii navrhu architektury je zbytecné.
Komeréné vyuzivané programy ovsem obsahuji velkd mnozstvi fetézcu (menu, ndpovédy, texty v dialogovych
oknech a jiné); uzivatel si muze pidt nékteré z nich zménit, pfizpusobit svym potiebdm nebo svému vkusu.
P1i prodeji produktu do zahranici je tfeba vSechny textové fetézce prelozit.

Proto je tieba odhadnout mnozstvi textovych fetézcu, které budou soucasti programu, a rozhodnout se, jak s
nimi nalozime. Lze je ulozit do zvldstnich soubort (to se obvykle déld s ndpovédou) nebo je tieba definovat
jako konstanty ve zvlastnim modulu. V programech pro MS Windows je muzeme popsat v tabulce Fetézcu
(stringtable) v popisu prostfedku programu (resources, soubor .RC). Tim ziskdme mozZnost znakové retézce
snadno ménit, aniz by to mélo néjaky zavaznéjsi dopad na zdrojovy kéd programu.

Lze je také samoziejmé deklarovat pifimo na misté pouziti a nevzrusovat se pripadnymi problémy se zménami -
zélezi na pozadavcich a na nasi predvidavosti. V navrhu architektury bychom se méli rozhodnout pro nékterou
z moznosti a zaznamenat duvody, pro¢ jsme se tak rozhodli.

Zpracovani chyb

Zachdzeni s chybami patii k nejozehavéjsim problémim v modernim programovani. Existuji odhady, které
tvrdi, ze témer 90% kdédu v béznych programech se zabyvé oSetfovdnim vyjimecnych situaci. Pfi rozhodovani o
architektufe programu musime také urcit, jak bude nas produkt naklddat s chybovymi situacemi. Jde predevsim
o odpovéd’ na nasledujici otazky:

e Pouzijeme spise korektivniho nebo spise detektivniho pristupu? Korektivni pfistup znamend, ze pokud
nastane chyba, pokusime se ji napravit. Pii detektivnim pfistupu muzeme rovnou skonéit - muzeme se ale
také tvarit, jako by se nic nestalo, a doufat, ze se opravdu nic nedéje. V obou piipadech by ale program
mél uzivateli sdélit, jaké problémy nastaly.

e Budeme detekovat chyby aktivné nebo pasivné? Jinymi slovy, budeme se snazit pfedvidat chyby uzivatele
a napf. testovat spravnost vstupnich dat (tfeba kontrolovat, zda uzivatel nepozaduje vypis ze dne 31.
unora), nebo se budeme o chyby starat az v piipadé, Ze se nic jiného nedd délat - napf. kdyz hrozi délen{
nulou nebo kdyz k nému dokonce uz doslo?

e Aktivni detekce chyb klade zna¢né ndroky na uzivatelské rozhrani. At’ se rozhodneme pro kteroukoli
alternativu, mél by program v obou piipadech véas informovat uzivatele, co se déje.

o Jak se v programu chyby $iri? Jak bude program reagovat na vznik chyby? Podle okolnosti muzeme zvolit
nékterou z nasledujicich alternativ: muzeme ihned odmitnout data, kterd chybu zpusobila; muzeme ihned
prejit ke zpracovani chyby; muzeme pokracovat v puvodni operaci az do dokonéeni vSech procesu a teprve
pak informovat uzivatele, ze nékde nastala chyba.

o Jaké konvence budeme pouzivat pro ohlasovdini chyb? Je rozumné, aby vSechny moduly pouzivaly pfi
ohlasovani chyb totéz rozhrani, jinak bude program pusobit zmatené.
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e Na jaké drovni budou chyby v programu osettovdny? Muzeme se jimi zabyvat v misté vzniku, muzeme
pro né volat zvlastni podprogramy nebo se jimi zabyvat ,na nejvyssi irovni“. Moznosti napravy chyby
(zotaveni programu po chybé) se samoziejmeé lisi podle drovné, na které chybu detekujeme. Pokud chybu
zachytime az na drovni celého programu, nemutzeme obvykle délat nic jiného, nez oznamit, co se stalo, a
skong¢it.

e Jakd je zodpovédnost jednotlivijch moduli za sprdvnost jeho vstupnich dat? Bude se kazdy z modulu
starat o spravnost svych dat, nebo budeme mit specidlni moduly, které se postaraji o spravnost dat pro
cely systém? Mohou moduly na néjaké drovni predpoklddat, ze dostavaji bezchybnda data?

Robustnost

Pod robustnosti se obvykle chdape schopnost systému pokracovat v ¢innosti poté, co doslo k chybé. Pfi ndvrhu
architektury je rozumné urcit uroven robustnosti z nékolika hledisek.

Predevsim musime ur¢it miru peclivosti, kterou pii zpracovani pozadujeme. Obvykle se od jednotlivych modula
pozaduje vyssi robustnost nez od celého systému. ZkuSenost totiz ukazuje, ze softwarovy produkt je zpravidla
podstatné slabsi nez jeho nejslabsi ¢ast.

Déle je tieba urcit rozsah pouzivani testovacich piikazi, jako je makro assert v jazyku C. Tyto piikazy testuji,
zda je splnéna néjaka podminka, plynouci z predpokladu (muzeme napiiklad ovéfovat predpoklad, Ze vstupni
soubor nebude vétsi nez 64 KB; pokud ano, ohldsi program chybu).

Vedle toho je tieba stanovit miru tolerance k chybam a zpusob reakce na né. Podivejme se na nékteré
jednoduché moznosti.

Systém se napi. muze pii vyskytu chyby pokusit vratit k mistu, kde jesté bylo vse v potadku, a pokracovat
odtud. MiuzZe se pokusit pouzit pro zpracovéni daného problému jinou funkci (napf. jestlize se pfi FeSeni
soustavy linearnich algebraickych rovnic zjisti, Ze soustava ma Spatné podminénou matici a ze tedy nelze
pouzit Gaussovu eliminaci, muZze se systém pokusit pouzit nékterou z itera¢nich metod).

Systém také muze pro feSeni rovnou pouzit nékolika metod, ziskané vysledky porovnat a podle zadané tolerance
pak urcit, ktery vysledek pouzije nebo zda pouzije napi. jejich aritmeticky prameér.

Hodnotu, kterou systém uréi jako Spatnou, se muze pokusit nahradit hodnotou, ktera nebude mit katastrofické
dusledky. Kromé toho muze systém piejit do stavu, ve kterém neni schopen provadét vsechny své funkce, muze
skoncit a pripadné se znovu spustit.

Systém by také mél brat v ivahu moznost, ze sdm obsahuje chyby, a mél by (v omezené mite) provérovat své
vlastni vysledky, aby dusledky téchto chyb omezil.

Vykonnost
Pod vykonnosti mizeme chapat jak rychlost tak i pamét’ové naroky. Pokud je vykonnost systému dulezitd, je

tfeba specifikovat jeji kritéria.

Ve stadiu ndavrhu architektury bychom méli specifikovat odhad vykonnosti a zduvodnit, pro¢ se domnivame,
ze takovéto vykonnosti lze dosdhnout. Méli bychom specifikovat také oblasti, ve kterych hrozi nebezpeci, ze
pozadovaného vykonu nedosdhneme.

Pokud je k dosazeni vykonnosti tteba pouzit specidlnich algoritmu nebo datovych struktur, je tieba to zduraznit
jiz. v tomto stadiu. Zde je vhodné také specifikovat predpokladané casové a pamét’ové naroky jednotlivych
modul.

Celkova kvalita navrhu architektury

Pro kvalitu navrhu architektury lze vymyslet fadu kritérii. Zejména je samoziejmé, ze ndvrh musi jasné vymezit
a zduvodnit cile projektu a pouzité metody. Musi byt jasny a prehledny, musi pfesné specifikovat nebezpecné
oblasti a urcit zachazeni s nimi.

Ten, kdo bude navrzenou architekturu implementovat, musi ndvrhu beze zbytku rozumét.
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9.4.1 Kontrola navrhu architektury

Podobné jako v ptipadé provérovani uplnosti predbéznych pozadavku, i v ptipadé ndvrhu architektury ma
smysl sepsat si kontrolni otazky a podle nich hledat, na co jsme mohli zapomenout. Nésledujici seznam opét
vychdzi z [7].

Je jasnd celkovd organizace programu, véetné piehledu a zduvodnéni architektury?
Jsou moduly dobfte definovany, je jasna jejich funkce, jsou jasna jejich rozhrani s jinymi moduly?

Jsou pokryty vsechny funkce, uvedené v seznamu pozadavka? Jsou pokryty rozumné, tj. neni jim

vénovano prilis mélo nebo ptili§ mnoho moduli?

Je architektura navrzena tak, aby se mohla vyrovnat se kteroukoli z pravdépodobnych zmén?
Obsahuje ndvrh vSechna rozhodnuti, zda uré¢ity produkt (nebo jeho soucdst) koupit nebo vyvijet?

Popisuje ndvrh, jak se prizpusobi knihovni funkce a jiné opakované pouzivané programové soucasti,

aby vyhovovaly nasemu produktu?

Jsou v ndvrhu popsany a zduvodnény vsechny hlavni datové struktury?

Lze s hlavnimi datovymi strukturami zachazet pouze prostirednictvim ptistupovych funkci?
Je specifikovan obsah a organizace databazi?

Popsali a zduvodnili jsme vSechny hlavni algoritmy?

Popsali jsme strategii pfi zachdzeni se vstupnimi a vystupnimi operacemi (véetné vstupu a vystupu

uzivatelskych)?

Definovali jsme klicové aspekty uzivatelského rozhrani?

Je modularni struktura uzivatelského rozhrani takové, ze neovliviiuje zbytek programu?
Popsali a zduvodnili jsme strategii spravy paméti a odhady pamét’ovych naroku?
Odhadli jsme casové a pamét’ové naroky jednotlivych modula?

Obsahuje navrh strategii pro zachazeni s fetézci a odhad potiebného mista pro né?

Obsahuje navrh vhodnou strategii pro osSetfovani chyb? Jsou chybové hldseni konzistentni s uzivatel-

skym rozhranim?

Specifikovali jsme troven robustnosti?

Formulovali jsme jasné hlavni cile systému?

Je navrh vyvazeny? Neni néktera ¢ast zpracovana piilis peclivé a jind nedbale?

Je navrh architektury jako celek konzistentni? To znamena, je jasna souvislost jednotlivych ¢asti?
Je navrh na nejvyssi trovni nezavisly na pocitaci a na programovacim jazyku?

Jsou jasné duvody vSech rozhodnuti?

Klicova otazka na zavér: Jste s navrhem spokojen jako programator, ktery jej bude implementovat?
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9.4.2 Programovaci jazyk

Po vyjasnéni architektury je tfeba rozhodnout se pro vhodny programovaci jazyk. Jeho volba muze podstatnym
zpusobem ovlivnit nejen vykonnost programu, ale také programétora.

Rozhodnuti muze ovsem zaviset na dostupnych prostiedcich, na pozadavcich zdkaznika, ale i na schopnostech
a osobnim vkusu programaéatora. Podivejme se na nékteré nejbéznéjsi moznosti.

Pokud nam jde o maximalni uspornost kédu a o vykonnost programu, obvykle volime asembler.

Pro numerické vypocty se stale c¢asto pouziva Fortran; vyhodou tohoto jazyka jsou obrovské knihovny pod-

setkat.

V oblasti hromadného zpracovani dat dlouhou dobu prevlddal jazyk Cobol. Nabizel fadu nastroju, zamérenych
na rozséhlé datové soubory (napi. pifkazy pro tiidéni souboru, generdtor sestav apod.). Jiz ve verzi Cobol 70
se objevily prostiedky pro paralelni programovani. Na druhé strané neumoznoval ukryvani dat - veskera data
se deklarovala jako globalni. Zd4 se, ze jej v soucasné dobé vytlacuji databazové jazyky.

Pro komunikaci s databdzemi se dnes ¢asto pouzivad SQL (structured querry language - strukturovany dotazovaci
jazyk). Vedle toho se lze ¢asto setkat s aplikacemi, napsanymi v jazycich, které jsou soucdsti databdzi Gupta,
Oracle, PowerBuilder, dBase nebo Paradox.

Mezi dnes nejrozsitenéjsi jazyky patii Pascal a jazyk C. Moznosti, které tyto jazyky nabizeji, jsou v podstaté
stejné (alespon pokud jde o implementace téchto jazykl na osobnich poéitacich). Jde o jazyky univerzélni,
které 1ze rozumné pouzit pro feseni vétsiny problému. Jediny zavaznéjsi rozdil mezi nimi predstavuje céckovska
adresova aritmetika, kterd nemd v béznych implementacich Pascalu obdobu.

Pokud ale vychdzime z vylozené objektové orientovaného ndvrhu, bude asi nejvhodnéjsi jazyk C++. Tento jazyk
je v podstaté nadmnozinou Cécka, navic obsahuje predevsim objektové typy s plné rozvinutymi moznostmi
(omezovéni piistupu ke slozkam, vicendsobnou dédi¢nost, polymorfismus). Pro objektové typy lze v C++
také definovat vlastni verze vétsiny operdtorti. Kromé toho nabizi C++ Sablony (generické typy a funkce) a
moznost vyvoldvat a oSetfovat vyjimeéné situace (to se pouzivd zejména pii zpracovani chyb). Bohuzel zdaleka
ne vSechny piekladace dosud tyto pokrocilé moznosti jazyka C++ implementuji.

Posledni dobou se objevuji i ,Cisté objektové* programovaci jazyky, jako Actor, Fiffel nebo Smalltalkk. V
soucasné dobé jde vétsinou o interpreta¢ni systémy, které se ptilis nehodi k implementaci vykonnych aplikaci;
v budoucnosti se vSak mohou stat i¢innym vyvojovym nastrojem.

Pokud neptedstavuje velikost programu a rychlost velky problém, lze pouzit nékterych vyvojovych prostiedku
zalozenych na generdtorech kédu. Napf. pii vyvoji aplikaci pro MS Windows v prostiedi Borland C++ 4.0
muzeme vyuzit AppFExpert, aplikaci, kterd na zékladé jakéhosi dotazniku vytvoii zdrojovy kéd v C++, zalozeny
na objektové orientované knihovné Object Windows Library. Do tohoto ,,prototypu® programu pak doplnime
vykonné soucasti.

V posledni dobé se pfi tvorbé aplikaci pro Windows dosti rozsitilo vyuzivani vizudlnich vyvojovych prostiedi,
jako je Visual Basic nebo Visual C++.V téchto prostiedich se obvykle pomoci mysi sestavi z preddefinovanych
prvki uzivatelské rozhrani aplikace a piipadneé i nékteré funkéni soucdsti. (Souc¢astmi mohou byt i velmi rozsahlé
funkénf celky - tieba cely tabulkovy procesor, textovy procesor, utilita pro kresleni diagramu apod. [16].)

Na zakladé ,, graficky* sestaveného uzivatelského rozhrani pak prostfedi vytvoii program, ke kterému doplnime
dalsi potfebné casti.

9.5 Dalsi kroky

Nésledujicim krokem pii vyvoji softwarového produktu je podrobny navrh. Zde uréujeme vlastné vnitini stru-
kturu modulti. Definujeme vyznam jednotlivych funkci v modulech a navrhujeme algoritmy, které v nich
pouzijeme. Pfitom specifikujeme i datové struktury, které jsme neuvazovali pii navrhu architektury.
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Teprve po sestaveni podrobného navrhu lze ptistoupit k vlastnimu programovani, tedy k piepisu algoritmu do
zvoleného programovaciho jazyka.

Pak piijde na fadu ladéni. Prvni z moznych kroku, doporu¢ovany pii tymové préci, je nechat precist svij kod
jinému programatorovi. Casto se tak podafi odhalit véas ruznéd nepiijemnd opomenuti.

Dalsim krokem, ktery nasleduje po formalnim odladéni, je testovani. Nejprve se zpravidla testuji jednotlivé
funkce, potom jednotlivé moduly. Teprve nakonec se testuje systém jako celek. Pfitom se voli ruzné piistupy.
Napr. seznam piredbéznych pozadavku bude zdkladem testt ovérujicich, zda programovy produkt vyhovuje
pozadavkum zdkaznika.

Obvykle se také testuji extrémni ptipady vstupnich dat, ptipady, kdy mé aplikace jen minimum paméti apod.

Pr1i testovani lze s aplikaci zachazet jako s ¢ernou skiinkou nebo lze analyzovat jeji zdrojovy kéd a podle toho
hledat chyby.

U aplikaci, které budou komeréné sifeny, se zpravidla také provadi tzv. beta-testovani, pti kterém se produkt
poskytne zdarma nebo za minimélni poplatek vybranym uzivatelum a ti shromézdi informace o jeho vadach,
problémech a nedostatcich.

Posledni fazi, o které se zminime, je idrzba. Ta zahrnuje napf. prubézné odstranovani nedostatku (chyby by
se v kone¢ném produktu vyskytnout nemély, ale zkuSenosti s produkty velkych firem ukazuji, Ze se tam se
zeleznou pravidelnost{ objevuji - viz napt. problémy kolem piekladac¢u Borland C++).

Vedle toho pujde o vyvoj novych verzi, které budou vyhovovat novym narokum uzivatelu, které bude mozno
provozovat v jinych operaénich prostfedich (muze jit napf. o prechod z Windows pod Windows NT) nebo které
budou obsahovat 1¢innéjsi algoritmy.

Je samoziejmé, ze specidlné pii udrzbé programu ocenime pruzrac¢nost architektury, prehlednost ndvrhu na
vSech drovnich, dobfe zpracovanou dokumentaci, zkratka dobry programovaci styl.
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Kapitola 10

Navrh architektury zalozeny na
analyze pozadavku

Metody analyzy pozadavku se zpravidla - piimo nebo neptimo - opiraji bud’ o rozbor toku dat v systému nebo
o rozbor struktury dat. Tok dat se obvykle charakterizuje v souvislosti s funkcemi, které pretvareji vstupni
data na data vystupni.

Jako priklady si ukdzeme metodu zalozenou na diagramech toku dat [31] a Jacksonovu metodu (Jackson System
Development [14], [15]; u nds se pro ni ob¢as pouziva oznaceni ,Jacksonovo strukturované programovani®).

10.1 Diagramy toku dat

Pii rozboru toku dat v systému se zabyvame transformacemi informaci pfi pruchodu systémem, fizenym
pocitacem. Do systému prichdzeji informace v ruznych podobédch a z ruznych zdroju. Jejich transformace
muze zahrnovat stejné dobfe naroctné numerické vypocty jako pouhé porovnani. Vystupem pak muze byt tisk
sestavy nebo tieba jen rozsviceni kontrolky.

Informace, které prochéazeji systémem, jsou podrobovany fadé transformaci. Tyto transformace vyjadiime
diagramem, ve kterém se obvykle pouzivaji nasledujici znacky:

° Obdélnik vyznacuje vnéjsi objekt, ktery predstavuje bud’ zdroj, odkud pfichdzeji informace do
systému, nebo piijemce informaci od systému. Od jednoho zdroje muze vychédzet i vice datovych toku.

° Kruh (,bublina®) oznacuje proces, tedy transformaci dat.

) Spojnice oznacuji prenosy informaci mezi procesy navzajem nebo mezi procesy a vnéjsimi objekty.
Sipky ukazuji smér pienosu dat. Kazd4a spojnice by méla byt pojmenovana.

o Dvojice vodorovnych rovnobézek oznacuje zafizeni na ukladani dat.

Piiklad diagramu vidite na obr. 10.1; v ném data
ze zdroje (D1) prochazeji transformaénim procesem
T'1, pii kterém se pfeméni na data D2. Ta prevezme
proces T2, ulozi si je jako data D3 do zafizeni pro
uschovu dat. Odtud si je vyzvedne a jako data D4 je
predd procesu T'3, ktery je po patiiéné transformaci
predd jako data D5 konecnému piijemci.

Pomoci takovychto diagramu lze popisovat systém
nebo program na libovolné drovni abstrakce. Na za-
kladni irovni se zpravidla cely softwarovy systém vy-
jadfuje jedinym kruhem - to znamend, Ze na této
drovni popisujeme pouze informaéni toky mezi sys- Obr. 10.1: Pifklad diagramu toku dat.

témem a jeho okolim. V dalsich krocich pak upresnu-

jeme strukturu systému, tj. rozkladame jednotlivé procesy na podprocesy a uréujeme datové toky mezi nimi.

zdroj cil
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Obr. 10.2: Zakladni diagram toku dat v systému pro sledovani pacienti

Tyto diagramy nevyjadiuji pfimo pofadi udélosti (napf. pofadi vstupu od jednotlivych zdroju apod.). Nevyz-
nacuji také zddnym zpusobem fidici struktury programu (cykly, podminky apod.). Takovéto problémy se fesi
pozdéji, az pii vlastnim softwarovém navrhu.

Piiklad 10.1: monitorovaci systém

Jako piiklad pouziti diagramu toku dat k rozboru pozadavku si ukdzeme navrh programového vybaveni
pro sledovéni pacientt na jednotce intenzivni péce [12]. Na obrdzku 10.2 vidite, jak muze vypadat zdkladn{
diagram.

Pii zjemniovéani tohoto diagramu musime rozlozit systém pro monitorovdni pacienti na podsystémy a ujasnit
si tok dat mezi nimi. Zminény systém se napi. bude skladat z centralniho monitorovaciho systému, ktery
bude prijimat informace od systémau pro sledovdani jednotlivijch pacientu a bude vyuzivat soubor s informacemsi
o meznich hodnotdch sledovanych udaju. Ziskané udaje bude preddvat systému pro aktualizaci zdznami o
pacientech. Systém pro generovdnd vjpisi (sestav) muze byt na centrdlnim monitorovacim systému nezdvisly,
potiebuje mit pristup pouze k zéznamum o pacientech.

Persondl bude ptijimat varovné signaly od centralniho monitorovacitho systému. S pozadavky na vypis se bude
obracet na generdtor vypisu. Diagram, ktery vznikne na zakladé uvedenych zjemnéni, vidite na obrazku 10.3.

Ctensf se muze sdm pokusit navrhnout dalsi zjemnéni, kterd se budou tykat nejspiSe centrdlniho moni-
torovaciho systému.

Analyza ovSsem nebude Uplnd, pokud se budeme zabyvat pouze tokem dat. Musime si samoziejmé v§imat i
obsahu téchto toku, tedy samotnych dat, kterd zde proudi. Z popisu téchto dat vychdzime pii navrhu funkci,
které provadéji jejich transformaci.

Jednu z moznych metod predstavuji slovniky dat. Jde o popis struktury dat, zaloZzeny na vhodné definované
formalni gramatice, ktera ¢asto pfipomina popis datovych typu programovaciho jazyka. Slovnik musi obsahovat
definice vSech dat, na ktera v tokovém diagramu narazime. Elementarni data definujeme tak, ze popiseme jejich
vyznam, slozend data vyjadiime rozkladem na komponenty.

Pfi popisu dat stanovime zdkladni datové struktury (posloupnost tidaju, opakujici se data, selekci). Vyznacime
- je-li to mozné - pocet opakovani a udaje, které se mohou, ale nemusi vyskytovat (volitelnd data).

Priklad 10.2: slovnik dat

Jako jednoduchy piiklad se podivame se na strukturu telefonniho ¢isla. Muzeme je popsat takto:

telefonni ¢islo = [mistn{ ¢islo | mezimeéstské ¢islo]

mistn{ ¢islo = {é&islice}§

meziméstské ¢islo = predéisli + kéd mésta + mistni ¢islo
predcisli = [vnitrostétni predéisli | mezindrodni predéisli]
vnitrostatni predéisli = 0

mezinarodni piedéisli = 00 + kéd statu
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Obr. 10.3: Zjemnéni diagramu toku dat v systému pro sledovani pacientu

Pfi tomto popisu jsme pouzivali ,+“ pro vyznaceni sekvence (mezindrodni predéisli se sklddd ze dvou nul, za
kterymi ndsleduje kéd statu), ,,[ | | pro vyznaceni selekce (telefonni ¢islo je bud’ mistni nebo mezimeéstské) a
S oznacovalo opakovan{ (mistn{ ¢islo se sklddd ze tif az osmi ¢fslic).

P#i ndvrhu rozsahlych softwarovych produkti muze byt slovnik dat velice rozsahly a prace s nim muze pie-
sahovat moznosti manudlniho zpracovani. Proto nékteré systémy pro pocitacovou podporu tvorby software
(CASE) umoziuji automatickou tvorbu a zpracovani datovych slovnika.

Jakmile skon¢ime popis dat, musime popsat funkce, které budou obstaravat jejich transformace.

10.2 Jacksonova metoda

Tuto metodu vyvinul na zdkladé analyzy informaci a dat a jejich vztahu k ndvrhu programu M. A. Jackson
koncem sedmdesdtych let [14], [15]. Soustied’uje se, podobneé jako nékteré podobné systémy, na oblast informac{
o ,redlném svété“. Programétor (vyvojaf) vytvoii nejprve model reality, kterou se bude systém zabyvat.

Vyvoj programu Jacksonovou metodou probihd v nasledujicich krocich:

) Vybér objekti a akci. Uréime objekty, entity vnéjsitho svéta, se kterymi bude program pracovat, a
akce, uddlosti, které se téchto objektu tykaji. Vyjdeme od formulace problému, tedy od stru¢ného popisu
problému v bézném jazyku. Zhruba lze tvrdit, ze objekty odpovidaji podstatnym jméntum v tomto popisu,
akce pak slovesum. (Samozfejmé takovéto tvrzeni je tfeba brat se zna¢nou rezervou.)

° Uréeni struktury objektu. Pod pojmem struktura objektu v souvislosti s Jacksonovou metodou
rozumime dopad jednotlivych akci na objekt. Akce, pusobici na objekt, mohou tvofit posloupnost, muze
nastat pravé jedna akce z nékolika moznych nebo se muze uréita akce periodicky opakovat. Udalosti a
akce, které se tykaji jednotlivych objektu, usporddéme podle ¢asového hlediska a popiSeme je pomoci
Jacksonovych diagramu.

o Vytvoreni pocatecniho modelu. V tomto kroku zacneme tvorit specifikaci systému jako modelu realného
svéta. Komunikaci mezi procesy vyznac¢ujeme pomoci diagramu pro specifikaci systému. V nich kruhem
vyznaéime prenos pomoci vyrovndvaci paméti FIFO (fronty) o neomezené kapacité a koso¢tvercem komu-
nikaci, pti které jeden proces muze ptimo pouzit stavovy vektor druhého procesu. V téchto diagramech se
objekty redlného svéta obvykle oznacuji piiponou 0 a piiponou 1 se oznacuji procesy, které je modeluji.
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A Ao A,

Obr. 10.5: Znazornéni posloupnosti

V tomto kroku tedy sestavime objekty a udédlosti do modelu procesu a uréime vztahy a spojeni mezi modelem
a realnym svétem. Pii popisu struktury modelu muzeme pouzivat také popis pomoci jazyka pro popis logickych
struktur (v origindle nazyvany structure text). Pokud jej pouzijeme, budeme jej oznacovat jako textovy popis.
V ném zkratkami seq, itr a sel oznacujeme postupné posloupnost (sekvenci), cyklus (iteraci) a vétveni (selekci
- viz déle). S pouzitim textového popisu se setkdme v ndsledujicim pitkladu.

Dalsi kroky pti ndvrhu Jacksonovou metodou jsou:

° Specifikace funkci. PopiSeme funkce, které odpovidaji akcim, zahrnutym do modelu. To znamen4,
ze diagramy pro specifikaci systému rozsitime o nové definované funkce (procesy), které propojime s
modelovym procesem pomoci datovych proudu.

e Popis ¢asovyjch vztahu. V tomto kroku specifikujeme ¢asova omezeni, kladend na systém. V ptedchozich
krocich jsme ziskali model, slozeny ze sekvenénich procestu, které pro vzajemnou komunikaci vyuzivaji
jednak datovych proudu a jednak primého pfistupu ke svym stavovym vektorum. Nyni je tfeba urcit
¢asové vazby mezi nimi a pfipadné synchroniza¢ni mechanismy pro komunikaci mezi jednotlivymi procesy.

. Implementace. Vytvoiime navrh hardwarové a softwarové implementace systému. Ptitom zdkladem
naseho postupu bude rozklad hierarchickych struktur na mensi ¢asti, které lze vyjadrit jako nékteré ze
zékladnich Fidicich konstrukei (posloupnost, iterace, selekce).

10.2.1 Jacksonovy diagramy

Jacksonovy diagramy znazornuji zédkladni fidici algoritmické struktury (posloupnosti, cykly a podminky, jak
jsme o nich hovorili v kapitole o algoritmech, viz 1.1.4.). Zdkladn{ slozka struktury se oznacuje obdélnikem, ve
kterém je vepsan nazev této slozky - viz obr. 10.4.

Posloupnost

A <[F---- Jméno slozky Jestlize se posloupnost operaci A sklddd z operaci

Ay, As, ..., Ay, které provadime postupné v uvede-

ném poradi, vyznac¢ime to zpusobem, ktery ukazuje
Obr. 10.4: Zakladni slozka Jacksonova diagramu obr. 10.5.

Cyklus

Jestlize je v cyklu A opakovéni operace B (téla cyklu) védzdno na podminku C, zndzornime to zpusobem, ktery
vidite na obr. 10.6(a). Podminka opakovini{ C je samoziejmé nedilnou soucdsti cyklu A jako celku; ptesto ji
zapisujeme k télu cyklu.

Selekce

Selekce A mé obecné takovyto tvar: je-li splnéna podminka C;, provede se operace B, jinak je-li splnéna
podminka C5, provede se akce Bs, ..., jinak je-li splnéna podminka C,,, provede se akce B,,. Takovouto selekci
vyjadifme diagramem, ktery vidite na obrazku 10.6(b). Také zde jsou podminky Ci,Cs,...,C, nedilnou
soucasti selekce A jako celku, nikoli akci By, Bo, ..., B,. Presto se zapisuji ke slozkam.

Podobné diagramy lze pouzit i k vyjddieni struktury dat. Tyto diagramy se pouzivaji také pti ndvrhu algoritmu
(tj. pfi ndvrhu na nizs{ trovni) Jacksonovou metodou na zdkladé analyzy struktury dat.
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C.
B* B¢ BY |7

(a) (b)

Obr. 10.6: Zndzornéni iterace (a) a selekce (b);C resp. C; jsou podminky

Piiklad 10.3: mistni doprava

Tento piiklad jsme v podstaté prevzali z [12]. Jde o rozbor pozadavku pro pocitatem F{zenou mistni dopravu
mezi dvéma objekty velké univerzity.

Vyjdeme od zadéni, tedy od slovniho popisu problému.

Velkd univerzita vyuZiva dvou budov, které jsou od sebe vzdaleny vice nezZ 2 km. ProtoZe studenti magi prednasky
v obou budovdch, chce univerzita vybudovat mezi nimi automaticky 7Tizenou kyvadlovou dopravu.

Pujde o jeden wviz, jezdici po kolejich a Tizeny pocitacem. Trat’ bude mit dvé stanice, u kaZdé budovy jednu.
V kazdé ze stanic bude privoldvact tlacitko, jehoZ stisknutim si studenti mohou vyZddat transport do druhé
stanice.

Pokud bude viz jiz éekat ve stanici, studenti nastoupi a vuz odjede. Pokud je viz na cesté, musi studenti pockat,
aZ vuz dojede do opacné stanice, nastoupi pripadni cestujici a viz s nimi prijede. Pokud ¢éekd viz v opacné
stanici, odjede a vezme studenty, kteri stiskli tlacitko.

Jinak bude wiz cekat ve stanici, dokud si jej nekdo stisknutim tlacitka nevyZddd®.

Prvni krok: vybér objekti a akci. Prezkoumdame podstatnd jména, kterd se v tomto popisu vyskytuji,
a tak urc¢ime objekty ndvrhu. Zde by mohly piipadat v Gvahu tyto entity: univerzita, budova, viz, studenti,
predndsky, transport, stanice.

Budova, univerzita, stanice, studenti, predndsky a transport nesouvisi pfimo s modelem a proto je ponechdme
stranou. Nés se bezprostiedné tyka pouze viz a tlacitko.

Daéle si vSimneme akei, které se tykaji zvolenych objektu, tedy sloves. Pujde o slovesa stisknout (tyka se
tlacitka), prijet a odjet (tykaji se vozu). Zamitneme nastoupit, nebot’ se tykd predevsim studentt, a ¢ekat, nebot’
predstavuje spie stav nez akci. (Pfi dalsi analyze se objevi jako piiznak stavu, spolu s moznosti ,transport®,
tedy ,,vuz je na cest&“.) VyZddat si znamend zde totéz co stisknout (tlacitko).

Poznamenejme, ze pozdéji muzeme dospét k zavéru, ze potfebujeme urcité objekty a akce pridat. Pokud
bychom napt. chtéli, aby nds program také sledoval, kolik studentu tuto dopravu vyuziva, museli bychom v
nasi analyze vzit v ivahu i objekt student a akci nastoupit.

Druhy krok: specifikace struktury objekta. Vuz vyjede na pocatku z prvni stanice, pak opakované piejizdi
mezi prvni a druhou stanici a skonéi opét v prvni stanici. Pfejizdéni mezi stanicemi se sklada z ptijezdu do i-té
stanice a z odjezdu z i-té stanice. V diagramu to vyznac¢ime indexem i.

Jedind akce, ktera se tyka tlacitka, je stisknuti. Tato akce se bude samoziejmé opakovat. Strukturalni diagramy
zvolenych objektu vidite na obr. 10.7.

INenechte se zmdst skuteénosti, ze by se u nds néco podobného nemohlo stat. Existuji stdty, kde maji univerzity dokonce
prostfedky na to, aby se snazily studentim usnadnit Zivot, a stat to nepoklddd za duvod k drastickym tspornym opatfenim.
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viz tlacitko
odjezd(1) viz-télo pijezd(1) stisknutiT
stanice(i)}
pifjezd (i) odjezd(i)

Obr. 10.7: Strukturalni diagramy pro objekty vuz a tlacitko

tlacitko-0 tlacitko-1

vuz-0 viz-1

Obr. 10.8: Strukturalni diagramy pro vaz a tlacitko

Tento diagram predstavuje casové usporadané akce, které se tykaji zvolenych objektu. Je-li tfeba, muzeme jej
doprovodit vysvétlivkami a poznamkami - napt. index i smi nabyvat pouze hodnot 1 a 2.

Tieti krok: vytvoieni pocateéniho modelu. Nyni ,, propojime model s realnym svétem®. Proces tlacitko-1
muze ¢ist data (ddaje o stisknuti tlacitka) z vyrovndvaci paméti.

Na druhé strané proces viz-1 musi mit pfistup k okamzitym hodnotdm pfepinacu, které ridi funkci skuteéného
vozu. To znamend, ze bude piimo ¢ist data ze stavového vektoru wvozu-0. Pii jeho zpracovani narazime na
pifznaky CEKANI a TRANZIT, které vyjadiuji okamzity stav vozu. V obou pifpadech musime neustéle
kontrolovat, zda nedoslo ke zméné stavu.

Systémové specifikace pro zkoumanou kyvadlovou dopravu, ke kterym jsme doposud dospéli, vidite na obrazku
10.8.

Textovy popis pro proces tlacitko-1 bude mit tvar

TLACITKO-1
cti DT;
STISKNUTI-t&lo: itr pokud DT
STISKNUTI
cti DT;
STISKNUTI-t&lo: konec
TLACITKO-1: konec

Tento textovy popis struktury tlacitko-1 plné odpovida strukturalnimu diagramu; navic specifikuje vztah k real-
nému svétu (¢teni dat DT prostfednictvim vyrovndvaci paméti) a upfesnuje podminku iterace.

Podobné popiseme strukturu viz-1 (viz strukturdlni diagram na obr. 10.9).
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vz

e

¢ekani(1) : tranzit(1) S o
tslo odjezd(1) tlo viz-télo piijezd(1
| |
¢ekani(1)* tranzit(1)
stanice(i)T
pifjezd(i) Celt{gll(l;(l) odjezd(i) traféil)t(l)

cekéni(i)* tranzit (i)

Obr. 10.9: Strukturalni diagram pro objekt viz po dalsim zpresnéni

V0Z-1 seq
gti SV; // €teni stavového vektoru
CEKANI-t&lo: itr pokud CEKEJ1
cti SV;
CEKANI-t&lo: konec
ODJEZD(1);
TRANZIT-t&lol: itr pokud TRANZIT1
c¢ti SV;

TRANZIT-t&lol: konec
VOUZ-t&lol itr
STANICE seq
PRIJEZD(i);
CEKANI-t&lo: itr pokud CEKEJi
cti SV;
CEKANI-t&lo: konec
ODJEZD(i);
TRANZIT-t&lo itr pokud TRANZITi
cti SV;
TRANZIT-t&lo: konec
STANICE: konec
VUZ-t&lo: konec
PRIJEZD(1);
VUZ-1: konec

Ctvrty krok: specifikace funkei. Ve voze jsou signdlni svétla, kterd se rozsviti pii pifjezdu do i-té stanice.
Predpoklddejme, Ze k rozsviceni resp. zhasnuti slouzi funkce ZAPSV (i) resp. VYPSV(i).

Pitkazy k rozsviceni ¢i zhasnuti téchto svétel musi dat proces wviiz-1. To znamend, ze strukturdlni diagram
tohoto procesu upravime zpusobem, ktery vidite na obr. 10.10.
Vedle toho se musime postarat o piikazy pro motory. Zavedeme proto novy funkéni proces motory, ktery bude
napojen na proces vuz-1. Piislusny datovy tok oznac¢ime V1D.

Pitkazy pro motory budou mit tvar napt. START a STOP. Piikaz STOP je tfeba vydat v okamziku, kdy
senzory oznami piijezd do stanice, a start po prvnim stisknuti tlacitka, jestlize vuz ¢eka ve stanici.

Samoziejmé je nezbytné zabezpecit, aby proces vuz-1 cCetl stavovy vektor vozu a aby proces motory cetl
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prikazy
pro

vuz-0 vuz-1

svétla

Obr. 10.10: Upraveny strukturdlni diagram pro objekt viz

(s dostate¢nou frekvenci opakovéani) informace o mozném pifjezdu do stanice, aby stihl vz vcas zastavit. Tim
ovSem pfedbihame - ¢asové aspekty budeme rozebirat v nasledujicim kroku.

Podivejme se na zpfesnény popis vozu (zmény oznacime pro snazsi orientaci ¢tendfe vyktiénikem):

V0Z-1 seq
ZAPSV(1); // !
gti SV; // Tteni stavového vektoru
CEKANI-t&lo: itr pokud CEKEJ1
¢ti SV;
CEKANI-t&lo: konec
VYPSV(1); // !
ODJEZD(1) ;
TRANZIT-t&lol: itr pokud TRANZIT1
cti SV;

TRANZIT-t&lol: konec
VUZ-t&lol itr
STANICE seq

PRIJEZD(1i);
zapis prijezd do VID // ! data pro motory
ZAPSV(1); /7!
CEKANI-t&lo: itr pokud CEKEJi
cti SV;
CEKANI-t&lo: konec
VYPSV (i) // !
ODJEZD (1) ;
TRANZIT-t&lo itr pokud TRANZITi
cti SV;

TRANZIT-t&lo: konec
STANICE: konec
VUZ-t&lo: konec
PRIJEZD(1);
zapi8 prijezd do V1D
VUZ-1: konec

Nakonec se jesté vratime k procesu tlacitko. Nyni je nezbytné rozliSovat mezi prvnim stisknutim, které znamena
opravdu pozadavek na privolani vozu, a mezi dalsimi stisknutimi, ktera jsou jiz bezvyznamnd, nebot’ vuz je
jiz na cesté. Popiseme tedy tento proces znovu, podrobnéji, a novy popis oznac¢ime tlacitko-2.

Proces motory informuje proces tlacitko o vytizeni pozadavku, tj. o tom, Ze vuz pfijel do stanice. Zde ale
musime opét rozliSovat mezi piijezdem vyzddanym stisknutim tlacitka a pfijezdem nevyzadanym (,navic®, tj.
prejezdem, vyzddanym v opa¢né stanici).

Zptesnény popis tlacitka ukazuje diagram na obr. 10.11.
Textovy popis tla¢itka mize mit tvar

TLACITKO-2: seq

pozadavek := ne; // zdpis do stavového vektoru
¢ti DT a DM; // navic &te data motoru
TLACITKO-t&lo: itr



10.2.

JACKSONOVA METODA

tlacitko-2

skupina
stisknuti
prl}JeZii stisknuti StIS%muvtl pifiezd
navic-télo| tpozadavek| | navic-télo
prijezd” stisknuti*
navic navic
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Obr. 10.11: Zpfesnény strukturalni diagram pro objekt tlacitko

SKUPINA-STISKNUTI: seq
PRIJEZD-NAVIC-t&lo: itr pokud (PRIJEZD)
¢ti DM a DT;
PRIJEZD-NAVIC-t&lo: konec
STISKNUTI-POZADAVEK: seq
pozadavek := ano;
¢ti DT a DM;
STISKNUTI-POZADAVEK: konec
STISKNUTI-NAVIC: itr pokud (PRIJEZD)
¢ti DT a DM;
STISKNUTI-NAVIC: konec
PRIJEZD seq
poZadavek := ne;
¢ti DT a DM;
PRIJEZD: konec
SKUPINA-STISKNUTI: konec
TLACITKO-t&lo: konec
TLACITKO-2: konec

Vstup procesu tlacitko-2 se sklddd ze dvou datovych proudu - od skuteéného tlacitka a od motort. Zde postaci
yhrubé slouceni* téchto proudu (proces ¢te ta data, kterd mé prave k disposici); existuji ovéem i jiné zpusoby
zpracovan{ vice vstupnich proudi - viz [14].

Vzajemné propojeni téchto procesu vidite na obr. 10.12.

Paty krok: uréeni ¢asovych vztahi. Zde musime urcit naptiklad okamzik, ve kterém je tfeba vydat prikaz
STOP, a to v zavislosti na rychlosti vozu a na kvalité brzd. Déle musime stanovit doby odezvy pii pfepnuti
sveétel apod. Jejich hodnoty budou samoziejmé zdviset na technickych parametrech pouzitych zarizeni.

Je ziejmé, ze se program bude sklddat z nékolika paralelné bézicich procesu. Z provedené analyzy ale plyne,
7e neni treba zavadét zadné specialni synchroniza¢ni mechanismy.

Sestym krokem, implementaci, se zde jiz zabyvat nebudeme.
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tlacitko-0; — tlacitko-1 tlacitko-2

viiz-0 viz-1 motory

Obr. 10.12: Strukturédlni diagram pro vaz a tlacitko



Kapitola 11

Objektové orientovany navrh

Objektové orientovany navrh, podobné jako napt. navrh zalozeny na Jacksonové metodé, vytvaii programovou
reprezentaci redlného svéta. Vysledkem je ovsem systém sloZeny z objekti, programovych struktur, které jsou
- nebo spiSe mohou byt - odrazem objektt redlného svéta a které modularizuji zdroven informace i jejich

Al

zpracovani (zatimco ,klasické* metody modularizovaly pouze zpracovéni dat).

Objekty navzdjem komunikuji prostfednictvim zprdv, které si posilaji. Déle si vysvétlime, co to vlastné zna-
mena.

11.1 Zakladni pojmy objektové orientovaného programovani

Objektové orientované programovani (OOP) vychézi z predstavy objektu jako zdkladni programové struktury.
Objekt v programu piedstavuje obvykle model néjaké slozky redlného svéta. Z hlediska toku informaci v pro-
gramu piedstavuje objekt zpravidla bud’ zdroj informaci nebo jejich pfijemce. Muze ovsem také predstavovat
informaci samu o sobé.

Objekt se skladd zpravidla z datové struktury, kterd byva soukromd (nepfistupnd jingm slozkdm programu)
a z operaci, které lze s témito daty provadét. Slozky datové struktury, kterd tvoii objekt, obvykle oznacujeme
jako atributy'; procedury, funkce a operatory, které implementuji operace s daty, oznac¢ujeme jako metody.
Metody sméji pracovat s daty objektu. Cést z metod mize byt také soukromé.

Kazdy objekt ma své rozhrani, pres které prijima zprdvy.

Kazda zprava vlastné predstavuje zadost, aby objekt provedl nékterou z moznych operaci. Pokud objekt zpravu
prijme, zavold nékterou z metod. Zduraznéme, ze posldnim zpravy - tedy zpravidla voldnim metody - Fikdme,
kterou operaci ma objekt provést, nefitkame vsak, jak ji méa provést. To je vnitini zalezitost objektu.

Tim, 7ze ¢ast objektu (obvykle vSechna data a ¢dst metod) oznacime za soukromé, dosdhneme ukryti infor-
mace, nebo presnéji ukryti implementace. Podrobnosti implementace zustanou skryty pred ostatnimi ¢astmi
programu.

Vysledkem je, ze k dattim maji ptistup pouze urcité ¢asti kédu. Jinymi slovy, data objektu jsou programovym
kédem metod chranéna pred neopravnénym pouzitim. Kéd data identifikuje a zabezpecuje opravnéné operace
S nimi.

Tento aspekt OOP byvé obcas vyjadifovan metaforou o kddové zdi okolo kazZdého kousku dat a znédzornovan
obrazky podobnymi jako obr. 11.1.

Objektovy navrh vede k rozkladu programu na ptirozené moduly, které lépe nez jiné konstrukce odpovidaji
objektum realného svéta a shrnuji jak data tak i akce, které se k nim vazi.

IR4d bych &tendfe upozornil, Ze v oblasti OOP vlddne v odborné literatufe neuvéfitelny terminologicky zmatek. Nézvy
podobnych konstrukci se mohou lisit nejen u raznych programovacich jazyku, ale i u raznych autoru. Typickym prikladem muze
byt pravé atribut: zde tento termin pouzivdme ve smyslu "datova slozka objektu”. V literatufe o programovacim jazyku Simula
67 se takto oznacuji datové slozky spolu se slozkami funkénimi (tedy metodami) a napf. v dokumentaci k programovacimu jazyku
Actor se tak oznacuji data, popisujici okna programu (tedy néco, co téméf vibec nesouvisi s OOP).

161
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Objekt

Rozhrani

Data ~—

Akce kodové zdi na zakladé

7 7 4 N 11 4 1
Kédové zed .~ . prijate zpravy
_________ 7

Obr. 11.1: Objekt jako kédova zed’ kolem kazdého kusu dat

11.1.1 Trida

Objekty v programu jsou predstavuji modely objekti redlného svéta. Objekty v programu jsou instancemi? da-
tovych typu, které se zpravidla oznacuji jako tridy (objektové typy). Tiida jako datovy typ tedy piedstavuje
abstrakci spoleénych vlastnosti jisté tiidy objektu redlného svéta (proto se pro né obéas pouzivd ponékud
matouci oznaéeni abstraktni datové typy).

Ne kazdy datovy typ, ktery vznikne abstrakci spoleénych vlastnosti skupiny objektu vnéjsiho svéta, lze oviem
povazovat za objektovy typ. Jako objektové typy, tedy tiidy, budeme oznacovat datové typy, které umoznuji
vyuzivat nasledujici t¥i vlastnosti: zapouzdrent, dédi¢nost a polymorfismus.

Rozhlédneme-li se po odborné literatuie, snadno zjistime, Ze tyto terminy - stejné jako tada dalsich - je
pouzivana ruznymi autory v lehce odlisnych vyznamech. Proto si zde uvedeme pouze nejobvyklejsi interpretace.

Zapouzdieni

Terminem zapouzdient (encapsulation) oznacujeme skuteénost, ze v objektovém typu definujeme datové slozky
spolu metodami - tedy operacemi, které lze s datovymi slozkami t¥idy provadeét.

Obvykle ovSem se pod zapouzdienim rozumi také skutecnost, ze nékteré slozky tiidy mohou byt soukromé, tj.
ze k nim - kromé metod tfidy - nemaji pfistup zadné jiné soucasti programu. Poznamenejme ale, ze moznost
omezit pristup k nékterym slozkdm instanci nebo tiid poskytuji jen nékteré programovaci jazyky (¢dstecné
napf. Turbo Pascal od verze 6.0, v plné mife napf. C++; naprosto chybi napf. v Actoru, i kdyz to je ,Cisté
objektovy“ jazyk).

Omezeni pifstupu k nékterym slozkdm objekti umoziiuje programétorovi pfesné vymezit, kdo muze ménit
datové slozky, a tim zabranit nékterym chybdm z nepozornosti. Vzhledem k tomu, ze pfistup ke slozkdm muze
ve znaéné mife kontrolovat preklada¢, mizeme tak zjistit fadu chyb jiz v dobé kompilace.?

Poznamenejme, ze pravé zapouzdieni je zakladem metafory o kédové zdi, ktera chrani data pred neopravnénym
pouzitim, zabezpecuje opravnéné pouziti a v piipadé potfeby data také identifikuje (¢dst této ,kdédové zdi“,
tedy nékteré metody, mohou napf. poskytovat informace o typu instance).

Protokol

Soubor zprav, které muze tiida jako celek nebo instance urc¢ité t¥idy pfijmout, spolu s popisem odezev na tyto
zpravy, oznacujeme jako protokol dané tiidy.

2V angli¢tiné znamend slovo instance (vedle vyznami, zndmych v &esting) také priklad nebo piipad. V souvislosti s pro-
gramovacimi jazyky a programovanim se pouZzivd ve vyznamu “realizace abstraktniho vzoru”. Oznacuje napf. proménnou (kon-
stantu, formalni parametr...) objektového typu, typy nebo funkce, vytvofené podle sablony (v C++) apod.

3Dalsi nezanedbatelnou vyhodou zapouzdien{ je, ze fada jmen (identifikdtord) bude ukryta uvniti tiidy. Pfi tymové préci se
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Chceme-li néjakou ttidu pouzivat, sta¢i znat jeji protokol; implementace metod, ulozeni dat apod. mohou
uzivateli zustat skryty.

Casto se v této souvislosti hovoif o kontraktu: Ti{da si na jedné strané klade uréité pozadavky a na druhé
strané, jsou-li tyto pozadavky splnény, zavazuje se poskytovat uréité sluzby. (Podrobnéjsi povidani na toto
téma najdeme napf. v Meyerové knize [35].)

Dédicénost

Deédicénost (inheritance) je vlastnost, kterd umoziuje snadno od jednoho objektového typu - predka - odvodit
typ dalsi (potomka).*

Potomek zdédi vsechny vlastnosti predka. To znamend, ze bude mit stejné atributy a stejné metody jako
ttida, od které je odvozen. Obvykle vSak u potomka definujeme nékteré dalsi datové slozky nebo metody -
specifikujeme néjaké dalsi vlastnosti. Muzeme také v potomkovi prekryt nékterou z metod predka novou verzi.

Rozhrani potomka proto automaticky obsahuje rozhrani piedka, muze vSak byt §irsi, nebot’ v potomkovi
muzeme definovat nové metody. Implementace potomka v sobé obsahuje implementaci piedka. To znamen4,
ze potomek méa vSechny vlastnosti predka a néjaké dalsi navic. Z toho ale plyne, Ze odvozend tiida predstavuje
podtridu® tiidy rodicovské.

Priklad 11.1

Vezmeéme tiidu lod’, kterd bude reprezentovat obecné plavidlo. Atributy tiidy lod” mohou byt napt. okamZzitd_ry-
chlost, smeér, poloha, vitlak, délka, rok_spusténi_na_vodu. Metody tiidy lod” mohou byt napf. zmérn_smér,
zmeén_rychlost, zakotvi nebo potop_se.

Potomkem t¥idy lod” muze byt napf. tiida plachetnice, kterd bude mit navic atribut pocet_stéznu, celkovy_po-
cet_plachet a pocet_vytazZenych_plachet. Novou metodou muze byt napt. vytdhni_plachtu, sviri_plachtu atd.

Jinym potomkem t¥idy lod” muze byt napt. tiida parndk, kterd bude mit navic atributy pocet_lodnich_sroubi
a zdsoba_uhli a metody dopln_uhli a houkej.

Je ziejmé, ze kazda plachetnice je lod’ - jinymi slovy tiida plachetnic je podtiidou t¥idy lodi.

Tridy plachetnice a parnik jsou maji stejného predka - oznacujeme je jako sourozence. U téchto tiid se budou
nejspis lisit metody plav, nebot’ parnik nepouzivé plachty a plachetnice neméd parni stroj.

Jestlize je ale potomek podtiidou - tedy vlastné zvlastnim ptipadem - predka, znamena to, ze instanci odvozené
t¥idy muzeme kdykoli pouzit jako instanci rodicovské tiidy. Odtud plyne, Ze pro objektové typy musi platit
takovato pravidla:

° Proménné typu ukazatel na rodicovskou tiidu lze prifadit hodnotu, ktera predstavuje ukazatel na
instanci odvozeného typu.

e Instanci rodi¢ovského typu lze prifadit hodnotu odvozeného typu.

° Ukazatel na instanci odvozeného typu lze pouzit na misté formalniho parametru typu ukazatel na
rodi¢ovskou tiidu a podobné hodnotu odvozeného typu lze pouzit jako skutecny parametr pii volani
funkce nebo procedury, jejiz formalni parametr je rodi¢ovského typu.

K témto pravidlum je ale tfeba dodat, ze v mnoha programovacich jazycich se pii prifazeni hodnoty typu
potomek instanci typu predek se prenesou pouze data, kterd lze v predkovi ulozit, a tak se vlastné hodnota
typu potomek transformuje na hodnotu typu predek. Podobné je to i pii preddvani parametru hodnotou. Na
druhé strané pfi prifazovani ukazateli nebo pii preddvani parametru odkazem k podobné zmeéné nedojde.

4Jestlize od typu (t¥idy) A odvodime typ B, oznacujeme typ A jako piedka, bdzovou tiidu nebo rodi¢ovskou tiidu, typ B pak
jako potomka, odvozenou tiidu, dcefinnou tfidu nebo podtiidu.

5Pozor na terminologické zmatky: Obcas se setkdme s ndzorem, Zze podtiida je predek, nikoli potomek. Toto pojeti vychdzi ze
skutecnosti, ze instance potomka obsahuje vzdy podobjekt, ktery je instanci predka. Proto se budeme radéji treminum podtiida
a nadtrida vyhybat.



164 KAPITOLA 11. OBJEKTOVE ORIENTOVANY NAVRH

Odvozeny typ muzeme pouzit jako rodicovsky typ pro dalsi objektové typy; tak vznikne dédickd hierarchie
trid. Pravidlo o tom, Zze potomek muze vzdy zastoupit pfedka, plati i pro vSechny tiidy v dédické hierarchii. To
znamend, ze predka muze zastoupit i nepiimy potomek, tedy potomek, vzdaleny v dédické hierarchii o nékolik
drovni.

Vedle jednoduché dédicnosti, kdy odvozeny typ muze mit pouze jednoho piredka, se muzeme setkat i s dédicnosti
vicendsobnou, kdy odvozeny typ méa dva nebo vice predki. Vicendasobnd dédi¢nost neni béZnou soucésti objek-
tové orientovanych programovacich jazyku; najdeme ji napt. v C++.

Vicendsobnd dédi¢nost umoziuje snadno popsat objekty, které vznikly slozenim nékolika (v podstaté rovno-
cennych) slozek. Ve vétsiné piipadl vsak neni nezbytn4.

Polymorfismus

Polymorfismus znamena v prekladu mnohotvarost. V.OOP tim vyjadfujeme skutecnost, ze stejnou zpravu
muzeme poslat instancim nékolika ruznych t¥id, zpravidla ovsem tiid ze stejné dédické hierarchie. Pritom typ
pifjemce nemusime v okamziku odesldni zpravy znat (a nemusi jej znat preklada¢ v dobé piekladu programu).
Pi{jemce muze samoziejmé na piijatou zpravu reagovat ruznym zpusobem v zavislosti na svém skutetném

typu.

Polymorfismus se uplatinuje piredevsim v souvislosti s pravidlem, které fikd, ze potomek muze kdykoli zastoupit
predka (viz predchozi odstavec). Z néj totiz plyne, ze pii operacich s instanci nemusime znét jeji presny typ -
sta¢i védét, ze pati{ do urcité dédické hierarchie a tedy ze muze pfijmout danou zpravu.

Priklad 11.2

V predchozim prikladu jsme zavedli tfidu lod’ a dalsi odvozené tiidy. V programu pouzivame proceduru
AkceSLodi, jejimz formalnim parametrem pfeddvanym odkazem je objekt jménem NéjakdLod’ typu lod’. To
znamend, ze skuteénym parametrem muze byt jak instance typu plachetnice tak instance typu lod’ nebo parnik.

V této procedure posleme objektu NéjakdLod’ zpréavu plav. Pokud je typ lod” polymorfni, nemusime se o typ
skute¢ného parametru starat, pouzije se metoda odpovidajici skutecnému typu instance.

Jestlize tedy byla skuteénym parametrem instance typu parnik, budou se lodi otacet kolesa, zatimco pokud by
byla skute¢nym parametrem instance typu plachetnice, budou se na lodi tiepetat plachty.

Casnéa a pozdni vazba

Polymorfismus predpoklada tzv. pozdni vazbu. To znamend, ze skuteény typ instance, kterd je piijemcem
zpravy, se vyhodnocuje az pfi béhu programu. Program pak ale musi pfi zpracovani tohoto volani zpravidla
prohledavat tabulky metod. To znamend prodlouzeni kédu a zpomaleni béhu programu.

Proto se ve vétsiné objektové orientovanych jazyku zpravidla implicitné pouziva éasnd vazba, pii které se typ
piijemce, a tedy také voland metoda, vyhodnoti jiz pii kompilaci. Pozdni vazba se pouziva jen pro vybrané
metody, které oznacujeme (a deklarujeme) jako virtudind.®

V predchozim piikladu bychom tedy museli metodu plav deklarovat jak ve tiidé lod’ tak i ve tiidach odvozenych
jako virtudlni.

Poznamka: implementace virtualnich metod v Turbo Pascalu
V této poznamece si povime, jak se implementuji virtudlni metody v Turbo Pascalu. V fadé implementaci jinych

programovacich jazyku je postup podobny, nepfedstavuje vsak jedinou moznost.

Pro kazdy objektovy typ, ktery méd (nebo zdéd{) alespon jednu virtudlni metodu, ziidi piekladac¢ tabulku
virtudlnich metod (oznacujeme ji také zkratkou VMT, podle anglického virtual method table). Tato tabulka
bude obsahovat adresy vSech virtudlnich metod tiidy, ke které patfi. programatorovi neni piimo dostupna.

6Slovo wvirtudini znamena nejen zdanlivy, ale také takovy, ktery mé schopnost néco konat. (Slovnik spisovného jazyka ¢eského,
Academia 1989.) Odtud zfejmé pochdzi oznaceni virtudlnich metod. (Néktefi autofi, napf. B. Stroustrup, mu pfipisuji vyznam
’Fizeny pomoci skrytych ukazateld”.)
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Vedle toho do kazdé instance této tiidy ulozi preklada¢ ukazatel na VMT. Adresu VMT do tohoto ukazatele
uloz{ konstruktor. (Také tento ukazatel neni programétorovi primo dostupny.) Dulezité je, ze ukazatel na VMT
je ulozen v instancich viech typu v dané dédické hierarchii na stejném misté (v Turbo Pascalu je VMT ulozena
za atributy, deklarovanymi v prvnim ¢lenu dané objektové hierarchie, ktery obsahuje alespon jednu virtualni
metodu; jiné prekladace mohou VMT uklddat napt. jako tiplné prvnf datovou slozku instance).

P1i volan{ virtualni metody se nejprve z dané instance vezme ukazatel na tabulku virtualnich metod. V tabulce
virtualnich metod se pak vyhledd adresa volané metody a ta se kone¢né zavol4.

Podivejme se na piiklad. Vezmeme objektové typy A a B, deklarované takto:

type A = object
i: integer;
procedure p; virtual;
procedure q; virtual;
end;
type B = object(A)
j: integer;
procedure p; virtual;
procedure q; virtual;
end;
var bb: B;
ua: "A;
{ ...}
ua := @bb;
ua”.p; {zde volame virtudlni metodu}

Proménné ua typu ukazatel na A muzeme piifadit adresu instance bb typu B, ktery je potomkem typu A. Pii
volan{ virtudlni procedury p se nejprve v instanci ua " ziskd ukazatel na VMT (tim se vlastné urci skuteény typ
této instance, na kterou ua ukazuje). V nalezené tabulce virtudlnich metod se pak vyhledd adresa procedury
p a ta se zavola. Viz téz obr. 11.1.

11.1.2 Slozky instanci a slozky t¥id”
Atributy instanci

Jiz jsme si fekli, ze datové slozky objektl nazyvame atributy.

Zatim jsme ovSem hovotili pouze o atributech, které jsou individualné vytvareny pro kazdou jednotlivou in-
stanci; oznac¢ujeme je proto jako atributy instanci. Atributy instanci mohou mit v kazdé z existujicich instanci
jinou hodnotu, takze se hodi k vyjadiovani individudlnich vlastnosti riznych instanci téze t¥idy.

Vedle toho muze mit tiida jako celek své vlastni atributy, které budeme oznacovat jako atributy tiidy. Jde o
datové struktury, které existuji pouze jednou pro celou t¥idu a jsou spoleéné pro vSechny instance. (Atribut
tiidy je tedy vlastné globdlni proménnd, ukrytd uvnitt tiidy.)

Atributy tfidy obvykle vyjadiuji skute¢nosti, spole¢né pro vSechny instance, a proto nejsou na zadnou konkrétni
instanci vazany. V programu mohou existovat i v piipadé, ze jsme od dané tiidy dosud nevytvofili ani jednu
instanci.

Priklad 11.3

Zustaneme stale u typu parnik, ktery jsme zavedli v ptikladu 11.1 v této kapitole, a predpokladejme, ze Vitava
a Labe jsou dvé instance této tiidy. Atribut pocet_lodnich_sroubu lodi Vitava muze mit hodnotu 2, zatimco
tyz atribut instance Labe muze mit hodnotu 1. Tento atribut existuje pro kazdou instanci zvl&st’ a vyjadiuje
individualni vlastnosti jednotlivych lodi.

“Turbo Pascal nabiz{ programatorovi pouze atributy a metody instanci. Atributy a metody ti{dy najdeme napi. v C++ nebo
v "Cisté objektovych” jazycich, jako je Actor nebo Smalltalk (metody tfidy jsou také soucdsti Object Pascalu v borlandském
produktu Delphi). Poznamenejme, ze C++ se atributy a metody tiid oznacuji jako “statické”.
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instance tiidy A

i i
QVMT QVMTHA VMT tifdy A Virtualni metoda
tiidy A
instance tridy B, ktera
je potomkem A Ap - procedura

Aq Ap

QVMT T —. Virtualni metoda
tridy B

Bp 7 procedura
B.q B.p

Obr. 11.2: Implementace pozdni vazby v Turbo Pascalu

Vedle toho muzeme definovat atribut tiidy parnik, ktery se bude jmenovat pocet_parniki a bude evidovat
aktudlni pocet parniku. Tato proménna bude na poc¢atku - pred vytvorenim prvni instance - mit hodnotu 0.
Po zkonstruovéani kazdé z instanci se hodnota tohoto atributu zvysi o 1, po zruseni instance (ddme parnik do
srotu) se jeho hodnota zmensi o 1.

Metody instanci a metody tiid

Dosud jsme hovorili pouze o metodach, které predstavuji odezvu na zpravu poslanou instanci, a tedy pracuji
s jednotlivymi instancemi.

Takové metody oznacujeme jako metody instanci. Metody instanci volame vzdy pro urcitou konkrétni instanci
a zavolana metoda pak pracuje s atributy dané instance. Metody instanci mohou samoziejmé vedle atributu
instanci pouzivat i atributu t¥idy.

V urcitych situacich je ale tieba poslat zpravu tiidé jako celku, nebot’ tiida plni mj. ulohu sprévce svych
instanci. Odezvy na takovéto zpravy budou pak implementovat metody tridy, metody, které jsou sdruzeny s
ttidou jako celkem a které nepracuji s zddnou konkrétni instanci. Nemohou proto pouzivat atributu instanci;
sméji ale pracovat s atributy tiidy. Metody tiidy lze volat i tehdy, kdyz zadnd instance dané tiidy neexistuje.

Jako typicky piiklad muze poslouzit metoda, kterd za béhu programu zkonstruuje novou instanci dané tiidy.
Instance, kterou chceme vytvorit, jesté neexistuje (nemusi existovat viibec zddnd instance dané tiidy), takze
ji zaddnou zpravu poslat nemiizeme®. Adresujeme tedy zpravu tiidé jako celku; tato zprava bude vyjadiovat
zadost, aby tfida vytvorila novou instanci.

11.1.3 Poznamka k pouzivani dédi¢nosti

Skutecnost, ze predek je soucasti potomka, tedy ze instance odvozené ttidy vzdy obsahuje podobjekt, ktery je
instanci predka, muze svadét k nevhodnému uziti dédi¢nosti.

Podivejme se na tiidu plachetnice, definovanou v pitkladu 11.2

Soucésti plachetnice jsou i plachty - v programu pro né definujeme zvlastni objektovy typ, ktery vystizné
pojmenujeme plachta. Co kdybychom definovali plachetnici jako potomka typu plachta?

8Nenechte se zmést skuteénosti, ze nap¥. v Turbo Pascalu instanci nejprve deklarujeme a pak zavoldme konstruktor, ktery se
tvari jako metoda instanci. Deklarace pouze vyhradi volné misto, o kterém nelze jesté dost dobie hovorit jako o objektu. Teprve
konstruktor udéld z vyhrazeného mista objekt.



11.2. OBJEKTOVE ORIENTOVANY NAVRH 167

Takto definovana tiida plachetnice by jisté mohla fungovat. Méla by ale fadu nezadoucich vlastnosti, které by
byly pfimym dusledkem logické chyby v navrhu: plachetnice neni plachta.

Pro instance tiidy plachta jisté ma smysl volat metody napni_se, trepetej_se apod. Kdybychom definovali
plachetnici jako potomka plachty, mohli bychom volat tyto metody i pro lodé, coz zjevné nedava smysl.

Dalsi problém, na ktery bychom narazili: co kdyz bude plachetnice mit vice plachet? Bézné programovaci jazyky
nedovoluji, aby tfida méla nékolik stejnych predku. To znamend, Ze bychom jednu plachtu zdédili a ostatni
museli definovat jako atributy; jedna plachta na lodi by tedy méla privilegované postaveni oproti ostatnim?,
coz obvykle neodpovida skutecnosti.

Pii ndvrhu t¥idy plachetnice nemd smysl prendSet na ni rozhrani t¥idy plachta. Ttida plachetnice bude vyuzivat
vlastnosti plachty, ale bude to lod’, nikoli plachta. Proto definujeme plachtu jako atribut; budeme-li chtit
napnout plachty na plachetnici, poSleme ji zpravu napni_plachty a plachetnice na zakladé toho posle vSem
svym plachtdm zprédvu napni_se. (Moznd, Ze ptitom vezme v tivahu informace o sile vétru a napne jen nékteré
- to zdvis{ na implementaci t¥idy plachetnice.)

7 ptedchoziho vykladu plyne, ze:

e Plachetnice je lod’ - ma tedy smysl definovat t¥idu plachetnice jako potomka tiidy lod’.

e  Plachetnice nend plachta, plachetnice md plachtu. Plachtu ma tedy smysl definovat jako atribut tiidy
plachetnice.

e Vztah potomka k piedkovi se nékdy oznacuje anglickym terminem isa (rozlozeno is a, tj. je ¢imsi).
Potomek je zvlastnim ptipadem piedka.

e Vztah t¥idy k atributu se potom oznacuje terminem hasa (has a, tj. md cosi). Tiida md atribut, ale nent
jeho zvl&stnim pifpadem - vyuzivé pouze jeho sluzeb. Atribut poskytuje (nékteré) své sluzby dané tiide.
Poznamka v poznamce: soukromi predkové

V nékterych programovacich jazycich (mdm na mysli opét zejména své oblibené C++) muzeme pii deklaraci
odvozené tiidy urcit, zda bude predek soukromy nebo vefejné piistupny (vefejny).

Verejné pristupné slozky vefejného predka budou verejné i v potomkovi; to znamend, ze potomek zdédi jak
rozhran{ tak i implementaci (a jde tedy o dédi¢nost, jak jsme ji popsali v odstavei 11.1.1.).

Specifikujeme-li predka jako soukromého, budou vSechny zdédéné slozky, jak atributy tak i metody, v po-
tomkovi soukromé. V tomto piipadé potomek ziskdva implementaci, nikoli v§ak rozhrani. Pokud chceme,
aby nékteré slozky soukromého predka byly vefejné pfistupné, musime je v potomkovi explicitné zvetejnit.
Postaveni soukromeé zdédéného predka je proto spiSe podobné postaveni atributu (hasa). Potomek mé predka,
ale nechlubfi se s nim.

11.2 Objektoveé orientovany navrh

Objektové orientovany ndvrh vychézi z objektové analyzy zadani. Jeden z moznych postupu pii objektové
orientovaném navrhu se sklddd z nasledujicich kroku:

1. Definujeme problém.
2. Sestavime seznam pozadavku.

3. Na zdkladé pozadavku navrhneme neformélné architekturu (vyvineme neformalni strategii) softwarového
modelu problému z ,,redlného svéta“.

9To neni jen metafora. V nékterych programovacich jazycich se miize lisit zachdzeni se zdédénou slozkou od zachizeni s
atributem napf. v konstruktoru pii inicializaci nebo v destruktoru pfi likvidaci instance. Napf. v C++ konstruktor nejprve
inicializuje zdidiné podobjekty (vold se jejich konstruktory), pak inicializuje odkazy na VMT v dané instanci a teprve pak vold
konstruktory atributti dané instance. To znamend, ze ”"zdédénd” plachta by byla inicializovdna v jiném prostiedi nez plachty,
deklarované jako atributy. Stézi si lze predstavit rozumnou situaci, kde bychom néco takového pottebovali.
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4. Architekturu postupné formalizujeme a zpiesiujeme v nasledujicich krocich:

(a) Urcime objekty a jejich atributy.

(b) Uréime operace, které mohou objekty provddét nebo které lze na né aplikovat.
(c
(d

(e) Podrobnou analyzou dojdeme k ndvrhu implementace jednotlivych objekti.

)
)
) Uréime rozhrani objektu tak, Ze vySetiime vztahy mezi objekty a operacemi.
) Tam, kde je to vhodné, uplatnime dédi¢nost.

)

5. Rekurzivnim opakovanim kroku 3, 4 a 5 dokon¢ime navrh.

Podivejme se nynf na tento postup podrobnéji.

Neformalni popis architektury

Prvni t¥i kroky pii objektové orientovaném navrhu se v podstaté nelisi od pfedchozich, ,neobjektovych® pos-
tupt. Zacneme u specifikace problému a pak na zakladé popisu predbéznych pozadavku uré¢ime neformalni
strategii implementace.

Déle budeme muset urcit t¥idy, které k feseni daného problému pouzijeme, a jejich atributy a metody.

Objekty a tridy

Pii formalizaci strategie musime na zdkladé analyzy pozadavku stanovit objekty a jejich tiidy, které budeme
v programu pouzivat. Pfi uréovani tiid a jejich instanci si muzeme vypomoci tim, ze v popisu odpovidaji
objektiim zpravidla podstatnd jména nebo frize s vyznamem podstatnych jmen'C. Pii uréovani, co bude tiida
a co bude instance, si muzeme pomoci tim, Ze obecnd podstatna jména, pouzitd v popisu, budou zpravidla
predstavovat tiidy objektu, zatimco konkrétni podstatnd jména budou oznacovat instance. Pii rozliSovani
téchto kategorif se samoziejmé musime opirat o skuteény vyznam v daném kontextu (a ledacos si domyslet).

Jakmile jsme v popisu problému vyhledali vSechna podstatnd jména, sestavime tabulku objektu. V ni vyz-
nacime, zda jde o objekt v prostoru problému (tedy v redlném svété) nebo v prostoru feseni (tedy v programu),
a pripadné pfipojime strué¢ny komentar.

Pii zjemnovani feseni se muze stét, ze nékteré objekty vylouc¢ime jako nadbyteéné nebo nesouvisejici s prob-
lémem. Na druhé strané ¢asto musime do navrhu ptidat objekty nebo tiidy, které se z popisu problému nedaly
bezprostiedné odvodit, ale jejichz potfeba vyplynula z analyzy problému.

Atributy

Pii urcovani vlastnosti objektu si muzeme pomoci tim, Ze v popisu strategie vySetiime ptidavnd jména a mlu-
vnické vazby s podobnym vyznamem a uréime, ke kterym objektium se vztahuji. Vlastnostem budou zpravidla
odpovidat atributy instanci. Casto je oviem tieba k atributiim, popisujicim fyzikaln{ a jiné vlastnosti predmétu
z realného svéta, pridat dalsi atributy, které usnadni softwarovou realizaci. Ty vSak obvykle specifikujeme az
pfi podrobném névrhu.

Metody

Déle musime urcit akce, které mohou objekty provadét, a operace, které na né muzeme aplikovat. Je jasné,
ze v neformalnim popisu strategie jim budou odpovidat slovesa a slovesné fraze. Pfitom budeme brat v tvahu
i predikdty (tvrzeni jako ,je mensi nez cosi“), nebot’ také odpovidaji operacim s objekty - zjist'uji jejich
vlastnosti. Operace piipojime do tabulky k objektum.

Pritom se muze stat, ze se urcitd operace vztahuje k vice objektum. Jak potom urcit, ke kterému ji pfipojit?
Jako dostatecné voditko obvykle poslouzi nésledujici pravidlo: operace bude sou¢dsti (metodou) toho objek-
tového typu, jehoz soukromé soucasti vyuziva.

100dvolavky na slovni druhy jsou samoziejmé jen pomtckou, kterd miize usnadnit praci. Navrh samoziejmé nelze vytvotit (jen)
na zakladé slovniho rozboru zadéani.



11.2. OBJEKTOVE ORIENTOVANY NAVRH 169

Jestlize narazime na operaci, ktera vyzaduje piistup k soukromym ¢astem nékolika tiid, znamend to nejspis,
Ze jsme udélali chybu ve specifikaci rozhrani{ nékterych tiid (typu) nebo ve specifikaci operace.

Vysledkem této fédze analyzy je tabulka objektu a operaci. Pfitom kazdému objektu by méla odpovidat alespon
jedna operace a kazda operace by méla odpovidat néjakému typu. Pokud se stane, ze se néjakého objektu
nebude tykat zadnd operace, nebo ze néjakou operaci nebude mozno pridélit zddnému z objektu, muze to
znamenat, ze

o neformalni strategie je netiplnd a chybi v ni néjaky objekt nebo operace s nim;
° objekt nebo operaci, ktera patii do prostoru feseni, jsme zafadili do prostoru problému nebo naopak;
° prehlédli jsme, ze nékterd operace, uvedend v tabulce, vyzaduje znalost ,,osamélého* objektu;

. neformdlni strategie neni popsdna dobfe - ruzné ¢dsti popisu jsou na riizné urovni abstrakce.

V kazdém piipadé to znamend, ze se musime vratit k popisu strategie a opravit jej.

Rozhrani: komunikace mezi objekty

Jakmile zname operace, které lze s objekty provadét, uréime zpravy, které si mohou objekty navzajem posilat.
To znamenad, ze definujeme vztahy mezi metodami a zpravami, které metody volaji. Zde jiz podrobnosti mohou
zaviset i na konvencich pouzitého programovaciho jazyka.

(Predstavu komunikace modulit pomoci zprav lze vyuzit i v neobjektovém ndvrhu - usnadni napf. testovan{
ndvrhu pomoci scéndiu.)

Podrobna analyza

Podrobny navrh, vyuzivajici OOP, je v mnoha ohledech velice podobny ostatnim technikdm nédvrhu. Navrhneme
rozdéleni programu do hlavnich modula. Dale vyjdeme od podrobného popisu rozhrani; zjemnujeme a zpfesinu-
jeme datové struktury; navrhneme algoritmy pro jednotlivé moduly programu.

Objektové orientovany navrh ovsem umoznuje kdykoli rekurzivné aplikovat vyse uvedeny postup, nebot’ objekt
na urc¢ité urovni abstrakce se muze skladat z dalsich objektu, které zabezpecuji jeho funkénost, podobné jako
operace (metoda) se muze skladat z fady jednodussich operaci.

Casto se uplatiiuje takovéto pravidlo: Jestlize implementace uréité operace vyzaduje piflis velké mnozstvi
kédu (feknéme nad 200 rddki - to samoziejmeé neni zdvaznd hodnota), vezmeme jeji popis jako nové zadani a
opakujeme vySe popsany proces.

Testovani navrhu

V tomto stadiu muzeme predbézné testovat schopnost produktu vyhovét pozadavkum, které se na néj kladou.
Pouzivaji se k tomu ,scénare”, ktery se skladd ze zprév posilanych objektum. Pro ruzné urovné abstrakce, a
tedy ruzné urovné podrobnosti ndvrhu, je samoziejmé tieba pouzit ruzné scénare.

Dédiénost

Dédi¢nost umoznuje opakované pouzivani jiz hotového kédu. Na moznost vyuziti dédi¢nosti narazime jak pti
névrhu shora dolu tak i pfi cesté opacné.

Pii postupu ,shora dolu“ pfechdzime od abstraktnéjsich, méné specifickych pojmu (napi. lod’) k pojmum
konkrétnéjsim, které presnéji urcuji vlastnosti objektu (napf. plachetnice). Pti definici potomka, odvozené tiidy,
si musime vSimnout, které metody muze potomek zdédit a které je tieba piekryt novou verzi (,,predefinovat®).

Muze se stdt, ze si pfi zjeminovéni ndvrhu vsimneme spoleénych operaci a/nebo spoleénych dat v nékolika
ttidach; v takovém piipadé se muzeme pokusit spojit je v ndvrhu nové tiidy. Nékdy se stane, ze objekty
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(instance) takto vzniklé t¥idy nemaji v programu zddny vyznam - jedinym smyslem takové tiidy je, ze poskytuje
spole¢nd data a metody svym potomkiim. Takovéto tiidy oznacujeme jako abstrakind. 't

V piikladu 11.1 na zacatku této kapitoly bude lod’ abstraktni tiida, nebot’ nemé smysl pouzivat v programu
obecnou lod’; vzdy to bude pouze parnik nebo plachetnice.

11.2.1 Priklad: jednoduchy graficky editor

Pocitacova grafika pati{ mezi nejjednodussi aplikace OOP. Proto se s témito piiklady setkame témét v kazdé
publikaci, ktera se o OOP alespon zminuje. Tento text nebude vyjimkou. Na nasledujicim prikladu si ukdzeme
postupné zjemnovani navrhu.

Definice problému: Vytvofit jednoduchy graficky editor.

Specifikace pozadavka: Editor ma umoznit manipulovat na obrazovce s dvourozmeérnymi carami, kuZelosec-
kami a aprozimacnimi krivkami. UZivatel bude pomoci mysi (nebo jiného ,ukazovdtka®) premist’ovat a otdacet
grafické objekty, ménit jejich velikost a barvu.

Tato specifikace je velice neurcitd. Uzivatelské rozhrani aplikace je specifikovano jen zhruba, o vystupu na
jind zaf{zeni, o uklddéni vytvofenych obrdzku apod. se v ném nehovoif vibec. (Vechny tyto problémy si nyni
dovolime velkoryse pominout.) Lze ji vSak povazovat neformdlni popis strategie implementace. Naznacuje, ze
obrazek se mé skladat z jednotlivych ,,primitivnich“ objektu, se kterymi lze samostatné manipulovat.

Zptesiovani a formalizaci strategie provedeme v nékolika pruchodech.

1. zjemnéni

Urceni tiid: Mezi podstatnymi jmény v popisu pozadavku mizeme vynechat uzZivatele a obrazovku, nebot’ se
bezprostiedné netykaji implementace samotné - spiSe urcuji jeji okolnosti. Také mys je na této tirovni analyzy
nezajimava.

Editor bude tiida, kterd bude mit na starosti uzivatelské rozhrani a ktera bude obsahovat seznam existujicich
grafickych objekti. Nebudeme se s ni zde zabyvat; za prvé zadani neobsahuje blizsi specifikaci a za druhé
piiklad bude i tak dosti dlouhy.

Zbyvaji ndm cdry, kuzelosecky a aprorimacni kiivky. Ty lze ale vSsechny na nejvyssi tirovni shrnout pod oznaceni
graficky objekt. Dalsi podstatna jména, se kterymi se v popisu setkavame, velikost, poloha a barva, vyjadiuji
vlastnosti objekt.

Graficky objekt (GO) bude tedy piedstavovat abstraktn{ t¥idu, kterd ponese vlastnosti spole¢né vsem t¥id4m.
(Vzhledem k tomu, zZe zatim uvazujeme o jediné t¥idé, nemd smysl pofizovat tabulku objekt.)

Vyhledani atributi jednotlivych tiid: GO je graficky objekt na obrazovce pocitace. Je tedy zifejmé, ze bude
mit barvu a polohu. Barva bude urcena jednim celym ¢islem, poloha dvojici celych ¢isel (souradnic referenéniho
bodu, napt. stfedu, na obrazovce).

Dalsi vlastnosti, které piipadaji v tivahu, jsou orientace (vyplyvé z pozadavku na otdéeni objektu) a wvelikost.
7 pozadavku je ziejmé, ze tyto vlastnosti budeme potiebovat. Jak orientace tak i velikost budou uréeny jednim
celym cislem.

Uréeni operaci s jednotlivymi objekty (metod): Operace odvozujeme od sloves. Podle souvislosti ale
musime ¢asto pridat i operace, o kterych se v pozadavcich pfimo nehovoii.

GO budeme premist’ovat, otdcet a ménit jejich velikost. Vedle toho musime samoziejmé mit moznost GO
vytvorit a zrudit (odstranit). Prvni tii operace predstavuji vlastné zménu nékterého z atributu GO. Pii praci

11V nékterych programovacich jazycich - napi. v C++ - je termin abstraktns tiida pouzivan pro ti{dy, které maji alespon jednu
¢isté virtudlni metodu, tedy metodu, kterou (zhruba Feceno) sice deklarujeme, ale neimplementujeme. Takovd metoda pouze ”drzi

metoddch v C++ najdete napf. v [18]. Soucasné verze Turbo Pascalu €isté virtudlni metody neznaji.
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s GO musime umét v programu také ziskat informace o GO - presnéji graficky objekt musi umét vratit informaci
o své velikosti, poloze a orientaci.

Piehled potifebnych metod muzeme usporadat do nasledujici tabulky:

| Metoda | Vyznam |
Vytvoi_GO Vytvoii graficky objekt
Zrus_GO Zrusi graficky objekt
Nastav_polohu | Nastavi soufadnice x,y referen¢niho bodu GO
Zjisti_polohu Zjisti soutadnice x,y referen¢niho bodu GO
Nastav_orientaci Nastavi orientaci GO
Zjisti_orientaci Zjisti orientaci GO
Nastav_velikost Nastavi velikost GO
Zjisti_velikost Zjisti velikost GO
Nastav_barvu Nastavi barvu GO
Zjisti_barvu Zjisti barvu GO

Tato tabulka vlastné definuje protokol tfidy GO.

Komunikace mezi objekty (rozhrani): Predpoklddejme pro uréitost, ze pouzijeme Turbo Pascal. Potom
muzeme prvni dvé zpravy implementovat jako konstruktor a destruktor. Destruktor bude bez parametri;
parametry konstruktoru budou hodnoty atributu nového objektu.

Vzhledem k tomu, Ze objekty budou uré¢ité vytvareny a ruSeny dynamicky, pouzijeme volani konstruktoru
v proceduie New a volani destruktoru v procuduie Dispose.

Metody Zjisti_velikost, Zjisti_barvu a Zjisti_orientaci budou funkce bez parametru, vracejici velikost, barvu a
orientaci grafického objektu'?. Metody Nastav_velikost, Nastav_barvu a Nastav_orientaci budou procedury s
jednim parametrem, vyjadiujicim odpovidajici veli¢iny.

Metoda Nastav_polohu bude procedura s parametrem (parametry), vyjadiujicim polohu objektu na obrazovce;
metoda Zjisti_polohu bude nejspi§ - vzhledem k omezenim Turbo Pascalu - také procedura, jejiz parametr
(parametry), popisujici polohu, se budou preddvat odkazem.

Test navrhu pomoci scénare: Ovérime, zda kazdému z pozadavku, kladenych na nas editor, odpovida
néjaka zprava:

Vytvoreni a zruseni GO (ugo je ukazatel na GO):

New(ugo, Vytvor_GO(parametry));
Dispose(ugo, Zrus_G0);

Otoceni GO:
ugo”.Nastav_orientaci(t);
Zména velikosti GO:
ugo”.Nastav_velikost (v);
Pfesun GO:
ugo~.Nastav_polohu(x,y);
Zména_barvy:
ugo”.Nastav_barvu(b);

Uvahy o dédiénosti jsou zatim nemistné, nebot’ na soucasné trovni abstrakce mame jedinou tiidu.

12V této fazi ndvrhu zatim nehovoifme o tom, jak budeme barvu, velikost, orientaci nebo polohu grafickych objekti reprezen-
tovat. Napf. barva je pro nas zatim prosté jakysi abstraktni typ, ktery popisuje barvu grafickych objekti v navrhovaném editoru.
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GO

Cara kuzelosecka aprox. kiivka

Obr. 11.3: Hierarchie tfid na 2. drovni zjemnéni{

2. zjemnéni

Nyni zopakujeme predchozi kroky a pfitom zjemnime rozliSeni typu grafickych objektu. (Vlastné tak pos-
toupime na dalsi droven abstrakce.)

Tiidy: Cary, kuzelosecky a aproximacni kiivky jsou ruzné druhy grafickych objekti. Definujeme je tedy jako
samostatné t¥idy, které budou samoziejmé potomky tiidy GO.

V dalsi analyjze se budeme pro strucnost zabyjvat pouze kuzeloseckami. Ctendri se mize pokusit dokonéit rozbor
i pro zbyvagici dvé tridy.

Atributy: Kuzelosecka je obecné popsana kvadratickou rovnici druhého stupné
az? +bxy+cy’ +dr+ey+f=0

Atributy kuzelosecky tedy budou koeficienty a,...,f. Zméni-li se néktery z téchto koeficientli, zméni se
kuzelosecka - jinymi slovy kazda kuzelosecka musi mit svou vlastni Sestici koeficient. To znamenad, ze pujde o
atributy instanci.

V této fazi ndvrhu se jiz také muzeme rozhodnout, jak implementujeme barvu (budeme ji reprezentovat celymi
¢isly, vycétovym typem ...) a dals{ atributy grafickych objektu.

Metody: K metodam, spoleénym viem GO, musime piidat metody pro nastaveni a zjisténi koeficient. Protoze
ttida kuzelosecek ma také jinou datovou strukturu nez tiida GO, musime pro ni definovat zvlastni metody pro
vytvofeni a zruseni instance. V protokolu budou tedy navic tyto zpravy:

| Metoda | Vyznam |
Nastav_koeficienty | Nastavi koeficienty kuzelosecky
Zjisti_koeficienty Zjisti koeficienty dané kuzelosecky
Vytvoi_kuzelosecku | Konstruktor kuzelosecky
Zrus_kuzelosecku Destruktor kuzelosecky

Rozhrani: Konstruktor kozelosecky bude mit stejné parametry jako konstruktor obecného GO a k tomu navic
parametry a, ..., f.

Také metody Nastav_koeficienty a Zjisti_koeficienty budou mit parametry a, . .., f; v piipadé metody Zjisti_koefi-
cienty je musime piredavat odkazem.

Test pomoci scénafe prenechavame ¢tenafi.

Dédiénost: Je ziejmé, ze cdra, kuZelosecka a aprorimacni_krivka budou tiidy odvozené od GO. Mezi témito
tifdami nem4 smysl o dédi¢nosti uvazovat. Soucasny tvar dédické hierarchie!® vidite na obr. 11.3.

3. zjemnéni

Dale se pro jednoduchost budeme zabyvat pouze tiidou kuzelosecka.

13V diagramech, které popisuji dédické hierarchie objektii, je obvyklé, Ze sipka sméfuje od potomka k piedkovi.
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GO
cara kuzelosecka aprox. kiivka
hyperbola elipsa parabola
kruznice

Obr. 11.4: Hierarchie tiid na 3. tirovni zjemnéni

T idy: Zadavani kuzelosecek pomoci koeficientu a, . . . , f neni nejpohodlngjsi. K vyjadieni tvaru se spiSe pouzi-
vaji jiné parametry (napf. souradnice stiedu, velikosti a orientace poloos apod.), které se ovéem lisi podle druhu
kiivky.

To znamena, ze tiidu kuZelosecka bude rozumné déle rozdélit na podtiidy kruznice, elipsa, parabola a hyperbola;
degenerované kuzelosecky (napf. dvojici riznobézek) nemd samoziejmé smysl brat v dvahu.

Dale své povidani zizime pouze na kruznici, rozbor ostatnich kuzelose¢ek prenechame ctenafi.
Atributy: Kruznice je urcena stiedem a polomérem. Do tiidy kruznice tedy priddme novy atribut polomeér.

Metody: Protoze jsme pridali novy atribut, budeme potiebovat i metody pro manipulaci s nim. Nazveme je
Nastav_polomeér a Zjisti_polomér. Z téhoz divodu definujeme také novy konstruktor a destruktor ( Vytvor_kruz-
nici a Zru$_kruznici ) a novou verzi metody pro urcen{ koeficientu.

Rozhrani: Konstruktor kruznice bude mit jako vstupni parametry polohu stfedu, barvu a polomér - vSe
celo¢iselné hodnoty. Destruktor nebude mit - podobné jako u ostatnich uvazovanych tiid - zadné parametry.
Funkce Zjisti_polomér bude bez parametru a bude vracet celé ¢islo; procedura Nastav_polomér bude mit jeden
celo¢iselny parametr, a to hodnotu polomeéru.

Test pomoci scénaie prenechdvame opét Ctenari.

Dédiénost: Vzhledem k tomu, ze kruznici lze povazovat za zvlastni piipad elipsy, muze byt vhodné definovat
ttidu kruznice jako potomka tiidy elipsa. Vysledkem bude hierarchie tiid, zndzornéna na obr. 11.5.

Nyni bychom mohli pokracovat ve zjemnovani: elipsa je vlastné zvlastnim ptipadem eliptického oblouku,
podobné jako tieba parabola je zvlastnim piipadem parabolického oblouku atd.

Déle je tfeba navrhnout algoritmy pro nakresleni oblouku kuzelosecky, implementovat je atd. Z hlediska vykladu
objektové orientovaného navrhu bychom se vsak nesetkali jiz s ni¢im novym.
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navrh architektury, 144
NaN, 121

normalizace, 119, 123

séitani celych ¢isel, 123
séftan modulo 2*, 117
s¢itani redlnych ¢isel, 123
sekvence, 11

selekce, 11, 154

sestava, 142

objektové orientovany ndvrh, 144 seznam, 19

obsah pozadavkn, 142 seznam dvousmeérny, 24
seznam jednosmérny, 20

seznam kruhovy, 24
seznam pozadavku, 142

odchylka smérodatna, 127
odecitani redlnych ¢isel, 123
ohon seznamu, 19

organizace programu, 144 Shell, D.L., 73

slovnik dat, 152
piistup do souboru, 84 slovo stavového matematického koprocesoru, 121
piedchidce, 25 soucet logicky, 131
prenos, 117-119 soubor, 84
preplnéni, 41 soubor objektovy typ, 87
preteceni, 123 soustava ¢iselnda, 115
prevod celych ¢isel na redlna, 124 SQL, 148
parametr pfedavany hodnotou, 15 stabilita t¥idéni, 92, 93
parametr preddvny odkazemt, 16 standardni oSetieni zasobniku, 38
Pascal, 58, 148 strategie implementace, 144
PDL, 12 strom, 25
pozadavky - analyza, 151 strom n-arni, 25
pozadavky predbézné, 142 strom 2-3-strom, 34
podminéna operace, 11 strom binarni, 27, 105
podprogram, 11 strom binarni vyhledavaci, 107
podteceni, 123 strom dokonale vyvazeny, 101, 105
pole, 16 strom porovnavaci, 74
popis textovy, 154 strom stavovy, 53
posloupnost, 11 strom typ, 25
posloupnost operaci, 154 strom vyvazeny, 101

posloupnost zdrojova, 65 struktogram, 13
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struktura, 18
struktury datové, 15
struktury datové odvozené, 19

t¥idéni, 65

ttidéni abecedni, 94

ttidéni binarni vkladani, 68
tfidéni bublinkové, 70

tfidéni haldou, 74, 75

tiidéni lexikografické, 93

ttidéni pifimym sluc¢ovanim, 84
tfidéni pfimym vybérem, 69
tiidéni piimym vkladéni, 73
tiidéni piimym vkladdnim, 66
tiidéni pretidsanim, 72

tridéni prihradkové, 91, 93
t¥idéni pfirozenym sluc¢ovanim, 86
t¥idéni polyfazové sluc¢ovani, 90
tfidéni rozdélovanim, 78

t¥idéni rychlé, 78

tfidéni se zmensovanim kroku, 73
ttidéni Shellovo, 73

tfidéni stabilni, 68

tfidéni stromové, 74

tridéni topologické, 94

tfidéni vicecestné sluéovani, 90
tridéni vnéjsi, 65, 84

tfidéni vnitini, 65

tabulka, 39

tabulka heSova, 40

tabulka virtudlnich metod, 19
transformace Fourierova, 136

typ double, 121

typ double - ulozeni v paméti, 122
typ extended - ulozeni v paméti, 122
typ float, 121

typ long double, 121

typ objektovy, 18

typ real - ulozeni v paméti, 122
typ single - ulozeni v paméti, 121
typ stromu, 25

unie, 18

usporadani ¢astecné, 94
usporadani lexikografické, 93
uzavér tranzitivni, 132, 133
uzel, 25

uzel grafu, 43

vykonnost, 146

vypocet hodnoty polynomu, 135
vektor pfistupovy, 17

vektor stavovy, 153

Visual Basic, 148

VMT, 19

vrchol stromu, 25

vrchol vnitini, 25

vrchol zvlastni, 26

vyhledavani binarni, 45
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Williams, J., 75

zéaklad ¢iselné soustavy, 115
zakon asociativni, 126

zékon distributivni, 127
zédkon komutativni, 126

zapis polsky obraceny, 112
zasobnik, 36, 60, 80, 112
zdznam, 18

zéznam variantni, 18
zachazeni se zménami, 144
zardzka, 20, 27, 67, 73
zpracovani stromu pifmé, 27
zpracovani stromu vnitini, 27
zpracovani stromu zpétné, 27



