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UvOD

Studijni oporaviatematika v ekonomjé ugena posluchaim prezetini i kombinované
formy navazujiciho magisterského studia na Obctogodnikatelské fakult Slezské
univerzity v Karviné. Jeji obsah odpovida sylabwejrsijmenného jednosemestralniho
piednttu, tedy Matematice v ekonomiiDo roku 2012 byl tento fpdmét vyucovan
pod nazvenMatematika

ObsahenmMatematiky v ekonomje diferencialni a integralni pet funkce jedné a vice
realnych prominnych, a jeho aplikace v ekonomické oblasti. Pretgé opora ufena
studentm scasto jen zakladnimi znalostmi matematické analypyedpokladem je
absolvovani zékladniho kurzu matematiky pro fakalgkonomickym zatenim), je jeji text
formulovan tak, aby byl proétende co nejvice srozumitelny. Proto vtextu chybi
v matematické literat@ obvykla struktura Definicedfa-Dikaz, stejg jako dikazy
matematickych &. Matematicky formalismus je pouzivan jen v nembynutné mie, Wty
a definice jsoucasto zjednoduSeny (ovSenti zachovani jejich formalni spravnosti)
a opateny vys\tlujicimi komentdi.

Studijni opora jecleréna do dvanacti kapitol. Kazda kapitola obsahuje énov
matematické pojmy, &y a @islusné matematické vysledky, ilusind obrazky, ulohy
a postupy f jejich feSeni, ekonomické aplikace av &av kazdé kapitoly najdé€tend
soubor uloh k proc¥eni s vysledky. Samotny vykladtiva je zalozen na velkém mnoZzstvi
feSenych fkladi rizné obtiZznosti.

Tvorba opory byla financovana z projektu OP¥KCZ.1.07/2.2.00/28.0017: ,Inovace
studijnich prograrin na Slezské univerzit Obchodg podnikatelské fakutv Karviné*.
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1 FUNKCE JEDNE REALNE PROM ENNE

1.1 POJEM FUNKCE

SttZejnim pojmem matematiky (a také ekonomie) je pofenkce Funkci rozumime
piedpis, ktery kazdémuislu x z jedné mnoziny (defithiho oboru) firadi pra¢ jedno
¢isloy z druhé mnoziny (oboru hodnot)iBzZité je spojeni ,pravjedno”, které vyjatlije, ze
kazdémucislu x je prifazeno pesrgé jednoy. Pokud by Bkterémux bylo pifazeno vicey,
nejednalo by se uz o funkci, ale jen o relaci.

Funkci obvykle zn&ime pismenent (g, h, ...), definéni obor funkce jak@®(f) nebo

D, a obor hodnotH (f) neboH, . Funkni piedpis se znd y = f(x), nagiklady = x* +1.
Proménna x se nazyvénezavisla prornna (argumen), proneénnay je zavisla prordnna
Uzaveny interval bude dale oztmvan (a,b), oteweny interval (a,b) a sotiadnice bodu

2, ].
Je-li mozné upravit funkci na tvay = f(x), nazyva se takova funkcexplicitni
Nekteré funkce vSak takto vyjét nelze, gikladem nmize byt napiklad funkcey = x+Invy.

U této funkce neni mozné osamostaynita levé strah Takoveé funkce nazyvammplicitni,
a zapisujeme je ve tvarti(x, y) = 0.

Funkce vyjaduji zavislost jedné valiny na jiné veléing. V ekonomii se nepstji
setkavame s funkcemi poptavky, nabidkifjrnpa, nakladi, uzitku, produkce, atd.

Funkce mohou byt definovany prézné ciselné obory (mohou to byisla girozena,
cela, realna, komplexni, realna kladna, apod.)kdhemii se vSak s komplexnindisly
obvykle nesetkame, proto se budeme zabyvat poaheyrei funkcemi realné proénné (kde
X i y jsou redln&isla, ktera zn&me symbolenR), piicemz givlastek ,realny“ bude déale
kvili jednoduchost vyjaibvani vynechavan.

V odstavcich vySe jsme zavedli pojéamkce jedné proemné Obecr vSak miiZze jedna
velicina (napiklad z) zaviset na vice véiinach &, y, u, ...). To je v ekonomitasty jev.
Napriklad produkce) zavisi na kapitali a praciL (viz Cobb-Douglasova funkce). Takovéto
funkce se oznalji jakofunkce vice proemnych a je jim ¥novana Kapitola 4.

V nasledujicich kapitolach se budentmaevat zakladnim pojim a vlastnostem funkci
jedné realné prodmné, k opakovani této problematiky Ize dopitrnapriklad webnici Polak
(2008).

1.2 GRAF FUNKCE

Grafem funkcey = f(x) nazyvame mnozinu vSech hiod sodadnicich[x, f(x)], kde

xOD(f). Grafem linearni funkce jefinka, kvadratické funkce parabola, fiepé Ungrnosti

hyperbola, atd.

Vybrané grafy zakladnich funkci (linearni, kvadcké, mocninné, népmé anérnosti,
logaritmické a exponencialni) Ize najit na nasleddp strankach. Grafgthto funkci by nil
znat kazdy student ekonomie.

Uzite¢nost grafu funkce sgiva v tom, Ze pehledr znazoiiuje zavislosix nay, a je
mozné z i vycist vlastnosti funkce (ndiklad zda funkce v daném intervalu klesa nebo
roste, kde nabyva maxima a minima, apod}s&iky grafu funkce s grafem jiné funkce jsou
body, kde jsou si abfunkce rovny, coz byva v ekonomické teorii inteovano jako stav
rovnovahy (nafiklad mezi poptavkou a nabidkou).
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1.3 VLASTNOSTI FUNKCE

Mrivrw s

Definicni obor funkc®(f): je mnoZzina vSeclx, pro r€Z ma smysl funéni predpis
y= f(X). Smysl| uéovani definéniho oboru sp&iva ve vymezeni hodnot, pro které je
(respektive neni) fedpis y= f(x) definovan. V ekonomii plati, Ze¢t8ina veléin maze
nabyvat pouze kladnych hodnot, nébaagiklad zaporna poptavka, nabidka, cena nebo

produkce postradaji ekonomicky smysl, podolako napiklad v geometrii nema smysl
zaporna délka nebo objem.

Je uziténé si pamatovat, ze funkce ve tvaru polynomu inag = x> +2x¢ - 6x+ 4)

a exponencialni funkce maji deftni obor vzdy rovnyR. Pak existuji funkce, kde se
definicni obor obec& nerovnar, a mezi & pati predevSim tyto:

« racionalni lomené funkce (zlomky s prémmou x ve jmenovateli): jmenovatel
nesmi byt roven nule,

 logaritmické funkce: vyraz v logaritmu musi byt digy,

- odmocninné funkce: vyraz pod odmocninou musi byaperny,

- tangens a cotangens: vyraz ve jmenovateli (tedingssresp. sinus) nesmi byt
roven nule.

« arcsinus a arccosinus: detinim oborem je intervél— ],1>.

Priklad 1.1 Uréete definéni obor funkci:

a)f: y=+4/3x-1
X+5

b)f:y=

)y 1

c)f:y:Iog(4—x2)

d)f:y=+vxX-x-2+ 1

X=2
Reseni:
a) Vyraz pod odmocninou musi byt nezaporny:
3x-1= 0,

odtud po Upraé/obdril’mexzé, a tedyD(f) :<%,oo).

b) Jmenovatel zlomku se nesmi rovnat O:
x*-1#0,
Upravime na satinovy tvar podle vzorcex’ =1=(x+1)(x-1) # 0,
A dostavame:x, -1 a x, 1. Do defintniho oboru tedy pét vSechna realnaisla
kromg —1 a 1, coZ zapiseme tak®d(f) = R-{-13}.
c¢) Vyraz v logaritmu musi byt kladny:
4-x*>0,
Tuto kvadratickou nerovnici upravime na &owvy tvar podle vzorce:
(2+x)(2-x)>0
Tuto nerovnici vyeSimeznaménkovou metodoNajdeme nulové body obou zavorek:
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-2 a 2, a naneseme je di@elnou osu, viz Obr. 1.1. Tim ziskanteintervaly (bez
nulovych bod): (—e,-2),(-22) a(-2).

Zvolime libovolnécislo z prvniho intervalu, naiklad —10, dosadime je do nerovnice
(2+x)(2- x)> 0, a zjistime znaménko vyrazu na levé stramaménko je kladné. Nad
interval si napiSeme ,—“. Podobnnajdeme znaménka ipro dalSi dva intervaly:
prostedni interval ma znaménko ,+* a pravy interval ,Nulové body -2 a 2
do defintniho oboru nep&t nebd@ v nerovnici (2+Xx)(2-x)>0 neni rovnost.
Defini¢ni obor zadané funkce tkioty intervaly, nad kterymi je znaménko plus, tedy
prostedni interval.

Definiéni obor D(f)=(-2,2).

d) y=vx-x-2+ 1

X—2
Dana funkce obsahuje #&wdil¢i funkce: odmocninu a zlomek. Nejprve se budeme
zabyvat odmocninou. Vyraz pod odmocninou musi ley@aporny:
X*=x-220
Tuto kvadratickou rovnici upravime na smovy tvar:
(x=2)(x+1)=0
Zavorky vysSe bd’ uhadneme, nebo je vyttime tak, ze piSemex & prvni kden)i —
druhy kaen).
Déle postupujeme znaménkovou metodou &tggko v gedchozim fiklade: nulové
body jsou —1 a 2, které nam apozcli ¢iselnou osu naiitintervaly se znaménky
postupr ,+“, ,—"* a ,+". Krajni body tentokrat do defigniho oboru pat.
Z druhécasti zadané funkce, zIomkHl—2 , dostdvamex # 2, proto vysledny defikini

X_

obor je: D(f)=(—oo,—1>D(2,oo). m

Obor hodnot H(f): je mnozina vSecly, které ziskame z fudkiho gedpisuy = f(x)
pro vSechna z definéniho oboru. Je-li funkcey = f(X) omezena (viz nize), je ro¥h obor
hodnot omezeny.

Monoténnost funkce je na intervald 0 R monoténni, pokud je na tomto intervalu

rostouci, klesajici, nerostouci nebo neklesajici.
Funkce je na intervall

- rostouci, pokud pro viechng x, 01, x < x,, plati: f(x)< f(x,),
- klesajici, pokud pro viechng, x, 01, x < x,, plati: f(x)> f(x,),
- nerostouci, pokud pro viechma x, 0 1, x < x,, plati: f(x)= f(x,),
- neklesajici, pokud pro viechmg x, 0 1, x < x,, plati: f(x)< f(x,).
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Piiklad 1.2. Urcete obor hodnot a monoténnost funkcex.

Reseni:
Dana funkce ma obor hodnét(f) =<O,oo), je rostouci na intervaI(IO,oo) a klesajici

na intervalu(—,0). m

Poznamka: monoténnost wujeme vzhledem k profnnéx, ney!

Extrémy funkceextrémy funkce je souhrnné ozeai pro maxima a minima funkce.
RozliSujeme extrémglobalni (nejwtsi, resp. nejmensi hodnota funkce na celém defimi
oboru) aokalni (nejwtsi, resp. nejmensi hodnota funkce jerk&@sti definEnim oboru).

Funkce ma v bafla globalni maximumjestlize pro vSechna (x # a) z definéniho
oboru je f(a)= f(x).

Funkce ma v batla globalni minimum jestlize pro vSechna (x # a) z definéniho
oboru je f (a) < f(X).

Funkce ma v bagla lokalni maximumjestlize pro vSechna (x # a) z rgjakeho okoli
boduaje f(a)= f(x).

Funkce ma v bada lok&lni minimum jestlize pro vSechna (x # a) z réjakého okoli
boduaje f(a)< f(x).

Okolim bodua nazyvame otaeny interva(a—d, a+ 5). Plati-li v predesSlych vztazich

ostra nerovnost (“>" nebo “<”), je extrém ostryppainém Fipad neostry.

Kuréeni extrému se vyuzZivaji prvni a druhé derivacekden (viz Kapitola 2).
Zjistovani extrém funkce ma znany ekonomicky vyznam, neboje Zadouci snaZzit se
napiklad minimalizovat ndkladyi maximalizovat pijmy (zisk). Na z&¥r poznamenejme, Ze
funkce nemusi mit zadny extrém. Niktad funkcey = 2x + 1 nema maximum ani minimum,
neba maximum i minimum ,mizi* v nekon@u.

Omezenost funkcdunkce jeomezena shorgestlize existuje takové realréslo h, ze
f(X)<h pro vSechnax z definéniho oboru funkce. Podobnfunkce jeomezena zdola
jestlize existuje takové realgéslod, Ze f(x)=d pro vSechna z defininiho oboru funkce.
Pokud je funkce omezena shora i zdéllkame kratce, Ze jemezenaHodnot h se také&ika
horni zavora Je-li funkce omezena shora, existujehto hornich zavor nekoti& mnoho,
ata nejmenSi se nazyvsupremum (zna&i se sup. Supremum je zobe&nim pojmu
maximum, nebt n¢které mnoziny nemusi mit maximum, jako f&lad oteweny interval
A= (01) ale supremum existuje vzdy (v uvedenétipgct je supA = 1). Hodnok d se téz
fikd dolni zavora Je-li funkce omezena zdola, existugehto dolnich zavor nekoties
mnoho, a ta neftSi se nazyvanfimum (zn&i se inf). Infimum je zobecénim pojmu
minimum, neb@ n¢které mnoziny nemusi mit minimum, jako hikfad oteweny interval
A=(0,1), ale infimum existuje vzdy (v uvedenéigad je inf A = 0).

V ekonomii jsou vSechny funkce omezené, nepoodukce, fijmy, naklady, prace,
kapital¢i zdroje surovin nejsou nekoreé.

Funkcey = f (x) se nazyvdrostj jestlize plati:
X, %, OD(f),x # X, : f(x)# f(X,).
Tento formalni zapisika, Ze pro vSechnyizné hodnotyx z definéniho oboru musi
byt hodnotyy rizné (Zaddn& hodnotase nesmi opakovat). Prostou funkci jetfidad funkce
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y =2x+1 neboy=x>, prikladem funkce, ktera prosta neni, je= x>. Vyznam prostych
funkci tkvi v tom, Ze k nim existuji funkdeverzni(opané).

Priklad 1.3.Urcete, zda j'e' funkcey =log x omezena.

Reseni:
Tato funkce neni omezena (roste ve&ésnosyy do plus i minus nekotiea), jak se Ize
snadno feswdcit na jejim grafu (viz Obr. 1.8

1.4 ALGEBRAICKE FUNKCE

Algebraické funkce lze vyj&d ve tvaru polynomu.Linearni funkcema pgedpis
y = ax+ b, jejim grafem je fimka (eckylinea je primka). Koeficienta se nazyva sumnice
piimky, nebd@ udava sklon (s#r) piimky vzhledem k ose. Koeficientb udava piisetik
grafu funkce s osoy Je uziténé si pamatovat, Ze:

« Proa>0 je funkce rostouci.
« Proa<Q0 je funkce klesajici.
« Proa=0 je funkce konstantni.

Linearni funkce maji defigni obor rovnyR (nejsou omezené) a nemaji maximum ani
minimum (vyjimkou je funkce konstantni, kter4d nafysvého maxima resp. minima
v kazdém boéx).

Kvadraticka funkcena pgredpis y = axX + bx+ ¢. Grafem je parabola.

Pro a>0 je graf funkce (parabola) orientovana ,nahorug pr<0 ,dolu", viz Obr.
1.2 a 1.3. Koeficientyp a ¢ v predpisu funkce posouvaji parabolu veéamosy x neboy.
Vrchol paraboly Ize najit kll pomoci prvni derivace (hledame maximum resp. mninim
funkce), nebo Upravou zvanou ,doghi naétverec”, viz nasledujicifklad.

y &
10 +

A

Obr. 1.2. Graf funkcg = x°.
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A
v

yw

Obr. 1.3. Graf funkcg = =¢.

Priklad 1.4. Najcte vrchol parabolyy = x* —2x+ 4.

Reseni:

Rovnici paraboly upravime dognim nactverec:

y=x —2x+4=(x-17-1+ 4

Pri této Upra¢ nejprve vytvéime zavorku x a cislem, které je rovno polowin
koeficientu ux na prvou, a umocnime ji na druhow—=(1Y . V zavorce nyni mame’ —

2x + 1. Za zéavorkou igbyt&nou 1 odéteme a opiSeme 4 ze zadani. Nakonec vse
s&gteme:

y=xX-2x+4=(x—1F + 3.
Vrchol paraboly ma sdadnice [1,3] =

Mocninna funkcema gedpis y = X", kde n je celé¢islo. Na zaklad toho, jestli je
n kladné/zaporné a liché/sudé ma mocninna funkcenjee 4 typ grafi. Na Obr. 1.4. je pro
ilustraci graf kubické funkcey = X°.

-
[
™

A
= W

k4

Obr. 1.4. Graf funkcg = x°.
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Raciondlni lomena funkcena tvar zlomku, kde witateli i jmenovateli je polynom

(mnohalen) P(x) respektiveQ(x): R(x)=%. Grafem racionalni funkce byvaji obvykle
X

slozité Kivky, viz Kapitola 3.
NejjednodusSimifpadem racionalni lomené funkcerjepiima ung@rnost Je to funkce

tvaru y=E , kdek je kladna konstanta. NEmA Ungrnost popisuje vztah dvou vein,
X

pro které plati: kolikrat je &tSi jedna veliina, tolikrat je druh& velina mensSi. Grafem
negimé ungrnosti jehyperbola viz Obr 1.5.

y A

w w
. . .
t t t

ko
Y

Obr. 1.5. Graf funkcg = 1k.

Linearni lomené funkcg pripadem racionalni lomené funkce, kde oba polyn&fxy

aQ(x) jsou linearni: y = ax+b
cx+d

funkce je roviz hyperbola.

pro cx+ d#0a ax+ b# kK cx+ g . Grafem linearni lomené

1.5 TRANSCENDENTNI FUNKCE

Funkce, které nejsou algebraické, se ¢mjigako transcendentniMezi transcendentni
funkce patti predevSim funkce exponencialni, logaritmické a gomitrioké.
Exponencialni funkcena fredpisy = a*, a> 0, az 1. Cislo a je zaklad mocniny a musi
byt kladné atrzné od 1x je exponent. Vlastnosti exponencialni funkce Zavészakladua:
- Je-lia>1, funkce je rostouci, viz Obr. 1.6.

- Je-lia<l, funkce je klesajici, viz Obr. 1.7.

Graf (zakladni) exponenciélni funkce vzdy prochdadem 1 na osg, obor hodnot
H(f)=R" a funkce je omezena zdola osoWNefastji pouzivanou exponencialni funkci je
y =€, kde konstanta = 2,718... se nazyva Eulerova konstanta, a jedméisacionalntislo,
podobr jako.

-12 -
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v

F 3

Obr. 1.6. Graf funkcg = €

YA
14

12+

Obr. 1.7. Graf funkcg = (0,5}

Logaritmicka funkcema predpisy =log, x,a>0,a# 1. Cislo a se nazyvazaklad
logaritmua musi byt kladné @zné od 1. Pra = 10 se logaritmus nazywekadicky(znaka
logx, pro a=e=2,718.. prirozeny logaritmugznaka Inx). Logaritmicka funkce je inverzni
funkci k funkci exponencialni, coz znamena, Zerd&ii obor logaritmické funkce je roven
oboru @islusné inverzni exponencialni funkce a naopak.

- Je-lia>1, funkce je rostouci, viz Obr. 1.8.
- Je-lia<l, funkce je klesajici, viz Obr. 1.9.

-13 -
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Graf (zakladni) logaritmické funkce vZzdy prochdetlbm 1 na osg, definiéni obor je
H(f)=R" afunkce neni omezena.

Y A
31
21
14
0
-1
2
a4
v
Obr. 1.8. Graf funkcg = logx.
YA
3_
2_
1_
| | | | | | | | |
I I I I I I I L
0 1 3 4 5 6 7 8 g 10 X

y =109g.5(x)

Obr. 1.9. Graf funkcg = log, ; X-

O dalSich transcendentnich funkcich se jiz zminjemevelmi kratce, neblonemaji
v ekonomii takovy vyznam jako ipodnich a technickychédach.Ctendi jsou jis€ znamy
goniometrické funkcdefinované v jednotkové kruznici: sinus, kosirasgens a kotangens.

Defini¢énim oborem funkcly = sirx ay = cox je R, oborem hodnot intervaq— ],1>.
Definiénim oborem funkcly = tgx respektivey = cotx je R—{’—ZT+ kn} resp. R—{ kn}
Oborem hodnot j& Grafy €chto funkci jsou na Obrazcich 1.10 az 1.13.
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Cyklometrické funkcgsou inverzni funkce k goniometrickym funkcim, impjedponu
arcus(arc): arcsk) arccos, arctg a arcotg.

Na kalkulakach jsou zngeny jako sift, cos' a tg'. Ani cyklometrické funkce nemaiji
v ekonomii vyznaméSi vyuziti. Grafy cyklometrickych funkci Ize natézagiklad v Bartsch
(2008) nebo Rektorys (1995).

zjly

sin(x)

IS 4

-1

2w

Obr. 1.10. Graf funkcg = sirx.

cos(x)

ANANANY
VERVARV.

Obr. 1.11. Graf funkcg = cox.

IS Ae
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2‘\,J
1__
X
<4 [
-2 0 2 3 4
1__
_27
Obr. 1.12. Graf funkcg = tgx.
2k
1__
X
< I I I I .
-2 0 2 3 4

Obr. 1.13. Graf funkcg = cot.

1.6 SLOZENA FUNKCE

V n¢kterych gipadech miZze byt argumentem funkce jind funkce. V torfippct
hovaime oslozend&unkci.

Definice 1.1. Neclr jsou dany funkcey = f(x) a y=g(X, a neclpro xOM O D(g)
plati, Ze g(xX) 0 D( f). Potom funkciy = f(g(X) nazyvame sloZenou funkci. Funkce
f(x) je vregjSi funkce a funkce(x) je vnitni funkce.

Typickym gikladem slozené funkce je n#idad y = log(x* +1) neboy =+/2x+5.

Priklad 1.5. Jsou dany funkcef(x)=sinx a g(x)=X. Urtete y= f(g(x)
ay=9g(f(x).

-16 -
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Reseni:
Ok¢ zadané funkce maji defimi obor R, proto riweme pejit k predpisu sloZzené
funkce. Nejprve ufime y= f(g(X). Vn¢jsi funkci ma byt sinus, vifiti funkci druha

mochninazy =sinx.
Analogicky pro druhou slozenou funkci obdrzinges sin® x. m

1.7 PoOLYNOMY

Dulezitym pojmem algebry jepolynom (¢esky mnoh@len). Polynomem fadu
nnazyvame vyraza, + a x+ a X +...+ g X. Je-lin = 0, je polynom roven konstandy; je-li
n =1, je polynom linearnia, + a x; pron = 2 je polynom kvadratickya, + a x+ a, X, atd.

Nulovym bodemkaorenem polynomu je takove&islo X,, pro které platiP,(x) = 0.
Napriklad nulovym bodem polynomxf + 8 + 15 jec&islo —3, jak se Ize snadndegwkdcit
dosazenim. Nulové body umafi rozklad polynomu nasowin karenovych ciniteli,
nagiklad: X* +8x+15=(x+ J( x+ 3.

Rozklad polynomu na soéin Ize vyuZit pi zjednoduSovani algebraickych vyitaz
kracenim neboipintegraci metodou parcialnich zlornKviz Kapitola 6). V oboru realnych
Cisel nelze skteré polynomy druhého stupikvadratické) rozlozZit, coz pozname tak, Ze nam
vyjde zéporny diskriminantip feSeni pislusné kvadratické rovnice. V oboru komplexnich
¢isel ma vSak kazdy polynomtého stupt n (komplexnich) kéeni (Gaussova zakladnita
algebry).

Piiklad 1.6. Urcete nulové body polynomu:
a) X —x+5
b) x* —4x*

ReSeni:

a) Dany kvadraticky polynom nema Zadné nulové boprgtoZze nejde rozloZit
na soudin kvadratickychiinitelt (diskriminant je zaporny).

b) Mnohalen 4.t4du upravime vytykanim a Upravou podle vzorce:

x'=axt = (¥ -4)= X( x+ 2)( x 2

Z posledniho tvaru vidime, Ze dany polynom ma 4#wlbody: 0 (dvojnasobny nulovy
bod), -2 a 2m

1.8 FUNKCE NABIDKY , POPTAVKY A ROVNOVAHA NA TRHUV PODMINKACH
DOKONALE KONKURENCE

Funkce poptavkyD (angl. demandl vyjadiuje vztah mezi cenou vyrobkB (price)
a poptavanym mnozstvir® (quantity): Q= D(P) resp. P=D(Q). Tato funkce je vzdy
klesajici, coZz znamena@, Ze s rostouci cehddesa poptavané mnozsi@i Funkce poptavky
muze byt v principu libovolnd klesajici funkce, tedinearni, kvadraticka, mocninna,
exponencialni, logaritmicka, apod., ale v praxivgazivaji gedevsim linearni a kvadratické
funkce poptavky.

Dale pro funkci poptavky plati, Zze vé&hy P i Q musi byt nezaporné, nebaaporné
mnozstvi ani zaporna cena nemaji v této situagrsknmRovrez P ani Q nemohou ist
do nekonéna, protafikdme, Ze jsou omezené.

-17 -



Ji7i Mazurek; Matematika v ekonomii

Funkce nabidky(angl. supply vyjadiuje vztah mezi cenou vyrobky (price)
a nabizenym mnozZstvin®@ (quantity): Q=S(P resp. P=5Q. Tato funkce je vzdy
rostouci, coz znamen4, Ze s rostouci ceéhoaste nabizené mnozs®@i K vyjadieni funkce
nabidky se népstji vyuZivaji linearni nebo kvadratické funkce. Tegky tvar Kivky
poptavky a nabidky je zndzam na Obr. 1.14. i grafickém zn&zorni obou kivek je
zvykem nanaset na ogumnozstviQ a na osly cenup.

p&

PET-

Q
Obr. 1.14. Typicky tvarikvek funkce poptavky a nabidky s rovnovaznym bodem

Linearni funkce poptavkje dana vztahemQ, = a-bP, kdea a b jsou konstanty,
pro které plati:a=0, b>0.

Linearni funkce nabidkye dana vztahemQ, =c+ dP, kde c a d jsou konstanty,
pro které platic=0, d >0.

V ekonomice volného trhu se poptavka a nabidkaevadj ovliviuji (neviditelna ruka
trhu podle Adama Smithe), a vysledkemrgnovaha pii které se poptavané mnoZstvi
na trhu rovnd mnozstvi nabizenému. Z rovnosti furgaptavky a nabidky lze vypuat
rovnovazné mnozstv@Qe a rovnovaznou cen®e (index E je z anglickéhoequilibrium —
rovnhovaha). Pro rovnovazny bd&dplati, Ze se vém poptavka rovna nabidc®(Q) = S(Q
(grafy obou funkci se protinaji), plati tedy=bP= c+ dF.

Odtud mizeme ukit rovnovaznou cenig:

a-c

= 11
R (1.1)
A z rovnovazné ceny lze stanovit rovnovazné mnoX3tv
Q. =a-bR = a- ba—c:ab+ ad- abt bc ad b_
b+d b+ d b+ d
ad+ bc
= 1.2
Qe == (12)

Vyrazy (1.1) a (1.2) jsou débé definovany, nehbjejich jmenovatele se nemohou
rovnat nule, jeliko2 >0 a zarove d >0.

Piiklad 1.7 (Zimka, 1999). Zahradké&hce na trhu prodat celou svou Urodu jahod, tedy
300 kg. Pokud by zahradkaabizel 1 kg jahod za 30¢Kprodal by vSechny jahody.
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Za kazdé dalSi zvySeni ceny 1 kg o & proda o 6 kg jahod ménNajdte linearni
funkci poptavky, ktera je modelem popsané situace.

ReSeni:

Poptavka je linearni funkci, je tedy=a- bP . Neznamé koeficientg ab vypoiteme
ze dvou rovnic, které ziskame z ldajmnoZstvi a ceénze zadani:

Vime, Ze pi cers P = 30 K&/kg se proda mnozst@ = 300 kg jahod300=a - 3
Daéle vime, Ze pr® = 31 K&/kg jeQ = 294 kg jahod294=a - 3D.

Tuto soustavu rovnic wgsSime:a =480,b= 6.

Dostavame tedy rovnici poptavk@ = 480- 6P, resp.P = 80—%. [

rovnhovahu mezi poptavkou a nabidkou.

Reseni:
Rovnovaha mezi poptavkou a nabidkou nastane, Kilyz Q;:

10-P=-2+P,
Odtud dostanem®. =6 a Q. =4 (k feSeni nizeme pouzit i vztahy (1.1) a (1.2), které
jsou vSak v tomtoipads zbytené komplikované).
Celkovy gijem TR= R 0Q =6[#= 24 jednotek. GrafickéfeSeni je znazo&mo
na Obr. 1.15.
Nyni nech’ je vlddou stanovena nejnizSi cena 8 jednotek daogxu mnoZzstvi. Pak
ovSemQ, =10- P= 2 a Q, =-2+ P =6, nenastava tedy rovnovaha, a celkoyijem

TR= POQ =8[2=16. Celkovy gijem se tedy vladnim zasahem snizil. Je mozné
ukazat, Ze vladni zasahy do trzni rovnovahy vZzaioueke snizenifigmu. m

yh

Obr. 1.15. Rovnovaha mezi poptavkou a nabidkou.
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Priklad 1.9. Nech’ funkce poptavky je dana ja@P) =24-2P a funkce_nabidky
S(P) =4 P+ 6. Najdte rovnovaznou cenu a mnozstvi.

ReSeni:
D(P)=3(P
24— 2P = 4P+ €
P=3
AtedyPe =3,Q=D(P) =SP) = 18.m

ULOHY K PROCVICENI

1. Nartnéte dané funkce. Z kéku urcete jejich definini obor a obor hodnot.
a)y=x-3,
[D(f)=R,H(f)=(-3w)]
4
b) y:_l
X
[D(f)=H(f)=R-{0} ]
C) y=xX+2x+4,
[D(f)=R,H(f)=(3)]

d) y=x+2,
[D(f)=H(f)=R]
e)y=¢€7,
[D(f)=R,H(f)=(0,)]
f)y=-¢,
[D(f)=R,H(f)=(-,0)]
g)y =In(x-3)

[D(f)=(3,0),H(f)=R]

2.) Urgete vrchol parabolyy = x* + 4x—1.

[V =[-2,5]]

3. Jsou dany funkcef (x):xi_1 a g(x):\/;. Urcete sloZzené funkceg[f(x)]
a f[g(x)] a jejich definéni obory.

[f(g(x)):&#_l, D(f) = R-{1} ,g<f(x»:,/xi_1 H(f) = (1) ]

4. Najctte nulové body polynof) upravte polynomy na soun:
a) X —3x—4

[nulové body: —1 a 4x* —3x— 4= (x+ 1)(x- 4)]

b) x*+3x*-10x

[nulové body: -5, 0 a 2 +3x* —10x= x(x+ 5)(x= 2]
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5. Urete definéni obor funkci:

a)y= 4 ++/2Xx-3

X—=2
[D(f)=<§,2)m (2.)]
b) y=log(1-X)
[D(f)=(-,1) ]

C) y:m
[D(f)=(-44)]

[D(f)=(-3,3 ]

e) y=+xX —-4x

[D(f)=(~,0)0(4,%) ]
4

y=s—r——e
V-x* =5x-6

[D(f)=(~0,-3)0 (-2,)]
g) y=ve-1
[D(f)=(0,00) ]

5
h) y =arccos—
xX+1

[D(f)=(-14)]

Jiri Mazurek; Matematika v ekonomii

6. Najdste rovnovaznou cenu a mnozstvi, je-li funkce popyavD(P) =83- 3P
a funkce nabidkyS(P) = 2 P+ 3. Ulohuteste poetrg i graficky.

[Pe = 16,Qe = §P) =D(P) = 39]
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2 UVOD DO DIFERENCIALNIHO PO CTU FUNKCE JEDNE
REALNE PROM ENNE

2.1 DERIVACE FUNKCE

M¢gjme funkci y= f(X). Zmenu (piiristek) hodnotfunkce y= f(X) znaime Ay,

zménu argumentx pak Ax . Podil% udavaprizmeérnou znenuy pripadajici na jednotkovou
zmenu X na intervaluAx .

Pokud je y nagiklad cena akcie firmy ABC & ¢as, a Bhemcasového obdobi\x =3
mésice je zmina ceny akciely =+120 K¢, potom podil% :1—20 = 40K¢/mésic vyjaduje,
Ze paimeérné se cena akcie za dané obdobi zvySila 0 8@&K1 ngsic.

Pokud se budeAx zmenSovat k nuleAx - 0), ziskdme zrnu velciny y v daném
boc (tedy jeji okamzitou z&nu). Vyraz:

f(x+AX - f(X _ y

lim & lim
MX-0AX DOx-0 AX
nazyvamederivaci funkcey = f(X).

Geometricky vyznam derivace je patrny z Obrazku Bfinkap = AB je s&na. Bude-li
se vSakx, blizit kx; (bod B k boduA), tj. Ax se bude bliZit nule,ipjde zmigna séna
v tetnu. Derivace v daném b&dné tedy nazorny geometricky vyznam: je rovnarsiai
tecny v tomto bod.

Definice 2.1 (derivace funkce): Nechfunkce y = f(X) je spojita na intervald O R
fOo+h)— (%)
h

a x,0J. Dale nech existuje podil , kde h zn& (maly) prirustek

argumentu x. Pak derivaci funkge= f(X) v bod Xy nazyvame nasleduijici limitu:

f(x,+h)—f .
(% r)1 00) _ ¢(xy.
(Index 0 u ¥ se na pravé strahobvykle vynechava).

lim
h-0

Derivaci funkce je zvykem zga carkou:y’, f'(x), nebo psat jako podil diferendial
g—i(étemedy podledx), 3—]; (¢temedf podledx). Pokud derivujeme podk&asu, oznéuje se

derivace tékou mistocarky.
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y =f(x) P
y‘

Ay

Ax

-

X

Obr. 1.1. Geometricky vyznam derivace funkce.

Poznamka: Derivaci funkce je obeénopst néjaka funkce. Derivaci v konkrétnim béd (nag. x = 2)
urcime tak, Ze za totw do derivace dosadime.

Piiklad 2.1 Urcete derivaci funkcey = X +2x v bodk x = 2.

Reseni:

Derivaci funkce y=x+2x je funkce y=3x*+2. Dosazenimx = 2 dostaneme:
y(2)=14. Vysledek je mozZné interpretovat tak, Zze vbod= 2 je pon&r zmegny
y ku zmené x roven 14, nebo jeSfinak: proAx =1 v boct x = 2 budeAy =14. m

Poznamka: Posledni tvrzeni jpdeslého fikladu v3ak plati pouzefiplizng, nebd’ derivace vyjatlje
(ptesrg) zmenu funkce v daném beéd ale jen piblizné zménu funkce v blizkosti daného bodu (ngakém
intervalu).Cim jsme od daného bodu datdéni del3i interval pouZijeme), tim je riegnost ¥tsi. Tena v bod
Xo Se s rostouci vzdalenosti mgvice a vice odchyluje od grafu dané funkce.

Priklad 2.2. Uréete rovnici tény ke Kivce y = x° v bodk [2,4].

ReSeni:

Rovnice tény ma tvary = kx+ g, kdek aq jsou hledana neznama realfidla. Vime,
Ze derivace v daném b&¢yni mame bod = 2) je rovna srrnici tecny v tomto bod,
a tedy k=y(2). Funkce y=x* ma derivaci y=2x. Derivace v bod x = 2:
Yy (2) = 2x= 2[P= 4. Sm¥rnice t&ny v bod [2,4] je tedy roviz 4:k = 4.

Rovnice tény ma nyni tvary = 4x+ Q.

Zbyva utit g. ProtoZe je dan tey bod [2,4], ktery leZi na danéikce i na hledané
tecn¢, musi jeho saiadnice splovat rovnici tény y =4x+ . Dosazeninx=2 ay=4
vyjde q = —4.

Tecna marovnici:y=4x—4. m
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Priklad 2.3. Uzitim definice derivace oddie derivaci funkcey = x°.

o Xe+2hx+ P- X +2he B B
~ 7 =lim =lim2x+h=2x.m
h-0 h h-0 h h-0 h h-0

Protoze je vypéet derivaci pomoci definice derivagasto zdlouhavy, pouzivame
pro derivovani zakladnich funkci jizZ odvozené vegikteré najdete v Tabulce 2.1.

Nech’ funkcef(x) a g(x) maji derivaci na intervald [0 R. K vypotu derivaci soétu,
rozdilu, sodinu a podilu &chto funkci pouzivame nésledujici pravidla:

i) [cOF(Q]=cOf (%

i) [f0)=909]= F(¥ 6(3

i) [O)LB(]= F(I0L 3+ (30Y X

) {f(x)},: FOICH = FOITES 0
9(%) g°(%

V) [Fe(]= F(a()TG(

Pravidlo i)tik4, Ze koeficient pied funkci se fi derivovani pouze opise, pravidlo ii)
fika, Ze nizeme derivovat ¢len poclenu”, pravidlo iii), Ze sotin dvou funkci provedeme
tak, Ze prvni funkci derivujeme a druhou opiSenani$eme plus, a postupujeme obré&cen
Pravidlo iv) okamZit plyne z pravidla iii), kdyZ si usddomime, Ze it vyrazemg(X) je totéz

, e 1
jako nasobit vyrazem—— .
9(x)
Pravidlo v) se tykd derivace sloZzené funkce. Sloaefunkci je nafiklad funkce

y:In(x2 +1). Tato funkce obsahuje vhili funkci (zavorku) a w&Si funkci (logaritmus).

Pravidlo v)iika, Ze v takovém ifpac derivujeme nejprve \WjSi funkci (jako logaritmus),
a pak ji ndsobime derivaci vimt (kvadratické) funkce.

Body i) aZz v) je samdejm¢ mozné zobecnit protfita vice funkci. llustrace vySe
uvedenych pravidel je obsahem nasledujicitikigdu.

Ptiklad 2.4. Derivujte nasledujici funkce:
a) y=4x-1
b) y=Xx*+5x
c) y=6x
d) y=4x +sinx+ 2x
e)y=x[&

In x
fy y=—

X

) y:In(x2+1)
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Reseni:
VyuZijeme pravidla i) az v) vySe a Tabulku 2.1 zadich derivaci.

a) Derivujeme nejprveélen 4x (derivace je 4) a pak konstantu —1 (derivace lkaorgtje
nula). Proto dostavamg=4.

b) Derivujeme nejprvélenx’: exponent napiSeme dedu, a pak exponent o jedkil
zmensime, a dostaneme Pak derivujemeélen 5 na 5. ObdrZzime taky'= 2x+5.
c) y=18x%.
d) y=20x" + cosx+ .
e) Derivujeme jako satin funkci podle pravidla iii)y = 2x& + X & :( X+ 2 3{ E.
1D(—In x 1-Inx
f) Derivujeme jako podil funkci podle pravidla ivy= X > =—.
X X
g) Derivujeme jako sloZenou funkci podle pravidlg, \nejprve vejSi funkci

(logaritmus), potom vnibi funkci (kvadratickou):y'= 1 [(2X= 2 [

X +1 X +1

Tabulka 2.1 Prehled derivaci elementarnich funkci.

f(x) ' (x)
konstanta 0
X 1
X" nx"*
e e
1
In x -
X
a* a*[na
1
log, x
xIn a
Sinx COX
COX —Sirx
tgx 1
co< X
1
cotgx =
sin® x
) 1
arcsirx =
1-x
1
arccox - >
1-X
arct !
& 1+ x?
arccot _ 1
& 1+ x?
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2.2 DERIVACE VYSSICH RADU

Derivaci funkce ziskame dalSi funkci, kterowtomizeme derivovat. Takto izeme
vypccitat prvni, druhou,feti a dalSi derivace. Derivace vySstélaii se znai poctem carek:

f(x), {7 (x), {7 (x) atd. Vyznam maji fedevSim prvni a druh& derivace, uZziti vysSich defiv
je v ekonomii spiSe vyjimme.

Jestlize prvni derivace vyjage znenu dané vetiiny (nag. vyjadtuje nist inflace), pak
druha derivace udava, jak sémhtato zné¢na (iist inflace se riize zvySovat nebo sniZzovat).

Reseni:

Derivujemeclen poclenu podle pravidla o derivaci mocniny:
y'=3x +8Xx,

Yy '=6x+8,

rrr

y'=6.m

Historickd poznamka: Americky prezident R. Nixon pouzil v roce 1972adpom televiznim ignosu
v ramci prezidentské kampanasledujici argument: , Tempostu inflace zpomaluje.”

Jisty komentator to okomentoval: ,Je to poprvé etduii, co americky prezident pouzil pro své
znovuzvoleni argument obsahujiigtt derivaci.”

Je tomu opravdu tak: Pokud inflaci povazujeme zaodaveltinu (y), pak jeji éist je prvni derivace,
tempo tohotoirstu druha derivace a zpomalovani tohoto tempa pedsfavujeieti derivaci.

Podob® mizeme z televizni obrazovky slychat, zeisfr nezamsstnanosti zpomaluje“ nebo ,pokles
stavebni vyroby zrychluje“, coz jsou viastiruhé derivace.

2.3 DIFERENCIAL FUNKCE

Diferencialem funkcey = f(X) nazyvame funkcidf (x) = f'( x) dx. Diferencial funkce
zavisi nax adx, a vyjaduje fiblizné prirastek funkcedf pii zmeéné argumentw o dx v bock

VIS v

X. (Toto fiblizné vyjadeni je tim pesrgjsi, cim mensi jedX).

Piiklad 2.6. Ur¢ete firastek funkcey = xX* v bodt x = 3 pro giriistek argumentax =
0,2 pomoci diferencialu funkce.

Reseni:
Nejprve vypdéteme derivaci zadané funkce/=3x", odtud derivace v b@&dx = 3:

y=30F = 27. Je tedydf = f(x) dx=27[0,2= 5,2 Priristek funkce v batlx = 3
pro zneénu argumentx o dx = 0,2¢ini 5,4 jednotek.

Podivejme se jedt jaka je presna zména funkce mezi bodyw = 3 ax = 3,2
Af =1(3,2)-f(3=32- 3= 576. Tento vysledek nenif{lis odlisny od dive

vypocteného piristku 5,4 jednoteka

2.4 L OGARITMICKA DERIVACE

Ne¢které funkce neni moZzné derivovat pomoci pravidetdenych v Tabulce 2.1.
Typickym pikladem jsou funkce ve tvagu= f(x)°*, tedy funkce, v nichZ se pra@ma
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x nachazi jak v zdkladu mocniny, tak v exponentumideme pouzit pravidla pro derivaci
mocniny ani exponencialni funkce (dana funkce a@njedno, ani druhé).
Muzeme vSak vyuZzit nasledujici dva speciélni postupy:
i) Pouzijeme Gpravwyy = f(x)?™¥ = " ¥ 3 derivujeme jako exponencialni funkci.
i) Funkciy nejprve logaritmujemey = f(X)¢® = Iny =1In f(x)?®
= Iny=9(xIn (%,

a pak derlvu1emey7 g'(x)In f(x) +g(x) (( ))

Piiklad 2.7. Derivujte:y = x*
Re3enisi ukaZzeme aoima zpisoby.
Prvni zgisob: nejprve upravme zadanou funkci na exponericigls x* = €™*, a pak
derivujeme jako slozenou funkcy = €™~ Eﬁl[ln X+ ><G11j = X[{In % 1).

X

Druhy zpisob: danou funkci logaritmujeme a upravime:

Iny =In x* — Iny=x0n x. Nyni derivujeme ob strany: Y —10nx+ xG13 =In x+1,
y X
a rovnici vynasobimg: y'= y[{in x+1) = X [{In x+1).

Vysledek je samdejme stejny.m

2.5 DERIVACE IMPLICITNIi FUNKCE

U nekterych funkci se 1iize stat, Ze/ nejde vyjadit jako funkcix. Nagiklad u funkce
f(xy)= xf+|og( X= ) neni mozné vyjdit (osamostatnit vievoy. V takovém pipac

hovatime oimplicitni funkci(pokud Ize vyjadt y jako funkcix, pak hovéime oexplicitnich
funkcicl). Implicitni funkce derivujeme podledty 2.1.

Véta 2.1. Neclr f(x,y)=0 je implicitni funkce, ktera ma v bdc€ koneéné parcialni
of (C) a of (C) A nec 6f of (C)

0X oy oy
pak definovana takto:

derivace # 0. Derivace implicitni funkce v b@dC je

_of (C)
VO =5 (2.1)
oy
Symboly g—f a g_f ve vztahu (2.1) ozraji parcialni derivace kterymi se budeme
X

podrobrji vénovat v Kapitole 4. Nyni jen zminime, Ze parcidefivace neni nic jiného nez
obycejna derivace aplikovana na vybranou péanou.
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Priklad 2.8. Derivujte funkci f (X, y) =siny+ 2xy. o

Reseni:
Nejdiive musime otit spinéni podminek Wty 2.1. Poté derivujeme podieay:

of

— (X, y)=2y,

ax( y)=2y
ﬂ(x, y) =cosy+ 2x,
oy

Derivovani podlex (respektivey) provadime tak, Z& (y) povaZzujeme za pro¥nnou,
zatimcoy (X) za konstantu. Ze vztahu (2.1) nakonec obdrzZinséedynou derivaci:

y’:i, procosy+ X# (m
cosy + X

2.6 TAYLOROVA A MACLAURINOVA RADA

Slozité funkce, které maji derivace aZz ddého fadu, nizeme piblizné¢ nahradit
(aproximovat)Taylorovouradou (Taylorovym polynomem) stugm v okoli zvoleného bodu
a. Vyjadreni funkce pomoci polynomu (mnatienu) je jednoduSsi a usnage vypdaity.

V ekonomii se tento postupasto pouziva ndfklad ke zjednoduSeni nelinearnich funkci
na funkce lineérni

Tayloriv polynom funkcef (x) v bod a je definovan takto:

" (n)
T(fax)—f(a)+f(a)( a)+f(a)(x—a)2+ (a)(x— d+ R ()
2! , (2.2)
kdeR\(X) se nazyvabytek-ady.
Pokud zvolime = 0, dostanem®aclaurinovuradu
" (n)
T(fOx)—f(O)+f(o) f2(|0)><2+ n(o)i+ R, (X

(2.3)

Ne kazdou funkci Ize vyj&lt pomoci jejiho Taylorova rozvoje. Funkce musinspit
dvé podminky:

1.) Musi mit derivace vSedadi aZz doradun v okoli bodua.

2.) ZbytekRn+1(X) musi konvergovat k nule projdouci do nekonma.

Napriklad funkci y:\/; neni mozné vyjait Maclaurinovoutradou v bod a = 0,
neba’ tato funkce neni definovana na levém okoli bodne®phuje podminku 1).

Maclauriniv rozvoj vybranych funkci je uveden v Tabulce 2.2 @islusnym oborem
konvergence odpovidajici futki fady.
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Tabulka 2.2. Mocninné rozvoje vybranych funkci.

Funkce Maclaurifiv rozvoj Obor konvergence
. XX X X _
SII’]X X—= —+—__+... ( O0,00)

3! 51 7I
2 4 6
COX 1- X4 XXy (—o0,0)
21 41 6!
e 1 X X X (=00, 00)
1 2! 3
2
In(x+1) - X X X (-11)
21 31 4l

V nasledujici tloze si ukazeme, jakKitiMaclaurinmiv rozvoj funkce.

Priklad 2.9. Ur¢ete Maclaurifiv rozvoj funkcef: a) y=¢€‘, b) y=~+/x+1.

ReSeni:
a) Nejdive vypaiteme hodnotu dané funkce v od= 0: f(0) =1, a pak prvni a vyssi
derivace, které jsou v tomotdipads vSechny shodné:
f')=f"(¥=f"(QY=..= €
Do derivaci dosadime zenulu (neb@ a = 0) a ziskame:
f70)=f70)=1f"7(0)=..=1

Vysledek dosadime do (2.3 =1+ :+§+_§+
b) Vypoéteme hodnotu dané funkce viod = 0: f(0)=1, a pak prvni a vyssi
derivace:
()=
2Ux+1

F(x) = - 1

(x+1)°
(X)) =——— atd.

(x+1

Do derivaci dosadime zenulu (neb@ a = 0) a ziskame:

£(0) :%, £7(0)= —:11 f "'(0):5‘.

Dosadime do (2.3x/x+1= 1+E SANS AR

Nakonec si mizeme ukazat, jak je tato aproximace odmocniny nmomu fadou
piesnd. Zvolme ndfklad x = 0,3. Pro tuto hodnotu jef (0,3)=4/0,3+ 1= 1,14,
zatimco Z'ady vySe dostavame pro jeji prytyii ¢leny:
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VX+1= 1+0_'2:))_%9+%1:1'054' Rozdil tedyini 0,085. \&tSi presnosti bychom

doséhli tim, Ze bychom &etli vicec¢lena fady. m

Derivace funkce se vyuZiva kquevsim ufeni vlastnosti funkci (viz Kapitola 3). Dale
Ize derivaci funkce vyuZzit kifpliznému ueni ristu funkce -diferenciélu funkce

V néasledujicich kapitolach se zafime na ekonomické aplikace derivace funkce. Jak
jiz bylo zmireno, v ekonomii pouzivdme derivaci k vyjio vSech veliin s grivlastkemmezni
(marginalnj, jakou jsou naiiklad mezni pijmy, mezni nakladyz celkovych veliin, viz nag.
Fuchs a Tuleja (2004), Meznik (2011) nebo Holmadi (3. Zavisi-li gjaka veltina nacase,
nagiklad kapital, pak derivaci kapitalu podiasu ziskdme jehtok (¢i intenzity. DalSim
vyznamnym ekonomickym uzitim derivace je probléptimalizace tedy nalezeni maxima
(napiklad maxima zisku), nebo minima (rfaminima néklad) jisté (telové funkce.

V dalSim textu bude preferovano #Zeai ekonomickych funkci a vein dle publikace
Meznik (2011), tedy celkovy fflem bude ozn@mvan jako TR apod. K zopakovani
ekonomickych pojn Ize dopordit vSechny vySe zmimé publikace.

2.7 ELASTICITA FUNKCE
M¢gjme funkci y= f(X). Nyni nas bude zajimat, jak Zma prongnné x ovliviiuje

zmeénu prongénnéy. Zavedeme potmnou (proporcionalni) zemu veliny X2 — a pongrnou
X

(proporcionalni) zrénu velkiny y: & Podil porgrnych zngn:
y
Ay
AXy Ax
X

Se nazyvgrumerna ponmerna znena y.
Nyni provedeme ve vyrazu (2.4) limitni procés — 0, a dostanemelasticitu funkce
E(X)=lm-—-—=——=—"Yy 2.5
=M v ac Y (2.5)
Elasticita funkce udavéiipliZnou procentni znuy odpovidajici jednotkové procentni
zmené X (Meznik, 2011). Kladna zéma znamenaist, zaporné pokles.

Priklad 2.10. Urcete elas'ti-citu funkcey = X* v bodk e 3.

Reseni:

Nejprve vypéteme hodnotwy: y=3°=9, a pak derivaci funkce v bodk x = 3:
y(3)=2[B=6

Nyni uz dosadime do vztahu (2.5) pro elasticitikfinE(3) :g[ﬁz 2.

Vysledek interpretujeme takto: vzroste¢io 1 % (z hodnoty = 3), vzroste/ 0 2 %.m
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2.8 CENOVA ELASTICITA POPTAVKY A NABIDKY

Elasticitu funkce zavedenou weuchozi kapitole fzeme aplikovat ke zkoumani
cenové elasticity poptavkyebo nabidky SniZzeni nebo zvySeni ceny totiz vede kesrgm
poptavaného respektive nabizeného mnozstvi zboZzi.

Nech’ poptavané mnozstvi jistého zbd@izavisi na jeho cenP. Cenovou elasticitu
poptavky kratceelasticita poptavkyprice elasticity of demandiefinujeme takto:

E( P) = —Ed_(?
QdpP

E(P) udava, o kolik procent se 2mi poptavané mnoZzstvi, jestlize se cen&rdno 1 %.

Znaménko minus ve vztahu (2.6) se zavadi protoygbledna elasticita byla kladiéslo.

(2.6)

Piiklad 2.11 Je dana funkce poptavk@(P)=80- 4P. Urtete elasticitu poptavky
obecré a pak v bod P =5.
Reseni:

Pouzijeme vztah (2.6 E(P) = ———
J (2.0R(F) QdP 80-4P

PAQ___ P g-_4P

Vysledek si peloZzime takto: kdyZ sefipcené P = 5 jednotek zvySi cena 0 1 %, pak se
poptavané mnozstvi snizi (mnoZzstvi sanfrobraces nez cena) o 1/3 procenm.

Podle hodnoty elasticity poptavkyiplané ce# P rozliSujeme poptavku:
« elastickou, je-liE(P) >1,
- jednotko¥ elastickou, je-liE(P) =1,
« neelastickou, je-lE(P) <1.
V piikladé vySe se jednalo o poptavku neelastickou. Obeatati, Ze s rostouci cenou
elasticita poptavky roste.
Cenova elasticita nabidkykratce elasticita nabidky(price elasticity of supp)y se
definuje podobéjako cenova elasticita poptavky:
E(P) :Ed—Q, (2.7)
QdpP
kde Q=P je funkce nabidky. Protoze funkce nabidky je rostca P a Q jsou
kladné, neobjevuje se ve vztahu (2.7) znaménko sninu
Nabidku @lime na elastickou, jednotkdwelastickou a neelastickou analogicky jako
poptavku. Podobfplati, Ze s rostouci cenou elasticita nabidkyerost

Piiklad 2.12 Je dana 'n-abidk@:O,SP2+120. Urcete elasticitu nabidk”y' obeg&n
a proP = 40. Déle ovite (napiklad n&rtkem), Ze funkcé&(P) je rostouci.

Reseni:
Elasticitu nabidky vyptteme ze vztahu (2.7):
E(P) = PdQ _ P P P

"QdP 0,5P+120 0,5+ 12

-31-



Ji7i Mazurek; Matematika v ekonomii

A0 ~1600_
0,5[40 + 120 920
Pti zvySeni ceny 0 1 % {pcens P = 40) se nabidka zvysi 0 1,74 %.

N&rtkem nebo pomoci prvni derivace (vizik®ad 3.1) lze snadno eékit, Ze funkce
2

0,5P? + 120

ProP = 40 dostavameE(40) =

E(P) = je rostoucim

2.9 ELASTICITA PRODUK CNi FUNKCE

Elasticita produéni funkce y= f(X) je definovana jako relativni zma produkce

ku relativni zn&né mnoZzstvi vyrobniho faktorux), a udava, o kolik procent se zvysi
produkce, jestlize se mnozstvi vyrobniho faktor#zino jedno procento:

E(x y) = -
y

Tento vztah je totoZzny se vztahem (2.5).

Priklad 2.13 Je dana produki funkce y = 3x°*, urtete elasticitu v bag[10, 300].

Reseni:

Nejprve vypdteme derivaci funkcey'=6x, dosadime za = 10: y'(10)= 6[10= 6(
Poté dosadime do (2.5(10,300)= 6@]3%: ‘

Jestlize se tedy zvétSi 0 1 % (z 10 na 10,1 jednotek)&t&i sey 0 2 % (z 300 na 306
jednotek). m

Podrobgrji se budeme produkimi funkcemi zabyvat v nasledujici kapitole
a v Kapitole 4.

2.10 PRODUK CNi FUNKCE , MEZNi A PR UMERNY PRODUKT PRACE

UvaZzujme produkci v kratkéntasovém intervalu, kdy tZeme zanedbat zmy
kapitalu. Pak je produkad®@ zavisla pouze na praci Q=Q(L).

Grafemproduk’ni funkcee produkeni kiivka.

Mezni produkt pracémarginal product of laboyrMP, je derivace funkce produkce
podle prace:

_dQ_
MR =22=Q(1) (2.8)

Mezni produkt prace udava, jak seilffizne) zmeni produkce fi dané pracL, pokud
se prace z4Si o 1 jednotku (jednoho pracovnika)lna 1.

Priklad 2.14 Je dana produke® =12L° - L*. Uréete mezni produkt pradéP, obecr
a proL = 2 respL = 8.

Reseni:

dQ

MP_ vyposteme ze vztahu (2.8MP. T 241 - 3%,

-32-



Jiri Mazurek; Matematika v ekonomii

Nyni dosadimé = 2: MP, (2) = 24[2- 312 = 48 12 3.

Nyni dosadimé& = 8: MP, (8) = 24[B- 31§ = 192 192

Vysledek MP_ = 36 interpretujeme tak, ZefipzvySeni prace 2 = 2 o 1 jednotku
nalL = 3 se piblizné zvySi produkce o 36 jednotek. Vysledel, = O interpretujeme
tak, Ze pi zvySeni prace £ = 8 o 1 jednotku n& = 9 se produkce nezmi (zvySeni
poctu pracovnik nevede k vysSi produkci). Funk€@ MP_. a AP_ jsou znazorény

v Obrazku 2.2m

ok
80
70
60|
50 MP_ = 24L - 312
40
30|
20+ AP =121 -2
10
Q=1212-3
I I I I I I I . -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 L

Obr. 2.2.

Na rozdil od kivky elasticity, ktera je stale rostouci, dochaXifivky produkce v jistém
bodu k poklesu aMP_. méni znaménko z kladného na zaporné. Tato sko se
charakterizuje jakazdkon klesajicich vynés Roste-li rktery ze vstup budou piristky
vystupu od jistého bodu klesat

Pramerny produkt prace AP (average product of labolrse vypdte jako podil
produkceQ a pracd.:

AP :% (2.9)
Lze ukazat, Ze v bédnaximaAP_ plati:
AP = MP (2.10)

Vztah (2.10) se nazyv@rincip maximalizace pimmeérného produktu praceV bocdk
maximaAP, se tedy kivky MP_ aAP_ protinaji, viz téZ Obrazek 2.2.

Priklad 2.15 DokaZte platnost vztahu (2.10).

Reseni:

Derivujeme (2.9) jako podiAR "= Q LL_ Q.

Déle necki AR’'= QL-Q =0, coz plati, pokud j&L-Q=0

L2
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Posledni rovnici upravime L=Q

Nyni si ukdomime, zeQ = MR a Q = AR [, a dosadime:

MP, L= AP [L.

Z posledniho vztahu po zkraceni nenulovym vyrakeptyne poZzadovana rovhos.

2.11 CELKOVY , PRUMERNY A MEZNIi P RIJEM , MAXIMALIZACE P RiJMU

Celkovy pijem TR (total revenug je sodinem mnozstvlQ a ceny za jednotku mnoZstvi

TR= QP (2.11)
V podminkach dokonalé konkurence je trzni céhaentnnda, v opaném gipad je
funkci poptavkyP = D(Q), a v tom pipact je celkovy gijem dan jako:
TR= QO Q (2.12)

Kiivka celkového Ejmu prochazi peatkem, a pokud je funkce poptavky linearni, ma
tvar paraboly, kde vrchol paraboly je maximem ce&w gFijmu.

Priklad 2.16. Najdkte maximum celkového ifjmu, je-li dana poptavka
D(Q) =60- Q.
Reseni:
Nejdiive vyjadime celkovy pijem: TR(Q = (60— 3Q)0Q= 60Q- 3G.
dTR(Q
———==60-6Q.
dQ X
V bodk extrému (v naSemifpact maxima) je prvni derivace rovna nula0—- 6Q = G,

odkud dostavameQ... =10. Celkovy gijem tedy bude maximalniTR,, = 300)
pro mnozstviQ = 10.m

FunkciTRderivujeme:

Pramerny prijem AR (average revenyge podil celkovéhoifljmu a mnozZstvi:

ar=TR9 (2.13)

Snadno Ize ukazat, Zegpnérny piijem se rovna poptavce:

AReTROQ _ DQOQ
Q Q

Mezni gijem MR(marginal revenugje definovan jako derivace celkovéhigjmu:

= XQ

mr=9TRQ (2.14)
dQ

Mezni @ijem vyjaduje (piblizng), jak se zmini celkovy gijem, jestlize se mnozstvi
Q zmeni o jednotku.
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Priklad 2.17. Celkovy gijem je TR(Q = -2Q +80Q. Urcete mezni fijem:

a) obecy,
b) proQ = 10.

Reseni:
a) MR(Q) :% = -40Q+80
b) MR(10) = 4C.

Vysledek ulohy b) mizeme interpretovat tak, ZéigvySeni mnozstvi o 1 (z 10 na 11),
se celkovy pijem zvySi (piblizn¢) o 40 jednotek. Pro Uplnostigsné zvySeni celkového

piijmu je 38 jednotek, nelfd’R(11) = 638 arR(10) = 600.=

a) pimeérny a mezni fijem obecs,
b) primérny a mezni fijem proQ = 10,
c¢) hodnotuQ, pro kterou jeTR maximalni.

Redeni:
a)AR(Q :y =-0,50Q+ 25
MR(Q =R = _q425

dQ
b) dosadime&) = 10:
AR(10)=-0,5110+ 25 2
MR(10)=-10+ 25= 1!
c) TR(Q =-Q+ 25, odkud snadno ziskdme maximdiR proQ = 25.m

2.12 CELKOVE , PRUMERNE A MEZNi NAKLADY , MINIMALIZACE NAKLAD U

Celkové néklady T@otal cosj jsou vSechny naklady nutné pro realiz&cjednotek.
Celkové néklady lze rozlozit neelkovévariabilni nakladyTVC (total variable cost a fixni
nakladyFC (fixed cosy:

TC(Q=TVG Q+ FC

Fixni naklady nezavisi na mnoZzstj zatimco variabilni nadklady ano.
Primerné nakladyAC (average costjsou podilem celkovych naklach mnozstviQ:

AC(O) :TCCgQ) _ Zc+ T(\?/C

Praimérné naklady mzeme opt rozlozit naprimerné fixni naklady(AFC) a prizmerné
variabilni naklady(AVC):

FC TVC(Q
AFC=—2, AVC(Q =
Q A9 Q
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Mezni ndkladyC (marginal cos}t jsou derivaci celkovych naklad

MC = dLC
dQ
Racionalni chovani firem fpdpoklada minimalizaci nékléd Princip minimalizace
primernych naklad se formuluje takto:

V bod? minima pamérnych naklad je AC = MC.
Obdobné tvrzeni plati i pro {mérné variabilni naklady:

V bod? minima pemeérnych variabilnich néklad je AVC = MC.

TVC, AC, AVC AFC aMC.

Reseni:

Fixni naklady jsou t&ast funkceTC(Q) , ktera nezavisi n@, tedy 50: FC =50.
Zbylé naklady zaviseji nQ, a jsou tedy variabilni (prognlivé):
TVC(Q=2Q-5G + g.

Praimérné celkové naklady jsotAC(Q) = TC(Q _ 50

=—+2-5Q+ Q.
Q
Primérné variabilni nakladyAVC(Q =2-5Q+ @

Pramérné fixni naklady: AFC(Q) :%) :

Mezni naklady:MC(Q) =2-10Q+ 3Q .

Muzeme si vSimnout, Ze fomérné fixni naklady se s rostoucim mnoZzstvghnzmensuji
(v limité k nule). Funkcél C a TVC byvaji v ekonomii obvykle kubické AFC mé tvar
hyperboly, kivka MC protina kivky AC a AVCv jejich minimech (viz naip Obr. 2.2).

Priklad 2.20. Jsou dany celkové nakladyC(Q) =54-6Q+ . Minimalizujte
pramérné naklady.

Reseni:
TC(Q _54-6Q+ G _ 54
Q Q Q

K ur¢eni minima funkciAC derivujeme: AC(Q) = —§+2Q, a najdeme nulové body

Vyjadiime paimérné naklady:AC(Q) = -6+ Q.

prvni derivace (body pod&dé z extrému): AC(Q):—§+2Q:O, odkud je

% =2Q a nakoned =3. ProQ = 3 jsou ptmérné nakladyAC minimalni a rovny 21.
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Priklad 2.21 Owite, Ze pro celkové naklady tguchoziho fikladu plati princip
minimalizace pimérnych néklad.

Reseni:
Mame owfit, Ze v bod minima pamérnych naklad je AC = MC.
54

Vyjadiime AC a dosadim = 3: AC(3) =3 6+ 3 = 3C.
Vypoéteme mezni nakladyMC(Q) = -6+ 3Q°

A dosadime ddIC zaQ = 3: MC(3) = -6+ 3(3 = 3(.
Plati tedy, Z&AC=MC. m

2.13ZISK, MAXIMALIZACE ZISKU

Zisk PR(profit) se vypdte jako rozdil celkovéhoippmu a celkovych néklad
PRQ) =TRQ) -TC(Q)

Bod, v rimz se vyrovnaji celkovérfpmy a celkové naklady (a zisk je tedy nulovy), se
nazyvaji body zvratu Geometricky Ize najit body zvratu jakoupeiiky kiivek TR a TC,
vypoctem pak jakdeSeni rovnice:

PR=TR-TC=0

Racionalnim chovanim firem jmaximalizovat ziskMaximalni zisk Ize ufit z funkce
PR(Q) pomoci prvni (druhé) derivace, nebo ponpraficipu maximalizace zisku

V bod maxima zisku j@MR = MC..

V maximu tedy plati, Ze meznfifem je roven meznim nakléaoh.

Piiklad 2.22 Jsou dany celkové nakladfC(Q)=Q?+5Q+ 4 celkové fijmy
TR(Q) = 45Q - Q2. Urcete:

a) maximum zisku,

b) owite, Ze v bod maxima je MR = MC.

Reseni:

a) Vyjadime funkci zisku:

PR(Q) =TR(Q) -TC(Q) =45Q-Q* - (Q* +5Q +4) = -2Q* + 40Q - 4.

Pomoci prvni derivace najdeme ,bod pagdz z extrému*: PR(Q) =-4Q+40=0,
odkud dostavamé® = 10. Pomoci druhé derivace (ktera vyjde zagoavéiime, Ze se
jedna skuténé¢ o maximum. Maximalni zisk ma hodnotBR(L0) =196.

b) Vypocteme mezni fljiem a mezni néklady:

MR(Q) =45-2Q

MC(Q) =2Q+5

Nyni do obou meznich véln dosadime = 10:

MR(@0) =45-20=25
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MC(Q)=20+5=25
Tim jsme danou rovnost &kili. =

Priklad 2.23 Urcete maximalni zisk firmy, jestlize celkovéijmy jsou popsany funkci
TR=200Q- 4Ca celkové naklady funkciR=100+ 0, 27 .

Reseni:

Zisk firmy:

PR(IQ=TR Q- TC ®=200 @ 40- (106+ 0,28 ¥- 0,20+ 2000 1«

Nyni budeme hledat maximum této funkce pomoci pdemivace:

PR(Q =-0,4Q+ 20C

V maximu (minimu) je prvni derivace nulova:0,4Q+ 200= (, a tedyQ = 500.
Pomoci druhé derivace, ktera je zaporna (-0,43fime, Ze se jedna skudte

0 maximum. Firma dosahne maximalniho zisku, pokyrdhi 500 ks daného vyrobku,
a tento zisk je 49 860 p&michjednotek (nafiklad korun).m

2.14 JINE ULOHY NA MAXIMUM A MINIMUM FUNKCE

Maximum (minimum) funkce nemusime hledat jen u ekortkych funkci, ale také
v mnoha situacich z giného Zivota“. Dva takové&iklady jsoureSeny nize.

Piiklad 2.24 Zahradké& ma k dispozici 120 melrpletiva a chce oplotit pozemek
ve tvaru obdélnika gpadreé ctverce) tak, aby # maximalni rozlohu. Najte tvar
pozemku tak, aby &h maximalni plochu.

ReSeni:

Obvod pozemku je 120 m. Ozmae jednu stranu (délku) pozemkua druhou stranu
(8itku) y. Obdélnik ma tedy obvoal= 120 = X + 2y, a odtud ziskdmg = 60 —x. Plocha
Sobdélnika: S= xOy= ¥[60- ¥ =60x X. Sje tedy funkcix, maximum najdeme
derivaciS podlex: S=60- 2x.

V maximu je prvni derivace nulova, a tedy 30 m. Proy dostavamey = 60 —x = 30
m. Pozemek bude mit maximalni plochu, pokud buabtkercovy se stranou 30 m,
a maximalni plocha bude 900’m

Jest bychom ndli ov¢iit, Ze nalezeny extrém je skd@ maximum. Vypdéteme

druhou derivaci S:S"=-2< 0, a jde tedy opravdu 0 maximum.

Piiklad 2.25 Urcete rozndry bazénu setvercovym dnem tak, aby plocha dl&&d
jeho stn a dna byla minimalni. Bazén méa mit objem 64 m

ReSeni:

Ozname stranu bazénu jako a jeho hloubkuy. Objem bazénw/ vypoiteme jako
plochu dna krat vy3ku (hloubku) = SOv= X Oy=64. Plocha$S k vydlazdni zahrnuje
4 seny (kazda ma plochig,, . = x0y) a dno §,,= ¥): S=4x0y+ X. Mame tedy najit
minimum S za podminky Ze’ [y = 64.
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Vyjadiimey ze vztahu pr&/: y :%, a dosadime d8:

S=4 B%+ X :2—56+ ¥. Nyni uz nizeme derivova$ podlex:

_ 3
__@ 2 _—256: X prvni derivace’ je rovna nula, kdyz je roven nulgtatel:
x X

-256+ 2 =0, a odtud x=3%128=5,0m. Pro hloubku bazénuy mame:
_64__64
x* 3128

derivaceSje prox = 5,04 kladna (zkuste si sami.

=2,54m. Pro o¥feni, Ze se jedna o minimum, dtaikazat, Ze druha

ULOHY K PROCVICENI

1. Derivujte:

a) y=1l+x+ X+ X+ %X
[ Y=1+2x+ 3% + 4X]

b) y=24x> - 3x + 8x- 4
[y=120X" - 6x+ §]

C) y—1+_1+_1
x X X
[y=—1_2_3,
y X X X
d)y:\/;+§/;<+{‘/_x+3—\/;
X
[y= 1 + 1 + 1 4 1 ]
20x 3 4 6
_3 .3 4
e)y—F 2 X+4x3
,__12_ 2 e 3
[y= N 3\ 4X7]

f) y=2In x+5sinx— cosx+ €

[y= E+5cosx+ sinx+ €]

g) y= 3X+2Iogx+\/

[y=3"0On3+ +

xIn10 3 X2

h) y = 4tgx— cot gx

4 1
+

Ly= cog x sirf x]
i) y=2arctgx+5arcsin x
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[y=—2 +_ > ]
1+x* J1-x

2. Derivujte sotiin funkci:
a) y=xE&
[y=(x+1) €]
b) y=(x+1) &
[y’:(x2 +2x+1) €]
c) y=x0n x
[V=3%Inx+ ¥]
d) y=(% +4) Binx
[y'=2xsinx+( % + 4) cosx]
e) y = X° [arctgx

X2
1+ X

[ Y= 2x[arctgx+ ]

3. Derivujte podil funkci:

a)y:2x2—3x+1

X

2x* -1
[y= v ]
X
)yzl—
n X

., Inx-1
[y_ |n2X]
X -1
)y_x2+1
, 4x

[Y=""F—77]
(x* +1)

d) :sinx
COSX
[y= L
cos X

e) :ex+3
; 3
[y:—g]

4. Derivujte sloZzené funkce:

a) y=+x +4x
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[y—m]

b) y =1In(4x+1)
., 4
[y= 4x+1]
c) y =3sin’ (2x+ 3)
[ Y=12sin(2+ 3)cos(&+

d) y - e1—sinx
[y=-€""[tosX]
e)y= (x2 + 2)6
[y= 12x( X + 2)5]
-5
hy= (2x+ 4)°
30
Ly= (2x+4)“]
g) y=tg°4x
. 12tg® 4x
Ly= cos 4><]
h) y=In"
[y= 2nx|n2”'1 X ]
X

5. Derivujte (pomoci logaritmické derivace):

a) y=x"
[y= 2InxD€nX]
X

b) y = (sinx)"*

[y=(sin x)InX [ﬁln SINX 4+ InxCtot ng]
X

Jiri Mazurek; Matematika v ekonomii

6. Je dana funkog= x*-3x°. Vyjadrete jeji diferencial (obe&h Spdtste prirastek

(Ubytek) této funkce v ba@dk = 4 proAx =0, 2.

[df = (3% - 6x)dx, df =4,8]

. ] 1
7. Urtete Maclaurinovuradu (zvolten = 3, tedy prvni 4¢leny) funkcey:T1
X

Porovnejte hodnotu této funkce s hodnotou jeji Machovyiady v bo@d x = 0,5. Jak

dobra je tato aproximace?
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12
[Ts(f,O,X)—l ﬁx+§

dostdvamd = 0,625. Rozdil tedyini pouze 0,042.].

)5—§6'x°’:1— x+ X— X, prox = 0,5 jey = 2/3, zitady

8. Zapiste Tayloroviiadu funkcey = € v bock a = 3.
e’ e 2
[T(e,3, %)= é‘+i( )(_3)+§( x 3 +..]

9. Vypostéte elasticitu funkcey = 2X° v bodkt x = 2.

[E(x)z%,E@):s]

10. Je dana poptavka =90- 3P. Urcete:

a) elasticitu poptavky obeén

b) elasticitu poptavky prd® = 10,P = 15 aP = 20, rozhodéte, zda je poptavka
pii téchto hodnotach elastickd, jednotkalasticka nebo neelasticka.

c) n&rtnéte kiivku poptéavky i Kivku elasticity.

[a) E(P) :30%, b) E(lO):%, neelasticka; E(15)=1, jednotko¢ elasticka;
E(20)= 2, elasticka.]

11. Je dana nabidka = P* + 2P. Urdete:

a) elasticitu nabidky obeé&n

b) elasticitu nabidky pr® = 5,P = 15 aP = 30, rozhod#te, zda je nabidkatiptéchto
hodnotach elasticka, jednotkoglasticka nebo neelasticka.

c) n&rtnéte kiivku nabidky i Kivku elasticity.

2P+ 2 12 32 31
a) E(PP=———, b) E(B)=—, elastickd; E(15)=—, elasticka; E(30)=—,
[a) E(P) 512 ) ()7 ()17 ()16

elastickd.]

12. Je dana poptavka(Q) =100-5Q. Najdkte TR MR aAR
[TR(Q =100Q- 5@, MR(Q =100-10Q, TR(Q =100- 5Q]

13. Je dan celkovyiflem TR(Q =-5Q+ G -2 3. Urtete: a)MR a AR b) body,
v nichzZMR = AR
[a) MR(Q) =-5+2Q-6F, ARQ=-5+ Q-2JF,b)Q=0aQ = 1/4.]

14. Jsou dany celkové nakladyC(Q) =60+ 3Q- 9F + 2. Urtete FC, TVC, AC,
AVC, AFC aMC.
[FC=60,TC(Q =3Q-9QF + 2@

,AC:%)+3_9Q+ 2GF, AVC = 3-9Q+ ZG,AFCZ%),MC:3—18Q+ 6]
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15. Jsou dany celkové nakladyC(Q) =32-2Q+ 2Q. Minimalizujte phmeérné
naklady.
[Minimum AC nastava pr@ = 2]

16. Jsou dany celkové nakladyTC(Q =8Q+12 a celkové Hjmy
TR(Q =-2F +22Q. Najckte: a) body zvratu, b) hodnotQ, pro kterou je zisk
maximalni.

[@)Q=1aQ =6, b)Q=3,5]

17. Urkete maximalni zisk firmy, jestlize celkovéijmy jsou popsany funkclfR(Q) =

150Q — 80 a naklady funkaiC(Q) = 120 + 0,8>
[Q = 250]
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3 PRUBEH FUNKCE

Urcit pribeh funkceznamend uit vSechny dlezité vlastnosti dané funkce, mezizn
pati definicni obor, monoténnost, extrémy, konvexnost, konk&tnapod. K ufeni €chto
vlastnosti vyuzivameipdevsim prvni a druhé derivace.

3.1 MONOTONNOST FUNKCE, EXTREMY , KONKAVNOST A KONVEXNOST

Pro ilustraci vztahu mezi monotonnosti a prvni \ceri se nejprve zabyvejme funkci
y=x. Tato funkce je rostouci na interval,»), klesajici na intervalu-«,0), ma

minimum v bod x = 0, a je na celém defitriim oboru konvexni.
Derivace této funkce jey'=2x a vime, Ze se rovna $mici tecny k dané kvce,

v tomto gipact parabole. Pra z intervalu(O,oo) , kde je funkcey = ¥* rostouci, je derivace

y'=2x kladna. Prox z intervalu(—oo,O), kde je funkcey = X* klesajici, je derivacey/=2x
zaporna. Pra = 0 nastava extrém (minimum).

Pozorovani vyse jeidledkem obeatjSiho tvrzeni:

« Nech’ ma funkcey= f(X) v kazdém bo&x z intervalu(a, b) kladnouderivaci, pak

je na tomto intervaluostouci

« Nech ma funkcey = f(X) v kazdém bog&x z intervalu(a, b) zapornouderivaci, pak
je na tomto intervalklesajici

« Je-li vbo@d x = a maximum nebo minimum funkce, a prvni derivace mttw bod
existuje, pak jg¢’(a) =0.

Posledni tvrzeni je oSidné v tom, Ze @patvrzeni neplati: je-li véjiakém bod prvni
derivace nulova, jeStto nemusi byt extrém! Be se jednat o tzunflexni (sedlovy)bod
Tato situace je ukdzana na Obrazku 3.1., kde jefgrkcey = X°. V bodt x = 0 je prvni

derivace (/' =3x°) nulova, ale jedna se o sedlo funkce.

Body, pro které plati, Ze je v nich prvni derivaadova, se oznauji jako stacionarni
body, nebo téz ,body podéezlé z extrému*“. Mezi nimi pak hledame maxima a maui

Funkce niiZze mit extrém jestv bodech, v nichZz prvni derivace neexistuje a takeé
v krajnich bodech defithiho oboru. Typickym fikladem prvié jmenovaného ifjpadu je

funkce y=|¥, jejiz graf je na Obrazku 3.2. Tato funkce ma mimin v bod x = 0, ale
v tomto bod derivace neexistuje, nebhdana funkce max =0 ,hrot".
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¥

= ¥

A

Obr. 3.1. Graf funkcy = X2

A

Obr. 3.2. Graf funkcd = | XI

Funkce jekonvexni jestlize téna ke grafu funkce leZzi vzdy pod grafem funkce.
Piikladem niize byt funkcey = x* (mnemotechnicka poicka: X° je konveXni). V op&ném
piipack je funkcekonkavni Je& jinak: konvexni funkce ma tvar ,udoli“, zatimcorka@vni
tvar ,kopce*, viz Obr 3.3Inflexni bodje bod, v 8mZ se konkavnost &ni v konvexnost nebo
naopak, a t#na grechazi z jedné strany grafu na druhou.

+ Nectt ma funkce y= f(X) vkazdém bo# x zintervalu (a,b) kladnou druhou
derivaci, pak je na tomto intervakonvexni

»  Nectt ma funkce y= f(x) vkazdém bo# x z intervalu (a,b) zapornoudruhou
derivaci, pak je na tomto intervakonkavni
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konkavn( konvexni

A
v

v
Obr. 3.3. Konkavni a konvexni funkce

Muzeme si vSimnout, Ze v okoli maxima je funkce kamkazatimco v okoli minima je

funkce konvexni. Pomoci druhé derivace tedyzeme rozhodnout, zda dany stacionarni bod
je maximem nebo minimem funkce:

Necht’ je v bod x=a f’(a) =0 a navicf”(a) >0, pak je vx = a lokalni minimum.
Necht’ je vbod x=a f’(a) =0 a navicf”(a) <0, pak je vx = a lokalni maximum.
Pokud je vbod x =a f’(a)=0 a navic f”(a) =0, neumime podle druhé derivace
rozhodnout, zda se jedna o extrém nebo inflexni bod

_____ o

————je rostouci funkce
0,5P% + 120

Priklad 3.1. Dokazte, Ze cenova elasticE@P) =

pro kladné hodnotf.
ReSeni:
2P(0,5P? + 120)- P* [P
2
(0.5P* +129

Funkci derivujeme jako podiE(P) =

240P
(0,52 +120°
Protoze jeP kladné P je cena, a ta je vZzdy kladna), jg'(P) kladné.m

A upravime:E'(P) =

Priklad 3.2. Urcete extrémy funkce:
a) y=x-6x

b) y=x-4x

c)y=¢€+1

Reseni:

a) Funkci derivujemey'=2x-6.
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Najdeme nulové body prvni derivacg/=2x-6=0, a tedyx = 3. Pomoci druhé
derivace owiime, Ze se jednd o minimum.

b) y=x-4x

Funkci derivujeme:y'= 3x* - 8x= x(3x- 8).

Najdeme nulové body prvni derivaces =0, x,=8/3. Pomoci druhé derivace
owetime, ze v bod x, =0 je maximum a v batl x, =8/3 minimum dané funkce.

c) y=€+1

Funkci derivujeme:y = €. Nulové body prvni derivace vSak neexistugl (je vzdy
kladné), a proto dana funkce nema Zzadny extmm.

Piiklad 3.3 Uréete hodnotu pracel, pro kterou dosahuje funkce produkce
Q =121% - L® svého maxima.

Reseni:

V maximu funkce plati, Zze prvni derivace je nuloM@anou produéni funkci
derivujeme:

Q=24L-3°

A poloZime rovnu nule:

24L-3°=3.(8-L)=C

Odtud mame dva nulové body prvni derivace (bodyeg@ié z extrému):
LL=0al,=8.

Pomoci druhé derivaceQ('=24-6L) owvéiime, Ze bodL = 0 je bodem minima
produkéni funkce (protoze)’(0) = 24> 0), zatimco druhy bod = 8 je bodem maxima
(protozeQ " (8) =-24< Q).

ProL = 8 dosahne produkce svého maxigha 256 jednotekm

ASYMPTOTY FUNKCE

Asymptotami funkcey = f(X) nazyvame fimky, pro které plati, Ze jejich vzdalenost

od grafu funkce se pmjdouci do nekonma blizi nule. Redstavu 0 asymptotach siizeme

vytvorit na pikladu grafu funkcey :i. Vidime, Ze hodnoty této funkce se v nekaneblizi

k osex, ktera je tedy vodorovnou asymptotou dané funkcearové pro x jdouci k nule se
hodnoty funkce blizi do plus (minus) nekdn&, a tedy osgje svislou asymptotou.

Asymptoty existuji svislé, vodorovné a Sikmé. Smishsymptotu wime z definéniho

oboru. Je-li dana funkce nidklad y:il, pak x#1 a pra¢¥ piimka x = 1 je svislou
X_

asymptotou dané funkce. Vodorovnou asymptotu lzeapavat za specialnitipad Sikmé
asymptoty (srérnice je nulova).

Sikma asymptota ma obecnou rovnici stejnou jakedini funkce (je to ffimkal),

tedyy = ax+ b. Koeficientya ab se vyp@tou pomoci nasledujicich limit:

a=Ilim @ resp.a= lim ) (3.1)

X—too Y X——0 Y
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b=lim[f(XY-a, resp.b:xllnjm[ f(%) - a (3.2)

X — +oo

Vypocet asymptot funkce je ilustrovan v nasledujici kalpivnované piibé¢hu funkce

PosTuP PRI URCOVANI PRUBEHU FUNKCE

Pri urcovani piibéhu funkce obvykle postupujeme podle nasledujicouegn

1. D(f), sudost, lichost, periothost.

2. Limity (jednostranné) v bodech nespojitosti mevlastnich bodech.
3. Piisetiky s osamki ay, znaménka funinich hodnot.

4. Prvni derivace, jeji nulové body.

5. Lokalni extrémy a intervaly monotonnosti.

6. Druh& derivace a jeji nulové body.

7. Inflexni body, konk&vnost, konvexnost.

8. Asymptoty.

9. Omezenost funkceéi(f).

10. Graf funkce.

VySetovani pfibehu funkce si ukdZzeme nakolika piikladech.

Priklad 3.4. Urcete piibeh funkcef: y=x*-6x + 9x.

ReSeni:

1. Protozd je mocninng, je O) = R. (Ripominame, Ze defitihi obor neni roven R jen
u funkci obsahujicich neznamou ve jmenovateli, pmtinocninou, v logaritmu,
a u funkci arcsin a arccos. Dana funkce ngplat Zadné zmimé kategorie).

Owvétime sudost funkce: musi platit rovnos{x) = f(—X) pro vSechnx z defininiho

oboru, a tedy:
x> —6X° +9x= (- X° - 6(- X )+ 9 X),

coZ upravime taktox’ —6x° +9x=—x—6X - 9x.
Vidime, Ze prava strana se nerovna levé (nejsguéstmaménka), funkce suda neni.
Podobr ovéiime lichost funkce: musi platit (x) = — f (=) pro vSechna z defintniho

oboru, coz znamena, Ze vSechigny na levé a pravé stramovnice musi mit ogmé
znaménko. Vyuzijeme vysledek repleSlého odstavce:

x> —6x°+9x=—xX—6xX— 9.

Clen u & nema op&né znaménko, proto funkce neni licha.

Periodicka funkcé neni, periodické jsou pouze goniometrické funkce.

2. Body nespoijitosti funkce nema, proto &eme limity pouze v nevlastnich bodech,
tedy v +oo:

lim x> =6x* +9x=+00, lim x> -6X* +9x=—o0

P vypoctu tchto limit jsem vyuZili faktu, Ze o vysledku rozhoal nej¢tsi ¢len, tedy
X3, ktery prox rostouci do plus nekotiea roste rové¥ do plus nekonma, zatimco
u druhé limity prax jdouci do minus nekotiea jex® zaporné.

3. Piis&tiky grafu funkce s osanx ay uréujeme tak, Ze nejprve polozime= 0,
a dop@itame z pedpisu funkcey (tim ucime piase&ik s osowy), a pak poloZzimg = 0
a dop@itamex (pras&ik s 0SoWw):
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X = 0: dosazenim vyjde okam&ig = 0. Mame tedy prvni gseik P, [0,0]. Graf funkce
prochazi pdatkem soustavy seéadnic.

y = 0: dosazenim ziskame rovni¢etiho stupd 0= x’-6x*+9x, kterou musime
vyieSit. Nejprve vytknemg a upravime:

0=x(X - 6x+9)= X x- 3)2

Z posledniho tvaru rovnice obdrZimei&ny: x, =0 a x,,=3. NaSli jsme tedy
prasetiky s osoux: P, [0,0] aPs [3,0]. AvSak plisetiky P1 aP, splyvaji. Mame tedy jen
dva ttizné piaseiiky. Jak uvidime vzafti, bod P; [3,0] nebude prsetikem, ale pouze
dotykovym bodem grafu funkce a osy

JeSt musime Wit znaménka funénich hodnot pro zadanou funkci: nulové body
x=0a x=3 naneseme n&selnou osu, ktera se tim ra@fidna i intervaly. Z kazdého
intervalu vybereme jedno libovolné&slo, pomoci kterého zjistime znaménko dané
funkce:

Vintervalu (-,0) vybereme najklad x=-10, dosadime do fpdpisu funkce
y=x-6xX+9x= { x3°a vyjde zaporna hodnota (-1690). Nad inter{a,0)
napiSeme znaménko “—“. U interial0, 3) a (3,») zjistime znaménko “+“. Nizeme
tak Wwinit zawr, ze pro kladn nabyva dana funkce kladnych hodnot, pro zaparjea
funkce zdporna a pmo= 0 je roviZ y = 0. Proto musi byt boBj3 [3,0] dotykovy bod,
a ne paseiik.

4. Prvni derivace funkde y'=3x* -12x+ 9.

Nulové body prvni derivace, coZ jsou ,body pa@éz z extrému®, najdemieSenim
kvadratické rovnice0=3x*-12x+ 9 x =1 a x, =3 (feime pomoci diskriminantu

nebo rozkladem na stin korenovychginitelti: 0=3x* - 12x+ 9= I x- }( x- 3.
5. Body x, =1 a x, =3 naneseme naiselnou osugimz ziskameit intervaly (bez

nulovych bod): (-,1), (1,3) a (3,»), viz Obr. 3.4. Nyni rozhodneme o0 znaménku
prvni derivace v kazdém intervalu tak, Ze zvolint®\volné ¢islo z daného intervalu

a dosadime ho do 1. derivace. PostuphdrZzime znaménka “+" “-* a “+“. Vime, Ze
pokud je prvni derivace wjakém intervalu kladna, pak je dana funkce na tomto
intervalu rostouci. Proto nad intervaly se znaménKe“ nacrtneme Sipku sirem
vzhiru. Obdobg nad intervaly se znaménkem “—"“dmmeme Sipku sirem dofi, coz
symbolizuje, Ze dana funkce na tomto intervalu&lesz Obr. 3.4.

1 3

Obr. 3.4. Znaménka prvni derivace.

Z ,Sipkového" schématu okaméitvidime, Ze v bodl x=1 ma funkce maximum,
zatimco v bod x =3 je minimum. DalSi extrémy funkce nema.

Pro monotonnost plati:

Pro x[(1, 3) je funkce klesajici,

Pro x[J(—c0,1)[J (1,0) je funkce rostouci.
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6. Druha derivacey = 6x—12, nulovy bod druhé derivacec=2.

7. Nulovy bod druhé derivace, tedy=2, mare byt inflexnim bodem dané funkce,
pokud se v &m meni konvexnost na konkavnost nebo obr&cefo owiime pomoci
znaménka druhé derivace: ®é&elné ose aft vyzna&ime nulovy bod x =2, ¢imz
dostaneme dva intervaly—o,2) a (2,»), viz Obr. 3.5. V prvnim intervalu zvolime
napgiklad x=0, druha derivace vyjde zaporna (-12). Nad intexapiSeme “—*.
U druhého intervalu zvolime n&klad x =10, druh& derivace vyjde kladn& (+48). Nad
interval zapiSeme “+“. ProtoZe v bbbk =2 se néni znaménko druhé derivace, je tento
bod inflexnim bodem. V intervalu (-, 2) je funkce konkavni, v intervaly2,o)

konvexni (podivejte se na graf této funkce nize!).

[N\

2

Obr. 3.5. Znaménka druhé derivace.

8. Asymptoty:
Svislou asymptotu dfme z definkniho oboru: protoZze DX = R, svisld asymptota
neexistuje.

Sikmou asymptotu vypteme ze vztah (3.1) a (3.2). ProtoZze je danéa funkce spojita,
stati vypagitat limity do plus nekonma. V naSemippadt obdrzime:

a=lim T < iy XZOXHOX_y, (¥ -6 x+9) = +oo.

X— too X X—too X X— £00

Pokud nam vyjde koeficiers nebob nekonény, znamena to, Ze Sikma& asymptota
neexistuje. Koeficienth uz nemusime gidtat.
9. Funkce neni omezena,ld(f) =R.

10. Graf viz Obrazek 3.6a

Poznamka: graf funkce je lepsi kreslit fioézne. Vzdy, kdyz o funkci &co zjistime (nafiklad polohu
lokalniho maxima), je vhodné si tento fakt zaktedi grafu, nebitak ziskame lepSitpdstavu o dané funkci jiz
béhem ugovani pfibéhu funkce.
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y=x3-6x2 + O

A
o J

2

Priklad 3.5. Urcete pfibéh funkcey = X 1
X_

Reseni:
1. Z&neme defininim oborem: jsou to vSechna reali&sla bez 1 (nulovy bod
jmenovatele), coz zapisemB(f) JR-{1}, nebo jednoduse = 1.

Owvéiime sudost:f (X) = f(—X)
2 2
X, X
x-1 -x-1
Funkce tedy suda neni.
Owetime lichost:
f(x)=—-1(-%
2 2
X 4 X
x—-1 -x-1
Funkce neni ani licha.
Dale funkce neni periodickd, nebperiodické jsou pouze goniometrické funkce.

2. Vypccteme limitu v bod nespojitosti, a to limitu zleva i zprava:

2 2
. X .
lim =400 , lim = —00
x-1+ x—1 x-1-x—1
Vypocteme limity v nevlastnich bodech:
2 2
lim =400, lim =—00
X — +00 X_l xﬂ—oox_l

3. Piisetiky funkce s osamt ay:

Pris&ik s osow najdeme tak, Ze poloZzinxe= 0: y = 0 1: 0.
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2

Pris&ik s osow najdeme tak, Ze polozinye= 0: 0= atedyx = 0.

Oba pise&iiky splyvaji, funkce prochazi patkem soustavy seadnic.

Kladnost/zapornost funkce: ze zadani jejmé, ze pokud zvolime&>1, bude funkce
kladna, a prox<1 zaporna.

4. Prvni derivace:

y= X ZXEQX—l)— NG O x*-2x
x-1 (x-1)° (x-1°

Nulové body prvni derivace:

. X2 =2x
y_

(x—1)2 =0 pro x, =0 a x, =2. Tyto body jsou stacionarni (podel& z extrému).
5. K ugeni, o jaké body jde, nAm pd#e monotdénnost (nebo 2. derivace, viz dalsi bod
postupu). Vyneseme oba body=0 a x, =2 naciselnou osu a dime monotonnost

prvni derivace v kazdém z# tntervali. Vybereme libovolné€islo z pravého intervalu,
napiklad 10, a dosadime ho do prvni derivace. Vyjdéo kladné (80/81), nad interval
nakreslime ,+“. Podobhurcime dalSi dé znaménka. Nad interval se znaménkem ,+*
nakreslime Sipku nahoru, ktera znamzge, Ze zde funkce roste. Nad interval se
znaménkem ,—* nakreslime Sipku dpktera znazatuje, Ze zde funkce klesa. Nyni je
uz jasné, ze v beédx, =0 je maximum, protoze do tohoto bodu funkce rosteldbré

v bocE x, =2 je minimum.

Monoténnost funkce:

Pro x0(-c0,0) 0(2,0) je funkce rostouc,

Pro x0(0,1) 0(13 je funkce klesajici.

6. Druhd derivace:

G L e e [ s T

y = 4 = 3
(x-1) (x-1)

7. Nulovy bod druhé derivace:= 1.

Pro x(-e,1) je funkce konkavni,

Pro xO(1,) je funkce konvexni.
Funkce nema inflexni bod (bod= 1 je bodem nespojitosti funkce).

8. Svislou asymptotu time z definkniho oboru: protoZzex#1, dostavame svislou
asymptotux = 1.
Sikmou asymptotu vygdeme ze vztain(3.1) a (3.2):

2

X
. f . 1 . X2
a=lim 109 _ lim X=1=|m —2 =1
X—tw Y X-x0 Y X— *00 X[q X—l)

NG X=X+ X X
- x|=lim ——— "=|im — =1,
x-1 xoro xX=1 oo X=1

b= lim [ f(x - aq=lim

X - oo X— +0o
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Sikma asymptota ma tedy rovnigi= x+1.
9. Obor hodnotH (f) = (- «,0) 0 (4,%0)

10. Graf funkce je na Obrazku 3.

y &

o J

Obr. 3.7. Graf funkcey =

x-1

XZ

Priklad 3.6. Urcete pfibéh funkcey =—

< "

Reseni:
1. Definini obor: protoZe ve jmenovateli néae byt O pro zadné x, 2(f) =R.
: _ X2 (=x)" _ %2 - . . :
Sudost a lichost:f (x) =—, f(-X)=-——=—. Odtud vidime, Ze oba vyrazy si
e e

nejsou rovny ani se nelisSi o znaménko, proto dankde neni ani licha, ani suda.
PeriodEnost: periodické jsou pouze goniometrické funkce.

2. Body nespojitosti nejsou, limity funkce v nevtdsh bodech:
2

. X . - Lo . o
lim—=0 (protoZze jmenovatel roste rychleji ne&itatel, také je mozné pouzit

X 400 ex

L"Hospitalovo pravidlo)
2

X . , , : .
lim — =+ (protoZe pro zapornéseclen € posune daitatele a jeho hodnota roste

X -0 @%

do nekonéna)

3. Prisetiky:

x=0:y=0— P;,[0,0].

y=0:x=0— P,[0,0].

Oba pfisgiky splyvaji. Jak uvidime dale, tentoupeiik je ve skuténosti pouze
dotykovym bodem osx.
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Znaménka funénich hodnot: protoZe? i € jsou pro vdechna krome O kladné, je
i dana funkce vSude kladna s vyjimkeu= 0, kde je rovna 0. Tento vyjirtiey bod je
zmininym dotykovym boder®. Graf funkce tedy bude leZet vSude nad (na) asou
4. Prvni derivace (derivujeme jako podil):

y= 2x- X _ X(2- X
e %)
Nulové body prvni derivace: zlomek je roven nuldyx je ¢itatel roven nule, a tedy:
X(2-x)=0
Odtudx, =0 a x,=2.
5. Vyneseme ,podéelé® body x, =0 a x, =2 na ciselnou osu (nakreslete sil)
a znaménkovou metodou zjistime monotonnost:
funkce je rostouci pracJ(0, 2)

funkce je klesajici procd (-0, 0) O (2,0).
Z monotonnosti (nakreslete si Sipky) odvodime awiré

Maximum: [Ziz}
e

Minimum: [0,0]
x> —4x+2

X

6. Druha derivacey =

Nulové body druhé derivace vyfteme z rovnicex’ —4x+ 2= 0 (¢itatel zlomku musi
byt 0):

xl:2—\/§ axl:2+\/§.

7. Vyneseme oba body = 2-J2 a X = 2++/2 na &iselnou osu (nakreslete si!)

a znaménkovou metodou rozhodneme o kladnosti @denkce konvexni) respektive
zapornosti (zde je funkce konkavni) druhé derivace:

Konvexni je funkce prokd (—oo, 2—\/_2) [ ( 2+\/_2,00)
Konkavni prox (2—\/5, 2+ \/_2) .

Body x, = 2-J2 a X = 2+/2 jsou inflexni body.
8. Asymptoty: svisld asymptota neexistuje, Sikmargsota:

XZ X2
e . X e . X
a=Ilim-==Ilim —=0 resp. a=lim = =|im — =+
X — +00 X xa+ooeX X — —00 X x_.—ooé<
X x?
b=lim| —-0x|=0, resp.b=lim | ——-0x|=+0c
X—to| @ X — —00 ex

Nekon&né hodnoty vSak nemaji smysl, proto maae b = 0. Rovnice (vodorovné)
asymptoty tedy jey = 0. Asymptotou je tedy osa(v kladném sréru).
9. Funkce je omezend zdold,( f) =(0,).

10. Graf funkce viz Obrazek 3.4.
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A
v

X
Obr. 3.8. Graf funkcey = —

<"

3.4 EKONOMICKE APLIKACE : EXTREMY FUNKCE P RiJM U, NAKLAD U A ZISKU

Znalost ptibchu funkce (produdni, prijma, nékladi, zisku, apod.) je v ekonomii
uzitetna @i hledani maxima produkcefipnt a zisku, nebo naopak kdaeni minima naklail

Zvlastnosti ekonomickych funkci je, Zze ekonomicladidiny, jako je napiklad cena,
prace, kapital, mnozstvi apod., obvykle nemohouzyorné, a proto se vygmiani ptibeéhu
funkce omezuje pouze na prvni kvadrant soustavyasoic. V dalSim vykladu se z&iime
pouze na vySébvani nejdlezitejSich vlastnosti ekonomickych funkci: extém
a monoténnosti, a to pomoci prvni (druhé) deriva8amozejmé by bylo mozné uiit

i zbyvajici vlastnosti, ale ty jiz&Sinou nemaji ekonomicky vyznam. Je vhodné nakrssli
k dané ekonomické funkci jeji graf, nelmgrafu jsou okamaiitpatrné jeji vlastnosti.

Piiklad 3.7. Je dana prodwki funkce Q:-G-L2—4L3. Urcete jeji “éxtrémy
a monoténnost, funkci ®enéte. Nezapom#ée, Ze u ekonomickych funkci
piedpokladame, Ze hodnafyi L jsou nezaporné.

Reseni:
Funkci derivujemeQ'=12L—121°
Najdeme nulové body prvni derivac®=12L - 12> = Q.

To jsou hodnotyl. = 0 aL = 1. Pomoci znaménkové metody (nebo pomoci druhé
derivace) zjistime povahgdhto podetelych bodi: v boc L = 0 je minimum a v bad

L = 1 je maximum. Funkc® = 6L° - 4®* ma oviem jestjedno minimum, a to v bad
L = 1,5, ktery je krajnim bodem defémiho oboru! Funkce je rostouci prol1(0,1)
a klesaijici prox[J(1,). Graf funkce viz Obrazek 3.%
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Obr. 3.9. Graf funkceQ =61 — 41°.

Piiklad 3.8. Je dana funkce nakladCc(Q =2Q’ —?Qz + 30Q+ E. UrceteQ, Eo které
jsou mezni nékladiiC(Q) minimalni. N&rtnéte piibeh funkceMC(Q).

Reseni:

Vypoéteme  mezni naklady jako prvni derivaci celkovych kladi:
MC(Q) =6Q -12Q+ 3C

Mezni néaklady derivujeme a poloZzime rovny nuliC(Q)=12Q-12= C, odkud
ziskdme nulovy bod = 1. V tomto bod je minimum meznich naklad(MC = 24).
Grafem meznich naklade parabola s vrcholem v bd{ll,24]. m

Priklad 3.9. Je dana funkce celkovychiijni PR(Q =-2C +400F. Uriete
maximum této funkce.

Redeni:
Funkci derivujeme a polozime rovnu nuRR(Q =-8 Q@ +800Q=-8Q(G - 100x (.

Obdrzime i kofeny: Q; = 0, Q. = —10,Q3 = 10. Pouzefieti karen ma ekonomicky
smysl. Znaménkovou metodou nebo pomoci druhé deriviPR"(10)=-1600)

zjistime, Ze v bo#l Q = 10 nastava maximurm.

ULOHY K PROCVI CENI

1.) Vypaitéte prvni derivaci funkce a ¢gte monoténnost funkce v zadaném&od
a) f(x)=x, f'(4)="

[ f7(x) =2x, f'(4)=2[#A= § funkce je v bo8 x = 4 rostouci]

b) f(x)=2x-3x+1, f'(3)= -

[ f7(X) =4x-3, f'(3)=4[B- 3= ¢, funkce je v bo8 x = 4 rostouci]

) f(x):;, f(-2)="?
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[f(x)= —iz, f’(-2) =1, funkce je v bo8 x = -2 rostouci]
X
d) f(x)=3Inx+1 f'-1)="7
[ (X :E, f’(-1) = -3, funkce je v bod8ix = -1 klesajici]
X

2. Urtete lokalni maxima a minima funkce:
a) f(X)=x*-8x+4

[minimum: x = 4]

b) f(X)=-2x>+12x

[maximum:x = 3]

c) f(x)=x¥

[minimum: x = 1]

X
d) f(x) (x+1)
[maximum:x = 1]
d) f(x)=x+3xX+1
[maximum:x = 0, minimum:x = 2]

3.) Urete pfibéh funkce:
ay=x'-2%
[1.D(f) =R, suda, 2.lim x*-2x* =+, 3. phisetiky s osami: [0,0] a[i\/_z,o],

X — oo

funkce je kladna: xD(—oo,—\/E)D(\/E,oo), ZAporna: xD(—\/_Z,O)D(O,\/E),
4.y'=4x>-4x, 5. max: [0,0], min: [-1,-1] a [1,-1], rostouci:xD(—lO)D(loo),

klesajici: xO(-o0,~1)0(01). 6. y'=12x2 - 4, 7. inflexni bodyx:i\/%, konvexni:

xO| —o0,— 1 ad \/i,oo , konkavni:x —\/i\/i , 8. asymptoty nejsou,
3 3 31V3

9. H(f)=(-1,0), omezena zdola]

| 1o /

1 !
\ 0.5] {

\ [ |'
\ [ |I
I'| e |ll
—|..’|| -1.0 —0.5 [ 0.5 1.0 I-'I..=\-
| : /
Y —0.5] /
\-—' -1ol .

(x from -1.5to 1.5)
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b) y=x[¥&
[1.D(f) =R, ani suda, ani licha, #m xe& =+, lim xe =0, 3. pasaiky s osami:

[0,0], funkce je kladnax(0,), zaporna:x (- 0), 4.y'= (x +1)€*,

5. min: [-1,—1/e], maximum nent, rostouck (-1 ), klesajici:x (- c,~1).

6. y'=(x+2)e*, 7. inflexni body x=-2, konvexni: xO(-2), konkavni:
xD(—oo,—Z), 8. vodorovna asymptote= 0, 9. H(f) :<—1/ e,oo), omezena zdola].

25| |

20} /

15]

4. VyuZijte znalosti pibé¢hu funkce k nértnuti grafu funkcey ——ZX.
X

[]I'E 'f.
A5 II
f |
0,107 |

[][]': l
LaT
o

ix from Bto /)

5. Urgete maximum celkovychiimi TR(Q) =-1400+ 80Q- @ .
[Q = 40]

6. Urgete minimum celkovych nakladTC(Q) =100- 60Q+ G

[Q=30]
7. Urtete maximum zisktlPR(Q) =100+ 64Q- 4G
[Q=18]
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4 REALNA FUNKCE DVOU REALNYCH PROM ENNYCH

Dosud jsme se zabyvali situacemi, kdy jednacimdi zavisela pouze na jedné jiné
veli¢ing (y zaviselo nax). V mnoha realnych situacich v3ak jedna &ieh miZe zaviset
navice veliinach. Napiklad Cobb-Douglasova prodéki funkce Q zavisi na praci
L a kapitaluK. Celkovy zisk firmy PR) zavisi na celkovém iffjmu (TR) a celkovych
nékladech TC). Castka naspend na &u v bance zavisi na vysi vkladu, Urokovéreni
a paitu urokovacich obdobi, atd.

My se omezime pouze na problematiku funkci dvounge& pronménnych. Teorie
funkci vice neZz dvou proinnych je vybudovana analogicky kteorii funkci dvou
proménnych.

4.1 DEFINI CNi OBOR FUNKCIi DVOU PROM ENNYCH

Definiénim oborem funkcef (X, y) proménnychx ay rozumime vSechny usfidané
dvojice [x, y] O R, pro které ma dana funkce smysl. Defitiiobor obvykle znazaujeme

graficky v pravouhlé soustav soudadnic jako (vySrafovanouXast roviny. Typickym
funkcemi, u kterych je nutné dit defini¢ni obor, jsou odmocniny, logaritmus, racionalni
lomené funkce, arcsin a arccos.

Priklad 4.1. Ur¢ete definéni obor funkcef (X, y) =4/ X+ y—2.

ReSeni:

Definiéni obor zadané funkce zjistime z podminky pro odmmc vyraz pod
odmocninou musi byt nezaporny+ y—22= 0.

Resenim této nerovnice o dvou nezndmych je polosovinhranini piimkou
X+ y—2=0 (rovnici gimky miZeme upravit n&astji pouzivany tvaly = —x+2).
Nacrtneme tuto fimku (viz Obr. 4.1). Hmka nédm rozéluje rovinu na d¥ poloroviny,

Z nichZ jedna fedstavuje defigni obor funkce, a druha ne. Mezi¢ofa polorovinami
se rozhodneme takto: zvolime si libovolny bod, er&mn s jistotou vime, ve které

polorovirg se nachazi. KEeme pouzit ndfklad bod [0,0], ktery lezi v levé"
polorovirg. Dosadime sadadnice zvoleného bodu do nerovnicg+y—-2=>0
a dostaneme-2=0, coZ je nepravdivy vyrok. Bod[0,0] nesphuje podminku
X+ y—-220 pro definéni obor, leZi proto v nespravné poloravibefinicnim oborem
je tedy ,pravd“ polorovina, kterou vysSrafujeme (\br@zku 4.1 je tato polorovina
znazorgna Sedym stinovanim). Diky znaménku ,=* v podmince y—2>0 pafi
do defintniho oboru i samotna hrami piimka. Graficky pisluSnost k defiinimu
oboru vyzndime tak, Ze fimku obtahneme plnowarou. Pokud by ipmka

do defintniho oboru nepéta, nakreslili bychom jgarou geruSovanoum
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Obr. 4.1.

Priklad 4.2. Urcete definéni obor funkcef (x, y) =X + y*—9.

Reseni:

Podminka nezépornosti vyrazu pod odmocninou jé# y?-9=> 0. ReSenim této
nerovnice o dvou neznamychgast roviny ohraiena hranini kiivkou x* + y*-9=0.
Touto Kivkou je tentokrat kruznice sefetlem v bod [0,0] a polongremr = 3. Tato

kruZznice ndm vymezuje d\asti roviny: vnitek kruznice a oblast ¥rkruZnice. O tom,
ktera z &chto oblasti je defighim oborem zadané funkce, &pozhodneme pomoci

jednoho vhod# zvoleného bodu. Timto bodemiire byt opt bod [0,0], ktery leZi
uvnité kruznice. Dosazenim tohoto bodu do nerovnice+ y*—-9=0 zjistime, Ze
-92 0, coz neni pravda, a tedy bd@,0] nelezi v defininim oboru dané funkce.

Definicnim oborem je tedy oblast &nkruZznice ¥etné samotné kruznice (diky
znaménku ,=" v nerovnici), viz Obr. 4.3

YA
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Priklad 4.3. Urcete definéni obor funkcef (x,y) = Ibg( X - y) :

ReSeni:

Pro vyraz uvnit logaritmu mame podminkux®—y>0 (logaritmus je definovan jen
pro kladné hodnoty). Hraimi kiivka ma rovnici x¥*-y=0, vniz po Upra¥

na tvary = X’ pozname parabolu svrcholem Wpatku soustavy sdadnic. Tato
parabola nam ap vymezuje v rovil dw oblasti pro definini obor (,pod* a ,nad"

parabolou), mezi kterymi musime rozhodnout. Zvolimagiiklad bod [O]] ktery

oc¢ividné lezi nad parabolou a je tedy reprezentantem tétast. Bod [0]] vSak

nesphiuje nerovnostx’ — y>0, a proto je defiriinim oborem dané funkce oblast ,pod*
parabolou. Samotnou parabolu obtahnerreruysovanowarou, neb6 do definéniho
oboru nepaf (v podmincex? - y>0 neni obsazena rovnost). Vysledek viz Obr. #.3.

v

y=x2 47

3L

5L

11
L —————f——f—e—————————24
4 3 2 1 1 2 3 4 X

_]___

_2__

_3__

A 4

Obr. 4.3.

Priklad 4.4. Urcete definéni obor funkcef (x, y) = érésir( X=).

ReSeni:

Pro vyraz uvnit funkcearcsinusmame podminku=1< x—y<1 (tato podminka plyne
z oboru hodnot inverzni funkceakcsinus a to funkcesinug. Tuto nerovnici rozélime
na dv& jednodussi nerovnice:

. -1<x-vy

Il. x—y<1

Nerovnice |. pedstavuje polorovinu s hrami péimkou —-1=x-Yy, po Upra¥
y = x+1, obsahujici bod [0,0].
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RovreZz nerovnice Il. pedstavuje polorovinu s hrami piimkou Xx—y=1, po Upra¥
y = Xx—1, ktera obsahuje bod [0,0].

Obke hrantni piimky vytahneme plnotarou, neb6 pati do definéniho oboru (protoze
podminka—-1< x— y<1 obsahuje rovnost).

Defini¢énim oborem zadané funkce je p&st roviny ve tvaru pasu, ktera jeipikem
obou polorovin, viz Obrazek 4.4.

Reseni:

Z prvni odmocniny obdrzime podminkx+ y=0, z druhé odmocniny podminku
Xx—y=20. Ok podminky vymezuji v pravouhlé soustawsoudadnic poloroviny
s hranénimi piimkami x+y=0 a x—y=0. Prvni z obou mek je osou 2. a 4.

kvadrantu, druhaffmka je osou 1. a 3. kvadrantu. @®pvolime jeden vhodny bod
a pomoci &j rozhodneme, ktera polorovina tWalefiniécni obor. Protoze defitini obor
zadané funkce musi sylvat ol podminky zarowg je feSenim taast roviny, kteréa je
prinikem obouieSeni ¢ast roviny, v niz se nam &kErafovani pekryji). Vysledek je
zobrazen na Obrazku 4.8.
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v

4__

y =X 3+

2__

1__
< I I I I I I I |
4 3 2 1 1 2 5 4 X

_1__

_2__

_3__

Yy =-X
A 4
Obr. 4.5.

4.2 DERIVACE FUNKCE DVOU PROM ENNYCH

Necht’ funkce f(x,y) je funkci dvou prornnych x a y. Derivaci funkce dvou
promennych podle jedné z nich nazyvamarcialni derivace Pro parcialni derivace funkce
f (X, y) podlex respektivey uzivame nasledujici zéeni:

of (x,y)

af (X’ y) f '(X, y) , f ’ , respektiVeT ’ fy' (X’ y) ’ f ’

ax ! X X y
Definice parcialnich derivaci se zavadi obdbjako derivace funkce jedné prémmé:

f(x+Axy) - f(xYy)
AX '

f(x,y+Ay)-f(xy)
Ny '

o =g

)= fm,
Pri vypoctu parcialni derivace podbepostupujeme tak, Aepovazujeme za konstantu (pouze
ji opisujeme) a funkcif (X, y) derivujeme podlex. Pri vypoétu parcialni derivace podle

y postupujemei@sreé opane.

Priklad 4.6. Vypoctste parcialni derivace funkcé(x, y) = X y+2 y'.
Reseni:

of (X, i of (X,
Derivujeme nejprve podbe @ = 2xy a poté podlg: % =x*+6y°. m
X
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Priklad 4.7. Vypastéte parcialni derivace funkcé(x, y) = X & +In( xy.

Redeni:

01(1) iy,
ox X

of (x.y) _ e+ m
oy y

Vyznam parcialnich derivaci sgiga v tom, Ze udavaji z¢énu hodnoty funkcef (X, y)

spojenou se zémou (pouze) proknnéx, respektive (pouze). Ekonomicky vyznam parcialni
derivace pro Cobb-Douglasovu prodokfunkci je ilustrovan v Kapitole 4.5.

Geometricky vyznam parcialnich derivaci je nasledujMéme funkci z= f(x y)
definovanou na mnozinM 0 R*. Kazdému bodu o smjdnicich[x, y] [JM je tedy gitazen

bod z. Graf funkce z= f(x y) je dvojroznérny objekt, ktery si mizeme pedstavit jako
.Krajinu“ nad vodorovnou rovinou (viz Obr. 4.6). @adnicezma roli vysky nad touto
rovinou. Ri parcialni derivaci podl& povaZzujemey za konstantu, coZz znamen4, Ze vedeme
(danym bodeny) svisly fez rovnolszré s osoux, fezem ziskameik/ku zavislostiz na x,

a pisludna derivace udava sklon tétiivky. Budeme-li ngnit y, bude se samégjmé tato
kiivka i jeji sklon znénit. Vyznam parcialni derivace podjge analogicky.

4.3 DRUHE DERIVACE FUNKCE DVOU PROM ENNYCH

Prvni derivace funkce dvou prémmych miZzeme znovu derivovat (pokud jsou druhé
derivace definovany). Druhé parcialni derivacecima takto:
0% f

Druha derivace podbe —;
ox

2
Druha derivace podig 3—2
y

. 9% f - 0°f
SmiSena derivace— respektive—.
oxay dyox
e L ] ] 9°f _ a°f
U smiSené derivace nezalezi ndgah derivovani, plati tedy—— = .
oxdy 0y9X

Reseni:

Nejprve vyp@teme prvni derivace:
—=6X"-6
0x y

L —6X

oy

A poté druhé derivace:
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2 f 0% f 0% f
alezx g > =0 =-6 =-6
X oy oxay dyox

SmiSené derivace se sarfga rovnaji.m

2

Dulezitost prvnich a druhych parcialnich derivaci @p& v tom, Ze pomoci nich
muZzeme Wit extrémy (maxima a minima funkce), coz ma &naekonomicky vyznam.
Proto je této problematic&novana cela nasledujici Kapitola 5.

4.4 CoBB-DOUGLASOVA PRODUK CNi FUNKCE

Cobb-Douglasovaprodukéni funkce udava zavislost produk€ena praciL a kapitalu

Q= AK3L (4.1)

Ve vztahu (4.1) jsoW, a, b kladné konstanty. Konstanfa souvisi s technologickym
pokrokem: pi stejnémK a L vySSiA znamena, Ze je produkce vysSi (ze stejného mrozstv
kapitalu a prace se vyprodukuje vice diky efekyjsim technologiim). Konstanty musi byt
urceny empiricky (vyzkumem). Podle hodnaty- b fikdme o produéni funkci, Ze ma:

+ konstantni vynosy z rozsahu, jedi+b=1
« rostouci vynosy z rozsahu, jedi+ b>1
« klesajici vynosy z rozsahu, je-a+b<1.

Predchozi i body si vys¥tlime pomoci vztahu (4.1). Neclse kapitalK zvySip krat

napK a pracd. se zvySi rové p krat napL. Potom dosazenim do (4.1) dostaneme:
Q=A(pK)'{pY)’' = Ap K § L= FPOAKEL

Jestlize se tedy zvySi vstupy — prace a kapitpl krat, potom se zvysi vystup, tedy
produkce, p**® krat. Jestlize jea+b=1, pak g p nasobném zvy3eni vstupgnagiklad
dvojnasobnému) dojde k stejnénpunasobnému (v naSeriklack tedy dvojnasobnému)
zvySeni vystup. Pro a+b>1 by @i dvojnasobném zvySeni vstugyl vystup vice nez
dvojnasobny, zatimco ¥ipad a+b<1 mére nez dvojnasobny. Ve druhéntipac tedy je
vyhodné produkci zvySovat navySovanim prace a &apizatimco veretim gipad ne.

Pokud jea+b=1, Ize vztah (4.1) upravit nasledavn
Q= AK?[*? (4.2)
Grafické znazorgni Cobb-Douglasovy funkce viz Obr. 4.6.
Krom¢ Cobb-Douglasovy funkce se v literggypouzivaji i jiné produtai funkce, nap
Leontiefova funkce (viz Chiang, 2008).

! Charles Cobb (1875-1949), americky ekonom, Pouldhas (1892-1976), americky ekonom.
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]

Zn

&0

Obr. 4.6. Graf Cobb-Douglasovy funkce. Zdroj: Wikifia.

4.5 MEZzNi PRODUKT PRACE A KAPITALU

Derivacemi produéni funkce podle prace respektive kapitalu ziskanezni produkt
prace MP_ respektivemezni produkt kapitalu MP:

d 0
MP, :a_lc_g' resp.MP, :a—g (4.3)

Pokud je produtni funkce dana rovnici (1), pak pro mezni produlkicp respektive
mezni produkt kapitalu dostaneme:

MR, =29 - Aka(1- gL =i(ﬁj
oL l1-al L

a-1
MP, =99 paketpe= A{Ej
oK L

Piiklad 4.9. Je dana Cobb-Douglasova funkQe= 80K 3L%’. Urgete:

a) mezni produkt prace a kapitalu,
b) mezni produkt prace p#= 100 aL = 50.

Reseni:
0,3 0,3
a) MP_ = Q. 80K%*0, L% = 56K0—3 = S{EJ
oL L L

0,7
mp, =99 = g0, 3K 07 107 = 2{—Lj
oK K

0,3
b) MP, = 56(15%0] = 56012 =68,94.

Tento vysledek rizeme interpretovat takto: pokudi produkci s hodnotamK = 100
aL =50 zvySimd. o jednotku, tedy na 51, zvysi se produkcéibligné 69 jednotekm
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4.6 |zZOKVANTY PRODUK CNi FUNKCE

VSechny dvojice I[,K], pro ez nabyva produtni funkce stejné (kladné) hodnoty
q tvori v roving indiferereni kiivku zvanouizokvanta s rovniciq= AK?

Na této kivce najdeme vSechny kombinace vsilpal, pro které je vystu@ shodny.
Stejné produkce totiz wieme dosdhnout néklad pi praci 10 jednotek a kapitélu
5 jednotek, respektive néklad @i praci 8 jednotek a kapitalu 9 jednotek, atd.

Izokvanty pro Cobb-Douglasovy funkce maji typickyart (viz Obr. 4.7) klesajici
konvexni funkce.

K

Ko

| .
T L

Lo L
Obr. 4.7. Typicky tvar izokvant Cobb-Douglasovy kae.

4.7 FUNKCE UZITKU , MEZNi UZITEK

M¢jme n druhi zboZi, jejichz mnoZstvi kil Qi, Qo, ..., Qn. Spotebitel preferuje
nekteré zbozi nebo skupiny zboZied jinymi. Jinymi slovy, tzné zbozZi nebo skupiny zbozi
ma& pro spdebitele fiznou uziténost. Redpokladejme, Ze spebitel je schopen igadit
kazdé skupité zboZi jednu hodnotu, kterd vyjage uzite’nost (uziteR dané skupiny zbozi.
Tato hodnota sama o sblmema vyznam ani jednotku, ale slouzi k porovnétietnosti
raznych skupin zboZi. Zmémé pgitazeni nazyvamedunkce uZiténosti (utility fiction),
a zapisujeme:

U(QuQ0Qy)

V dals§im vykladu se omezime pouze na funkce &dsti dvou prordnnych.

Funkce uzitku ma nasledujici matematické vlastngesfi graf z&ina v bod 0, funkce
je rostouci a konkavni, coZ znamena, Ze seijsfi(sklon) postuphzmensuje, viz Obr. 4.8.
Konkavnost funkce uzitku vyjadje zdkon klesajiciho mezniho uZitlae spatbou dalSiho
mnoZstvi zboZi se uzitek spebitele zvySuje stale mén
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v

Qi
Obr. 4.8. Obvykly tvar funkce uzitku.

Priklad 4.10 Je dana Enkce uzdeosti pro d\; druhy zboi(Q,, Q,) :_Ql\/@
Zjistéte, zda je spoebitelem preferovan stay; = 10,Q, =5 nebaQ, = 7,Q, = 8.

Reseni:

Vypocteme funkci uzitku pro obaipady:

U (10,5)= 103/ 5= 22,3,U (10,5)= 73/ 8= 19,8L.

Pro spoatebitele ma ¥tSi uzit&énost druhd skupina zboZi, tu preferujgeg prvni.
Hodnoty 22,36 respektive 19,80 nemaji vyznam saragh®, slouzi pouze k porovnani
uzitku obou moznosti

Mezni uziténost (uziteR (marginal utility) MU; (MU,) zbozZiQ; (Q2) se vypdte jako
parcialni derivac& podleQ; (Qy):
wu, =99(QuQ) oiovy =V(Q.Q)
0Q, 0Q,
Mezni uzitek vyjatuje prirastek funkce uZzitku U ffpadajici na jednotkovou zmu
zboZiQ.

Priklad 4.11 Vypostéte mezni uzittnostMU; aMU, pro funkciU = Q”° [Q*:

a) obeck,
b) proQ; = 10 aQ, = 8.

ReSeni:
ou _
a.) MUl = a_Ql = 0,5Q1 05 10'2

ou _
MU2 za—Qz =O,2Qf'5 m10,8

b) Dosadime zadané hodnoty:

Mu1(10,8)=g—g= 0,5110°°08%= 0,24

1
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MU, (10,8)= gu

=0,216°08°= 0,12.
2
Vysledek nizeme interpretovat tak, Ze pro zadané hod@atg Q, roste uzitek dvakréat

rychleji pii jednotkové zminé mnozstviQ;. m

za r¢ koupit dva statky, které maji ceRd = 4 aP, = 2 jednotky. Funkce uzitku pana
Tomase je dana taktdd (Q,Q,) = Q[XQ,, kde Q je mnozstvi prvniho statku @, je

mnoZstvi druhého statku. Uzitek pana TomaSe je peidyo untrny mnozstvi kazdého
Z obou statk. Jaké mnozstvi staikma pan Tomas koupit tak, aby maximalizovaljsv
uzitek a pitom utratil veSkery dchod?

Reseni:
mame tedy maximalizovat funkdl (Q,Q,) = Q [, za podminky4Q, + 2Q, = 20C.

Z podminky vyjadime napiklad Q1: Q, = 50—%, a dosadime do:

(50-2 )0 =2
u-(so 2]@2 ~ +50Q,.

Maximum funkceU opst hledame pomoci prvni derivace, vyjQe = 50, a poté&); =
25. Podminku maximaideme o¥#it opét druhou derivacim

4.8 TECNA ROVINA A NORMALA

Ke grafu funkce jedné prainné nizeme vést danym bodentiel, kterda ma sumnici
rovnu derivaci této funkce v zadaném Bddagiklad mizeme vést tu ke grafu funkce

y = X’V boct x = 3). Analogicky Ize ke grafu funkce dvou pré&mnych (coZ je obeénplocha
v trojrozmérném prostoru) najit tmou rovinu v daném ba&d(nagiklad ke grafu ve tvaru
polokoule lze jist ,pfiloZit“ te¢nou rovinu ve vhodném bsy

NeZ si ukdzeme, jak najit rovnicicte roviny ke grafu funkce dvou prémmych,
zopakujeme, Ze rovnice roviny ma tvax+ by+ cz+ d=0, kdea, b, c ad jsou realn&isla
(konstanty).

Vektor ﬁ=(a, b, c) nazyvamenormalovy jeho smér je kolmy k rovirg (normalovy
znamena kolmy). Normala je fimka kolma krovig, prochazejici danym bodem

C%: Yo %) -

Nech’ funkce f(x,y) ma v bod C[)g, Yoo 20] obe parcialni derivace. Pak rovnice

tedné roviny ke grafu funkce (x, y) v bod C[x,, ¥, 2] ma tvar:
of of
=z+& - x)+ & 4.4
2= 7+ (Ol x ¥) ay(OEﬂyLy) (4.4)

Normalovy vektor:
=l 2 0.2 (0.1
0x oy

A norméla (v parametrickém tvaru):
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of
x=x +—(C)[1
% aX()
of
y=y,+—(O 4, tOR (4.5)
oy
z=7-t

Piiklad 4.13 Je dana funked (x, y) = X + xyf.

a) Najdte rovnici t&né roviny ke grafu této funkce v bo@ [2,1,7].
b) Urcete normalu k této rovénv daném boél

ReSeni:
a) Nejprve utime z-tou soutadnici boduC (zp) z predpisu dané funkce:
z= f(x y)=2°+2F = 1C.
Déle vyp@teme parcialni derivace podtey:
of (%, y) of (%, y)

0x oy
Nyni do obou derivaci dosadime #anice bod(C:

i(C) =3 +P=15 i(C) =2[20= 4,
0X oy

=3x° + Y, = 2xy

A muZzeme psat rovnici t@é roviny podle (4.4):

z=10+13{x- 3+ 4 y-}

Roznésobime zavorky:

z=10+13x- 26+ 4y— ¢

A nakonec pevedeme vSechn§leny na levou stranu rovnicéimz ziskame rovnici
tecné roviny v obecném tvaru:

13x+ 4y—-z-20=C

b) Zrovnice téné roviny v @edchozim bo#l vycteme normalovy vektor:
ﬁ:(13,4,—]). Nyni uz mizeme psat rovnici normaly v parametrickém vygd dle

(4.5):

X=2+13

y=1+4tt0R

z=10-t

Muzete si vSimnout, Ze prvni sloupec na pravé &traoii sodadnice bodlC, a druhy
sloupec sotadnice normalového vektomi= (13, 4~ ]) vynasobeného parametrénm

TOTALNI DIFERENCIAL FUNKCE DVOU PROM ENNYCH

Totalnim diferencialem (prvnihdadu) funkce dvou proémnych f(Xx,y) v bodk

C=[g, ¢, g]nazyvame vyraz:

df (C) =Z—L(C) dx+%( Q9 o, (4.6)

pokud ol parcialni derivace v b@dC existuiji.
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Stejre jako u funkce jedné proinné vyjaduje totalni diferencial dvou pramnych
(ptiblizng) prirastek funkcef (x,y) spojeny s malym ijirastkem prominné x (prvni ¢len
na pravé stranvztahu 4.6) a malym pramnéy (druhy ¢len na pravé str&nvztahu 4.6).
Geometricky si to izeme pedstavit tak, Ze v daném bo@, v imz chceme zjistit firustek
funkcef (X, y), vedeme ke grafu této funkce&meu rovinu, a firastek funkce zjistime na této

roving.
Priklad 4.14. Je dana funkcef (X, y) = 3X + 5xy+ ymb'odC [1,1,9] adx=0,1 dy 0,2.

Urcete:
a) totalni diferencial funkce,
b) prirastek funkce v bo#lC pro dané hodnotgix ady.

ReSeni:

a) Vypaiteme ol¢ parcialni derivace a dosadime do (4@):=(6x+ 5y)dx+ (5x+ 1) d».
b) Dosadime zadané hodnoty:

df (C) =(6+5)dx+ (5+ 1)dy= 11d% 6dy 1,* 1,2 2.

Vysledek b) interpretujeme takto¥ipzvétSeni hodnotyx o 0,1 jednotky a hodnoty
y 0 0,2 jednotky v ba#l[1,1,9] se hodnota dané funkce (celkprvySi o 2,3 jednotky.
|

Totélni diferencial dvou proémnych je obech opét funkce dvou prornnych. U této
funkce mizeme opt vyjadit jeji totalni diferencial,cimz obdrZzime totalni diferencial
druhéhoradu. Mgjme funkci f (X, y), ktera ma v bo&lC vSechny parcialni derivace druhého
f4du.Totalnim diferencidlem druhéhiddunazyvame vyraZ'

02 0 f

N ( rd (4.7)

Totalni diferencial druhehiadu 4.7) vyjadjje (@iblizne) ,piirastek girastku® funkce.
Lze jej vyuzit k hledani maxima a minima funkce d\@ vice) prorénnych, viz Kapitola 5.
Analogicky lIze definovat totalni diferenciatadu tetiho a vysSiho, touto problematikou se
vSak jiz zabyvat nebudeme.

ULOHY K PROCVI CENI

1. Urcete definéni obor funkce dvou pro#énnych:

a) f(x,y)=42x-y+3

[Polorovina s hrarni pfimkou 2x-y+3= 0 obsahujici bod [0,0], detrg hranini
primky]

b) £(xy) =X + ¥ 4+

[VnéjSi oblast kruznice seisdem v bod [0,0] a polonérem 2 jednotky, ¥etré této
kruZnice.]

c) f(x,y)=arccog 3 X

[Svisly pas ohraieny gimkamix = 2 ax = 4, etre téchto gimek.]

d) f(x y)=arcsin x+y)

[Cast rovina mezifimkami y=—-x+1 a y = -x—1, véetrs téchto gimek.]
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e) f(x y)=log(y + ¥
[Vnitini oblast paraboly s vrcholem v kiofD,0] a orientovanou v kladném 8rm osy
X.]

f) f(Xy)=x— y+1+ x+ y+1
[Cast roviny vymezenaifimkami y =-x-1 a y = x+1 obsahujici bod [0,0].]
gf (x,y):\/—x2+2x— Y-8y 8

[Vnitini ¢ast kruznice se igdem v bod [1,-4] a polondrem 3 jednotky, ¥. této
kruZnice.]

h) f(xy)=In(¥-4y)

2

[Cast roviny pod paraboloy :XZ, bez této paraboly.]
) f(xy)=In(2x+ y-1)
[Polorovina s hrarini primkou y = -2x+ 1 neobsahujici bod [0,0].]
)] f(x, y) = X+ arccosy
[vodorovny pas mezi = 1 ay = —1, etré hrantnich gimek. ]

5 X
k) f(xy) =

X= y+ y
[Cela rovina bez dvouifmek:y = 0 ay = x.]
) f(xy)=yx+y+Jy-3
[Cast roviny sekena (nad) fimkamiy = x ay = 3.]
In(xy?)
X-y
[Pravé& polorovina soustavy saalnic bez fimeky =xax=0.]

m) f(xy)=

2. Vypaitéte prvni parciélni derivace nasledujicich funkci:
a) f(x,y)=x+y
(& =2x, L=ay)
0X oy
b) f(x y)=xXy+5x+ y-1

[ﬂ:2xy3+5, ﬂ=3x2y2+1]
0X oy

) £(x)=In(x)+—
(-1 5 o1
X X X 9y vy
d) f(x,y)=€&"
[ﬂ:eﬂy’ ﬂ
0X oy
e) f(xy)=In(xy+ ¥)

= eX+y]
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ﬂ: y = 1 ﬂz—x+4y3
ox xy+y x+ty  dy xy+y
f) f(x,y)=yX+cosy
of of i
— =2xy, — =x*-siny,
[ax y oy X~ =siny, ]
9) f(x,y)=yX+y+5
of _ X of _ y
D — /7= —=———— |
X [x*+y*+5 0y [x*+y*+5
hy f(x y)=xin( y+ X
X ﬂ: X
X+y 0y Xx+y’

n%:mu+w+

i) f(xy= arctg5
y

(P Y T X
Ox X+y oy R+

3. Vypcetéte druhé parcialni derivace funkci:

a) f(x,y)=5%X+ xy

2 2 2 2
[2:10’ gzﬁxy, o°f = 0t :3y2]
0X oy 0xdy 0y X
b) f(x, y):|n[5j
y
9°f 1 o°f 1 9°f _ o°f
[C5==, oy =- =2 =0]

B x 92  y oxdy 9y9x

4. Vypcitéte parcialni derivace prvniho a druhéédu v bod C:
a) f(x,y)=xX+5y+ x C[1,2]

of of 0% f 0% f

—(1,2)=3, —(1,2)= 20, —-(1,2) = 2, —(1,2) = 1C,

2 PN
axay(l'z)_ayax(l’a_ {
b)f(X, y): ngz+ yz!C[_Z!?’]

of of
—(-2,3) =10, —(-2,3) =-42,
2 (-29=106 X (-2.9=-22

2 2
o (-2,3) = -10¢, %(—2, 3) =-14,

ox?

92 f S0, 4
axay(_ '3)_6)0x( 2.9=71

5. Vypaitéte parcialni derivace Cobb-Douglasovy proghilfunkce:
a) Q =10K°°L°®
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[a_Q - 5K—0 5L0,5 a_Q - 5K 0,5L—0,5]

b) Q 25K %7102

-0, 3L0,3 a_Q
0

[—_17 X ™ =7,5K%L7%7]

6. Je dana Cobb-Douglasova pro¢hikfunkce: Q = 6K°*L*®. Urgete a) mezni produkt
prace a kapitalu prg = 50 aL = 10.
gg =2,4K°L%° = 2,4050°°010°= 0,91,

9Q_ =3,6K %% = 3,6150*010%"= 6,85]

7. Nartnéte alespa dw izokvanty Cobb-Douglasovy prodéki funkce:
Q =2K°°L°*(zvolte napikladQ = 2 aQ = 4).

8. Je dana Cobb-Douglasova pro¢hikiunkce Q(K, L) = 20K *° [1.°°,
a) Urtete parcialni derivace podkeal,

b) Vyjadiete totalni diferencial funka® ,

c) Urcete totalni diferencial v bedC [4,1],

d) Urcete zmenu Q v boct C [4,1], jestlizedK = 0,2 adL = 0,1.

9Q _10JL 9Q _10VK oL, 10K _
[)aK_JE'aL' T D) dQ=T = dK+ T dL, ©) dQ=5dK+20dL

d) dQ=3]

9. Matematicky modelifimu R (revenué pro dany druh produktu jisté firmy je funkci
cenyp (price) a naklad na reklamuA (advertisingexpenditurel (Kaitka a Henzler,

54/A

2003): R—T Urcete:
Y
a) zménu pHjmu R v zavislosti na zmé cenyp.
b) zmenu @ijmu R v zavislosti na zmé nakladi na reklamuA.
c) Predpokladejme, Ze = 9 aA = 64. Vyjadete totalni diferencial a &éete jeho
hodnotu, jestlizelp=—-0,4 adA=0,2.

R _ 27/A R _ 27

—=-———dp, b
[6p NS P, b) = Talp

10. Je dana funkcé (x, y) = X V.

a) Najdtte rovnici t&né roviny ke grafu této funkce v bo@ [-2,2].
b) Urkete normalu k této rovénv daném boél

—<2L_dA,c)dR= —8dp+ dA= 3,425

X=-2+48
[a) 48x — 32y —z + 128 = 0, In)=(48,-32- ), normalary=2-32 , tOR].
z=-32-t
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11. Vypcaitéte mezni uzittnost MU; a MU, pro funkci U :\/61 E?f/g: a) obecn,
b) proQ: =9 aQ, = 8.

12. Ugete totalni diferencial funkck(x, y) = X +5xyobecr a v bod C [-1,1].
[df =(3% +5y) dx+ 5xdy, df =8dx~5dy].
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5 LOKALNI A VAZANE EXTREMY FUNKCE DVOU
PROMENNYCH

V této kapitole se budeme zabyvat hledanim exirtmkce f (x, y)dvou pronénnych

x ay. Vekonomii je typickym fkladem funkce dvou prognnych Cobb-Douglasova
produkeni funkceQ, ktera je funkci kapitali a praced..

5.1 L OKALNi EXTREMY FUNKCE

Podobr jako u funkce jedné realné prémmé je nutnou podminkoulokalniho
(asamotejm¢ i globalniho) maxima ¢ minima nulovAa prvni  derivace:

of (x,y) _of(xy)
ox oy

i inflexni (sedlovy) bod. Existenci maxima (miniminkce g splnéni ugitych podminek

zarwtuje nasledujici &ta:

=0. Tato podminka vSak neni posifici, nebd@ v daném bo&gmize byt

Véta 5.1 (Weierstrassovi. Nech' funkce f (X, y) je spojitd na uzaené a omezené

oblasti M O R?. Pak funkce f(x,y) nabyva na oblasti M (globalniho) maxima
I minima.

Poznamka: Funkce nize mit extrémy i v bodech, v nichZktera prvni parcialni derivace neexistuje.
Takové body se musi vy$etzvla¥ a v dalSim vykladu se jimi nebudeme zabyvat.

Bod, v rtmZ mé funkce v3echny prvni derivace nulove, sevé@ztacionarni bochebo
téZ bod podeizly z extrémua bude zngn C (z anglickéhocritical point). Jak uz bylo
fe¢eno, je vtomto bafl maximum, minimum nebo inflexni bod. O tom, ktetéemativa
nastava, rozhodneme na zalattuhych parcialnich derivaci, z nich? sestavimesdevd
matici a jeji determinant zvarhessian

0°f  9°f
2
He(x,y) = ox°  0Oxady
o*f 2
ayox oy’

2
(0) aD. =H(©). D,
je determinant Hesseovy matice. Prdami extrému pak plati nasledujici pravidlo:
> D, > 0: v bo¢ Cje EXTREM, a to (lokalni ostré) MINIMUM, pokud jB; > O;
a (lokalni ostré) MAXIMUM, pokud j&; < 0.
» D, <0:vboe C je sedlo (inflexni bod).
» D, = 0: vdaném bagdmuze (ale nemusi) byt extrém, o extrému se musi rzdat
jinym zpasobem, nafiklad pomoci totalniho diferencialu druhétiavySSihoradu.

Do hessianu dosadime sadnice bodlC a ozn&ime: D; =

2 Carl Weierstrass (1815-1897mecky matematik.
® Ludwig Otto Hesse (1811-1874)mecky matematik.
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Reseni:
Vypocteme prvni derivaceg—;:3x2—2y , g—f=—2x. Pro bod podéely z extrému
y

musi platit, Ze obprvni derivace jsou nulové:

ﬂ:3x2—2y: 0,
16)4

ﬂ=—2x: 0,

oy

Z druhé rovnice plyne, Ze = 0, a dosazenim do prvni rovnice ziskyme 0. Mame
tedy podetely bodC [0,0]. Ke zjiS&ni, o jaky bod se jednd, vygieme druhé derivace
a sestavime hessian:

2 2 2 2
91 _6x, 9 =0, 9T 9T — oy iy = [ 2.
ox oy oxdy 0yox -2 0

Do hessianu dosadime b@dH;(0,0) :[ 02 _02]

ProtozeD, = —4 , coZ je menSi hodnota nez 0, je Bbohflexnim (sedlovym) bodem.
Dana funkce nema zadné lokalni maximum ani minimmam.

Reseni:

Vypocteme prvni derivace a poloZime je rovny nule:
of

—=2x-2y=0,

0X y

o _ -2y+1=0

oy

Re3enim této soustavy je b@[1/2,1/2]. Ke zji&ni, o jaky bod se jedna, vypeme
druhé derivace a sestavime hessian:

0°f

ox?

9°f

oy
0% f B
oxoy -

Hf(X,y) = |: 2 _2:| .

=2

=0

-2 0
ProtozeD, = —4 , coZ je menSi hodnota nez 0, je oohflexnim (sedlovym) bodem.
Dana funkce nemé zadné lokalni maximum ani minimmm.
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Priklad 5.3. Urcete lokalni extrémy funkcef (x,y) = 2x* + y* .

Reseni:
Vypoéteme prvni derivace a poloZzime je rovny nule:
o _ 8x’=0,
oX
o 4y* =0
oy
Re3enim této soustavy je b6d0,0]. Vypoiteme druhé derivace a sestavime hessian:
2
9 Z = 24x?
X
2
g 12: =12y?
oy
0% f _
oxay
24x° 00
Hi(xy) = X 02 . Dosadime bo& do hessianud:(C) = .
0 12 00

ProtoZzeD, = 0, podle pravidla uvedeného vySe nelze o powaeionarniho bodu
rozhodnout. Resto je snadné ukazat, Ze se v danént athazi minimum. Funkce

f(xy) = 2x* + y*je nezaporna:tado ni dosadime jakékoli hodnokyay, vzdy bude
hodnota funkce &sSi nebo rovna nule (Kl ¢tvrtym mocninam). Nula je tedy nejmensSi
hodnota, kterou dana funkcetbe nabyvat. A toto minimum Ize dosahnout pouze

pro Xx=y=0, coz je bodC. m

Priklad 5.4. Urcete lokalni extrémy funkcef (x, y) :_In(xy) - X+y.

Reseni:
Vypoéteme prvni derivace a poloZzime je rovny nule:
ot =iEy—2x=—1—2x= 0,
oxX Xy X
O _Lnii=ti1-0
o0y xy y
Z prvni rovnice dostadvame:
E =2X
X
X =1
2

.t

Xp=x 5
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Z druhé rovnice dostaneme= —1. Mame tedy dva kritické bod;ﬁ;{w/?—l}

1
aC2:|:_ E,_1:|

Vypocéteme druhé derivace a sestavime hessian:

02 f _ 1
ox? X
Fr__1
oy Yy
9°f
oxoy
—iz -2 0
X
Hf(X!y) = 1 .
0 -=
y
Dosadime do hessianu bGgt
H(C) = -4 0
A I R

ProtozeD, = 4, ma funkce v badC; extrém. Protoze j®; zaporné (—4), jedna se
0 maximum. Snadno se &V, Ze rovigZ v bod C, je maximum.m

4 0
C [1,1] a Hesseovu matitiy(C) = {0 0] Uréete, zda bodC je maximem, minimem
nebo inflexnim bodem dané funkce.

Reseni:

Z pravidla o znaméncich determinaridd na z&atku kapitoly plyne, ze pr®, = 0
neumime o povaze stacionarniho bodu rozhodnout.

K ur¢eni boduC vSak mizeme vyuzit totalni diferencial. Totélni difererdgivniho

()4

neba’ prvni parcialni derivace jsou ve stacionarnimédi@ definice nulové. Zkusime
sestavit totalni diferencial druhébkédu:

2 2 2
d?f(C, dx d))=a f (Qd xl-2a f (0 dxdya f

ox? Xy af( £,
kde vSechny parcialni derivace druhétému vySe jiz jsou obsazeny (vypeny)
v Hesseov matici. Obdrzime tedy:

d’f(C,dx dy=4d % 2[Ddxdy 0 & ¥ 4 ©.

fadu df s dx+g—]c dy, ktery vyjaduje prirastek funkcef (x, y), je v bo@ C roven 0,
y
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Totélni diferencial druhéhdadu je tedy v bodl C vZdy kladny @d’x>0), coZ
znamena, Zeipposunu z bodx o dx se hodnoty funkce vzdgwtsi, odkud logicky
vyplyva, Ze v bod C je minimum funkcem

5.2 VAZANE EXTREMY

Vazané extrémy oziaji situaci, kdy kromy funkce f(X,y) je jeSt zadanavazba
(omezujici podminka pmeay) ve tvarug(x Yy) = 0. Hledame extrémy funkcé (X, y), které
jsou vazany (lezi na niYikkou g(x y) =0.

Budeme pouZzivat dvmetody:

a) Dosazovaci metoda vazby g(x, y) = Ovyjadiime x neboy a dosadime ddf (X, y),
¢imz ziskame funkci jedné pr@&mé, a extrémy tedy hledame podeélpko u funkce

jedné prominné. Tuto metodu pouZijeme Yipad, Ze zrovnice vazby Ize
osamostatnix neboy.

b) Lagrangeova metodasestavime Lagrangeovu funkk(x, y,A)= f(x y)+A g(x Y,
kde/ je Lagrangév multiplikator. Poté vyp&teme parcialni derivade a poloZzime je
rovny 0. Jakoieti rovnici pro fi neznaméx, y, A pouZijeme rovnici vazby. \fgSime
soustavu a vysledné ,pode” body C dosadime do hessianu, pomoci kterého
rozhodneme, zda se jednd o maximum, minimum neflexiri bod. Lagrangeova

viv s

v pripadech, kdy z rovnice vazby nelze osamostatnix aniy.

Pro ugeni extrému plati nasledujici pravidlo:
> D,>0:vboa C je EXTREM, a to (lokalni ostré) MINIMUM, pokue jnavicD; > O;
a (lokalni ostré) MAXIMUM, pokud j&; < 0.
» D, < 0: o extrému se musi rozhodnout jinynmigpbem.

U Lagrangeovy metody fieme o charakteru kritického bodti rozhodnout i bez
hessianu, pokud jsou sphy podminky \éty 5.1, tedy pokud je funkce definovana na
omezené a uzéné oblasti: spgeme hodnotu vSech kritickych binda bod s nejtSi
(nejmensi) hodnotou bude vazanym maximem (minimatapé funkce. Omezenou
a uzavenou oblasti rize byt napiklad kruznice, elipsa, Uska, apod.

Priklad 5.6. Uréete vazané extrémy funkci(x, y) = ¥ + ¥, g(X, y): x— y+1=0.

ReSeni:

Z vazbové podminky je mozZné osamostatnix, proto pouzijeme dosazovaci metodu:
Vyjadiimey: y = x+1a dosadime do funkcé&(x, y) = X + y:

f(x) =52 +(x+1) =2x% + 2x +1.

Dosazenim jsme ziskali funkci jedné premé (). Podetelé body musi mit prvni
derivaci nulovou:

f'(x)=4x+2=0.

odtudx=-1/2, y=1/2.

Tento bod je minimem dané funkce,cemZ se mzZzeme peswdcit druhou derivaci
funkcef (x) (ktera vyjde kladnam
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Piiklad 5.7. Urcete vazané extrémy funkck(x, y) = x+ y+3, g(x y): ¥+ ¥ -2=0.

Reseni:

ProtoZze zrovnice vazby nelze jednoduSe osamaostatani y, budeme postupovat
Lagrangeovou metodou. Sestavime Lagrangeovu funkci:
L=x+y+3+A(X+y-2)

Vypoéteme prvni derivace podieay a poloZzime je rovny nule:

a—L:1+2/lx:0
0X
%=1+2/1y=0
oy

X +y*-2=0

Ohke derivace jsme doplnili o rovnici vazby a ziskaline tim soustavuitrovnic o ti
neznamych. JejireSenim jsou body podité z extrému s odpovidajici hodnotou
Z prvnich dvou rovnic vidime, Zex=Yy (rovnice jsou symetrické vzhledem

k proménnymx ay). Dosadime zg do teti rovnice:

X+ x-2=0,
2x* =2
X,=%*1, a proto takéy,,=+1. Mame dva podéglé body: C, :[1,]] A :—%

aC :[—1,—]] , A, :% (hodnotuw! vypoaiteme z prvni nebo druhé rovnice soustavy).

Vypoéteme druhé derivace funkte
L _

Fvol

oLy

ay?

0°L _

oxoy -
Sestavime hessian:

Lf(xly) = {2/1 O } .

0 2

0
Dosadime bodC;: L{(Cy) = [ } DostavameD, = 1, funkce ma v badC,

0 -1
extrém. ProtoZe jB, zdporné (—1), m& funkce v bodC; maximum (jeho hodnota je 5).

10
Dosadime bodC,: L{(C,) = {O J. DostavameD, = 1, funkce ma v badC, extrém.

ProtoZe jeD; kladné (+1), ma funkce v b&ddC, minimum (jeho hodnota je 1).

-81-



Ji7i Mazurek; Matematika v ekonomii

Tato Uloha ma nazornou geometrickou interpretadinkEe f(X,y)= x+ y+3

predstavuje v trojrozérném prostoru rovinu. Funkce g(x, y): ¥+ ¥ —-2=0

piedstavuje v dvojrozgmném prostoru KkruZnici, v trojrozZ¢mém prostoru jde
o véalcovou plochu (@dstavime si, Ze kruznici ,tahneme” nahoru aidéimz vznikne
plocha vélce). Rinik obou objeki je elipsa, ktera se zveda ,Sikmo*“ vizh, a proto ma

s

Piiklad 5.8 Urcete véazané extrémy furikéef(x, y)=X+y s “vazbou

g(x y): X+2y-1=0.

Reseni:

ProtoZze zrovnice vazby nelze jednoduSe osamostatani y, budeme postupovat
Lagrangeovou metodou. Sestavime Lagrangeovu funkci:

L=x*+ y2+/l(x2+2y2—1)
Vypocteme prvni derivace podieay a poloZzime je rovny nule:

a—L:2x+ 2Ax=2x(1+A1)=0
0X

%:2y+4/1y: 2y(1+ 2 )= C
y

X*+2y*-1=0

Nyni najdemeieSeni této soustavyitrovnic o tech neznamych: body podeie
Z extrému.

Z prvni rovnice plyne, Ze kiix = 0 neboA =-1 (jeden z vyra& v so&inu musi byt
roven nule).

l. Nejprve se budemeemovat prvnimu fipadu, pro ktery plati, Ze = 0. Je-lix = 0,
dostavame zddti rovnice postuph

0°+2y*-1=Q,
1

2__

y 5

1
A nakonecy, , = i\/; :

Mame tedy dva podéglé body:C, = {O,KE} acC,= {O,—\E} .

Jest dopaiitame odpovidajici hodnoty Lagrangeovych multigiiké A z druhé rovnice
soustavy, nejprve pro bdch:

2y(1+ 21)= z\/%(1+ 2)=(, odtud/llz—%.
A poté analogicky pro bo@;:

2y(1+ 24)= {—\EJ(H 2) = (, odtud rovez A, =—%.

Il. Nyni se budeme énovat druhému ifjpadu, pro ktery plati, ze = —1. Je-lix = -1,
dostavame ze druhé rovnice soustgvy O (prvni rovnici nevyuZijeme, protoZze by
v zavorce vySla 0). Je&Stbyva utit x. Ze teti rovnice soustavy obdrzime:

X +2[0*-1=
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X =1,

a tedyx,, =+1.

Ziskali jsme dal3i dva podieté body:C, =[1,0] aC, =[-1,0], 4,, =-1.

Nakonec musime rozhodnout o povaze v3#gh podezelych bodi, v tomto gipac
muZzeme vyuZit jak ¥tu 5.1., tak metodu hessianu jakoiegeslé Uloze. Zde zvolime
prvni moznost: vyp&teme hodnoty funkce (x, y) = ¥ + y* ve v3echityi bodechC; az

C,4 (dosadime sdadnice &chto bodi do dané funkce), a najdeme mezi nimi maximum
a minimum.

e[ A)
f(C)=0 +(+2j

_ea 1)
f(C,)=0 +( 2)

f(C,)=12+0*=1
f(C)=(-1)"+0*=1
Odtud je #ejmé, Ze v bodecl; a C, nastava vazané minimum funkce a v bod€gh

aC, vazané maximum funkce.
Pokud bychom zvolili metodu hessianu, obdrZeli loynthessian ve tvaru (8ite si):

Li(xy) = {24_ 2 0 }.

Ak, bk

0 2+ 44

Po dosazeni badC, azC, vSak determinarD, = 0, a tedy o povazédhto bodi nelze
na zaklad hessianu rozhodnout.

| tato Uloha ma nazornou geometrickou interpretdgiinkce f(x,y)= X+ Yy
piedstavuje plochu rotaiho paraboloidu étesa, které vznikne rotaci paraboly kolem
osy 2), zatimco vazbax’+2y*-1=0 je vrovirt elipsa se $edem v bod [0,0]

a v trojroznérném prostoru véalcova plocha, ktera vznikne ,vydimt elipsy nahoru

a doli ve sntru osyz Body C; a C; jsou vedlejSi vrcholy této elipsy @ a C, jsou
hlavni vrcholy. ProtoZe hlavni vrcholy jsou vicedaleny od sedu elipsy, a funkce

f(x,y)= X+ ¥ roste s rostouci vzdalenosti odesiu, nizeme @¢ekavat v hlavnich
vrcholech maxima a ve vedlejSich vrcholech minigta funkce. A to nam také vyslo.
|

M AXIMALIZACE P RiJMU A UZITKU

Urcovani extrém funkci dvou (a vice) proémnych Ize v ekonomii vyuzit ip

maximalizaci pijmua, produkce, uZitku nebo zisku, respektive minimediznéklad, pokud
jmenované funkce zavisi na vice nez jedné grord. S vazanymi extrémy se v ekonomii
setkavame tehdy, pokud jsou ndjmpy, naklady, uzitek a podobrkladena gjaka omezeni
(obvykle finaréni, mnozZstevni¢asova, atd.).

Pfi maximalizaci uZzitku se racionalni spebitel snazi za danych podminek a omezeni

uzitetnost maximalizovat.

V modelu pro dva druhy zboZz®: a Q. s jednotkovymi cenami zboZP; a P,

a dichodem spdebiteleY, je uzit&nost omezeneozpaitovym omezenim

Y=RIQ+RIQ, (5.1)
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Maximalizovat uzitek za podminky (5.1) znameéaait Ulohu na vazany extrém s funkci
U= (Ql,Qz) a vazebnou podminkou (5.1).

Analogicky Ize pistupovat k maximalizacifjmua a dalSich ekonomickych funkci.

Priklad 5.9. Firma vyrabi dva druhy zboZi, jejich mnozstvi aane Q; a Q.. Frijem
firmy je dan funkciTR(Q, Q) =50Q+ 20Q- 2@ - 5@. Najckte maximum pjmu.

Redeni:
Zacneme tim, Zze vypdeme parcialni derivacER podleQ; aQy:
aTR(Q’ Q) :50_ ZQ]_
0Q,
aTR(Q’ Q) - 20_ 1(122
0Q,

Najdeme nulové body obou prvnich derivd@i: = 12,5;Q, = 2, a ziskame stacionarni
bod C[12,5;9.

Vypoéteme druhé parcialni derivacéijmu a sestavime Hesseovu matici:

-4 0
Hf(X!y) = |: 0 _1O:|,

Protoze D,=40>0, ma funkce v bo#l extréem. ProtozeD, =-4<0, jedna se
o0 maximum. V bod C bude zadanyifjem maximalnim

jednotkové ceny zboZP; = 2 aP, = 5, a dichod Y = 100. Maximalizujte uZitek
za podminkyl00=2Q, +5Q,.

Reseni:

Ulohu mizeme teSit dosazovaci i Lagrangeovou metodou. Zde uloktesime
Lagrangeovou metodotten& necht’ si zkusi vyuZzit dosazovaci metodu.

Sestavime Lagrangeovu funkci= Q [Q, +1(100- 2Q - 5Q))

Vypocteme parcialni derivace pod@ a Q,, polozime je rovny nule, &ipame rovnici

vazby:

o =Q,-21=0
0Q,

£=Q1—5)I =0
0Q,

100- ) -, =C

Z prvni a druhé rovnice vyjéitne Q; aQ, pomoci lambda a dosadime deti rovnice:
100-101 - 101 = (

Odtud mame postupni =5, Q; = 25,Q;, = 10. Pro tyto hodnoty nabyva funkce uzitku
svého maximal = 250.m
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Piiklad 5.11 Pan X niZze investovat do dvou stdtkjejich mnozstvi jex ay. Funkce
uzitku pana X je dana jakb= f(x,y)=2xXYy. Jednotka statkx stoji 2 pemzni
jednotky (napiklad eura), statkuy pak 3 pewtzni jednotky. Zdroje pana X jsou

omezené: celkavmiZe vydat pouze 102 p&mi jednotky. Maximalizujte uzitek pana
X.

ReSeni:

mame danu funkcif (x,y)=2Xy a vazbu g(x, y)=2x+3y= 10z Rovnice vazby

(2x+ 3y =102) predstavuje fimku, ale protoZex aniy nemohou byt v kontextu Glohy
zaporné, redukuje se vazbova podminka nakiiss krajnimi body [51, 0] a [0, 34] (jde
o priseiky dané pimky s osamk ay).

Podle Wty 5.1 tedy bude funkcd (x, y) = 2X y nabyvat na této Gigee svého maxima

i minima, a k ukeni extréni nepotebujeme druhé derivace ani hessian.
Ke zjiS€ni extrémii pouZijeme dosazovaci metodu: z rovnice vazby ostatrime

_102- 2(, a dosadime do funkce uzitkix, y) = 2X y:
f(9 =20 222 2 = q o0 102¢).
3 3

Body podezelé z extrému maji prvni derivaci nulovou:
2
f'(x) ==(-6x° +204x] = C,
(69=5( )

Rovnici upravime na s@inovy tvar: f’(x) = (—6x2 + 204x) =—-6X(x— 34F (

Z posledni rovnosti plynou dvieSenix; = 0 ax; = 34. Odpovidajici hodnoty

y 102- X
y vypoiteme ze vztahy = .

Tim ziskdme dva pod&dé body:C, [0, 34] aC; [34, 34/3].

Funkce uzitku pro prvni bodf (x, y) = 2xX y= 2[D1B4= (.

Funkce uZitku pro druhy bodf (x, y) = 2xX y= 2[B4034/ 3= 770,

Bod C; [0, 34], pro ktery je uzitek nulovy, je tedy vagam minimem dané funkce,
a bodC; [34, 34/3] je vazanym maximem dané funkme.

Pokud bychom tuto ulohiteSili pomoci Lagrangeovy metody, ziskali bychonodihoty
of of
Lagrangeova multiplikatoru, pro které plati:A, =ﬂ, A, :ﬂ, kde p; a p2 oznauji
2
cenu za jednotku statkuay. Proto je v ekonomii multiplikatof interpretovan jako
mezniuzitek pesz (marginal utility of money

MINIMALIZACE NAKLAD U

Podobr jako bylo v gedchozi kapitole hledano maximum funkd@jmpu respektive

uzitku, je u funkce nakladrozumné hledat jeji minimum. Postupujem#éagm stejré jako
v piedchozich ulohach, hledame tedy extrém funkceykser i spravné formulaci Glohy
ukaze byt minimem.
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TC(x y) = 200- 30x— 40y+ 0,5¢+ Y. Najckte minimum néakladl.
ReSeni:

Vypocteme parcialni derivace funkd@eC(x y) podlex ay a polozime je rovny nule:
oTC _

——=-30+x=0,
0X

9TC _ a0+ 2y=0.
oy

Bod poderely z extrému je tedf [30,20]. Dale vypsteme druhé parcialni derivace
a sestavime Hesseovu matici:

10
Hi(x,y) = .
108Y [O 2}
V Hesseo¥ matici jsou obsazeny pouze konstanty, proto do natlosazujeme
souadnice boduC. Protoze D,=2>0, ma funkce vbo#l C extrém. Protoze

D, =1>0, ma dana funkce v b minimum.m

Piiklad 5.13 Jsou dany celkové nakladiC(x y) =100— 32x— 30y+ X+ 3y.
Najdéte minimum naklad.

Reseni:

Vypocteme parcialni derivace funkdeC(x y) podlex ay a polozime je rovny nule:
0TC _

= =-32+4¢ =0,
0Xx

aTC _ -30+ 6y = Q.
oy

Bod podetely z extrému je tedyC [2,5]. Dale vypdéteme druhé parcialni derivace
a sestavime Hesseovu matici:

<[ .

Dosadime bod:

48 0
Hf(C) = |: 0 6:|.

Protoze D, = 288> 0, ma funkce v bo#l C extrém. ProtozeD, =48>0, ma dana
funkce v bod C minimum. s
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ULOHY K PROCVI CENI

1.) Najdtte lokalni extrémy (inflexni body) funkce:

a) f(xy)=xX+2y-6x+8

[minimum [3,0].]

b) f (X, y)= X = xy+ y

[inflexni bod [1,3].]

c) f(x, y):2xy—3><2 -2y +10

[maximum [0,0].]

d) f(x, y) = y—%+|n(x—y)

[inflexni bod [2,7/4].]

e) f x,y)=¢"

[inflexni bod [0,0].]

f) f(xy)=(x-3) Qy+2f

[minimum [3,2].]

2.) Ukete vazané extrémy funkce:

a) f(x,y)=xy, g(x y): x+ y+2=0

[maximum [-1, —1].]

b) f(x,y)=2x+y-1, g(x y): ¥+ ¥-4=0

[maximum[i,i] minimum{—i,—i} ]
55 NN

o) f(xy)=xX -2y, g(x y):2x- y=0

[minimum [-2, —4] a [2,4], maximum [0,0].]

d) f(x,y)=€", g(xy): X+ y-1=0

[minimum [-1/2, -2]. ]

e) f(x,y)= ¥+ ¥, vazba: tusgka s krajnimi body [4,0] a [0,4].

[minimum [2,2], maximum je v krajnich bodech: [4®]0,4].]

3.) Maximalizujte pijem TR= ¥ — 2 xyza podminkyx — y=100.
[maximum:x =100]

4.) Je dana funkce uzitku =(Q,,Q,) =,/ Q Q, , jednotkové ceny zboH; = 5

aP, = 10 a disponibilnigchodY = 400. Najdte maximum uzitku.
[maximum:Q, =40,Q, = 2(]

5.) Najckte minimum naklatl TC(x y) = 60— 120x- 80y+ 2% + 0,4y.
[minimum:x =30,y = 10(]
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6 NEURCITY INTEGRAL

6.1 POJEM NEURCITEHO INTEGRALU , ZAKLADNI VLASTNOSTI

FunkceF(x) se nazyvrimitivni funkcik funkci f(x) na oteveném intervaluJ O R
prak tehdy, kdyz F'(x) = f(X) pro vSechnaxJ. Primitivni funkce existuje ke kazdé
spojité funkci nal.

Hledani primitivni funkce se oztiaje jako integrovanj coz je proces ogay
k derivovani, viz schéma na Obrazku 6.1.

integrovani

v
o

2X

A

derivovani

Obr. 6.1.

Reseni:
primitivni  funkci je funkce F(x)=x*, ale také dalsi funkce:G(x)= ¥ +1,
H(x) = x¥* -10, atd., protoZe derivace konstantyéinem x* je nula.m

Vysledek PRikladu 6.1. niZzeme zobecnit: Primitivnich funkci k dané funkci je
nekonéné mnoho, a vzajeminse liSi o jistou konstantu, kterou oZimae C. MnoZina
vSech primitivnich funkci k dané funkffik) se oznauje jakoneurity integral k funkci
f(x), a zn&i se takto:

[f(odx=F(3+C,
kdej je integr&ni znak,

X integr&ni pronenna,

f(x) integrovana funkce neboli integrand,
F(x) primitivni funkce kf(x),

C integra&ni konstanta.

Neurity integrél je linearni operator, coZz znamena, S@Eiuje nasledujici dv
podminky:

i) [kfdx=K f( 3 d,
i) [[f(0 (%] dx=| f(y de| ¢ X d

Podminka i) znamend, Ze konstantu v integrandu g&nén ,vytknout* ged integral,
zatimco podminka ii) nAm umidje integrovat satet nebo rozdil funkciélen poclenu®.
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V nasledujici tabulce jsou uvedeny nejpouz@&inintegraly (primitivni funkce plus
integra&ni konstanta). Tyto vzorce plati naupiku definicniho oboru dané a primitivni
funkce.

Tabulka 6.1. Zakladni integraly.

radek f(X) [ f(dx
1 0 C
2 1 x+ C
n+l
3 X" X _+cC
n+1
4 e" e€+C
1
5 = In|x|+ C
- X
1 1
6 —Inlax+h+ C
ax+b a | d
7 a 2 +c
Ina
8 Sirnx —cox + C
9 COX sik+ C
1
10 tgx + C
cos X
11 - ! cotgx + C
sin? x &
12 ! arctgx + C
1+ X2 &
1 1 X
13 —arctg—+C
a?+x a g a
1 ) c
arcsirx +
14 12
1 rc
- arccos
15 -
1
16 In‘x+\/1i xz‘ +C
1+ X3

V nasledujicich ulohach si ukazeme integraci zakiled funkci.

Priklad 6.2. Integrujte:
X3
a) [ x*dx = —=—+C.
) | 3
b) J.(x3 +2X° + 66X+ 1) dx.

C) Iﬁdx.
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d) I%dx.

5
e) I(2x+;j dx.

f) I(Ssinx— 2coX+ 3) dx.
X2
9) [~ M
1
h) | ————dx.
) sz +4x+8

Reseni:
X3
a) [ x*dx = =—+C.
) | 3
Pokud integrujeme mocninu, pouzivame iddek tabulky vySe. Mnemotechnicka
pomicka fi feSeni: ,exponent 2651 o 1, novym exponentem Wida napis +C".
b) J'(x3 +2X° + 6X+ 1) dx.

Nyni pouZzijeme pravidla i) a ii) vySe a&jzorec pro integraci mocniny:
3

j(x3+2x2+6x+1)dx:j idxrzj % dx q xdle dxX7:+2L3+6122+x+C.

(U tretihoc¢lenu si je&t provelte kraceni).
C) f Yxax.

Pri integraci vyrazu s odmocninou nejprvaepedeme odmocninu na mocninu

1
s racionalnim (zlomkovym) exponenterﬁ]& = x® a integrujeme afi jako mocninu:
4

: s 3y
3 — X7 _
j\/xdx—j ¥ dx= ﬂ A + C.
3

d) j%dx.

3

Vyraz —  prevedeme na X a integrujeme ot jako mocninu:
X

L= [P X oo L
jxsdx_jxdx_(_4) et C

e) j(2x+§j dx.
X
Integrél rozdlime na dva, pro prvni pouZzijeme pravidlo o derivaocniny (3.radek),
a pro druhy integrél 5adek tabulky:j(2x+§j dx= ¥ + 5In| *+ C
X

f) J'(Ssinx— 2cox+ 3) dx.
VyuZijeme vzorce n&dcich 4, 8 a 9 Tabulky 6.1:

X

I(SSinx— 2CoX+ 3) dx=- 5cos— 2sint+ + C.

In3
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9)
2 x*+1)-1 X +1
j 2X dx:I( > ) dx—j( )
x* +1 X +1 X +1
Pri této integraci jsme ve druhém kroku pou2|I| Jrikpficteni a odéteni 1, aby se
integrél rozdlil na dw jednodusséasti. Vyuzili jsme pakddek 12 Tabulky 6.1.

dx—jx2 dx:jl d)«sz— dx x arctgk

h) | ———d
)Ix2+4x+8 X

Tento zlomek nelze rozlozit na parcialni zlomkyz(wésledujici kapitola, diskriminant
kvadratického tr@jlenu ve jmenovateli je totiz zaporny), a v takovéifpads vede
integral na funkci arctg viz Tabulka 6.1fadek 13. Kvadraticky tréfen upravujeme

tak, aby ndl podobu x* +a®, kde mistox miZze byt i zavorka, viz nize.

1 _ 1 1 (x+2)
J-x2+4x+8dX_J-(x+2)2+4dX__2 arctgi2 +Cnm

Poznamka: O spravnosti integrace seibeme snadnoipswdCit tak, ze vysledek (napravo od ,=")
zderivujeme a musime ziskat vyraz uimtegralu (vyraz vlevo od ,=").

V nasledujicich kapitolach budou vy$eny nekteré integrani metody k feSeni

s

slozitjSich integrai.

6.2 INTEGRACE RACIONALNICH FUNKCI (METODA PARCIALNICH ZLOMK 1)

P(¥

Racionalni funkci rozumime vyra(z?ﬂ, kdeP(x) a Q(x) jsou polynomy pronnéx.
X

(Jsou to zlomky obsahujicich integna proménnou veitateli i jmenovateli).

V dalSim textu budemeipdpokladat, ze stupepolynomuP(x) je menSi nez stupe
polynomuQ(x). Takové racionalni funkce se nazywvajzi. Pokud by tato podminka nebyla
splrena, provedemedteni polynomuP(x) polynomem Q(X)¢imz ziskdme pozadovanou ryzi
racionalni funkci. Kintegraci (ryzich) racionalhidunkci ve vyuzZiva metoda rozkladu
naparcialni zlomky Smyslem této metody je rozlozit zadanou (a obsgtbdzitou) racionalni
funkci na souet ,nejjednodusSich'p@arcialni znamenagasteény*) zlomka.

Priklad 6.3. Vypocté te'[—gd

3)(x-2)

Reseni:
Integrovat tento zlomek okaméite obtizné. Proto provedeme tuto Upravu:
j =9 dx=j 1 dx+j 6 dx,
(x+3)(x-2) X—2 X+ 3
Pfi OUprak jsme zadany zlomek v integralurepedli na dva jednodussSi zlomky.
O spravnosti rozkladu se Ize snaditegwdcit uvedenim obou zlomikzpet na spolény

jmenovatel.
Nyni je uz integrace snadna:

j ! dx+j 6 dx:In|x—2|+6In| x+3+ C.
X—2 X+ 3
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Oba zlomky jsou pravony parcialni zlomky. Otadzkou tedystdva uz jen to, jak tyto
parcialni zlomky najit. To si ukaZzeme v nasledafigitikladech.m

+
Priklad 6.4. Vypocte te'[—sdx
2)(x~1)
Reseni:
Nejprve rozlozime integrovanou funkci na dva pdntiazlomky, teprve poté budeme
. 3x+3 A B
integrovat: =

(x+2)(x-1) x+ 2+ x—1
KonstantyA aB uréime tak, Ze levou strandgvedeme z{i na spolény jmenovatel:

x+3 A B _ A(x-1+ B(x 2)
(x+2)(x-1) x+2 x-1 (x+J(x1
Prvni a posledni zlomek se sarfgae museji rovnat, proto se musi rovnat i jejich
Citatele:
3x+3= A(x—1)+ B(xt+ 2)
Roznasobime zavorky a pak na pravé stranad’ setemecleny obsahujick a zvlag
¢leny bezx:
3x+3=(A+ B)x+ (2B- A
Protoze leva i prava strana se maiji rovnat, muskdagficienty gred x na obou stranach
rovnice shodné, a totéz plati pro absolutieiny, tedy 3 vlevo a zavorku B2— A)
vpravo. Porovnanim obou stran rovnice mame:
3=A+B
3=2B-A
Takto jsme dostali soustavu dvou rovnic o dvou aezych, kterou vieSime napklad
eliminatni metodou s vysledkemA=1,B= 2.
Druhy zpisob, jak ukit konstanty A a B, spdiva v dosazeni vhodné hodnoty
x do vychozi rovnosttitateli 3x+ 3= A(x— 1)+ B(x+ 2). Obvykle volime nulové body
zavorek:
x=1:6=0+ 3B, odtudB=2
x=-2:-3=-3A+ 0, odtud A=1
Zde jsme vyuzili toho, Ze dana rovnost musi platd vSechn, a tedy i pro zvolené
hodnoty 1 a —2.
Méme tedy rozklad gvodniho zlomku na dva parciélni zlomky:

3x+3 1 2

= +

(x+2)(x-1) x+2 x-1
Nyni miZeme integrovat. K integraci parcialnich zladmkyuzijeme tabulkovy integral

na fadku 6 z Tabulky 6.1, nebo I—dx In|x+ 4+ C, proto piSeme rovnou
vysledek:

3x+3 ¢ 1
j(x+2)(x—1) X_-[x+ 2dx+_[ 1 dx-ln| x-2|+2In| x 1+ C m
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V obecném fipad mame za ukol integrovat racionélni funk(%%, kde P(x) a Q(X)
X

jsou dva polynomy.
Krozloiem’% na parcidlni zlomky musime upravit jmenova@lx) na sodin
X
kotfenovych ¢initelt, tedy na sotin zavorek, v nichz je vzdyx(- kaen Q), nebo
nerozloZzitelny kvadraticky dvdlen ¢i troj¢len. Ri rozkladu Q&) mohou nastat tytorfpady:

a) VSechny keeny Q(xX), ozn&ime jex;, X, aZ X jsou redln&isla, a zadny ken se
neopakuje (m& nasobnost jedna). Pak piSeme:

P(X) _ P(%

Q)  (x= ) x= %)0.( x ¥)

Rozklad na parcialni zlomky vypada nasledovn

PO _ P AL B+..+ K

QX (x=x)Mx%)0(%x x) x x x X X X

Kazdému keenovémuwiniteli (kazdé zavorce) ve jmenovateli odpovidaejegbarcialni
zlomek s konstantou ditateli. Vzniklé parcialni zlomky okamit integrujeme pomoci
piirozeného logaritmu. Tentdipad nastal v obou Uvodnichikadech 6.3 a 6.4.

b) VSechny kéeny Q(x), ozn&ime jexi, X, aZ X« jsou realn&isla, ale sktery kawen,
napiklad x; se opakuj@-krat Fikame, Ze ma nasobnagt Pak mame nasledujici rozklad:

P(X) _ P(¥
QX (x=x%)"Mx %)L x ¥)
A parciélni zlomky vytvéime nasledow
PO _ R = AL A LA B K
Q¥ (x=x)"Ux %)I(x ¥x) x x (x-x)° (x ¥ x x (%3
Vidime, Ze pro ki#en vysSi ndsobnosti neZz jedna ifue navic parcialni zlomky
s jmenovatelen{x-x )", (x- xl)z, az (x- xi)k. Dal3i parcialni zlomky tuéme steji jako
v piedchozim gipack. Pokud by tedy ndfklad x = 3 bylo dvojnasobnym kenemQ(x), pak
musime mit parcialni zlomky s jmenovatel¢m-3)" a (x—3)°. V citateli je vzdy konstanta,

kterou si nizeme oznét libovolné (obvykle velkym pismenem a abec&fRReseni tohoto
typu integralu je ukdzano wiRlad 6.5.

c) Posledni moznost, kterou se budeme zabyvatvastdyZ se v rozkladu polynomu
Q(X) objevi nerozlozitelny kvadraticky dwid¢gn nebo trajlen ndsobnosti jednariRladem
budiz napiklad x*+1 nebo x*+2x+4. Pokud se budeme snaZit najitidy ®chto
mnohalena, vyjde nam zaporny diskriminant, a rozklad tedyzee(v realnychcislech)
provést. V takovémifipac ponechame tento dvid¢n nebo trajlen ve jmenovateli, ¥itateli
pak piSeme misto konstanty linearni funkchVSe ostatni istava stejné jako vipdchozich
bodech:

P(x) _ P(% _ Ax+ B C

= = +
QX (aX+bxt ¢[f x ¥... (ax2+ bx+ c) % X
ProfeSeni tohoto typu vizitklad 6.6.
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+21¢ + 18x+ 5d
(x+2)°x

Priklad 6.5. Integrujte I

Reseni:
: . L 6 + 21 + 18x+ E I
Nejprve rozlozime racionalni funket 3 na parcialni zlomky:
(x+1)" x

6X°+21X°+ 18+ 5 A N B N C +_D

(x+x () (e (e x
Pravou stranu upravime na spolg jmenovatel:
65+ 21 + 18+ 5_ A(x+1)" x+ B( x+1) x+ Cx Of » 1)’

(x+1)3 X (x+ 1)3 X
Nyni budeme volit vhodna tak, abychom ziskali konstan#y, B, C, D. Dosazujeme
do ¢itatele obou zlomk vySe (které se musi rovnat)

Necht x=—-1: 2= 0+ 0-C + 0, odkud mame& = -2.

Nech x=0: 5=0+ 0+ 0+ D, odkud dostavame = 5.

Nech’ x=1: 50= 4A+ 2B+ C+ 8D, zaC aD dosadime vypgiené hodnoty:

50=4A+ 2B- 2+ 4(, ¢imZ obdrZime rovnici pré aB: 12= 4A+ 2B.

Potrebujeme jestjednu rovnici (mame dvnezname).

Nech’ x=-2:5=-2A+ 2B- 2C- D, zaC aD opet dosadime:

5=-2A+ 2B+ 4~ E, a obdrzime druhou rovnici pfoaB: 6=-2A+ 2B.

Resime soustavu:

12=4A+ 2B

6=-2A+2B

Resenim této soustavyfe= 1 aB = 4.

Nyni miZzeme pikrocit k integraci jednotlivych parciélnich Zlorak

3 2

[ A0 e [t [ —— et drer = e [

(x+1) x+1 (x+ 1

(x+2)*x
4 1
=1 -—— 51 C.
n|x+1 X+1+(x+1)2+ nx+C.m
Priklad 6.6. Integrujte: jﬂd .
x>+ X

Reseni:
Zadanou racionalni funkci rozloZzime na parcialonaky:
3x* - 3x+ 2 Ax+ B C
x*+ X X+l X
Ve jmenovateli prvniho parcialniho zlomku musi byearni funkce, ne jen konstanta!
Déle postupujeme podobiako v gredchozich fikladech, hledame konstamyB aC:
3x*-3x+2_ AX+ Bx+ Cx+ C
XX X+ X
Nech’ x = 0: dostavame ihne@ = 2.
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Nech x = 1: dostavame& = A+ B+ 4, po Upra¥: 2= A+ B.
Nech’ x = —1: dostavam&= A- B+ 4, po Upra¥: 4= A-B.
Re3enim soustavy piaB obdrZzime:A=1, B =-3.

Nyni mizeme pejit k integraci'

3x° - 3x+ 2
———dx= dx+ dx.
j X+ X x2 +1 j
Ozname prvni integral na pravé stiah a druhy integral,. Integréll, je tabulkovy

integral:
:J.;Z(dx:ZInM +C.

Pt integracil; postupujeme nasledo¥nnejprve integrél rozdime na dva, a kazdy
integrujeme zvilas

_¢X=3, ¢ X B 1
Il—fxz+ldx—sz+ldx 3sz+1dx
Prvni integrdl na pravé stranje typu I%dx pokud jej vhod& upravime:
X
1 X : . .
5-[ 5 dx. Integrace je pak uz snadna:
1 2x
= d ——In X +1+ C.
Druhy mtegral je tabulkovy integral (pro funkcictgx):
1
_3I v +1dx——3arctg><.
Vysledek shrneme:
3x+ 2 1
x=2In|X+=In| ¥ +1 - 3arctg> m
J- X° + X b 2 ‘ ]N J

Obecré plati, Ze tento typ integralu téinvzdy vede na funkce logaritmus a arctangens.

6.3 INTEGRACE SOUCINU FUNKCI (METODA PER PARTES)

Smyslem této metody je rozloZit jeden sl®ait integral na dva jednodugdény (odtud
nazev metodyper partege latinsky ,pocastech®).

Vzorec, ktery pouzivamefipintegraci per partes, si odvodime z pravidla gesivaci
sowinu dvou funkci, které oziame u(X) a v(X).

(udV)=uv+ uv

Nyni osamostatnime vievdenuv’: uv=(uy - U\, a tuto rovnost integrujeme:

juv’dx:j( uy’ dx—j uvd

Prostedni ¢len obsahuje integral i derivaci, proto se tyto¢ deperace vyrusi,
a dostaneme:

juv’dx: uv—j a vd:

Zopakujme, Ze smysl metody A vtom, Ze slozity integral vlevo je nahrazen

sowinem obou funkci a jednodu$sim integradlem vpravoleBit4 je spravné volba funkci

uav’. Nespravna volba funkci vede k tomu, Ze slozZifbshy naroste. V takovénxipact je
zapotebi zvolit funkceu av” opané.
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Priklad 6.7. Vypoctéte: J' Ee* dx.

Reseni:
Zvolimeu=xav =€~

u=x v= €

[ x0T dx= = x¢-[10&dx Xe- & €( ) e

u=1v=¢
Pti per partes si tedy nejprve vytiimme tabulku s funkcemi, u’, vav’. Poté dosadime
tyto funkce do odvozeného vztahu pro per parte®.vif8 spravné vold u av’ se
integrovany vyraz zjednodusi natolik, Ze jeho WgigiZ neni problémenm

Priklad 6.8. Vypoctéte: j xn xdx.

Reseni:
2

x
2

2 2 2 2
jxlnxdx: 2| = Inx—jiﬁdxzx—lnx—ljxdxzx—lnx—X—+C.-
! X 2 2 2 2 4

Priklad 6.9. Vypostéte: J'gin xdx.

Reseni:

J'xsinxdx:

-

u=1v=-cos

u=xv=sinx )
= —xcosx—J'(—cosx)dx= —-XCcosx+sinx+C.m

Priklad 6.10. Vypoctéte: J'_arctgxdx.

Reseni:
Uvniti integralu je pouze jedina funkcarctgx, proto by se mohlo zdat, Ze per partes
neni vhodn& metoda pro vysi. PouZijeme vSak ,trik“arctgx=arctgx1, a zvolime
vV =1

u=arctgxv=1
jarctgxdx: . 1 :xarctgx—j

u= V=

1+ x?

Analogicky se vyp&te nagiklad jln xdx.

X
1+ x°

dx = xarctgx—lln‘x2 +# +C.m
2

Priklad 6.11 Vypoctéte: J'_sin xe“dx.

Reseni:
u=sinx,v= ¢

jsinxeX dx= = & sin x—j & cos xdx

U= COSX,\E &
u'=cosx,v= € U= - sin x,\=

e*sin x—[eX cosx+j & sin xd%z &sin % e cose(j *e sin x.
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Pouzili jsme dvakrat per partes, aifa se zdat, Ze vypet skoril ve slepé ukice,

neba’ na pravé stranjsme ziskali stejny integral jako zadany integké. skuténosti

jsme vSak uz blizkéeSeni: ozname hledany integrdla rovnici gepiSme:

| =e*sinx— & cosx— |,

Nyni sta&i uz jen na pravé strarmsamostatnik:

2|l =e* sinx— €& cosx,

A po c&tleni 2 obdrzime vysledek:

_ sinxe* — cosx€ N
2

| Cnm

SlozZitjSi integralyfeSime pomocsubstituce(substituceje totéz conahradg: slozity
vyraz nahrazujeme jednodusSim. Typicky se substiteguZivaji @i integraci sloZenych
funkci, odmocnin (Eulerovy substituce) a gonionuétych funkci (univerzalni substituce

t :tgi). Substitucim je gnovana samostatna Kapitola 7, proto je prozatineglgadme.

6.4 CELKOVE NAKLADY A CELKOVE P RiJMY

V ekonomii Ize (neutity) integral vyuzit k vypétu celkovych pijmi nebocelkovych
naklad:, pokud jsou znamy (dany) meznfijmy respektive mezni néklady. Jak jiz bylo
zminéno v Kapitole 2, mezni veiiny jsou derivacemi celkovych véin, a tedy celkové
veliciny jsou naopak integraly meznich .

Tyto integraly mohou byt hll neurité — kdyz hledame pouze fuérk zavislost
celkovych velkin na mnozstvi, nebarcité, pokud mame zadany integré meze a chceme
celkové naklady Wislit. V této kapitole se omezime pouze na prvifppgd, utity integral je
tématem Kapitoly 8 a 9.

Funkce celkovych naklafl TC(x) a funkcemeznich naklad MC(x), kde x je paiet
vyrobki, spolu souviseji vztahem:

TC(X):J' MC( % dx+ C (6.1)

Vztah (6.1) iika, Ze celkové naklady jsou sbdem meznich naklad Integra&ni

konstantaC se uti z jedné znamé hodnotyC(x) pro danéx. Stejny vztah plati také
pro celkové pijmy TR(X) amezni pijmy MR(X):

TR(x):J' MR ¥ dx C (6.2)

Priklad 6.12 Urcete funkci celkovych nakldd jestlize funkce meznich nékiad
MC(X) =140€"* a naklady na produkci 10 vyrobkini 6000 K.

Reseni:
Pouzijeme vztah (6.1):
0,2x

TC(X = [1408% dw C=14] &> dx G 14%+ c 7008 +

Nyni jeSt urcime konstantuC z podminky, Zze néklady na produkci 10 vyrok#ni
6000 K, a je tedy = 10 aTC(x) = 6000:

6000= 70@° + C,

A odtudC = 828.m
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Priklad 6.13 Urcete funkci celkovych naklag pokud je dana nésledujici funkce
meznich naklall kdex znamen& mnozZstvi:
a) MC =4x+ 5, kdyz vime, ze naklady na produkci 5 kui 200 euro,

b) MC = x2 +—°_.
X+3
Reseni:
a) Mezni néaklady integrujem‘EC:J'(4x+ 5)dx=2X + 5x- C, a z dané podminky
uréime konstant: TC(5) = 200= 205 + 55 C, odkud jeC = 125.

3
b) Mezni naklady integrujem&C =%+8In| x+3+C.m

Priklad 6.14 Mezni p‘l'jﬁy jsou popsany funkciMR =140- 6x+ 2, najcéte_funkci
celkového pijmu.

Reseni:
Mezni @jem integrujeme:TR:j(140— 6X) dx= 140% 3%+ C. m

ULOHY K PROCVI CENI

1. Integrujte:
a) f(x)=3x +2x+1
[x*+ X+ x+ C]
b) f(x)=x'-5x+8
[X—5—§x2+8x+ C]

5 2

c) f(x)=4eX+E
X
[4€* +5In x+ C]
d) f(x)=32+2%/7<+2x
X

[_§+§§/F +1+C]
X 2 In2

e) f(x) =4sinx— 3cox

[4sinx— 3cosx+ C]

_ 10
hiX=—7
[10arctgx+ C]

_2X
0) F(0=—"

[In(x* +6)]
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2. RozloZte na parciélni zlomky nasledujici raciohfunkce:

5x+2
a

X2+ X
5x+2_2 3
XX+Xx X x+1

4x-11

(x+1)(x-4)

4x-11 _ 3 N 1
(x+D(x—-4) x+1 x-4
-2x% +8x+ 4
O au
x*(2+3x)
—2x°+8x+4_1 2 5
xX*(2+3x)  x X 2+3x
3x* - 4x+5
(x=3)(x +1)
3x*—4x+5 __2 o x=1
(x-3)(¥+1) x-3 X +1

]

[ ]

d)

[ ]

3. Vypcitéte:
x-13
)Jx +4x - 5
[3In|x+5~ 2In|x— 1+C]
b) J-5x —17x+12
x® —4x? +4x

3 2 1
[J’;dx+J' — dx I(x—z)z dx=3In| %+ 21n|

4. Vypoitéte:

a) I Wlxﬂsdx
[arctg(x+2)+ C]

b) | s
[garctg%1 +C]

5. ReSte metodou per partes:

a) sze‘ dx
[(X*—2x+2)& + (]
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b) j(2x+1)exd><
[(2x-1)€ + C]
C) J'x3ln xdx

[Zinx-2X+c]
4 16

d) J'In xdx
[ xIn x= x+ C]

Inx
e) I7dx
-2inx-tsc
X X

6. Jsou dany mezni nakladWlC(x) = 25€*, ursete funkci celkovych nakldd jestlize
vyroba 10 kus vyrobki stoji 3500 K.
[TC(X) = 62,56 + 8¢ K&]
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7 SPECIALNI SUBSTITUCE V NEUR CITEM INTEGRALU

V piredchéazejici kapitole jsme zavedli n&tyr integral a ukazali jsme si integraci

jednoduchych (zakladnich) funkci. Mnoho integréuvpak slozZijSich a k jejichreSeni se
musi pouZzit vhodna integmai metoda. Jednou z integréch metod jemetoda substitni.

V této kapitole si ukazeme ¢které ¢asto pouzivané substituce v n@tém integralu.

Substituce znamena nahradu vyrazuuasopni pronénnou &) za réjaky vyraz s novou
proménnou (nejastji oznatenout). Cilem substituce je zjednodusit integrovanoukéiin
a preveést ji na integraci racionalni lomené funkce ifgta). Substituci provadime typicky
v téchto gipadech:

7.1

Je-li v integralu sloZzena funkce (v zavorce), pakmazujeme vnihi funkci (tedy onu
zavorku),

Je-li vintegradlu odmocnina, pak nahrazujeme ceboimocninu nebo vyraz pod
odmocninou,

Jsou-li vintegralu tzné goniometrické funkce, pak provedeme substitiad,

abychom dostali hii jednu goniometrickou funkci nebo racionalni funkogz

goniometrickych funkci.

Poznamka: pii substituci nezapomeneme nahradit i diferenai@iferencialem nové proinné ¢t)!

V této kapitole si ukaZzeme uzitékterych specialnich substituci.

| NTEGRACE SLOZENYCH FUNKCI
Priklad 7.1 Vypotéte I(2x+ 1)4 dx.

ReSeni:

zavedeme substituck2 1 =t, potebujeme jestnahraditdx zadt, coz se provede tak,
Ze substitani vztah zderivujeme (vlevo podiea vpravo podld) a za kazdou stranu
rovnice napisemefifslusny diferencial (tomuto postupu s&a diferencovat rovnigi
2dx = 1dt. Pri feSeni integralu se tyto pomocné v§yoobvykle zapisSi do tabulky

Y N . 4 2x+1=t
ohrantené zleva a zprava svislotarou: I(2x+1) dx= odx= dtl’ Provedeme
X=
substituci a pokraujeme:
2x+1=t ° 5 2x+1)°
v|.(2)(+:|_)4d)(: :Ifgzlfﬁdtzgt_+ C:t_+ C:(—)+ C.
2dx = dt 2 2 25 10 10

Na zaé¥r se nesmime zapomenout vratit tkvpdni promdnné x. MiZzeme si oO¥fit
. ) o o (oxwy .
i spravnost vysledku derivovanim: derivaci vyra#&T)+C opravdu vyjde

pivodns zadan4 funkcg¢2x+1)*. m
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Priklad 7.2 Vypoctéte: J'ez”gdx.
Reseni:

2x+3=t

J’e2x+3 dx=
2dx = dt

:jéﬂ:ljédpi B &L . m
2 2 2 2

Priklad 7.3. Vypoctéte: J'cos( 5~ 4 dx.

Reseni:

J'cos( 5~ 4 dx=

5x—-4=t

sint sin(5 - 4)+ Cm
5dx = dt

=I cost%:%f cotdt=—5+ C= c

I NTEGRACE LOGARITMICKYCH A EXPONENCIALNICH FUNKCI

Obsahuji-li integraly exponencialni funk&* respektive logaritmickou funkcin x,

provadime nahradu préavéchto funkci (u logaritmické funkce je zvldStyhodné, pokud

. . : In? x
integral obsahujélen
X

a

)

I
Priklad 7.4. Vypoctéte: jmdx.
X

Reseni:
PouZijeme substituci }n=t. F¥i vypoctu ndm velice poriZze iclenx ve jmenovateli:
Inx=t
In x t? In® x
—dx=|1 =Itdt=—+ C= +C.m
X —dx=d 2
X

Priklad 7.5. Vypoctéte: j%dx
xIn® x

Reseni:
5 Inx =t 5 5 5
dx = =[=dt=—-=+C=——+C.m
lenzx L ax = dit It2 t In|x
X
Piiklad 7.6, Vypoctate: | € ix.
2¢°+5
Reseni:
Provedeme substitu@* =t a gimo integrujeme.
x e’ =t
- dx= = [ dt=2In2t+5+C =Inj2e* +5+C . m
2e* +5 e‘dx=dt ~2t+5 2 2
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e -2
e +1

dx.

Priklad 7.7. Vypostete: j
Reseni:
Stejre jako v gedchozim fikladk provadime substituce” =t. Po substituci igjde

integral na integral racionalni funkce. Raciondimikci (zlomek) rozloZzime na dva parcialni
zlomky a integrujeme:

€-2  |€=t |_t=2 3 2 _ _
vt | e g _jt(Hl)dt_jHldt [ dt=3In[&+1-2In g+ Cm

7.3 INTEGRACE GONIOMETRICKYCH FUNKCI

Integraly obsahujici goniometrické funkce sinussikas, tangens nebo kotangens lze
feSit pomoci nasledujicich substituci:

- Integral obsahuje funkcsin” xa cog’ x, piicemza je liché a8 sudé. V tomto fipadk
uzijeme substitucicosx = t, nahrazujeme tedy sudou funkci. Pokud je situgera
aoa je sudé @ liché, uzijeme substitucsinx =t.

- Integral obsahuje funkcsin” xa cod’ x, piicemZ a i jsou g sudé. Pak pouZijeme
substitucitgx =t.

- Integral obsahuje funkcsin” xa cog’ x, pricemZa i jsou f liché. Nahrazujeme tu

funkci, kterd mé vyssi exponent.
« Pokud nelze pouzit Zadnou #edchozich substituci, je mozné vyuZzit univerzalni

substitucitgg =t, viz Tabulka 7.2.

Pt Upravach integrandu pouzivdme z&kladni goniowiedrvzorce, viz Tabulka 7.1.

N

Tabulka 7.1. NejdilezitéjSi goniometrické vztahy

¢. vztah

1) sin® x+ co$ x= !
(2) sin 2x = 2sinx[Jcox
3) cos X = co$x— sifix
@) sin? x = LGOS X
(5) cos x= 1F COSX
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Tabulka 7.2. Univerzalni goniometricka substituce.

é. vztah
X
1 tg—=t
(1) 92
2 sinx =
(2) i1
—t2
3 COSX =
(3) 11
2
4 dx=
4) 1+t2

Priklad 7.8. Vypoctéte: jgsx Osirf xdx.

Reseni:
V této uloze jsou abfunkce umociny na lichy exponent, mohli bychom tedy nahradit
obe, ale vybereme si k substituci funkci s vy$Sim exgraem, tedy sin

sinx=t 4 in*
:Ifdt:t—+ =X, cm
cosxdx= d 4 4

jcosx Csint xdx=

Priklad 7.9. Vypoitéte: j_sinz xdx.

Reseni:

V této Uloze pevedeme sfix na kosinus dvojnasobného thlu (vztah 4 v Tabulgy 7
a @imo zintegrujeme (mohli bychom j&Sprovést substituci 2 = t, ale to je jiz
zbytené).
J'sin2 xdx= S|2n2+

sin? x= (m

1- cos X| ZJ- T+ cos®

X
> | 5 d)@—zf(l cos 2 dx=—‘2

Priklad 7.10 j sin® xdx

Reseni:
Nejprve rozdlime sin®x = sirf x[sinx a pouzijeme vztah (1) z Tabulky 7.2. Podle
bodu (i) nahrazujeme funkci cos

J'sin3 xdx:I(l— co$ x) Osinxdx=

=t 3
cosx =[(t- ).d1=t—— b =% o
-sinxdx=d 3 3
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Piiklad 7.11 j
sinx
Reseni:
PouZzijeme univerzalni goniometrickou substituciabililce 7.2:
dx t+1 2 1
—— =|tg—=t dt=|-dt=In{t+ C=In|tg—|+ C. m
sinx ‘92 I 2 t°+1 It 1 g—j

7.4 |INTEGRACE IRACIONALNICH FUNKCI

Iracionalni funkce jsou funkce obsahujici pgemou pod odmocninou. V tomtdipace
obvykle nahrazujeme celou odmocninu.

Priklad 7.12 Vypcoctéte: J._\/4x+1dx.

ReSeni:

Substituci si opt zapiSeme do pomocné tabulky. Priadek je substiitni vztah, druhy
fddek ziskame umoénim prvnihotadku na druhou. f€ti fAdek vznikne derivaci
druhéhotadku podlex (vlevo) a podlet (vpravo), kde za ab strany pipiSeme
diferencial dx respektivedt (fikame, Ze rovnicidiferencujemp Poté iz provedeme
samotnou substituci a integraci.

Vax+1=t \/_3
4x+1
J.\/4x+1dx 4x+1= ¢ —J.td—t J.tzdt———3+ C-—;+ C_( X6 ) +Cm
4dx = 2tdt

Priklad 7.13 Vypostste: j xv 3¢ —1dx.

Reseni:
Opet provedeme substituci celé odmocniny:
X2 -1=t 5 3
2 _a_ 42 3 ( X —l)
J.x\/xz—ldxzx 1=t =J.tEtdt:J‘fdt:t_+ C—+C
2xdx= 2td{ 3 3
xdx= tdt

O spravnosti integrace sedépnizeme peswdcit zpétnym derivovanimm

Priklad 7.14 Vypoctste: J'\/l— X2 dx.
Reseni:

Provadime substitucix =sint proto, abychom pod odmocninou dostali druhou
mocninu. V ptibéhu vypatu vyuzivame vztahy (1) a (5) z Tabulky 7.1.
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J.\/l——xzdx:

N .

:Iﬂdt:—lHﬂ:—%rcsinH—lx\/ + X+ C,
2 2 4 2 2

Pri zpétné nahrad z t nax bylo vyuZito rovnosti:

t =arcsinx, Sin = 2sirt cos= 2/ X .=

X=sint J = J' costx/?iﬁtdhj' cos/ cégdt= I cogdt=

dx=cos

Obecrt Izefici, Ze g integrovani odmocnin se stejné odmocniny objexd vysledku.

Pro slozigjsi iracionalni funkce obsahujici kvadraticke fuekaizeme pouzit i jine
specialni substituce, jako jsotulerovy substitugeviz nag. Skrasek a Tichy (1986) nebo
Cerny (2002).

ULOHY K PROCVI CENI
1.) Vypaitéte: j(3x— 2)4 dx.

: (3x-2)°

+C]
15

2.) Vypcitéte: jsin(l— 5 )dx.

cos( 1~ )

[ +C]

In

2
3.) Vypaitéte: I de.
X

In3 x

[——+C]

4.) Vypostste: j cos xdx.

. sin® x
[sinx—

+C]

5.) Vypcaitéte: j 2%+ 5dx

: (2x+5)°

+C
3 ]

6.) Vypostste: f X\ X+ 2dx
(¥ +2)

73

+C]

eX
e +1

7.) Vypoitete: j dx
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[In (eX +1)+ C]

8.) Vypaitste: j cos' x sinxdx

cos X
+

=5

Cl]
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8 URCITY INTEGRAL

8.1 RIEMANN UV URCITY INTEGRAL

UZ od starovku se lidé pokouseli najit obsah slé@tch geometrickych obraic
Napriklad Archiméde$ se snaZil najit obsah kruhu tak, 7e do dané keeZmiepisoval
pravidelnén-uhelniky, a pro rostouci se obsah mnohouhelniku blizil obsahu kruhu. Tim se
Archimédes z&adil mez piékopniky integralniho p#iu, nebd pavodre integral znamenal
totéZ co obsah plochy. Idea vy plochy tak, Ze se hledana plocha ohfiadevnit nebo
zverti) pomoci jinych (jednoduchych) ploch, se pgidtala zakladem definicRiemannova
urcitého integralu

Nyni si strgng vyswtlime konstrukci Riemannovantegréalu.

Mé&me danu funkciy = f(x), kterd je omezena a pastech spojitd na uzEném

intervalu (a,b) . Provedemaléleni intervalu(znasiime D) (a,b) rostouci posloupnosti bbd
Xo = &, X, Xo,.., X, =D Na intervaly<xp_l,xp>, kde pD{lZ,..,k}. Délku intervalu<xp_l,xp>
ozn&ime Ax,. MaximumAx,, se nazyvaorma dileni.

Nyni z kazdého intervalu<xp_l,xp> vybereme (libovolny) bod¢ a sestrojime

nasledujicintegralni sodet
k
S, (D)= f(&)Ax (8.1)
i=1

Pro kladnou funkciy=f(x) na intervalu(a,b> ma integralni satet (8.1) tento
nazorny vyznam: je to soet obsah obdélniki, které maji §ku Ax, a vysku f(rfp), viz
Obr. 8.1. Integralni saet tedy piblizné udava obsah plochy podfikkou y= f(X)
na intervalu(a, b) .

Jestlize se budestbni intervalu(a,b) zjemiovat (clicich bodi bude pibyvat a norma

déleni se bude zmensSovat), bude tato aproximace lepSsi
Rekneme, ze funkcey = f(X) je integrabilni (v Riemanno¥ smyslu), jestlize se
pro libovolné dleni intervalu D a libovolné hodnotyé pro k jdouci do nekonma (Ax,

jdouci do nuly) integralni s@et blizi k realnémuislus:
Lim S;(D)=s

Cislo s nazyvame uitym integralem funkcey = f (X) na intervalu(a, b> . Pro kladnou

funkci ¢islo s vyjadiuje (presrg) obsah plochy podtkvkou y = f(X) na intervalu(a,b) .
Protoze je uziti Riemannova integralu v praxi aidizvyuzivad se pro spojité funkce
na daném intervalu Newtow® urity integral, ktery vyZaduje pouze znalost primifiv
funkce.
Pro dplnost jest poznamenejme, Ze existuji i dalSi (obgsi) druhy integral:
Lebesgudév, Stieltjesiv, Choqueiv, apod.

* Archimédes (287-212im.l.), fecky matematik a fyzik.
® Bernhard Riemann (1826-1866Fmecky matematik.
® |saac Newton (1642-1727), anglicky matematik akfyz
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‘A

y = f(x)

?51 ?Ez &

a=xg X1 X5 X3

3

Obr. 8.1. Konstrukce Riemannova integralu.

8.2 NEWTONUV URCITY INTEGRAL

Zatneme rovnou definici Newtonovaditého integralu:

Definice 8.1.: Nech’ funkcef (X) je spojitd na otekeném intervalu J. Newtonovym
urcitym integralem funkcé(x) od a do b (na intervaIL(a, b) [0 J) nazyvdme symbol

b
f f (X)dx, kde a je horni integkani mez a b je dolni integai mez.

a

Vypocet ukitého integralu provadime pomoci Newtonova-Leiba&wzorce:
b
[f(odx= F(B- K9 (8.2)

Zatimco neufity integrél jefunkce(presrEji mnozina funkci liSicich se o konstar@),
je ucity integral c¢islo, které vypdteme ze vztahu (8.2). Vyznam integma mezi spdiva
v tom, Ze nantikaji ,odkud kam integrujeme*.

Zakladni vlastnosti @itého integralu:

i) Ja'f(x)dx=0
i) T f(x)dx= —f f(X) d»

ii) ch(x)dx: cf f( 3 d

iv) [[F09£g(9] dx=[ f( e[ ¢ X d

a

V) Jc.f(x)dxzjz f(% dx+'|E (¥ d bO(a ¢
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Vlastnosti ii) vyjaduje, Ze zardna integranich mezi vede ke zZin¢ znameénka witého

integralu. Vlastnosti iii) a iv) jiz zname z kaggoo neutitém integralu. Vlastnost v)
vyjadiuje, Ze vypoet ukitého integralu na intervall(la, c) Ize rozelit na vypaiet integralu
pies dva na sebe navazujici intervaly.

Uziti urcitého integralu je velmi Siroke, zvl&sy piirodnich a ¥dach a technickych

oborech. Uity integral se pouziva n&gstji k vypoctu:

obsahu plochy ohratgné danymi Kvkami

délky kiivky

objemu rotaniho €lesa

povrchu roténiho €lesa

pii feSeni diferencialnich rovnic s okrajovymi podminkam

V ekonomii mizeme ugity integrél vyuzit k vypétu:
celkovych veléin z meznich (marginalnich) vein, nagiklad celkového fijmu
z mezniho Hjmu,
celkové velginy, je-li dan jeji tokdi intenzita.
k vypcctu prebytku spatebitele a vyrobce v podminkédch dokonalé konkurence

Aplikacim ugitého integralu je énovana samostatna Kapitola 9, v této kapitole e&opr

zantiime pouze na techniku vyfo uritého integralu, kterou sifpdvedeme nadhkolika
jednoduchyclreSenych alohéach.

o
Priklad 8.1. Vypoctste: J'xzdx.
1

Reseni:

Protoze je dana funkce na zadaném intervalu spajitaZeme pouzit vztah (8.2):
2 372 3 43

J‘de)(:|:x_} :2__£ :_7_
1 3 1

Pokud si ktéto Uloze teneme obrazek (viz Obr. 8.2.) a vyZimae plochu pod
kfivkou y = x> mezix =1, x = 2 a 0so, pak obsah této plochy je ptav/3. m

A

Obr. 8.2. Obsah plochy podikkou y = 3.
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2
Poznamka: Zépis{x_g} je pouze Umluvou: primitivni funkci bez konstai@je zvykem psat do hranaté
3
1
zavorky, za niz se vyztiaintegr&ni meze. DalSim krokem vypiu je dosazeni obou mezi do zavorky podle

vztahu (8.2).

3
Priklad 8.2. Vypoctste: J'xzdx.
0

ReSeni
3 373 3 3

J.xzdx: x :3__229 o

! 3|, 3 3

0
Priklad 8.3. Vypoctste: J. x>dx.
-2

Reseni:
0 470 3 (_o\
J.x3dx= x| 0. 2 =0-4=-4.m
% 41|, 4 4

2
Priklad 8.4. Vypastste: | (3% - ax+1) dx
-1

ReSeni:
2
[(3-ax+]dx=[ x- 2%+ § =(8-8 J-(-+ 2 )= . m

1

1
Piiklad 8.5. Vypoctéte: [edx.
0

eSeni:

<

exdx:[é} = é- &= elm

0

O ey

Priklad 8.6. Vypoctéte: Isin xdx.
0
eSeni:

sinxdx:[—cosx]g:— cogr—(- cosj= 4 4 .m

Ot %<

2

Priklad 8.7. Vypoitste J. 6sir’ x Ccosxdx.
0

Reseni:

o 2 2 T

j6sm2beosxdx:[ 2sif x]o = ZsﬁlE— 2sih® 2 H .m
0
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Priklad 8.8. Vypoctéte: J'1 dx.
X
1
eni:

dx:[ln|>ﬂ;e =Ine-IN1=1-0=1m

he—_— X
x| B

1
Varovny piiklad 8.9. Vypoctéte: J'ldx.
X
-1

Reseni:
Pomoci vztahu (8.2) dostavame poddfako v gedchozi dloze:

1
1
_Il;dx= [In|¥], =in1-In1=0.

Tento vypaet je vSak chybny, neBantegrovana funkcey:§nespﬁuje podminky
pro uZiti vztahu (8.2): neni totiz na intervdltl, 1) spojita (bodem nespojitosti je bed

= 0). Urity integral této funkce na daném intervalu neexestm

V nasledujicich kapitolach si ukdzeme, jak postapqyi vypoctu uritého integralu
pomoci metody per partes a substiiumetody.
8.3 METODA PER PARTES V URCITEM INTEGRALU

Metodu per partes jsme zavedli v Kapitole 6. Pratyuintegral @i uziti této integrani
metody plati:

fu () de[ € x0¢ § -] € )0 K c (8.3)

2
Priklad 8.10. Vypostste: j xe* dx.
1

Reseni:
Vyuzijeme vztah (8.3):

J%Xe‘dx: U= xv= é‘:[ )Dé]:—j' & dx (20%-10"%-[ *§f=2 ‘e o€ Ve ?
1 1

u=1v=¢
n

Priklad 8.11 Vypostste: j X2 In xdx.
1

Reseni

. u=Inxv= %X . e , .

Ilenxdx: 1 3 | = X_[[h —EJ‘ X dx E[Ih e—lt[hl __1 i — 2€+1

1 U,:—,V:— 3 1 1 3 31 9
X 3

o
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Priklad 8.12 Vypoététe:fxsin xdx.
0

Res
j smxdx—u:)gV:SInX)J [- xcos>} j cosy dx= (r+ P+| sm]g T+ @ O
0

u=1v=-cCos

8.4 SUBSTITUCE V URCITEM INTEGRALU

Pri substituci v utitém integralu nahrazujeme nejen integrovanou fynkte také
integra&ni meze. Rvodni integréni meze (v prornnéx) se gevedou na noveé integmai
meze (v prorinnét) jednoduSe pomoci substiiho vztahu (ktery je na prvnifadku
pomocné tabulky), doghoz se dosaditpodni hodnoty a vyptiou se hodnoty nove.

Veéta 8.1. Nechr funkcef (X) je spojita v intervalu(a,b) , neclt ¢ () a ¢1t) jsou spojité
funkce vintervalu(a, B), pricemz nech ¢(a)=a, ¢B) = b, nechi ¢1t) je ryze

monoténni a, ) . Potom:
b

J () dx=f f4(9]¢'(1) dt (8.4)

a

Uziti Véty 8.1, respektive vztahu (8.4) sieplvedeme nagikolika feSenych ulohach.

3
Priklad 8.13 Vypaitete: [(2x+1)° dx.
0

Reden
2xX+1=t
,
f(2x+1)3dx= Zd_xz t B jf—_—jﬁdt_—F} :}iz—éj_—lﬁo_soo
) X=3,t= 2 4], 4 4) 2 4
x=0-t=1]1
|

1
Priklad 8.14 Vypoctéte: [ xy/x +2dx
0

%

ReSen

IXP+2=t
X2 +2=t NE 3 3

1 3 3 \/é. \/E _
J.x\/x2+2dx= 2 xdx= 2 tdt :I idt{%} =( 3) —( 3) :3\/532\/_2]
° X:O—>t:\/§ V2 2

leat:\/é
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Priklad 8.15 Vypoctste: J' sin® x cosxdx
0

i =t T 3 in® "
sinx :J'tzdtz el s x] 020 m
cosxdx=df ¢ 31 3

0

eSeni:

sin® x cosxdx=

Oty %(

&
Priklad 8.16 Vypostste: j 2 x.

. XIn X
Resdeni:
& > Inx=t & e ,

dx= =|2tdt=[ €| =[In{°  =Iné-Ine2-1=1m
J;xlnx de:d ;[ [ }e [In,
X

8.5 NEVLASTNI INTEGRAL

V piredchozich kapitolach o &itém integralu jsme fiedpokladali, Ze abintegra&ni
mezea ab jsou konéné, a také, Ze integrovana funkce je v daném iaterspojita a nabyva
pouze konénych hodnot.

« Pokud neni splna prvni podminka, hoviime o nevlastnim integralu vlivem
integracni meze

« Pokud neni spbna druha podminka, hokime o nevlastnim integralu vlivem
nespojitosti funkce

V nevlastnim integralu je tedy funtegr&ni mez nekonma, nebo integrovana funkce
nabyva nekonmé hodnoty v baginespojitosti.

Pripomaime, Ze pojmem ,vlastni“ se ozhgi kone&né hodnoty (realnéisla), zatimco
pojem ,nevlastni“ oznauje plus nebo minus nekam®. Odtud tedy pojmenovani tohoto typu
integralu.

Hodnota nevlastniho integralutre byt konénd, v tom pipact fikame, Zekonverguje
V opa&ném gipac tikdme, Ze integraiverguje

Vypocet nevlastniho integralu vlivem horni meze se pddvdomoci nasledujiciho
vztahu:

+00

[ £(x)dx= lim[F (], (8.5)

Vypocet nevlastniho integralu vlivem dolni meze se pdbedalogicky.

Priklad 8.17. Vypostste: j izdx.
X
1
Reseni:
+00 t
Pouzijeme vztah (8.5)jizdx: lim [—1} =lim (—1+}j =0+1=1.m
1 X totel X tere 1

Dany nevlastni integral tedy konverguje.
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Priklad 8.18 Vypostste: j L ax.
X
1
Reseni:
Pouzijeme vztah (8 5)T1 dx= lim x| = lim(Int-I1)=e-0=c. m
' 1 X t o400 1 {40 '
Nevlastni integral v tomtorfpact diverguje.

Priklad 8.19 Vypoitste: j 0,5dx.
1

Reseni:

+00 X t

jo,5de: iim| 2= | = fim 05 __ 05 =0- 0’5:0,721.-
1 t-+|In0,5, t*1In0,5 In0,5 In0,5

Nevlastni integral konverguje (nebexponencialni funkce klesa velmi rychle).

ULOHY K PROCVI CENI
1. Vypaitéte nasledujici wité integraly:
4
a) j x2dx
0
[64]
4
b) J'(6x2 + 4x—1) dx
1
[153]
3
C) j(x3 - x) dx
-3
[0]
2
d) |—=dx
) j »
[2]
e) j sinxdx
0
[2]
7
f) j Jx+2dx
2
[13/3]

cos X

[1]

g)f L ax
0
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h) J§|2—x| dx
[5]

Xcosxdx

—ny

)

[5-1]

NN

i) [(3x+2)" dx

O ——y

[208,333].
2. Vypaitéte nevlastni integral:
1
a) | —=dx
) lxg
[1/2]
1
1
b) | —=dx
%
[2]
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9 APLIKACE UR CITEHO INTEGRALU

Urcity integrdl ma mnoho aplikacirigdevsim v technickych aipodowdnych oborech.
Lze jej vyuZzit nagiklad k vypditu:
+ obsahu plochy omezené danyrivkami

« objemu rotaniho €lesa
+ plochy rot&niho tlesa
« délky Kivky (rektifikaci)

. ReSeni diferencialnich rovnic s danymi okrajovymboa@aateinimi podminkami

V ekonomii se ufity (i neurity) integral vyuziva kvyp&tu celkovych veltin
z meznich vediin. Nagiklad celkovy pijem je integrdlem meznihaipmu, celkové naklady
jsou integralem meznich nakiadcelkovy tok gijmu je integralem intenzity tokuipma,
apod.

V této kapitole se budeme zabyvaegevSim vypéty plochy sevené déma a vice
kiivkami, a ekonomickymi aplikacemi titého integrélu.

9.1 OBSAH PLOCHY VYMEZENY DANOU K RIVKOU A OSOU X

NejjednodusSim uzitim titého integralu je vyptet obsahu plochy pod (nad) danou
kiivkou, tedy mezi danourikvkou a osow (viz Obr. 9.1.).

Véta 9.1. Neclr y= f(X) je (vSude) nezaporna funkce na intervédyb). Potom obsah
plochy S vymezenyikkami y= f(X), x = a, x = b a y = 0 vypdieme uzitim Newton-
Leibnizovy formule:

s=[f(yd= Rb- R 2 (9.1)

Priklad 9.1. Vypoctste obsah plochy podikkou y = X na intervalu(0,1).

Obsah plochy je tedy 1/3. Graficky je tato plochazorgna na Obrazku 9.1
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w
S

Obr. 9.1.

Pokud je funkcey = f(X) na daném interval(a, b) zaporna, dostaneme uzitim vztahu

(9.1) obsah plochy rowi zaporny, coz je z geometrického hlediska nesmydiomto
piipact tedy musime vzit misto funkcg = f(X) jeji absolutni hodnotutimz je zarden

kladny vysledek:

b

S=[|f(%| d=| R b~ R 4 (9.2)
Priklad 9.2. Vypoctéte obsah plochy podikkou y;x3 na intervalu(-1,0).
Reseni:
Protoze je dana funkce na zadaném intervalu zappmeijeme k vyp&tu dané plochy
vztah (9.2):
0 470
]| ax=] X :‘_L%‘:_l
) 41, 4 4

Graficky je tato plocha znazamma na Obrazku 9.2s
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Obr. 9.2

Pokud je funkcey= f(X) na intervalu(a,b) kladna i zaporna, roZtime interval
(a,b) na rékolik dil¢ich na sebe navazujicich interfvahk, aby v kazdém takovém intervalu

byla dana funkce hil jen kladna nebo jen zaporna. Vypeme obsahy ploch pod (nad)
danymi Useky funkce a vSe nakoneéteme. Pokud bychom to netldli, mohla by se nam
plocha nad osox, ktera je brana klagnodeist s plochou pod osoy ktera je brana zapafn

Priklad 9.3. Vypostéte obsah plochy vymezendiskou y= X, osoux, a gimkou
x=-1 ax=2 (viz Obrazek 9.3).

Reseni:
ProtoZe je dana funkce na zadaném inter{aili2) kladna i zaporna, roztime tento
interval na dva:(—l, 0) a <O,2). V prvnim intervalu je funkce zaporna a ve druhém

kladna.
470 472
X_ + i :‘O—%J+(4—O):4+E:1_7_
4, 4 4

0 2
S=[|X| dx+ | % dx
-1 0 4 0
Graficky je tato plocha znazamma na Obrazku 9.3. Obsah plochy pdt/kou je le

nad Kivkou 4. Pokud bychom zaporin na absolutni hodnotu v prvnim integralu,
obsah obou ploch by se nam &eli: m
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9.2. Obsah plochy setené dwma a vice Kivkami

Obsah plochy mezitkvkami f(x) a h(x), kde h(x) je horni Kivka af(x) dolni Kivka,
a kde a ab jsou pfisetiky obou Kivek, paiitame podle vztahu:

b
s=[(h(%- () (9.3)
Priklad 9.4. Vypoitite obsah plochy sésné Kivkami y =2 a y=~/x (viz Obr. 9.4).

Reseni:

Nejprve hledame fseliky obou Kivek, abychom w¥déli ,odkud kam integrovat*
(hleddme integimi meze, které nam udavaji, odkud kam sah& darchaplee sréru
osyx). Pokud je nevidime ihnetkSime rovnicif (x) = h(X):

X% =/x

x* = x

x'—x=0

x(X-1)=0

Tato rovnice ma dva keny: x, =0 x, =1, které jsou integtmimi mezemi. Nyni
pouZzijeme vztah (9.3):

: 2 T (2 1 0)_1
S=[(Vx- ®)de| = -2 =(———j—(o——j=—.

l( ) {3 BL 3 3 3/ 3
Obsah dané plochy je 1/@.
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y =vx

Obr. 9.4.

Priklad 9.5. Vypostéte obsah plochy séené Kivkami y = x* a y = 2x (viz Obr. 9.5.).

Reseni:
Vypoéteme piseiiky obou Kivek z rovnicex” =2x: x, =0 x, =2

s:i(zx— %) dx:{ ﬁ—xg}: :(4—3—[0—%} =—g.

Obsah dané plochy je 4/8.

yA

54

41 Y =2x

3+ y=x2

24

1+

| | >
0 1 2 X

Obr. 9.5.

Piiklad 9.6. Vypoctste obsah plochy sésné Kivkami y =—(x-2)*+1ay=3-x.
Reseni:

Horni kivka je kvadraticka, dolni linearfiacrtnéte si obrazek). Reetiky obou kivek
zjistimetreSenim rovnice:
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~(x-2)" +1=3-x.

Po Upra¥ ziskame kvadratickou rovnici v normovaném tvaru:
x* —=5x+6=0,

Odkud mame gisetiky x, =2 a x, =3.

Obsah plochy séené okdma Kivkami je dan jako:

s:f[—(x—2)2+1—3+ x}dx: dx:i(— %+ 5 x 6) d=
__x,
13

9.2 OBJEM ROTA CNiHO T ELESA

r\J|U‘I

o
NG GX} ==.m
6

ObjemV rotainiho €lesa, které vznikne rotactitky y = f(x) kolem osyx na intervalu
(a,b) pccitame ze vztahu:

V= njl f2(x)dx

Podob# I1ze vypaitat objem roténiho €lesa, pokud rotujemetikku kolem osyy, pak
jen zamnimex zay.

Priklad 9.7. Vypoctéte objem éElesa (jde orotacni paraboloid, které vznikne rotaci
kiivky y =+/x kolem osyx na intervalu(a,b) = (03).

Redeni
3 2 3 273 2 2

V=m (\/;) dx:ﬂj xax = X\ = .o —gﬂ ]
O ) 2], 2 2) 2

Priklad 9.8. Vypoitéte objem &lesa, které vznikne rotackiky y = x> kolem osyx
na intervalu(lz).

Re

: . X1 _ (2° 1) _31
V= .[( )dx njxdx /1{5} ”(E‘EJ:E”"

1

(/)(

Piiklad 9.9. Vypostste objem &lesa (rotani hyperboloid), které vznikne rotactiky

1 .
y == kolem osyx na intervalu(1,4) .
X

Re
V= J'( jdx ﬂj'xzdx— [——ﬂ =ﬂ(—zl+{j=fﬂ.l

DalSi ulohy na objentles |ze najit naip v Godulova et. al. (2002).
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9.3 CELKOVY P RIJEM JAKO UR CITY INTEGRAL INTENZITY TOKU P RiJMU

Celkovy gijem mize byt v kkterych situacich dan jako st toku gijmu za jaké
obdobi. To je typické proipmy telefonnich operatér obchodnicketzci, apod., kde lze tok
piijmt povaZovat zapojity (tyto spolénosti inkasuji od zakaznikkazdou sekundu), nebo
diskrétnj coz je pipad nejizre¢jSich rent, dividend, apod. V obouipadech Ize intenzitu
toku modelovat pomoci spojitych funkci (které |azidovat a integrovat).

Celkovy pijem TRza obdobitg;t,), jestlize funkcef(t) vyjadiuje intenzitu toku fijmu
(velikost renty) Waset, se vypdate jako:

TR:]% f( 1) dt (9.4)

4

Priklad 9.10. Urcete celkovy fijem od 1 do 15 let, je-li hodnota rentyaset (t jsou

roky) dana funkcif (t) = 1220500K<‘3.

Reseni:

VyuZijeme vztah (9.4):

TR= j 120000 = 120000 Ipt+ [3°= 120060 In35 I
= 324966 K. =

Piiklad 9.11 Urcete celkovy fijem od 2 do 10 let, je-li hodnota rentgaset (t jsou
50000

Reéenl"
50000

10

{ e' = 5000p- €] = 50006 €+ €)= 67Ke. m

2

TR=

Analogicky Ize zavést intenzitu toku i pro dalSbekmické velkiny jako je zisk nebo
néklady, &koli tyto situace jiz nejsou takebné.

9.4 PREBYTEK SPOTREBITELE A VYROBCE V PODMINKACH DOKONALE
KONKURENCE
Vime, ze piseik Pg je pris&ikem Kivky nabidky a poptavky, a je nazyvany
rovnovazna cena.ddy jsou spdtebitelé ochotni zaplatit cenu, ktera je vySSi rhovazna

cenaPg za kazdou jednotku produkce. V tomtiipack spotebitelé ziskavaji tim, Ze jsou
schopni koupit produkt za nizsi ceRg
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P
Cena za
jednotku
P=S(Q)
Prebytek
spotebitele
Qe Pe)
Prebytek T P=D(Q)
vyrobce
Qc Mnozstvi Q

Obr. 9.6. Zdroj: Godulova et. al. (2000)

Prebytek spdtbitele CS (customer surplug@ dan plochou oblasti nad horizontalou
P = Pe a pod kivkou poptavky, viz Obr. 9.6. Plocha této oblagtivypate jako plocha pod
kiivkou poptavky na intervalu (Qg) minus plocha obdélnika $k&u Qg a vyskou Pe.

Prebytek spdtbiteleCSje tedy:
Qe
CS=[ MQdQ- QP (9.5)
0

Producent, ktery je ochoten nabizet produkt za geod Pg, bude realizovat zisk
z prodeje produktu za cem¢ Prebytek vyrobc®S (producersurplug je dan plochou oblasti
pod horizontalni kvkou P = Pe a nad kivkou nabidky, viz Obr. 9.6. Graficky j@Suréeno
jako plocha obdélnika o8k Qg a vyScePs minus plocha oblasti podiitkou nabidky

na intervalu (0Qg). Prebytek vyrobceRS je tedy:
Qe

PS=QR-[ $ Q@ d (9.6)

0

Piiklad 9.12 Vypostste pebytek spdebitele a pebytek vyrobce v podminkach
dokonalé konkurence zarqupokladu, zZe funkce nabidk$(Q =4+ C a funkce

54
optavky D(Q) =——.
poptavky D(Q) o+l
Reseni:
Zatneme tim, Ze vypgeme rovnovazny boQg:
S(Q=0XQ
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54
Q+1’
Rovnici upravime (jedna se o kvadratickou rovnicgrevedeme na normovany tvar:
Q*+5Q-50= 0,
Redenim jsou bod®, =5 a Q =-10, pricemz druhy kéen nema ekonomicky smysl.
Proto jeQ =5.
Prebytek spatbitele vypéteme ze vztahu (9.5):

4+Q=

¢ 54 5
=|— 45=| 54| - 45= 54| 45 51,7.
cs £Q+ldQ— 5=[ 54l Q+ 1] - 45= 54In6 45 51,7
Prebytek vyrobce vyptieme ze vztahu (9.6):
5 2P
Ps:45—j(4+Q) dQ= 45—[4@%} =45 32,5 12,.m
0

0

ULOHY K PROCVI CENI

1. Vypcaitéte obsah plochy pod (nad) dandivkou na daném intervalu:
a) y=x;x0(1,3

[S = 26/3]

b) y=1x;x0(-2,2)
[S=8]

c) yzxiz;xm(l,4)
[S=3]

d) y=x+1x0(0,]

[S = 4/3]

e) y=x+2x+3;x3(13
[S = 68/3]

f) y=—x+2;x0(-1)
[S =10/3]

g) y=x-4x+3;x3(0,3
[S =8/3]

h) y:;2(;xD(1,e)

[S=2]

i) y=vx+1;x0(-1,3

[S =4/3]

2. Vypcetéte obsah plochy séené Kivkami:
a) y=x;y=x

[S = 1/6]

b) y=x; y=4x

[S =32/3]
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c) y=x;y=9x
[S = 81/4]

3

X
d)y—3,y X
[S = 9/4]

3. Vypcaitéte objem rotaniho €lesa, které vznikne rotaciitky y = x+1 na intervalu
(0,2).
26

v = 7%]

4. Vypcoitéte prebytek spakbitele a pebytek vyrobce (v podminkach dokonalé
konkurence) zaigdpokladu, Ze funkce nabid§(Q) = Q* + 1 a funkce poptavkR(Q)
=11-3.

[Qe = 2,CS=6,PS=16/3. ]

5. Vypceitéte celkovy pijem viastnika pozemku daset = 0 az 20 let, je-li hodnota
renty dana funkcif (t) =1000&™°" K¢.
[86467 K]
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10 NEKONE CNE CISELNE RADY

10.1 POJEM NEKONE CNE CIiSELNE RADY

Ciselnymi fadami se zabyvali matematikové jiz od stakay nagiklad Archimédes
znal vzorec pro sa@et nekon&né geometrickéady. Znamy je Zéndrwv paradox o Achillow
a zel&: Achilles zavodi s Zelvou a da ji na¢atku naskok 10 malr KdyZz ukthne €chto
10 metfi, Zelva ulhne metr. Achilles uthne tento metr, ale Zelva je stalieg Achillem
0 10 centimett, po ukEhnuti €chto 10 cm bude stale Zelva tegh o 1 cm, aifbeh pokrauje
do nekoné&na. Podle Zéndna Achilles Zelvu nikdy nedozene.

Starovci matematikové byli f@swdceni, Ze nekonmy sowet kladnychcisel (doba
béhu Achilla, respektive Zelvy) musi byt nekéng. V tom se ale mylili. Nekork@é fady
mohou mit za jistych podminek kaimg souet, a problematikou sétu nekonéné mnoha
Cisel (nekonéné ciselnétiady) se budeme zabyvat v této kapitole. Nejprveledinujeme
zékladnich pojmy:

n
Ciselnouradounazyvame saiet (redlnychkisel a +a,+a,+..+ 3 =) 3.
i=1
Je-li paet gitanai koneny, mluvime okone’né ciselnérade, je-li potet itandi
nekonény (n - o), jedna se mekonénouradu

a+ta,+tat..=) g (10.1)
n=1

V dalSim vykladu se budeme az na vyjimky zabyvdtoneznymi ¢iselnymitadami
(kratce jen fadami®).

Velicina s, :Z g se nazyvan-ty caste’ny souet rady. Je to soéet prvnichn cleni
i=1
fady. Souwet /ady sje pak limitou posloupnostéasté&nych sodtu s,
lims, =s (10.2)

n-oo

Chceme-li ukit sowet nekonéné rady podle vztahu (10.2), &&me nejprve prvni
2 ¢leny fady (ziskames;), pak prvni 3¢leny (s3), prvni 4¢leny (1) , a tak dale. Hodnota,
ke které se blizi tytdast&né souty, je pak hledany s@etiady.

Jestlize ma dangada konény souet, nazyva sé&onvergentniV opaném gipac, to
jest kdyz je sotet nekonény anebo ubec neexistuje, jgadadivergentni

Radu mohou obeeéntvorit kladné i zaporn&leny, a proto musime jestrozliSovat

neabsolutni konvergena absolutni konvergenciada Zan konverguje absolutn jestlize
n=1

konverguje irada i|an| Jestlizefada ian konverguje, aleada i|an| ne, pak dan&ada
n=1 n=1 n=1

konverguje neabsoluEn Absolutni konvergence je tedy ,sH8i“, a je tomu tak proto, Ze
u fady bez absolutnich hodnot se mohou kladné a zéplemy rady cast&éné odegist.

O konvergenciad plati tato tvrzeni:

1. Vynechéni nebo ffdani konéného pdtu ¢lendt nema vliv na konvergencii
divergencirady.

2. Pokud dan&ada konverguje absolutnpak také konverguje neabsokitrOpané
tvrzeni neplati.
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Konvergenci (divergencijad zji¥ujeme pomocpodminek konvergen@nebo uzitim
kritérii konvergencgkteré jsou obsahem nasledujici kapitoly.

Priklad 10.1 UvaZzujme dleni pizzy, @i kterém nejprve ukrojime polovinu pizzy, pak
ukrojime polovinu z toho, co zbylo (ted§tvrtinu pavodni pizzy), pak ukrojime
polovinu zbytku (tedy osminutpodni pizzy), atd. Timtodenim ziskame nekotigou
. 1 1 1 1
fadu: —+—+—-+—+...

8 16

Cast&né souty tétorady jsou:

Tyto ¢ast&né souty se bliZi k jedné, a podle vztahu (10.2) je tedyet fadys = 1.
Nakonec odkrojime celou pizzu (jednotku).
Tento ilustrani priklad ukazuje, Ze nekotieafada skutené muze mit koneény souet

— byt konvergentni. Nasledujici #ukazky gedstavuji divergentriady. m

Piiklad 10.2 Uréete sodet nasledujici nekoraé rady (takzvanaGrandiho rada):

S (-1 =1- 14 1- 1+ 1 1

n=1

ReSeni:

Vypoctemecaste&né souty tétorady: s =1, s, =0, s, =1, s, =0, atd... Podle vztahu
(10.2) je sottem fady s limita této posloupnosti, v niz sefigfaji 1 a 0. Takova
posloupnost ale limitu nemél€ny této posloupnosti se neblizi ani k 1 ani kéystale
mezi nimi osciluji). Zadan#ada je tedy divergentria

Priklad 10.3 Urcete sodet nasledujici nekodeérady: Zn =1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6+ ...
n=1

Reseni:
Jedna se dadu vSech firozenychcisel. Je #jme, Ze tatdada bude mit nekodey
(a kladny) sotet, nebd neustale ficitame tSi a &tSi (kladna)¢isla. Rada je proto

divergentnim

Priklady uvedené vySe nas mohou vést k nasledujitietroym otazkam tykajicich se
nekonénychiad:

« Ma dana nekonmarada koneény soiet? (Jak to riizeme poznat?)
« Pokud ano, jaky je tento simt?

Odpowd’ na prvni otazku jefedmetem nasledujici kapitoly.

-128 -



Jiri Mazurek; Matematika v ekonomii

10.2 PODMINKY KONVERGENCE RAD, KRITERIA KONVERGENCE

KdyZz se zamyslime nad tim, @grge soudet fady z gikladu 10.1 konény a z gikladu
10.3 nekonény, mizeme dojit k zasru, Zefada z pikladu 10.1 ma konmy souet proto, Ze
k prvnim ¢lenaim pric¢itame stale mensi a menSbla, takZzecast&né soudty rady rostou
pomaleji a pomaleji, az se &wu bliZit k jaké mezni hodnét(sowtu fadys). V priklade
10.3 naopak iicitame stéle &Si cisla, proto nizeme jen s¢i ocekavat, Ze by vysledny
souwet mohl byt koneny.

Aby tedy fada nEla kon&ny souet (aby konvergovala), musi #pkat nutnou
podminku konvergence

lima, =0 (10.3)

N - o
Podminka (10.3)ika, Ze¢lenyfady se musi zmenSovat k nule. Ale tato podminkaasam
o sol& ke konvergenci nestg viz nasledujici fiklad.

Priklad 10.4. Urcete sodet harmonické&ady: 21 :1+_;+_é+_41,+_;+

n=1
Reseni:
PrestoZze se&leny harmonické&ady blizi k nule, a podminka (10.3) je tedy sphn
ukaZzeme, Ze tento s@rt je nekonény a harmonick&ada je proto divergentni (tento
dukaz podal jiz ve 14. stoleti francouzsky matemaltlicolas d"Oresme). Soat
prvnich dvouclena je 3/2. Sodet dalSich dvoulena je wtSi nez Y2, satet 5. az 8.
¢lenu je roviz wetSi nez Y2, satet 9. aZz 16¢lenu je ot vétSi nez %2, a tak fizeme
pokraiovat do nekona. Sodet harmonickéady je tedy roven 3/2 plus nek@nému
nasobku Y2, coZ dava nekéng soket. m

Nutn& podminka konvergence ma nasledujici smystije ji dan&ada nespiuje, pak
je tatofada nutd divergentni. Pokudada naopak nutnou podminku konvergencéuwe)
nedokazeméici, zda konverguje nebo ne, peltujeme jestnéjakou dalSi podminku.

Piiklad 10.5 Jerada > 20+ 4
n=1 3n_1

konvergentni nebo divergentni?

Reseni:
Pokud danéfada konverguje, musi smvat nutnou podminku konvergence (10.3).

2n+4 2 . .
1 :—3, a proto divergujem

Avsak dand&ada tuto podminku nesplje: lim 3=

Podminka, ktera s jistotou z&wje konvergencitady, se nazyvaostaiujici podminka
Takovou podminku nalezli v 19. stoleti matematikavé. Cauchy a B. Bolzan8, a proto se
nazyva Bolzano-Cauchyova nutna a po&igici podminka konvergence nekemérady.

" L.A. Cauchy (1789-1857), francouzsky matematik.
8 B. Bolzano (1781-1848}esky matematik.
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o

Véta 10.1. (Bolzano-Cauchyova podminkajada Zan s kladnymi nebo zapornymi
n=1

cleny je konvergentni prévtehdy, kdyz ke kazdémm>0 existuje pirozené cislo
N takové, ze prm > N a libovolné pirozenécislo p plati: ‘aml +a,,t..ta, p‘ <E¢.

Bolzano-Cauchyova podminka jdilezita z teoretického hlediska, ale pro praktické
zkoumani konvergence je vyhagi (jednodussi) uzitkritérii konvergence Nejprve se
budeme zabyvat kritérii konvergence prdy s kladnymicleny, a z&neme srovnavacim
kritériem:

Véta 10.2. (Srovnavaci kritérium). Mme dv nekoneénéady > a a > b, a nech

n=1 n=1

plati a, =2 b, pro vSechna néSi nez gjaky index k (tato podminkéka, ze od k-tého

clenu jsou vSechngleny rady Zan vetSi nez tytézleny rady an ). Neclr dalerada

n=1 n=1

> a, je konvergentni. Potom takéda » b, konverguje.Radu ) a, nazyvame

n=1 n=1 n=1

majorantourady > b, .

n=1

Srovnavaci kritériuntika, Ze pokud k dan@d (Z b,) najdeme gjakou konvergentni

n=1

fadu (Zan ), jejiz ¢leny jsou ¥tSi nezéleny dan&ady, pak danéadaan konverguje (coz

n=1 n=1

je logické, nebt Zan obsahuje #tSi c¢leny, a jeji sotet je koneény, tudiZz rada

n=1

Z b, s mensiméleny musi mit rovéz kone€ny (a mensi) saiet).

n=1

Analogicky mizeme rozhodnout o divergenci daaéy, pokud jejcleny jsou ¥tSi nez
¢leny jiné divergentniady.

« - VT . . > 1
Casto pouzivanotadou pro srovnavaci kritérium Ririchletova’ rada Z—

a
n=1

00

Tato fada konverguje prar >1. To znamend, Ze ngglad Z%je konvergentni
-

n=1
(a=12>1), zatl’mcofadazi

Sn

harmonickouadu, ktera je divergentni.

je divergentni & =0,5). Pro a =1 dostaneme jiZ znAmou

° L.P. Dirichlet (1805-1859), francouzsky matematik.
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Priklad 10.6. Rozhod#te o konvergenciady Z; pomoci srovnavaciho
Sn+)(n+ 2

kritéria.

Reseni:

1 ] - 1 . © 1
W’ které jsou mensi neZeny = fady ;F Tato

fada je majorantou zadari@dy, jedna se o Dirichletoviadu, kterd je konvergentni
(a =2). Proto podle srovnavaciho kritéria konvergujadandada.m

Zadanarada m&leny

Priklad 10.7. Rozhod#te o konvergendiady Z% pomoci srovnavaciho kritéria.
n=1 N

Reseni:
. . 1 L o 1, 1 > 1
Zadanarada m&leny ——, které jsou mensi nefeny — fady Z—. Rada Z—
nC3 3 = 3" ~ 3"
je tedy majorantou zadarr@dy. Zarové je to fada geometricka s kvomentemzé,

a tudiz je konvergentni. Proto konverguje i zadaiola.m

Nyni si uvedeme dalSi kritéria konvergerfegl profady s kladnymileny: podilové,
odmocninové a integralni kritérium. Na 2Zavpak uvedeme jedno kritérium prady
s alternujicimitleny (ady, ve kterych seiétlaji kladné a zaporndeny).

Véta 10.3. (Limitni podilové kritérium). Neet) a, je nekonénd ciselna rada

n=1

s kladnymgileny, a nech lim 20+ = | Potom:

e 8,
* Je-li L<1= rada konverguje.
* Je-li L>1= rada diverguje.
e Je-li L=1= nelze rozhodnout.

Toto kritérium pouzivametpdevsim tehdy, kdyZ dafidda obsahuje faktorial.

Priklad 10.8 Rozhodrte o konvergendiady Z% pomoci podilového kritéria.
n=1 '!-
Reseni:
2n+1
. o (n+r 2
Nejprve vyp@teme limituL: L =lim =lim =0.

ez ()
n!
Podle limitniho podilového kritérida konvergujem
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n

Priklad 10.9 Rozhod#te o konvergendiady Ze—s pomoci podilového kritéria.

n=1

Reseni:
en+1
n+1)° 5 n+l +1
Vypocéteme limitul: L:Iim( n) =lim d é‘s =lim i = [im € “lé=e.
e € me(nel) e ve(ntl)’ v €
r.15
ProtoZzeL > 1, fada diverguje (mimochodenitada nesguje ani nutnou podminku
konvergence)m

Véta 10.4. (Limitni odmocninové kritérium). NeacEan je nekonéna ciselna rada

n=1

s kladnymidleny, a nectilim gfa, = L. Potom:

* Je-li L<1= rada konverguje.
* Je-li L>1= rada diverguje.
* Je-li L=1= nelze rozhodnout.

Toto kritérium pouzivametpdevsim tehdy, kdyZ dafidda obsahuje v exponentu.

Priklad 10.1Q Rozhodste o konvergendiady Z(g} .

n=1

Reseni:

Pouzijeme limitni odmocninové kritériunk: = lim n/(gj =l;’.

ProtozelL :g <1, rada konvergujem

Limitni podilové i odmocninové kritérium Ize pouiitpro fady se zapornyméleny
(v tom gripack pri vypoctu limity L pocitdme s absolutnimi hodnotattiena rady).

Nasledujiciintegralni kritériumje univerzalni v tom smyslu, Ze pré neni pozadovan
néjaky specialni tvar fady. Pomoci tohoto kritérium navic dokadZzeme rozbotn
o konvergenci i @tad, pro &z predesla kritéria selhavaji (nidklad u harmonickéady).

Véta 10.5. (Integralni  kritérium). Nech Zanje rada s kladnymileny, a, = f(n),
n=1
anech f(x) je spojitd a nerostouci funkce na intervela, +o). Potom dandada

+00

konverguje pré¥tehdy, kdyz konverguje nevlastni integféf (x)dx.
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Piiklad 10.11 Rozhod#te o konvergenci harmonickédy.

+o00

o

1
Dany nevlastni integral je nekafrg/, protorada divergujem

Pro alternujici7ady ve tvaru’y_ (-1)" a, se pouziva_eibnizovd® kritérium Alternujici
1

fady jsoutady, v nichZz se Htaji kladné a zapornéleny. Stidani znaméneklena fady
zpisobuje vyraz (-1)

Veéta 10.6. (Leibnizovo kritérium). Nechy_ (-1)" a, je alternujicirada a nechplati:
1
i) lima, =0

i) a,, <a,0n0N

Pak jerada i(—l)n (&, konvergentni.
1

Podminka i) neni nic jiného nez nutnd podminka kogence. Podminka ibika, Ze
kazdy nasledujicélen fady musi byt mensi nebo rovngegchozimuilenu (posloupnosa,
musi byt nerostouci). Pak tedy dana alternii@da konverguje.

Piiklad 10.12 Rozhodgte o konvergenm”adyZ(—l)n'11 (Leibnizovarada).
n=1 n

Reseni:
Rada podle Leibnizova kritéria konverguje, nésou splgny ok podminky:
i) lim 1. 0

iy —- <L OnON =
n+l n

10.3 OPERACE S RADAMI
Nekon€né rady nuZzeme za jistych podminek nésobit realnyislem (Kiznym

od nuly), gitat je a oditat, nebo perovnavat jejich¢leny. Nasledujici Pklad ukazuje, ze
pii operacich $gadami musime byt opatrni.

OW.G. Leibniz (1646-1716),amecky matematik a filozof.
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Priklad 10.13 Uréete sodetrady > (-1)"" =1-1+1-1+...
1

Reseni:
Nejprve gerovname (,uzavorkujeme“¥adu takto: Zw:(—l)n+1 =(1-9+(1- 9+ ..
1

V tomto giipact je fada sottem vSech zavorek, ale ty jsou rovny nule, a psa@et
radys= 0.

Nyni zkusime jiné zévorkovéini(—l)n+l =1+(-1+ ) +(- 1+ 3 ... Na z&atkutady je
1

1, vSechny nasledujici zavorky jsou rovny nulepstévames = 1.

Souet fady se tedy liSi v zavislosti na tom, jaéleny prerovname (uzavorkujme)!
Pricinou tohoto paradoxniho vysledku je, Ze zad&ada je divergentni. Je mozné
dokazat, Ze vhodnym f@rovnanim ¢leni nekonéné divergentnifady lze dosgt

k libovolnému sottu!

U konvergentnichiad k podobnym paradém nedochazim

Véta 10.7. Neclr >"a a > b, jsou konvergentni nekodreé Fady, kO R k# 0. Potom
n=1 n=1
plati:
) Y ki, =k a,
n=1 n=1

i) i;lanti;lwil(ant b)

iii) Souwcet/ady je nezavisly narprovnanicler rady.

Bod i) fika, Ze kdyZz vynasobime vSech&égny rady konstantolk, pak se satet rady
zmeni k krat. Bod ii)fik4, Ze nezalezZi na faali itaniclent obourad.

n=1

Priklad 10.14 Vypaitste: z[@j +(73J }
Reseni:

a(BRHIDEEHEET

10.4 GEOMETRICKA RADA

Jendou z nejjednodussich nekémgchiad je geometrick&ada. Vznikne satiem ¢lena
geometrické posloupnosti.iipomeime, Ze u geometrické posloupnosti je podil kaZzdych

dvou sousednictleni a, aa,+1 Stejny a roven kvocienty G = g,0n0ON.
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Prikladem geometrické posloupnosti je Fklad nasledujici posloupnost s kvocientem
2.,4816

37379727

Geometrick&ada je jednou z mala nekamgchad, u které zname vzorec pro &eu
prvnichn ¢lent a také sotet celé nekonmérady.
Souwet prvnichn ¢lend geometrické posloupnosti Ize vyfist ze vztahu (10.4):

s,=a B‘;%ll (10.4)

Souset nekonéné fady ziskame ze (10.4) jako limitu pro— co. Je-li [g] <1, bude se

¢len " ve vztahu (10.4) zmenSovat k nule, a po jednodugiiéw obdrzime hledany vztah
pro sodet nekonéné geometrickéady:
5= (10.5)
1-q
Pokud je tedy kvociengg v absolutni hodnét mensi nez 1, je geometrickada
konvergentni. Ve vSech ostatnictigadech (prqq| >1) je fada divergentni. Prg>1 budou

totiz ¢leny fady 1ast a nebude spna nutnd podminka konvergence, g —1plati totéz,
navic budegada stidat znaménka, prg = 1 budowlenytady konstantni, a proto jejich st
bude nekoniny, a prog = —1 obdrZzimaadu podobnou té Zikladu 2, ktera nema soéet
(a je tedy divergentni).

Priklad 10.15 Urcete soudets geometrick&ady: s:1+%+é+?17+
Reseni:
. _ _ .. _a _ 1 _3
Mamea =1, g=—, a podle vztahu (10.5) je s®iS. S=——=——=—_.H
1-q 4.1 2
3

Priklad 10.16 Urcete sotdet geometrickéady Z(gj .

n=1
Reseni:

Danouradu mizeme rozepsat, abychom si ujasnili, jaky je jeyinpelen a kvocient:
TERCRURHES =

Y=l == |+ =] +]| =] +om—t—Ft——+ ...

=\5 5 5 5 5 25 125

Vidime, zea, :é, q :é, a podle vztahu (10.5) je stmt: s= 5=
1-—
5

winN
[ |

Nasledujici piklad je varovny.
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Priklad 10.17 Urcete sodet geometrickéady Z V2 .
S V2-1
Reseni:
\2 1
Prvniclen a, =1(pozor, suma z@na pron = 0!), = , S= =1-4/2
Va-1' 2
J2-1

Pri feSeni této ulohy jsme se dopustili vdzné chybyvé@o jsme, zda je kvocient
(v absolutni hodn&) mensi nez 1! Ve skuiposti jeq vétSi nez 1 (fiblizné je q =
3,41), a tedy vztah (10.5) nesmime pouZzit! Zadada je divergentnim

10.5 DALSIi SPECIALNI TYPY NEKONE CNYCH RAD
Kromé¢ geometrickychiad lze uéit sowet rady i u takzvanycheleskopickychrad.

Teleskopickoufadou nazyvdmeadu ve tvaru: Y (a,-a,,), kde kON. Swij nazev
n=1
obdrzelarada proto, Ze pokud ji rozepiSefien poclenu (vysuneméadu jako teleskop), jeji
¢leny se az nadgkolik (K) ¢lend na z&atkurady vzajems ode&tou.
Souet teleskopickéady pro nejjednodusstipadk = 1 Ize utit takto:

(8, -a.)=a- lim g, (10.6)

n=1

Podminkou konvergence teleskopitkéy je tedy konvergence samotaéy Zan .

n=1

Priklad 10.18 Urgete sodetiady: Z C 1 )
~n

Reseni:

Danoufadu upravime taktoZ— Y= =
Zn(n+l) S\n n+l 2 2 3 3 4

Vidime, Ze poinaje druhyntlenem se&lenytady postup#é po dvojicich odétou. Proto
je soketradys = 1. Stejny vysledek bychom obdrzeli i pouzitintala (10.6)m

1 “(1 1) 1.1 111
= =l-—+-—-"+ -4

Priklad 10.19 Uriete sodetiady: z 2
“~n?+2n

Reseni:
Danéafada, i kdyZ to na prvni pohled nemusi byt patraégejeskopicka, a jeji soet
bude 3/2:

2 = < 1.1 1 11 11 1
> = => Z 1-—+-———+ =% % = l+—=—
~n +2n - n(n+ 2) ‘= 3 2 4 35 46 2 .
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10.6 EKONOMICKE APLIKACE NEKONE CNYCH RAD

V ekonomii jsou samdejmé vSechnyiselnérady konéné. Nekteréfady vSak mohou
obsahovat velky pmt stadle menSich a menSi¢lena, takZze je lze aproximovat iplizné
vyjadiit) pomoci nekonénych fad. Typickym ekonomickym odwim, ve které se setkdme
stfadami, je bankovnictvi a finance (a mozZnéekvapiv i zabavni pimysl). Asi
opakujicich (konstantnich) plateb v budoucnostiprikdad anuity. Diky diskontovani
budoucnosti a inflaci se ve skuttmsti sodasna hodnotaéthto plateb neustéle sniZuje,
a takto vznika nekorea geometrickéada, jejiz sotet je mozné wit ze vztahu (10.5).

Priklad 10.2Q0 Rentiér panX obdrZi od spoknosti Y kazdy rok 1000 eur aZz do své
smrti. Jakousowasnouhodnotuma celkov&astka, kterou obdrzi paX? Prvni platbu
obdrzi panX dnes.

ReSeni:

Nejprve si u¢édomme, Ze 1000 eur dnes nema tutéz hodnotu jakd 4@0za rok nebo
tieba zaficet let. Za prvé realna hodnota jakékokmy klesa kwli inflaci, za druhé je
nutné vzit v avahu diskontovani budoucnosti: 1000 ebudoucnosti nédjkladame
stejnou hodnotu jako 1000 eur dnes (1000 eur v berwsti ma mensi hodnotu, protoze
tentocas je ,jest daleko").

Souwasna hodnotgpfesent valupl1000 eur za 1 rok je rovn?%, kdei je inflace

ar diskontni miraReknsme, Ze i +r =0,07 (7 %). Potom 1000 eur za rok mgni

hodnotu pouze&()lzgm,e euro. 1000 eur za dva roky ma dnes hodnotu

(1+i+r)
1(.)—002 a tak dale. Dostavame tethdu:
(1+i+r)
1000 1000 1000 1000
+ + +

Gttt —— +..=1000+ 934,6 8734
(L+i+r)’ (1+i+r) (14 )7 (14w )

3

Jaky je soutet tétorady? Pedpokladejme, Ze paX bude zit je&t dlouho (dejme tomu
40 let), potom mZeme tento saet ucit jako sowet nekon&né geometrick&ady

s prvnimélenema, =1000a kvocientemg = %07 =0,9345¢:

S= ﬂ =15286
1-0,93458

Souwasna hodnota celé renty paxige tedy giblizné 15 300 euro. Tato suma poskytuje
dulezitou informaci i pro spotmost Y: ¢astka je maximem toho, co firma panu
Xvyplati (rovnost by nastala, pokud by pArzil nekonéné dlouho). Vyhodou uziti
nekonéné fady je rychlost a snadnost vyjto, a také skutmost, Ze § jinych
hodnotach ar nemusime znovu provéidsowtet viechilena fady, ale sté& jen dosadit
nové hodnoty do vztahu (10.4). Nevyhodou tohotayjms je, Ze se dopoustimedité
chyby (nadhodnoceni)fipuréeni sodtu fady (gesny sodet tétoiady pro prvnich

40¢lena je 14 265 eur)m
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Priklad 10.21 Filmova studia mohou odhadnout celkow@my ze vstupného z daného
filmu ze znalosti fjmt z prvniho (premiérového) vikendu arefdpokladaného
procentualniho poklesu trzeb o dalSich vikendeoku® @i premiérovém vikendu film
utrzi nagiklad 70 milioni dolaii, a kazdy dalSi vikend nagshost filmu klesa dejme
tomu o 30 % (podle magaZirspecializovanych na show busin€ss tydenni poklesy
piijma pramérné kolem 45-50 %). Utete horni odhad celkovéhaijonu filmu.

ReSeni:
Celkové pijmy ze vstupného fizeme vyjatit jako fadu (v milionech dolai):
s=70+49+ 34,3% 24 .

Tato fada je geometrickd s kvocientegn= 0,7. Je tedy konvergentni a bude mit
kone:ny souwtet. Rada je samdejm¢ konena, protoZe film se nebude (ani niem)
promitat nekon&é dlouho, obvykle trva promitani v kineclilpoku, coz je 26 tydin
Rada tedy bude mit 26¢isandi. ProtoZze v3ak jsou tytocigance mensi a mensi,
nedopustime seftiS velké chyby, pokud budemi#adu povaZovat za nekafr®u
a aplikujeme na ni vztah (10.5) pro vyet sodtu nekonéné geometrickéady:

_a _ 710
S

Film tedy utrzi piblizn¢ (pamatujeme, Ze jde o horni odhad) 233,3 miliookand. Jak
se tato hodnota liSi odrgsné hodnoty (s@tu 26 €itanai)? Jak by se zdémily piijmy

z filmu, pokud by poet divaki klesal jen o 10 % za vikend?

[Odpowd na 1. otazku: rozdil je naprosto zanedbatelny. &P na 2. otazku:
700 mil. dolafi.] m

Podobnym zfisobem by bylo mozné ¥islit piijmy nagiklad z prodeje knihyci
hudebniho nose, jejichZz prodej row¥ postups klesa. DalSi moznou aplikaci nekéngch
fad je (fiblizné) ukeni sodasné hodnoty Zivotni pojistky, nebjle také o konstantni platbu,
ktera je provagha wtSinou po velmi dlouhou dobu (do smrti pgjiste), nebo dluhopisu.

Souwasna hodnotaP{) dluhopisu s anuito@ a Uurokovou mirou se vypdte podle
nésledujiciho vzorce:

| o

PV = i a(l+ 1) = (10.7)

r

ULOHY K PROCVICENI

1. Prodej knihy klesa kazdy tyden o 15 %. Prvnietyge prodalo 220 kaisUrcete
celkovy prodej knihy.
[1 467 knih]

2. Rani prijem je 20 000 K, a kazdym rokem se bude o 4 % zvySovatetér celkovy
piijem za 10 let.
[240 122 K]

3. Urete sodasnou hodnot®@V dluhopisu, je-lia = 1200 K ar =5 %.
[24 000 K]
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4. Rozhodste, zda-li je danéada geometricka, pokud anogete jeji sodet.

a)i(%j [ano,aizé, qzz, s=2]

3
b@(@ S =

C) 23” [(*"* [ano,a =6, q=12, s=+w (fada je divergentnf)]

n=1

d) 22 (;-3“ [jde o sowet dvou geometrickyckad: 2_26” Z( j

n=1
azg—::i(éj ,S=3/2]

n=1 n=1

= (6)" 36 6
e) > - [ano, =g, g=g, 8= +oo (fada je divergentni)]
n=1

) znTJr?’ [neni geometrickd]

a) i (4n-3) [neni geometrickd]

n=1

0 n+l 3 n 3 3 3
hS(-1) [2 =2, q=-2,s=2
50 (3 moasdasgisg)

5. Urete soﬁet fad:

[s=1/2]

DV e

® 3 _

6.) Rozhodéte o konvergenci/divergentady:

)21

[diverguje podle srovnavaciho kritéria]

> Inn
1
b) > — [diverguje podle srovnavaciho kritéria]
c) ZW [konverguje podle podilového kritéria]
d) Z—n [konverguje podle odmocninového kritéria]
n+6 [diverguje, neni spkna nutna podminka konvergence]

f) ,Z{Zn+1 [diverguje, neni spkna nutnd podminka konvergence]
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g) Z(arctg(n2 + J))n [diverguje, neni spkna nutna podminka konvergence]
n=1

0 2
h) Zn—n [konverguje podle odmocninového kritéria]

n=1(2+
n

i) z 22 d 1 [diverguje podle srovnavaciho kritéria]

el

) L [diverguje podle integralniho kritéria]
“~ninn

k) z 1 > [konverguje podle srovnavaciho kritéria]
n=1 (n+1)

2 1 . ; i .
I ——[konverguje podle srovnavaciho kritéria
) & o FOMerOue P |

7. Rozhodgte o konvergenci alternujicidgad:

Jn

a) ;(—1) 200 [konverguje podle Leibnizova kritéria]

b) Z(—l)"+12—£[konverguje podle Leibnizova kritéria]

n=1

C) i(—l)n 3' [diverguje, neni spkna nutna podminka konvergence]
=1
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11 NEKONE CNE FUNKCNIi RADY

11.1 NEKONE CNA FUNK CNi RADA A JEJi SOUCET

Pojem nekonné ciselnérady miZzeme zobecnit: mistéisel jakoclend fady mizeme
uvazovat ofunkcich Nekon€naiada, jejizéleny jsou funkce, se nazyviekonéna funkni
rada.

Souvislost mezi nekoggou ¢iselnoufadou a nekormou funkni fadou si ukazeme
v nasledujicim pklace.

llustraéni piiklad 11.1 Je dana funini fada ) x" = x+ X + X + X' +.... Vytvoite

z této funkni radyciselnérady prox = 1/2 ax = 2.
Reseni:
) : (1" 1.1, 1 1 . . ]
Dosadime nejprvex = 1/2: Z —| ==+=+=-+—+.... Dostali jsme tak uvodni
=\ 2 2 4 8 16

¢iselnoutadu z pedchozi Kapitoly 10, ktera ilustrovala&leni pizzy. Tatorada je
konvergentni a jeji saet je 1.

Nyni dosadimex = 2: 22” =2+ 4+ 8+ 16+ .. Tato fada je divergentni, nebdeji

n=1
souet je plus nekonmo. m

Na zaklad tohoto gikladu mizeme konstatovat, Ze futrki fady jsou zobecmim
giselnych fad. Ciselnou fadu ziskame z furki fady tak, 7e do funini fady dosadime
za prongnnoux vhodné realnéislo. Dale si mizeme vSimnout, Ze praskteré hodnoty je
funkéni fada konvergentni (v naSeniiact pro x = 1/2), zatimco pro jiné hodnotymuze
byt fada divergentni (n&jklad prox = 2). | u funknichtfad ma tedy smysl tovat, zda jsou

e

konvergentni, nebo ne (ve skértesti pati tento problém mezi ty nejtezite]si).

e

Nyni si definujeme nejdezitéjsi pojmy.

Necht f,(x), f,(X), f;(X), ... je posloupnost funkcNekonena funkini rada je
symbol'
Zf x) +f,(X+...

Sowet funikeni fady je funkce s(X), kterou ziskame (stgjnjako u nekonénych
él'selnychfad) jako limitu posloupnostidst&nych soutu:

Zf X)=lims,(X= ¢ 3

Rada je konvergentni jestlize funkni fada Y. f.(x) = f,(x) +f,(X)+...konverguje

n=1

k funkci s(X) na jisté mnozia M.
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Pokud ks(X) konverguje ifada absolutnich hodno} |f, (x)|, hovdime oabsolutni
n=1
konvergenci
Mnozina vSechx O M, pro kteréfada konverguje (konverguje absok)tnse nazyva
obor konvergencdobor absolutni konvergengea v dalSim textu bude z¥en jako OK
(OAK).

K ur¢eni oboru (absolutni) konvergence pouzivame kaitkanvergence podobriako
u ciselnychtiad (viz Kapitola 10). Népstji pouzivanymi kritérii jsou podilové kritérium
a odmocninové kritérium, resp. jejich limitni podob
L .| fa(X
- podilové kritérium:L(x) :I|m| ()

e |, (%)
« odmocninové kritériumi(x) = Iin11n/| f.(X)] (11.2)

(11.1)

Pokud L(x) <1, fada pro danéx absolutg konverguje, proL(x)>1 diverguje
a pro L(x) =1 nelze podle daného kritéria rozhodnout.

Pokudiada obsahuje pouze klad#éiény, OAK splyva sOK. Pokud mé&ada i zaporné
¢leny, mohou s®©K a OAK liSit v krajnich bodech oboru konvergencéitéim vzdy plati, Zze
OAK [0 OK.

11.2 M OCNINNA RADA

Mocninnarada je specialnim fipadem obecné fughi fady, a je dana nasledujicim
predpisem:

;Cn(x‘ )" =g+ g(x 9+ g x A+

Mocninnafada konverguje absolitma intervalu(a—p,a+ ,0), kde a je sted fady

ap je polomer konvergence Tento interval se nazyvinterval konvergencdlK). Interval
konvergence je sowmy podle stedua, a obsahuje vSechna ktera maji od $&du mensi
vzdalenost neg. Polongr intervalu konvergence se vyp@éte pomoci nasledujicich limit:

p= IimM (11.3)
n-e |Cn+l|
nebo
p= Iimi (11.4)
G

V krajnich bodech intervala + p, a —p, fada niize, ale nemusi konvergovat, a proto se
tyto péipady musi vySéit zvla¥'. Obecr pak plati:IK 0 OAK 0 OK.

Piiklad 11.2 Urtete konvergendiady > n(x-2)".
n=1
Reseni:
Rada je mocninna sefstema = 2 a c,=n. Polonér konvergencep urtime
na zaklad vztahu (11.4):
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=lim— —Ilm

Tim dostavamelK = (a—p,a+,0) =(2-12+9=(13.

Zvolime-li ¢islo z intervaluK, nagiklad 2,5, nizeme se f@swdcit, Ze dan&ada bude
konvergentni.

K ur¢eni oboru konvergence jéShusime vyséit krajni bodyx = 1 ax = 3.

Do zadandady dosadime nejpruve= 1

Z;n(l— 2) :Z_; n(-1)

Tato giselna)fada je vSak divergentni, nebwesphuje nutnou podminku konvergence.
Nyni do danéady dosadime = 3:

>n(3- )Zn+°°

n=1
Tato clselnarada je sottem vSech firozenych ¢isel, a je tedy divergentni. Proto
muzeme @init zawr: OK = OAK=1K =

(x+4)"
Priklad 11.3 Uréete konvergendiady z T
n=1
Reseni:
Rada je mocninna seistlema = —4 ac, :3—1n. Polongr konvergencep urcime
na zéklaé vztahu (11 4)'

=lim— —Ilm

n-o n' n-o
3n

Odtud dostavamelK =(a-p,a+p)=(-4-3-4+ 3=(-7- 1.

K ur¢eni oboru konvergence jé§nusime vySéit krajni bodyx = -1 ax = —7.
Do zadandady dosadime nejprve: -1:

© (x+4)" 1+4)" &

I

n=1 3 n=1
Vznikla él'selnarada obsahUJe séat nekonéne mnoha 1, proto je divergentni.

Nyni do danéady dosadl’me = —7'

n=1 3n n=1 3n =1

Dostavame oscilujl’oéiselnouradu, VvV niz se #Hdaji +1 a -1, takovéada nemé saet
(je divergentni). Obor konvergen@X je tedy totozny s intervalem konvergen@K(=

OAK=IK). m

- 143 -



Ji7i Mazurek; Matematika v ekonomii

Priklad 11.4 Urcete konvergendiady > n!(x+5).

n=1

ReSeni:
Rada je mocninna sefsttema = -5 a ¢, =n!l. Polongr konvergencep uréime
na zaklad vztahu (11.3):
. |C , n! . 1
p=Ilim o =lim =lim =0 .
nee|c | e (n+l)!l e n+l

Polonmer konvergence je 0. Tento zvlastni vysledek znamgealan&ada konverguje
pouze pro sediady (prox = -5, kdyfada obsahuje samé nuly), a v Zzadném dalSim
bod& x. Interval konvergence se tak ,smrskl* do jedindamlu. Ricinou je vyrazn!

v zadanifady, ktery pro rostouah velmi rychle roste (faktorial patmezi nejrychleji
rostouci funkce), atSuje tim¢leny v sodtu fady a zfisobuje, Ze vysledny soet rady

je prilis velky (nekonény). m

"(x+1)" |

3

Piiklad 11.5 Urtete konvergendiady > (1)
n=1 n
Reseni:
(-0’
n®
Polomer konvergenca urtime na zaklaglvztahu (11.4):

1 _Un?
=lim— —Ilm =lim =1.

n- oo n’ n- oo noe ]
n

Odtud dostavamelK =OAK =(a-p, a+ p) =(-1-1-1+ ) =(-2,9.
Jest vyéet‘ime (neabsolutni) konvergenci v krajnl'ch bodeeh-2 ax = 0:
2 1 i

Tato rada je konvergentnl (podle srovnavaciho kritérissravnani s harmonickou
radou).
© n O+ 1 n © _ n
we0: 3y 5L
n=1 n=1
Tatotrada je opt konvergentni (podle Leibnizova kritéria).
Obor konvergence dartady: OK :<— 2,0> .V tomto gipad® seOK nerovndOAK. m

Rada je mocninna sefetlema = -1 ac, =

3
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11.3 GEOMETRICKA RADA

Geometrickouradou nazyvameadu ve tvaru_ f"(x),

n=1

Oznaime-li f(x) = g, pakfada konverguje prm| <1, a sodettady:

(¥ = 2 (11.5)
1-q
Pro geometrick&ady plati: IK =OK = OAK. VSechny obory konvergence jsou tedy
totozné.

Priklad 11.6 Urcete obor konvergendady > x".

n=1
Reseni:
Nejprve mizemetradu rozvinout, abychom Wi, jaké cleny ji tvori:
DXP=x+ X+ X+ K+
=1

Tatofada je mocninn& a zaravé geometrickd s prvnimlenem a kvocientem rovnym
X. Z Kapitoly 10 o geometrickychadach vime, Ze geometrickdda je konvergentni,

pokud plati [o <1, vnaSem fipadt tedy mame | <1 a obor konvergence
OK =(-11). Cten& se sam rize freswdeit, Ze hodnotyx = 1 ax = -1 jiz do oboru
konvergence nepiat m

Priklad 11.7. Urcete soﬁetfadny” pro jeji obor konvergence.

n=1
Reseni:
K ur¢eni sodtu fady na jejim oboru konvergen€eK = (—1,1) vyuZijeme vztah (11.5):

a, = x, kvocientq = x, a tedys(X) -_*

Pokud bychom nyni zvolili jakékolix((-11), nagiklad x = 0,5, st&i toto &islo

. X . : . . L
dosadit do vztahus(X) :1— a mame satet rady: s(0,5):%: 1 (coz je znamy
— X — ,
souwet nasi ,pizzovétady).
X
Vyznam odvozeného vztahu pro getirady zadané vySes(X) :1— spaiva v tom,
-X

Ze wudava saiet vsSech ciselnych tad, které vzniknou dosazenim libovolné
hodnotyx z intervalu(-1,1) . m
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Priklad 11.8 Urcete obor konvergence a setirady Z(%j .
n=1 X

Reseni:

Radu nizeme rozvinout:i( ! J =t , 1 ~+ ! .
m\X+3)  x+3 (x+3)° (x+3)

Odtud je Zejme, zea, :i , a kvocientq :i.
X+3 X+3

Podminka konvergence jq| :‘LB <1. Tuto nerovnost roztime na d¥:
X+

l. i<1
X+3

1
. -1<——, x#-3
X+3

Reseni I.:

Nerovnici budemeesit gevodem na podilovy tvar (na levé stamerovnice bude
zlomek, napravo pouze nula). &eme tim, Ze i@vedeme ,1“ nalevo a upravime
na spolény jmenovatel:

1 <0
X+3

1-(x+3) <0
X+3
-X-2
<
X+3
Na levé stra& nerovnice mame dva nulové body=-2 a x=-3. Tyto dva nulové
body nam rozdi ¢iselnou osu naitoteviené intervaly:(—,—3), (-3-2) a (- 2,»).
Nyni metodou znamének rozhodneme, ktery intervaliggenim dané nerovnice.
Zvolime libovolné ¢islo z prvniho intervalu, ndiklad x=-10 a dosadime ho
do nerovnice vySe. Vyjde zaportislo. Nad prvni interval si zapiSeme znaménko “—*.
(Je vhodné kreslit si obrazekéiselnou osou). Podobnpostupujeme i u dalSich
intervali. Druhy interval nese znaménko “+" it ot “—. ProtoZe v dané nerovnici
poZadujeme, aby byl vyraz vlevo menSi nez ntilazaporny, jereSenim prvni aréti
interval: (—e0,~3) 0 (~2,%0), pii¢emz nulové body deseni nepéit

0

Reseni II.: postupujeme analogicky jakoiipads |.

_1<i

X+3

a1t <o
X+3

-x-3-1
- - "<
X+3
-Xx-4
X+3

0

<0
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Z levé strany nerovnice ziskdme nulové boxly -4 a x=-3, které nam rozdi
Giselnou osu afi na i otewené intervaly: (—»,—4), (-4,-3) a (-3 ®). Opt
pouzijeme znaménkovou metodu: Zvolime libovoldélo z prvniho intervalu,
napiklad x=-8 a dosadime ho do nerovnice vySe. Vyjde zapd@is®. Nad prvni
interval si zapiSeme znaménko “—*. Podélpostupujeme i u dalSich interialDruhy
interval nese znaménko “+" &eti opt “—". ProtoZe v dané nerovnici poZzadujeme, aby
byl vyraz vlevo menSi neZz nul&ili zaporny, je feSenim prvni aieti interval:
(—o0,~4)0(=3,0), pricemZ nulové body dieeni nepéit

Nyni, kdyZ mame vieSeny ob nerovnice I. a Il., Wime obor konvergence jakotmik
feSeni obou nerovnic. PokudigeiSeni kazdé nerovnice vyzinme graficky natiselné
osy pomoci Sipek, pak jmik najdeme jako tuwastciselné osy, nad kterou se Sipky
piekryvaiji.

V nasem pipact dostavameOK = (—co,~4) [0 (-2,0).

Nakonec je&t uréime sodet dandady proxJ OK:

1 1
S(X): 3 - X+3 :X+3: 1 -
1-q 1 X+2 x+2
1-—— 2°€
X+3 Xx+3

Priklad 11.9 Urcete obor konvergencfadyZlnn X.
n=0

Reseni:
Radu ogt maZeme pro nézornost rozvinout na jednottigny:

Zlnn X =1+ In x+ In? x+ In® x+ ...
n=0

Vidime, Ze prvntlen a =1 a kvocientq =In x.
Pro konvergentni geometrickdadu plati, Ze|g| <1, a tedy|InX <1. Tuto nerovnici

rozcklime na d¥ jednodussi nerovnosti bez absolutni hodnoty:

l.Inx<1

. -1<InXx

Tyto dw nerovnice nyni vieSime.

Zatneme nerovnici |.:

Inx<1l = x<e (vysledek plyne imo z definice firozeného logaritmu, nelige
Ine=1).

Nerovnice Il.:

4 1 1
-1<Ilnx= x>€"'== (neba In==-1).
e e

. ] , 1 .
Dostali jsme prox dvé podminky: X< e a zarové X>E' Oborem konvergence je tedy

. 1
interval (—,ej. [ ]
e

- 147 -



Ji7i Mazurek; Matematika v ekonomii

Pfiklad 11.1Q Urcete obor konvergendady > e™.

n=1
Reseni:
Pro wtSi ndzornostadu ogt rozvineme:
e =g+ éX+ &+
n=1

Z rozvoje vyse jeizjmé, Ze prvnélen a = € a kvocientq = €.
Pro konvergentni geometrickdadu plati, Ze|q|

opét rozclime na d¥ jednodusSi nerovnice:

. €<1

Il -1<¢e*

Nejprve vyteSime nerovnici L.e* <1 = x<0 (neba’ € =1).

Reseni nerovnice Il. je jednoduché: nerovnekk € je splréna pro vdechna

S pihlédnutim k oBma podminkam dostavame obor konvergedie= (—«,0). m

11.4 OBECNE FUNKCNIi RADY

Funlkeni fady, které nejsou ani mocninné, ani geometrick&eme nazvat obecné.

. > n€
Piiklad 11.11 Ursete obor konvergendady > (-1)"—.
n=1 n
Reseni:
Tato fada neni ani geometrickq, ani mocninna. ProtoZeahalje vyraz (—1)",
pravidelré se v ni dfidaji kladné a zaporn#eny. U takovych'ad nejprve dame vSechny
¢leny rady do absolutni hodnoty, aligda néla pouze kladné&leny. A zjistime obor

absolutni konvergend®AK. Teprve poté se zabyvame konvergerngioalnifady, tedy
fady i se zapornynileny.

K vySeteni absolutni konvergen¢ady pouZijeme limitni odmocninové kritérium

(11.2):
_ g _. Ve
limp =lim

n- oo [ ) n

n><

(1)—

L=Ilimn

n- o

=¢*, (limita jmenovatele je 1).

Rada je konvergentni, pokdd<1, dostavame tak podminke: <1, aieSeni:x<0.
Proto obor absolutni konvergenoéK =(-«,0).

Nyni se vratime kipvodni fack, kterd néla pravidelg se stidajici kladné a zaporné
¢leny. Tatofada niize (neabsolut) konvergovat v krajnich bodeddAK, tedy v bod
x = 0. Tento pipad se vzdy musi vygetzvIas'.

Neclt je tedyx = 0, dosadime do daiédy »_ (-1)" €

n=1

oo

Z(—l)”%, (neba € =1)

n=1
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S toutofadou jsme se jiz setkali v Kapitole 10, a proto ejrmie konverguje (podle
Leibnizova kritéria).

Muzeme tedy shrnout, Ze obor konvergence zad&uy OK = (— oo,0>. Obor
konvergence obsahuje navic oproti oboru absolunvérgence bog=0.m

Priklad 11.12 Urcete obor konvergendady Z arct? X.
= N

Reseni:
K vySeteni konvergencegady pouZzijeme limitni odmocninové kritérium (11.2):

_ arctg" ~ 1/larctg” >4 |arctg
L =lim {*—— =lim = =|arctgX.
nooo n n[nZ 1

n- o

Rada je konvergentni, pokud je<1, a tedy|arctg>4<l. Tuto podminku Ize zapsat

jako dw jednodussi podminky (nerovnice):
l. arctgx<1

[I. —=1<arctgx
Z tabulek goniometrickych funkci zjistime, ieectglszl a arctg(—gj =-1. Z tchto
~hrani¢nich* hodnot a ze znalosti grafu funkge= arctgx plyne, ze obor konvergence

. T " ] - . .
je interval (—Z,Z) . Je&t ale musime vys#t krajni body tohoto intervalu.

» arctg"— o=
Nech' x=—: )" = ZZF:ZF
n=1 n=1 =1

Tato fada je konvergentni (podle srovnavaciho kritérissravnani s harmonickou

e T _
fadou). Snadno se &\, ze i prox = _Z rada konverguje.

Proto vysledny obor konvergen€X = <— I—T,E> .H

Mezi funkeni fady pati samozejme i Taylorovy resp. Maclaurinovkady, kterymi jsme
se zabyvali v Kapitole 2. Nekotré funkni fady umoduji integraci a derivaci slozZitych
funkci prevedenim naadu jednodu$sich funkci, viz faCerny (2002). Tim se v3ak uZ
zabyvat nebudeme.
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ULOHY K PROCVI CENI

1. UretelK, OK aOAK u nasledujicicliad, u geometrickyckad ukete i jejich sotet.

a)g(x—l)“

[geometricka i mocninnéada K =OK =0AK =(0, 2),s(X) :;(T_)l(]
b) z x+2

[mocnmnarada, IK =OAK =(-3,-1), OK =(-3,-1) ]

C) inx"

[m(r;:;ninnéfada IK =OK =0AK =(-11) ]

) Z( ) (x+3)

[mocnmnarada, IK =OAK =(-5,-1), OK =(-5,-1) ]
e) Z( 1)y (x+2)

[geometrickarada, a =

f)Zl+x

[obecn&ada, IK =OAK = OK = (~c0,~1) 0 (1,0)]

X X
, J=———IK =OAK =0OK =(-1,00), =
X+ 2 g X+2 ( ) S(% 2X+ 2

]

g)zn+\/_

[mocninndtada,a=0,p = 1, IK =OAK =(-1,1), OK =(-1-1) ]

n

X
) nZ;, (2n-17)(2n+1
[mocninnatada,a=0,p = 1, IK =(-1,1), OK =OAK =(-11) ]

)s (x+23)
n=1 n
[mocninnérada,a=-3,p = 1, IK =(-4,-2), OK = OAK =(~4,-2) |

D S in™i(x+1)

[geometrickd tada, a =In*(x+1), q=In(x+1), IK =0OK =0AK= (1_6 e— 1]
e

In*(x+1) ]

= e D
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12 UVOD DO OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

12.1 ZAKLADNI POIMY

Méjme funkci jedné proknné y = f(X). Diferencialni rovnice je rovnice, ktera krém
x a'y obsahuje i derivaci (derivace) funkge Rad diferencialni rovnicge ugen nejvyssi
derivaci, mocnina u nejvysSi derivacéuje stupe: diferencialni rovnice

Priklady:

y+5y= ¥ je diferencialni rovnici 1tadu 1. stup&

(y')* -6xy -5y=0 je diferencialni rovnici adu 2. stupé
(y")*=(y)° %% - y¥+5x=0 je diferencialni rovnice Zadu 3. stupé

Diferenciélni rovnice lze déle¢tit napriklad naobyejné a parcialni (budeme se
zabyvat jen d&mi prvnimi), a nalinearni a nelinearni (budeme se zabyvat vessnjen tmi
prvnimi). NejjednodusSim typem diferencialnich navijsou rovnice se separovatelnymi
proménnymi (viz Kapitola 12.2), a linearni diferencialrdvnice s konstantnimi koeficienty
(viz Kapitoly 12.7 a 12.8).

RozliSujemeii druhyieSeni diferencialni rovnice:

* ObecnéeSenije funkcey = ¢(x, G G,..., C;,) vyhovujici dané rovnici a obsahujici
(neukité) konstantyC; podobr jako u neutitého integralu.

» Partikularni /eSenidostaneme z obecnéhieSeni tak, Ze za konstan@; dosadime
néjaké konkrétni hodnoty, které mohou vyplyvat fiklad z takzvanych pteinich
nebo okrajovych podminek (pro danou hodnatye predepséana hodnota funkce
y a/nebo hodnota jeji derivace. Grafickym znaZomm partikularnihoieSeni je
integralnikrivka.

» SingularnireSenije feSeni, které nelze ziskat z obecné&geni pro Zadné hodndy,
¢asto se jedna o ,zvlastni“ funkce type 0, apod.

Reseni:
Uhadneme, Z&eSenim je funkcey = CLE".
Vysledek si o¥iime dosazenimy(="C[&): C[&-C[E=0.m

Piiklad 12.2 Urcete obecné&eSeni diferencialni rovnicg/= x. Urcete i partikularni
reSeni, které vyhovuje pate:ni podmincey(0) = 2.
Reseni:

2

o . o VD ¢
Rovnici gimo integrujeme a ziskame obedr&eni:y :E+ C.

Partikularni feSeni ziskame dosazenim podminky do obecriéBeni (dosazujeme
2 2

y=2,x=0):2 =% +C, odtudC = 2. PartikularnteSeni:y = X? +2.m
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proy (1) = 2.

Reseni:

Rovnici pimo integrujeme a ziskame obecteSeni: y = 2x* + 2x+ C. Partikularni
feSeni ziskame dosazenim podminky do obecresemi (dosazujeme= 2,x = 1):
2=2+2+C, odtudC = -2.

PartikularnireSeni ma tvary =2x° + 2x— 2. m

pro y(0)=2 a y(0)=1.

Reseni:

Dana rovnice je druhéh@du, proto ji budeme integrovat dvakrét.

Poprvéy=2x+é&+ G

Podruhéy = X’ + € + G x+ C

Druhou integraci jsme obdrzeli vysledné obeéedeni. Nyni dosadime do obecného
feSeni ob pocateini podminky:

y(0)=1= 0+ 1+ C , odkud jeC, =0.

y(0)=2= 0+ 1+ C,, odkud jeC, =1.

PartikularnireSeni ma tedy tvary = X’ + € +1. m

V ekonomii vyuzivame diferencialni rovnice k moddlai vyvoje gjaké ekonomické
veliciny, nagiklad ceny vyrobku, gnového kurzu, mnoZstvi zasob, délky fronty, apod.
Diferenciélni rovnice umaiiji popsadynamikusystému — jeho vyvoj ¥ase.

12.2 DIFERENCIALNI ROVNICE PRVNIHO RADU SE SEPAROVATELNYMI
PROMENNYMI

Jedna se o rovnice ve tvarB(x) + Q y) Y =0 nebo P(x) dx+ { y dy=0.

Rovnice se separovatelnymi prémmymi predstavuji nejjednodussi typ diferencialnich
rovnic. Resi se separaci (afldnim) prongnnych: éleny obsahujici pro#mnoux prevedeme
na jednu stranu rovnice (obvykle nalew@igny sy na druhou stranu, a pakéstrany rovnice
integrujeme.

Piiklad 12.5 Urcete obecnéeSeni rovnicgy= X.

Reseni:

Nejprve gepiSeme derivagi takto: y’:g—i, dostanemeyg—i = X.

Nyni separujeme (o@time) pronénné x a y: ydy= xd», a ok strany rovnice
integrujeme:
jydy: I xdx,
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2 2

y—:L2+c (integra&ni konstantu miZzeme nazvat a umistit ji na pravou stranu

2
rovnice). Nakonec vynasobimediva a ziskame obechédeni ve tvary’ = x° + C. m

Priklad 12.6. Najdste obecnéieSeni diferencialni rovnicey+(x-1)y=0, a poté
najcéte partikularnieSeni této rovnice vyhovujici podming€0) = 2.

Reseni:
Rovnici budemeéesit separaci prognnych:

d_y+(x—1)y:O
dx

dy
—=—(x-1
i (x-Dy
ﬂz—(x—l)dx
jd—y:j—(x I)dx+C

y

X2

In|y|:—(7—x)+C
y=e 2 " =ke'z ? kdee® =K.

Pro ziskani partikularnin@Seni dosadime do obecnéh&eni podminkx = 0 ay = 2:

2
X)

L
2=Ke’ =K, a dostaneme vysledek ve tvayr2e 2 . m

Priklad 12.7. Najkte obecnéieSeni diferencialni rovnice(yTB)—xyzo, a poté
X

najdite partikularniceSeni této rovnice vyhovujici podmingé€d) =1.
Reseni:
Rovnici budemeéesit separaci prognnych:

dy
(x+3)dx

dy
— = x(x+3)dx
y ( )

J'd—;/ = J'(x2 +3x)dx+C

-xy=0

X3 3x? X3 3x2
A b ST St c
y=e® 2 =Ke?® 2 kdee” =K
PartikularnireSeni: dosadime do obecnébéenix = 0 ay = 1.:
X3 3x?
R S,

1=Ke’ =K, odtud dostavamk = 1, a partikularnfedeni je:y=e® 2 . m
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Priklad 12.8 Najdte obecné&eSeni diferencialni rovnicax? y'—1 =0, a poté naj&te
y

partikularnireSeni této rovnice vyhovujici podmingél)=0.

Reseni:
Rovnici budemeéesit separaci prognnych:
32 y':i
y
3% dy_1
dx vy
dx
dy=—
yay 3
I ydy= I—z +C
) y .Y 1
Integraci dostavame obeci‘mem:; = —3— +C.
X
PartikularnireSeni vyhovujici podmincg(l)=0 opst ziskame dosazenim do obecného
reSeni:
0? 1
- =+
2 31
_1
3
2
PartikularnireSeni ma tvar.y— -1 +—1. |
2 X 3

12.3 HOMOGENNI DIFERENCIALNi ROVNICE

Diferencialni rovnice ve tvand= f(X Yy) se nazyvdomogenni stupmn, jestlize plati:

ftxty)=t"f(xy)
Homogenni rovnici fevedeme na rovnici se separovatelnymi phomymi pomoci
nasledujici substituce:
y = ux (12.1)
y=Uux+u

Priklad 12.9. ReSte rovnick’y = y* -2 X.

Reseni:
Nejprve si oé¢iime, Ze rovnice je homogenni:
ftxty) =(ty) -2(0)° = € ¥ - 26 %= ¢( y- 2).
Rovnice je skutén¢ homogenni stugimn = 2. PouZijeme substituci (12.1) a dostaneme:
UXx+u= -2
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Separujeme prosmné:
Ux=u-u-2
W= -u-2

dx

du _dx

u>-u-2 X
J~ du _ pdx

— ==+

u>-u-2 X
Integrél na levé str&ozna&me I, a integrél na pravé stran,. Integrél | feSime
metodou parcialnich zlonik

du A B

I > :I du+|——du

u"-u-2 u-2 u+l

C

. : : 1 1 . .
Urcime koeficientyA aB (viz Kapitola 6): A::—g, B= —5 , @ miZeme integrovat:
_ du 1, 1 u-

1 _In|u—2|—|n|u+]j__1I
w-u-2 3Ju-2 B B

3 3

du——lj ! du
3Futl

Vypocéteme integrély: |, = Id—):( =In|x|.

Dostavame vysledek:

Liu=2 =In|x+C.

3 |u+l

Vratime se k fivodni prongnnéy (mistou piSemeu :§ :
Y_2

1 1x |-

ZIn =In|x+C,
X

A upravime do vysledného tvaru:

L y=2x =In|x+C.m
y+X

V nasledujicich kapitolach budoueglstaveny &které aplikace diferencialnich rovnic

v ekonomii.

12.4 L OGISTICKA ROVNICE A FUNKCE

K matematickému modelovani fenoniéjako jsou fist populace, &ni informaci,

technologickych inovaci, epidemiijist koncentraci roztdk a podobs, se vyuZivaji
logistické rovnice jejichz feSenim jsoulogistické funkce Logistické rovnice jsoutasto
nelinearni diferencialni rovnice. Jednou z nejjetiri$ich logistickych rovnic je nasledujici
rovnice (12.2.):

df _ . .
a-fEQ1 f) (12.2)
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V této rovnici je logisticka funkcé funkci ¢asut. Redeni této rovnice pro paéteini

podminku f(O):% je:

f(t)= s (12.3)

Logisticka funkce (12.3) m& tu vlastnost, Zze praddat zpatatku velmi rychle
(exponencial®) roste, poté se vSak jejist zpomaluje, aZz se & asymptoticky blizit k 1,
viz Obr. 12.1. Tento korey stav odpovida stavu ,nasyceni“ (informace uzdiba ke vSem,
populace se stabilizovala, roztok je nasyceny).

h
f(t)

0.5

Obr. 12.1. Logisticka funkce

12.5VYV0OJ CENY V CASE

Necht’ cena ®&jakého vyrobku nebo komodity j¢ Pak prvni derivaceg” vyjadiuje
zmenu této ceny ¥ase ay’” vyjadiuje tempo této zemy. V zjednoduSeném modelu budeme
predpokladat, Ze budouci vyvoj (2ma) cenyy” zavisi nay,y iy, a da se popsat rovnici:

y=cy+ by+ ay (12.4)
V rovnici (12.4) jsoug, b ac konstanty. Rovnici (12.3.) upravime:
ay+(b-1) y+cy=0 (12.5)

Rovnice ve tvaru (12.5) je linearni diferencialovmice druhéhdadu s konstantnimi
koeficienty. ReSenim tohoto typu rovnic jeénovana Kapitola 12.7 a 12.8. Pokud fikiad
zvolimea=1,b =2 ac = -2, dostaneme:

y +y-2y=0 (12.6)

Resenim této rovnice je funkcg=Cé + C €*, t=0. KonstantyC; a C, Ize ukit
z paiatenich podminek: ceny funkgev ¢aset = 0, a znény cenyy” v ¢aset = 0.
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Zabyvejme se nyndynamikou vyvoje trzni cenf za pedpokladu, Ze poptavka
i nabidka jsou linearni funkce (viz Kapitola 1.8)v&aset = 0 se trZzni cen® nerovna
rovnovazné cenPg. Jaky vyvoj ceny mizeme ¢ekavat?

Méame tedy nasledujici funkce nabidky a poptavky:

Q, =a—-bP, Q;=c+dP, a,b,c,d >0.

Daéle z Kapitoly 1.8 vime, Ze rovnovazna cenBEJe%

Nech v ¢aset = 0 je frevis poptavky nad nabidkou, a ten fén Uungrny zmené P.

Za zmirgnych gedpoklad miZzeme sestavit matematicky model (diferencialni ir@yn
vyvoje trzni cenyP v zavislosti naaset:

0 -0, - ). (127)

kdek je vhodna konstanta. Do diferencialni rovnice 71 2losadime za funkd@a S

dP(t)

=k[a-bP- c- dR
Uprawme:
@: —(kb+ kd) P+( ka- k¥
A nakonec provedeme substituci zavorek:
dzit) AP+ B, resp. 3P0 4 ap= . (12.8)

kde(kb+ kd)= A(ka kg= L
Rovnice (12.8) je olyejnou diferenciélni rovnici prvnihéddu s nenulovou pravou

stranou.
Pfi jejim teSeni nejprveieSime pislusnou homogenni rovnici pomoci separace
proménnych:

dP(Y) , Ap=0,
dt
Odkud dostaneme obectreSeniP { = Ce™.

Nyni jeSt potrebujeme najit bdl partikularni integratesSici rovnici s nenulovou pravou
stranou, nebo fZeme provést variaci konstanty (viz Kapitola 12BychlejSi je v tomto

ptipact uhadnout partikularni integraP,_, = i o0 ¢emz je snadné sdgs\wdcit dosazenim
do (12.8). UpInéeseni dané rovnice (12.8) je tedy:
P(t) = Ce™ +7Ei (12.9)

Ale % ve vztahu (12.9) neni nic jiného neZ rovnovazméate

B_k(a-9_(a9_,
“k(btd (btg °
Vztah (12.9), ktery popisuje dynamiku vyvoje treeny, Ize proto vyjéidv ve tvaru:

Je totiz: —

P(t) = R. + Ce™ (12.10)

Nazorna interpretace vysledku (12.10) je néasleduglcuhy ¢len na pravé stran
vyjadiuje odchylku trZzni cenf v ¢aset od rovnovazné ceny. Tendten se ale exponencidn
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zmenSuje s rostouciasem, a proto se trzni ceRebude postuphblizZit k rovnovazné cen
Pe. Rychlost, s jakou se budou leny giblizovat, je pak zavisla na hodgokonstant
pouzitych v modelu a na patenim rozdilu obou cen.

DalSi uziti diferencialnich rovnic v ekonomii zabj@ mimo jiné Solovrv model stu
(nelineérni diferencialni rovnice), vyvojémoveého kurzu v zavislosti na poptavce péni
modely typu predator-kest, apod.

12.6 LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE PRVNIHO RADU

Linearni diferencialni rovnice jsou diferencialrdvnice, v niz se vSechny derivace
vyskytuji v prvni mocnit. V této kapitole se za¥ime na lineérni diferencialni rovnice
prvniho a druhéh&adu.

Line&rni diferenciélni rovnice prvnitiéddu je definovana takto:

y+p(Xy=d 3 (12.11)

V rovnici (12.11) jsoy(x) aq(x) spojité funkce na intervala(b).
Nejprve se budeme zabyvafgpadem, kdyg(x) =0:

y+p(®y=0 (12.12)

Rovnice (12.12) se téz nazyVemogenniJeji feSeni najdeme separaci (okddhim)
promgnnych:

d

— =—p(X

o POIY
dy =-p(X) dx

y

In|y| :—j p(X) dx
A dostaneme vysledek:

y:ce_jp(x)dx, (12.13)

kdec je libovolna nenulova konstanta.

Priklad 12.1Q Redte:y +xy=0.

Reseni:
Pri feSeni postupujeme stéjjako vyse:
d_y = —Xy
dx
dy = —xdx
y
In|y| =~ j xdx
X2
Injly|]=——+C
¥=-3

X X _x
y=e2 =e2[&= ce?.
Stejného vysledku bychom dosahli, pokud bychdimp dosadili do vztahu (12.13.
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Priklad 12.11 ReSte: y-ysinx=0.

Reseni:
V tomto pikladé vyuZijeme kieSeni vztah (12.13), kdp(x) =sinx:
y=ce Jramax_ cgeos g

Reseni rovnice (12.11) s nenulovou pravou stran@hdmogenni rovnice) je o$co

It s

Lo . ~[p(0d - )
Reseni pedpokladame ap ve tvaruy = cel ™ ale nynf jec funkeix:

y=c(yel """ (12.14)

Vyraz (12.14) dosadime do (12.11) a po upraiskamereSeni zadané rovnice, viz
nésledujici piklad, ktery je variaci #kladu 12.10.

Priklad 12.10". Reste: y +xy= x.

Reseni:

XZ
Vime, ZeteSeni pislusné homogenni rovnice jg=ce 2. U nehomogenni rovnice

XZ

budeme v souladu s (12.14yedpokladatieSeni ve tvaruy = c(x)e_? Toto reSeni
dosadime do zadané rovnice:

X S x
c(ye?+qye’.(-x+ Cxelx
Prostedni dvaileny se odé&ou a Aistane:

X2

cd(x)e? = x
c(X) = e? x
Nyni integrujeme:

c(x):J‘eE xde & + C

X

’ RS RS
Reseni dané rovnice je tedy::[e2 + CJ e?,poupra¢: y=1+Ce?.m

Priklad 12.12 Reste: y’—i y=X.
X+2

Reseni:

y- y=x

X+2
ZacnemereSenim homogenni rovnice:
dy _ 1
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dy dx

7_ X+2

In|y| =In|x+2/+C
y=C(x+2)

Nyni provedeme variaci konstantyedpokladame tedy, zg=C(x)[(x+2):
C ()(x+2) +C(x) m—%zc:(x) x+2) = x
X

Prostedni¢leny se od&ou a fistane:
CX)I(x+2)=x
Rovnici upravime:

, X
Cx) =
(X) 42
A integrujeme:
X X+2 (-2)
C(X) = [—dx=[——dx+[~——Ldx=x-2In|x+2+C.
() jx+2 Ix+2 Ix+2 | 2|

Uplnéieseni rovnice je:
y=(x+ 2)[x—2|n|x+ 2 +C]. n

Pro dalsi druhy linearnich diferencialnich rovniz nag. Skrasek a Tichy (1986).

12.7 LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE DRUHEHO RADU S KONSTANTNIMI
KOEFICIENTY A NULOVOU PRAVOU STRANOU

Linearni diferencialni rovnici druhéhtadu s konstantnimi koeficienty a s nulovou
pravou stranou nazyvame rovnici ve tvaru:

ay +by+cy=0,a,b,cO0Ra#0 (12.15)

Nekteré vlastnosti tohoto typu diferenciélni rovngieikaZzeme na nasledujici uloze.

Priklad 12.13 Reste: y -5y +4y= 0.

Redeni:
Reseni hledame ve tvay= e™, kde/ je nsjaka vhodna konstanta. ®eme se snadno
preswdcit, ze danou rovnidiesi tyto d¥ funkce: y = €‘a y = €™,

Oweieni provedeme dosazenim do dané rovnice (zde ppuzefunkci y=¢e™).
Vypocteme prvni a druhou derivaci:
y=4¢e", y'=16€",
a dosadime:
16e™ - 20e™ + 4¢* = (,
odkud dostaneme pravdivy vyraz 0 = 0, a tedy lékana rovnice se rovna pravé stfan

rovnice.
Déle se mZete sami feswdcit, Ze jakykoli nasobek obou funkci, régad

v v

y =10€" nebo y = 256", je rovreZ reSenim dané rovnicReSenim je i kazdy soet ¢i
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rozdil nasobk (linearnich kombinaci) funkciy=e‘a y=¢€*. UpIné fedeni dané
diferencialni rovnice se proto zapiSe vtomto tvapr C € + C é*, kde C; jsou
libovolna reéln&isla (konstanty)m

Vysledek Rikladu 12.12 nyni izeme zobecnikeSenim diferencialni rovnice ve tvaru
(12.15) je kazda funkcg = ™, kdel je karenem tzvcharakteristické rovnice

al*+bd+c=0, (12.16)

Odvozeni charakteristické rovnice (12.16) z (12.1Bgch’ feSenim (12.15) je
funkcey = e™. Pak:

y": /12e/1x , y': Ae/lx'
odtud: at’e™ +bie™ +ce™ =0,
Zkratimeclen e™a ziskameaA® +bA +c=0.

Charakteristicka rovnice je kvadraticka rovnice peznamé hodnoty, které mohou
byt redlnd i komplexngisla. UpInéteSeni (jeho tvar) diferencialni rovnice (12.15) ighv
na hodnot diskriminantuD =b? —4ac charakteristické rovnice (12.16). Mohou nastat it
piipady:

« D >0: hodnoty)\; ai; jsou fizna realn&isla.
ReSeni linearni diferencialni rovnice s konstantnikoieficienty s nulovou pravou

stranou ma tvar:
y=Ce" +C,e"*, (12.17)
kdeC; aC; jsou realn&isla.

+ D =0:rovnice (12.16) ma dvojnasobnyikai.
ReSeni ma tvar:

y=Cxe*+ G ¢&, (12.18)

« D <0: hodnotyr; ai, jsou komplexy sdruzen&isla: A, =m+ ni, A, =m- ni.
Reseni ma tvar:
y=Cé&sin nx+ G & cosn (12.19)

Piiklad 12.14 Najdste obecnéeSeni rovnicey -5y +6y= 0.

Reseni:

Charakteristicka rovniceA* =51 +6=0,D = 1,

feSenim jsou realnfislai; = 2 ai, = 3.

Reseni dané rovnice ma tvar (viz 12.37¥C,e”* +C,e*. m
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Priklad 12.15 Najckte obecnéeseni rovnicey —2y -3y =0.
Reseni:

Charakteristicka rovniced> =24 -3=0, D = 16,

feSenim jsou realnfislai; = 3 ai, = —1.

Reseni dané rovnice ma tvar (viz 12.37¥C,e ¥ +C,e*. m

Piiklad 12.16 Najdste obecnéeSeni rovnicey -6y +9y= 0.

Reseni:

Charakteristicka rovniced* =64 +9=0,D = 0,

feSenim je dvojndsobny reélnyrka) = 3.

ReZeni dané rovnice ma tvar (viz 12.38% C x€*+ C & . m

Piiklad 12.17 Najdte obecnéeSeni rovnicey +4y+5y= 0.

Reseni:

Charakteristicka rovniced” +44+5=0, D = -4,

feSenim jsou komplexgislar; = -2 + ik, =-2 —i. Je tedjn=-2,n = 1.
Reseni dané rovnice ma tvar (viz 12.19) C €**sin x+ G € cosn.. m

Priklad 12.18 Reste:y -y =0.
ReSeni:

Charakteristicka rovniced” -1=0, fe$enim jsod; = 1 ak, = —1.
Reseni dané rovnicg:=Ce*+C,e*. m

Priklad 12.19 Reste:y +y=0.

ReSeni:
Charakteristicka rovniced” +1=0, feSenim jsol; = i ak, = —i.
Reseni dané rovnicg:=C, sinx+C, cosx. m

Priklad 12.2Q Reste:y —-4y'=0.

Reseni:
Charakteristicka rovniced” —44 =0, feSenim jsol; = 0 ak; = 4.
Reseni dané rovnicg:=C, +C,e”. m

Misto obecnéhoreSeni mizeme v gkterych situacich hledapartikularni 7eSeni
diferencialni rovnice. To jefeSeni, které je omezeno tzpocate'nimi podminkami
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(podminkami proy ay v réjakém bod x, negastji v x = 0). PartikularnifeSeni ziskame
z obecnéhaeseni tak, Ze do¢pdosadime p&ateini podminky. Vysledkem je pak jedina
funkce neobsahujici konstary

ay(0)=0.

Reseni:

Charakteristicka rovniced* +1-20=0,D = 81,

feSenim jsou realnéislai; = 4 ai, = 5.

Obecné&eseni dané rovnice ma tvar (12.%7% Ce™ + C, é*.

Nyni pouzijeme o6 podminky.

Nejprve prvni podminkay(0) =1 znamena, Ze pro= 0 ma byty = 1.

Dosadimex = 0 ay = 1 do obecnéhteseniy = Ce* + C &
1=C,+C,

Pro druhou podminkwy/ (0) = O nejprve derivujeme obecHiéSeni:

y=-4C e* +5C, €, a dosadime:

0=-4C, + 5C,
Dostali jsme tak soustavu dvou rovnic o dvou nezrcdmkterou vyeSime:
5 4
C,==-,C=—
9% 9

. e, 5 _ 4
Hledané partikularnieSeni ma tvaryzge4X +5 €. m

12.8 LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE DRUHEHO RADU S KONSTANTNIMI
KOEFICIENTY A NENULOVOU PRAVOU STRANOU

Linearni diferencialni rovnici druhéhi@du s konstantnimi koeficienty a s nenulovou
pravou stranouf (X) nazyvame rovnici ve tvaru:

ay +by+cy=f(x), (12.20)
a,b,cORa#0

Tento typ rovnice se téZ nazyméhomogenni rovnice
ReSeni nehomogenni rovnice (12.20) ma tvar:

Gy +Gy, +P(X), (12.21)

kde C,y, +C,y, je feSeni odpovidajici homogenni rovnicePéx) je tzv. partikularni
integral.

Partikularni integral jefeSenim rovnice (12.20) a jeho vyznam &pa v tom, Ze
,vynuluje“ pravou stranu rovnice (12.20). Partikul&integral zavisi na tvaru funkcé(x),
v nekterych gipadech je mozné jej uhadnout. My si ukadZzeme, gkugit, pokud je
funkcef (X) mnohdalen nebo exponenciélni funkce.
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Nech funkce f(x) je polynom n-tého stupd a necki at*+bA+c=0 je
charakteristick& rovnice pro rovnici (12.20) s rudo pravou stranou.

Pokud ma charakteristicka rovnice nenulovéeky, potom partikularni integréP(x)
hledame ve tvaru polynomu stejného stujako f(X).

Pokud ma charakteristicka rovnice jeden nulovyeko partikularni integralP(x)
hledame ve tvarx([ f (x) .

Priklad 12.22 Redte:y —y -2y = 4x.

Reseni:

Charakteristicka rovnicel* =1 -2 =0, feSenim jsol; = 2 ak, = —1.

Reseni dané homogenni rovniges Ce** +C,e7*.

Partikularni integralP(x) hledame ve tvaru polynomu stejného stufako f (x), tedy
P(x) =ax+b. DosadimeP(x) do zadané diferencialni rovnice (migjo
—a—2(ax+b) =4x

Prerovnametleny vlevo a vynasobime (-1):

2ax+(a+b) =—-4x

Nyni porovname levou a pravou stranu (porovname fidieaty u clena
sx a u absolutnictleni), a dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou nezndi@ayab):
2a=-4

§+b:0

ReSenim jea = -2,b = 2. Proto jeP(x) = -2x+ 2.

Obecné&eseni pislusné diferencidlni rovnice ma tvay=Ce* +C,e* -2x+ . R

Piiklad 12.23 Reste: y +4y'= ¥ —1.

Reseni:

Charakteristicka rovniced® + 41 =0, feSenim jsol, = 0 ak, = —4.

Reseni dané homogenni rovnige: C, +C,e ™.

ProtoZe jeden z keni charakteristické rovnice je roven nule, hledametikpaarni
integral P(x) ve tvaru xf(x), tedy P(X) = x( axX + b (): aX+ bk+ c. Dosadime

P(x) do zadané diferencialni rovnice (migjadostaneme:

(6ax+2b)+ 4( 3axX + 2bx+- ¢= %- 1,

Seiteme:

12ax® + (6a+ 8b)x+ (2b+ 4cF X— -

Porovname koeficienty u odpovidajicich si mocnirohau stranach rovnice:
12a=1

6a+8b=0

2b+4c=-1
ReSenim této soustavy obdrzime:
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1 1 7
a=—,b=-—,c=-——

12 16 32
P(x) = x(axX + bx+ ¢= ak+ bk+ c

. o x> x* TX
Uplnéteseni dané rovnice j§; +Ce ¥+ —-—-—.m
12 16 32

Nech’ funkce f(x) na pravé stranrovnice (12.20) ma tvar exponencialni funkce:

f(x) = a€”. Partikularni integral potom hledame ve tvaRix £ A€*, jestlize b neni
korenem charakteristické rovnice. Pokudbj&-nasobnym kienem charakteristické rovnice,
potom ma partikularni integral tvaP x (=) AX &.

Piiklad 12.24 Reste: y ' +4y+3y= 36"

Reseni:

Charakteristicka rovniced® + 44 + 3= 0, feSenim jsoQ; = —3 ak, = 1.

Re3eni dané homogenni rovnige: C € + C &%~

Protozeb = 2 neni kéenem charakteristické rovnice, partikularni intédriedame
ve tvaruP(x) = A€,

Dosadime do zadané rovnice:
AN +8AS +3 A& = 3 &
Vydélime rovnici vyrazeme™:
AA+8A+ 3A= 3,

R o 1., . )
Odtud dostévémeA:%, partikularni integrél jeP(x):%—Se2 , a uplnéteSeni dané

. ., , . . =X =3X 1 X
diferencialni rovnice jey=Ce* + C &’ *T é&. m

ULOHY K PROCVI CENI

1. Najckte obecné a partikularigéSeni rovnic:
a)y=3x¥+6x-1, y(@0)=1
[obecn&eseniy = 6x+ 3X — x+ C, partikularniteSeni:y = 6x+ 3x — x+ 1]

b) y':§+1,y(2) =2

[obecnéeseniy =5In|X + x+ C, partikularnitedeni:y =5In|X + x-5In 2]
c) b) y'=12x+4, y(0)=1, y(1)=1
[obecné&eseniy = 2x° + 2X + G x+ G, partikularnireSeni:y = 2% + 2x° — 9x+ 1]

2. Reste rovnice se separovatelnymi piomymi:

a) y-2y=0, y(0)=2
[obecn&eseniy = C&*, partikularniteSeni:y = 2e*]
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b) xy'+2y=0,y(3)=3

SR _ O 5.8
[obecn&eSeniy = x? + C, partikularniteeni:y = X +§]

) y’—(x—;l):o,y(z) =1

oo X G e o X
[obecnéesSeniy :7 + x+ C, partikularnireSeni:y :7 + x—-3]

_y-1
dy==— ,y(0)=3
)Y =27 YO

[obecné&eSeni(y —1) = C(x+1), partikularnireSeni:(y —1) = 2(x+ 1)]
e) 2x{2+y?)+y4-x)y=0,y(0)=1

o 1 G e e o
[obecneresenlln‘4— xz‘ =5 In‘2— yz‘ + C, partikularnireSeni:

In‘4—x2‘ :%In‘z— yz‘ +1In4]

2
3. Reste homogenni rovniqi’:l2
X

Y

X

[obecné&eSeniy =———
1-CxX

4. Reste homogenni linearni diferencialni rovnice pmertédu:
a) y-(x+5y=0

5. ReSte homogenni linearni diferencialni rovnice dheh&adu s konstantnimi
koeficienty:

a) y +4y-12y =0

[y=Ce™ +C,e™]

b) 2y "-10y'=0

[y= C1e5X +C,]

C) Y'+2y+5y=0

[y=C,e*sin2x+C,e* cos2x]

d) y'-7y+10y=0

[y=Ce”+Ce™]
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e) y +4y+4y =0
[y=Ce ™ +Cxe*]

6. Najcte partikularnireSeni rovnicey +y -6y =0, jestlize y(0) =2ay (0) =1.
3 . 7
==e¥+— .
[y c c ]

7. ReSte linearni diferencialni rovnice druhékédu s konstantnimi koeficienty se
specialni pravou stranou:
a) y +3y+2y =X

[y=Ce?+Ce™ +%X_:Tj]
b) y +6y+8y=8X + 12x+ 2
[y=Ce”+ Ce™+ X]

C) y +y—2y=106"
[y=Ce™+Ce+ €]
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ZAV ER

PredloZena studijni opora Matematika v ekonomitema studerim navazujiciho
magisterského studia na Obch&dpodnikatelské fakuit (OPF) v Karviné mdla za cil
demonstrovat uziti matematické analyzy v ekonompiedevSim pak ip aplikaci
ekonomickych funkci jako jsoufimy, naklady, uzitek a podobn Podob# zangrené
ucebnice na pomezi matematiky a ekonomie &amé primart na studenty ekonomickych
oborti jsou vCeské republice spiSe vyjimkou (viz ttapMeznik, 2011). Autor doufa, Ze
ucebnice bude pro studenty OPF v tomtoéempiinosna. Dale autoréluje Bc. Tomasi

Fiedorovi z VUT Brno za pomodipkresleni grai, recenzeritm za gipominky a své rodin
za trglivost.

V Karviné 28.10.2012.
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