MATEMATIKA V EKONOMII - PREDNASKA ¢&. 1

Prednasejici: Mgr. Jiti Mazurek, Ph.D.
Vedouci seminaru: Mgr. Radmila Stoklasova, Ph.D., Mgr. Jifi Mazurek, Ph.D.
Kredity: 5

Podminka absolvovani: zkouska (alespont 60 boda ze dvou pisemnych testil) +
ucast na seminarich (alespon 70 %)

Skripta: Mazurek, J. Matematika v Ekonomii. (umisténo na publicu). Starsi
ucebnice: Matematika B.

Materialy ke cvicenim a ke zkouSce: mazurek/public/matematika v ekonomii,
resp. stoklasova/public/matematika v ekonomii, a také na elearningu.

Videozaznamy predndsek: http://media.slu.cz/videolist.php?idsada=42

Obsah predmeétu: diferencidlni a integralni pocCet jedné a dvou reélnych
proménnych s aplikacemi v ekonomii. (podrobnéji viz Plan pfednaSek nebo
Sylabus pfedmétu).

Hodnoceni: 0-59: F, 60-65: E, 66-70: D, 71-80: C, 81-90: B, 91-100: A.



Funkce jedné realné proménné

POJEM FUNKCE
-Funkei rozumime ptedpis, ktery kazdému cislu x zjedné mnoziny (defini¢niho oboru)
piifadi prave jedno Cislo y z druhé mnoziny (oboru hodnot).

-Defini¢ni obor D(f) nebo D,

-Obor hodnot H(f) nebo H .

-Funkéni predpis se znaci y = f(x), napiiklad y = x* +1.

-Explicitni funkce: Je-li moZn¢ upravit funkei na tvar y = f(x)

-Implicitni funkce: nelze osamostatnit y na levé strang, znacime f(x,y)=0.

- V ekonomii se nejCastéji setkavame s funkcemi poptavky, nabidky, prijmi, nakladi,
uzitku, produkce, atd.

-Funkce mohou byt definovany pro rizné ciselné obory (Cisla pfirozend, celd, redlna,
komplexni, realna kladna, apod.).

-Funkce jedné proménné a funkce vice proménnych (napt. Cobb-Douglasova funkce).

GRAF FUNKCE

-Grafem funkce y= f(x) nazyvame mnoZzinu vSech bodli o soutfadnicich [x, f (x)] , kde
xeD(f).

-Vybrané grafy viz dale.

-Ptehledné znazornuje zavislost x na y, a je mozné z n¢j vycist vlastnosti funkce.

-Priseciky grafu funkce s grafem jiné funkce jsou body, kde jsou si obé funkce rovny, coz
byvéa v ekonomické teorii interpretovano jako stav rovnovahy (naptiklad mezi poptavkou a
nabidkou).

VLASTNOSTI FUNKCE

-Defini¢ni obor funkce D( /)

-V ekonomii plati, Ze vétSina veli¢in mize nabyvat pouze kladnych hodnot.

-Je uzite¢né si pamatovat, ze funkce ve tvaru polynomu a exponencialni funkce maji definicni
obor vzdy rovny R.

- Pak existuji funkce, kde se defini¢ni obor obecn€ nerovna R, a mezi n¢ patii predevsim tyto:

e raciondlni lomené funkce (zlomky s proménnou x ve jmenovateli): jmenovatel
nesmi byt roven nule,

e logaritmické funkce: vyraz v logaritmu musi byt kladny,

e odmocninné funkce: vyraz pod odmocninou musi byt nezédporny,

e tangens a cotangens: vyraz ve jmenovateli (tedy cosinus, resp. sinus) nesmi byt
roven nule.



e arcsinus a arccosinus: definiénim oborem je interval (—1,1).

Priklad 1.1. Uréete defini¢ni obor funkeci:

a)f: y=+3x-1

x+5
b)fy =

c)f:y=10g(4—x2)

d)fy=x"—x-2+ !

x—=2

-Obor hodnot H(f): je mnozina vsech y, které ziskame z funkéniho pfedpisu y = f(x) pro
vSechna x z defini¢niho oboru. Je-li funkce y= f(x) omezend (viz nize), je rovnéZ obor
hodnot omezeny.

-Monotonnost funkce: funkce je na intervalu / — R monotonni, pokud je na tomto intervalu

rostouci, klesajici, nerostouci nebo neklesajici.
Funkce je na intervalu I:

- rostouci, pokud pro vSechna x,,x, €/, x, <x,, plati: f(x)<f (xz),
- klesajici, pokud pro viechna x,,x, €I, x, <x,, plati: f(x)> f(x,).,
- nerostouci, pokud pro vSechna x,,x, €/, x, <x,, plati: f(x)=f (xz),

- neklesajici, pokud pro vSechna x,,x, €1, x, <x,, plati: f(x)<f(x,).

-Extrémy funkce: globalni a lokalni:

Funkce ma v bod€ a globdlni maximum, jestlize pro vSechna x (x # a) z defini¢niho oboru je
f@)=f (x) .

Funkce ma v bod¢ a globdlni minimum, jestliZze pro vSechna x (x # a ) z defini¢niho oboru je
f@)<f (x) .

Funkce mé v bodé¢ a lokdlni maximum, jestlize pro vSechna x (x # a ) z néjakého okoli bodu a
je f(a)Zf(x).

Funkce mé v bod¢€ a lokalni minimum, jestlize pro vSechna x (x # a) z né¢jakého okoli bodu a
je f(a)Sf(x).

Okolim bodu a nazyvame otevieny interval(a -o0,a+0 ) Plati-1i v pfedeslych vztazich ostra

nerovnost (“>" nebo “<”), je extrém ostry, v opacném piipadé neostry.

-Omezenost funkce: funkce je omezenda shora, jestlize existuje takové redlné Cislo 4, ze
f(x)<h pro vSechna x z defini¢niho oboru funkce. Podobnég, funkce je omezend zdola,



jestlize existuje takové realné ¢islo d, ze f(x) >d pro vSechna x z defini¢niho oboru funkce.

Pokud je funkce omezend shora i zdola, fikdme kratce, Ze je omezend. V ekonomii jsou
vSechny funkce omezené, nebot’ produkce, ptijmy, naklady, prace, kapital ¢i zdroje surovin
nejsou nekonecné.

-Prosta funkce: Funkce y = f(x)se nazyva prostd, jestlize plati:

Vx,,x, € D(f),x;, 2x,: f(x)# f(x,).
Vyznam prostych funkci tkvi v tom, ze k nim existuji funkce inverzni (opacné).

ALGEBRAICKE FUNKCE

-Linedrni funkce ma piedpis y =ax+b, jejim grafem je pfimka (fecky linea je piimka).
Koeficient a se nazyva smérnice ptimky, nebot udava sklon (smér) ptimky vzhledem k ose x.
Koeficient b udava prisecik grafu funkce s osou y. Je uZite€né si pamatovat, ze:

e Pro a >0 je funkce rostouci.

e Pro a <0 je funkce klesajici.

e Pro a =0 je funkce konstantni.
-Kvadratick4 funkce ma piedpis y = ax” + bx + c¢. Grafem je parabola.
Pro a >0 je graf funkce (parabola) orientovana ,,nahoru®, pro a <0 ,,dold®, viz Obr. 1.2 a
1.3. Koeficienty b a ¢ v predpisu funkce posouvaji parabolu ve sméru osy x nebo y.
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Obr. 1.2. Graf funkce y = x%.
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Obr. 1.3. Graf funkce y = —x2.

Priklad 1.4. Najd&te vrchol paraboly y =x>—2x+4.

-Mocninna funkce ma piedpis y=x", kde n je celé¢ Cislo. Na zdklad€ toho, jestli je
n kladné/zaporné a liché/sudé ma mocninné funkce jeden ze 4 typt grafii. Na Obr. 1.4. je pro
ilustraci graf kubické funkce y=x’.
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Obr. 1.4. Graf funkce y = x°.

P(x)

O(x)

- Racionalni lomena funkce: R(x)= . Grafem racionalni funkce byvaji obvykle slozité

. : : k . . v
ktivky, viz Kapitola 3. Nepirima umérnost: y =— , kde k je kladna konstanta. Grafem nepiimé
X

umeérnosti je hyperbola, viz Obr 1.5.
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Obr. 1.5. Graf funkce y = 1/x.

TRANSCENDENTNI FUNKCE

Funkce, které nejsou algebraické, se oznacuji jako tramscendentni. Mezi transcendentni
funkce patii pfedevsim funkce exponencialni, logaritmické a goniometrické.

-Exponencialni funkce ma piedpis y = a*,a > 0,a = 1. Cislo a je zdklad mocniny a musi byt
kladné a rizné od 1, x je exponent. Vlastnosti exponencialni funkce zavisi na zakladu a:

e Je-li a>1, funkce je rostouci, viz Obr. 1.6.

e Je-li a<l, funkce je klesajici, viz Obr. 1.7.

Graf (zadkladni) exponencidlni funkce vzdy prochazi bodem 1 na ose y, obor hodnot
H(f)=R" afunkce je omezena zdola osou x. Nejcastéji pouzivanou exponencialni funkci je

y=e", kde konstanta e = 2,718... se nazyva Eulerova konstanta, a jedna se o iracionalni ¢islo,
podobné jako 7.
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Obr. 1.6. Graf funkce y = ¢e*.
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Obr. 1.7. Graf funkce y = (0,5)".

-Logaritmicka funkce ma pfedpis y =log, x,a>0,a#1. Cislo a se nazyva zdklad logaritmu
a musi byt kladné a rizné od 1. Pro a = 10 se logaritmus nazyvé dekadicky (znacka logx, pro
a=e=2,718... prirozeny logaritmus (znacka Inx). Logaritmickad funkce je inverzni funkci
k funkci exponencidlni, coz znamend, Ze definicni obor logaritmické funkce je roven oboru

pfislusné inverzni exponencialni funkce a naopak.

e Je-li a>1, funkce je rostouci, viz Obr. 1.8.
e Je-li a<l, funkce je klesajici, viz Obr. 1.9.



Graf (zékladni) logaritmické funkce vzdy prochézi bodem 1 na ose x, defini¢ni obor je
H(f)=R" afunkce neni omezena.

Y &
34

Obr. 1.8. Graf funkce y = logx.

y =logg s5(x)

Obr. 1.9. Graf funkce y =log, ; x -

- Goniometrické funkce: sinus, kosinus, tangens a kotangens.

- Cyklometrické funkce: arcsinx, arccosx, arctgx a arcotgx. Na kalkulackach jsou znaceny
jako sin’!, cos! a tg!.



Obr. 1.12. Graf funkce y = tgx.
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Obr. 1.10. Graf funkce y = sinx.
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Obr. 1.11. Graf funkce y = cosx.
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Obr. 1.13. Graf funkce y = cotgx.

SLOZENA FUNKCE

V nékterych pifipadech mize byt argumentem funkce jind funkce. V tom piipadé
hovotime o sloZené funkci.

Definice 1.1. Necht jsou dany funkce y= f(x) a y=g(x), a necht pro xe M < D(g)
plati, ze g(x)e D(f). Potom funkci y= f(g(x)) nazyvame slozenou funkci. Funkce
f(x) je vnéjsi funkce a funkce g(x) je vnitini funkce.

Typickym piikladem sloZené funkce je naptiklad y =log(x” +1) nebo y =+2x+5.

Piiklad 1.5. Jsou ddny funkce f(x)=sinx a g(x)=x". Uréete y = f(g(x)) a y=g(f(x)).

PoLYNOMY

- polynom (Sesky mnohoclen): vyraz a, +a,x+a,x* +...+a x" .

Je-li n =0, je polynom roven konstanté ay; je-li n = 1, je polynom linearni: a, +a,x; pron =2
je polynom kvadraticky: a, +ax+a,x*, atd.

- Nulovym bodem (kofenem) polynomu je takové Cislo xo, pro které plati P.(x) = 0.

- Rozklad polynomu na soudin lze vyuzit pfi zjednodusovani algebraickych vyrazii kracenim
nebo pfi integraci metodou parcialnich zlomkad.

Priklad 1.6. Urcete nulové body polynomu a upravte na soucin:
a) X*—x+5

b) x* —4x’

c) x’ =27



FUNKCE NABIDKY, POPTAVKY A ROVNOVAHA NA TRHU V PODMINKACH
DOKONALE KONKURENCE

-Funkce poptavky D (angl. demand) vyjadiuje vztah mezi cenou vyrobku P (price)
a poptavanym mnozstvim Q (quantity): Q = D(P) resp. P=D(Q). Tato funkce je vzdy
klesajici, coz znamena, Ze s rostouci cenou P klesad poptavané mnozstvi Q.

Dale pro funkci poptavky plati, ze veli¢iny P i Q musi byt nezdporné, nebot’ zdporné mnozstvi
ani zaporna cena nemaji v této situaci smysl. Rovnéz P ani O nemohou rust do nekonecna,
proto fikdme, Ze jsou omezené.

-Funkce nabidky S (angl. supply) vyjadifuje vztah mezi cenou vyrobku P (price)
a nabizenym mnozstvim Q (quantity): Q= S(P) resp. P=S(Q). Tato funkce je vzdy

rostouci, coz znamena, Ze s rostouci cenou P roste nabizené¢ mnozstvi Q.

Pti grafickém zn4zornéni obou kiivek je zvykem nanaSet na osu x mnoZzstvi O a na osu y cenu
P.

Q
Obr. 1.14. Typicky tvar kiivek funkce poptavky a nabidky s rovnovaznym bodem E.

-Linedrni funkce poptavky je dana vztahem: O, =a—bP, kde a a b jsou konstanty, pro které
plati: a>0, b>0.

-Linedarni funkce nabidky je dana vztahem: Q¢ =c+dP, kde ¢ a d jsou konstanty, pro které
plati: ¢>0, d >0.

-Rovnovaha: Q, =Q; .

v a-c
-RovnovdzZnd cena Pp: P, = —— .
b+d
ad +bc

-Rovnovdziné mnozZstvi Qg: Q. = Sid
+



Priklad 1.8 (Chen, 2007). Piedpokladejme, Ze Q,=10—P a Q;=-2+P. Najdéte

rovnovahu mezi poptavkou a nabidkou.
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Obr. 1.15. Rovnovaha mezi poptavkou a nabidkou.

Uvod do diferencialniho poétu funkce jedné realné
proménné

DERIVACE FUNKCE
% S , Ay fAA) ) .
- Mgjme funkci y=f(x). Vyraz ng}) A gg}) ™ = y'nazyvame derivaci

funkce y = f(x).
- Geometricky vyznam derivace: je rovna smérnici tecny ke grafu funkce v daném bodé¢.

-Znaceni: y’, ' (x), % (¢teme dy podle dx), Z’l (¢teme df podle dx).
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Priklad 2.1. Urgete derivaci funkce y=x" +2x v bodéx =2.

Priklad 2.2. Urdete rovnici teény ke kiivee y =x” v bodé [2,4].



Priklad 2.3. Uzitim definice derivace odvod'te derivaci funkce y = x*.

Reseni:
(x+h) —x X’ +2hx + b —x* +2hx+h’

(x2 )'= lim = lim = lim =lim2x+h=2x .|
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Protoze je vypocet derivaci pomoci definice derivace c¢asto zdlouhavy, pouzivame
pro derivovani zakladnich funkci jiz odvozené vzorce, které najdete v Tabulce 2.1.

Necht' funkce fix) a g(x) maji derivaci na intervalu J < R. K vypoctu derivaci souctu,
rozdilu, souc¢inu a podilu téchto funkci pouzivame nasledujici pravidla:

i) [e-f(@)]=c ()
ii) [f()£g@)]=f(x)*g(x)
iii) [/(x)-g(0)]=/(x) g(x) + f(x) g'(x)

f(x)},: S (x)-gx)-f(x)-g'(x)
g(x) g% (x)
V) [f(g(xD]=f"(g(x))-g'(x)

Priklad 2.4. Derivujte nésledujici funkce:

v) , g2(x)#0

a) y=x +4x-1
b) y=x"+5x
c) y=6x

d) y=10sinx+3cosx+2¢" +5 +1
e) y:(x2 +3)-e"

In x
2 y_x+2

g) yzln(x2 +4x+1)




Tabulka 2.1. Piehled derivaci elementarnich funkeci.

Sx) )
0

konstanta
X 1
x" nx""!
e’ e’
1
Inx —
X
a* a -lna
log x !

Ba xlna
sinx COSX
COSX —sinx

1
tex cos’ x
1
cotgx sin’® x

1
V1-x?
1
arccosx m
1

arcsinx

arct
&x 1+ x?
‘ 1
arcco -
&x 1+ x?
DERIVACE VYSSICH RADU

-Prvni, druha, treti a dalsi derivace: f'(x), /' (x), f "' (x), atd.

-Vyznam maji pfedevs§im prvni a druhd derivace, uZziti vysSich derivaci je v ekonomii spise
vyjimecné.

Priklad 2.5. Vypoctéte prvni, druhou a tieti derivaci funkce y=x" +4x* —1.

Historicka poznamka: Americky prezident R. Nixon pouzil v roce 1972 v jednom televiznim pfenosu v ramci
prezidentské kampané nasledujici argument: ,,Tempo rustu inflace zpomaluje.*

Jisty komentator to okomentoval: ,,Je to poprvé v historii, co americky prezident pouzil pro své znovuzvoleni
argument obsahujici tieti derivaci.*

Je tomu opravdu tak: Pokud inflaci povazujeme za danou veli¢inu (y), pak jeji rist je prvni derivace, tempo
tohoto ristu druha derivace a zpomalovani tohoto tempa pak pfedstavuje tfeti derivaci.

Podobné mtzeme z televizni obrazovky slychat, ze ,,rGst nezaméstnanosti zpomaluje* nebo ,,pokles stavebni
vyroby zrychluje, coz jsou vlastné druhé derivace.



EXTREMY FUNKCE

- Maxima a minima funkce hledame takto:
1. Najdeme body, v nichz je prvni derivace nulova: f’(x)=0 — jsou to stacionarni

body (body podezielé z extrému).
2. Pomoci druhé derivace rozhodneme, zda jde o maximum, minimum nebo inflexni
bod:

f7(x)<0... maximum
f7(x)>0... minimum
f”'(x) =0 ... nelze rozhodnout

Priklad. Urcete extrémy funkce a) y=x* —4x>,b) y=x-e*.

DIFERENCIAL FUNKCE

Diferencidalem funkce y = f(x) nazyvame funkci df (x)=f (x) dx . Diferencial funkce zavisi

na x a dx, a vyjadiuje ptiblizné¢ ptirastek funkce df pti zméné argumentu x o dx v bod¢ x.

vvvvvv

Piiklad 2.6. Urcete pifristek funkce y=x’ v bod& x = 3 pro pfiristek argumentu dx = 0,2
pomoci diferencialu funkce.



