MATEMATIKA V EKONOMII — PREDNASKA C. 4
(Funkce dvou a vice proménnych)

- Funkce dvou proménnych: z = f(x, ).

- Naptiklad Cobb-Douglasova produkéni funkece O(K,L)= AK“L".

- Graf funkce dvou proménnych si lze predstavit jako plochu (,krajinu‘)
v trojrozmérném prostoru:
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Obr. 4.6. Graf Cobb-Douglasovy funkce. Zdroj: Wikipedia.

-Defini¢ni obor funkce dvou proménnych tvoifi body [x, y], pro které ma
dana funkce smysl. Urcujeme jej graficky.

Pi#iklad 4.1. Urcete definicéni obor funkce f(x,y)= JX+y-=2.



Priklad 4.2. Uréete defini¢ni obor funkce f(x,y)= \/Xz + y2 -9.

Ptiklad 4.3. Uréete defini¢ni obor funkce f(x,)) = 10g(x2 -y ) :



Priklad 4.5. Uréete definiéni obor funkce f(x,y)= \/x +y+ \fx -y .

- Derivace funkce dvou proménnych: Necht' funkce f(x,y) je funkci dvou
proménnych x a y. Derivaci funkce dvou proménnych podle jedné z nich
nazyvame parcidlni derivace. Pro parcialni derivace funkce f(x,y) podle x
respektive y uzivame nasledujici znacent:
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Definice parcidlnich derivaci se zavadi obdobné¢ jako derivace funkce jedné
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Pii vypoctu parcidlni derivace podle x postupujeme tak, ze y povazujeme za
konstantu (pouze ji opisujeme) a funkci f(x,y) derivujeme podle x. Pfi vypoctu

parcialni derivace podle y postupujeme piesné opacné.



Piiklad 4.6. Vypottéte parcialni derivace funkce f(x,))= xzy + 2y3 .

Piiklad 4.7. Vypocététe parcialni derivace funkce f(x,y) = x’e’ + ln(xy )

- Druhé derivace funkce dvou proménnych:
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Druha derivace podle y: 8y—2
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Druha derivace podle x:
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2 2
of o0f
oradi derivovani), plati tedy: = )
P )P Y ox0y  0Oyox




Piiklad 4.8. Vypoététe druhé parcialni derivace funkce f(x,y)=2x"—6xy+5.

- Cobb-Douglasova produkéni funkce udava zavislost produkce QO na
praci L a kapitélu K:
Q=A4KL (4.1)

Ve vztahu (4.1) jsou 4, a, b kladn¢ konstanty. Konstanta 4 souvisi
s technologickym pokrokem: pfi stejném K a L vySs$i A znamend, ze je produkce
vys8i (ze stejného mnozstvi kapitdlu a prace se vyprodukuje vice diky
efektivnéjSim technologiim). Podle hodnoty a + b fikdme o produk¢ni funkei,
7€ ma:

 konstantni vynosy z rozsahu, je-li a+b=1
« rostouci vynosy z rozsahu, je-li a+b >1
 klesajici vynosy z rozsahu, je-li a+b<1.

- Mezni produkt prace a kapitalu

Derivacemi produkéni funkce podle prace respektive kapitadlu ziskame mezni
produkt prace MP; respektive mezni produkt kapitalu MPx:
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Piiklad 4.9. Je ddna Cobb-Douglasova funkce O = 80K L7 Urcete:

a) mezni produkt prace a kapitalu,
b) mezni produkt prace pro K =100 a L = 50.

- Funkce uzitku: Méjme n druhli zbozi, jejichz mnozstvi bud’ Qi, Q,, ..., O..
Ptedpokladejme, Ze spotiebitel je schopen ptitadit kazdé skupiné zbozi jednu
hodnotu, ktera vyjadiuje uZitecnost (uZitek) dané skupiny zbozi. Zminéné
piifazeni nazyvame funkce uzitecnosti (utility fiction), a zapisujeme:

U(@,0,--0,)

V dalsim vykladu se omezime pouze na funkce uziteCnosti dvou
proménnych.
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Obr. 4.8. Obvykly tvar funkce uzitku.

- Mezni uzite¢nost (uzitek) je derivace uzitku:
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Priklad 4.10. Je dana funkce uziteCnosti pro dva  druhy
zboziU(Q,,0,) = 0,40, . Zjistéte, zda je spotiebitelem preferovan stav Q; = 10,
0> = 5 nebo stav s hodnotami O, =7, 0, = 8.

Piiklad 4.11. Vypoctéte mezni uzitek MU, a MU, pro funkci U = Qlo’5 - S 2

a) obecné,
b)pro 01 =10a O, =8.



Priklad 4.12. Pan Toma$ ma k dispozici dichod 200 jednotek (naptiklad eur).
Miize si za né koupit dva statky, které maji cenu P; = 4 a P, = 2 jednotky.
Funkce uzitku U pana Tomase je dana takto: U(Q,0,)=0,-0,, kde 0, je
mnozstvi prvniho statku a Q, je mnozstvi druhého statku. Jaké mnozstvi statkt

ma pan Toma$ koupit tak, aby maximalizoval sviij uzitek a pfitom utratil
veskery dichod?

- Te¢n4 rovina a normala: Necht’ ma funkce z = f(x,y) v bodé C[x,,y,z,| obé
parcialni derivace. Pak rovnice te¢né roviny ke grafu funkce f(x,y) v bodé
C[xo,yo,zo] ma tvar:

z=2z, +%(C)-(X—XO)+%(C)‘()’_J’0)

Normalovy vektor (vektor kolmy k tecné roving):
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A normala (v parametrickém tvaru):
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Piklad 4.13. Je déna funkee f(x,»)=x" +x)".
a) Najdéte rovnici te¢né roviny ke grafu této funkce v bod¢ C [2,1,?].
b) Urcete normalu k této roviné v daném bodé.

- Totalni diferencial funkce dvou proménnych: Totalnim diferencialem
(prvniho fadu) funkce dvou proménnych f(x,y) vbodé C=[c,c,,c,|nazyvame
vyraz:
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pokud ob¢ parcidlni derivace v bod¢ C existuji.
Stejn¢ jako u funkce jedné proménné vyjadiuje totalni diferencial dvou

proménnych (pfiblizng) piirastek funkce f(x,)) spojeny s malym pfirtistkem
proménné x (prvni Clen na pravé stran€¢) a proménné y (druhy Clen na pravé
strang).



Priklad 4.14. Je dana funkce f(x,y)=3x"+5xp+y,bod C[1,1,9]adx=0,1,
dy =0,2. Urcete:

a) totalni diferencial funkce,

b) prirtastek funkce v bod¢ C pro dané hodnoty dx a dy.

Totalnim diferencialem druhého Fadu nazyvame vyraz:
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Totalni diferencial druhého tadu vyjadiuje (pifiblizng) ,ptiristek piirtstku
funkce. Lze jej vyuzit k hledani maxima a minima funkce dvou (a vice)
proménnych, viz Kapitola 5.
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