MATEMATIKA V EKONOMII - PREDNASKA C. 5:
(Lokalni a vazané extrémy funkce dvou proménnych, uvod do
integralniho poctu)

V této prednaSce se budeme zabyvat hledanim extrémt funkce f(x,y)dvou
proménnych x a y.

- Lokalni extrémy funkce: Ma-li funkce dvou proménnych f(x,y)
v jistém bod¢ (x,y) maximum nebo minimum, a existuji ob¢ parcialni derivace,
of (x,y) ~ of (x,»)
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Tato podminka vSak neni postacujici, nebot’ v daném bodé¢ miize byt i
inflexni (sedlovy) bod.

- Existenci maxima (minima) funkce pii splnéni urcitych podminek
zarucuje nasledujici véta:

pak plati: =0.

Véta 5.1 (Weierstrassova). Necht funkce f(x,y) je spojitd na uzaviené a
omezené oblasti M cR’. Pak funkce f(x,y) nabyva na oblasti M
(globalniho) maxima i minima.

Poznamka: Funkce mize mit extrémy 1 v bodech, v nichZ néktera prvni
parcidlni derivace neexistuje. Takové body se musi vySetfit zvlast’ a v dalSim
vykladu se jimi nebudeme zabyvat.

- Bod, vnémz ma funkce vSechny prvni derivace nulové, se nazyva
stacionarni bod nebo téz bod podeziely z extrému, a bude znacen C.

- O tom, ktera alternativa nastava, rozhodneme na zdkladé druhych
parcialnich derivaci, z nichZ sestavime Hesseovu matici a jeji determinant zvany
hessian:
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Do hessianu dosadime soufadnice bodu C a oznacime: D; = (C) aD;=

H(C). D, je determinant Hesseovy matice. Pro urCeni extrému pak plati
nasledujici pravidlo:
> D;>0:vbodé Cje EXTREM, a to (lokalni ostré) MINIMUM, pokud je
D; > 0; a (lokélni ostré¢) MAXIMUM, pokud je D; <O.
» D,<0:vbodé C je sedlo (inflexni bod).

» D, = 0: vdaném bod¢ muize (ale nemusi) byt extrém, o extrému se musi
rozhodnout jinym zplsobem, napiiklad pomoci totalniho diferencidlu
druhého ¢i vyssiho fadu.

Priklad 5.1. Urdete lokélni extrémy funkce: f(x,y)=x"—2xy
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x =3x+)y" +1

Priklad. Urcete lokalni extrémy funkce: f(x,y)




Piiklad 5.3. Urcete lokalni extrémy funkce: £(x,y)=2x"+"* .

Priklad 5.4. Urcete lokalni extrémy funkce: f(x,y)=In(xy)—-x"+y .



- Vazané extrémy: krom¢ funkce f(x,y) je jest€ zadana vazba (omezujici
podminka pro x a y) ve tvaru g(x,y)=0. Hledame extrémy funkce f(x,y), které
jsou vazany (lezi na ni) kfivkou g(x,y)=0.

Budeme pouzivat dvé metody:

a) Dosazovaci metoda: z vazby g(x,y)=0vyjadiime x nebo y a dosadime do
f(x,y), ¢imZ ziskame funkci jedné¢ proménné, a extrémy tedy hledame
podobné¢ jako u funkce jedné proménné. Tuto metodu pouzijeme
v ptipad¢, ze z rovnice vazby lze osamostatnit x nebo y.

b) Lagrangeova metoda neurcitych koeficientii: sestavime Lagrangeovu
funkci L(x,y,4) = f(x,y)+ Ag(x,y), kde 4 je Lagrangetiv multiplikétor. Poté
vypoCteme parcialni derivace L a polozime je rovny 0. Jako tfeti rovnici
pro tfi neznamé x, y, A pouZijeme rovnici vazby. VyfeSime soustavu a
vysledné ,,podezielé body C dosadime do hessidnu, pomoci kterého
rozhodneme, zda se jedna o maximum, minimum nebo inflexni bod.

Pro ur¢eni extrému plati nasledujici pravidlo:



> D, >0:vbodé C je EXTREM, a to (lokalni ostré) MINIMUM, pokud je
navic D; > 0; a (lokalni ostré¢) MAXIMUM, pokud je D; <O.
» D, < 0: o extrému se musi rozhodnout jinym zptsobem.

U Lagrangeovy metody miizeme o charakteru kritického bodu C rozhodnout i bez
hessianu, pokud jsou splnény podminky Véty 5.1, tedy pokud je funkce definovand na
omezené a uzaviené oblasti: spocteme hodnotu vSech kritickych bodi, a bod s nejvétsi
(nejmensi) hodnotou bude véazanym maximem (minimem) dané funkce. Omezenou
a uzavienou oblasti mize byt naptiklad kruznice, elipsa, tisecka, apod.

Piiklad 5.6. Urcete vazané extrémy funkce f(x,y)=x>+)", g(x,»):x—y+1=0.

Piiklad 5.7. UrCete vazané extrémy funkce  f(x,y)=x+y+3,
g(x,y):x" +y" =2=0.



MAXIMALIZACE PRiJMU

Priklad 5.9. Firma vyrabi dva druhy zbozi, jejich mnozstvi ozna¢me Q; a Q.
Piijem firmy je dan funkci TR(Q,,Q,)=500, +20Q, —20 —50;. Najdéte
maximum piijmu.

MINIMALIZACE NAKLADU

Priklad 5.13. Jsou dany celkové niklady: TC(x,y) =100—32x—30y +x* +3)7.
Najdéte minimum nakladi.



POJEM NEURCITEHO INTEGRALU, ZAKLADNI VLASTNOSTI

- Funkce F(x) se nazyvéa primitivni funkci k funkci f{x) na otevieném
intervalu J < R pravé tehdy, kdyZz F'(x)=f(x) pro vSechna xeJ. Primitivni
funkce existuje ke kazdé spojité funkci na J.

- Mnozina vSech primitivnich funkci k dané funkci se nazyva neurcity

integral, a znaci se takto:

kde I je integracni znak,

x integracni promeénna,
f(x) integrovand funkce neboli integrand,

[f@ax=F)+C.

F(x) primitivni funkce k f{x),

C integracni konstanta.

Neur¢ity integral je linearni operator, coZ znamena, Ze spliiuje nasledujici

dv¢ podminky:
i) [Kf (x)dx =k f(x)dx,

ii) j [/ (x)+ g(x)]dx =j F(x)dx+ j 2(x)dx

Tabulka 6.1. Zakladni integraly.

tadek %) [ ()
1 0 C
2 1 x+C
n+l
3 xn X n C
n+l
4 e’ e'+C
5 1 In|x|+ C
X
6 ! l In |ax + b| +C
ax+b a




X

a’

7 a* +C
Ina
8 sinx —cosx + C
9 COSX sinx + C
1
10 2 tgx—i—c
cos” x
1
11 ) cotgx + C
sin” x
1
12 i arctgx + C
1 1
13 — —arctg£+C
a +x a a
1
14 > arcsinx + C
1-x
1
15 B > arccosx + C
1—x
1
16 T ln‘x+\/1ix2 +C
+x

Priklad 6.2. Integrujte:

a) xidx

b) :(x"’ +2x7 +6x+1)dx,

o) [xdx |

¢ 1
d) | =dx.

X

e) J(Ssinx—Zcosx+3")dx,




INTEGRACE SOUCINU FUNKCIi (METODA PER PARTES)

Smyslem této metody je rozloZit jeden slozitéjsi integral na dva jednodussi
Cleny (odtud nazev metody: per partes je latinsky ,,po ¢astech®). Vzorec, ktery
pouzivame pii integraci per partes:

Iuv'dx =uy— J. u'vdx

Priklad 6.7. Vypoctéte: J.x -edx.

Priklad 6.8. Vypoctéte: _[x-ln xdx .



Priklad 6.10. Vypoctéte: J.arctgxdx .



