MATEMATIKA V EKONOMII — PREDNASKA C. 7:
Substituce v neurcitém integralu, urcity integral - iivod

o 24

integraly zjednodusi.
- Substituce = ndhrada ptivodni proménné nebo vyrazu novou proménnou.
- Budeme se zabyvat substitucemi sloZzenych funkci, a déle logaritmickych,
exponencialnich a goniometrickych funkei.

INTEGRACE SLOZENYCH FUNKCIi

Piiklad. Vypoctéte _[(3x ~1)" dx.

Priklad 7.2. Vypoctste: [ e dx.



Priklad. Vypoctéte: I 2xcos (x2 — 4) dx .

INTEGRACE LOGARITMICKYCH A EXPONENCIALNICH FUNKCI

Obsahuji-li integraly exponencidlni funkci e respektive logaritmickou
funkci Inx, provadime ndhradu pravé téchto funkci (u logaritmické funkce je

zvlasté vyhodné, pokud integral obsahuje élenln—x )
X

Inx
Priklad 7.4. Vypostéte: | —=dx.
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Piklad 7.5. Vypottite: | dx
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Priklad. Vypoctéte: J-mdx.
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Priklad 7.7. Vypoctéte: j o 41

dx

INTEGRACE GONIOMETRICKYCH FUNKCI

Integraly obsahujici goniometrické funkce sinus, kosinus, tangens nebo
kotangens lze fesit pomoci nésledujicich substituci:

« Integral obsahuje funkce sin“xa cos” x, pficemz a je liché a B sudé.
V tomto ptipad€ uzZijeme substituci: cosx=¢, nahrazujeme tedy sudou
funkci. Pokud je situace opacna a a je sudé a f liché, uzijeme substituci:
sinx=t¢.

« Integral obsahuje funkce sin“xa cos’ x, pfiemZ a i jsou S sudé. Pak
pouzijeme substituci rgx =1z.

« Integral obsahuje funkce sin“xa cos’x, pfiCemZz a i jsou S liché.
Nahrazujeme tu funkei, kterd ma vyssi exponent.

o Pokud nelze pouzit zddnou z piedchozich substituci, je mozné vyuzit

univerzalni substituci tg% =¢, viz Tabulka 7.2.

Pifi upravach integrandu pouzivame zakladni goniometrické vzorce,
viz Tabulka 7.1.
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¢. vztah
(1) sin® x+cos*x =1
(2) sin2x =2sIin x-cosx
3) cos2x = cos’ x —sin’ x
.2 l1—-cos2x
(4) sin“ x=———
2
) 1+cos2x
(&) Cos” x = —

Tabulka 7.2. Univerzalni goniometricka substituce.

¢. vztah
(1) g =t
g2

@) sin x = 2
2 +1
1-¢*

3 cosSXx =

®) £ +1
2

4 dx =

“) 142




Priklad. Vypoctéte: j cos x - sin® xdx .

Priklad 7.10. Vypoctéte: jsin3 xdx



dx

Priklad 7.11. Vypoctéte: J .
sin x

INTEGRACE IRACIONALNICH FUNKCI

- Iraciondlni funkce jsou funkce obsahujici proménnou pod odmocninou.
V tomto ptipadé obvykle nahrazujeme celou odmocninu.

Priklad 7.12. Vypogtéte: [4x+1dx.



Priklad 7.13. Vypodtste: [x/x’ —1ldx.

Priklad 7.14. Vypoctte: | V1—x"dx.



URCITY INTEGRAL

NEWTONUV URCITY INTEGRAL

Definice 8.1.: Necht funkce f(x) je spojita na otevieném intervalu J.
Newtonovym urcitym integralem funkce f(x) od a do b (na intervalu

b
(a,b) = J) nazyvame symbol J f(x)dx, kde a je horni integracni mez a b je

dolni integracni mez.

- Vypocet urcité¢ho integralu provadime pomoci Newtonova-Leibnizova
vzorce:

b
[ f(o)dx = F(b)-F(a) (82)
- Zatimco neurcity integral je funkce (ptesnéji mnoZina funkci liSicich se o
konstantu C), je urcity integral ¢islo, které vypocteme ze vztahu (8.2). Vyznam
integracni mezi spociva v tom, Ze nam ftikaji ,,odkud kam integrujeme*‘.
- Zakladni vlastnosti urcit¢ho integralu:
i) j F(x)dx=0
b a
i) [ f(odr=—[ f(x)dx
ab ’ b
111) ch(x)dx = cjf(x)dx
. Z ‘ b b
iv) [[f (0% g(0)]dx =] f(x)dx+ [ g(x)dx

V) jf(x)dx :j f(x)dx + j;f(x)dx , be (a,c)

- Uziti urcitého integralu je velmi Siroké, zvlasté v ptirodnich a védach a
technickych oborech. Urcity integral se pouziva nejcastéji k vypoctu:

« obsahu plochy ohranicené danymi kiivkami

« délky kiivky

« objemu rota¢niho télesa

« povrchu rota¢niho télesa

« pii feSeni diferencialnich rovnic s okrajovymi podminkami



V ekonomii miiZzeme urcity integral vyuZit k vypoctu:
« celkovych veli¢in z meznich (marginélnich) veli¢in, naptiklad celkového
pfijmu z mezniho piijmu,
« celkové veliCiny, je-li dan jeji tok ¢i intenzita.
« k vypoctu ptebytku spotiebitele a vyrobce v podminkach dokonalé
konkurence

2
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Piiklad 8.1. Vypoctéte: Ix dx
1

A

Obr. 8.2. Obsah plochy pod kiivkou y = x2.
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Piiklad 8.2. Vypoitéte: fx dx.
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Priklad 8.3. Vypoctéte: Ix3dx :
-2

2

Priklad 8.4. Vypoctéte: I (3x2 —4x+ 1) dx
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Priklad 8.5. Vypocdtéte: (I) edx



Piiklad 8.6. Vypoctite: [ sinxdx.
0
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Piiklad 8.8. Vypoctite: I; dx.
1
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Varovny piiklad 8.9. Vypoététe: J o dx
-1

METODA PER PARTES V URCITEM INTEGRALU

Metodu per partes jsme zavedli v Kapitole 6. Pro ur€ity integral pii uziti
této integracni metody plati:
b by

Iu(x) . v'(x) dx = [u(x) . v(x)] - J.u'(x) . v(x) dx (8.3)

a a a

2
Piiklad 8.10. Vypoctite: | xe'dx
1
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Piiklad 8.11. Vypoctéte: sz In xdx

1

SUBSTITUCE V URCITEM INTEGRALU

- Pfi substituci v urCitém integralu nahrazujeme nejen integrovanou
funkci, ale také integracni meze!

Véta 8.1. Necht funkce f(x)je spojita v intervalu (a,b), necht ¢(t) a @t)
Jsou spojité funkce v intervalu (a,p), pricemz necht ¢(a) = a, @(3) = b,

necht ¢(t) je ryze monotonni v (a, ). Potom:

b B
[ r(x)ax = flp(0)]e'(t) ar (8.4)

Uziti Véty 8.1, respektive vztahu (8.4) si predvedeme na nekolika feSenych tlohéach.
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Priklad 8.13. Vypoctete: | (2x+1) dx

0

Priklad 8.14. Vypodtéte: Ix X* +2dx

0



Priklad 8.15. Vypodtéte: [ sin” xcos xdx
0

NEVLASTNI INTEGRAL

V ptedchozich kapitoldch o urcitém integralu jsme piedpokladali, Ze obé
integrani meze a a b jsou konecné, a také, ze integrovana funkce je v daném
intervalu spojitd a nabyva pouze kone¢nych hodnot.

o Pokud neni splnéna prvni podminka, hovotime o neviastnim integralu
vlivem integracni meze.

o Pokud neni splnéna druha podminka, hovoiime o neviastnim integralu
vlivem nespojitosti funkce.

V nevlastnim integradlu je tedy bud integratni mez nekonecna, nebo
integrovana funkce nabyva nekonecné hodnoty v bod¢ nespojitosti.

Ptfipomenime, Ze pojmem ,vlastni* se oznacuji kone¢né hodnoty (redlna
Cisla), zatimco pojem ,nevlastni‘ oznacuje plus nebo minus nekone¢no. Odtud
tedy pojmenovani tohoto typu integralu.

Hodnota nevlastniho integralu mize byt kone¢na, v tom piipad¢ fikdme, Ze
konverguje. V opacném piipad¢ fikame, ze integral diverguje.

Vypocet nevlastniho integralu vlivem horni meze se provaddi pomoci
nasledujiciho vztahu:

[ £ ()= i [0} 8.5)

Vypocet nevlastniho integralu vlivem dolni meze se provadi analogicky.
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Priklad 8.17. Vypoctéte: j
1

dx .
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Piiklad 8.18. Vypoctéte: |
1



