MATEMATIKA V EKONOMII — PREDNASKA C. 9

NEKONECNE CISELNE RADY

POJEM NEKONECNE CISELNE RADY
Ciselnou radou nazyvame soucet (redlnych) ¢isel a, +a, +a, +...+a,=> a
i=1
Je-1i pocet s¢itanct konecny, mluvime o konecné Ciselné radé, je-1i pocet
s¢itancli nekone¢ny (n — ), jedna se o nekonecnou rFadu:

a1+a2+a3+...:ian (10.1)
n=l1

i

Veli¢ina s, =) a, se nazyva n-ty cdstecny soucet rady. Je to soucet prvnich
i=1

n ¢lenil fady. Soucet Fady s je pak limitou posloupnosti ¢astecnych soucti s,:
lims, =s (10.2)

e

Jestlize ma dand fada konec¢ny soucet, nazyva se konvergentni.

V opacném pfipadé, to jest kdyZz je soucet nekonecny anebo viibec
neexistuje, je fada divergentni.

Radu mohou obecné tvofit kladné i zaporné ¢leny, a proto musime jestd
rozliSovat neabsolutni konvergenci a absolutni konvergenci: tada
> a,konverguje absolutné, jestlize konverguje i fada ) |q,|. Jestlize fada

n=l1 n=l1

> a, konverguje, ale fada >'|a,| ne, pak dand fada konverguje neabsolutng.

n=l1 n=1
Absolutni konvergence je tedy ,,silngj$i“, a je tomu tak proto, ze u fady bez
absolutnich hodnot se mohou kladné a zdporné ¢leny fady ¢astecné odecist.

O konvergenci fad plati tato tvrzeni:

1. Vynechani nebo piidani konecného pocCtu cCleni nema vliv na
konvergenci ¢1 divergenci fady.

2.Pokud dana ftada konverguje absolutné, pak také konverguje
neabsolutné. Opacné tvrzeni neplati.

Konvergenci (divergenci) fad zjiStujeme pomoci podminek konvergence
a/nebo uzitim kritérii konvergence, které jsou obsahem nasledujici kapitoly.



Priklad 10.1. Uvazujme déleni pizzy, pii kterém nejprve ukrojime polovinu
pizzy, pak ukrojime polovinu z toho, co zbylo (tedy Ctvrtinu ptivodni pizzy), pak
ukrojime polovinu zbytku (tedy osminu piivodni pizzy), atd. Timto délenim

14 14 W W 1
ziskame nekonec¢nou fadu: 5 +—t—F— ...

i=1
Tyto ¢asteCné soucty se blizi k jedné, a podle vztahu (10.2) je tedy soucet
fady s = 1. Nakonec odkrojime celou pizzu (jednotku).m

Priklad 10.3. Urcete soucet nasledujici nekonecné fady:

Zn =14+24+3+4+5+6+....

n=l1

PODMINKY KONVERGENCE RAD, KRITERIA KONVERGENCE

Aby tfada méla konecny soucet (aby konvergovala), musi spliiovat nutnou

podminku konvergence:
lima, =0 (10.3)

n—

Podminka (10.3) fiké, Ze ¢leny fady se musi zmenSovat k nule. Ale tato
podminka sama o sob¢ ke konvergenci nestaci, viz napt. harmonicka fada.



Piiklad 10.4. Urcete soucet harmonické rady: Zl —1+L S+3 Lt

='n 3 4 5

Priklad 10.5. Je fada > 274

o konvergentni nebo divergentni?
n=1 N —

Podminka, ktera s jistotou zarucuje konvergenci fady, se nazyva postacujici
podminka. Takovou podminku nalezli v 19. stoleti matematikové L. A. Cauchy!
a B. Bolzano?, a proto se nazyvd Bolzano-Cauchyova nutnd a postacujici
podminka konvergence nekonecné rady:

Véta 10.1. (Bolzano-Cauchyova podminka): Rada Zan s kladnymi nebo zapornymi
n=1

Cleny je konvergentni prave tehdy, kdyz ke kazdému & >0 existuje prirozené cislo

N takoveé, zZe pro n > N a libovolné prirozené cislo p plati: ‘anﬂ +..+a, |<¢.

n+2 n+p

'L.A. Cauchy (1789-1857), francouzsky matematik.
2 B. Bolzano (1781-1848), éesky matematik.



V praxi pouzivana Kritéria:

-Srovnavaci Kritérium:

Véta 10.2. (Srovnavaci kritérium). Méjme dvé nekonecné rady Zan a an , a necht

n=1 n=1

plati a, >b, pro vSechna n vétsi nez néjaky index k (tato podminka 7ika, Ze od k-tého

Clenu jsou vsechny cleny rady Zan vetsi nez tytez cleny rady Z b, ). Necht dale fada
n=1 n=1

Zan je konvergentni. Potom také rada an konverguje. Radu Zan nazyvame
n=1

n=1 n=1

majorantou rady an .

n=1

Casto pouZivanou fadou pro srovnavaci kritérium je Dirichletova rada

ZL& Tato fada konverguje pro a >1.
n=l1 n

Piiklad 10.6. Rozhodnéte o konvergenci fady i

ZlniT)(ns2) PO
srovnavaciho kritéria.

Priklad. Rozhodnéte o konvergenci tady i >

pomoci srovnavaciho
= Nn+1
kritéria.



Dalsi kritéria konvergence fad pro fady s kladnymi cleny: podilové,
odmocninové a integralni Kritérium:

Véta 10.3. (Limitni podilové kritérium). Nechty a, je nekonecnd Ciselnd

n=1

Fada s kladnymi éleny, a necht lim 22 = L. Potom:

n—>x0
a?‘l

o Je-li L<1= rada konverguje.
o Je-li L>1= rada diverguje.
o Je-li L=1= nelze rozhodnout.

Toto kritérium pouzivame predevSim tehdy, kdyz dand tada obsahuje
faktorial.

o0 2n
Priklad 10.8. Rozhodnéte o konvergenci tady Z—' pomoci podilového

n=1 .

kritéria.



(n+1)

3
n

Priklad. Rozhodnéte o konvergenci fady Z pomoci podilového kritéria.
n=1

Véta 10.4. (Limitni odmocninové kritérium). Necht) a, je nekonecnd

n=1

ciselna rada s kladnymi cleny, a necht limq/z = L. Potom:

Nn—0

o Je-li L<1= rada konverguje.
o Je-li L>1= rada diverguje.
o Je-li L=1= nelze rozhodnout.

Toto kritérium pouzivame piedevsim tehdy, kdyZ dana tada obsahuje »
Vv exponentu.

o0 2 n
Priklad. Rozhodnéte o konvergenci fady Z(;j :

n=1



o 1n n+l
Priklad. Rozhodnéte o konvergenci fady Z(;j :
n=1

Véta 10.5. (Integrdalni kritérium). Necht ian je Fada s kladnymi cleny,

n=l1

a,=f(n), anecht' f(x) je spojita a nerostouct funkce na intervalu (a,+x).

Potom dana rada konverguje prave tehdy, kdyz konverguje nevlastni

integral jﬁo f(x)dx.

Priklad 10.11. Rozhodnéte o konvergenci harmonické tady.



1
Priklad . Rozhodnéte o konvergenci fady ZF :

n=l1

Pro alternujici Fady ve tvaru ) (-1)"a,se pouzivd Leibnizovo Kkritérium.
1

Alternujici fady jsou fady, v nichz se stfidaji kladné a zdporné ¢leny. St¥idani
znamének ¢lent fady zptlisobuje vyraz (—1)".

Véta 10.6. (Leibnizovo kritérium). Necht i(—l)n a,je alternujici rada a
1

necht plati:
i) lima, =0

ii) a,, <a,,VneN
Pak jefada ) (-1)"-a, konvergentni.

1

Priklad 10.12. Rozhodnéte o konvergenci fady i(—l)"’1 1 (Leibnizova rada).
n

n=1



OPERACE S RADAMI

Nekone¢né fady mizeme za jistych podminek nésobit redlnym CcCislem
(raiznym od nuly), s¢itat je a odcitat, nebo pierovnavat jejich ¢leny.

Véta 10.7. Necht z a,a z b, jsou konvergentni nekonecné rady, k € R,k #0. Potom

n=1 n=1

plati:

i) ik-an :kian
n=1 n=1

ii) ian iibn => (a,*b,)
n=l1 n=l1

n=l

iii) Soucet rady je nezavisly na prerovnani clenti rady.

Bod 1) tik4, Ze kdyz vynasobime vSechny ¢leny fady konstantou k, pak se soucet fady
zmeéni k krat. Bod ii) fik4, ze nezalezi na potadi s¢itani ¢lenti obou tad.

GEOMETRICKA RADA

Jednou z nejjednodussich nekonecnych fad je geometricka rada. Vznikne
sou¢tem cClenli geometrické posloupnosti. Piipomenme, Ze u geometrické
posloupnosti je podil kazdych dvou sousednich ¢lenil a, a a,+; stejny a roven

kvocientu ¢: %t =g Vne N .

Soucet prvnich n Clenii geometrické posloupnosti 1ze vypocist ze vztahu
(10.4):

5 —a L (10.4)

Soucet nekonecné fady:
q

5= (10.5)
I-¢q
Pokud je kvocient g v absolutni hodnoté mensi nez 1, je geometricka fada

konvergentni. Ve vSech ostatnich ptipadech (pro |¢|>1) je fada divergentni.

Priklad 10.15. Urcete soucet s geometrickeé fady: s =1+ % +é+%+



Priklad 10.16. Urcete soucet geometrické fady i(%j .

n=l

DALSI SPECIALNI TYPY NEKONECNYCH RAD

Krom¢ geometrickych fad lze wur€it soucet tfady 1 u takzvanych
teleskopickych rad. Teleskopickou fadou nazyvame ftadu ve tvaru:

> (a,-a,,),kde ke N.Svilj nazev obdrzela fada proto, Ze pokud ji rozepiSeme

n=1
¢len po €lenu (vysuneme fadu jako teleskop), jeji Cleny se aZz na nékolik (k)
¢lenli na zacatku fady vzajemné odectou.

Soucet teleskopické fady pro nejjednodussi piipad k£ = 1 1ze urcit takto:

o0

Z(an -a,,)=a —lima

n
n—»
n=1

(10.6)
Podminkou konvergence teleskopicke tady je tedy konvergence samotné

fady i a, .

n=1

> 1
Priklad 10.18. Urcet Cet fady: .
fiklad 10.18. Urcete soucet fady ,,Z_I:n(n+1)

Reseni:
Danou tadu upravime takto:

< 1 (1 1 1 1 1 1 1
=3 -- e ——
Zn(nJrl) z( ] 2+2 3+ "

p ‘=\n n+l 3 4

Vidime, Ze poc¢inaje druhym clenem se ¢leny fady postupné po dvojicich
odectou. Proto je soucet fady s = 1. Stejny vysledek bychom obdrzeli 1
pouzitim vztahu (10.6). =




EKONOMICKE APLIKACE NEKONECNYCH RAD

V ekonomii jsou samoziejmée vSechny Ciselné fady konecné. Nekteré fady
vS§ak mohou obsahovat velky pocet stale mensich a mensich Clent, takze je Ize
aproximovat (piiblizné vyjadiit) pomoci nekonecnych fad. Typickym
ekonomickym odvétvim, ve kterém se setkdme stadami, je bankovnictvi a
nekonecnych tad je vypocCet soucasné hodnoty pravidelné¢ se opakujicich
(konstantnich) plateb v budoucnosti, naptiklad anuity. Diky diskontovani
budoucnosti a inflaci se ve skute¢nosti soucasna hodnota téchto plateb neustale
sniZzuje, a takto vznikd nekonecna geometricka rada, jejiz soucet je mozné urcit
ze vztahu (10.5).

Priklad 10.20. Rentiér pan X obdrzi od spole¢nosti Y kazdy rok 1000 eur az do
své smrti. Jakou soucasnou hodnotu ma celkova Castka, kterou obdrzi pan X?
Prvni platbu obdrzi pan X dnes.

000

+i+r
inflace a r diskontni mira. Reknéme, ze i+r=0,07 (7 %). Potom 1000 eur za
1000

(1+i+7r)

Soucasna hodnota (present value) 1000 eur za 1 rok je rovna , kde i je

rok ma nyni hodnotu pouze - =934,6 euro. 1000 eur za dva roky ma

1000
(I1+i+r)
1000 N 1000 N 1000 N 1000
(1+i+r)0 (1+i+r)] (1+i+r)2 (1+i+r)

dnes hodnotu - a tak dale. Dostavame tedy fadu:

- +..=1000+934,6 +873,4 +....

Jaky je soucet této fady? Predpokladejme, ze pan X bude zit jest¢ dlouho
(dejme tomu 40 let), potom mizeme tento soucet urit jako soucet
nekonecné geometrické fady s prvnim c¢lenem a =1000a kvocientem

g=—— —0,93458
1,07

9

o 1000 _
1-0,93458
Soucasna hodnota celé renty pana X je tedy ptiblizné 15 300 euro.

286



Priklad 10.21. Filmova studia mohou odhadnout celkové piijmy ze vstupného
zdaného filmu ze znalosti pfijmi z prvniho (premiérového) vikendu a
predpokladaného procentualniho poklesu trzeb o dalSich vikendech. Pokud pfi
premiérovém vikendu film utrzi napiiklad 70 milionti dolard, a kazdy dalsi
vikend navstévnost filmu klesa dejme tomu o 30 % (podle magazint
specializovanych na show business Cini tydenni poklesy pfijml primérné kolem
45-50 %). Urcete horni odhad celkového ptijmu filmu.

Reseni:
Celkové piijmy ze vstupného miuZeme vyjadiit jako fadu (v milionech
dolari):

s=T70+49+34,3+24+...
Tato fada je geometrickd s kvocientem g = 0,7. Je tedy konvergentni a bude
mit kone¢ny soucet. Aplikujeme na ni vztah (10.5) pro vypocet souctu

nekonecné geometrické rady:
5= = 70 9333

1-g 1-0,7
Film tedy utrzi ptiblizné€ (pamatujeme, Ze jde o horni odhad) 233,3 milionu
dolari. Jak se tato hodnota 1i8i od pfesné hodnoty (souctu 26 sCitancli)? Jak
by se zménily piijmy z filmu, pokud by pocet divaku klesal jen o 10 % za
vikend?
[Odpovéd na 1. otazku: rozdil je naprosto zanedbatelny. Odpovéd na 2.
otazku: 700 mil. dolarti.] m




