1 BAYESOVKA KLASIFIKACE ZALOZENA NA KOPULA
FUNKCICH

S klasifikaci se setkdvame velmi Casto: ucitel klasifikuje zdka podle jeho znalosti, 1ékat
klasifikuje pacienta podle toho, jaké ma pacient ptiznaky. Mnozstvi takovych klasifika¢nich
uloh lze automatizovat pomoci pocitacti a metod Dolovani dat, které se fadi do SirSiho oboru
Um¢la inteligence. Naplni této kapitoly je seznamit Ctenaie s jednou takovou metodou, které
byla pomémé nedavno navrzena na Slezské univerzit¢ — metodou bayesovké klasifikace
zalozené na kopula funkcich.

Po prostudovani této kapitoly budete vedét:

e co je to bayesovska klasifikace,

e co je to Naivni Bayes,

e o jsou kopula funkce,

e jak se konstruuje a jak pracuje bayesovsky klasikator zalozeny na kopula funkcich a
e jak je vykonny takovy klasifikator ve srovnani s dalSimi klasifikatory.

klasifikace, kopule, Bayesova véta, Naivni bayes

Klasifikace je problém, se kterym se 1idé na celém svété setkavaji kazdy den, ackoliv si to
casto ani neuvédomuji. Naptiklad doktofi v nemocnici klasifikuji pacienty podle toho, jak jsou
ohrozeni uréitou chorobou, nebo uditel rozhoduje, jakou znamku dat studentim na zakladé
vysledkt testa.

Diky velkému mnozstvi dat, kterd se v soucasné¢ dobé uchovavaji (napt. data vznikajici na
socialnich sitich, finan¢nich trzich, databaze pacienti v nemocnicich, apod.), 1ze znacné



mnozstvi klasifikanich problémt fesit automatizovan¢ pomoci pocitacl a tzv. klasifikacnich
metod.

Hlavnim pozadavkem pro vyuziti takovych metod je mit k dispozici tzv. klasifikacni data
k danému problému, které si Ize piedstavit jako tabulku, kde jeden tadek odpovida jednomu
objektu, a v kazdém z téchto tadku jsou ve sloupcich obsazeny vSechny relevantni informace
pravé pro jeden klasifikovany objekt (tzv. vstupni atributy) a také jeho tFida. Napt. fadek
odpovida pacientovi a ve sloupcich jsou pak informace jako vySka, véha, krevni tlak,
cholesterol v krvi apod. a také tiida pfifazend tomuto pacientovi, napi. informace o tom zda
pacient trpi ¢i netrpi danou chorobou. Cilem klasifika¢ni metody je poté vytvorit model
popisujici souvislosti mezi vstupnimi atributy a tfidou. Takovy model lze pak vyuzit tak, ze
objevi-li se novy pacient, staci model aplikovat na vstupni atributy tohoto pacienta a dostaneme
predpovéd’, danou timto modelem, toho, zda pacient trpi ¢i netrpi danou chorobou, tzn.
dostaneme diagnézu pacienta aniz by pacienta musel vysetfovat 1ékar.

Mezi velmi popularni klasifikacni metody patti tzv. bayesovské klasifikatory, které se
uspésné vyuzivaji napf. pro detekci spamu ¢i pii rozpoznavani obrazu. Tyto klasifikatory jsou
predstaveny v nasledujici kapitole.

1. Co je to klasifikacni metoda a jak vypadaji klasifika¢ni data?

1.1 Bayesovskeé klasifikatory

Necht Q = {w;, ..., Wy, } je mnozina obsahujici m tiid. Napt. m =2 a w, = riziko infarktu
a w, = bez rizika. Obecnym cilem klasifikace je poté ptifadit

kazdému objektu popsanému vstupnimi atributy (vektorem) x € R néjakou t¥idu z €, napf.
je-li d =4 a jsou-li x1 az x4 vstupni atributy popisujici vysku, vahu, krevni tlak a cholesterol
v krvi u daného pacienta, potom cilem klasifikace mtze byt piifadit kazdému pacientovi

s danymi hodnotami atributii X1 az X4 bud’ tfidu w, Nebo w,.

Bayesovsky klasifikator pfitazuje objektu popsanému atributy X t¥idu w;, pokud plati
gi(x) > gj(x) provsechnyj # i

kde g;: [0,0)% - R,i = 1, ...,m jsou tzv. diskriminacni funkce, které jsou
definovany jako

9:(x) = P(w;x),

tedy odpovidaji pravdépodobnosti, ze objekt X patii do tfidy w;. Jinymi slovy, Bayesovsky
klasifikator ptifazuje x do té tiidy, do které patii s nejvétsi pravdépodobnosti. Jelikoz se ale



hodnota vyrazu P(w;|x) obtizn¢ odhaduje, vyuziva se tvar diskrimina¢ni funkce prepsany
pomoci znamého Bayesova pravidla, tedy ve tvaru

f (X|wi)P(w)
2 f(Xwj)pp

gi(x) = P(w;lx) =

kde funkce f (x|w;) je hustota pravdépodobnosti vektoru vstupnich atributti za pfedpokladu,
Ze objekt patii do t¥idy w;, a P(w;),i = 1, ..., m jsou apriorni pravdépodobnosti tiid z Q.
Jelikoz jmenovatel v pifedchozim vyraze je stejny pro vSechna g, 1ze gi zjednodusit na

9:(x) = f(x|w;) + P(w;)
aniz by to ovlivnilo vysledek klasifikace (dany dfive uvedenou nerovnosti).

Chceme-li tedy vybudovat model pro bayesovskou klasifikaci, je potieba urcit pro kazdou t¥idu
Vv datech jednu diskriminac¢ni funkci gi. Podivame-li se na jeji zjednodusenou definici, vidime,
ze se sklada ze souctu dvou vyrazi. Mame-li klasifika¢ni data, kterd obsahuji napt. 2 tfidy, a
tyto tiidy jsou zastoupeny v datech stejné, napt. 50 pacientt s rizikem infarktu a 50 bez rizika
infarktu, odhad apriorni pravdépodobnosti P(w;) znaceny P(w;) se nejéastéji urcuje jako
50 _ 1

pomérné zastoupeni tfidy v datech, tedy vnaSem piikladu P(w1) = P(w2) =15, = 57

v

odhadu hustoty f(x|w;) pfistupuje, 1ze nalézt v pfistupu nejpopularnéj$iho bayesovského
klasifikatoru, ktery je nazyvan jako Naivni Bayes, a ktery je piedstaven v nasledujici kapitole.

1. Jak pracuje bayesovsky klasifikator?
2. Co je to diskriminac¢ni funkce?
3. Jakou ulohu v ni hraje apriorni pravdépodobnost tiidy a jak se jeji hodnota odhaduje?

1.2 Naivni Bayes

Naivni Bayes vyuziva zjednoduSujiciho ptredpokladu, Ze vSechny vstupni atributy jsou
navzajem nezavislé. Matematicky vyjadifeno, tedy Ze plati

fxlw) = fi(xq|lw) f(cz|w;) . fa(xglw;).

To znamena, Ze sdruzena hustota f (x|w;) je dana sou¢inem marginalnich hustot fj(xj |a)i) pro

j=1, ..., d. Tlustrujme si nyni funk¢nost tohoto klasifikatoru na datech zobrazenych na Obrazek
1.
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Obriazek 1: Data obsahujici dva vstupni atributy (vodorovna a svisla osa) a tfi tfidy
(Cervena, zelena a modra) po 50ti objektech.

Pro tato data je tedy d = 2 a m = 3. JelikoZ jsou vSechny tiidy v datech zastoupeny stejné, tzn.

50 cervenych, 50 zelenych a 50 modrych objektli, odhadneme apriorni pravdépodobnosti jako

P(wq) = P(wy) = ]P’(a)3)—150 % Pro odhad sdruzené hustoty f(x|w;) vyuZijeme

predpoklad o nezavislosti vstupnich atributli a budeme tedy jeji odhad f(x|w;) pogitat z

f(xlwi) = f1(x1|wi)fz(xz|wi) ---fci(xd|wi),

kde f;-(xj |a)l-) je odhad hustoty rozd¢€leni j-tého vstupniho atributu, j =1, ..., d, pro tfidu w;, i
=1, ..., m. Na zaklad¢ danych dat spo¢teme odhady fj(lea)l-) provsechnai=1,2,3aj=1, 2.
Napf. s vyuzitim tzv. hladkého jadrového odhadu (kernel smooth estimation — viz Goérecki et
al. (2016)) ziskame odhady zobrazené na obrazku nize.
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Obrazek 2: Odhady )_’]-(xj|w,-) pro vSechnai=1,2,3 a j=1, 2 na zakladé dat s Obrazek
1

Tyto odhady pak jiz uréuji f(x|w;), ¢imZ je tedy dana i diskrimina¢ni funkce gi proi=1, ...,
3, viz Obrazek 3.

:
4j5 5 5j5 6 6j5 7 7j5
X

Obrazek 3: (vlevo) g1 (¢ervena) g2 (zelena) a gs (modra). (vpravo) Kontury (vrstevnice)
funkci g1, 92 a gs.



Novy objekt x pak klasifikujeme do takové tfidy w;, pro kterou je diskrimina¢ni funkce gi(x)
nejvetsi. Napt. pro objekt (bod) s X1= 6 a x2=4 je jasné vidét, ze nejvétsi hodnotu v tomto bodé
nabyva funkce go. Klasifikator by tedy zaradil tento objekt do tfidy w, (zelend).

Vsimnéme si ale, Ze odhad sdruzené hustoty v ur¢itém smyslu pfili§ neodpovida danym datim
— zvlaste pro zelené a modré objekty Ize dobie vidét, ze objekty jsou jakoby natazeny na vedlejsi
diagonale (zdola vlevo nahoru doprava), a tudiz by takovéto rozlozeni objektii méla reflektovat
1 sdruzena hustota, tedy méla byt vice naklonéna/natazena na vedlejsi diagonale, napt. tak jak
je naznaceno na Obrazek 4. Naivni Bayes vSak predpoklada nezavislost vstupnich atributii, coz
takovéto naklonéni neumoziuje a sdruzené hustoty jsou vzdy natoceny ve sméru os (viz
Obrazek 3). Tento piedpoklad (Casto povazovany za naivni — z toho plyne i jméno tohoto
klasifikatoru) poté také mtze zpiisobovat horsi klasifikacni schopnosti konstruovaného modelu.
Pro odstranéni tohoto nedostatku je mozno vyuzit tzv. kopula funkei (nebo jednoduseji kopuli),
které budou struéné predstaveny v nasledujici ¢asti textu.

Obrazek 4: Diskriminacni funkce poruSujici pfedpoklad nezavislosti vstupnich atributi.

1. Na jakém predpokladu stoji Naivni Bayes?
2. Kterou ¢ast diskriminacni funkce tento predpoklad ovliviiuje?



1.3 Kopule

Kopule (z latinského copula (Cesky Spoj, spojeni)) je sdruzena distribuéni funkce majici
vSechny jednorozmérné marginalni distribucni funkce stejnomérné rozdélené na jednotkovém
intervalu.

Ptiklad dvourozmérné kopule 1ze vidét na Obrazek 5.

C(u,v)

o 0.1 0z 03 04 0s 06 07 08 08 1
u

Obrazek 5: (vlevo) Distribu¢ni funkce tzv. kopule nezavislosti dané C(u, v) = u * v.
(vpravo) Kontura této distribu¢ni funkce.

Kopule tedy tvoii n¢jakou specialni tiidu sdruzenych distribu¢nich funkei. Co tuto t¥idu ¢ini
zajimavou, je Sklarova véta.

R v

Sklarova veta (1959). Necht' F je d-rozmérna distribu¢ni funkce s jednorozmérnymi
marginaly Fi, ..., Fu. Pak existuje kopule C: [0,1]¢ — [0,1] takova, Ze plati

F(xq,..,xq) = C(Fl(xl), ...,Fd(xd)), 1)

pro vSechna (xq,...,x4) € R?. Tato funkce C je jednozna¢né urcena, pokud Fj, ..., F; jsou
spojité. Naopak, pokud je funkce C kopule a Fy, ..., Fg jsou jednorozmérné distribu¢ni funkce,
potom funkce dana (1) je sdruZenou distribu¢ni
funkci s marginaly Fy, ..., Fq.



Hustotu sdruzené distribu¢ni funkce F danou (1) 1ze vyjadrit (d-krat derivujeme postupné
podle x1 az xq) jako

fxy, e, xq) = c(FyCro), o, Fa(xa)) TIE 1 £ (), )
kde f;(x;) je hustota F;(x;) pro vSechnai=1, ...,da
ac(uy,...
Cus, w ug) = T ) 3)

hustota kopule C.

[lustrujme si vyznam Sklarovy véty na nasledujicim ptikladu. Mame-li napt. dvé nadhodné
veli¢iny (X1, X2) rozdélené podle dvourozmérného standardniho normalniho rozdé¢leni F (jeho
hustota f je na Obrazek 6 vlevo), pak Sklarova véta Fika, ze toto F lze jednoznacné rozlozit do
dvou komponent: 1) na jednorozmérné marginaly (viz Obrazek 6 uprostied) a 2) na kopuli
(viz Obrazek 6 vpravo). Jelikoz jednorozmérné marginaly neobsahuji zddnou informaci o
vztazich modelovanych proménnych X1 a X2 mezi sebou, je veskera tato informace obsazena
praveé v této kopuli. Toto nam naptiklad umoznuje studovat zavislost mezi proménnymi zcela
oddélené od jednorozmérnych marginalnich rozdéleni, coz se velmi ¢asto pouziva napt. ve
finan¢nictvi nebo hydrologii.

f(x4)

v

fixz)

Obrazek 6: (vlevo) Hustota dvourozmérného standardniho norméalniho rozdéleni.
(uporstired) Hustoty jednorozmérnych marginali rozdéleni zobrazeného vlevo. (vpravo)
Hustota kopule rozdéleni zobrazeného vlevo.

Druhy zpiisob, jak vyuzit Sklarovu vétu je ke konstrukci novych sdruzenych distribu¢nich
funkci. Napt. vezmeme-li jiné marginalni distribu¢ni funkce nez ty z Obrazek 6, a to napf. ty z
Obrazek 7 vlevo, a spojime-li je pomoci Sklarovy véty s kopuli z Obrazek 6 vpravo (je to ta
stejna co je zobrazena i na Obrazek 7 uprostied), pak dostaneme novou sdruzenou distribu¢ni
funkecti, jejiz hustota je zobrazena na Obrazek 7 vpravo. Timto je mozno budovat velmi flexibilni
sdruzené distribucni funkce, které pak 1ze pouzit k modelovani dat s komplikovanou strukturou.



fixy)

f(xz)

Obrazek 7: Hustoty jednorozmérnych marginaly, kde druhy marginal neni normalni.
(uprosti‘ed) Hustota normalni kopule. (vpravo) Hustota nova sdruZené distribu¢ni
funkce dana marginaly vlevo a kopuli uprostied skrze Sklarovu vétu.

V praxi se pouzivaji kopule, jejichz vlastnosti jsou dany jednim ¢i vice parametry. Mluvi se
pak o tzv. parametrickych rodinach kopuli. Pfedstavme si nyni n€kolik takovych vyznamnych
rodin.

1.3.1 ELIPTICKE KOPULE

Eliptické kopule vychazeji z tzv. eliptickych rozdéleni, viz Nelsen (2006). Nejpouzivanéjsimi
rodinami jsou rodiny gaussovské a studentovské a jejich vyjadieni vychazi ptimo ze Sklarovy
vety.

GAUSSOVSKE KOPULE

Gaussovskou kopuli CZG“ Ize vyjadtit jako

Cga(ull LALN] ud) = q)z (q)_l(ul)r LN q)_l(ud))a

kde ¢ je jednorozmérna standardni normalni distribu¢ni a ¢y je sdruzend normalni distri

buce s korela¢ni matici Y, a vektorem stiedd rovnym 0. Dvourozmérnou gaussovskou kopuli
1ze vidét na Obrazek 8. Jeji odvozeni, které vychazi ptimo ze Sklarovy véty, jsme si jiz
ukazali v Kapitole 1.3.
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Obrazek 8: Hustota (vlevo) a kontura (vpravo) gaussovské kopule s parametrem
korelaéni matice ) rovnym 0,3.
STUDENTOVSKE T-KOPULE

Studentovskou t-kopuli Cyy- Ize vyjadfit jako

Cos (s, uq) = tyy(ty (W), .., ty (ue)),

kde t,, je jednorozmérna studentovska distribu¢ni funkce s v stupni volnosti a kde ¢, 5 je
sdruZena studentovska distribu¢ni funkce s korela¢ni matici ); a v stupni volnosti.
Dvourozmérnou studentovskou kopuli 1ze vidét na Obrazek 9. Jeji odvozeni je stejné jako pro
gaussovskou kopuli.

0.5
u, . .
0 0 u

Obrazek 9: Hustota (vlevo) a kontura (vpravo) studentovské kopule s parametrem
korela¢ni matice ) rovnym 0,3 a stupni volnosti v rovné 3.



1.3.2 ARCHIMEDOVSKE KOPULE

Pti vytvateni archimedovskych kopuli se ze Sklarovy véty nevychdzi (na rozdil od eliptickych
kopuli), ale vychazi se z néjaké funkéni formy, po které se poté chce, aby spliiovala vlastnosti
kopule. Pro konstrukci archimedovskych kopuli se vychazi z tzv. archimedovského
generdtoru.

Archimedovsky generdtor je spojita a nerostouci funkce : [0, oo] — [0,1], ktera spliiuje
P(0) = 1,P(0) = lim;_, P(t) = 0, a ktera je piisné klesajici na [0, inf{t | Y (t) = 0}].

Archimedovska kopule je pak jakakoli kopule C, ktera je vyjadtitelnd ve tvaru

CQuy, o ug) PP (w) + - + P (ug)), Uy, ..., Ug € [0,1]¢

kde 1 je archimedovsky generator a 1 ~1: [0,1] — [0, o] je definovana jako Y ~1(s) =
inf{t:yY(t) =s},s € [0,1].

Tabulka 1 piedstavuje tfi ¢asto pouzivané rodiny archimedovskych kopuli parametrizované
jednim parametrem.

Tabulka 1: Archimedovské rodiny s jednim parametrem 6

Rodina Rozsah parametru 6 Y (t)
Claytonova [-1,0)/ {0} (1+6t)~v/¢
Gumbelova [1,0) exp(—t'/?)
1
Frankova (00, 0) / {0} —5lo8(1 + exp(—t)(exp(—6) — 1))

Zdroj: Gorecki et al. (2016)

CLAYTONOVY KOPULE

Rodina Claytonovych kopuli je hojn€ vyuzivana ve finan¢nictvi ke studiim tzv.

korelacnich rizik, viz Nelsen (2006). Kopuli z této rodiny s parametrem 8 = 1 lze vidét na
Obrazek 10a), kde mliizeme vidét velké hustoty v dolnim rohu, ktera je typickd prave pro data
pochézejici z financnich trht.

GUMBELOVY KOPULE

Rodina Gumbelovych kopuli je schopna modelovat asymetrickou zavislost, avSak opa¢né nez
Claytonovy kopule, viz Obrazek 10b) (velka hustota je tentokrat v hornim rohu).



FRANKOVA KOPULE

Dvourozmérna Frankova kopule je na rozdil o dvou pfedchozich rodin podle vedlejsi
diagonaly symetricka, viz Obrazek 10c (stejna hustota jak v hornim, tak dolnim rohu).

(ST - T L R N

=o

b)

Obrazek 10: Hustota tiech archimedovskych kopuli: a) Claytonova, b) Gumbelova a c)
Frankova.

Nyni jsme se tedy s kopulemi a nékterymi jejich rodinami seznamili a miizeme se vratit k zpét
k bayesovské klasifikaci, ktera vSak nyni jiz bude vyuzivat i teorii souvisejici s kopulemi.

1. Co je to kopule?
2. Co tika Sklarova véta?
3. Jaké jsou priklady rodin kopuli a co urcuje jejich vlastnosti?

1.4 Bayesovsky klasifikator zalozeny na kopulich

Zopakujme si, ze za piedpokladu, Zze F dana (1) je absolutné spojita sdruzena distribuéni
funkce s marginaly Fj, ..., Fy, jeji hustotu (znacenou f) lze vyjadfit jako

fOq, e xq) = C(F1(x1); ---er(xd)) Hﬁ=1 frie(x) (4)

kde c(uq,...,uy) je hustota kopule C(u4,...,uy) a fr je hustota Fi,k=1,..,d.
Uzitim (4) lze f(x|w;) z Kapitoly 1.1 pfepsat do tvaru

d
Flwp) = (P Gal, -, FaCealoplon | | filad 0,
k=1



Diskriminaéni funkci gi lze tedy piepsat na

da
i) = (G0, -, FaCraloplo | [ febeelwoPp.
k=1

Vsimnéme si, ze funkce g; se nyni sklada ze tfi ingredienci: podminéné hustoty kopule
c(- |w;), podminéné hustoty jednorozmérnych marginalt f; (- |w;),...,fa(- |w;) a apriorni
pravdépodobnosti tiid P(w;). Chceme-li tedy vytvotit bayesovsky klasifikator zalozeny na
kopulich, je potieba pro kazdou tfidu v datech urcit vzdy tyto tii ingredience. Vice detailil
k tomuto tématu ¢tenaf nalezne v Gorecki at al. (2016).

Vyhoda téchto klasifikatorti je ve vétsi flexibilité vytvofenych modeld, coZz je umoZnéno
pravé vyuzitim kopuli, jak lze vidét na Obrazek 11. Zatimco vlevo lze vidét model dany
Naivnim Bayesem, ktery pfili§ neodpovida roztazenosti dat po vedlejsi diagonale, coz je
zpusobeno predpokladem nezévislosti vstupnich atributli, vpravo je zobrazen model dany
bayesovskym klasifikatorem zalozenym na gaussovskych kopulich, u néhoz lze vidét daleko
lepsi ptizptsobeni se datim (distribu¢ni funkce jsou naklonény/roztazeny ve sméru vedlejsi
diagondly — zvlasté pro zelené a modré objekty), z ¢ehoz poté Casto plyne i lepsi vykonnost
téchto klasifikatori, jak bude ilustrovano niZe.

Obrazek 11: (vlevo) Model dany Naivnim Bayesem. (vpravo) Model dany
bayesovskym klasifikatorem zaloZenym na gaussovskych kopulich.

1. Jakou hraji kopule roli v Bayesovskych klasifikatorech zalozenych na kopulich?
2. Co Vv nich kopule pfinaseji oproti Naivnimu Bayesovi?



1.5 llustrace bayesovskych klasifikatort zalozenych na kopulich
pro vicerozmeérna data

V této Casti se podivame, jak model dany bayesovskym klasifikatorem zalozenym na kopulich
(zkracené BKZK) vypada pro data obsahujici 4 vstupni atributy, tedy d = 4. Jako data nam
poslouzi znama datova sada Iris volné dostupna z databaze University of Carolina, Irvine
(https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Iris). Tato data obsahuji tfi tiidy, tedy m = 3, kazda
obsahujici padesat kosatci (druh kvétin) a tyto tfi tfidy se jmenuji w,; = Setosa, w, =
Versicolour w3z = Virginica. Vstupni atributy odpovidaji délkdm a Sitkdm dvou typt listh
(sepalni a petalni list) téchto kvétin, podle kterych se dany kosatec zatazuje do jedné
Z uvedenych tii tfid. Data jsou zobrazeny na Obrazek 12.
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Obrazek 12: Data Iris se 4 vstupnimi atributy Xi, ..., X4. Data jsou zobrazeny zvlast’ pro
kaZdou dvojici vstupnich atributii, napf. nejvic nahore jsou data odpovidajici paru X1 a
X2. T¥idam w4, w, a w3 pak odpovida postupné €ervena, zelena a modra barva.

1.5.1 MODEL S GAUSSOVSKOU KOPULI

Pfi ur€ovani modelu pro tato data BKZK pocitd odhad vyse zminénych tii ingredienci
(apriorni pravdépodobnost tfidy, kopuli a jednorozmérné marginaly) pro kazdou tfidu v datech.
Vypocet odhadu apriornich pravdépodobnosti jiz byl popsan v Kapitole 1.2, takze jen
zopakujme, Ze je to P(wq) = P(wy) = P(w3) = % = % (kazda trida v datech je zastoupena
50ti objekty). Nyni pro kazdou tfidu postupné odhadneme dvé zbyvajici ingredience - kopuli a



jednorozmérné marginaly. Jednorozmérné marginaly budeme odhadovat pomoci jiz diive
zminéné metody hladkého jadrového odhadu (kernel smooth estimation). Kopuli budeme
vybirat z rodiny gaussovskych kopuli a jeji parametry ur¢ime pomoci metody maximalni
veérohodnosti. VSechny vypocty jsou realizovany v systému MATLAB (hladké jadrové odhady
funkci ksdensity a odhad kopule funkci copulafit). Vysledny odhad kopule a
jednorozmérnych marginall je postupné zobrazen pro vSechny tfi tfidy w4, w, a w3 na Obrazek

13, Obrazek 14 a Obrazek 15. Jen dodejme, ze proménné Ui, ..., Us V téchto obrazcich
odpovidaji transformovanym vstupnim atributim Xu, ..., X4, kde transformace, ktery je zavisla
na odhadech jednorozmérnych marginald, je dana U; = F,(X;) pro viechnai=1, ..., 4.
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Obrazek 13: Gaussovskda Ctyfrozmérna kopule a jednorozmérné marginaly pro
(¢ervenou) tiidu w,; = Setosa. Hustoty jednorozmérnych marginali jsou zobrazeny
uplné dole. Odhady parametri (p) kopule jsou zobrazeny pod diagonalou. Nad
diagonalou jsou zobrazeny vSechny dvourozmérné marginaly odhadnuté ¢tyFrozmérné

kopule. Pod diagonilou jsou navic jeSté zobrazeny kontury téchto dvourozmérnych
marginali.

Jak lze z obrazku vidét, pro kazdy par transformovanych vstupnich atributti je odhadnuta
hodnota korela¢niho parametru nenulova, napf. pro par Uy a Uz je to p,,= 0,753, coz odpovida



velmi silné zavislosti mezi vstupnimi atributy X1 a Xo. Predpoklad nezavislosti, ktery pozaduje
Naivni Bayes, by zde tedy byl zcela nevhodny.
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Obrazek 14: Gaussovska ¢tyfFrozmérna kopule a jednorozmérné marginaly pro (zelenou)
tifidu w, = Versicolour. Zobrazené veli¢iny maji stejny vyznam jako na Obrazek 13.

0.5 0.5
0.5 0.5

0
5 6 7 2 3 4 2 4 6 05 1 15 2 25
fi(z1|ws) fa(w2|ws) f3(w3lws) fa(za|ws)

Obrazek 15: Gaussovska ¢tyfFrozmérna kopule a jednorozmérné marginaly pro (zelenou)
tfidu w3 = Virginica. Zobrazené veli¢iny maji stejny vyznam jako na Obrazek 13.

Na zékladé vSech tfi ingredienci pro vSechny tii tfidy lze jiz pak zobrazit cely model
klasifikatoru, tak jak je vidét na Obrazek 16.
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Obrazek 16: Dvourozmérné marginaly diskrimina¢nich funkei g1 (€ervend) g2 (zelend) a
03 (modra) (nad diagonalou zobrazeny primo, pod diagonalou jejich kontury) dana
modely na Obrazek 13, Obrazek 14 a Obrazek 15.

1.5.2 MODEL S HIERARCHICKOU ARCHIMEDOVSKOU KOPULI

Nyni si ukazme model ziskany BKZK na stejnych datech (Iris) a s pouZzitim stejnych postupti
jako v piedchozi kapitole, avSak za piedpokladu, ze kopule bude vybirana z rodiny
Claytonovych hierarchickych archimedovskych kopuli. Hierarchicka archimedovska kopule
vznikne tak, Ze se vice archimedovskych kopuli vnoti do sebe (jako vnoteni vice funkci do sebe
je mysleno napt. f(g(x)), kde f a g jsou dvé funkce)). Dodejme, ze, jelikoz funkce pro odhad
hierarchickych archimedovskych kopuli neni v syst¢tmu MATLAB implementovéna, vyuzili
jsme k tomuto ucelu balicek HACopula vyvinuty na Slezské univerzité, ktery je volné dostupny
na GitHubu  (https://github.com/gorecki/HACopula).  Vysledny odhad kopule a
jednorozmérnych marginali pro vSechny tiidy v datech je zobrazen na Obrazek 17, Obrazek 18
aObrazek 200brazek 19.



https://github.com/gorecki/HACopula
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stejny vyznam jako na Obrazek 13.

Z obrazku je jasné vidét rozdil v typu kopule. Na rozdil od gaussovské kopule je totiz
Claytonova kopule asymetricka vzhledem k vedlej$i diagonale — pro vSechny pary je to vic nez
evidentni — daleko vétsi hustota v levém dolnim rohu nez v pravém hornim. Na dal§ich dvou
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Claytonova ¢tyfrozmérna hierarchicka archimedovska kopule a
jednorozmérné marginaly pro (¢ervenou) tfidu w; = Setosa. Zobrazené veli¢iny maji

obrazcich je zobrazena kopule a jednorozmérné marginaly pro zbylé dvé tridy.
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Obrazek 18: Claytonova ¢tyfrozmérna hierarchicka archimedovska kopule a
jednorozmérné marginaly pro (zelenou) tfidu w, = Versicolour. Zobrazené veliiny
maji stejny vyznam jako na Obrazek 13.
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Obrazek 19: Claytonova <¢tyfFrozmérna hierarchicka archimedovska Kkopule a
jednorozmérné marginaly pro (modrou) tiidu w3 = Virginica. Zobrazené veli¢iny maji
stejny vyznam jako na Obrazek 13.



Stejné jako u predchoziho piikladu vyuzivajiciho gaussovské kopule (Kapitola 1.5.1) Ize na
zaklad¢ vSech tii ingredienci pro vSechny tii tfidy zobrazit cely model klasifikatoru, tak jak je
vidét na Obrazek 20.

i

Obrazek 20: Dvourozmérné marginaly diskriminac¢nich funkei g1 (€ervena) g2 (zelend) a
g3 (modr4) (nad diagonalou zobrazeny piimo, pod diagonalou jejich kontury) dana
modely na Obrazek 17, Obrazek 18 aObrazek 200brazek 19.

Vzhledem k jiz vyse zminéné asymetrii Claytonovych kopuli Ize nyni pozorovat hruskovity
tvar kontur diskrimina¢nich funkci, kde Spicka hrusky je vlevo dole a vpravo nahofte je Siroka
¢ast hrusky. Volba rodiny kopuli pouzitych v BKZK tedy vnasi dal$i moznosti pro flexibilitu
bayesovskych klasifikacnich modeli.

Diky takto flexibilnim modelim mitizou BKZK v klasifika¢ni vykonnosti jak piekonat
Naivni Bayes, tak konkurovat 1 velmi sloZitym klasifikatoriim, jako jsou napf. stroje opérnych
vektorti (support vector machines) ¢i ndhodné lesy, jak je ilustrovano v nésledujici kapitole.



1.6 Vykonnost bayesovského klasifikatoru zalozeného na kopulich

V této ¢asti porovname vykonnost BKZK vyuzivajici rizné rodiny kopuli s dal$imi bézné
pouzivanymi klasifikatory, jako jsou klasifikacni a regresni stromy (zkratka CART), ndhodné
lesy zalozené na baggingu (TREEBAG) a boostingu (ADABOOST), stroje opérnych vektort
(SVM) a také do tohoto porovnani zahrneme Naivni Bayes (NAIVE). Z BKZK zahrneme
BKZK vyuzivajici gaussovské kopule (znaceno GCBC), archimedovské kopule (ACBC) a
hierarchické archimedovské kopule (HACBC) — znaceni je ve shod¢ s ¢lankem Gorecki et al.
(2016), ze kterého jsou vSechny vysledky prevzaty.

Vykonnost téchto osmi klasifikatorit budeme méftit tzv. presnosti klasifikatoru, coz je pomér
poctu spravné klasifikovanych objektii ke vsem klasifikovanym objektiim (tedy né¢jakad hodnota
z intervalu [0, 1], ktera se povazuje za lepsi, ¢im je vyssi). Toto méfeni presnosti provedeme
pomoci tzv. 10ti-ndsobné krizové validace, kdy jsou data (opét pouzijeme data Iris, nam jiz
znama z piedchozich kapitol) ndhodné rozdélena na 10 ¢asti, a 10krat se opakuje proces, kdy 9
¢asti se pouzije pro vytvoreni klasifikaéniho modelu a zbyvajici ¢ast se pouzije pro zméteni
presnosti (porovna se, kolikrat model zatadil objekt do tfidy, do které skutecné objekt pattil).
Ziskanych 10 hodnot pfesnosti se poté pruméruje. Jelikoz tento proces zahrnuje prvek nédhody,
vse zopakujeme zase 10 krat, tzn. naSe vysledky obsahuji 10 hodnot piesnosti pro kazdy z osmi
zvazovanych klasifikatort. Tyto vysledky jsou zobrazeny pomoci boxplotu na Obrazek 21.
Poznamenejme, ze kolecko s teckou uprostied znaci v median z namétenych 10ti hodnot.
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Obrazek 21: Presnost osmi klasifikatori pro data Iris (pfevzato z Gorecki et al. (2016)).

Jak lze vidét, vzhledem k medidnu naméfenych presnosti se dva typy BKZK, konkrétné
CGBC a HACBC, umistili na prvnich dvou mistech. Pro Naivni Bayes (NAIVE), tedy BKZK,
ktery vlastné kopule nevyuziva (ptredpoklad nezavislosti), je medidn pfesnosti az na patém

vvvvvv



SVM nebo nahodné lesy (ADABOOST a TREEBAG) a 2) zakomponovanim kopule misto
predpokladu nezavislosti vstupnich atributli (obsazené v Naivnim Bayesovi) lze ptesnost
klasifikatoru zvysit. Pro vice detaili k tomuto porovnani odkazeme laskavého ¢tenare na clanek
Gorecki et al. (2016).
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V této kapitole jsme si predstavili bayesovskou klasifikaci. Nejdiive jsme se seznamili
s jednoduchym pristupem k tomuto typu klasifikace skrze Naivni Bayes a poté jsme se
seznamili s pomérné nedavno navrzenym bayesovskym klasifikdtorem zalozenym na kopula
funkcich, coz probé&hlo vcetné sezndmenti se s kopula funkcemi a nékolika jejich vyznamnymi
parametrickymi rodinami. Na zavér jsme provedli porovnani vySe zminénych klasifikatori
s dalSimi typy casto pouzivanych klasifikatort, ze kterého vyplyva prakticka pouZitelnost
predstavenych bayesovskych klasifikatorii zaloZenych na kopulich.

7]

Co je to klasifika¢ni metoda a jak vypadaji klasifikacni data?

Jak pracuje bayesovsky klasifikator?

Co je to diskriminaéni funkce?

Jakym zptisobem se v ni objevi apriorni pravdépodobnost tiidy a jak se jeji hodnota
odhaduje?

Na jakém ptedpokladu stoji Naivni Bayes?

Kterou c¢ast diskriminacéni funkce tento piedpoklad ovlivituje?

Co je to kopule?

Co tika Sklarova véta?

Jaké jsou ptiklady rodin kopuli a co urcuje jejich vlastnosti?

10. Z ¢eho se skladd model diskrimina¢ni funkce v bayesovském klasifikatoru zalozeném na
kopulich?

] esrevea

1. Je to metoda, kterd na zaklad¢ klasifika¢nich dat vytvoii model, na zaklad¢ kterého lze poté
automatizované klasifikovat nové objekty, u ktery tfida neni znama. Klasifika¢ni data jsou
data, ve kterych je kazdy objekt popsan vstupnimi atributy a je pro né¢ho znama jeho tfida.

2. Bayesovsky klasifikator zatfazuje objekty do tfidy na zdkladé hodnot vSech diskrimina¢nich
funkci pro dany objekt a to tak, Ze objekt zatadi do tfidy odpovidajici nejvyssi z téchto
hodnot.
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3. Diskriminaéni funkce pro tfidu w; a pro dany objekt X odpovidda P(w;|x), tedy
pravdépodobnosti, ze dany objekt patii do tiidy w;.

4. Apriorni pravdépodobnost tfidy P(w;) Se V zapisu diskriminac¢ni funkce objevi po jejim
prepisu pomoci znamého Bayesova pravidla. Jeji hodnota se tradiéné odhaduje jako
relativni zastoupeni tfidy w; v datech.

5. Na predpokladu nezavislosti vstupnich atributti.

6. Zasadné se zjednodusi vypocet sdruzené hustoty f(x|w;).

7. Kopule je sdruzend distribucni funkce majici vSechny své jednorozmérné marginaly
stejnomérné rozdélené na jednotkovém intervalu.

8. Sklarova véta tikd, ze kazdou obecnou sdruzenou distribucni funkci lze rozlozit na kopuli a
jednorozmérné marginaly. Pokud jsou tyto marginaly spojité, je tento rozklad jednoznacny.

9. Napt. eliptické (gaussovské a stutendovské) a archimedovské (Claytonovy, Frankovy nebo
Gumbelovy) rodiny. Vlastnosti jednotlivych kopuli v téchto rodinach pak jejich udavaji
parametry.

10. Z kopule, jednorozmérnych marginala a apriorni pravdépodobnosti tiidy.



