MATEMATIKA V EKONOMII — PREDNASKA C. 5:
(Teéna rovina, totalni diferencial, lokalni a vazané extrémy funkce
dvou proménnych)

- Te¢na rovina a normala: Necht’ ma funkce z= f(x,y) v bod€ C[x,,y,,z,] ob&
parcidlni derivace. Pak rovnice te¢né roviny ke grafu funkce f(x,y) v bodé
C[xy¥,.2,] ma tvar:
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Normalovy vektor (vektor kolmy k tecné roving):
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A normala (v parametrickém tvaru):
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P¥iklad 4.13. Je dana funkce f(x,y)= X+ xy2 )
a) Najdéte rovnici te€né roviny ke grafu této funkce v bodé C [2,1,?].
b) Urcete normdlu k této rovin¢ v daném bod¢.



- Totalni diferencial funkce dvou proménnych: Totalnim diferencidlem
(prvniho fadu) funkce dvou proménnych f(x,y) vbodé C=[c,c,,c,|nazyvame

vyraz:
i @)=L+ L Cray
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pokud ob¢ parcialni derivace v bodé C existuji.

Stejné¢ jako u funkce jedné proménné vyjadiuje totdlni diferencial dvou
proménnych (pfiblizné) piirtistek funkce f(X,») spojeny s malym pfirGstkem
proménné x (prvni ¢len na pravé stran¢) a proménné y (druhy ¢len na pravé
strang¢).

P¥iklad 4.14. Je dana funkce f(x,3)=3x"+5xy+y,bod C[1,1,9] adx=0,1,
dy =0,2. Urcete:

a) totalni diferencial funkce,

b) ptirtistek funkce v bodé C pro dan¢ hodnoty dx a dy.



Totalnim diferencialem druhého Fadu nazyvame vyraz:

0’ 0’ ok
d’ f(C,dx,dy) = 8xj: (C)d2x+2$((?)dxdy+ 8yj: (C)d’y
Totalni diferencidl druhého tadu vyjadiuje (piiblizn€) ,ptirtstek ptirtstku‘
funkce. Lze jej vyuzit k hleddni maxima a minima funkce dvou (a vice)
proménnych, viz Kapitola 5.

- Lokalni extrémy funkce: Ma-li funkce dvou proménnych f(x,y)
v jistém bod¢ (x, y) maximum nebo minimum, a existuji ob¢ parcidlni derivace,
o (x.y) o (x,9)
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Tato podminka vSak neni postacujici, nebot’ v daném bod¢ miize byt i
inflexni (sedlovy) bod.

- Existenci maxima (minima) funkce pii splnéni urcitych podminek
zarucuje nasledujici véta:

pak plati: =0.

Véta 5.1 (Weierstrassova). Necht' funkce f(x,y) je spojitd na uzaviené a
omezené oblasti M c R*. Pak funkce f(x,y) nabyva na oblasti M
(globalniho) maxima i minima.

Poznamka: Funkce mize mit extrémy 1 v bodech, v nichZ néktera prvni
parcidlni derivace neexistuje. Takové body se musi vySetfit zvlast' a v dalSim
vykladu se jimi nebudeme zabyvat.

- Bod, vnémz ma funkce vSechny prvni derivace nulové, se nazyva
stacionarni bod nebo téz bod podeziely z extrému, a bude znacen C.

- O tom, ktera alternativa nastdva, rozhodneme na zaklad€¢ druhych
parcialnich derivaci, z nichZ sestavime Hesseovu matici a jeji determinant zvany
hessian:
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Do hessianu dosadime soufadnice bodu C a oznacime: D; = E; { (C) aD,=
X

H(C). D; je determinant Hesseovy matice. Pro urfeni extrému pak plati
nasledujici pravidlo:
> D,>0:vbodé Cje EXTREM, a to (lokalni ostré) MINIMUM, pokud je
D; > 0; a (lokdlni ostré¢) MAXIMUM, pokud je D, <0.
» D, <0:vbodé¢ C je sedlo (inflexni bod).

» D, =0: vdaném bod¢ mize (ale nemusi) byt extrém, o extrému se musi
rozhodnout jinym zpiisobem, naptiklad pomoci totadlniho diferencialu
druhého ¢i vyssiho tadu.



P¥iklad 5.1. Urcete lokalni extrémy funkee: f(x, ) = x* —2xy




PFiklad. Urdete lokdlni extrémy funkce: f(x,y)=x" —3x+y° +1




Piiklad 5.3. Urcete lokalni extrémy funkce: f(x,y) = 2x* + %




In(xy)—x*+y .

Priklad 5.4. Urcete lokalni extrémy funkce: f(x,))




- Vazané extrémy: krom¢ funkce f(x,y) je jest€¢ zadana vazba (omezujici
podminka pro x a y) ve tvaru g(x,y) =0. Hledame extrémy funkce f(x,y), které
jsou vazany (lezi na ni) kiivkou g(x,y)=0.

Budeme pouzivat dvé metody:

a) Dosazovaci metoda: z vazby g(x, y) =0vyjadiime x nebo y a dosadime do
f(x,y), ¢imz ziskdme funkci jedné proménné, a extrémy tedy hledame
podobn¢ jako u funkce jedné proménné. Tuto metodu pouzijeme
v ptipadé, Ze z rovnice vazby lze osamostatnit x nebo y.

b) Lagrangeova metoda neurcitych koeficientii: sestavime Lagrangeovu
funkci L(x,y,4) = f(x,y)+ 1g(x,y), kde 4 je Lagrangetv multiplikétor. Poté
vypoCteme parcialni derivace L a polozime je rovny 0. Jako tieti rovnici
pro tfi neznamé x, y, A pouzijeme rovnici vazby. VyfeSime soustavu a
vysledné ,,podeziele body C dosadime do hessianu, pomoci kterého
rozhodneme, zda se jedna 0 maximum, minimum nebo inflexni bod.

Pro urceni extrému plati nasledujici pravidlo:
> D, >0: vbodé C je EXTREM, a to (lokalni ostré) MINIMUM, pokud je
navic D; > 0; a (lokalni ostr¢) MAXIMUM, pokud je D; <O.
» D, < 0: 0 extrému se musi rozhodnout jinym zptsobem.

U Lagrangeovy metody muizeme o charakteru kritického bodu C rozhodnout i bez
hessianu, pokud jsou splnény podminky Veéty 5.1, tedy pokud je funkce definovand na
omezené a uzaviené oblasti: spoc¢teme hodnotu vSech kritickych bodl, a bod s nejvétsi
(nejmensi) hodnotou bude vizanym maximem (minimem) dané funkce. Omezenou
a uzavienou oblasti mize byt naptiklad kruznice, elipsa, tisecka, apod.



Piiklad 5.6. UrSete vazané extrémy funkce  f(x,y)=x>+)",
g(x,y):x—y+1=0,



Piiklad 5.7. UrCete vazané extrémy funkce  f(x,y)=x+y+3,
g(x,y):x*+y* =2=0,



MAXIMALIZACE PRiJMU

Priklad 5.9. Firma vyrabi dva druhy zbozi, jejich mnozstvi ozna¢me Q; a Q.
Pijjem firmy je dan funkci TR(Q,,0,)=500, +200, —-207 -50;. Najdéte
maximum piijmu.



MINIMALIZACE NAKLADU

Priklad 5.13. Jsou dany celkové ndklady: TC(x,y) =100 —-32x 30y +x* +3)°.
Najdéte minimum nakladu.



