MATEMATIKA V EKONOMII - PREDNASKA C. 6:
Vazané extrémy, neurcity integral, metoda per partes, integrace
racionalnich funkci

VAZANE EXTREMY

Kromé funkce f(x,y) je jesté zadana vazba (omezujici podminka pro x a y)
ve tvaru g(x,y)=0. Hledame extrémy funkce f(x,y), které jsou vazany (lezi na
ni) kiivkou g(x,y)=0.

Budeme pouzivat dvé metody:

a) Dosazovaci metoda: z vazby g(x,y)=0vyjadiime x nebo y a dosadime do
f(x,y), ¢imz ziskame funkci jedné proménné, a extrémy tedy hledame

podobn¢ jako u funkce jedné proménné. Tuto metodu pouzijeme
v ptipadé, ze z rovnice vazby lze osamostatnit x nebo y.

b) Lagrangeova metoda neurcitych koeficientii: sestavime Lagrangeovu
funkci L(x,y,4) = f(x,y)+ 1g(x,y), kde 4 je Lagrangetiv multiplikator. Poté

vypocteme parcidlni derivace L a polozime je rovny 0. Jako tfeti rovnici
pro tfi neznamé x, y, A pouZijeme rovnici vazby. VyfeSime soustavu a
vysledné ,,podezielé body C dosadime do hessidnu, pomoci kterého
rozhodneme, zda se jedna o maximum, minimum nebo inflexni bod.

Pro urceni extrému plati nasledujici pravidlo:
> D, >0:vbodé C je EXTREM, a to (lokalni ostré) MINIMUM, pokud je
navic D; > 0; a (lokalni ostr¢) MAXIMUM, pokud je D; <O0.
» D, < 0: o extrému se musi rozhodnout jinym zptsobem.

U Lagrangeovy metody mizeme o charakteru kritického bodu C rozhodnout i bez
hessianu, pokud jsou splnény podminky Véty 5.1, tedy pokud je funkce definovand na
omezené a uzaviené oblasti: spoéteme hodnotu vSech kritickych bodt, a bod s nejvétsi
(nejmensi) hodnotou bude vazanym maximem (minimem) dané funkce. Omezenou
a uzavienou oblasti mize byt naptiklad kruznice, elipsa, usecka, apod.



Piiklad 5.6. UrSete vazané extrémy funkce  f(x,y)=x>+)",
g(x,y):x—y+1=0,



Piiklad 5.7. UrCete vazané extrémy funkce  f(x,y)=x+y+3,
g(x,y):x*+y* =2=0,



MAXIMALIZACE PRiJMU

Priklad 5.9. Firma vyrabi dva druhy zbozi, jejich mnozstvi ozna¢me Q; a Q.
Pijjem firmy je dan funkci TR(Q,,0,)=500, +200, —-207 -50;. Najdéte
maximum piijmu.



MINIMALIZACE NAKLADU

Priklad 5.13. Jsou dany celkové ndklady: TC(x,y) =100 —-32x 30y +x* +3)°.
Najdéte minimum nakladi.



POJEM NEURCITEHO INTEGRALU, ZAKLADN{ VLASTNOSTI

- Funkce F(x) se nazyva primitivni funkeci k funkci f(x) na otevieném
intervalu Jc R pravé tehdy, kdyz F'(x)=f(x) pro vSechna xeJ. Primitivni
funkce existuje ke kazdé¢ spojité funkci na J.

- Mnozina vSech primitivnich funkci k dané funkci se nazyva neurcity
integral, a znaci se takto:

j f(x)dx=F(x)+C,
kde j je integracni znak,

x integracni promeénna,

f(x) integrovana funkce neboli integrand,
F(x) primitivni funkce k f(x),

C integracni konstanta.

Neurcity integrél je linearni operator, coZ znamena, Ze splituje nasledujici
dv¢ podminky:
i) [ ()dx =k [ £ (),

ii) j[ S () +g(x)]dx = j F(x)dx+ j 2(x)dx

Tabulka 6.1. Zakladni integraly.
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Priklad 6.2. Integrujte:
[ 2
a) | x“dx .

b) :(x3 +2x7 +6x+1)dx_

c) :i/;dx )

e 1
d).?dx.

e) J‘(Ssinx—2cosx+3")dx,




INTEGRACE SOUCINU FUNKCIi (METODA PER PARTES)

vvvvvv

jednodussi ¢leny (odtud nazev metody: per partes je latinsky ,,po Castech®).
- Vzorec, ktery pouzivdme pii integraci per partes, si odvodime z pravidla
pro derivaci sou¢inu dvou funkci, které oznac¢ime u(x) a v(x).
(u : v)'= uv+u
Nyni osamostatnime vlevo ¢len uwv: uv'=(uv)'-u'v, a tuto rovnost
integrujeme:
juv'dx = I (uv)'dx — Iu'vdx
Prostfedni €len obsahuje integral 1 derivaci, proto se tyto dvé operace
vyrusi, a dostaneme:

Iuv’dx =uy— j u'vdx

- Dtlezitad je spravna volba funkci u av’. Nespravna volba funkci vede
k tomu, Ze sloZitost ulohy naroste. V takovém piipad¢ je zapotiebi zvolit funkce
uav’ opacng.

Priklad 6.7. Vypoctéte: J.x -edx



Priklad 6.8. Vypoctéte: | x-Inxdx

Priklad 6.10. Vypoctéte: jarctgxdx.



Piiklad 6.11. Vypoctite: J.Sin xe'dx



INTEGRACE RACIONALNICH FUNKCIi (METODA PARCIALNICH ZLOMKY))

- Racionalni funkci rozumime vyraz %, kde P(x) a O(x) jsou polynomy

X
proménné x. Budeme piedpokladat, Ze stupen polynomu P(x) je menSi nez
stupen polynomu Q(x). K integraci (ryzich) raciondlnich funkci ve vyuziva
metoda rozkladu na parcidlni zlomky. Smyslem této metody je rozlozit zadanou
(a obvykle slozitou) racionalni funkci na soucet ,,nejjednodussich (parcialni

znamena ,,castecny*‘) zlomkd.
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CELKOVE NAKLADY A CELKOVE PRiJMY

- V ekonomii lze (neurcity) integral vyuzit k vypoctu celkovych prijmii
nebo celkovych naklada, pokud jsou zndmy (ddny) mezni pfijmy respektive
mezni naklady.

- Funkce celkovych nakladi 7C(x) a funkce meznich nakladi MC(x),
kde x je pocet vyrobkii, spolu souviseji vztahem:

TC(x) = [ MC(x)dx +C (6.1)

Vztah (6.1) tika, ze celkové ndklady jsou soucCtem meznich nakladi.
Integracni konstanta C se ur¢i z jedné znamé hodnoty TC(x) pro dané x. Stejny
vztah plati také pro celkové prijmy TR(x) a mezni prijmy MR(x):

TR(x) = j MR(x)dx +C (6.2)

Priklad 6.12. Urcete funkci celkovych nékladd, jestlize funkce meznich nakladi
MC(x)=140e"*" a naklady na produkci 10 vyrobki &ini 6000 K&.



Piiklad 6.14. Mezni piijmy jsou popsany funkci MR =140—6x+2, najdéte
funkci celkového piijmu.



