MATEMATIKA V EKONOMII - PREDNASKA C. 11:
Uvod do obycejnych diferencialnich rovnic

- M¢jme funkci jedné proménné y = f(x) . Diferencialni rovnice je rovnice,
ktera kromé x a y obsahuje i derivaci (derivace) funkce y.

- Rad diferencialni rovnice je uréen nejvyssi derivaci, mocnina u nejvyssi
derivace urcuje stupen diferencialni rovnice.

- Ptiklady:

y+5y=x" je diferencialni rovnici 1. fadu 1. stupné

(y7)’ =(y") x> = y*+5xr=0 je diferencialni rovnice 2. tadu 3. stupné.

- Diferencidlni rovnice lze dale délit naptiklad na obycejné a parcialni
(budeme se zabyvat jen t€émi prvnimi), a na linedrni a nelinearni (budeme se
zabyvat vesmes jen témi prvnimi).

RozliSujeme tFi druhy FeSeni diferencidlni rovnice:
-Obecné reSeni je funkce y=(0(x, CI,CZ,...,Cn) vyhovujici dané rovnici a
obsahujici (neurcité) konstanty C; podobn¢ jako u neurcitého integralu.

-Partikularni FeSeni dostaneme z obecného feSeni tak, ze za konstanty C;
dosadime né&jaké konkrétni hodnoty, které mohou vyplyvat naptiklad
z takzvanych pocatecnich nebo okrajovych podminek (pro danou hodnotu x
je predepsdna hodnota funkce y a/nebo hodnota jeji derivace. Grafickym
znazornénim partikuldrniho feSeni je integralni krivka.

-Singularni FeSeni je feSeni, které nelze ziskat z obecného feSeni pro zadné
hodnoty C, ¢asto se jedna o ,,zvIastni* funkce typu y = 0, apod.



Priklad 12.2. Urcete obecné feSeni diferencialni rovnice Y = X . Urcete 1

partikularni feseni, které vyhovuje pocateéni podmince y(0) =2

Piiklad 12.3. Uréete obecné feseni rovnice V'=4x+2 | a déle partikularni
feSeni pro y (1) = 2.



DIFERENCIALNI ROVNICE PRVNIHO RADU SE SEPAROVATELNYMI PROMENNYMI

Jedna se o rovnice ve tvaru: P(x) +Q(y)y’ =0 nebo P(x) dx+Q(y) dy=0.

Resi se separaci (oddélenim) proménnych: &leny obsahujici proménnou x
pfevedeme na jednu stranu rovnice (obvykle nalevo), ¢leny s y na druhou stranu,
a pak ob¢ strany rovnice integrujeme.

Priklad 12.5. UrcCete obecné feSeni rovnice VY = X,

Priklad 12.6. Najdéte obecné feSeni diferencialni rovnice y'+(x—1)y =0,



LOGISTICKA ROVNICE A FUNKCE

K matematickému modelovani fenoménii jako jsou riist populace, Sifeni informaci,
technologickych inovaci, epidemii, rast koncentraci roztokli, a podobné, se vyuzivaji
logistické rovnice, jejichz teSenim jsou logistické funkce. Logistické rovnice jsou casto
nelinedrni diferencidlni rovnice. Jednou z nejjednodussich logistickych rovnic je nésledujici
rovnice (12.2.):

Y _ -
=101 (12.2)

V této rovnici je logisticka funkce f funkci ¢asu ¢ ReSeni této rovnice pro pocatecni

1
podminku f(0) = 5 je:

f(t)=1 (12.3)
+e

Logisticka funkce (12.3) mé tu vlastnost, Ze pro kladna ¢ zpocatku velmi rychle
(exponencialn€) roste, poté¢ se vSak jeji riist zpomaluje, az se zaéne asymptoticky blizit k 1,
viz Obr. 12.1. Tento konecny stav odpovida stavu ,,nasyceni* (informace uz dorazila ke vSem,
populace se stabilizovala, roztok je nasyceny).
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Obr. 12.1. Logisticka funkce



VYVOJ CENY V CASE

Necht' cena néjakého vyrobku nebo komodity je y. Pak prvni derivace y” vyjadiuje
zménu této ceny v Case a Y’ vyjadiuje tempo této zmény. V zjednoduseném modelu budeme
predpokladat, ze budouci vyvoj (zména) ceny y” zavisinay,y 1y’’, a da se popsat rovnici:

y=cy+by+ay” (12.4)
V rovnici (12.4) jsou a, b a ¢ konstanty. Rovnici (12.3.) upravime:
ay"+(b—l)y'+cy=0 (12.5)

Rovnice ve tvaru (12.5) je linearni diferencialni rovnice druhého fadu s konstantnimi
koeficienty. ReSenim tohoto typu rovnic je vénovana Kapitola 12.7 a 12.8. Pokud napiiklad
zvolime a=1,b =2 a c=-2, dostaneme:

V'+y'-2y=0 (12.6)

Redenim této rovnice je funkce y=Ce' +C,e™, r>0. Konstanty C; a C» lze urdit

z pocatecnich podminek: ceny funkce y v Case t =0, a zmény ceny y’ v ¢ase ¢ = 0.

Zabyvejme se nyni dynamikou vyvoje trzni ceny P za ptedpokladu, Ze poptavka
i nabidka jsou linearni funkce (viz Kapitola 1.8) a v ¢ase ¢+ = 0 se trzni cena P nerovna
rovnovazné cené Pg. Jaky vyvoj ceny P miZeme oc¢ekavat?

Mame tedy nasledujici funkce nabidky a poptavky:

Q,=a-bP, Qg =c+dP, a,b,c,d >0.
a-c
b+d

Necht v ¢ase t = 0 je previs poptavky nad nabidkou, a ten je pfimo imérny zméné P.

Za zminénych predpokladii miizeme sestavit matematicky model (diferencidlni rovnici)
vyvoje trzni ceny P v zavislosti na Case :
L9 ko, -0,). (12.7)

kde k je vhodné konstanta. Do diferencidlni rovnice (12.7) dosadime za funkce D a S:

Dale z Kapitoly 1.8 vime, Ze rovnovazna cena je P, =

—sz(t) — k[a—bP—c—dP]
Upravime:
@ :—(kb+kd)P+(ka—kc)

A nakonec provedeme substituci zdvorek:

&:—AP+B,resp. &+AP:B, (12.8)
dt dt

kde (kb-i—kd)zA,(ka—kc)zB.

Rovnice (12.8) je obycejnou diferencidlni rovnici prvniho faddu s nenulovou pravou
stranou.

Pfi jejim fteSeni nejprve fteSime prisluSnou homogenni rovnici pomoci separace
proménnych:

dP(t)

X rap=0,
dt



Odkud dostaneme obecné feseni P(r) =Ce ™.
Nyni jesté potfebujeme najit bud’ partikularni integral fesici rovnici s nenulovou pravou
stranou, nebo mizeme provést variaci konstanty (viz Kapitola 12.6). Rychlejsi je v tomto

pfipad€ uhadnout partikularni integral: P,

B .. . 1k ,
ik =1 o ¢emz je snadné se presvédcit dosazenim
do (12.8). Uplné feseni dané rovnice (12.8) je tedy:

P(t) = Ce™ +§ (12.9)

B Lo e, Y [y
Ale = ve vztahu (12.9) neni nic jiného nez rovnovazna cena!

B _k(a—c) _(a—c) _p
A k(b+d) (b+d) F
Vztah (12.9), ktery popisuje dynamiku vyvoje trzni ceny, lze proto vyjadfiv ve tvaru:

Je totiz:

P(t)=P, + Ce ™ (12.10)

Nézornad interpretace vysledku (12.10) je nésledujici: druhy ¢len na pravé strané
vyjadiuje odchylku trzni ceny P v Case ¢t od rovnovazné ceny. Tento Clen se ale exponencidlné
zmensSuje s rostoucim Casem, a proto se trzni cena P bude postupné blizit k rovnovazné cené
Pr. Rychlost, s jakou se budou obé ceny pfiblizovat, je pak zavisla na hodnoté konstant
pouzitych v modelu a na po¢ate¢nim rozdilu obou cen.

Dalsi uziti diferencialnich rovnic v ekonomii zahrnuje mimo jiné Solowidv model ristu
(nelinearni diferencidlni rovnice), vyvoj ménového kurzu v zévislosti na poptavce po meéngé,
modely typu predator-kofist, apod.
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2. Vypoctéte obsah obrazce omezeného kiivkami: y = X’y = Jx.

QGrafické znazornéni:
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5. Cenova elasticita nabidky se vypoéte podle vztahu £(P) = 55

Urdete elasticitu nabidky pro funkci O =0,5P* +10 a cenu P =4. 5b



6. Najdéte extrémy funkce f(x,7)=2xy+y> +6x—1. 6b
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7. Vypoctéte: I(—jdx S5b
. Vypoctete: i

2

In* x
8. Vypoctéte: I dx Sb
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9. Napiste prvni tfi cleny Taylorovy fady funkce V = m vbodé a=1.5b
10. U d i( 1 J" Sb
. UrcCete soucet fa =
y n=0 \/5

11. Urcete ptebytek vyrobce v podminkach dokonalé konkurence, jestlize

P:D(Q):4—QOaP=S(Q)=Q—3, 7b

12. Derivujte funkci: ¥ =(sinx)’ 6b



