MATEMATIKA V EKONOMII — PREDNASKA C. 9
(Nekonecné Ciselné fady)

POJEM NEKONECNE CiSELNE RADY

Ciselnou radou nazyvame soucet (redlnych) Cisel a, +a, +a, +..+a, =Y a, .
i=1
Je-li pocet scitancti kone¢ny, mluvime o konecné Ciselné radé, je-1i pocet
s¢itancli nekone¢ny (7 — ), jedna se o nekonecnou rFadu:

a1+a2+a3+...:ian (10.1)

Veli¢ina s, =) a, se nazyva n-ty cdstecny soucet rady. Je to soucet prvnich
i=1

n Clenil fady. Soucet Fady s je pak limitou posloupnosti ¢astecnych soucti s,:
lims, =s (10.2)
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Jestlize ma dand fada konec¢ny soucet, nazyva se konvergentni.

V opacném piipadé, to jest kdyZz je soucet nekonecny anebo viibec
neexistuje, je fada divergentni.

Radu mohou obecné tvofit kladné i zaporné ¢leny, a proto musime jestd
rozliSovat neabsolutni konvergenci a absolutni konvergenci: tada
Y a,konverguje absolutné, jestlize konverguje i fada ) |a,|. Jestlize fada

n=1 n=1

> a, konverguje, ale fada ) |a,| ne, pak dana fada konverguje neabsolutné.
n=l1 n=l1

Absolutni konvergence je tedy ,,silngj$i“, a je tomu tak proto, ze u fady bez
absolutnich hodnot se mohou kladné a zdporné ¢leny fady ¢astecné odecist.

O konvergenci fad plati tato tvrzeni:

1. Vynechani nebo piidani konecného pocétu cleni nema vliv na
konvergenci ¢1  divergenci fady.

2.Pokud dana ftada konverguje absolutné, pak také konverguje
neabsolutngé. Opacné tvrzeni neplati.

Konvergenci (divergenci) fad zjiStujeme pomoci podminek konvergence
a/nebo uzitim kritérii konvergence, které jsou obsahem nasledujici kapitoly.



Priklad 10.1. Uvazujme déleni pizzy, pii kterém nejprve ukrojime polovinu
pizzy, pak ukrojime polovinu z toho, co zbylo (tedy Ctvrtinu ptivodni pizzy), pak

ukrojime polovinu zbytku (tedy osminu pivodni pizzy), atd. Timto délenim

14 14 W w l l 1 1
ziskame nekone¢nou fadu; —+—+—+—+...
2 4 8 16

Casteéné soudty této fady jsou:

2 1 1 3
= =4 —=— ,
%2 ;al 274 3
3 1 1 1 7
= =—+—+-—=—,atd.
SR A
Tyto ¢asteCné soucty se blizi k jedné, a podle vztahu (10.2) je tedy soucet

fady s = 1. Nakonec odkrojime celou pizzu (jednotku).m

Priklad 10.3. Urcete soucet nasledujici nekonecné rady:

Zn=1+2+3+4+5+6+....

n=1

PODMINKY KONVERGENCE RAD, KRITERIA KONVERGENCE

Aby tfada méla konecny soucet (aby konvergovala), musi spliiovat nutnou
podminku konvergence:

lima, =0 (10.3)

n—»o0
Podminka (10.3) fiké, Ze ¢leny fady se musi zmenSovat k nule. Ale tato
podminka sama o sob¢ ke konvergenci nestaci, viz napt. harmonicka fada.



Piiklad 10.4. Urcete soucet harmonické rady: Zl =1+ % + % + i + % +
n=1 n

Priklad 10.5. Je fada Z% konvergentni nebo divergentni?

n=1

Podminka, ktera s jistotou zarucuje konvergenci fady, se nazyva postacujici
podminka. Takovou podminku nalezli v 19. stoleti matematikové L. A. Cauchy!
a B. Bolzano?, a proto se nazyvad Bolzano-Cauchyova nutnd a postacujici
podminka konvergence nekonecné rady:

Véta 10.1. (Bolzano-Cauchyova podminka): Rada Zan s kladnymi nebo zdapornymi

n=1
Cleny je konvergentni prave tehdy, kdyz ke kazdému &>0 existuje prirozené cislo

N takoveé, zZe pro n > N a libovolné prirozené cislo p plati: |a,  +a, ,+..+a, |<&.

n+2 n+p

n+l

'L.A. Cauchy (1789-1857), francouzsky matematik.
2 B. Bolzano (1781-1848), ¢esky matematik.



V praxi pouzivana Kritéria:

-Srovnavaci Kritérium:

Véta 10.2. (Srovnavaci kritérium). Méjme dve nekonecné rady Zan a an , a necht

n=1 n=1

plati a, > b, pro vSechna n vétsi nez néjaky index k (tato podminka rikd, Ze od k-tého

Clenu jsou vsechny cleny rady Z a, vetsi nez tytéz cleny rady an ). Necht dale rada
n=1 n=1

Zan je konvergentni. Potom také rada an konverguje. Radu Zan nazyvame
n=1

n=1

n=1
majorantou rady Zbﬂ .

n=1

Casto pouZzivanou fadou pro srovnavaci kritérium je Dirichletova rada:

> La Tato fada konverguje pro a>1.
n=1 n

Priklad 10.6. Rozhodnéte o konvergenci fady i

(i) nr2) PO
srovnavaciho kritéria.

Dalsi kritéria konvergence tad pro ftady s kladnymi cleny: podilové,
odmocninové a integralni kritérium:



Véta 10.3. (Limitni podilové kritérium). Necht) a, je nekonecna Ciselna

n=l1

Fada s kladnymi ¢leny, a necht lim <2 = L. Potom:
n—x0 an

o Je-li L<1= rada konverguje.
o Je-li L>1= rada diverguje.
o Je-li L=1= nelze rozhodnout.

Toto kritérium pouzivame piedev§im tehdy, kdyz dand tada obsahuje
faktorial.

n

N

Priklad 10.8. Rozhodnéte o konvergenci fady Z

n=1

' pomoci podilového

S

kritéria.

S (n+1)
Priklad. Rozhodnéte o konvergenci fady Z( o ) pomoci podilového kritéria.

n=l1




Véta 10.4. (Limitni odmocninové kritérium). Necht) a, je nekonecna

n=1

ciselna rada s kladnymi ¢leny, a necht limq/a = L. Potom:

o Je-li L<1= rada konverguje.
o Je-li L>1= rada diverguje.
o Je-li L=1= nelze rozhodnout.

Toto kritérium pouzivame piedevSim tehdy, kdyz dand fada obsahuje »
Vv exponentu.

0 2 n
Priklad. Rozhodnéte o konvergenci fady Z(;) :
n=1



© ]Il n+l
Priklad. Rozhodnéte o konvergenci fady Z( j :
n=1

n

Véta 10.5. (Integrdlni kritérium). Necht ian je rada s kladnymi cleny,

n=1

a,=f(n), a necht f(x) je spojita a nerostouct funkce na intervalu (a,+x).

Potom dana rada konverguje prave tehdy, kdyz konverguje nevlastni

integral _[ f(x)dx.

Priklad 10.11. Rozhodnéte o konvergenci harmonické fady.



NEKONECNA FUNKCNI RADA A JEJi SOUCET

-Nekonec¢na tada, jejiz ¢leny jsou funkce, se nazyva nekoneéna funkéni
rada.

wr w . W 14 A n — 2 3 4 . W r
Piiklad. M¢jme funkéni fadu 2 X =l+x+x"+x +... Ukazeme si nékteré
x=0

jeji vlastnosti...

Necht' f(x), f,(x), fi(x), ... je posloupnost funkci. Nekone¢na funkéni
rada je symbol:

an x) +£; (x)+.

Soucet funkéni ftady je funkce s(x), kterou ziskdme (stejné¢ jako u
nekoneénych ¢iselnych tad) jako limitu posloupnosti ¢aste¢nych soucti:

an —hms ) s(x)

-Rada je konvergentni, jestlize funkéni fada Z 1, (x x) +£,(x)+.
konverguje k funkci s(x)na jist¢ mnoziné M.

-Pokud k

absolutni konvergenci.



-Mnozina vSech x € M, pro které fada konverguje (konverguje absolutn¢),
se nazyva obor konvergence (obor absolutni konvergence), a v dalSim textu
bude znacen jako OK (OAK).

GEOMETRICKA RADA

Geometrickou fadou nazyvame fadu ve tvaru: »_ /" (x),

n=1

Oznacime-li f{x) = g, pak fada konverguje pro |¢| <1, a soucet fady:

s(x) =

(11.5)

a,

l-¢g

Priklad 11.6. Urcete obor konvergence fady Zw:x" a jeji soucet.

n=1

Priklad. Urcete obor konvergence a soucet fady Y (x+3)".

n=1



Priklad 11.9. Uréete obor konvergence fady Y In" x .
n=0

Priklad 11.10. Urcete obor konvergence fady ie’”‘ .

n=1



MOCNINNA RADA

-Mocninna rada je specidlnim piipadem obecné funkéni fady, a je dana
nasledujicim predpisem:
= n 1 2
ch (x—a) =c,+¢ (x—a) +c,(x—a) +...
n=0

-Mocninné fada konverguje absolutné na intervalu (a—p,a+p), kde aje

stired Fady a p je polomér konvergence.
-Tento interval se nazyva interval konvergence (IK). Interval
konvergence je soumérny podle stiedu a, a obsahuje vSechna x, kterd maji od
sttedu mensi vzdalenost nez p.
- Polomér intervalu konvergence p se vypocte pomoci nésledujicich limit:
C

o =lim - (11.3)

n— c

n+l

nebo

. 1

p=lim

n—® ”'C%
V krajnich bodech intervalu a + p, a — p, fada mlZe, ale nemusi

konvergovat, a proto se tyto ptipady musi vySetfit zvlast. Obecné pak plati:

IK cOAK c OK .

(11.4)

Piiklad 11.2. Urcete konvergenci fady i n(x-2)".

n=l1

: = (x+4)"
Priklad 11.3. Urcete konvergenci fady Z(x; ) :
n=1




Priklad 11.4. Urcete konvergenci fady i n!(x+5).

n=l1

Piiklad 11.5. Urcete konvergenci fady i(—l) 7

n=l1 n



UVOD DO OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

- M&jme funkci jedné proménné y = f(x). Diferencialni rovnice je rovnice,
ktera kromé x a y obsahuje 1 derivaci (derivace) funkce y.

- Rad diferencialni rovnice je uréen nejvyssi derivaci, mocnina u nejvyssi
derivace urCuje stupen diferencialni rovnice.

- Priklady:

y+5y =x" je diferencialni rovnici 1. fadu 1. stupné

(y7)’ =(y") x> =y*+5x=0 je diferencialni rovnice 2. tadu 3. stupné.

- Diferencialni rovnice lze dile délit naptiklad na obycejné a parcialni
(budeme se zabyvat jen t€émi prvnimi), a na linedarni a nelinedrni (budeme se
zabyvat vesmes jen témi prvnimi).

RozliSujeme tFi druhy FeSeni diferencidlni rovnice:
-Obecné FeSeni je funkce y:(p(x, CI,CZ,...,CH) vyhovujici dané rovnici a
obsahujici (neurcité) konstanty C; podobn¢ jako u neurcitého integralu.

-Partikularni reSeni dostaneme z obecného feSeni tak, ze za konstanty C;
dosadime né&jaké konkrétni hodnoty, které mohou vyplyvat naptiklad
z takzvanych pocatecnich nebo okrajovych podminek (pro danou hodnotu x
je predepsdna hodnota funkce y a/nebo hodnota jeji derivace. Grafickym
znazornénim partikularniho feSent je integralni kirivka.

-Singularni FeSeni je feSeni, které nelze ziskat z obecného feSeni pro zadné
hodnoty C;, Casto se jedna o ,,zvIastni* funkce typu y = 0, apod.

Priklad 12.2. Urcete obecné feSeni diferencidlni rovnice )Y = X . Urcete i

partikularni feseni, které vyhovuje pocateéni podmince y(0) =2



Piiklad 12.3. Uréete obecné feseni rovnice Y'=4x+2 | a déle partikularni
feSeni pro y (1) = 2.

DIFERENCIALNI ROVNICE PRVNIHO RADU SE SEPAROVATELNYMI PROMENNYMI

Jedna se o rovnice ve tvaru: P(x) +Q(y)y’ =0 nebo P(x) dx+Q(y) dy=0.

Resi se separaci (oddélenim) promé&nnych: &leny obsahujici proménnou x
pievedeme na jednu stranu rovnice (obvykle nalevo), ¢leny s y na druhou stranu,
a pak ob¢ strany rovnice integrujeme.

Priklad 12.5. Uréete obecné feSeni rovnice VY = X,

Priklad 12.6. Najdéte obecné feseni diferencialni rovnice y'+(x—1)y =0,



Priklad 12.8. Najdéte obecné feSeni diferencialni rovnice 3x%y'—

1 o

y

, a

pot¢ najdéte partikularni feSeni této rovnice vyhovujici podmince

y()=0,

Okruhy k pribéZznému testu a ke zkousce - 2013

Pribézny test:

03N N KW

. Logaritmicka derivace.

. Derivace implicitni funkce.

. Maclaurinova fada (polynom) zadané funkce.

. Taylorova fada (polynom) zadané funkce.

. Rozklad raciondlni lomené funkce na parcidlni zlomky.

. Defini¢ni obor funkce jedné nebo dvou proménnych.

. Extrémy funkce jedné nebo dvou proménnych, prabeh funkce.
. Vazané extrémy

9.

Diferencial, totalni diferencial, te¢na rovina.

10. Ekonomické aplikace:
-elasticita funkce, elasticita produkéni funkce, cenova elasticita poptavky a nabidky
-mezni (marginalni) néklady a pfijmy,
-mezni produkt prace a kapitélu,

-minimalizace ~ (primérnych, celkovych) nakladi, maximalizace

(primérnych) pfijmu a zisku.

Zkouska:

celkovych



Totéz, co pribézny test, plus:

-Neurcity integral (per partes, racionalni zlomky, substituce).

-Urc¢ity integral, aplikace: obsah plochy seviené danymi kiivkami.
-Nekone¢né Ciselné tady, jejich konvergence, u geometrickych tad soucet.
Ekonomické aplikace:

-Vypocet celkovych piijmi, nékladt, apod., z meznich veli¢in.

-Piebytek spottebitele a vyrobce v podminkéach dokonalé konkurence.
-Celkovy pfijem jako integral z intenzity (toku) piijmu.

-Celkovy pfijem jako soucet nekonecné geometrické rady.

Ke zkouSce miiZete mit:
Vzorce jako u prubézného testu + A4 dalSich (vlastnich)vzorct.



