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UVODEM

Shirka uloh z Matematiky v ekonomii je doplikovou studijni oporou pro stejnojmenny pred-
mét vyuCovany na Slezské univerzité¢, Obchodné podnikatelské fakulté¢ v prvnim ro¢niku
magisterského studia, ktery navazuje na predmét Kvantitativni metody vyuCovany v prvnim
ro¢niku bakalarského studia.

Sbirka tloh z Matematiky v ekonomii poskytuje studentim témér tfi stovky tloh rozdilné
obtiznosti k procviceni. Jejim obsahem jsou funkce jedné redlné proménné, tivod do diferenci-
alniho poctu jedné realné proménné, pritbéh funkce, redlnd funkce dvou realnych proménnych,
lokalni a vazané extrémy funkce dvou proménnych, neurcity a urcity integral a nekonecné ¢i-
selné a funk¢ni fady s aplikacemi v ekonomii.

Ke vSem ulohdm jsou uvedeny vysledky a jednotlivé kapitoly jsou fazeny (pro lepsi prehled-
nost) podobné¢ jako v zékladni studijni opote Matematika v ekonomii [1]. Na zacatku kazdé ka-

vvvvvv

vysledky.



RYCHLY NAHLED STUDIJNi OPORY

Sbirka uloh z Matematiky v ekonomii je rozdélena do deseti kapitol. Kazda kapitola obsa-
huje na zacatku nové pojmy, vzorce a vztahy potfebné k feseni tloh, nasleduji tematicky fazené
ulohy a jejich feSeni véetné obrazkl a grafii.

Stru¢na osnova studijni opory:

Funkce jedné redlné proménné

Uvod do diferencialniho poétu jedné redlné proménné
Pribéh funkce

Redlna funkce dvou redlnych proménnych

Lokalni a vazané extrémy funkce dvou proménnych
Neurcity integral

o Urcity integral

« Ciselné fady

e Funk¢ni fady
« Uvod do oby&ejnych diferencialnich rovnic



1 FUNKCE JEDNE REALNE PROMENNE

mowvmameeroy [

Obsahem této kapitoly jsou funkce jedné redlné proménné, defini¢ni obor funkce, obor hod-
not, graf funkce, zdkladni funkce.

R -]

e Definovat pojem funkce jedné realné proménné.

vvvvvv

e Zavést a vysvétlit nejdalezitési vlastnosti funkei.

e Piedstavit grafy zakladnich funkeci.
|

wpodsommarmoy [

Funkce, defini¢ni obor funkce, obor hodnot funkce, graf funkce.

1.1. ZAKLADNIi POJMY A VZTAHY

Funkci znatime pismenem f (g, A, ...), defini¢ni obor funkce jako D(f) nebo D , a obor
hodnot H(f) nebo H, . Funkéni predpis se zna¢i y = f(x), napiiklad y = x* +1. Proménna x
se nazyva nezavisla promenna (argument), promeénnd y je zavisla promeénnd.

Definicni obor funkce D( f) je mnozina vSech x, pro néz ma smysl funkéni predpis y = f(x)
. Smysl ur¢ovani defini¢niho oboru spoc¢iva ve vymezeni hodnot x, pro které je (respektive neni)
ptedpis y = f(x) definovan. V ekonomii plati, ze vétSina veli¢in miiZe nabyvat pouze kladnych
hodnot, nebot’ napiiklad zdporna poptavka, nabidka, cena nebo produkce postradaji ekono-
micky smysl.

Grafem funkce y = f(x) nazyvame mnozZinu vSech bodl o soufadnicich [x, f (x)] , kde
x € D(f) . Grafem linearni funkce je pfimka, kvadratické funkce parabola, nepfimé imérnosti
hyperbola atd.

Polynomem (mnoho¢lenem) fadu n nazyvame vyraz a, + a,x + a,x’ +...+a, x" aznalime jej
P (x).Je-lin =0, je polynom roven konstant¢ ao; je-li n = 1, je polynom linearni: a, + a,x ; pro
n = 2 je polynom kvadraticky: a, +a,x +a,x* atd. Nulovym bodem (koFenem) polynomu je
takové ¢islo xo, pro které plati P,(x) = 0.
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Zopakujte si grafy zakladnich funkci: linearni, kvadratické, mocninné, sinus a kosinus.

1.2. Ulohy

1.1 Urcete defini¢ni obor funkce:

a) y=v4x+8
c) y=+x-9

e) y= log(16—x2)

g y=vx —x-6

i) y= log(x2 +x)

1.2. Nakreslete graf funkce:

a) y=2x+1
c) y=—x+4
e) y=x"—4
LY
g y= (g)
i) y=—x
1.3. Urcete nulové body polynomu:
a) x’+6x+8
c) x' —4x’
e) X’ —x

Dy=——

b) y=x-3
d) y=x*+1
f) y=2"

h) y=x
j)y=-x"+1

b) ¥’ —2x* -3x

d) x*-x’

1.4. Nacrtnéte funkci poptavky a nabidky a urcete graficky i vypoctem bod rovnovahy:

)0, =40—5P;0; =8+3P
¢) 0, =250—8P;0; =30+ 2P

b) 0, =100—2P;Q, =40+ P



|

1.1.a) (=2,0),b) (-2,5), ¢) (-0,5)U(3,0),d) (3/2,2),¢) (-4,4),f) R—{-2,+2},
g) (—90,-2)U(3,00), h) (- 2,00), i) (~o0,—1)U(0,), ) R—{0,1}.

1.2.

>3-

b)



2

d)






Vi
;/ N\

1.3.2) {~4,-2},b) {~1,0,3},¢) {~2,0,2}, d) {0.1}, e) {0,1}.
1.4.2) P=4,Q=20;b) P=20,Q=060,c) P=22,Q =74



2 UVOD DO DIFERENCIALNIHO POCTU JEDNE REALNE
PROMENNE

mowrmmeseroy [

Obsahem této kapitoly je derivace funkce a jeji aplikace v ekonomii.

R [

e Definovat pojem derivace funkce.

e Demonstrovat uziti vztahl pro derivovani zakladnich funkeci.

o Ukazat ekonomicke aplikace derivace.
|

weovistommarmory []

Funkce, derivace funkce, rostouci funkce, klesajici funkce, maximum funkce, minimum
funkce.

2.1. ZAKLADNI POJMY A VZTAHY

Derivaci funkce y = f(x) v bod€ x rozumime limitu:

Ay limf(x+g_f(x):yr

lim— =
A—0 Ax  Ax—0

Necht funkce f(x) a g(x) maji derivaci na intervalu J < R. K vypoctu derivaci souctu, roz-
dilu, soucinu a podilu téchto funkci, a pro derivaci funkce sloZzené, pouzivame nasledujici pra-
vidla:

i) [e-f)]=c- f(x)
ii) [f()tg™)]=f()g ()
iii) [f(x)-g@)]=f(x)-g(x) + f(x)-g'(x)

iv) [f (x)},: S @) -80) - f(x)-g ()
g(x) g’ (x)

v) [f(gCn]=f"(g(x))-&'(x)

, 8(x)#0



Pravidlo iii) se nazyva Pravidlo pro derivaci soucinu funkei, pravidlo iv) slouzi k vypoctu
derivace podilu funkci, a kone¢né pravidlo v) je pravidlo pro derivaci slozené funkce. K deri-
vovani elementarnich funkci pouzivame vzorce uvedené v Tabulce 2.1.

Nekteré funkce neni mozné derivovat pomoci pravidel uvedenych v Tabulce 2.1. Typickym
pikladem jsou funkce ve tvaru y = f(x)*"", tedy funkce, v nichZ se proménna x nachézi jak
v zédkladu mocniny, tak v exponentu. V takovém piipad¢ vyuzijeme tzv. logaritmickou deri-
vaci: funkci y nejprve logaritmujeme: y = f(x)** = In y = In f(x)*"

= Iny=g(x)In f(x), a pak derivujeme:

. @
Lo g @)+ gL
y S (x)

U nékterych funkcei nelze y vyjadfit jako funkci x. V takovém piipad€ hovotime o implicitni
funkci. Derivace implicitni funkce je dana takto:

_J©)

“*’ww)

y

Ve vySe uvedeném vzorci pro derivaci implicitni funkce se vyskytuji parcidlni derivace,
které najdete v Kapitole 4.

Slozité funkce, které maji derivace az do n-t€ho fadu, miizeme piiblizn¢ nahradit (aproxi-
movat) Taylorovou radou (Taylorovym polynomem) stupné n v okoli zvoleného bodu a. Vy-

jadieni funkce pomoci polynomu (mnohoc¢lenu) je jednodussi a usnadiiuje vypocty. V ekonomii
se tento postup Casto pouziva naptiklad ke zjednoduseni nelinearnich funkci na funkce lineérni.

Tayloriv polynom funkce f(x) v bod¢€ a je definovan takto:

f( ) +—f"2('a)(x—a)2+ +L'(a)(x—a)n+Rn+l(X)
! n!

b

T.(f,a,x) = f(a)+——

kde R+1(x) se nazyva zbytek rady.
Pokud zvolime a = 0, dostaneme Maclaurinovu radu:

10, SO 0
2! n!

T,(f,0,x)=f(0)+

x"+R . (x)

Maclauriniiv rozvoj vybranych funkci je uveden v Tabulce 2.2 i s pfislusSnym oborem
konvergence odpovidajici funkcni fady.
Diferencialem funkce y = f(x) nazyvame funkci df (x)= f (x)dx Diferencial funkce za-

visi na Xa dx a Vyj adfuje pfibliiné ptirtstek funkce f pfi zméné argumentu x o dx v bod¢ x.

vvvvvv

Elasticita funkce (pomoci prvni derlvace) je definovana nasledovné:

A d
E(x)=lim=—-=== -2,
Ax—0 y Ax y dx y

10



Cenovou elasticitu poptavky, kratce elasticitu poptavky (price elasticity of demand), definu-
jeme takto:

Epy=-L99
O dP

Podle hodnoty elasticity poptavky pii dané cen¢ P rozliSujeme poptavku:

o elastickou, je-li E(P)>1,
e jednotkové elastickou, je-li E(P)=1,
e neelastickou, je-li E(P)<1.

Cenova elasticita nabidky, kratce elasticita nabidky (price elasticity of supply) se definuje
podobné¢ jako cenova elasticita poptavky:

E(py=242

QdP’

kde QO = S(P) je funkce nabidky. Protoze funkce nabidky je rostouci a P a Q jsou kladné, ne-
objevuje se ve vztahu znaménko minus.

Mezni produkt prace (marginal product of labour) MP, je derivace funkce produkce podle
prace:

_d0 _
MP, =—F=0(1)

Celkovy prijem TR (total revenue) je sou¢inem mnozstvi O a ceny za jednotku mnozstvi P:
TR=Q-P
Prumeérny prijem AR (average revenue) je podil celkového piijmu a mnozstvi:

)
0

Mezni prijem MR (marginal revenue) je definovan jako derivace celkového piijmu:

e - TR©)
dQ

11



Celkove ndklady TC (total cost) jsou vSechny naklady nutné pro realizaci Q jednotek. Cel-
kové nédklady Ize rozlozit na celkové variabilni naklady TVC (total variable cost) a fixni naklady

FC (fixed cost):
TC(Q)=TVC(Q)+ FC

Mezni naklady MC (marginal cost) jsou derivaci celkovych nakladi:

_d1C

MC=——
do

Tabulka 2.1. Piehled derivaci elementarnich funkeci.

JSx) S (x)
konstanta 0
X 1
xn nxn—l
e e
1
In x —
X
a’ a’ -lna
1
log, x
xlna
sin x CcOS X
CoS X —sin x
1
tgx 3
cos” x
1
cotg x -
sin” x
_ 1
arcsin x >
1-x
1
arccos x - >
1-x
. 1
arctg x
& 1+ x?
¢ 1
arccotg x -
£ 1+ x°

12



Tabulka 2.2. Mocninné rozvoje vybranych funkei.

Funkce Maclauriniiv rozvoj Obor konvergence
x3 xS x7
sinx — = (—00,00)
315t 7!
¥ oxt X
cosx T (—o0,00)
21 4! 6!
. x x X
e IEEE (~o0,20)
o2 3!
2 3 4
In(x+1 - Xy ~1,1
(v+1) S Sy
2.2. ULOHY
2.1. Derivujte elementarni funkce:
a) y=x"+5x" b) y=10x"+1
c) y=2x"+6x-11 d)y:ivti2
X X

e) y=x+x
g) y=3sinx—2cosx+tgx

2.2. Derivujte nasledujici funkce:

a) y=2x+1)-¢

c) y=cosx-Inx

g) y=In(x’+5x)
1) y=sin(4x+5)

_Inx

k) y=

2

f) y=12Inx+6logx
h) y=10e" +5*

b) y=x"-Inx
Inx

d) y=—r
x+1
CoS X

f) y=—
sin x

h) y =" +6)
py=e

) y=+v4x+6

2.3. Urcete derivace vysSich fadi (druhého a ttetiho adu):

a) y=x"

13

b) y=x'+3x"-6x+12




c) y=Inx d) y=sinx

e) y=+x.

2.4. Derivujte:

a) y=x" b) y=x""

c) y=x d) y=(sinx)’

2.5. Derivujte:

a) Sxy+Iny+4=0 b) X’y +xsiny—x=0

¢) In(xy)+x>+y* =0 d) sin(x+y)+x’y* —12=0

e) x* +2xy+16=0.

2.6. Urcete Maclaurinovu fadu funkce f:

a) y=va+l b) y=2"

C) ¥ =COSX d) y=In(x+1)

e) y=e" f) y=e" +x’

2.7. Urcete Taylorovu fadu dané funkce /v daném bodé a:
a)y:\/;,aZI b) y=e"',a=1

c) y=Ilnx,a=1 d)y:i,aZZ

2.8. Urcete elasticitu funkce:

a) y=ux’ b) y=x",

¢) y=3x"—4x vbod&x=2 d) y=x+5,x=1

e) y=Inx,x=3 ) y=x"+5x+2,x=1
2.9. Urcete cenovou elasticitu poptavky:

a) Q(P)=60-5P b) O(P)=110-22P

c) O(P)=42-2P d) O(P)=60-3P

e) O(P)=20- P’ f) O(P)=100—-18P

2.10. Urcete cenovou elasticitu poptavky v daném bod¢ P:

a) Q(P)=60-5P,P=5 b) O(P)=140-15P,P=2
c) O(P)=42-2P.P=3 d) O(P)=60-3P,P=5
e) O(P)=40-2P*,P=3 f) O(P)=82—-6P,P=10

2.11. Urcete mezni produkt prace (nacrtnéte kiivku MPp):

14



a) O(L)=L+3L+5 b) O(L)=5L +16L

¢) O(L)=20L-L

2.12. Urcete mezni produkt prace pro danou hodnotu L:

a) Q(L)=L +3L+5,L=2 b) O(L)=5L +16L,L=10
¢) O(L)=20L-L,L=1

2.13. Vypoctéte mezni ndklady MC(Q), jsou-li dany celkové naklady:

a) TC(Q)=Q’+160Q+250 b) TC(Q) =40’ +%

2.14. Najdéte maximum zisku pro funkci celkového ptijmu 7C(Q) =-0Q° +140 +250.
2.15. Vypoctéte diferencial funkce:

a) y=x",x=2,dx=0,1. b) y=x"+x,x=1,dx=0,2.

¢) y=6Inx,x=2,dx=0,1. d) y=x>+8x-4,x=3,dx=0,1.

|

4 6 1 1 12 6
2.1.a) 4x° +15x*,b) 80x",¢) 6x° +6,d) ~——-—,¢) —+—— , ) —+———,
) ) ) 6x ) x X )2& 44/ 53 2 x xInl0

g) 3cosx+2sinx+1/cos?x, h) 10e*+5¥In5.

oS x (x+1)l—lnx
2.2.a)(2x+3)e",b) 4x’ Inx+x’,c) —sinx-Inx + ,d) L,
X (x+1)
—x* —10x+1 1 3x* +5 P : »
e , 0 — , ,h) 6x(x” +6)°,1) 4cos(4x+5),7) 2xe* ™,
) Ty Ginn? D P asy ) OO D deosthrt3), )
x—2xInx 2
k) : , 1) .
X Jax+6
2.3.a) y'=5x%1y"=20x"; )" "= 60x>,b) y=4x" +6x -6,y '=12x" +6;y" = 24x,
1, 1,2 , . .
¢) y=—y'=-7:y"=—=,d) y=cosx; y"’= —sinx; y"'’= —cos x,
X X X

3

x+1

2.4.2) x*'(Inx+=—=),b) x“”‘(E Inx), c) ¥ (=sinxInx + 2%
X X

)
X

d) (sinx)*(In(sin x) + x cot gx).

15



1

5y 2xy+siny—1 X +2x cos(x + y) +2xp°
2.5.a) - 1,b)— > ,c—1 ,d) — —,
S 4o X" +xcosx S 42y cos(x+y)+2x"y
Y y
3
o) — X 2y
2x
2 3
2.6. ) «/x+1=1+lx—lx2+ix3+...,b) 2"=1+ln2-x+(ln2) x2+(ln2) X+,
2 8 16 6
C) cosle—%xz-i-...,d) 1n(x+1)=x—%x2 —i—éx3 —..,e) e =1+2x+4x" +§x3 + ...

f)ex+x2:1+x+§x2+lx3+...
2 6

1 1 , 1 3
27.8) T(Wx,a=)=1+—(x-1)——(x-1)* +—(x=1) +...,

2 8 16

x e 2 € 3
b) T'(e ,a:1)=1+e(x—1)+§(x—1) +g(x—1) +...,
1 2, 1 3

C) T(lnx,azl)z—i—(x—l)—z(x—l) +§(x—1) +...,

1 1 1 1
d)TA/x,a=2)=———(x-2)+—-(x-2)  ——((x-2)" +....
) T(1/x,a=2) 5 4(x ) S(X ) 16(x )

2.8.2)2,b)3,c)4,d) %, e) 1/In3, ) 7/8.
2
605—P 5P’ b) 1102312)213 - ©) 422—P2P -9 603—P 3p’ ) 404—})2132 ’ 1001 f}1)810 '
2.10. a) 0,714, b) 0,273, ¢) 1/6, d) 1/3, ) 1,636, f) 2,727.
2.11.a) 2L + 3, b) 15L*+ 16, c) 40L — 3L*
2.12.a) 7, b) 1516, c) 37.
2.13.2) 3Q*+ 16 Q, b) 8Q-100/Q?
2.14.Q=1.

2.15.2)0,4,b) 0,8, ¢) 0,3, d) 1,4.
]

2.9.a)
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3 PRUBEH FUNKCE

mowvmameeroy [

Kapitola je vénovana ur¢ovani vlastnosti funkce — priabéhu funkce, ktery mimo jiné zahrnuje
nalezeni defini¢niho oboru funkce, lokalnich extrému nebo intervall monotonnosti, a také na-
crtnuti grafu funkce.

R [

e Naucit se urcovat prub¢h funkce pomoci pireddefinované desetibodové osnovy.

woovdsommaemoy [

Prabéh funkce, lokélni extrémy, intervaly monoténnosti, graf.

3.1. ZAKLADNI POJMY A VZTAHY
Ur¢it prubeh funkce znamena urcit jeji vlastnosti. Pfi ur€ovani pritbéhu funkce obvykle po-
stupujeme podle nésledujici osnovy:
. D(f), sudost, lichost, periodi¢nost.
. Limity (jednostranné) v bodech nespojitosti a v nevlastnich bodech.
. Priise¢iky s osami x a y, znaménka funk¢nich hodnot.
. Prvni derivace, jeji nulové body.
. Lokalni extrémy a intervaly monotonnosti.
. Druha derivace a jeji nulové body.
. Inflexni body, konkavnost, konvexnost.
. Asymptoty.
. Omezenost funkce, obor hodnot funkce H(f).
10. Graf funkce.
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3.2. ULOHY

3.1. Urcete lokélni extrémy funkce:
a) y=x"—6x+5

¢) y=2x'-x’

e) y=—
X

g y=x-e

: X

) y=—
In x

k) y=3"

3.2. Urcete konvexnost a konkavnost funkce:

a) y=x —-2x"+4x-3

¢) y=x'-16x"
e) y=x>—6x+3
3.3. Urcete prub¢h funkce a nakreslete graf:

a) y=x’e"
c) y=12x-x’
e) y=x"—4x’

b) y=2x"+18x+35

d) y=e
f) y=Inx—x
h) y=x-Inx
. e +e”
D y=—7

1
b) y=—

X
d) y=e
f) y=Inx

b)y=2x’-3x>+8

d) y=xInx

]

3.1.a) x =3, MAX; b) x = -4,5, MIN; ¢) x = 0, MAX, x = 1/3, MIN; d) nejsou, €) nejsou,
f)x =1, MAX; g) x=-1, MIN; h) x = 1/e, MIN;, 1) x = e, MIN, j) x = 0 MIN, k) nejsou.

3.2. a) funkce je pro x € (—0,2/3) konkavni a pro x € (2/3,%) konvexni, b) funkce je pro

x € (—0,0) konkavni a pro x € (0,00) konvexni, ¢) funkce je na intervalu x e (—oo,—\/g)

konvexni, na intervalu xe(—\/g\/g) konkavni a na intervalu xe (\/g,oo) konvexni,

d) funkce je konvexni na celém defini¢nim oboru, e) funkce je konvexni na celém definic-
nim oboru, f) funkce je konkavni na celém defini¢énim oboru.
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3.3. a) D(f) = R, ani sud4, ani lich4, ani periodicka, priseciky s osami: [0,0], H(f) = R+,
maximum: [-2,4/¢’], minimum: [0,0], xe€ (— oo,—2): rostouci, xe (— 2,0): klesajici,

X e (O, oo): rostouci, inflexni body: [— 2, \/5 J, [— 2,—\/5 J, xe (— 00,—2 — \/5 ): konvexni,
X e (— 2— \/5,—2 + \/5) konkavni, x e (— 2+ \/5, oo): konvexni, asymptoty: osa x.

(A

2 -1

1
X

b) D(f) = R, ani suda, ani licha, ani periodicka, priseciky s osami: [0,8] (praseciky s osou
X vypocitat neumime), H(f) = R, maximum: [0,8], minimum: [1,7], x € (— oo,O): rostouci,

x €(0,1): klesajici, x e (I,00): rostouci, inflexni bod: x = 1/2, x € (~,1/2): konkavni,
Xe (1 /2, oo): konvexni, asymptoty: nejsou.

-20-
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¢) D(f) = R, ani suda, ani licha, ani periodicka, priisetiky s osami: [0,0], |-12.0|[V12.0|
, x=-2:MIN, x=2:MAX, x ¢ (— oo,—2): klesajici, x € (— 2,2): rostouci, x (2, oo): ros-
touci, x = 0: inflexni bod, x € (— oo,O): konvexni, x € (O, oo): konkavni, asymptoty nejsou,
H(f) =R.

-2 0 2
X

d) D(f)= (O,oo), ani suda, ani licha, ani periodickd, praseciky s osami: [1,0], x =1/e:
MIN, x e (0,1/¢): klesajici, x € (1/e,): rostouci, funkce je na celém defini¢cnim oboru
konvexni, nemé asymptoty, H(f) = (— 1/e, oo).
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e) D(f) =R, ani sud4, ani lich4, ani periodicka, priseciky s osami: [0,0] a [4,0], x = 3 : MIN,
X e (— oo,3): klesajici, x € (3,00): rostouci, inflexni body: x =0ax=2, x e (— oo,O): kon-
vexni, x € (0,2) : konkavni, x e (2, oo): konvexni, asymptoty nejsou, H(f) = (— 27, oo).
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4 REALNA FUNKCE DVOU REALNYCH PROMENNYCH

[l[wemrtmeoapmay ]

Kapitola je vénovana uvodu do readlnych funkci dvou redlnych proménnych. Zamétuje
se predevSim na urceni defini¢niho oboru, vypoctu prvni a druhé parcidlni derivace, vypo-
¢tu totalniho diferencialu a aplikace v ekonomii na ptikladu Cobb-Douglasovy funkce.

Zavést funkci dvou realnych proménnych.
e Naucit se graficky urcovat defini¢ni obor funkce dvou realnych proménnych.
e Zavést prvni a druhé parcidlni derivace funkce.
e Zavést totdlni diferencial.

e Vyuzit parcidlni derivace v aplikaci na Cobb-Douglasovu produkéni funkei.
|

_

Funkce dvou redlnych proménnych, derivace funkce, Cobb-Douglasova produkéni
funkce.

4.1. ZAKLADNI POJMY A VZTAHY

Defini¢nim oborem funkce f(x,y) proménnych x a y rozumime vSechny usporadané
dvojice [x, y] € R, pro které ma dana funkce smysl. Definiéni obor obvykle znazoriiujeme
graficky v pravouhlé soustavé soutadnic jako (vySrafovanou) ¢ast roviny.

Pro parcidlni derivace funkce f'(x,y) podle x respektive y uzivame nasledujici znaceni:

o (x,) f (x,)
ox Oy

, fl(xy), f. ,respektive . f(xy), S

Pfi vypoctu parcialni derivace podle x postupujeme tak, Ze y povazujeme za konstantu
(pouze ji opisujeme) a funkci f(x,y) derivujeme podle x. Pfi vypoctu parcialni derivace
podle y postupujeme piesné opacné.

Druhé parcialni derivace znac¢ime takto:
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r &f &f &
ol 0y’ Oxoy 8y8x.

2
Vyraz 0 { znamena, ze funkci f(x, y) derivujeme (poprvé) podle proménné x, a poté
X
(podruhé¢) opét podle x. Vyznam ostatnich druhych derivaci je obdobny.
Jsou-li druh¢ parcialni derivace spojité, u smisené derivace nezalezi na potadi derivo-
ofr _of
oxdy  Oyox

vani, plati tedy:

Totalnim diferencidlem (prvniho fadu) funkce dvou proménnych f(x,y) v bodé
Cle,, ¢, |nazyvame vyraz:

(@=Lt + Ly
ox oy

Stejné jako u funkce jedné proménné vyjadiuje totalni diferencial dvou proménnych
(priblizne) prirtstek funkce f(x,y) spojeny s malym piiristkem proménné x (prvni ¢len
na pravé strané piechoziho vztahu) a malym pfirtistkem proménné y (druhy ¢len na pravé
strang).

Cobb-Douglasova' produkéni funkce udava zavislost produkce O na praci L a kapitalu
K:

0=AKL’, a,be(0,])

|
Podle hodnoty a + b fikdme o produkéni funkcei, Ze ma:

. konstantni vynosy z rozsahu, je-li a+b=1,
. rostouci vynosy z rozsahu, je-li a+b>1,
. klesajici vynosy z rozsahu, je-li a+b<1.

Pokud je a+b =1, lze vztah pro produkci Q upravit nasledovn¢:
Q=A4K"L™

Mezni produkt prdace (marginal product of labour) MPy je derivace funkce produkce
podle prace:

_90_ o
MF, =—F=0()

! Charles Cobb (1875-1949), americky ekonom, Paul Douglas (1892-1976), americky ekonom.
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Podobné jako mezni produkt prace se zavadi mezni produkt kapitalu:

_d0 _ o
MF == 2 =0(K)

4.2. ULOHY

4.1. Urcete (graficky) defini¢ni obor funkci dvou proménnych:

a) f(x,p)=yx+y+1 b) f(x,y)=x—4+y

0) f(x.3)=Ay+3 d) f(x,y)=In(y—x)

&) f(x.y)=x*+)? -16 D ey =n(y-2°)

g) f(x,y)=In(x*+y*-9) h) f(x.y)=x+y-~x+1

4.2. Vypo&téte parcidlni derivace funkce.

a) f(x,y)=x"+3)’ b) f(x,y)=4x"-2y" +5x -2y +8
¢) f(x,y)=x"+2x° d) f(x,y)=xIny

e) f(x,y)=x"+ye" +5y f) f(x,»)=In(xy)

g) f(x,y) = xsin(xy) +e’

4.3. Vypoctéte vSechny druhé parcialni derivace funkci.

a) f(x,y)=x>+y b) f(x,y)=2x" -8y +x

c) f(x,y)=6x+ye" +5y d) f(x,y)=10x>)"

4.4. Vyjadrete totalni diferencial funkce:

a) f(x,y)=x"+2)" b) f(x,y)=4x"y’

¢) f(x,y)=lnx+Iny d) f(x,y)=x"+2xy" +5x+6

e) f(x,y)=x"=5y"

4.5. Urcete pfirtistek dané funkce v daném bodé pomoci totalniho diferencidlu:
a) f(x,y)=x"+4y*,C[1,1],dx=0,1;dy=0,2

b) f(x,y)=2x+6y’+5,C[1,2],dx=0,1;dy=0,1

¢) f(x,y)=xp* +3x+1,C[2,2],dx=0,1; dy=0,3

4.6. Urcete ptirastek produkéni funkce v daném bodé:

a) O(K,L)=6K"L", C[4,9],dK=0,2;dL=0,1

b) O(K,L)=14K*°L"* C[1,4],dK =0,2; dL=0,3

¢) O(K,L)=100K"L"7, C[1,1], dK = 0,4; dL = 0,2

4.7. Vypoctéte mezni produkt prace MPL a kapitdlu MPx:
24



a) O(K,L)=18K"°L** b) O(K, L) =60K"*L"*

¢) O(K,L)=50K"L"

4.8. Vypoctéte (priblizn€¢) mezni produkt prace a kapitalu v daném bodé:

a) O(K,L)=18K"°L** K=1,L=9 b) O(K,L)=60K"*L*? , K=5,L=7
¢) O(K,L)=50K"L"” ,K=10,L=15

@O REDMINOTE 9
OO Al QUAD CAMERA

4.2. a) @=2x, @=6y,b) @=8x+5, @=—4y—2, 9) g=3x2+2y2, @=4xy,
ox ox oy ox oy

oy
d) @=lny, ng, e) @=2x+ye", g=e"+5, f) g=l, g=l,
ox oy y ox oy ox x oy y

g) 9 =sin(xy) + xycos(xy), A = x”cos(xy)+e’
ox oy

2 2 2 2 2 2
43. a) 6{:2, a{:2, af:O, b) 6]2’=12 af:O, of 0,
Ox oy Ox0y Ox

2 2 2 2 2
6{ 0, o =e",d) aj::20y2,%=20x2, of 40xy .
oy oxoy Ox

o' f ;
c) e =12+ ye',
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44. a) df =2xdc+4ydy, b) df =8xy’dx+8x’ydy, c) df:ldx+ldy ,
X y

d) df = 2Qx+2y" +5)dx+4xydy , e) df =4x’dx—10ydy .
4.5.a)df=1,8;b)df =7,4; c)df =3,1.
4.6.a) 1,1, b) 3,85, c) 26.

47. a)  MP, =72K"L",  MP, =108K ™I, b)  MP, =12K"L,
b) MP, = 48K "*L["? ¢) MP, =25K"* L, MP, = 25K 5"

4.8.a) MPL=1,93, MPx =26, b) MP. =9,17, MPx = 51,34, ¢) MPL = 20,41, MPx = 30,62.
I
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5 LOKALNi A VAZANE EXTREMY FUNKCE DVOU PRO-
MENNYCH

owrmamzomerar ]

Kapitola se vénuje problematice nalezeni lokalnich a globalnich extrémi, tedy maxima
a minima funkce dvou redlnych proménnych.

N ]

e Demonstrovat nalezeni extrému funkce dvou redlnych proménnych.

eovssiommaemoy [[]

Funkce dvou proménnych, lokalni extrém, globalni extrém, vazany extrém.

5.1. ZAKLADNi POJMY A VZTAHY

Podobné jako u funkce jedné redlné proménné je nutnou podminkou lokalniho (a samo-
of (x.7)_ of (x.)
ox oy

Tato podminka vSak neni postacujici, nebot’ v daném bodé muze byt i inflexni (sedlovy)
bod.

Bod, v némz ma funkce vSechny prvni derivace nulové, se nazyva staciondrni bod nebo
téz bod podezrely z extrému, a bude znacen C (z anglického critical point). Jak uz bylo
feceno, je v tomto bodé maximum, minimum, nebo inflexni bod. O tom, ktera alternativa
nastava, rozhodneme na zakladé druhych parcialnich derivaci, z nichZ sestavime Hesseovu?
matici a jeji determinant zvany hessian:

ziejme 1 globalniho) maxima ¢i minima nulova prvni derivace: =0.

2 Ludwig Otto Hesse (1811-1874), némecky matematik.
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o’f of
2
Hfx,y) = ox Oox0oy
of of
oyox oy’

2
Do hessianu dosadime soutadnice bodu C a oznacime: D; = g j: (C) aD>=H(C).D:
X

je determinant Hesseovy matice.

[llczwmmaroes ]

Pro urceni extrému pak plati nasledujici pravidlo:

> D;>0:vbodé Cje EXTREM, a to (lokalni ostré) MINIMUM, pokud je D; > 0;
a (lokalni ostré¢) MAXIMUM, pokud je D; <0.

» D><0:vbodé C je sedlo (inflexni bod).

» D>=0:v daném bod¢é muze (ale nemusi) byt extrém, o extrému se musi rozhodnout
jinym zptisobem, naptiklad pomoci totalniho diferencidlu druhého ¢i vyssiho fadu, viz na-
priklad [2].

Vézané extrémy oznacuji situaci, kdy kromé funkce f(x, y) je jest¢ zaddna vazba (ome-
zujici podminka pro x a y) ve tvaru g(x, y) =0. Hledame extrémy funkce f(x,y), které
jsou vazany (lezi na ni) kiivkou g(x, y) = 0. Postupujeme dosazovaci metodou nebo La-
grangeovou metodou neurcitych multiplikétora, viz [1, 2].

5.2. ULOHY

5.1 Najdéte extrémy funkce dvou proménnych:
a) f(x,y)=2x"-10y" +4x

b) f(x,y)=3x"+10y> —12x - 40y +5

¢) f(x,y)=-x>—p>+10x+50y + 200

d) f(x,y)=2x"+xy-9y+5

e) f(x,y)=2x"=3x"+y* +2y+5

) f(x,y)=x"—12x+4y°
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5.2. Najdéte vazané extrémy funkce:

a) f(x,y)=x"+y", g(x,y):1x+y-1=0

b) f(x,»)=10x"+ %, g(x,): p=x-2

) f(x,y)=4xy+5,g(x,y):y=x-1

d) f(x,y)=ye" +4,8(x,y): y=x+3

5.3. Maximalizujte ptijem TR(x,y)=—5x" +40x—4y> +160y +200.

5.4. Minimalizujte naklady: TC(x,y) =10x> —120x +40y*> —1200y + 2000 .

5.5. Maximalizujte piijem TR(x,y)=—x" +20x —y*> +22y +1600 za podminky x+ y =5.

N ]

5.1. a) C [-1,0] inflexni bod, b) C [2,2] minimum, ¢) C [5,25] maximum, d) C [9,-36] in-
flexni bod, e) C [0,-1] inflexni bod a C [1,-1] minimum, f) C [2,0] minimum a C [-2,0]
inflexni bod.

5.2. a) [1/2,1/2] minimum, b) [2/11,-20/11] minimum, c) [1/2,1/2] minimum, d) [-4,-1]
minimum.

5.3. Bod [4,20] je maximum piijmu.
5.4. Bod [6,15] je minimum nékladt.

5.5. Bod [2,3] je maximum pfijmu.



6 NEURCITY INTEGRAL

[l[wemrtmeoapmay ]

Kapitola je vénovana uvodu do neurcitého integralu, sezndmeni se zakladnimi pojmy
a vztahy, a také ekonomickym aplikacim.

]

e Zavést neurcity integral.
e Seznamit se se zakladnimi vztahy a zplisoby integrace.

e Demonstrovat uziti neurcitého integralu v ekonomii.

[Hlweomssommmmary ]

Neurcity integral, primitivni funkce.

6.1. ZAKLADNi POJMY A VZTAHY

Funkce F(x) se nazyva primitivni funkci k funkci f(x) na otevieném intervalu J < R
praveé tehdy, kdyz F’(x) = f(x) pro vSechna x e J . Primitivni funkce existuje ke kazdé

spojité funkci na J. Mnozina vSech primitivnich funkci k dané funkeci f{x) se oznacuje jako
neurcity integral k funkci f(x), a znaci se takto:

j f(x)dx = F(x)+C,
kde I je integracni znak,

x integracni proménna,
f(x) integrovana funkce neboli integrand,
F(x) primitivni funkce k f(x),

C integracni konstanta.
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Neurcity integral je linearni operator, coZz znamend, ze splituje nasledujici dvé pod-
minky:

i) [ 4 (e =k [ f (),

ii) j[ ()£ g(x)]dx =j F(x)dx £ j 2(x)dx

Integraly zakladnich funkeci jsou uvedeny v Tabulce 6.1.

Integraci soucinu funkci provadime metodou per partes (latinsky ,,po ¢astech™) pomoci
nasledujiciho vztahu.

Iuv’dx =uy— ju'vdx

Racionalni funkce (funkce ve tvaru zlomku) rozkladame na parcidlni zlomky. Pfi inte-

vvvvvv

[ A 11

Substituci provadime typicky v téchto ptipadech:

e Je-li vintegralu slozend funkce (v zavorce), pak nahrazujeme vnitini funkci (tedy
onu zavorku),

e Je-li v integralu odmocnina, pak nahrazujeme celou odmocninu nebo vyraz pod od-
mocninou,

e Jsou-li v integralu rizné goniometrické funkce, pak provedeme substituci tak, aby-
chom dostali bud’ jednu goniometrickou funkci, nebo racionalni funkci bez goniometric-
kych funkci.

Funkce celkovych nakladii TC(x) a funkce meznich nakladii MC(x), kde x je pocet vy-
robkd, spolu souviseji vztahem:

TC(x) = jMC(x)dx +C

Ptedchozi vztah tikd, Ze celkové naklady jsou integralem (tedy souctem) souctem mez-
nich naklada. Integracni konstanta C se urci z jedné zndmé hodnoty 7C(x) pro dané x.

Celkové prijmy TR(x) a mezni prijmy MR(x):

TR(x) = j MR(x)dx +C
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Tabulka 6.1. Zakladni integraly.

Fadek %) [ £y
1 0 C
2 1 x+C
n+l
3 xn X +C
n+1
4 e’ e'+C
5 ! In|x|+ C
X
1 1
6 —In|ax+b[+C
ax+b a
7 a’ ¢ icC
Ina
8 sin x —cosx+C
9 COs X sinx +C
1
10 > tgx+C
cos” x
1
11 - cotgx +C
sin” x
1
12 3 arctgx +C
1+x
1 1
13 T —arctgf-i-C
a +x a a
1 :
14 > arcsinx + C
I-x
1
15 - > arccos x +C
1-x
1
16 0 > ln‘x+\/1+x2 +C
+ X




6.2. ULOHY

6.1. Vypoctéte:

a) J. x*tdx

0) j 10x°dx

o | GELEV
X X

o) [(x+¥x)ax

1) I(3 sinx +2cosx)dx

6.2. Vypoctéte (metoda per partes):

a) _[ xsin xdx
c) I x* In xdx

e) _[(2x +4)cos xdx

6.3. Vypoctéte (pouzijte substituci):

a) j sin(4x+5)dx

c) Ix/Zx—&ix

2
o) Ilnxxdx

I3 ~[sin2 X -cosxdx

i) j & dx

b) j (* +x°)dx
d) j (x> +6x—4)dx
p [ C+ —)dx

h) j (5e" +3%)dx

b) Ixzedx

d) I (x* +6x)sin xdx

b) j(2x+8)3dx

d) IZx\/ x* + ldx

o
D Iex+5dx

h) jsinx -cos’ xdx

i) [Gx+1)dx

6.4. Vypoctéte (pouzijte rozklad na parcialni zlomky):

a) [ % 4
)Ix2+2x—3 *

)J-4x +x— 2dx

x =x’
Tx+27
)-[x +6x+5
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b)J‘8x 3d

x° =3x

d.[ 4x+9
x? +x—12



]

5 3 4
X X 6

3
6.1. a) x—+C,b) —+=—+C,0) Si+C,d) x—+3x2—4x+C,e) ln|x|—l+C,
5 3 4 3 3 X

2 3t R

+2X2 4 C,h) 5¢" +——+C, i) -3cosx+2sinx+C.
3/ 4 In3

5 5
6.2.a) — xcos x + sin x + C ,b) x’e" —2xe" +2e" +C, ¢) %ln|x|—%+C,

f) 6ln|x| —=+C, 9

d) —cosx(x* +6x)+(2x+6)sinx —2cosx+C, (2x+4)sinx+2cosx+C

4 3 2 3
6.3.a)——°°‘°‘(4:+5)+c,b) —(2’“;8) +C, ) —V(2x3_8) +C,d) —ZV(x3+l) e

6 3x-5
(nx) +C, ) Inle" +3+C, )Sm Yo - YichE—+C.j (3”51)

) —

6.4.a) 6In|x+3|+2In|x -1+ C,b) In|x|+7In|x=3|+C,¢) 1n|x|—3+31n|x—1|+c
X

,d) Injx +4[+3In|x = 3|+ C,e) 2In|x + 5|+ SInjx + 1|+ C.
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7 URCITY INTEGRAL

owvmamzomeray ]

Kapitola je vénovana ur¢itému (Newtonovu) integralu spojité funkce. Obsahuje za-
kladni pojmy a vztahy, pravidla pro integraci a ekonomické aplikace urcitého integralu.

N [

e Zavést urcity (Newtonliv) integral.

e Predstavit pravidla pro vypocet urcitého integralu.

e Demonstrovat uziti ur¢itého integralu v ekonomii.

eovtsiommerary ]

Urcity integral, pravidla integrovani, ekonomické aplikace.

7.1. ZAKLADNi POJMY A VZTAHY

Vypocet urcitého integralu provadime pomoci Newtonova-Leibnizova vzorce:
b
[ fCr)dx = F(b) - F(a)

kde funkce F(x) je primitivni funkci k funkci f(x) na intervalu <a,b> .Cislaaabve

vztahu vySe se nazyvaji dolni a horni integracni meze.

Obsah plochy mezi kiivkami f{ix) a A(x), kde A(x) je horni kiivka a f{(x) dolni kiivka,
a kde a a b jsou pruseciky obou kiivek, po¢itame podle vztahu:

5= [ ()= (i

Celkovy prijem TR za obdobi (t1;t2), jestlize funkce f{¢) vyjadtuje intenzitu toku prijmu
(velikost renty) v Case ¢, se vypocte jako:

TRz]z.f(t)dt
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Ozna¢me D(Q) jako funkci poptavky, S(Q) jako funkci nabidky, O, budiz rovnovazné
mnozstvi a P, rovnovazna cena. Piebytek spotiebitele a vyrobce v podminkach dokonalé
konkurence se urci nasledovné:

Prebytek spotrebitele CS (customer surplus):
O
CS = [ D(Q)dQ -0, P,
0

Prebytek vyrobce PS (producer surplus):

O
PS=0,P, - [S(Q)dQ

7.2. ULOHY

7.1. Vypoctéte:

2 3
a) Ixzdx b) Ixzdx
0 1
c) jx%lx d) jx“dx
e) j'(x2 +2x)dx f) j‘(xz —2x+4)dx
0 1
t1 ¢ 2
2 J;dx h) !;dx
i) j-exdx J) ]{sin xdx
0 0

7.2. Urcete obsah ploch nad (pod) kfivkou na daném intervalu:

a) y=x’, xe(1,4) b) y=x*, x e (-11)
c) y=x", xe(0,2) d) y=x’, xe(-1,22)
e) y=x"+1, x €(0,])

7.3. UrcCete obsah plochy seviené kiivkami:

a) y=x", y=x b) y=x", y=2x
c)y=x2,y:3x d)y=x3,y:x
e) y:xza y:\/;

7.4. Urcete piebytek spotiebitele a vyrobce v podminkach dokonalé konkurence:
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a) D(Q) =100-0, S(Q)=40+30 b) D(Q)=84-30, S(Q)=20+0
c) D(Q)=300-50Q, S(Q)=200+50
7.5. Urete celkovy ptijem, je-li intenzita toku pifjmu f(£) = 22 +50, t1 = 0, £, = 10.

™

7.1. a) 8/3, b) 26/3, ¢) 81/4, d) 32/5, €) 4/3, £) 26/3, g) In5, h) 1, i ) e-1, j) 2.
7.2.2)21,b) 2/3,c) 4, d) 17/4, ¢) 4/3.

7.3.a) 1/6, b) 4/3, ¢) 9/2, d) 1/2, €) 1/3.

7.4.2) CS = 112,5, PS = 3375, b) CS = 384. PS = 128, ¢) CS = 250, PS = 250.
7.5.1167.



[l[wemrtmeoapmay ]

Kapitola se vénuje nekone¢nym Ciselnym fadam, problematice jejich konvergence a ur-
covani souctu fad, které jsou konvergentni.

]

e Zavést pojem nekonecné Ciselné fady.
e Zavést konvergenci a divergenci fad.

e Demonstrovat ekonomické aplikace ¢iselnych tad.
|

Ciselna fada, konvergence, divergence, soudet fady.

8.1. ZAKLADNi POJMY A VZTAHY

Ciselnou radou nazyvame soucet (realnych) ¢isel a, +a, +a, +...+a, = Zal. .
i=1

Je-li pocet scitancii kone¢ny, mluvime o konecné ciselné rade, je-1i pocet s€itancl ne-
kone¢ny (1 —> 0), jedna se o nekonecnou ciselnou radu:

a +a, +a;+ Za

V dal$im vykladu se budeme az na vyjimky zabyvat nekone¢nymi Ciselnymi fadami
(kratce jen ,,fadami).

n
Veli¢ina s, =Za,. se nazyva n-ty castecny soucet rady. Je to soucet prvnich n Clent
i=l
tady. Soucet Fady s je pak limitou posloupnosti ¢asteénych souctl s,:
lims, =
N—>0
Jestlize ma dané fada konecny soucet, nazyva se konvergentni. V opacném piipade¢, to
jest kdyz je soucet nekonecny anebo vitbec neexistuje, je fada divergentni.
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o0 o0
Nekonecna geometricka fada je fada ve tvaru Z a, = Z a, -q""

n=1 n=1

Soucet nekonecné geometricke rady:

a
§=—

l1-q’

q|<1.

K ur¢ovani konvergence/divergence ¢iselnych fad pouzivame kritéria konvergence, na-
piiklad podilové kritérium, odmocninové kritérium nebo integralni kritérium, podrobnéji
viz [1].

8.2. ULOHY

8.1. Urcete soucet geometricke fady:

50) .3
0 ZG d) z(

n=1

3[3

8.2. Ur¢ity film vydélal za prvni tyden promitani v kinech 50 milionti dolard. Producent
filmu odhaduje, ze kazdy nasledujici tyden budou trzby filmu klesat o a) 40 %, b) 30 %,
¢) 50 %. Odhadnéte celkové trzby filmu.

8.3. Rozhodnéte o konvergenci (divergenci) nekonec¢nych fad:

=1 =5
a) Z— b) Z;

n=0 n n=0
= = 2n
) D~ d) D=
n=1 n n=0
)s ny"
e n _
;2 n=1 n!
o0 n i 3
— h e
&) ;n! ) =~ Inn
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V2

-2 ¢

8.1.a) 2, b) 2/3, ¢) 1/3, d) divergentni, e) 1/4, f) ) divergentni, h) 7/4, 1) 5/2.

8.2. a) 125 mil., b) 167 mil., d) 100 mil.

8.3. a) divergentni, b) divergentni, ¢) konvergentni, d) konvergentni, e) divergentni, f) kon-
vergentni, g) konvergentni, h) divergentni, 1) divergentni.



9 FUNKCNI RADY

owvmamzomeray ]

Kapitola je vénovana nekone¢nym funkénim fadam, které predstavuji zobecnéni neko-
ne¢nych ciselnych fad, a problematice jejich konvergence.

N [

e Zavést pojem nekonecné funkeni fady.

e Zavést pojem konvergence funk¢ni fady a riznych typt konvergence.
|

E . A =

Funk¢ni fada, konvergence, obor konvergence, interval konvergence, absolutni konver-
gence.

9.1. ZAKLADNi POJMY A VZTAHY

Necht' f,(x), f,(x), f;(x), ... je posloupnost funkci. Nekonecnd funkcni Fada je sym-
bol:

Zf x) +f; (x)+..

Soucet funkéni fady je funkce s(x), kterou ziskame (stejn€ jako u nekonecnych Cisel-
nych fad) jako limitu posloupnosti ¢aste¢nych souéti s, (x)=_f,(x) +...+ £, (x):

Zf ) =lims, (x) = s(x)

n—>0

Rada je konvergentni, jestlize funkéni fada Y. f,(x) = £,(x) +£,(x)+... konverguje

n=1

k funkci s(x) na jisté mnoziné M.

konvergenci.
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Mnozina v§ech x € M, pro které fada konverguje (konverguje absolutn¢), se nazyva obor
konvergence (obor absolutni konvergence), a v dalsim textu bude znacen jako OK (OAK).

0
Mocninnd fada ma tvar: ch (x—a)". Interval konvergence mocninné fady

n=1
IK=(a—pa+p), kde a je takzvany stied fady a p je polomér konvergence, se uréi pomoci
nasledujicich limit:

Geometricka fada ma tento tvar: Z f"(x).

n=1
Oznacime-li f(x) = g, pak fada konverguje pro |q| <1, a soucet geometrické fady:

_ 4 _ S ) '
l-qg 1-f(x)

9.2. ULOHY

9.1. Urcete IK, OK a OAK u nasledujicich fad, u geometrickych fad urcete i jejich soucet.

0 0

a) HZ:;(JHLZ)" b) nz:;(x—S)"
c) 21()“;3)” d) 271()6—1)"

) 2en(x_1)" S (x;;)"

g De” hy S (x=2)"
&4y’ =
I)E > ) 215

miew%
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e

9.1. a) geometricka (i mocninna) fada, IK =0OK =(—3,—1), g=_ 2t f
X+

(i mocninna) fada, IK =OK =(4,6), 5= *= 56, ¢) mocninna fada, IK =(—4,-2),
+

, b) geometricka

OK :<—4,—2), d) mocninnd fada, IK=0K =(O, 2), e) mocninna fada,

IK =0K :(l—l/e,1+1/e), f) mocninna fada, IK = (3,5) , OK=<3,5), g) geometricka,
OK = (0,0, 5= 1

o h) mocninnd fada, ok = {2}, i) geometrickd i mocninna,
e

IK=0K =(~6,-2), s = - X2 §) geometricka i mocninna, /K = OK =(-5,5), s = —*
x+2 5-x
, k) mocninna i geometricka, OK = OAK :(—5,5), 5 = _xS .
X+
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10 UVOD DO OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

[l[wemrtmeoapmay ]

Kapitola je vénovana ivodu do diferencialnich rovnic a zdkladnim metodam feSeni di-
ferencialnich rovnic.

]

e Zavést pojem obycejné diferencialni rovnice
e Zavést pojem obecného a partikularniho feSeni.

e Demonstrovat zakladni metody feSeni diferencidlnich rovnic.
|

[Hlweomssommmmary ]

Diferencialni rovnice, obecné feSeni, partikularni feseni.

10.1. ZAKLADNi POJMY A VZTAHY

M¢jme funkci jedné proménné y = f'(x). Diferencialni rovnice je rovnice, ktera kromé x
a y obsahuje 1 derivaci (derivace) funkce y. Rad diferencialni rovnice je urCen nejvyssi
derivaci, mocnina u nejvyssi derivace urcuje stupern diferencidlni rovnice.

RozliSujeme tfi druhy feseni diferencialni rovnice:
e Obecné teseni je funkce y(x,C)vyhovujici dané rovnici a obsahujici (neur¢ité)
konstanty C; podobné¢ jako u neurcitého integralu.

e Partikularni feseni obdrzime z obecného feSeni tak, ze konstanty C; nahradime re-
alnym ¢islem, pfipadn€ mohou tyto konstanty vyplyvat naptiklad z takzvanych po-
¢ateCnich nebo okrajovych podminek.

o Singularni tesenti je teSeni, které nelze ziskat z obecného feseni pro zadné hodnoty
Ci,

Diferencidlni rovnice se separovatelnymi proménnymi ma obecné tento tvar:
P(x)+0@)y = 0nebo P(x)dx +Q(y)dy =0
kde P(x) a Q(y) jsou funkce (polynomy) proménné x, respektive y.
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Linearni diferencialni rovnice prvniho fddu ma nésledujici tvar:
yH+p(x)y =q(x)

kde p(x) a g(x) jsou dané funkce.

Resime ji metodou separace proménnych a variace konstanty.

Linearni diferencialni rovnice druhého tadu s konstantnimi koeficienty ma tento tvar:
vy +ay'+c = p(x)

kde a a c jsou reélna ¢isla.

Reseni hledame ve tvaru y = Cé", vice viz [1].

10.2. ULOHY

10.1. Urcete obecné a partikularni feSeni diferencialni rovnice.

a) y'=2x+5,(0)=1 b) y=1-x", y(1)=3
Q) y=2+1,y(1) =2 d) y=x' -3¢, )(0)=2
X

) V=x"+5x+3,1(2)=2

10.2. Urcete obecné feseni diferencialni rovnice se separovatelnymi proménnymi.

a) y'y =4x b) Xdx—2ydy=0
3
¢) y="- d) ¥y’ =x+1
Y
e) L = xz +1
y

10.3. Urcete obecné feseni linearni diferencialni rovnice prvniho fadu s nenulovou pra-
vou stranou.

a) y+xy = 2x b)y-2x-1)y=1-2x
) Y3 y=x

10.4. Urcete obecné feSeni linearni diferencidlni rovnice druhého fadu s konstantnimi
koeficienty.

a) 4y 6y =0 b) 47y 12y =0
C) y'+2y -3y =0 d) y'-4y+4y =0

€) y'+3y =10y =0
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]

10.1. a) obecné feseni: y=x"+5x+C, partikularni feSeni: y=x*+5x+1, b) obecné feseni:
x’ x 7
y=x-"- +C, partikularni feSeni: y= x—?+§, c) obecné feseni: y =21In|x|+x+C, parti-
4
kularni teSeni: y= 21n|x| +x+1, d) obecné feSeni: = % —x’+C, partikularni feSeni:

4 3 2
X . v x X TV
y=—-x"+2, e) obecné fefeni: y= 3 + 5? +3x+C, partikularni feSeni:

3 2
yzx—+5x—+3x+i).
3 2 3

. 2

10.2.2) P =4@+C, b) £ = )2 R PR
2.a =4 +(C,b) —=y"+C,c) 2 == 4c,d) =—=—+x+C,
)y ) 3= ) =5+ ) 35

L ix+C
e) y=e’
10.3.2) y=(2¢2 +C)e 2,b) y=(€" +O)e" ™, ¢) y=(- e_; +0)e”

10.4.2) y=Ce ™ +C,e™,b) y=Ce " +Ce ™, c) y=Ce " +Ce",

d) y=Ce™ +Cxe™, ) y=CGe ™ +C,e™.
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ZAVER

Studijni opora Sbirka uloh — Matematika v ekonomii je urcena studentlim prvniho roc-
niku navazujiciho studia na Obchodné podnikatelské fakulté Slezské univerzity. Jejim ci-
lem je poskytnout studentim dodate¢né mnozstvi tlloh k osvojeni a porozuméni diferenci-
alnimu a integralnimu poctu. Autor véfi, ze spolecné s diive vydanou publikaci Matematika
v ekonomii tak studenti ziskaji dostatecné mnozstvi uc¢ebniho materialu k uspéSnému ab-
solvovani tohoto predmétu.
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