MATEMATIKA V EKONOMII — PREDNASKA C. 4
(Parcialni zlomky a funkce dvou a vice proménnych)

ROZKLAD RACIONALNI LOMENE FUNKCE NA PARCIALNI
ZLOMKY

P(x)

e Raciondlni lomenou funkci nazyvame vyraz =
X

, kde P(x) a O()

jsou dané mnohocleny.
o Rozkladem na parcidlni zlomky rozumime rozklad dané racionalni

lomen¢ funkce na soucet jednodussich (parcialnich) zlomkii.

o Nejprve rozloZime jmenovatel Q(x) na soucin kofenovych cCiniteld, tedy
na soucin zavorek, v nichz je vZzdy (x — kofen Q), nebo nerozlozitelny
kvadraticky dvojc€len ¢i troj¢len.

« Pfirozkladu Q(x) mohou nastat tyto ptipady:

a) VSechny koteny Q(x), oznafime je x;, x» aZ xi jsou realna Cisla, a zadny
kofen se neopakuje (mé ndsobnost jedna). Pak:
P(x) P(x) A N B - K

Q(x)_(x—xl)~(x—x2)~...(x—xk) X=X X-—X, X=X,

b) VSechny kotfeny QO(x), ozna¢ime je x;, x; aZ xx jsou redlna cCisla, ale
ncktery koten, naptiklad x; se opakuje n-krat (fikdme, Ze ma nasobnost #). Pak:

P(x) P(x) A A A B K

n

= >+t + +...+
O(x) (x—x)"(x—x,)-..(x—x,) x—x (x—x) (x—x)" x-—x, (x=x,)

c¢) Jmenovatel obsahuje nerozlozitelny kvadraticky dvojclen nebo trojclen
nasobnosti jedna. Piikladem budiz napiiklad x* +1 nebo x*+2x+4. Pak:

P(x) P(x) _ Ax+B N C

O(x) (ax®+bx+c)-(x—x,)... (axz +bx+c) x—x




Tx—-9

Priklad 6.3. RozloZte na parcialni zlomky Ctx—6

3x+3
x+2)(x-1)"

Priklad 6.4. RozloZte na parcialni zlomky (



6x° +21x* +18x+5
(x+1)3x

Priklad 6.5. RozloZte na parcialni zlomky

N

ONLY
Odbocka: Jak délime mnohoc¢len mnohoc¢lenem?
(3»x3 +5x2 +5x+2):(x2 +x+1)

P(x)

Pokud v raciondlni funkci —= je stupen Citatele vétsi nez jmenovatele, nejprve
X

mnohocleny délime, teprve poté rozkladame.



3x° —3x+2

Priklad 6.5. Rozlozte na parcidlni zlomky IR



FUNKCE DVOU PROMENNYCH

- Funkce dvou proménnych: z = f(x, ).

- Napiiklad Cobb-Douglasova produkéni funkce Q(K,L)= AK“L” .

- Graf funkce dvou proménnych si lze predstavit jako plochu (,krajinu‘)
v trojrozmérném prostoru:

0
Obr. 4.6. Graf Cobb-Douglasovy funkce. Zdroj: Wikipedia.

-Defini¢ni obor funkce dvou proménnych tvoifi body [x, y], pro které ma
dana funkce smysl. Urcujeme jej graficky.

Piiklad 4.1. Urcete defini¢ni obor funkce f(x,y)= JX+y—=2.



Piiklad 4.2. Urgete defini¢ni obor funkce f(x,y) =+/x" +»> =9

Ptiklad 4.3. Uréete defini¢ni obor funkce f(x,y) = log(xz -y ) :



Priklad 4.5. Urcéete defini¢éni obor funkce f(x,y)= \/x +y+ \/x -y

- Derivace funkce dvou proménnych: Necht’ funkce f(x,y) je funkci dvou
proménnych x a y. Derivaci funkce dvou proménnych podle jedné z nich
nazyvame parcidlni derivace. Pro parcialni derivace funkce Jf(X,)) podle x
respektive y uzivame nasledujici znacent:

of (x,)
ox

U (x,»)
y

Definice parcidlnich derivaci se zavadi obdobné jako derivace funkce jedné

. fl(xy), f. ,respektive . fl(xy), f)

proménné:

f(x+Ax,y)—f(x,y)
0 Ax ’

fe(x,y)= lim

, e Sy +AY) - f(x, )
fy(an’)—AI;IEO Ay .

Pti vypoctu parcialni derivace podle x postupujeme tak, ze y povaZzujeme za
konstantu (pouze ji opisujeme) a funkci f(x,y) derivujeme podle x. Pii vypoctu

parcialni derivace podle y postupujeme piesné opacné.



Priklad 4.6. Vypoctéte parcialni derivace funkce S(x,p)= xzy + 2y3 )

Piiklad 4.7. Vypoététe parcialni derivace funkce f(x,y) = x’e’ + ln(xy)



- Druhé derivace funkce dvou proménnych:
o’ f
ox’
o’ f
Druha derivace podle y: ?

'S af

SmiSena derivace: % respektive Byox

Druh4 derivace podle x:

U smiSené derivace nezalezi na potadi derivovani (véta o zaménnosti
2 2
of oOf
oradi derivovani), plati tedy: = .
P )P Y Ox0y  Oyox

Piiklad 4.8. Vypoététe druhé parcialni derivace funkce f(x,y)=2x>—6xy+5.



- Cobb-Douglasova produkc¢ni funkce udava zavislost produkce QO na
praci L a kapitalu K:
Q=A4KDL (4.1)

Ve vztahu (4.1) jsou A4, a, b kladné¢ konstanty. Konstanta 4 souvisi
s technologickym pokrokem: pfi stejném K a L vyS$$i A znamenad, ze je produkce
vys$$i (ze stejného mmnozstvi kapitalu a prace se vyprodukuje vice diky
efektivnéjSim technologiim). Podle hodnoty a + b fikdme o produkcni funkei,
Ze ma:

« konstantni vynosy z rozsahu, je-li a+b =1
« rostouci vynosy z rozsahu, je-li a+b>1
 klesajici vynosy z rozsahu, je-li a+b<1.

- Mezni produkt prace a kapitalu

Derivacemi produkéni funkce podle prace respektive kapitdlu ziskame mezni
produkt prace MP; respektive mezni produkt kapitalu MPy:

MP, :6_Q
oL’
mp, =2
oK

Piiklad 4.9. Je ddna Cobb-Douglasova funkce O =80K L7 Urcete:
a) mezni produkt prace a kapitalu,
b) mezni produkt prace pro K =100 a L = 50.



- Funkce uzitku: Méjme n druhli zboZi, jejichz mnozstvi bud’ Qi, O, ..., On.
Ptredpokladejme, Ze spotiebitel je schopen piifadit kazdé skupiné zbozi jednu
hodnotu, ktera vyjadiuje wuZitecnost (uzitek) dané skupiny zbozi. Zminéné
pfifazeni nazyvame funkce uzitecnosti (utility fiction), a zapisujeme:

U@,0,,-.9,)

V dalSim vykladu se omezime pouze na funkce uziteCnosti dvou
proménnych.

U{Qi)A

Qi
Obr. 4.8. Obvykly tvar funkce uzitku.

- Mezni uzite¢nost (uzitek) je derivace uzitku:

- UG,0....,0,)
’ )




Priklad 4.10. Je dana  funkce wuziteCnosti pro dva  druhy
zboziU(Q,,0,) = 0,10, . Zjistéte, zda je spotiebitelem preferovan stav Q; = 10,
0> = 5 nebo stav s hodnotami O, =7, 0, = 8.

Priklad 4.11. Vypoctéte mezni uzitek MU; a MU, pro funkci U = Q10’5 : 3 2

a) obecng,
b) pro O;=10a O, = 8.



Priklad 4.12. Pan Toma§ ma k dispozici diichod 200 jednotek (naptiklad eur).
Miize si za né koupit dva statky, které maji cenu P; = 4 a P, = 2 jednotky.
Funkce uzitku U pana Tomase je dana takto: U (0,0,)=0,-0,, kde 0, je
mnozstvi prvniho statku a Q, je mnoZstvi druhého statku. Jaké mnozstvi statkli

ma pan Toma§ koupit tak, aby maximalizoval svilij uzitek a pfitom utratil
veskery diichod?



