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MATEMATIKA V EKONOMII- seminar ¢. 6 — Extrémy a vazané extrémy
funkce dvou proménnych

EXTREMY FUNKCE

¥ _o_,

ox Oy

Funkce miize mit extrémy jen v bodech, kde jsou vSechny prvni parcialni derivace rovny nule
(stacionarni body) nebo nekteré derivace neexistuji. O maximu, minimu nebo inflexnim bodu
rozhodneme podle 2. parcidlnich derivaci, znichZz sestavime Hesseovu matici (resp.
determinant zvany hessidn):

Nutna podminka lokalniho (i globalniho) extrému:
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Do hessianu dosadime soufadnice ,,podezielého bodu C a oznac¢ime: D; = Z{ (C), Dy =
X
Hi(C). Pro uréeni extrému plati nasledujici pravidlo:
] D> 0: v bodé C je EXTREM, a to (lokalni ostré) MINIMUM, pokud je D; > 0; a
(lokalni ostré¢) MAXIMUM, pokud je D1 <0.
[0 D2 <0:vbode C je sedlo (inflexni bod).
[0 D2 = 0: vdaném bod¢ miize (ale nemusi) byt extrém, o extrému se musi rozhodnout
jinym zpisobem.

1. Urcete lokalni extrémy funkce: f(x,y)=x" —2xp+y .
Vysledek: bod C =[1/2,1/2] je inflexni bod.

2. Urcete lokalni extrémy funkce: f(x,y)=x>+)y" +xp—x+2y .
Vysledek: bod C = [4/3,-5/3] je minimum.

3. Najdgte lokalni extrémy funkce: f(x,y)=x>+2)y" —6x+8 .
Vysledek: bod C =[3,0] je minimum.

4. Urcete lokalni extrémy funkce: f(x,y)=x" —xy+y.

Vysledek: bod C =[1,3] je inflexni bod.

5. Najdéte lokalni extrémy funkce: f (x, y) =2xy—3x> =2y* +10.
Vysledek: bod C =[0,0] je maximum.
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6. Urcete lokalni extrémy funkce : f (x, y) =y- % + ln(x - y) .

Vysledek: bod Ci =[1,0] je maximum a bod C> = [-1,-2] je inflexni bod.

VAZANE EXTREMY

Krom¢ funkce f(x,y) je jest¢ zadana vazba (omezujici podminka pro x a y) ve tvaru
g(x,y)=0. Hleddme extrémy funkce f(x,y), které jsou vazany (lezi na) kiivkou
g(x,y)=0.

Budeme pouzivat dvé metody:
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a) Dosazovaci metoda: z vazby g(x,y)=0vyjadiime x nebo y a dosadime do f(x,y),

¢imz ziskame funkci jedné proménné, a extrémy tedy hleddme podobné jako u funkce
jedné proménné.
b) Lagrangeova metoda: sestavime Lagrangeovu funkci L(x,y,A)= f(x,y)+ Ag(x, ),

kde A je Lagrangetiv multiplikator. Poté vypocteme parcialni derivace L a polozime je
rovny 0. Jako tfeti rovnici pro tfi neznamé x, y, 4 pouzijeme rovnici vazby. VyfesSime
soustavu a vysledné ,,podezielé” body C dosadime do hessianu.

Pro ur¢eni extrému plati nasledujici pravidlo:

] D> 0:vbodé C je EXTREM, a to (lokalni ostré) MINIMUM, pokud je navic D; > 0;
a (lokalni ostré¢) MAXIMUM, pokud je Di <0.
[0 D2 £ 0: o extrému se musi rozhodnout jinym zptisobem.

1.) Uréete vazané extrémy funkce f(x,»)=x"+1>, g(x,y):x+y+2=0.

Vysledek: bod C; = [-1,-1] je minimum.

2.) Urdete vazané extrémy funkce f(x,y)=2x+y—1, g(x,y):x*+y° —4=0
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3.) Urcéete vazané extrémy funkce f(x,y)=xy, g(x,y):x+y+2=0.

Vysledek: bod C; = [-1,-1] je maximum.

Vysledek: maximum [

V praxi reprezentuje vazbova podminka rozpoctova omezeni. Napiiklad investor, ktery chce
maximalizovat zisk investici do dvou produktl x a y, mize mit rozpoctové omezeni ve tvaru
Y =ax + by, kde a a b jsou ceny produktu x respektive y, a Y je rozpocet investora.



