MATEMATIKA V EKONOMII — PREDNASKA C. 8:
Urdity integral a jeho aplikace

URCITY INTEGRAL

NEWTONUV URCITY INTEGRAL

Definice 8.1.: Necht funkce f(x) je spojita na otevieném intervalu J.
Newtonovym urcitym integrdalem funkce f(x) od a do b (na intervalu

b
(a,b) = J) nazyvime symbol J. f(x)dx, kde a je horni integracni mez a b je

dolni integracni mez.

- Vypocet urcit¢ho integralu provadime pomoci Newtonova-Leibnizova
vzorce:

b
[ f(o)dx = F(b)-F(a) (82)
- Zatimco neurcity integral je funkce (ptesné€ji mnoZzina funkci liSicich se o
konstantu C), je urcity integral islo, které vypocteme ze vztahu (8.2). Vyznam
integracni mezi spociva v tom, Ze nam tikaji ,,odkud kam integrujeme*‘.
- Zakladni vlastnosti urcit¢ho integralu:
i) j F(x)dx=0
b a
i) [ f(x)dx == f(x)dx
ab ' b
111) _[ of (x)dx = cI f(x)dx
. Z ‘ b b
iv) j [/ (x) % g(x)]dx = j F(x)dx £ j g(x)dx

V) jf(x)dx =j. f(x)dx + jf(x)dx , be(a,c)

- Uziti urcitého integralu je velmi Siroké, zvIaste v ptirodnich a védach a
technickych oborech. Urcity integral se pouziva nejcastéji k vypoctu:

« obsahu plochy ohrani¢ené danymi kiivkami
« délky kiivky
« objemu rota¢niho télesa



o povrchu rota¢niho télesa
 pfifeSeni diferencidlnich rovnic s okrajovymi podminkami

V ekonomii miizeme urcity integral vyuzit k vypoctu:
« celkovych veli¢in z meznich (marginélnich) veli¢in, naptiklad celkového
pfijmu z mezniho piijmu,
« celkové veliCiny, je-li dan jeji tok ¢i intenzita.
« k vypoctu piebytku spotiebitele a vyrobce v podminkach dokonalé
konkurence
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Priklad 8.1. Vypodtéte: I x“dx .
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Obr. 8.2. Obsah plochy pod kiivkou y = x>
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Piiklad 8.2. Vypoltéte: I x“dx.
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Priklad 8.3. Vypoctéte: J.x3dx :
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Priklad 8.4. Vypoctéte: I (3x2 —4x+ 1) dx
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Priklad 8.5. Vypoctéte: .(E edx.



Priklad 8.6. Vypoctéte: ISiﬂ xdx .
0
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Priklad 8.8. Vypoctéte: J; dx :
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Varovny p¥iklad 8.9. Vypoctite: j - dx
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METODA PER PARTES V URCITEM INTEGRALU

Metodu per partes jsme zavedli v Kapitole 6. Pro ur€ity integral pii uziti
této integracni metody plati:
b by

JuG)-v(x)dbe =[u(x) - v(x)] = [ux)-v(x)dx (83)

a a a
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Piiklad 8.10. Vypoctite: | xe'dx
1



Piiklad 8.11. Vypoctéte: jx *In xdx
1

SUBSTITUCE V URCITEM INTEGRALU

- Pfi substituci v urCitém integralu nahrazujeme nejen integrovanou
funkci, ale také integracni meze!

Véta 8.1. Necht funkce f(x)je spojita v intervalu (a,b), necht ¢ (t) a ¢1t)
Jsou spojité funkce v intervalu (a,p), pricemz necht ¢(a) = a, @(3) = b,

necht' ¢'(t) je ryze monotonni v {(a, ). Potom:

b B
[ f(x)ax =] flp(0)]p'(t) dr (8.4)

Uziti Véty 8.1, respektive vztahu (8.4) si pfedvedeme na nekolika feSenych tlohéach.
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PFiklad 8.13. Vypostéte: | (2x+1) dx

0

Priklad 8.14. Vypodtéte: Ix X* +2dx

0



Priklad 8.15. Vypodtéte: [sin” xcosxdx
0

APLIKACE URCITEHO INTEGRALU

Urcity integrdl ma mnoho aplikaci pfedevS§im v technickych a
ptirodovédnych oborech. Lze jej vyuzit naptiklad k vypoctu:
« obsahu plochy omezené danymi kiivkami

« objemu rotacniho télesa
+ plochy rota¢niho télesa
« délky kiivky (rektifikaci)

« ResSeni diferencidlnich rovnic s danymi okrajovymi nebo pocatecnimi
podminkami



OBSAH PLOCHY VYMEZENY DANOU KRIVKOU
A OSOU X NA DANEM INTERVALU

Nejjednodussim uzitim urcitého integralu je vypocet obsahu plochy pod
(nad) danou kiivkou, tedy mezi danou kiivkou a osou x (viz Obr. 9.1.).

Véta 9.1. Necht' y = f(x) je (vSude) nezdporna funkce na intervalu (a,b). Potom obsah
plochy S vymezeny kiivkami y = f(x), x = a, x = b a y = 0 vypocteme uzitim Newton-
Leibnizovy formule:

S = [ f(x)dx = F(b)- F(a) 9.1)

Piiklad 9.1. Vypottéte obsah plochy pod kiivkou y = x” na intervalu (0,1).

Obr. 9.1.

Pokud je funkce y=f(x) na daném intervalu (a,b) zéporna, dostaneme
uzitim vztahu (9.1) obsah plochy rovnéz zaporny, coz je z geometrického
hlediska nesmysl. V tomto piipadé tedy musime vzit misto funkce y=f(x) jeji
absolutni hodnotu, ¢imzZ je zarucen kladny vysledek:

§ =1/ @) dx=|F(®)~F(a) 9.2)



Priklad 9.2. Vypoctéte obsah plochy pod kiivkou ) = x’na intervalu (-1,0).

Obr. 9.2.

Pokud je funkce y=f(x) na intervalu (a,b) kladna i zapornd, rozdélime
interval (a,b) na nékolik dil¢ich na sebe navazujicich intervali tak, aby

v kazdém takovém intervalu byla dana funkce bud’ jen kladné nebo jen zaporna.
Vypocteme obsahy ploch pod (nad) danymi useky funkce a vSe nakonec
seCteme.



Priklad 9.3. Vypodtéte obsah plochy vymezené kiivkou y=x’, osou x, a
pfimkami x=-1 a x=2 (viz Obrazek 9.3).




Obsah plochy sevirené dvéma a vice kiivkami

Obsah plochy mezi kiivkami f{x) a A(x), kde A(x) je horni kiivka a f(x) dolni
kiivka, a kde a a b jsou pruseciky obou kiivek, pocitame podle vztahu:

S :Jj(h(x)—f(x))dx (9.3)

Priklad 9.4. Vypoctéte obsah plochy seviené kiivkami y=x? a y=+/x (viz Obr.
9.4).

y =vx

Obr. 9.4.

Priklad 9.5. Vypoctéte obsah plochy seviené kiivkami y=x* a y=2x (viz Obr.
9.5).



OBJEM ROTACNIHO TELESA

Objem ¥V rota¢niho télesa, které vznikne rotaci kiivky y = f(x) kolem osy x
na intervalu (a,b) pocitame ze vztahu:

V= ﬂifz (x)dx



Podobné lze vypocitat objem rotacniho télesa, pokud rotujeme kiivku
kolem osy y, pak jen zaménime x za y.

Priklad 9.7. Vypoctéte objem télesa (jde o rotacni paraboloid), které vznikne
rotaci kfivky y =+/x kolem osy x na intervalu (a,5)=(0,3).

Piiklad 9.8. Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci kiivky y=x* kolem
osy x na intervalu (1,2).

CELKOVY PRIJEM JAKO URCITY INTEGRAL INTENZITY TOKU PRIJMU

Celkovy pfijem miize byt v n€kterych situacich dan jako soucet toku piijmu
za né¢jakeé obdobi. To je typické pro piijmy telefonnich operatorfi, obchodnich
fetézcl, apod., kde Ize tok ptijmli povaZzovat za spojity (tyto spolecnosti inkasuji



od zdkaznika kazdou sekundu), nebo diskrétni, coz je ptipad nejriznéjSich rent,
dividend, apod. V obou piipadech lze intenzitu toku modelovat pomoci
spojitych funkci (které 1ze derivovat a integrovat).

Celkovy prijem TR za obdobi (t;t,), jestlize funkce f(¢) vyjadiuje intenzitu
toku prijmu (velikost renty) v Case ¢, se vypocte jako:

TR =[j2f(z)dt (9.4)

4

Priklad. Okamzity tok penéz do urcité financni instituce je vyjadien funkci

1
f@)= 2¢° ~ K¢&. Urcete celkovy tok za obdobi od =1 do t=10.

PREBYTEK SPOTREBITELE A VYROBCE V PODMINKACH DOKONALE
KONKURENCE

Vime, Ze priseCik Pp je pruseCikem kiivky nabidky a poptavky, a je
nazyvany rovnovazna cena. Nékdy jsou spotiebitelé ochotni zaplatit cenu, ktera
je vySsi nez rovnovazna cena Py za kazdou jednotku produkce. V tomto ptipadée
spotiebitelé ziskavaji tim, Ze jsou schopni koupit produkt za nizsi cenu Pg.



P
Cena za
jednotku
P=5(Q)
Prebytek
spotiebitele
(Qk. Pr)
Prebytek —t P=D(Q)
vyrobce
Qe Mnozstvi 0

Obr. 9.6. Zdroj: Godulova et. al. (2000).

Prebytek spotrebitele CS (customer surplus) je dan plochou oblasti nad
horizontalou P = P a pod kiivkou poptavky, viz Obr. 9.6. Plocha této oblasti se
vypocte jako plocha pod kiivkou poptavky na intervalu (0,Qr) minus plocha
obdélnika s Sitkou Qra vyskou Pg. Prebytek spotiebitele CS je tedy:

o
CS = | D(Q)dQ -0, P, (9.5)
0
Producent, ktery je ochoten nabizet produkt za cenu pod Pg, bude
realizovat zisk z prodeje produktu za cenu Pg Prebytek vyrobce PS (producer
surplus) je dan plochou oblasti pod horizontalni kiivkou P = Pg a nad kfivkou
nabidky, viz Obr. 9.6. Graficky je PS urCeno jako plocha obdélnika o Sifce Or a

vySce Pr minus plocha oblasti pod kiivkou nabidky na intervalu (0, Q).

Ptebytek vyrobce (PS) je tedy:

QE
PS=0,P, - [ S(0)d0 (9.6)



Priklad 9.12. Vypoctéte prebytek spotiebitele a ptebytek vyrobce v podminkach
dokonalé konkurence za ptedpokladu, Ze funkce nabidky S(Q)=4+Q a funkce
54

poptavky D(Q) = ol



