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UVODEM

Studijni opora Matematika v ekonomii je uréena poslucha¢im prezen¢ni i kombinované
formy navazujiciho magisterského studia na Obchodné podnikatelské fakulté Slezské uni-
verzity v Karviné. Jeji obsah odpovida sylabu stejnojmenného jednosemestralniho pted-
métu, tedy Matematice v ekonomii. Do roku 2012 byl tento predmét vyucovan pod ndzvem
Matematika.

Obsahem Matematiky v ekonomii je diferencialni a integralni pocet funkce jedné a vice
realnych proménnych, a jeho aplikace v ekonomické oblasti. Protoze je opora urcena stu-
dentim s Casto jen zakladnimi znalostmi matematické analyzy (pfedpokladem je absolvo-
vani zédkladniho kurzu matematiky pro fakulty s ekonomickym zamétenim), je jeji text for-
mulovan tak, aby byl pro ¢tenafe co nejvice srozumitelny. Proto v textu chybi v matema-
tické literatufe obvykla struktura Definice-V¢éta-Diikaz, stejné jako diikazy matematickych
vet. Matematicky formalismus je pouzivan jen v nezbytné nutné mife, véty a definice jsou
Casto zjednoduSeny (ovSem pii zachovani jejich formalni spravnosti) a opatteny vysvétlu-
jicimi komentafi.

Studijni opora je ¢lenéna do dvanacti kapitol. Kazdé kapitola obsahuje nové matema-
tické pojmy, véty a piislusné matematické vysledky, ilustra¢ni obrazky, Glohy a postupy
pii jejich feseni, ekonomické aplikace a v zdvéru kazdé kapitoly najde ¢tenaf soubor tloh
k procviceni s vysledky. Samotny vyklad uciva je zalozen na velkém mnozstvi feSenych
ptikladti rizné obtiznosti.

Distan¢ni prvky pouzité v této opote zahrnuji, mimo jiné:

\
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b
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RYCHLY NAHLED STUDIJNi OPORY

Studijni oporu lze rozd¢lit do 6 zakladnich Casti:

e Funkce jedné realné proménné.

e Funkce dvou redlnych proménnych.
e Neurcity a urcity integral.

e Nekonecné Ciselné fady.

e Nekonecné mocninné fady

e Diferenciélni rovnice.

Kazda ¢ast obsahuje definice novych pojmi a jejich vysvétleni, feSené tllohy a samostatné
ulohy s vysledky.
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1 FUNKCE JEDNE REALNE PROMENNE

owvmamzomerar ]

Kapitola obsahuje zakladni pojmy z oblasti diferencialniho poc¢tu jedné proménné, tedy
pojem funkce, grafu funkce, vlastnosti funkce, zakladni funkce a transcendentni funkce,
polynomy. Daéle jsou zde diskutovany ekonomické funkce, jako je funkce poptavky a
nabidky, nebo rovnovéaha na trhu.

e i

Cilem této kapitoly je, aby student ziskal nasledujici dovednosti:

e Ur¢it definicni obor funkce a jeji obor hodnot.

e Um¢ét nacrtnout graf funkce.

e  Umét provadét jednoduché vypocty s exponencidlni a logaritmickou funkci.

e Umét upravovat polynomy.

o Um¢ét fesit linearni a kvadratické rovnice, a soustavy linearnich rovnic.

e Um¢ét najit rovnovahu na trhu graficky i vypoctem, jsou-li zadadny funkce poptavky
a nabidky,

|
rkcovhsiommprory ]
Funkce, defini¢ni obor, obor hodnot, graf funkce, zédkladni funkce, funkce poptavky a
nabidka, rovnovaha na trhu.

|
4-6 hodin



Funkce jedné realné promeénné

1.1 Pojem funkce

Stézejnim pojmem matematiky (a také ekonomie) je pojem funkce. Funkci rozumime pted-
pis, ktery kazdému cislu x zjedné mnoziny (definicniho oboru) pfifadi pravé jedno
¢islo y z druhé mnoziny (oboru hodnot). Dilezité je spojeni ,,pravé jedno®, které vyjadiuje,
ze kazdému ¢islu x je pfifazeno presné jedno y. Pokud by nékterému x bylo ptifazeno vice
¥, nejednalo by se uz o funkei, ale jen o relaci.

Funkei obvykle znacime pismenem f'(g, 4, ...), defini¢ni obor funkce jako D(f) nebo D,

a obor hodnot H(f) nebo H ,. Funkéni predpis se znaci y = f(x), napiiklad y = X+l

Proménnd x se nazyva nezavisla promenna (argument), promeénnd y je zavisla promennd.

Uzavieny interval bude dale oznaCovan <a,b>, otevieny interval (a,b) a souradnice bodu
[a,,a,].

Je-li mozné upravit funkci na tvar y = f(x), nazyva se takova funkce explicitni. Nékteré
funkce vSak takto vyjadfit nelze, ptikladem muze byt napiiklad funkce y = x +In y . U této

funkce neni mozné osamostatnit y na levé strané. Takové funkce nazyvame implicitni, a
zapisujeme je ve tvaru f(x,y)=0.

Funkce vyjadiuji zavislost jedné veliCiny na jiné veli¢in€. V ekonomii se nejcastéji setka-
vame s funkcemi poptavky, nabidky, pfijmu, naklada, uzitku, produkce, atd.

Funkce mohou byt definovany pro riizné ¢iselné obory (mohou to byt ¢isla pfirozena, cela,
realna, komplexni, redlna kladna, apod.). V ekonomii se vSak s komplexnimi Cisly obvykle
nesetkdme, proto se budeme zabyvat pouze redlnymi funkcemi redlné proménné (kde x 1 y
jsou realna ¢isla, ktera znacime symbolem R), pti¢emz ptivlastek ,,redlny* bude dale kvili
jednoduchosti vyjadfovani vynechavan.

V odstavcich vyse jsme zavedli pojem funkce jedné promenné. Obecné vsak miize jedna
veli¢ina (napftiklad z) zaviset na vice veliCinach (x, y, u, ...). To je v ekonomii Casty jev.
Napiiklad produkce Q zavisi na kapitalu K a praci L (viz Cobb-Douglasova funkce). Tako-
véto funkce se oznacuji jako funkce vice proménnych, a je jim vénovana Kapitola 4.

V nasledujicich kapitolach se budeme vénovat zakladnim pojmim a vlastnostem funkci
jedné realné proménné, k opakovani této problematiky lze doporucit napiiklad ucebnici
Polak (2008).

1.2 Graf funkce

Grafem funkce y = f(x) nazyvame mnozinu vSech bodl o soufadnicich [x, f (x)], kde

x € D(f) . Grafem linearni funkce je ptfimka, kvadratické funkce parabola, nepifimé umér-

nosti hyperbola, atd.

10
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Vybrané grafy zakladnich funkci (linedrni, kvadratické, mocninné, nepfimé umeérnosti, lo-
garitmické a exponencidlni) lze najit na nésledujicich strankach. Grafy téchto funkci by
mél znat kazdy student ekonomie.

Uzite¢nost grafu funkce spociva v tom, ze piehledné znazoriuje zévislost x na y, a je mozné
z n¢j vycist vlastnosti funkce (naptiklad zda funkce v daném intervalu klesa nebo roste, kde
nabyvéa maxima a minima, apod.). Priseciky grafu funkce s grafem jiné funkce jsou body,
kde jsou si obé funkce rovny, coz byvéa v ekonomické teorii interpretovano jako stav rov-
novahy (naptiklad mezi poptavkou a nabidkou). Vlastnosti funkce

vvvvvv

Definicni obor funkce D(f): je mnoZina vSech x, pro néZ ma smysl funkéni pfedpis
v = f(x). Smysl uréovani defini¢niho oboru spoc¢ivd ve vymezeni hodnot x, pro které je
(respektive neni) predpis y = f(x) definovan. V ekonomii plati, ze vétSina veli¢in mize
nabyvat pouze kladnych hodnot, nebot’ naptiklad zdporna poptavka, nabidka, cena nebo

produkce postradaji ekonomicky smysl, podobné jako naptiklad v geometrii nema smysl
zaporna délka nebo objem.

Je uzite¢né si pamatovat, 7e funkce ve tvaru polynomu (napt. y=x" +2x° —6x+4) a ex-

ponencialni funkce maji defini¢ni obor vzdy rovny R. Pak existuji funkce, kde se defini¢ni
obor obecné nerovna R, a mezi né patii predevs§im tyto:

e raciondlni lomené funkce (zlomky s proménnou x ve jmenovateli): jmenova-
tel nesmi byt roven nule,

o logaritmické funkce: vyraz v logaritmu musi byt kladny,

e odmocninné funkce: vyraz pod odmocninou musi byt nezdporny,

e tangens a cotangens: vyraz ve jmenovateli (tedy cosinus, resp. sinus) nesmi
byt roven nule.

e arcsinus a arccosinus: definicnim oborem je interval <— 1,1>.

Urceni defini¢niho oboru dané funkce si pfedvedeme v nésledujicich tlohach.

pesedoonars [

Urcete defini¢ni obor funkeci:
a)fi y=~3x-1

x+5

-1

b)fy=

c)f:y:log(4—x2)

11
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d)ﬁy:\/xz—x—2+ !

x—2

Reseni:
a) Vyraz pod odmocninou musi byt nezaporny:

3x-120,
, y . 1 1
odtud po tpraveé obdrzime x > 3 atedy D(f) = 5’00)'

b) Jmenovatel zlomku se nesmi rovnat 0:
x*—-1#0,
Upravime na sou¢inovy tvar podle vzorce: x” —1=(x+1)(x—1)=0,
dostavame: x, #—1 a x, # 1. Do defini¢niho oboru tedy patii vSechna realna cisla kromé
—1 a 1, coz zapiSeme takto: D(f)=R— {—1, 1} .
¢) Vyraz v logaritmu musi byt kladny:
4-x*>0,
Tuto kvadratickou nerovnici upravime na soucinovy tvar podle vzorce:
2+x)2-x)>0
Tuto nerovnici vytesime znaménkovou metodou. Najdeme nulové body obou zavorek:
—2 a2, ananeseme je na ¢iselnou osu, viz Obr. 1.1. Tim ziskédme tii intervaly (bez nulovych

bodr): (—0,-2),(-2,2) a (~2,0).

Zvolime libovolné ¢islo z prvniho intervalu, naptiklad —10, dosadime je do nerovnice
(2+x)(2-x) >0, a zjistime znaménko vyrazu na levé stran¢: znaménko je kladné. Nad

interval si napiSeme ,,—. Podobn¢ najdeme znaménka i pro dal$i dva intervaly: prostiedni
interval méa znaménko ,,+ a pravy interval ,,—. Nulové body -2 a 2 do defini¢niho oboru
nepatfi, nebot’ v nerovnici (2 + x)(2—x) >0 neni rovnost. Defini¢ni obor zadané funkce

tvofi ty intervaly, nad kterymi je znaménko plus, tedy prostiedni interval.

Defini¢ni obor D(f)=(-2,2).

12
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Obr. 1.1.

d) y=4x"-x-2+

x—2

Dana funkce obsahuje dv¢ dil¢i funkce: odmocninu a zlomek. Nejprve se budeme zabyvat
odmocninou. Vyraz pod odmocninou musi byt nezaporny:

X =x-220
Tuto kvadratickou rovnici upravime na soucinovy tvar:
(x=2)(x+1)=0

Zavorky vySe bud’ uhadneme, nebo je vytvorime tak, Ze piSeme: (x — prvni kofen)(x — druhy
koten).

Déle postupujeme znaménkovou metodou stejné jako v predchozim piikladu: nulové body
jsou —1 a 2, které ndm opét rozd€li Ciselnou osu na tii intervaly se znaménky postupné ,,+*,
—— a1t Krajni body tentokrat do defini¢niho oboru patfi.

Z druhé¢ ¢asti zadané funkce, zlomku , dostavame x # 2, proto vysledny defini¢ni

x—=2

obor je: D(f) = (—oo,—l)u(Z,oo). |

Obor hodnot H(f'):je mnozina vSech y, které ziskdme z funkéniho pfedpisu y = f(x) pro
vSechna x z defini¢niho oboru. Je-li funkce y = f(x) omezend (viz nize), je rovnéZ obor
hodnot omezeny.

Monotonnost: funkce je na intervalu / < R monotonni, pokud je na tomto intervalu ros-
touct, klesajici, nerostouci nebo neklesajici.

Funkce je na intervalu I:

- rostouci, pokud pro viechna x,,x, € I, x, <x,, plati: f(x)< f(x,),
- klesajici, pokud pro vSechna x,,x, € I, x, <x,, plati: f(x))> f(x,),

- nerostouci, pokud pro viechna x,,x, € I, x, <x,, plati: f(x)> f(x,),

13
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- neklesajici, pokud pro viechna x,,x, € I, x, <x,, plati: f(x)< f(x,).

Extrémy funkce: extrémy funkce je souhrnné oznaceni pro maxima a minima funkce. Roz-
liSujeme extrémy globalni (nejveétsi, resp. nejmensi hodnota funkce na celém definicnim
oboru) a lokalni (nejvétsi, resp. nejmensi hodnota funkce jen na ¢asti definiénim oboru).

e Funkce ma v bod¢ a globalni maximum, jestlize pro vSechna x ( x # a ) z defini¢niho
oboru je f(a)= f(x).

e Funkce ma v bod¢ a globdlni minimum, jestlize pro vSechna x (x # a ) z defini¢niho
oboru je f(a)< f(x).

e Funkce ma v bod¢ a lokalni maximum, jestlize pro vSechna x (x # a) z né¢jakého
okoli bodu a je f(a)2 f(x).

e Funkce ma v bodé€ a lokalni minimum, jestlize pro vSechna x (x # a) z né¢jakého
okoli bodu aje f(a)< f(x).

Okolim bodu @ nazyvame otevieny interval (a — 8, a + &). Plati-li v pfedeslych vztazich os-
trd nerovnost (“>" nebo “<”), je extrém ostry, v opacném piipadé neostry.

K ur€eni extrému se vyuzivaji prvni a druhé derivace funkce (viz Kapitola 2). Zjistovani
extrému funkce ma znany ekonomicky vyznam, nebot’ je zddouci snazit se naptiklad mi-
nimalizovat ndklady ¢i maximalizovat piijmy (zisk). Na zavér poznamenejme, Ze funkce
nemusi mit zadny extrém. Napiiklad funkce y = 2x + 1 nemd maximum ani minimum,

re¢

nebot’ maximum i minimum ,,mizi“ v nekonec¢nu.

bl oomee-ouemosrrmes

Omezenost funkce: funkce je omezend shora, jestlize existuje takové redlné cCislo 4, ze
f(x)<h pro vSechna x z definicniho oboru funkce. Podobné, funkce je omezend zdola,

jestlize existuje takové redlné Cislo d, ze f(x)>d pro vSechna x z defini¢niho oboru
funkce. Pokud je funkce omezend shora i zdola, fikame kratce, Ze je omezend.

24

Hodnoté 4 v predeslé definici se také fika horni zavora. Je-li funkce omezena shora, exis-
tuje téchto hornich zavor nekone¢né mnoho, a ta nejmensi se nazyva supremum (znaci se
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sup). Supremum je zobecnénim pojmu maximum, nebot’ nékteré mnoziny nemusi mit ma-
ximum, jako naptiklad otevieny interval 4 = (0,1) , ale supremum existuje vzdy (v uvede-

A4

ném piipadé je sup 4 = 1). Hodnoté d se téz tika dolni zdvora. Je-1i funkce omezenad zdola,
existuje téchto dolnich zavor nekonecné mnoho, a ta nejvetsi se nazyva infimum (znaci se
inf). Infimum je zobecnénim pojmu minimum, nebot’ nékteré mnoziny nemusi mit mi-

nimum, jako naptiklad otevieny interval 4 = (0, 1) , ale infimum existuje vzdy (v uvedeném

piipadé je inf 4 = 0).

V ekonomii jsou vS§echny funkce omezené, nebot’ produkce, piijmy, naklady, prace, kapital
¢i zdroje surovin nejsou nekonecné.

Funkce y = f(x)se nazyva prostd, jestlize plati:

Vx, X, € D(f),x # %, 0 f (%) # f(x,).

Formalni zapis v predesli¢ definici fika, ze pro vSechny riizné hodnoty x z defini¢niho oboru
musi byt hodnoty y rizné (zddna hodnota y se nesmi opakovat).

Prostou funkci je napiiklad funkce y = 2x +1 nebo y = x°, piikladem funkce, ktera prosta

neni, je y=x’. Vyznam prostych funkci tkvi v tom, e k nim existuji funkce inverzni
(opacné).

Urdete obor hodnot a monoténnost funkce y = x2.
Resent:
Dana funkce ma obor hodnot H(f) = <O,oo), je rostouci na intervalu (0,00) a klesajici na

intervalu (—00, 0) , jak se Ize snadno piesvédcit na Obrazku 1.2. m

Poznamka: monotoénnost ur¢ujeme vzhledem k proménné x, ne y!

15
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Urcete, zda je funkce y =logx omezena.
Reseni:

Tato funkce neni omezena (roste ve sméru osy y do plus i minus nekonecna), jak se 1ze
snadno ptesvédcit na jejim grafu (viz Obr. 1.8). B

1.3 Algebraické funkce

Algebraické funkce lze vyjadiit ve tvaru polynomu.

Linedrni funkce mé ptedpis y =ax+b, jejim grafem je ptimka (fecky linea je ptimka).
Koeficient a se nazyva smérnice piimky, nebot’ udava sklon (smér) ptimky vzhledem k ose
x. Koeficient b udava prusecik grafu funkce s osou y.

[[cammmmarovaw ]

Je uzitecné si pamatovat, ze:

e Pro a>0 je funkce rostouci.
e Pro a <0 je funkce klesajici.
e Pro a =0 je funkce konstantni.

Linearni funkce maji defini¢ni obor rovny R (nejsou omezené) a nemaji maximum ani mi-
nimum (vyjimkou je funkce konstantni, kterd nabyva svého maxima resp. minima v kaz-
dém bod¢ x).

Kvadratickd funkce ma predpis y = ax” + bx + ¢ . Grafem je parabola.

Pro a >0 je graf funkce (parabola) orientovana ,,nahoru®, pro a <0 ,,dolu*, viz Obr. 1.2 a
1.3. Koeficienty b a ¢ v ptedpisu funkce posouvaji parabolu ve sméru osy x nebo y. Vrchol
paraboly lze najit bud’ pomoci prvni derivace (hleddme maximum resp. minimum funkce),
nebo upravou zvanou ,,doplnéni na ¢tverec®, viz nasledujici ptiklad.
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y A
10 +

¥

F 3

A
= ¥

104

VA 4

Obr. 1.3. Graf funkce y = —x2.

Najdéte vrchol paraboly y = x* —2x+4 . Urcete také prisecéiky paraboly s osami x a y.
Reseni:

Rovnici paraboly upravime doplnénim na ¢tverec:

y=x"-2x+4=(x-1°"-1+4

Pfi této uprave nejprve vytvorime zavorku s x a ¢islem, které je rovno poloviné koeficientu
u X na prvou, a umocnime ji na druhou: (x — 1)? . V zavorce nyni mame: x* — 2x + 1. Za
zavorkou prebyte¢nou 1 odecteme a opiSeme 4 ze zadani. Nakonec vSe secteme:
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y=x"=2x+4=(x-1"+3.
Vrchol paraboly ma soufadnice [1,3].

Pruseciky s osou y ziskdme tak, ze polozime x = 0 v ptedpisu funkce, a rovnici vyfresime:

y=0>-2-0+4=4. Prisecik s osou y mé tedy soutadnice [0,4].

Priise¢ik s osou x ziskame tak, Ze polozime y = 0 v pfedpisu funkce: 0=x" —2x+4.

Tuto kvadratickou rovnici se pokusime vyfesit pomoci vzorce pro kofeny kvadratické rov-
nice: diskriminant D =b* —4ac =4—-16=—12, dana rovnice tedy nema feseni, a to zna-
mena, ze pruseciky s osou x neexistuji (vrchol paraboly ma soutadnice [1,3]!). ®

Mocninna funkce mé predpis y =x", kde n je celé Cislo. Na zéklad€ toho, jestli je
n kladné/zaporné a liché/sudé ma mocninna funkce jeden ze 4 typua grafii. Na Obr. 1.4. je

pro ilustraci graf kubické funkce y = x°.

-
[y
-

F 3
= ¥

Obr. 1.4. Graf funkce y = x°.

Racionalni lomend funkce ma tvar zlomku, kde v ¢itateli i jmenovateli je polynom (mno-

hoclen) P(x) respektive O(x): R(x)= P
O(x

. Grafem racionalni funkce byvaji obvykle slo-
zité kiivky, viz Kapitola 3.

Nejjednodussim piipadem racionalni lomené funkce je neprima umérnost. Je to funkce

k : . SR -
tvaru y =— , kde £ je kladna konstanta. Nepiiméa umérnost popisuje vztah dvou veli€in,
X
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pro které plati: kolikrat je vetsi jedna veliCina, tolikrat je druhd veli¢ina mens$i. Grafem
neptimé umeérnosti je hyperbola, viz Obr 1.5.

b

41

3-_

2-_

1+ y =1
=R S R

0 ;E 2 8 B 8 W

L 2

L3

L4

¥-5

Obr. 1.5. Graf funkce y = 1/x.

Linearni lomené funkce je ptipadem racionalni lomené funkce, kde oba polynomy P(x) a

O(x) jsou linearni: y = ax+b
ex+d

mené funkce je rovnéz hyperbola.

pro cx+d #0a ax +b # k(cx + d) . Grafem linearni lo-

1.4 Transcendentni funkce
Funkce, které nejsou algebraické, se oznacuji jako transcendentni. Mezi transcendentni

funkce patii predevsim funkce exponencidlni, logaritmické a goniometrické.

Exponencidlni funkce ma piedpis y = a*,a > 0,a # 1. Cislo a je zdklad mocniny a musi byt
kladné a razné od 1, x je exponent. Vlastnosti exponencialni funkce zavisi na zakladu a:

e Je-li a>1, funkce je rostouci, viz Obr. 1.6.

o Je-li a<l, funkce je klesajici, viz Obr. 1.7.

Graf (zakladni) exponencialni funkce vzdy prochazi bodem 1 na ose y, obor hodnot

H(f)=R" afunkce je omezena zdola osou x. Nejcastéji pouzivanou exponencialni funkci

je y=e", kde konstanta e = 2,718... se nazyva Eulerova konstanta, a jedna se o iracionalni

¢islo, podobné jako 7.
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[i[roztemwes ]

Eulerova konstanta je definovana pomoci nasledujici limity: e =lim(1+—)". Je zajimavé
n

n—»0

sledovat, jak se vyraz (1+ l)” pozvolna blizi k hodnot¢ e, kdyz zvétSujeme n:
n

n=1: (1+%)1=2

n=10: (1+i)10 =2,594
10

n=100: (1+L)“’0 =2,705
100

n=1000: (14— ~2717.
1000

&
Y

Obr. 1.6. Graf funkce y =¢".
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YA
14

12+

10+

y = (0.5

Obr. 1.7. Graf funkce y = (0,5)".

Logaritmicka funkce ma ptedpis y =log, x,a>0,a #1. Cislo a se nazyva zdklad logaritmu
a musi byt kladné a rizné od 1. Pro a = 10 se logaritmus nazyva dekadicky (znacka logx,
pro a=e=2,718... prirozeny logaritmus (znacka Inx). Logaritmicka funkce je inverzni
funkci k funkci exponencidlni, coz znamena, ze defini¢ni obor logaritmické funkce je roven
oboru pfislusné inverzni exponencialni funkce a naopak.

e Je-li a>1, funkce je rostouci, viz Obr. 1.8.
e Je-li a<1, funkce je klesajici, viz Obr. 1.9.

Graf (zékladni) logaritmické funkce vzdy prochazi bodem 1 na ose x, defini¢ni obor je
H(f)=R" afunkce neni omezena.
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Obr. 1.8. Graf funkce y = logx.
y
3
2
1
I I I 1 I I >
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y =l10gp 5(x)

Obr. 1.9. Graf funkce y =log, ; x-

Exponencialni funkce se pouzivaji predevsim v situacich, kdy néjaké veli¢ina strmé roste
nebo klesa. Strmy riist exponencialni funkce ilustruje nasledujici historicky ptiklad.

[ |[roztemcsqonars ]

(Legenda o vzniku Sachu). Podle legendy vymyslel hru v Sachy indicky uc¢enec Sissa ben
Dahir, ktery naucil hrat Sachy i1 svého krale. Ten se Dahira zeptal, jakou odménu si pieje za
svlj vynalez. Ucenec odpovédél, ze si pieje dostat na prvni policko Sachovnice 1 zrnko
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ryze, na druhé poli¢ko Sachovnice, dvojnasobek, tedy 2 zrnka ryze, a tak dale az k posled-
nimu 64. policku. Krali se zdala pozadovand odména maléa, dokud mu jeho radci neptedali
zpravu, ze v celé Indii neni dostatek ryze na uspokojeni u¢encova pozadavku. Kolik zrnek
ryze by dostal Dahir na poslednim 64. poli¢ku Sachovnice?

Reseni:
Pocet zrmek ryze je roven vyrazu 2% =2%=922.10", coz odpovidd pfiblizng

4 600 000 000 000 000 tundm ryze.

Castym problém spojenym s exponencilni funkci je otazka, kdy se hodnota néjaké veli-
¢iny (ktera roste exponencialn¢) zdvojnasobi, viz nasledujici uloha.

Cena akcie jisté spolecnosti roste 0 5% ro¢né. Za jak dlouho se jeji cena zdvojnéasobi?

Reseni:

Pétiprocentnimu rastu odpovida funkce y =1,05", kde y je cena a x je pocet let.
Na zagatku (x=0)je y=105"=1.

Pro dvojnasobek plati: 2 =1,05".

Rovnici logaritmujeme: In2 = x-In1,05 a osamostatnime x:

In2
X =
In1,05

nahoru, protoze po 14 letech cena jesté dvojnasobnd nebude). m

=14.2. Cena se tedy zdvojnésobi po 15 letech (zaokrouhlujeme v tomto ptipadé

Pro vyse uvedeny piiklad plati jednoduché pravidlo, kterému se v anglictin€ fika Rule-of-
70 (Pravidlo sedmdesati): Doba x, za kterou se hodnota veliCiny, které roste konstantné o

R procent, zdvojnasobi, se urci (piiblizné) jako: x = % V ptedchozim Ptikladu 1.6 by-
chom uzitim Pravidla sedmdesati obdrzeli vysledek 14.

Ulohu na zdvojnasobeni hodnoty miizeme i obratit, viz nasledujici piiklad.

23



Funkce jedné realné promeénné

Odhaduje se, ze historickd auta zdvojnasobuji svou cenu kazdych 10 let. Urcete, o kolik
procent jejich cena vzroste za jeden rok za piedpokladu, ze je tento rist po celych 10 let
konstantni.

Reseni:
Ze zadani plyne nasledujici vztah mezi zdvojnasobenim hodnoty a ro¢nim riistem 7:

2 =(1+7r)". Odtud odmocnénim ziskame: W2 = (1+7).

Nakonec osamostatnime 7: r =1-"2 =0.0717.

Hodnota historickych automobilt tedy roste primérné ro¢né o 7,17%. |

Logaritmické funkce se obecné pouzivaji k popisu veliCin, které rostou pomalu, nebo
k transformacim na logaritmickou Skalu (stupnici). Napiiklad, pokud mé ekonom za kol
prezentovat graf, kde na ose x je populace zemé, a v souboru dat se nachazi Cina (1,4 mld.)
a Lucembursko (640 tis.), potom pokud by Lucembursko mélo na ose x hodnotu 1 (odpo-
vidajici 1 centimetru), Cina by mé&la x = 2188 ve vzdalenosti 21,88 metru od pocatku, coz
by pro prezentujiciho mohl byt problém. Uzitim logaritmické transformace (pouzitim de-
kadického logaritmu) by se populace zemi transformovala na mnohem pftijatelngjsi hodnoty
5,8 (Lucembursko) a 9,14 (Cina).

[lloorkzmmsew ]

Reknéme, Ze byste méli za tkol prezentovat graf, v némz by na ose x vystupovala populace
Indie a populace Islandu (pocet obyvatel najdéte na Wikipedii). K transformaci velikosti
populace byste, stejn¢ jako v minulém odstavci, pouzili dekadicky logaritmus. Jak daleko
od pocatku (ptredpokladame, ze vysledek po logaritmovani je dan v centimetrech) by se
nalézaly obé zemé na ose x?

O dalsich transcendentnich funkcich se jiz zminime jen velmi kratce, nebot’ nemaji v eko-
nomii takovy vyznam jako v p¥irodnich a technickych védach. Ctenéfi jsou jisté znamy
goniometrické funkce definované v jednotkové kruznici: sinus, kosinus, tangens a kotan-
gens.
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Defini¢nim oborem funkci y = sinx a y = cosx je R, oborem hodnot interval <— 1,l>. Defi-
ni¢nim oborem funkci y = tgx respektive y = cotgx je R — {%Jr kﬂ'} resp. R— {kﬂ'} . Obo-
rem hodnot je R. Grafy téchto funkci jsou na Obrazcich 1.10 az 1.13.

Cyklometrické funkce jsou inverzni funkce ke goniometrickym funkcim, maji pfedponu ar-
cus(arc): arcsinx, arccosx, arctgx a arcotgx.

Na kalkulackéch jsou znadeny jako sin’!, cos™' atg’l. Ani cyklometrické funkce nemaji
v ekonomii vyznamnéjsi vyuziti. Grafy cyklometrickych funkci 1ze nalézt naptiklad v Bart-
sch (2008) nebo Rektorys (1995).

sin(x)

(=]
ha
=

Obr. 1.10. Graf funkce y = sinx.

cos(x)

A
[}
i
(=]
-
<
R A
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Obr. 1.11. Graf funkce y = cosx.

zlky
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X
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Obr. 1.12. Graf funkce y = tgx.
24
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Obr. 1.13. Graf funkce y = cotgx.

1.5 Slozena funkce

V nékterych ptipadech miize byt argumentem funkce jina funkce. V tom ptipadé hovotime
o slozené funkci. Definice slozené funkce je nasledujici:
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Definice 1.1. Necht jsou dany funkce y = f(x) a y = g(x), a necht pro xe M < D(g)
plati, ze g(x) e D(f). Potom funkci y = f(g(x)) nazyvame sloZenou funkci. Funkce
f(x) je vnéjsi funkce a funkce g(x) je vnitini funkce.

Typickym prikladem sloZené funkce je napiiklad y = log(x*+1), y = sin(2x) nebo

y=+2x+5.

pesedoonars 3]

Jsou dény funkce f(x)=sinx a g(x)=x".Urdete y = f(g(x)) a y = g(f(x)).

Resent:

Ob¢ zadané funkce maji defini¢ni obor R, proto miizeme prejit k predpisu slozené funkce.
Nejprve ur¢ime y = f(g(x)). Vné&jsi funkei ma byt sinus, vnitini funkci druhd mocnina:
y =sinx’. Analogicky pro druhou sloZenou funkci obdrzime: y =sin’ x .

1.6 Polynomy

Dtlezitym pojmem algebry je polynom (Eesky mnohoclen). Polynomem fadu n nazyvame
vyraz a,+ax+a,x’ +..+a,x". Je-li n = 0, je polynom roven konstanté ao; je-li n = 1, je
polynom linedrni: a, +a,x; pro n = 2 je polynom kvadraticky: a, +a,x +a,x”, pro n=13

je polynom kubicky: a, + a,x + a,x* +a,x’, atd.

Nulovym bodem (korenem) polynomu je takové ¢islo xo, pro které plati P,(x) = 0. Naptiklad
nulovym bodem polynomu x? + 8x + 15 je ¢islo —3, jak se Ize snadno presvéd¢it dosazenim.
Nulové body umoznuji rozklad polynomu na soucin korenovych cinitelu, naptiklad:

X +8x+15=(x+3)(x+5).

Rozklad polynomu na soucin Ize vyuzit pii zjednodusovani algebraickych vyrazi kracenim
nebo pii integraci metodou parcidlnich zlomkul (viz Kapitola 6). V oboru redlnych ¢isel
nelze nékteré polynomy druhého stupné (kvadratické) rozlozit, coz pozname tak, ze nam
vyjde zaporny diskriminant pii feseni prislusné kvadratické rovnice. V oboru komplexnich
¢isel ma vSak kazdy polynom n-tého stupné n (komplexnich) kotent (Gaussova zakladni
véta algebry).

27



Funkce jedné realné promeénné

B e

Upravte dany polynom na soudin:

a) 48x° +12x” + 64x°

b) 25x* 16

c) x* =256

d) x’ -8

Resent:

K rozkladu polynomu na sou¢in mizeme pouzit vytykani nebo znamé vzorce z algebry:
a’*-b*>=(a+b)a-b)aa —b =(a—-b)a*+ab+b").
a) 48x> +12x” + 64x = 4x(12x* +3x +16)

b) 25x% =16 = (5x + 4)(5x — 4)

c) x* =256 = (x> =16)(x* +16) = (x + 4)(x —4)(x* +16)

d) X’ -8=(x-2)(x*+2x+4). =

Rlfsemsaionare ]

Urcete nulové body polynomu:

a) x> —x+5
b) x* —4x?
Reseni:

a) Dany kvadraticky polynom nemé zadné nulové body, protoZe nejde rozlozit na soucin
kvadratickych ¢initela (diskriminant je zaporny).

b) Mnohoclen 4. fadu upravime vytykanim a upravou podle vzorce:

xt—4x° :xz(x2—4):x2(x+2)(x—2)
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Z posledniho tvaru vidime, ze dany polynom ma 4 nulové body: 0 (dvojnasobny nulovy
bod),2a2. m

1.7 Funkce nabidky, poptavky a rovnovaha na trhu v podmin-
kach dokonalé konkurence, jednoduchy model pfijmu

Funkce poptavky D (angl. demand) vyjadiuje vztah mezi cenou vyrobku P (price) a popta-
vanym mnozstvim Q (quantity): Q = D(P) resp. P = D(Q) . Tato funkce je vzdy klesajici,
coz znamend, Ze s rostouci cenou P klesd poptavané mnozstvi Q. Funkce poptavky mize
byt v principu libovolna klesajici funkce, tedy linearni, kvadratickd, mocninna, exponenci-
alni, logaritmicka, apod., ale v praxi se vyuzivaji pfedevsim linedrni a kvadratické funkce
poptavky.

Déle pro funkci poptavky plati, Ze veli¢iny P i Q musi byt nezaporné, nebot’ zadporné mnoz-
stvi ani zdporna cena nemaji v této situaci smysl. Rovnéz P ani Q nemohou rast do neko-
necna, proto fikame, ze jsou omezené.

Funkce nabidky (angl. supply) vyjadiuje vztah mezi cenou vyrobku p (price) a nabizenym
mnozstvim Q (quantity): Q = S(P) resp. P = S(Q) . Tato funkce je vzdy rostouci, coZ zna-
mena, ze s rostouci cenou P roste nabizené¢ mnozstvi Q. K vyjadieni funkce nabidky se
nejcastéji vyuzivaji linearni nebo kvadratické funkce. Typicky tvar kiivky poptavky a na-
bidky je znazornén na Obr. 1.14. Pti grafickém znazornéni obou kiivek je zvykem nanéset
na osu x mnozstvi Q a na osu y cenu p.

P

o

ow

Obr. 1.14. Typicky tvar kiivek funkce poptavky a nabidky s rovnovaznym bodem E.
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Funkce jedné realné promeénné

e Linearni funkce poptavky je dana vztahem: Q, = a—bP , kde a a b jsou konstanty,
pro které plati: >0, b>0.

o Linedrni funkce nabidky je dana vztahem: Qg =c+dP, kde ¢ a d jsou konstanty,
pro které plati: ¢>0, d >0.

V ekonomice volného trhu se poptavka a nabidka vzajemné ovliviiuji (neviditelnd ruka trhu
podle Adama Smithe), a vysledkem je rovnovaha, pii které se poptavané mnozstvi na trhu
rovnd mnozstvi nabizenému. Z rovnosti funkci poptavky a nabidky lze vypocitat rovno-
vazné mnozstvi QO a rovnovaznou cenu Pg (index E je z anglického equilibrium — rovno-
vaha). Pro rovnovazny bod E plati, Ze se v ném poptavka rovna nabidce: D(Q)=S(Q)

(grafy obou funkci se protinaji), plati tedy: a —bP =c+dP.

a—c¢

Odtud mizZeme urcit rovnovaznou cenu Pg: P, = b d (1.1)
+
A z rovnovazné ceny lze stanovit rovnovazné mnozstvi Q:
O, —a—bP, =a—b a-c _ ab+ad —ab + bc _ ad + bc
b+d b+d b+d
ad +bc
= 1.2
O b d (1.2)

Vyrazy (1.1) a (1.2) jsou dobie definovany, nebot’ jejich jmenovatele se nemohou rovnat
nule, jelikoz b > 0 a zaroven d >0.

Rlfesemsoeonars ]

(Zimka, 1999). Zahradkat chce na trhu prodat celou svou urodu jahod, tedy 300 kg. Pokud
by zahradkar nabizel 1 kg jahod za 30 K¢, prodal by vSechny jahody. Za kazdé dalsi zvySeni
ceny 1 kg o 1 K¢ prodd o 6 kg jahod méné. Najdéte linearni funkci poptavky, ktera je
modelem popsané situace.

Reseni:

Poptéavka je linearni funkect, je tedy O = a—bP . Nezndmé koeficienty a a b vypocteme ze

dvou rovnic, které¢ ziskame z idajii 0 mnozstvi a cené ze zadani:
Vime, Ze pii cené P = 30 Ké&/kg se proda mnozstvi Q = 300 kg jahod: 300 =a —30b.
Dale vime, ze pro P =31 K¢/kg je Q =294 kg jahod: 294 =a-31b.

Tuto soustavu rovnic vyfeSime: a =480, =6.
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Dostavame tedy rovnici poptavky: Q =480 — 6P, resp. P =280 —% .

oo 9]

(Chen, 2007). Predpokladejme, ze O, =10—P a Q, =-2+ P. Najdéte rovnovahu mezi
poptavkou a nabidkou.

Reseni:
Rovnovéaha mezi poptavkou a nabidkou nastane, kdyz Q, = Q;: 10— P=-2+P,

Odtud dostaneme P, =6 a O, =4 (k feSeni miZeme pouZit 1 vztahy (1.1) a (1.2), které

jsou vSak v tomto piipadé zbytecné komplikované).

Celkovy ptijem TR = P, - O, = 6-4 = 24 jednotek. Grafické feSeni je zndzornéno na Obr.
1.15.

v

0,=10-P=2 a Qy=-2+P=6, nenastavd tedy rovnovdha, a celkovy piijem
TR=P-Q, =8-2=16. Celkovy piijem se tedy vladnim z4sahem sniZzil. Je mozné ukézat,

ze vladni zésahy do trzni rovnovahy vzdy vedou ke snizeni pfijmu. m

Y

Obr. 1.15. Rovnovaha mezi poptavkou a nabidkou.
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B e

Necht’ funkce poptavky je déna jako D(P)=24-2P a funkce nabidky S(P)=4P+6.

Najdéte rovnovaznou cenu a mnozstvi.

Reseni:
D(P) = S(P)
24-2P=4P+6
P=3

Atedy Pe=3,0=D(P)=S/P)=18.m

B

Necht’ funkce poptavky je ddna jako D(P)=110—-8P a funkce nabidky S(P)=P>+5.

Najdéte rovnovaznou cenu a mnozstvi.
Reseni:
D(P) = S(P)
110-8P=P* +5
Tuto kvadratickou rovnici si nejprve upravime: P> +8P —105=0.

Déle pravou stranu rozlozime na souc¢in (nebo mizeme pouzit vzorec pro koteny kvadra-
tické rovnice):
(P+15)P-7)=0

Nulové body zévorek jsou feSenim ptislusné rovnice: B, =—15,P, =7 . Reseni B, =15 ale
neddva ekonomicky smysl (cena nemulze byt zdporna), rovnovdzna cena je tedy
P, = P, =7 . Odpovidajici rovnovdzné mnozstvi O, =110-8P =P’ +5=54. m

Pfi analyze rovnovahy mezi poptdvkou a nabidkou se nemusime omezovat pouze na jeden
trh (komoditu). Nasledujici priklad se tyka dvou trhli (komodit).

(Dowling, 2012). Méjme dva trhy s hovézim basem (ozna¢eném indexem ,,B jako ,,beef)
a vepfovym masem (ozna¢eném indexem ,,P* jako ,,pork®). Oba trhy jsou propojené: zvy-
Send poptavka po hovézim mase snizuje poptavku po vepfovém mase, a opacné. Poptavky
a nabidky na obou trzich jsou zadany nasledovné:

32



Jirt Mazurek - Matematika v ekonomii

D,=82-3P,+P, D, =92+2P,—4P,
S, =-5+15P, S, =-6+32P,

Pro rovnovahu na obou trzich plati:

D, =S, D,=S,
82-3P, + P, =—5+15P, 92+2P, —4P, =—6+3P,
18P, — P, =87 36P, —2P, =98

Nyni z poslednich dvou rovnic vytvotfime soustavu pro dvé proménné:
18P, — P, =87
36P,—2P, =98

ReSeni této soustavy (ziskané napfiklad elimina¢ni metodou) je P, =5 a P, =3, coz jsou
hledané rovnovazné ceny. Odpovidajici rovnovazné mnoZzstvi obou druht masa mizeme
vypocitat dosazenim této rovnovazné ceny do funkci poptavky nebo nabidky (vysledek je

stejny): Q, =-5+15P, =—5+15-5=70,2 Q, =—6+32P, =—6+32-3=90. m

pesednomare 9]

(Dowling, 2012). Ptfedpokladejme jednoduchy dvousektorovy model ekonomiky
Y=C+I1;C=C,+bYa I=1,, kde Y je piijem, C je spotfeba, / oznaCuje investice a

C,,b,1,jsou zadané konstanty. Najdéte rovnovazny piijjem Y, .

Reseni: do rovnice Y = C + I dosadime za C rovnici C =C, +bY a za I dosadime /,:
Y=C,+bY +1,

Nasledné osamostatnime Y-
1-0)Y =C,+1,

— C0+IO

Y,
Eo1-b

Reseni v této podobé se nazyva reseni v redukované formé a vyjadiuje zavislost endogenni
(zé&vislé, v ramci modelu urcené) promeénné Y na exogennich (nezévislych, ur€enych mimo

model) proménnych C,,/, a parametru b.

Necht’ jenyni C, =85, I, =55 ab=0.9. Potom je rovnovazny pifijem Y, dan jako:
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Funkce jedné realné promeénné

85455

" =1400. m
1-09

=7l

1. Nacrtnéte dané funkce. Z nacrtku urcéete jejich defini¢ni obor a obor hodnot.

a) y=x2_3a

[D(f)=R,H(f)=(-3,») ]

b y=2,
[D(f)=H(f)=R-{0} ]
c) y=x>+2x+4,
[D(f)=R,H(f)=(3,=)]
d) y=x+2,
[D(f)=H(f)=R]
e)y=e",
[D(f)=R,H(f)=(0,%)]
fy=-¢",
[D(f)=R,H(f)=(~,0)]
g)y=In(x-3)

[D(f)=(3,00),H(f)=R]

2.) Urgete vrchol paraboly y =x* +4x—1.
[V =1[-2,5]1]

3. Jsou dany funkce f(x)= Ll ag(x)= Jx . Uréete slozené funkce g[f(x)] af [g(x)]
x —_—

a jejich defini¢ni obory.
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[f(g(X))=ﬁ, D(f)=R—{1},g(f(X))=,/ﬁ H(f)=(,0) ]

4. Najdéte nulové body polynomti, upravte polynomy na soucin:
a) x> —3x—4

[nulové body: -1 a4, x* —=3x—4=(x+1)(x—-4)]

b) x* +3x> —10x

[nulové body: —5,0a2, x* +3x* —10x = x(x +5)(x—2)]
c) 64x* —25

[nulové body: —5/8, 5/8, 64x” —25=(8x—5)(8x+5)]

5. Urcete defini¢ni obor funkci:

42+\/2x—3

X —

a) y=

[DUﬁ{gnu@wﬂ

b) y=log(1-x)
[D(f)=(~0.1) ]
¢) y=+16—x"

[D(f)=(-44) ]

x+3

d) y=In

[D(f)=(-0,-3)U(3,) ]
e) y=+x’—4x

[D(f)=(~0,0)U (4,) ]

4

D= V-x*=5x-6
[D(f) :(—OO,—3)U(—2,00)]
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g y=ve -1
[D(f)=(0,) ]

5
h) y =arccos——
X+

[D(f)=(-1,4) ]

6. Najd¢te rovnovaznou cenu a mnozstvi, je-li funkce poptavky: D(P) =83 —-3P a funkce
nabidky: S(P)=2P +3. Ulohu feste podetnd i graficky.
[Pe =16, Qe = S(P) = D(P) = 35]

7. Najdéte rovnovaznou cenu a mnozstvi, je-li funkce poptavky: D(P)=50—-2P a funkce
nabidky: S(P)=20+4P. Ulohu feste po¢etné i graficky.
[Pe=S5, Q= S(P)=D(P)=40]

8. Za jak dlouho se zdvojnasobi hodnota veli¢iny, kterd kazdy rok roste o 3%?
[za ptiblizné 30 let]
9. Za jak dlouho se zdvojnasobi hodnota nemovitosti, jestlize trh roste stabiln¢ o 4% ro¢n¢?

[za pfiblizné 18 let]
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2 UVOD DO DIFERENCIALNIHO POCTU FUNKCE
JEDNE REALNE PROMENNE

wowrmmeeroy [

Kapitola obsahuje ivod do oblasti diferencidlniho poctu jedné proménné. Jejim obsa-
hem je pojem derivace, derivace implicitni funkce, derivace slozené funkce a derivace
vysSich fadi. Dale je v kapitole ukdzéano, jak lze derivace vyuzit k hledani extrému
funkce nebo priabéhu funkce véetné ekonomickych aplikaci.

N ]

Cilem této kapitoly je, aby student ziskal nasledujici dovednosti:

e Urcit derivaci funkce, a to jak derivaci zakladnich funkci, tak i1 funkci slozitéjSich
(implicitni, sloZzené, ve tvaru zlomku, apod.).

e Najit extrémy funkce a uréit monoténnost funkce.

e Najit Tayloriiv rozvoj dané funkce.

e Aplikovat znalosti o derivacich na ekonomické funkce, jakou jsou funkce nabidky,
poptavky, nebo produkce.

|
Funkce, derivace funkce, extrémy funkce, monotonnost funkce, prubéh funkce, Taylorova
fada, ekonomické funkce.

_______________________________________________________________________________________________________________________________|
6-8 hodin
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Uvod do diferencialniho poctu funkce jedné realné promeénné

2.1 Derivace funkce

M¢jme funkci y = f(x). Zménu (prirustek) hodnot funkce y = f(x) znaime Ay, zménu
argumentu x pak Ax . Podil % udava prumeérnou zmenu y ptipadajici na jednotkovou
zménu x na intervalu Ax .

Pokud je y napiiklad cena akcie firmy ABC a x €as, a béhem €asového obdobi Ax =3
meésice je zména ceny akcie Ay =+120 K¢, potom podil % = % = 40 K¢&/mésic vyja-

dfuje, Ze primérné se cena akcie za dané obdobi zvysila o 40 K¢ za 1 mésic.

Pokud se bude Ax zmenSovat k nule (Ax — 0), ziskdme zménu veli¢iny y v daném bodé
(tedy jeji okamzitou zménu). Vyraz:

lim &Y — jig O A) ) _
Ax

Ax—0 Ax Ax—0

nazyvame derivaci funkce y = f(x).

Geometricky vyznam derivace je patrny z Obrazku 1.1. Pfimka p = 4B je se¢na. Bude-li se
vSak x> blizit k x1 (bod Bk bodu 4), tj. Ax se bude blizit nule, ptejde zminéna secna v tecnu.
Derivace v daném bod¢ ma tedy ndzorny geometricky vyznam: je rovna smérnici te¢ny
v tomto bodé.

(Derivace funkce): Necht funkce y = f(x) je spojitd na intervalu J — R a x, € J. Ddle
S +h)— f(x)
h

necht existuje podil

, kde h znaci (maly) prirustek argumentu x. Pak de-

rivaci funkce y = f(x) v bodé xo nazyvame nasledujici limitu:

lim S (x +h2_f(xo) - F(x,).

h—0

(Index 0 u xo se na pravé strane obvykle vynechava).

Derivaci funkce je zvykem znacit ¢arkou: y’, f'(x), nebo psat jako podil diferencidlt: j—y
X
y dar . . . .
(¢teme dy podle dx), - (¢teme df podle dx). Pokud derivujeme podle casu, oznacuje se
X

derivace teCkou misto carky.

38



Jirt Mazurek - Matematika v ekonomii

y = f(x) P
yA

Ay

Ax

Obr. 1.1. Geometricky vyznam derivace funkce.

Poznamka: Derivaci funkce je obecné opét n¢jaka funkce. Derivaci v konkrétnim bod¢ x (napt. x = 2) ur-
¢ime tak, Ze za toto x do derivace dosadime, viz nasledujici Gloha.

Urdete derivaci funkce y = x* +2x v bodé x = 2.

Reseni:

Derivaci funkce y = x’ +2x je funkce y'=3x> +2.

Dosazenim x = 2 dostaneme: y'(2)=14.

Vysledek je mozné interpretovat tak, ze v bod€ x = 2 je pomér zmény y ku zméné x roven
14, nebo jesteé jinak: proAx =1 vbodé x =2 bude Ay =14. m

Poznamka: Posledni tvrzeni predeslého ptikladu vsak plati pouze ptiblizn€, nebot derivace vyjadiuje
(pfesn€) zménu funkce v daném bodg, ale jen ptiblizné zménu funkce v blizkosti daného bodu (na néjakém
intervalu). Cim jsme od daného bodu dale (¢im deldi interval pouzijeme), tim je nepfesnost vétsi. Tecna
v bod¢ xo se s rostouci vzdalenosti od xo vice a vice odchyluje od grafu dané funkce.

ooz ]

Urdete rovnici teény ke kiivee y = x* v bodé [2,4].

Reseni:
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Rovnice te¢ny mé tvar y =kx+q, kde k a g jsou hledand nezndma reédlna cisla. Vime, ze
derivace v daném bod¢ (nyni mame bod x = 2) je rovna smérnici te¢ny v tomto bodg¢, a tedy
k=y(2).

Funkce y = x> ma derivaci y'=2x . Derivace v bodé x=2: y'(2)=2x=2-2=4.Smérnice
tecny v bod¢ [2,4] je tedy rovnéz 4: k= 4.

Rovnice teCny mé nyni tvar: y =4x+gq.

Zbyva urcit g. Protoze je dan tecny bod [2,4], ktery lezi na dané kiivce i na hledané te¢né,
musi jeho soufadnice spliiovat rovnici te€ny y =4x+ ¢ . Dosazenimx =2 ay =4 vyjde q
=4,

Tecna mé rovnici: y=4x—4.m

Dlfsesemavionazs ]

Uzitim definice derivace odvod’te derivaci funkce y = x”.
Reseni:

=lim =1lim =lim2x+h=2x .1

h—0 h h—0 h h—0 h h—0

(xz ),: lim(x+h)2 -x’ X’ +2hx+h - x° 2hx+h’

Protoze je vypocet derivaci pomoci definice derivace ¢asto zdlouhavy, pouzivame pro de-
rivovani zékladnich funkei jiz odvozené vzorce, které najdete v Tabulce 2.1.

[llczmmmarovew ]

Necht’ funkce f{x) a g(x) maji derivaci na intervalu J < R . K vypoctu derivaci souctu, roz-
dilu, soucinu a podilu téchto funkci pouzivame nésledujici pravidla:

i) [e- f()]=c-f'(x)
[f()Eg)]=Ff()g ()
iii) [/ () g()]=f(x)-g(x) + (%) g'(x)

<x>} f(0) g(x) = f(x) g'(x)
g(x) g2 (x)

v) [f(gCn]=f"(g(x)-g'(x)

, 8(x)#0
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Pravidlo 1) fik4, Ze koeficient ¢ pfed funkci se pii derivovani pouze opise, pravidlo ii) fika,
ze muzeme derivovat ,,Clen po ¢lenu®, pravidlo iii), Ze soucin dvou funkci provedeme tak,
ze prvni funkci derivujeme a druhou opiSeme, napiSeme plus, a postupujeme obracenc.
Pravidlo iv) okamzité plyne z pravidla iii), kdyz si uvédomime, ze d¢€lit vyrazem g(x) je

totéZ jako nasobit vyrazem .
g(x)

Pravidlo v) se tykd derivace slozené funkce. Slozenou funkci je naptfiklad funkce
y=1In ()c2 + 1) . Tato funkce obsahuje vnitini funkci (zdvorku) a vné&jsi funkci (logaritmus).
Pravidlo v) tik4, ze v takovém ptipadé derivujeme nejprve vnéjsi funkci (jako logaritmus),

a pak ji nasobime derivaci vnitini (kvadratické) funkce.

Body i) az v) je samoziejm¢ mozné zobecnit pro tfi a vice funkcei. Ilustrace vyse uvedenych
pravidel je obsahem nasledujiciho piikladu.

peseioomze 3]

Derivujte nasledujici funkce:

a) y=4x-1
b) y=x"+5x
c) y=6x

d) y=4x" +sinx+2x

e) y=x-€'
Inx

fy=—"
X

g y= ln(x2 +l)
Reseni:
Vyuzijeme pravidla 1) az v) vySe a Tabulku 2.1 zakladnich derivaci.

a) Derivujeme nejprve Clen 4x (derivace je 4) a pak konstantu —1 (derivace konstanty je
nula). Proto dostdvame: y'=4.

b) Derivujeme nejprve &lenx”: exponent napiseme dopiedu, a pak exponent o jednicku
zmens$ime, a dostaneme 2x. Pak derivujeme Clen 5x na 5. Obdrzime tak: y'=2x+5.
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c) y'=18x".
d) y'=20x*+cosx+2.

e) Derivujeme jako sou¢in funkci podle pravidla iii): y'= 2xe* + x’e* = (x2 + 2x)ex :

1
—-x—Inx-1 1 —1nx

f) Derivujeme jako podil funkci podle pravidla iv): y'= % = =—

g) Derivujeme jako slozenou funkci podle pravidla v), nejprve vnéjsi funkci (logaritmus),

potom vnitini funkei (kvadratickou): y'= 21 2x = 22x . H
x +1 x +1

Tabulka 2.1. Piehled derivaci elementarnich funkci.

Sx) fx)
konstanta 0
X 1
x" nx™!
e’ e
1
In x —
X
a’ a’ -Ina
1
log, x
xlna
sinx CcOSXx
CcoSx —sinx
1
tgx 3
cos” x
1
cotgx -—
sin” x
‘ 1
arcsinx >
1-x
1
arccosx - >
1-x
¢ 1
arc
& 1+ x?
) 1
arcco -
& 1+ x*
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2.2 Derivace vyssich radu

Derivaci funkce ziskame dalsi funkci, kterou opét miazeme derivovat. Takto mizeme vy-
pocitat prvni, druhou, tfeti a dalsi derivace. Derivace vysSich fada se znaci poctem carek:
(), (x),f (x)atd. Vyznam maji pfedevSim prvni a druhé derivace, uziti vyssich deri-
vaci je v ekonomii spise vyjimecné.

Jestlize prvni derivace vyjadiuje zménu dané veliiny (napf. vyjadiuje rist inflace), pak
druha derivace udava, jak se méni tato zména (riist inflace se mtize zvySovat nebo sniZovat).

pesevivomzs [

Vypoététe prvni, druhou a tfeti derivaci funkce y = x’ +4x” —1.
Resent:

Derivujeme ¢len po ¢lenu podle pravidla o derivaci mocniny:

y'=3x>+8x,
y'=6x+8,
y'=6.1

Historicka poznamka: Americky prezident R. Nixon pouzil v roce 1972 v jednom tele-
viznim pfenosu v ramci prezidentské kampané nasledujici argument: ,,Tempo rustu inflace
zpomaluje.*

Jisty komentator to okomentoval: ,,Je to poprvé v historii, co americky prezident pouzil pro
své znovuzvoleni argument obsahujici tieti derivaci.*

Je tomu opravdu tak: Pokud inflaci povazujeme za danou veli¢inu (y), pak jeji rst je prvni
derivace, tempo tohoto ristu druha derivace a zpomalovani tohoto tempa pak ptedstavuje
treti derivaci.

Podobné mtzeme z televizni obrazovky slychat, Ze ,,rist nezaméstnanosti zpomaluje* nebo
,pokles stavebni vyroby zrychluje®, coz jsou vlastn¢ druhé derivace.
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2.3 Diferencial funkce

Diferencidlem funkce y = f(x) nazgvéme funkci df(x) = f"(x)dx. Diferencial funkce

zéavisi na x a dx, a vyjadiuje priblizn¢ prirtstek funkce df pti zmén€ argumentu x o dx

vvvvvv

B e

Urdete piirastek funkce y = x° v bodé x = 3 pro piirtistek argumentu dx = 0,2 pomoci di-

ferencialu funkce.

Resent:

Nejprve vypoéteme derivaci zadané funkce: y'=3x*, odtud derivace v bodé x = 3:
y'=3-3"=27.Jetedy df = f'(x)dx=27-0,2=5,4. Prirstek funkce v bod& x =3

pro zménu argumentu x o dx = 0,2 ¢ini 5,4 jednotek.

Podivejme se jeste, jaka je presnd zména funkce mezi body x =3 ax = 3,2:

Af = f(3,2)-f(3)=3,2" -3’ =5,768. Tento vysledek neni piilis odlisny od dfive vy-
pocteného prirastku 5,4 jednotek. m

2.4 Logaritmicka derivace

Neékteré funkce neni mozné derivovat pomoci pravidel uvedenych v Tabulce 2.1. Typic-
kym ptikladem jsou funkce ve tvaru y = f(x)*", tedy funkce, v nichZ se proménn4 x na-

chazi jak v zdkladu mocniny, tak v exponentu. Nemiizeme pouzit pravidla pro derivaci
mocniny ani exponencialni funkce (dana funkce neni ani jedno, ani druhé).
Muzeme vsak vyuzit nasledujici dva specialni postupy:
i) Pouzijeme upravu y = f(x)**) = ™"/ 3 derivujeme jako exponencialni funkci.
ii) Funkci y nejprve logaritmujeme: y = f(x)*") = Iny = 1In f(x)*™
= Iny=g(x)In f(x),
a pak derivujeme: 2 g'(x)In f(x)+ g(x)&.
y f(x)

Tento postup si ukdZeme v nasledujici tloze.
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peseioomzy 3]

Derivujte: y = x".
Reseni si ukdzeme obéma zpisoby.

x-Inx

Prvni zptlisob: nejprve upravme zadanou funkci na exponencidlni: y =x" =e""", a pak

derivujeme jako slozenou funkci: y'=e™™* -(1 Inx+x- lj =x"-(Inx+1).
X

Druhy zptsob: danou funkci logaritmujeme a upravime:
’ 1
Iny=Inx" — Iny =x-Inx. Nyni derivujeme ob¢ strany: R I-Inx+x-—=Inx+1,
y X
a rovnici vyndsobime y: y'=y-(Inx+1)=x"-(Inx+1).

Vysledek je samoziejme stejny. ®

2.5 Derivace implicitni funkce
U nekterych funkei se mize stat, ze y nejde vyjadiit jako funkei x. Naptiklad u funkce
f(x,y)=xp" + log(x — y) neni mozné vyjadfit (osamostatnit vlevo) y. V takovém piipadé

hovotime o implicitni funkci (pokud lze vyjadiit y jako funkci x, pak hovotime o explicit-
nich funkcich). Implicitni funkce derivujeme podle Véty 2.1.

[vemooemcrmromirmce vermzy [V

Necht f(x,y)=0 je implicitni funkce, ktera ma v bodé C konecné parcialni derivace

PO, FO) e PO
ov

————=#0. Derivace implicitni funkce v bodeé C je pak defino-

Ox
af (C)
vana takto: = 2.1
YO=—55 @1
y
o of . s .
Symboly o a o ve vztahu (2.1) oznacuji parcialni derivace, kterymi se budeme podrob-
X v

néji vénovat v Kapitole 4. Nyni jen zminime, Ze parcialni derivace neni nic jiného nez oby-
¢ejna derivace aplikované na vybranou proménnou.
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Dlfsesemsvionazs ]

Derivujte funkci f(x,y)=siny+2xy.
Reseni:
Nejdiive musime ovéfit splnéni podminek Véty 2.1. Poté derivujeme podle x a y:

0
g (x,y)=2y,
ox

0
l(x,y) =cosy+2x,

Oy

Derivovani podle x (respektive y) provadime tak, ze x (y) povazujeme za proménnou, za-
timco y (x) za konstantu. Ze vztahu (2.1) nakonec obdrzime vyslednou derivaci:

y'—_z—y,pro cosy+2x#=0 m

_cosy+2x

2.6 Taylorova a Maclaurinova rada

Slozité funkce, které maji derivace az do n-tého fadu, miZeme ptiblizn¢ nahradit (aproxi-
movat) Taylorovou radou (Taylorovym polynomem) stupné n v okoli zvolené¢ho bodu a.
Vyjadfeni funkce pomoci polynomu (mnohoclenu) je jednodussi a usnadituje vypocty.
V ekonomii se tento postup Casto pouziva napiiklad ke zjednoduSeni nelinearnich funkci
na funkce lineérni.

Taylorv polynom funkce f(x) v bodé€ a je definovan takto:

S@D s LD gy L "(a) (x—a)' +R (%)
1! 2! n! (2.2)

kde R.(x) se nazyva zbytek rady.

T.(fa,x)= f(a)+

Pokud zvolime a = 0, dostaneme Maclaurinovu radu:

’ " (n)
Tn(f,O,x)zf(0)+f(0)x+f(0)x2+ +wx"+Rn+l(x)
1! 2! n! (2.3)
Ne kazdou funkeci 1ze vyjadfit pomoci jejiho Taylorova rozvoje. Funkce musi spliiovat dvé

podminky:
1.) Musi mit derivace vSech fadt az do fadu »n v okoli bodu a.

2.) Zbytek R,+i(x) musi konvergovat k nule pro » jdouci do nekonec¢na.

Napriklad funkei y = Jx neni mozné vyjadtit Maclaurinovou fadou v bodé a = 0, nebot’

tato funkce neni definovana na levém okoli bodu 0 (nespliiuje podminku 1).
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Maclauriniiv rozvoj vybranych funkci je uveden v Tabulce 2.2 i s pfislusSnym oborem
konvergence odpovidajici funkcni fady.

Tabulka 2.2. Mocninné rozvoje vybranych funkei.

Funkce Maclaurindv rozvoj Obor konvergence
¥ X x
sinx X——+———+.. (—00,00)
3151 7!
2 4 6
cosx l—x—+x——x—+... (—00,00)
21 41 6!
2 3
ex £+x_+x_ (—O0,00)
I 2 3
2 3 4
In(x+1 In(x+h)=x-—"t XX 4 1,1
(x+1) () =x = (-L1)

V nasledujici uloze si ukdzeme, jak urcit Maclaurintuv rozvoj funkce.

pesevtoomze |3

Urcete Maclauriniiv rozvoj funkce f: a) y=e",b) y=+/x+1.
Reseni:

a) Nejdiive vypocteme hodnotu dané funkce v bodé x = 0: f(0) =1, a pak prvni a vyssi
derivace, které jsou v tomoto piipad¢ vSechny shodné:

S x)=f"x)=f"(x)=..=¢
Do derivaci dosadime za x nulu (nebot’ a = 0) a ziskame:
fO)=,70)=f"0)=..=1.

, . . x xx
Vysledek dosadime do (2.3): " =1 +T+7 +Z +...

b) Vypocteme hodnotu dané funkce v bodé x = 0: f0)=1 , a pak prvni a vyssi derivace:

1 3
W)= — [T = ———
41/(x+1) ’ 81/(x+1) atd.

N | f
f(X)_2\/x+l

b
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Do derivaci dosadime za x nulu (nebot’ a = 0) a ziskame:
1 1 3
)=, (0)=——. £(0) ==,
/(0 2f() 4f 0) 2

2 3
3
Dosadime do (2.3): Vx+1 S P
2 8 48
Nakonec si miizeme ukézat, jak je tato aproximace odmocniny mocninnou fadou presna.
Zvolme naptiklad x = 0,3. Pro tuto hodnotu je f(0,3)=4/0,3+1=1,140, zatimco z fady

vySe dostavame pro jeji prvni Ctyfi ¢leny:

Vx+1z1+ 053 - % + 04’121 =1,054 . Rozdil obou hodnot tedy ¢ini 0,085. VEtsi presnosti

bychom dosahli tim, Ze bychom secetli vice ¢lenti fady. =

Derivace funkce se vyuziva k pfedevsim urceni vlastnosti funkci (viz Kapitola 3). Dale Ize
derivaci funkce vyuzit k ptibliznému urceni riistu funkce — diferencialu funkce.

V nasledujicich kapitolach se zaméfime na ekonomické aplikace derivace funkce. Jak jiz
bylo zminéno, v ekonomii pouzivame derivaci k vypoctu vSech veli€in s ptivlastkem mezni
(marginalni), jakou jsou naptiklad mezni prijmy, mezni ndklady, z celkovych veli¢in, viz
napft. Fuchs a Tuleja (2004), Meznik (2011) nebo Holman (2011). Zavisi-li n¢jaka veliina
na Case, napiiklad kapital, pak derivaci kapitalu podle Casu ziskdme jeho tok (Ci intenzitu).
Dal§im vyznamnym ekonomickym uzitim derivace je problém optimalizace, tedy nalezeni
maxima (napfiklad maxima zisku), nebo minima (napf. minima naklad®) jisté ucelové
funkce.

V dalSim textu bude preferovano znaceni ekonomickych funkci a veli¢in dle publikace
Meznik (2011), tedy celkovy piijem bude oznaovan jako 7R (z anglického Total Revenue),
apod. K zopakovani ekonomickych pojmil 1ze doporucit vSechny vySe zminéné publikace.

2.7 Elasticita funkce
M¢jme funkci y = f(x). Nyni nas bude zajimat, jak zména proménné x ovliviiuje zménu

. N e, . - Ax .
proménné y. Zavedeme pomérnou (proporcionalni) zmeénu veliiny x: — a pomérnou
X

. o A
(proporcionalni) zménu veliiny y: o

y

Podil pomérnych zmén definovany néasledovné:
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Ay

y _xAy

Y _xy 2.4
Ax oy Ax @9
X

S€ nazyva prumernd pomerna zmeéna y.

Nyni provedeme ve vyrazu (2.4) limitni proces Ax — 0, a dostaneme elasticitu funkce:

E(x)=lim XY _ X _x

(2.5)
Ax—0 y Ax y dx y

Elasticita funkce udava ptibliznou procentni zménu y odpovidajici jednotkové pro-
centni zmén¢ x (Meznik, 2011). Kladnd zména znamena rast, zdporna pokles.

pesedvomze D]

Urdete elasticitu funkce y = x> v bodé x = 3.

Reseni:

Nejprve vypoéteme hodnotu y: y =3° =9, a pak derivaci funkce y v bodé x = 3:
y'(3)=2-3=6.

Nyni uz dosadime do vztahu (2.5) pro elasticitu funkce: £(3) = % 6=2.

Vysledek interpretujeme takto: vzroste-li x o 1 % (z hodnoty x = 3), vzroste y 0 2 %. m

2.8 Cenova elasticita poptavky a nabidky

Elasticitu funkce zavedenou v pfedchozi kapitole mizeme aplikovat ke zkoumani cenoveé
elasticity poptavky nebo nabidky. Snizeni nebo zvySeni ceny totiz vede ke zmén¢ poptava-
ného respektive nabizeného mnozstvi zbozi.

Necht’ poptavané mnozstvi jistého zbozi Q zavisi na jeho cen¢ P. Cenovou elasticitu po-
ptavky, krétce elasticita poptavky (price elasticity of demand) definujeme takto:

__Pdo
E(P)= oar (2.6)

E(P) udava, o kolik procent se zméni poptdvané mnozstvi, jestlize se cena zméni o 1 %.
Znaménko minus ve vztahu (2.6) se zavadi proto, aby vysledna elasticita byla kladné cCislo.
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B T

Je dana funkce poptavky Q(P)=80—-4P. Urcete elasticitu poptavky obecné a pak v bodé

P=5.

Reseni:

Pouzijeme vztah (2.6): E(P)= L (—4)= 4P )
QdP  80-4P 80—-4P

Pro hodnotu P =5 dostdvame: E(5) = _45 = 20 = 1 .
80—-4-5 60 3

Vysledek si pielozime takto: kdyz se pii cené P = 5 jednotek zvysi cena o 1 %, pak se
poptavané mnozstvi snizi (mnozstvi se méni obracen€ nez cena) o 1/3 procenta.

Podle hodnoty elasticity poptavky pii dané cen¢ P rozliSujeme poptavku:
e elastickou, je-li E(P)>1,
e jednotkové elastickou, je-li E(P)=1,
e neelastickou, je-li E(P)<1.

V piikladu vySe se jednalo o poptavku neelastickou. Obecné plati, Ze s rostouci cenou elas-
ticita poptavky roste.

Cenova elasticita nabidky, kratce elasticita nabidky (price elasticity of supply) se definuje
podobné jako cenova elasticita poptavky:

P do

E(P):QdP’

2.7)

kde Q= S(P) je funkce nabidky. Protoze funkce nabidky je rostouci a P a Q jsou kladné,

neobjevuje se ve vztahu (2.7) znaménko minus.

Nabidku délime na elastickou, jednotkove elastickou a neelastickou analogicky jako po-
ptavku. Podobné plati, ze s rostouci cenou elasticita nabidky roste.

l[ssemsoeonazie ]

Je dana nabidka O =0,5P* +120. Urdete elasticitu nabidky obecné a pro P = 40. Dale

ovéite (napiiklad nacrtkem), ze funkce E(P) je rostouci.

Reseni:
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Elasticitu nabidky vypocteme ze vztahu (2.7):

2
pp-L___ P, P
QdP 0,5P°+120  0,5P*+120
40° 1600

Pro P =40 dostavame: E(40)= =1,74.

0,5-40* +120 920
Pti zvySeni ceny o 1 % (pfi cené P = 40) se nabidka zvysi o 1,74 %. Nacrtkem nebo po-
P2

moci prvni derivace (viz Ptiklad 3.1) Ize snadno ovéfit, ze funkce E(P)=———— je
0,5P° +120

rostouci. m
|

2.9 Elasticita produkéni funkce

Elasticita produk¢ni funkce y = f(x) je definovana jako relativni zména produkce (y) ku

relativni zméné mnozstvi vyrobniho faktoru (x), a udava, o kolik procent se zvysi produkce,
jestlize se mnozstvi vyrobniho faktoru zméni o jedno procento:

. X
E(x,y)=y"—
y

Tento vztah je totozny se vztahem (2.5).

pesevinomn |3

Je dana produkéni funkce y = 3x”, urdete elasticitu v bodé [10, 300].
Reseni:
Nejprve vypocteme derivaci funkce: y'=6x, dosadime za x = 10: y'(10)=6-10 =60

Poté¢ dosadime do (2.5): £(10,300) =60 % =2.

Jestlize se tedy x zvétsi o 1 % (z 10 na 10,1 jednotek), zvétsi se y 0 2 % (z 300 na 306
jednotek). m

Podrobnéji se budeme produkénimi funkcemi zabyvat v nasledujici kapitole a v Kapitole
Cislo 4.
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2.10 Produkéni funkce, mezni a primérny produkt prace

Uvazujme produkci v kratkém casovém intervalu, kdy mizeme zanedbat zmény kapitalu.
Pak je produkce Q zéavisla pouze na praci L: Q=0(L).

Grafem produkcni funkce je produkcni kiiivka.
Mezni produkt prace (marginal product of labour) MPy, je derivace funkce produkce podle

prace:

_d9 _
MP, =—==0'(L) (2.8)

Mezni produkt prace udava, jak se (piiblizn¢) zméni produkce pii dané praci L, pokud se
prace zvétsi o 1 jednotku (jednoho pracovnika) na L + 1.

Dlfsesemtvnonazss ]

Je dana produkce Q =12L° — . Uréete mezni produkt prace MP; obecné a pro L = 2, re-
spektive L = 8.
Reseni:

MP; vypolteme ze vztahu (2.8): MP, = Z—f =24L -3,

Nyni dosadime L = 2: MP,(2)=24-2-3-2>=48-12=36.
Nyni dosadime L = 8: MP,(8)=24-8—-3-8°=192-192=0.

Vysledek MP; = 36 interpretujeme tak, ze pii zvyseni prace z L =2 o 1 jednotkuna L =3
se priblizn¢ zvysi produkce o 36 jednotek. Vysledek MP; = 0 interpretujeme tak, ze pii
zvyseni prace z L =8 o 1 jednotku na L =9 se produkce nezméni (zvySeni poctu pracovnikil
nevede k vyssi produkci). Funkce O, MPr a APy jsou zndzornény v Obrazku 2.2. B
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80+
70+
60
50 MP_ = 24L - 3.2
40+
304
20+ AP =121 - L2
10|
IQ = 12I|_2 =] 2

| | I I I I I | >
0 1 2 3 4 5 6 7 8 L

Obr. 2.2.

Na rozdil od kfivky elasticity, ktera je stale rostouci, dochazi u kiivky produkce v jistém
bodu k poklesu a MP; méni znaménko z kladného na zéporné. Tato skutecnost se charak-
terizuje jako zdkon klesajicich vynosu: Roste-li néktery ze vstupii, budou priristky vystupu
od jistého bodu klesat.

Prumerny produkt prace AP; (average product of labour) se vypocte jako podil produkce
Q aprace L:

Q
AP, = T (2.9)
Lze ukazat, ze v bod¢ maxima AP, plati:
AP, = MP, (2.10)

Vztah (2.10) se nazyva princip maximalizace priimérného produktu prace. V bodé maxima
APy se tedy kiivky MP; a AP, protinaji, viz téz Obrazek 2.2.

pesevtoomzs |3

Dokazte platnost vztahu (2.10).
Resent:

0L-0

LZ

Derivujeme (2.9) jako podil: AP, =
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OL-Q

LZ

Daéle necht’ AP,'= =0, coz plati, pokud je Q'L-0 =0

Posledni rovnici upravime: Q'L =Q
Nyni si uvédomime, ze Q'=MP, a Q = AP, - O, a dosadime:
MP, -L=AP, -L.

Z posledniho vztahu po zkraceni nenulovym vyrazem L plyne pozadovana rovnost. B

2.11Celkovy, primérny a mezni pfijem, maximalizace prijmu

Celkovy prijem TR (total revenue) je sou¢inem mnozstvi Q a ceny za jednotku mnozstvi P:

TR=0-P 2.11)

V podminkach dokonalé konkurence je trzni cena P neménnd, v opacném piipadé je funkci

poptavky, P = D(Q), a v tom ptipad¢ je celkovy pfijem dén jako:

TR=0Q-D(Q)
(2.12)

Kitivka celkového piijmu prochazi pocatkem, a pokud je funkce poptavky linearni, ma tvar
paraboly, kde vrchol paraboly je maximem celkového piijmu.

Dlfsesemtvionaze ]

Najdéte maximum celkového piijmu, je-li dana poptavka D(Q) =60-3Q .
Resent:
Nejdiive vyjadiime celkovy piijem: TR(Q) = (60 —30) -0 = 600 —30°.

Funkci TR derivujeme: d%éQ) =60-60.

V bod¢ extrému (v naSem piipad¢ maxima) je prvni derivace rovna nula: 60 —-60Q =0, od-

kud dostavame Q.

stvi9=10.m

=10. Celkovy pfijem tedy bude maximalni (7R___ =300) pro mnoz-
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Déle Ize definovat dalsi ekonomické veli¢iny nasledovné:
Prumerny prijem AR (average revenue) je podil celkového piijmu a mnozstvi:

ar=TRO) (2.13)
0

Snadno lze ukazat, ze primérny pfijem se rovna poptavce:

e TRQ _D©)-0

=D
0 0 (9)]

Mezni prijem MR (marginal revenue) je definovan jako derivace celkového piijmu:

Mg = 9TRO) (2.14)
do

Mezni piijem vyjadiuje (pfiblizné), jak se zméni celkovy piijem, jestlize se mnozstvi
QO zméni o jednotku.

ooz ]

Necht celkovy pifjem je TR(Q) = —20 + 800 . Uréete mezni piijem:

a) obecng,

b) pro O = 10.

Reseni:

a) MR(Q) = d%é@ =—40+80

b) MR(10)=40.

Vysledek ulohy b) miizeme interpretovat tak, Ze pfi zvySeni mnozstvio 1 (z 10 na 11), se
celkovy piijem zvysi (piiblizn€) o 40 jednotek. Pro uplnost: piesné zvyseni celkového pii-
jmu je 38 jednotek, nebot’ TR(11) = 638 a TR(10) = 600. m

|

pesednomze 3]

Celkovy piijem je TR(Q) = —0,50" + 250 . Urcete:
a) prumérny a mezni piijem obecné,

b) primérny a mezni piijem pro Q = 10,
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¢) hodnotu Q, pro kterou je 7R maximalni.

Reseni:
a) AR(Q) = TRéQ) =-0,50+25
MR(Q) = dT;éQ) =-0+25

b) dosadime QO = 10:
AR(10)=-0,5-10+25=20
MR(10)=-10+25=15

¢) TR'(Q)=-0+25, odkud snadno ziskame maximum 7R pro Q =25. m

2.12Celkové, primérné a mezni naklady, minimalizace nakladu

Celkové naklady TC (total cost) jsou vSechny naklady nutné pro realizaci Q jednotek. Cel-
kové néklady lze rozlozit na celkové variabilni naklady TVC (total variable cost) a fixni
naklady FC (fixed cost):

TC(Q) =TVC(Q)+ FC

Fixni néklady nezdvisi na mnoZzstvi Q, zatimco variabilni ndklady ano.
Prumeérné naklady AC (average cost) jsou podilem celkovych nakladi a mnozstvi Q:

TC(Q) _FC  TVC

AC(Q) =
(©) 0o o0 o

Primérné naklady miizeme opét rozlozit na prumerné fixni naklady (AFC) a prumérné va-
riabilni naklady (AVC):

AFC = % Ave(Q) =19

Mezni naklady MC (marginal cost) jsou derivaci celkovych nakladi:

_dT1C

MC=——
dQ

Racionélni chovani firem piedpokladd minimalizaci ndkladu. Princip minimalizace prii-
meérnych nakladu se formuluje takto:

V bodé minima primérnych nakladii je AC = MC.
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Obdobné tvrzeni plati 1 pro primérné variabilni naklady:

V bodé minima primérnych variabilnich nakladu je AVC = MC.

pesevinom 3]

Jsou dany celkové naklady TC(Q)=50+20-50° +Q’. Uréete FC, TVC, AC, AVC, AFC
aMC.

Resent:
Fixni ndklady jsou ta ¢ast funkce TC(Q), ktera nezavisi na Q, tedy 50: FC =50.

Zbylé naklady zaviseji na O, a jsou tedy variabilni (proménlivé): TVC(Q) =20 -50° + O’

1C(Q) _50

Primérné celkové néaklady jsou: AC(Q) = o +2-50+0".

Priimérné variabilni naklady: AVC(Q)=2-50+ 0’
c o 50

Primérné fixni ndklady: AFC(Q) = 5 .

Mezni néklady: MC(Q)=2-100+30".

Muzeme si vSimnout, ze prumérné fixni naklady se s rostoucim mnozstvim Q zmensuji (v
limité k nule). Funkce 7C a TVC byvaji v ekonomii obvykle kubické a AFC ma tvar hyper-
boly, kiivka MC protina kiivky AC a AVC v jejich minimech (viz napt. Obr. 2.2). ®

pesevivomen [

Jsou dany celkové naklady TC(Q) = 54— 60 + Q° . Minimalizujte primérné naklady.
Reseni:
TC(Q) 54-60+0° _ 54

—6+0*.
0 0 o ¢

Vyjéadiime primérné néklady: AC(Q)=
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K ur¢eni minima funkci AC derivujeme: AC'(Q) = —5—j+2Q, a najdeme nulové body

prvni derivace (body podezielé z extrému): 4AC'(Q) = —g +20 =0, odkud je % =20 a

nakonec Q =3. Pro Q = 3 jsou prumérné naklady 4C minimélni a rovny 21. ®

Ovéite, Ze pro celkové naklady z predchoziho piikladu plati princip minimalizace pramér-
nych nékladu.

Reseni:

Maéme ovéfit, ze v bodé minima primérnych nakladi je AC = MC.
Vyjadiime AC a dosadime O =3: AC(3) = %— 6+3%=30.
Vypoéteme mezni naklady: MC(Q) = -6+ 30>

A dosadime do MC za Q =3: MC(3)=—-6+3-3" =30.

Plati tedy, ze AC=MC. m

2.13Zisk, maximalizace zisku

Zisk PR (profit) se vypocte jako rozdil celkového ptijmu a celkovych naklada:
PR(Q) =TR(Q)-TC(Q)

Bod, v némz se vyrovnaji celkové ptijmy a celkové ndklady (a zisk je tedy nulovy), se
nazyvaji body zvratu. Geometricky lze najit body zvratu jako praseciky kiivek 7R a TC,

vypoctem pak jako feSeni rovnice:
PR=TR-TC =0

Raciondlnim chovanim firem je maximalizovat zisk. Maximalni zisk lze urcit z funkce
PR(Q) pomoci prvni (druhé) derivace, nebo pomoci principu maximalizace zisku:

V bodeé maxima zisku je MR = MC .
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V maximu tedy plati, ze mezni ptfijem je roven meznim nakladim.

pesevtoomzz 3]

Jsou dany celkové naklady TC(Q)=Q’ +50+4 a celkové ptfijmy TR(Q)=450-0".
Urcete: a) maximum zisku, b) ovéite, ze v bodé¢ maxima je MR = MC.
Reseni:
a) Vyjadiime funkci zisku:
PR(Q) =TR(Q)-TC(Q) =450—-0° —(Q° +50 +4) = 20 +400 — 4.

Pomoci prvni derivace najdeme ,,bod podeziely z extrému*: PR'(Q)=-40+40=0, od-

kud dostavame Q = 10. Pomoci druhé derivace (ktera vyjde zaporn¢) ovétime, ze se jedna
skute¢né o maximum. Maximalni zisk ma hodnotu: PR(10)=196.

b) Vypocteme mezni piijem a mezni naklady:
MR(Q) =45-20, MC(Q)=20+5.

Nyni do obou meznich veli¢in dosadime Q = 10:
MR(10)=45-20=25

MC(Q)=20+5=25

Tim jsme danou rovnost ovétili. B

pesevtvomzs 3]

Urcete maximalni zisk firmy, jestlize celkové piijmy jsou popsany funkci 7R = 2000 —40
a celkové naklady funkci TR =100+ 0,20°.

Resent:
Zisk firmy: PR(Q) =TR(Q)—TC(Q) =2000 —40—(100+0,20%) =—-0,20° + 2000 —140
Nyni budeme hledat maximum této funkce pomoci prvni derivace:

PR(Q)=-0,40+200.

V maximu (minimu) je prvni derivace nulova: —0,4Q0 +200=0, a tedy Q = 500. Pomoci
druh¢ derivace, ktera je zdporna (—0,4) ovétime, ze se jedna skuteéné¢ o maximum. Firma
dosdhne maximalniho zisku, pokud vyrobi 500 ks dané¢ho vyrobku, a tento zisk je 49 860
penéznich jednotek (napiiklad korun). m
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2.14 Jiné ulohy na maximum a minimum funkce

Maximum (minimum) funkce nemusime hledat jen u ekonomickych funkeci, ale také
v mnoha situacich z ,,bézného zivota“. Dva takové problémy jsou feSeny nize.

B

Zahradkar ma k dispozici 120 metrti pletiva a chce oplotit pozemek ve tvaru obdélnika (pii-
padné ctverce) tak, aby mél maximalni rozlohu. Najdéte tvar pozemku tak, aby mél maxi-
malni plochu.

Reseni:

Obvod pozemku je 120 m. Ozna¢me jednu stranu (délku) pozemku x a druhou stranu (Sitku)
y. Obdélnik ma tedy obvod o = 120 = 2x + 2y, a odtud ziskame y = 60 — x. Plocha S obdél-
nika: S=x-y=x-(60—x)=60x—x". Sje tedy funkci x, maximum najdeme derivaci
Spodle x: §'=60-2x.

V maximu je prvni derivace nulova, a tedy x = 30 m. Pro y dostavame: y = 60 —x = 30 m.

Pozemek bude mit maximalni plochu, pokud bude ¢tvercovy se stranou 30 m, a maximalni
plocha bude 900 m?.

Jesté bychom méli ovétit, ze nalezeny extrém je skutecné maximum. Vypocteme druhou
derivaci S: §"'=-2 <0, a jde tedy opravdu o maximum. ®

Dlfsesemaviomazas ]

Urcete rozmeéry bazénu se ¢tvercovym dnem tak, aby plocha dlazdéni jeho stén a dna byla
minimalni. Bazén ma mit objem 64 m”>.

Resent:
Ozna¢me stranu bazénu jako x a jeho hloubku y. Objem bazénu V' vypocteme jako plochu

dna krat vysku (hloubku): V' =S -v=x"-y =64. Plocha S k vydlazdéni zahrnuje 4 stény

(kazda ma plochu S, =x-y)adno (S, =x"): S=4x-y+x’. Mame tedy najit mi-

téna

nimum S za podminky Ze x> -y =64 .
c yur 64 .
Vyjadiime y ze vztahu pro V: y = —-, a dosadime do S:
X
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S =4x- 6—? +x° = 26, x”. Nyni uz mizeme derivovat S podle x:
X X
2 -2 2x°
S'= —$+ 2x = y Prvni derivace S’ je rovna nula, kdyZ je roven nule citatel:
X X
-256+2x>=0, a odtud x=3128=5,04m. Pro hloubku bazénu y mame:

b 64 64
x> 3128

vace S je pro x = 5,04 kladna (zkuste si sami). B

=2,54 m. Pro ovéfeni, ze se jednd o minimum, staci ukazat, ze druha deri-

2.15 Uziti derivace pfri optimalizaci (Metoda gradientniho sestupu)

Optimaliza¢ni algoritmy vyuzivaji metodu gradientniho sestupu (angl. Gradient Descent
Method) k nalezeni lokalniho minima funkce obvykle vice proménnych v situacich, kdy
nalezeni minima (nebo maxima) je analyticky pfili§ obtizné nebo nemozné.

Gradient (Cesky téZ spdd) udava smér nejprudsiho rastu dané funkce. Myslenkou metody
je posouvat se z vychoziho bodu po krocich vzdy v opacném sméru gradientu funkce v
daném bod¢ (pti hledani lokalniho minima, u lokdlniho maxima je tomu obracen¢), protoze
to je smér nejstrméjSiho klesani jeji hodnoty.

Jak metoda funguje je ukazano v nasledujici tloze.

M¢gjme funkci f(x) = —xsinx, u niz chceme najit lokalni minimum pomoci metody gra-

dientniho sestupu.
Reseni:
Funkci derivujeme: f'(x) = —sinx — xcosx.

Graf dané funkce, jeji prvni a druhé derivace je zndzornén na Obrazku 2.3.

Metoda gradientniho sestupu nyni funguje takto: feknéme, ze se nachazime v bod¢ x = 6.
V tomto bodé se lokalni minimum nenachazi. Hodnota f(6) = —6 - sin6 = —1,676.

Nalezneme nové x pomoci vztahu:
Xnove = Xstare — €f (X) (2.15)

Tento vztah nés posune z bodu x = 6 do nového bodu, ktery bude bliZze k lokalnimu minimu
(z Obrazku 2.3 je vidét, ze toto lokalni minimum se nachéazi v bod¢ x = 8). Hodnota € udava
délku posunu (kroku) a vétSinou se voli jako velmi malé kladné redlné Cislo. Necht’ € =
0,2. Pak ze vztahu (2.15) dostaneme:
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Xnove = Xstare — Ef (x) = 6 — 0,2[—sin(6) — 6 - cos(6)] = 7,09.
Dostali jsme se do nového bodu x = 7,09, ktery je k lokalnimu minimu blize nez ptivodni

bod.

Nyni miizeme cely proces (algoritmus) opakovat, dokud se nedostaneme do lokalniho mi-
nima (dulezité je, aby € bylo velmi malé, aby se nam nestalo, ze lokalni minimum ,,presko-
¢ime*).

V lokalnim minimu je prvni derivace dané funkce rovna nule, coZ znamena (viz vztah
2.15), ze jakmile se algoritmus dostane do lokalniho minima, uz v ném také ziistane.

'1 0 T T T T -
f(x) ;

---- f(®) : ,

Obr. 2.3. Grafy funkce f{x) a jejich derivaci. Zdroj: https://machinelearningmastery.com/appli-
cations-of-derivatives/

A

1. Derivujte:

a) y=1l+x+x>+x +x*
[y'=1+2x+3x" +4x°]
b) y=24x"-3x" +8x -4
[ y=120x" —6x+8]
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= +3x+4x+£
d) y=x +/x+¥x P

1 1

1 1
=ttt |
Wx w4 ey

_ 3 3 4
e) y—?—Z\/;‘Fﬁ
L 12 2 3
[y x5 33 xz 4x7 ]

f) y=2Inx+5sinx—cosx+e"

2 .
[y=—+5cosx+sinx+e"]
X

g) y=3"+2logx+/x*

[y=3"-In3+

+

2 1 :
xIn10 33/,

h) y=4tgx—cot gx

4 1
+

cos’x sin’x

]

1) y =2arctgx +5arcsinx

[ym 2]
Y 1+X2 \/1—X2

2. Derivujte soucin funkci:

a) y=x-e
[V=(x+1)e"]

b) y:(x2+1)-ex

Jirt Mazurek - Matematika v ekonomii
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[y= (x2 +2x+1)ex]

c) y=x-Inx
[y=3x"Inx+x"]

d) y :(x2 +4)-sinx

[y= 2xsinx+()c2 +4)c0sx]

e) y=x"-arctgx

2

[ V'=2x-arctgx + il -1
I+x

3. Derivujte podil funkci:

2x* —3x+1
a) y="
o 2x7 -1
[V=—7F]
X
X
b) y=—"
Inx
[ , Inx-1
Y In® x
x* =1
C =
) x*+1
, 4x
[y=—""371
(x +1)
d) _sinx
CcOS X
. 1
[V=—
cos” x
e +3
e) y=—r1
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, 3
[V=——]
e
4. Derivujte slozené funkce:

a) y=\/x2 +4x

x+2

RN
b) y=In(4x+1)

4
4x+1

[y ]

c) y=3sin’(2x +3)

[ y=12sin(2x+3)cos(2x+3) ]
d) y — el—sinx

1-sinx

[V=—e -CoS X |
e) y:(x2 +2)6
[y=12x(x* +2) ]

5

U ray

30

[y=—(2xT)4]

g) y=tg’4x

. 12tg° 4x

cos’ 4x
h) y=In" x>

o 2nxIn"! X7
[V=——7F1]

X

5. Derivujte (pomoci logaritmické derivace):

Jirt Mazurek - Matematika v ekonomii

65



Uvod do diferencialniho poctu funkce jedné realné promeénné

a) y:xlnx
, 2Inx .,
=" ]
X

b) y = (sinx)""

[y'=(sinx)"" '(ln Y L Inx-cot ng ]
X

6. Je dana funkce y = x* —3x* . Vyjadrete jeji diferencial (obecné). Spoététe piiristek (uby-
tek) této funkce v bod¢ x =4 pro Ax=0,2.

[df =(3x* —6x)dx,df =4,8]

: 1 :
7. Urcete Maclaurinovu fadu (zvolte n = 3, tedy prvni 4 ¢leny) funkce: y = 1 Porovnejte
X+

hodnotu této funkce s hodnotou jeji Maclaurinovy fady v bod¢ x = 0,5. Jak dobra je tato
aproximace?

1 2 .
[T,(f,0,x)=1 —Fx+5x2 —%f =l-x+x"—x,prox=0,5jey=2/3, z fady dostdvame
T=0,625. Rozdil tedy ¢ini pouze 0,042.].
8. Zapiste Taylorovu fadu funkce y =e* v bod€ a = 3.

3 3

[T(e",3,x)=¢ +%(x—3)+;—!(x—3)2 +...]

9. Vypodtéte elasticitu funkce y = 2x° v bodé x = 2.

[E(x)=%,E(z)=3]

10. Je dana poptavka Q =90—-3P . Urcete:
a) elasticitu poptavky obecné,

b) elasticitu poptavky pro P = 10, P = 15 a P = 20, rozhodnéte, zda je poptavka pii téchto
hodnotach elasticka, jednotkové elastickd nebo neelasticka.

c) nacrtnéte kiivku poptavky i kiivku elasticity.

P
30-P°

[a) E(P)= b) E(10)= % , neelasticka; E(15) =1, jednotkové elasticka; E(20)=2

, elasticka.]
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11. Je ddna nabidka Q = P> +2P . Uréete:

a) elasticitu nabidky obecné,

b) elasticitu nabidky pro P =5, P = 15 a P = 30, rozhodnéte, zda je nabidka pfi téchto
hodnotach elasticka, jednotkové elastickd nebo neelasticka.

c¢) nacrtnéte kiivku nabidky i kiivku elasticity.

2P+2
[a) E(P) = sz

,b) E(5)= % , elastickd; E(15) = % , elasticka; E(30) = %, elasticka. ]

12. Je déna poptavka D(Q)=100-50Q . Najdéte TR, MR a AR.
[TR(Q) =1000 - 50* , MR(Q) =100-100,TR(Q) =100-50]

13. Je dan celkovy piijem TR(Q)=-50 + Q> —20°. Uréete: a) MR a AR, b) body, v nichz
MR = AR.

[a) MR(Q)=-5+20-60°, AR(Q)=-5+0-20°,b)0=0a0=1/4.]

14. Jsou dény celkové naklady TC(Q)=60+30—90> +20°. Urdete FC, TVC, AC, AVC,
AFC a MC.

[FC=60,TC(Q)=30-90"+20’ ,AC=6—QO+3—9Q+2Q2,AVC:3—9Q+2Q2,

AFC=6—QO,MC:3—18Q+6Q2]

15. Jsou dany celkové naklady 7C(Q) =32—-20 +20Q’. Minimalizujte primérné naklady.
[Minimum A4C nastava pro Q = 2]

16. Jsou dany celkové naklady TC(Q)=80+12 a celkové piijmy TR(Q)=-20° +220.

Najdéte: a) body zvratu, b) hodnotu Q, pro kterou je zisk maximalni.

[) 0=1aQ=6,b)Q=3,5]

17. UrCete maximalni zisk firmy, jestlize celkové piijmy jsou popsany funkci TR(Q) =
1500 — 80 a néklady funkci 7C(Q) = 120 + 0,30".

[Q =250]
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3 PRUBEH FUNKCE

[l[wemintmeomapmary ]

Kapitola obsahuje zdkladni pojmy souvisejici s vlastnostmi funkce, tedy definicnim
oborem, oborem hodnot, extrémy, monotdénnosti, konvexnosti a konkavnosti. Dale jsou
zde diskutovany ekonomické funkce, jako je funkce poptavky a nabidky, nebo uzitku.

Hlewewrmrory ]

Cilem této kapitoly je, aby student ziskal nasledujici dovednosti:

Urc¢it defini¢ni obor funkce a jeji obor hodnot.

e Um¢t najit lokdlni extrémy funkce.

e  Umét zjistit monotonnost funkce.

e Umét rozhodnout o konkavnosti nebo konvexnosti funkce.

Nacrtnout graf.

_______________________________________________________________________________________________________________________________|
[[weomsiovmproy ]

Funkce, defini¢ni obor, obor hodnot, graf funkce, extrémy, monotonnost, konkévnost,
konvexnost.

_______________________________________________________________________________________________________________________________|
6-8 hodin.

Urcit pritbeh funkce znamena urcit vSechny diilezité vlastnosti dané funkce, mezi néz patii
defini¢ni obor, monoténnost, extrémy, konvexnost, konkavnost, apod. K urceni téchto
vlastnosti vyuzivame ptedevsim prvni a druhé derivace.
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3.1 Monoténnost funkce, extrémy, konkavnost a konvexnost
Pro ilustraci vztahu mezi monoténnosti a prvni derivaci se nejprve zabyvejme funkci
y = x*. Tato funkce je rostouci na intervalu (0,00) , klesajici na intervalu (—00,0), ma mi-

nimum v bodé€ x = 0, a je na celém defini¢nim oboru konvexni.

Derivace této funkce je y'=2x a vime, Ze se rovna smérnici tecny k dané kiivce, v tomto

ptipadé parabole. Pro x z intervalu (0,00), kde je funkce y=x" rostouci, je derivace

y'=2x kladna. Pro x z intervalu (—00,0), kde je funkce y=x* klesajici, je derivace

y'=2x zaporna. Pro x = 0 nastava extrém (minimum).
Pozorovani vyse je disledkem obecnéjsiho tvrzeni:

e Necht ma funkce y= f(x) v kazdém bod¢ x z intervalu (a,b) kladnou derivaci,
pak je na tomto intervalu rostouci.
e Necht’ mé funkce y = f(x) v kazdém bodé& x z intervalu (a,b) zapornou derivaci,

pak je na tomto intervalu klesajici.
e Je-li v bod€ x = @ maximum nebo minimum funkce, a prvni derivace v tomto bod¢
existuje, pak je f'(a) =0.

Posledni tvrzeni je oSidné v tom, ze opacné tvrzeni neplati: je-li v né¢jakém bod¢ prvni de-
rivace nulova, jesté to nemusi byt extrém! Mize se jednat o tzv. inflexni (sedlovy) bod.
Tato situace je ukazana na Obrazku 3.1, kde je graf funkce y = x*. V bodé x = 0 je prvni

derivace ( y'=3x") nulova, ale jedna se o sedlo funkce.

Body, pro které plati, Ze je v nich prvni derivace nulova, se oznacuji jako stacionarni body,
nebo téz ,,body podezielé z extrému®. Mezi nimi pak hleddme maxima a minima.

Funkce mlize mit extrém jesté v bodech, v nichz prvni derivace neexistuje a také v krajnich
bodech defini¢niho oboru. Typickym piikladem prvné jmenovaného ptipadu je funkce

y=|x

bod¢ derivace neexistuje, nebot’ dana funkce ma v x = 0 ,,hrot™.

, jejiz graf je na Obrazku 3.2. Tato funkce ma minimum v bod¢ x = 0, ale v tomto
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e
.
-

A

= W

Obr. 3.1. Graf funkce y = X

A

Obr. 3.2. Graf funkce y = |x| .

Funkce je konvexni, jestlize tecna ke grafu funkce lezi vzdy pod grafem funkce. Piikladem
miize byt funkce y = x* (mnemotechnick4 pomiicka: x* je konveXni). V opa¢ném piipadé
je funkce konkavni.
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Nebo jesté jinak: konvexni funkce mé tvar ,,udoli*, zatimco konkavni tvar ,,kopce®, viz Obr
3.3. Inflexni bod je bod, v némz se konkavnost méni v konvexnost nebo naopak, a tecna
piechézi z jedné strany grafu na druhou.

Necht’ ma funkce y = f(x) v kazdém bod¢ x z intervalu (a,b) kladnou druhou derivaci,
pak je na tomto intervalu konvexni.
Necht mé funkce y = f(x) v kazdém bod¢ x z intervalu (a,b) zapornou druhou derivaci,
pak je na tomto intervalu konkavni.

konkavni konvexni

Obr. 3.3. Konkavni a konvexni funkce

Miuzeme si v§Simnout, Ze v okoli maxima je funkce konkavni, zatimco v okoli minima je
funkce konvexni. Pomoci druhé derivace tedy miizeme rozhodnout, zda dany stacionarni
bod je maximem nebo minimem funkce:
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o]

Necht' je vbodé x=a f'(a)=0 anavic f"'(a) >0, pak je v x = a lokalni minimum.
Necht' je vbodé x=a f"(a)=0 anavic f"'(a) <0, pak je v x = a lokalni maximum.

Pokud je vbodé x =a f'(a)=0 anavic f"'(a) =0, neumime podle druhé derivace roz-
hodnout, zda se jedna o extrém nebo inflexni bod.

Dllsesemvionass ]

Dokazte, Ze cenova elasticita E(P) = je rostouci funkce pro kladné hodnoty P.

0, 5P* +120
Reseni:

2P(0,5P% +120)—P*-P
(0,5P* +120)2

Funkeci derivujeme jako podil: E'(P) =

240P
(0.5P+ 120)2

A upravime: E'(P)=

Protoze je P kladné (P je cena, a ta je vzdy kladnd), je i E'(P) kladné, coz znamena, ze
funkce E(P) je rostouci na celém svém defini¢nim oboru. m

B T

Urcete extrémy funkce:

a) y=x"—6x
b) y=x"—4x’
c) y=e +1

d) y=50Inx—-5x+40

e) y=120x—4+/x
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f) y=x°-12x"
2
X
g y=—o
Inx
Reseni:

a) Funkci derivujeme: y'=2x-6.

Najdeme nulové body prvni derivace: y'=2x—-6=0, a tedy x = 3. Pomoci druh¢ derivace

ovefime, Ze se jednd o minimum: y"'=2 >0 (nebot’ druhé derivace je kladna).
b) Funkci derivujeme: y'=3x" —8x = x(3x—8).

Najdeme nulové body prvni derivace: x, =0, x, =8/3. Pomoci druhé derivace ovéfime

(zkuste si sami), Ze v bod¢ x, =0 je maximum a v bod¢ x, =8/3 minimum dané funkce.

¢) Funkci derivujeme: y'=e”. Nulové body prvni derivace vSak neexistuji (e je vzdy

kladné), a proto dana funkce nema zadny extrém.

: . 50 . : o . :
d) Funkci derivujeme: y'=—-5. Prvni derivace v bod¢ extrému je rovna nule:
X

0 :2—5, odkud postupné dostaneme 2: 5 a 5x =50, feSenim je x =10. Pomoci
X X

T RPN .50 ,
druhé derivace rozhodneme o povaze tohoto ,,podeziclého” bodu: y’= ——- a po dosazeni
X

za x =10 dostdvame y''= —% =—0,5. ProtoZe je druhd derivace zdporna, nachazi se

v bodé x =10 maximum zadané funkce.

2 2
e) Funkci derivujeme: y'=120—-—. PoloZime prvni derivaci rovnu nule: 0 =120——

. Po upravé mame: 120 = 2 , atedy 120/x=2,a po zkraceni dvéma obdrzime 60v/x =1

NP

, y 1 , i , C
, anasledné vx = 50 Nakonec umocnime na druhou a ziskdme nulovy bod (stacionarni

bod) x = ﬁ O povaze tohoto bodu rozhodneme pomoci druhé derivace: y"'=

1
N

1
je ted

kterd je kladna pro vSechna x >0 (v€etné x = 36%)' Stacionarni bod x =

minimem zadané funkce.
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f) Funkci derivujeme: y'=6x" —48x’. Prvni derivace v bodé extrému je rovna nule:
0=06x"—48x’, odkud upravou dostaneme: 0=6x’(1—8x?). Nulové body jsou:
X = —/8, x, =0,x; = V8. O charakteru extrému rozhodneme v danych bodech pomoci

druhé derivace y"'=30x* —144x>:

1'(—/8) = 768, v tomto bodé se tedy nachazi lokalni minimum.
y"’(0) =0, nelze rozhodnout.

¥'(/8) =768, v tomto bodé se nachézi lokalni minimum.

Podle druhé derivace nedok4dzeme rozhodnout o charakteru bodu x, =0, nebot’ i druha

derivace je v tomto bod¢ rovna nule. Uzitim vysSich derivaci se vSak da ukazat, ze se v to-
moto bod¢ nachazi lokalni maximum.

2xInx—
g) Prvni derivace je: y'= % Najdeme body, pro n€z je prvni derivace nulova:
nx
2xInx—x .. .
= ————, atedy Citatel musi byt roven 0: 2xInx-x=0.
(Inx)

V posledni rovnici vytkneme x: x(2Inx—1)=0.

Odtud plyne, Ze jednim kofenem (feSenim) je bod x, =0, a dalsi koten ziskame jako nu-

lovy bod zavorky (2Inx—1).

: 1
Necht tedy 21nx—1=0. Na levé stran¢ osamostatnime logaritmus: Inx = 5 Z posledni
rovnice plyne, z¢ x = e, coZ je druhy bod podeziely z extrému.

Znaménkovou metodou rozhodneme o charakteru obou stacionarnich bodu (nakreslete si

obrazek). Z ni plyne, Ze x, =0 je lokalnim maximem, zatimco bod x, = e'’*

je lokalnim
minimem. M
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peseioomas 9]

Urdete hodnotu prace L, pro kterou dosahuje funkce produkce Q=121° — I’ svého ma-

xima.

Reseni:

V maximu funkce plati, Ze prvni derivace je nulova. Danou produk¢ni funkci derivujeme:
Q'=24L-30

A polozime rovnu nule:

24L 31> =3L(8—L)=0

Odtud mame dva nulové body prvni derivace (body podezielé z extrému):
L=0alL,=8.

Pomoci druhé derivace (Q"'=24—-6L) ovétime, ze bod L = 0 je bodem minima produkéni
funkce (protoze Q’(0)=24>0), zatimco druhy bod L = 8 je bodem maxima (protoze
07’ (8)=-24<0).

Pro L = 8 doséhne produkce svého maxima Q = 256 jednotek. m

3.2 Asymptoty funkce

Asymptotami funkce y = f(x) nazyvame piimky, pro které plati, ze jejich vzdalenost od
grafu funkce se pro x jdouci do nekonecna blizi nule. Pfedstavu o asymptotach si mtizeme
) | B
vytvoftit na pfikladu grafu funkce y = —. Vidime, Ze hodnoty této funkce se v nekone¢nu
X
blizi k ose x, kterd je tedy vodorovnou asymptotou dané funkce, a zaroven pro x jdouci
k nule se hodnoty funkce blizi do plus (minus) nekonecna, a tedy osa y je svislou asympto-
tou.

Asymptoty existuji svislé¢, vodorovné a Sikmé. Svislou asymptotu uré¢ime z defini¢niho

oboru. Je-li dand funkce naptiklad y = Ll , pak x =1 a pravé ptimka x =1 je svislou

asymptotou dané funkce. Vodorovnou asymptotu lze povazovat za specialni piipad Sikmé
asymptoty (smérnice je nulova).

Sikma asymptota ma obecnou rovnici stejnou jako linearni funkce (je to piimkal!), tedy
y =ax+b . Koeficienty a a b se vypoctou pomoci nasledujicich limit:
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a=1im 2 resp. a = tim L (3.1)
x40y X0y
szir&[f(x)—ax] ,resp. b :}Lrgo[f(x)—ax] (3.2)

Vypocet asymptot funkce je ilustrovan v nésledujici kapitole vénované priabeéhu funkce.

3.3 Postup pfi uréovani pribéhu funkce
Pti ur€ovani prabéhu funkce obvykle postupujeme podle nasledujici osnovy:
1. D(f), sudost, lichost, periodi¢nost.
2. Limity (jednostranné) v bodech nespojitosti a v nevlastnich bodech.
3. Priseciky s osami x a y, znaménka funk¢nich hodnot.
4. Prvni derivace, jeji nulové body.
5. Lokélni extrémy a intervaly monotonnosti.
6. Druha derivace a jeji nulové body.
7. Inflexni body, konkavnost, konvexnost.
8. Asymptoty.
9. Omezenost funkce, H(f).
10. Graf funkce.

Vysetfovani priibéhu funkce si ukdZzeme na nasledujicich ptikladech.

Rl[ssmsaeonase ]

Urdete pribéh funkce £ y = x° —6x”> +9x.
Resent:

1. ProtoZe fje mocninnd, je D(f) = R. (Pfipomindme, Ze defini¢ni obor neni roven R jen u
funkci obsahujicich nezndmou ve jmenovateli, pod odmocninou, v logaritmu, a u funkci
arcsin a arccos. Dand funkce nepatii do zddné zminéné kategorie).

Ovéiime sudost funkce: musi platit rovnost f(x)= f(—x) pro vSechna x z defini¢niho
oboru, a tedy:
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X —6x7 +9x = (—x)* —6(—x*) +9(—x),

v ’ 3 2 3 2
coz upravime takto: x” —6x" +9x=—x" —6x"—9x.
Vidime, Ze prava strana se nerovna levé (nejsou stejna znaménka), funkce suda neni.

Podobné ovétime lichost funkce: musi platit f(x) =—f(—x) pro vSechna x z defini¢niho

oboru, coz znamena, Ze vSechny ¢leny na levé a pravé stran€ rovnice musi mit opacné zna-
ménko. Vyuzijeme vysledek z predesiého odstavce:

X —6x" +9x=—x" —6x> —9x.

Clen u 6x nema opacné znaménko, proto funkce neni licha.

Periodicka funkce fneni, periodické jsou pouze goniometrické funkce.

2. Body nespojitosti funkce nema, proto spocteme limity pouze v nevlastnich bodech, tedy
Vv Foo:

lim x* —=6x* +9x =+, lim x’ —6x° +9x = —©

X—>+00 X——0

Pii vypoctu téchto limit jsme vyuzili faktu, Ze o vysledku rozhodne nejvétsi ¢len, tedy x°,
ktery pro x rostouci do plus nekonecna roste rovnéz do plus nekonecna, zatimco u druhé
limity pro x jdouci do minus nekoneéna je x* zaporné.

3. Priiseciky grafu funkce s osami x a y urcujeme tak, Ze nejprve polozime x = 0, a dopoci-
tame z predpisu funkce y (tim ur¢ime prisecik s osou y), a pak polozime y = 0 a dopocitame
x (prisecik s osou x):

x = 0: dosazenim vyjde okamzité¢ y = 0. Mame tedy prvni prasecik P; [0,0]. Graf funkce
prochazi pocatkem soustavy soufadnic.

y = 0: dosazenim ziskame rovnici tietiho stupné 0 = x° —6x” +9x , kterou musime vyfesit.
Nejprve vytkneme x a upravime:

0=x(x*~6x+9) = x(x-3)’

Z posledniho tvaru rovnice obdrzime kofeny: x, =0 a x,; =3. Nasli jsme tedy priseciky
sosou x: P> [0,0] a P3 [3,0]. Avsak pruseciky P a P» splyvaji. Mame tedy jen dva rtizné
pruseciky. Jak uvidime vzapéti, bod Pz [3,0] nebude priisecikem, ale pouze dotykovym
bodem grafu funkce a osy x.

Jesté musime urcit znaménka funkénich hodnot pro zadanou funkci: nulové body x =0
a x =3 naneseme na Ciselnou osu, ktera se tim rozd¢li na tf1 intervaly. Z kazdého intervalu
vybereme jedno libovolné ¢islo, pomoci kterého zjistime znaménko dané funkce:
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V intervalu (—00,0) vybereme napiiklad x=-10, dosadime do ptedpisu funkce

y =x—6x" +9x = x(x—3)"a vyjde zdporna hodnota (~1690). Nad interval (—o0,0) napi-
Seme znaménko “—. U intervald (0, 3) a (3,%0) zjistime znaménko “+*“. Mizeme tak ucinit

zaver, ze pro kladna x nabyva dana funkce kladnych hodnot, pro zaporna x je funkce za-
pornd a pro x = 0 je rovnéz y = 0. Proto musi byt bod P5 [3,0] dotykovy bod, a ne prisecik.

4. Prvni derivace funkce f: y'=3x>—12x+9.

Nulové body prvni derivace, coz jsou ,,body podezielé¢ z extrému®, najdeme feSenim kva-

dratické rovnice 0=3x>—12x+9: x, =1 a x, =3 (feSime pomoci diskriminantu nebo roz-

kladem na soucin kofenovych &initelti: 0=3x> —12x+9=3(x-1)(x-3).

5.Body x, =1 a x, =3 naneseme na Ciselnou osu, ¢cimz ziskdme tfi intervaly (bez nulo-
vych bodt): (—o0,1), (1,3) a (3,0), viz Obr. 3.4. Nyni rozhodneme o znaménku prvni de-
rivace v kazdém intervalu tak, ze zvolime libovolné ¢islo z daného intervalu  a dosadime
€4t a “+ Vime, Ze pokud je prvni
derivace v n¢jakém intervalu kladna, pak je dana funkce na tomto intervalu rostouci. Proto
nad intervaly se znaménkem “+* nacrtneme Sipku smérem vzhlru. Obdobné nad intervaly
se znaménkem “— nacrtneme Sipku smérem dold, coz symbolizuje, ze dana funkce
na tomto intervalu klesa, viz Obr. 3 .4.

ho do 1. derivace. Postupné obdrzime znaménka

Obr. 3.4. Znaménka prvni derivace.

Z ,sipkového* schématu okamzité vidime, Ze v bod¢ x =1 ma funkce maximum, zatimco
v bod€ x =3 je minimum. Dalsi extrémy funkce nema.

Pro monotdnnost plati:

Pro x €(1,3) je funkce klesajici,
Pro x € (—oo,1) U (1,0) je funkce rostouci.

6. Druha derivace: y'=6x—12, nulovy bod druhé derivace: x =2.
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7. Nulovy bod druhé derivace, tedy x =2, mufe byt inflexnim bodem dané funkce, pokud
se v ném méni konvexnost na konkdvnost nebo obracené. To ovéifime pomoci znaménka
druhé derivace: na Ciselné ose opét vyznacime nulovy bod x =2, ¢imZ dostaneme dva
intervaly: (—0,2) a (2,0), viz Obr. 3.5. V prvnim intervalu zvolime napiiklad x =0,

113

druha derivace vyjde zaporna (—12). Nad interval zapiSeme U druhého intervalu zvo-
lime naptiklad x =10, druha derivace vyjde kladna (+48). Nad interval zapiSeme “+*. Pro-
toze v bodé x =2 se méni znaménko druhé derivace, je tento bod inflexnim bodem. V in-
tervalu (—o0,2) je funkce konkavni, v intervalu (2,00) konvexni (podivejte se na graf této

funkce nize!).

Obr. 3.5. Znaménka druhé derivace.

8. Asymptoty:

Svislou asymptotu ur¢ime z definiéniho oboru: protoze D(f) = R, svisl4d asymptota neexis-
tuje.

Sikmou asymptotu vypoéteme ze vztahti (3.1) a (3.2). ProtoZe je dana funkce spojita, staci
vypocitat limity do plus nekone¢na. V naSem ptipad¢ obdrzime:

3 g2
a=tim L) _ fip ¥ 6 +9x:1im(x2—6x+9):+oo.

X—>Fo0 X x—>to0 X x—>to0

Pokud nam vyjde koeficient a nebo b nekonecny, znamena to, ze Sikma asymptota neexis-
tuje. Koeficient » uz nemusime pocitat.

9. Funkce neni omezend, a H(f)=R.

10. Graf viz Obrazek 3.6. m

Poznamka: graf funkce je lepsi kreslit pribézné. Vzdy, kdyz o funkci néco zjistime (naptiklad polohu lokal-
niho maxima), je vhodné si tento fakt zakreslit do grafu, nebot’ tak ziskdme lepsi pfedstavu o dané funkci jiz
béhem urcovani pribehu funkce.
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y=x3 -6x2 + gx

A

o J

Obr. 3.6. Graf funkce y = x° —6x° +9x .

Rllsesemsaronnss ]

2

Urcete prubéh funkce y = al 0
x f—

Reseni:

1. Zatneme definicnim oborem: jsou to vSechna redlna ¢isla bez 1 (nulovy bod jmenova-

tele), coz zapiSeme D(f)e R - {1} , nebo jednoduse x #1.
Ovéiime sudost: f(x) = f(—x)

2 2
X X

%

x—-1 —x-1
Funkce tedy sudé neni.
Ovétime lichost:

S)=—f(-x)
X
x—1 —x-1

Funkce neni ani licha.
Déle funkce neni periodicka, nebot’ periodické jsou pouze goniometrické funkce.

2. Vypocteme limitu v bod¢€ nespojitosti, a to limitu zleva i zprava:
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Vypocteme limity v nevlastnich bodech:

) g X
lim =400, lim

x—>+0 x — x——0 x -1

= —00

3. Prtseciky funkce s osami x a y:
02
0-1
x2

Prisecik s osou y najdeme tak, ze polozime x =0: y = =0.

Prisecik s osou x najdeme tak, ze polozime y =0: 0= x atedy x=0.
x—
Oba priseciky splyvaji, funkce prochazi pocatkem soustavy soutadnic.

Kladnost/zépornost funkce: ze zadani je zfejmé, ze pokud zvolime x>1, bude funkce
kladn4, a pro x <1 zaporna.

4. Prvni derivace:

. 2 _2x-(x—l)—x2~1_x2—2x
Y x—1 (x—l)2 (x—l)2

Nulové body prvni derivace:

y= x?=2x
(x-1)

5. Kurceni, o jaké body jde, ndam pomtize monotdénnost (nebo 2. derivace, viz dalsi bod

=0 pro x, =0 a x, =2. Tyto body jsou stacionarni (podezfelé z extrému).

postupu). Vyneseme oba body x, =0 a x, =2 na ¢iselnou osu a ur¢ime monotdnnost prvni

derivace v kazdém ze tii intervalii. Vybereme libovolné ¢islo z pravého intervalu, naptiklad
10, a dosadime ho do prvni derivace. Vyjde ¢islo kladné (80/81), nad interval nakreslime
,, . Podobné urc¢ime dalsi dvé znaménka.

Nad interval se znaménkem ,,+* nakreslime Sipku nahoru, ktera znézornuje, ze zde funkce
roste. Nad interval se znaménkem ,,— nakreslime Sipku dolt, ktera znazoriiuje, ze zde
funkce klesd. Nyni je uz jasné, ze v bod¢ x, =0 je maximum, protoze do tohoto bodu

funkce roste. Podobné v bod€ x, =2 je minimum.
Monotonnost funkce:

Pro x (—0,0)U(2,%) je funkce rostouct,
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Pro x€(0,1)U(1,2) je funkce klesajici.
6. Druha derivace:

y”:(2x—2)-(x—1)2—(x2—2x)-2-(x—1): 2

(x-1) (x-1)

7. Nulovy bod druhé¢ derivace: x = 1.

Pro x €(—,1) je funkce konkavni,

Pro x (1,0) je funkce konvexni.

Funkce nema inflexni bod (bod x = 1 je bodem nespojitosti funkce).

8. Svislou asymptotu ur¢ime z definicniho oboru: protoze x #1, dostdvame svislou
asymptotu x = 1.

Sikmou asymptotu vypoéteme ze vztahii (3.1) a (3.2):

2 2 2
bzlim[f(x)—ax]:lim[x —x}=lim$:ﬁm X .

x—>+o0 x>t | x — 1

Sikma asymptota mé tedy rovnici y=x+1.

9. Obor hodnot: H(f)= (- oo, 0) U (4,0)

10. Graf funkce je na Obrazku 3.7. m

82



Jirt Mazurek - Matematika v ekonomii

y &

o j

Urcete prubéh funkce y = X

P

Reseni:
1. Defini¢ni obor: protoze ve jmenovateli nemutize byt 0 pro zadné x, je D(f)=R.

2 2 2

—X

Sudost a lichost: f(x) = x_x , f(=x)= Q = xTx Odtud vidime, Ze oba vyrazy si nejsou
e e e

rovny ani se nelisi o znaménko, proto dana funkce neni ani lichd, ani suda.
Periodic¢nost: periodické jsou pouze goniometrické funkce.

2. Body nespojitosti nejsou, limity funkce v nevlastnich bodech:

2
.X .. iy - . w1 .
lim — =0 (protoZze jmenovatel roste rychleji nez Citatel, také je mozné pouzit L "Hospita-

X—>+0 e

lovo pravidlo)

2

: x ~ /4 14 W ) .
lim — = +o0 (protoze pro zaporna x se Clen € posune do Citatele a jeho hodnota roste do
X—>—00 e

nekonecna)
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3. Priseciky:
x=0:y=0— P;[0,0].
y=0:x=0— P [0,0].

Oba pruseciky splyvaji. Jak uvidime dale, tento prisecik je ve skutecnosti pouze dotyko-
vym bodem osy x.

Znaménka funkénich hodnot: protoze x* i €* jsou pro viechna x kromé 0 kladné, je i dand
funkce vSude kladna s vyjimkou x = 0, kde je rovna 0. Tento vyjimecny bod je zminénym
dotykovym bodem P. Graf funkce tedy bude lezet vSude nad (na) osou x.

4. Prvni derivace (derivujeme jako podil):

o 2x—xt x(2—-x
yo 2o xCon
e e

Nulové body prvni derivace: zlomek je roven nule, kdyz je Citatel roven nule, a tedy:
x(2-x)=0

Odtud x, =0 a x, =2.

5. Vyneseme ,,podezielé“ body x, =0 a x, =2 na ¢iselnou osu (nakreslete si!) a znamén-

kovou metodou zjistime monotdnnost:

Funkee je rostouci pro x €(0,2)
Funkce je klesajici pro x € (—0,0)U(2,0).

Z monoténnosti (nakreslete si Sipky) odvodime extrémy:
. 4
Maximum: | 2,—
e

Minimum: [0,0]

2
—4x+2
6. Druhé derivace: y'= X oax+s

X

e

Nulové body druhé derivace vypoéteme z rovnice x° —4x +2 =0 (&itatel zlomku musi byt
0):

x1=2—\/§ a x1=2+\/§.
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7. Vyneseme oba body x, = 2-2 a X, = 2++/2 na &iselnou osu (nakreslete si!) a zna-

ménkovou metodou rozhodneme o kladnosti (zde je funkce konvexni) respektive zapor-
nosti (zde je funkce konkéavni) druhé derivace:

Konvexni je funkce pro x e (—oo,2 —\/E)U(Z +\/§,oo)
Konkévni pro x (2—\/5,2+\/§) .

Body x, =2- J2 a X =2+ 2 jsou inflexni body.
8. Asymptoty: svisla asymptota neexistuje, Sikma asymptota:

2
X

R R

.X
= lim — =+

X

. x . X .
a=lim £ = lim —=0 resp. a= lim

X400 x x—>+0 o x>0 x x—0 o

X—>+00 e X—>—00 e

2 2
b= lim {X—X—Ox}=0,resp. b= lim {X—X—Ox}zmo

Nekonecné hodnoty vSak nemaji smysl, proto mame a = b = 0. Rovnice (vodorovné)
asymptoty tedy je: y = 0. Asymptotou je tedy osa x (v kladném smeéru).

9. Funkce je omezena zdola, H(f)=(0,).

10. Graf funkce viz Obrazek 3.8. m
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A
¥

[ =

Obr. 3.8. Graf funkce y =

P

3.4 Ekonomické aplikace: extrémy funkce pfijmua, nakladi a
zisku

Znalost prub¢hu funkce (produkéni, piijmi, nakladd, zisku, apod.) je v ekonomii uzite¢na
pfi hledani maxima produkce, piijmi a zisku, nebo naopak k ur¢eni minima nakladd.

Zvlastnosti ekonomickych funkci je, ze ekonomické veli€iny, jako je naptiklad cena, prace,
kapital, mnozstvi apod., obvykle nemohou byt zdporné, a proto se vysetfovani priabéhu
funkce omezuje pouze na prvni kvadrant soustavy soufadnic.

kych funkci: extréma a monotonnosti, a to pomoci prvni (druhé) derivace. Samoziejmé by
bylo mozné urcit i zbyvajici vlastnosti, ale ty jiz vétSinou nemaji ekonomicky vyznam. Je
vhodné nakreslit si k dané ekonomické funkci jeji graf, nebot’ z grafu jsou okamzité patrné
jeji vlastnosti.

Dlfsesemavnonasr ]

Je dana produkéni funkce Q = 617 —4L’ . Urcete jeji extrémy a monotonnost, funkci naért-

néte. Nezapomeiite, ze u ekonomickych funkci predpokladame, ze hodnoty QO i L jsou ne-
zaporné.
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Reseni:
Funkci derivujeme: Q'=12L —121°
Najdeme nulové body prvni derivace: Q'=12L—121> =0.

To jsou hodnoty L =0 a L = 1. Pomoci znaménkové metody (nebo pomoci druhé derivace)
zjistime povahu téchto podezielych boda: v bodé L = 0 je minimum a v bod¢ L = 1 je ma-
ximum. Funkce Q =6L* —4L’ ma oviem jesté jedno minimum, a to v bodé L = 1,5, ktery
je krajnim bodem defini¢niho oboru! Funkce je rostouci pro x e(0,1) aklesajici pro
x €(1,0). Graf funkce viz Obrazek 3.9. m

od
2.5

24 Q=6L%-413

1.54

0.59

Obr. 3.9. Graf funkce Q=61 —4L .

pesevtoomss 3]

Je dana funkce nékladt TC(Q) =20’ —60Q° +300 +5. Uréete Q, pro které jsou mezni na-
klady MC(Q) minimalni. Nacrtnéte prabch funkce MC(Q).

Reseni:

Vypocéteme  mezni  ndklady jako  prvni  derivaci  celkovych  nakladi:
MC(Q)=60"-120+30.
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Mezni naklady derivujeme a polozime rovny nule: MC'(Q) =120 —-12 =0, odkud ziskame
nulovy bod Q= 1.V tomto bod¢ je minimum meznich naklad (MC = 24). Grafem meznich
nakladi je parabola s vrcholem v bodé [1,24]. m

Dlfsemioos ]

Je dana funkce celkovych piijma PR(Q) = -20* +4000° . Uréete maximum této funkce.
Reseni:

Funkci derivujeme a polozime rovnu nule: PR(Q)=-80° +8000 =-80(Q* —100) =0.
Obdrzime tfi koteny: 01 =0, 0> =-10, O3 = 10. Pouze tieti kofen ma ekonomicky smysl.
Znaménkovou metodou nebo pomoci druhé derivace (PR'(10)=-1600) zjistime, Ze

vbodé¢ Q=10 nastdva maximum. H

El[ssemioeonas ]

(Dowling, 2012). Je dana funkce celkovych pi{jmi (revenue) R = 40000 —330* a funkce

celkovych nakladd (cost) C =20’ —30* +4000 + 5000 . Uréete maximum funkce zisku
(profity r=R—-C.

Resent:

Funkce zisku ma tvar:

7 = (40000 -330%) - (20° - 30 + 4000 + 5000) = —20° — 300 + 36000 — 5000
Funkeci zisku derivujeme a polozime rovnu nule:

7'=—-60% - 600 +3600 =0

Tato kvadraticka rovnice mé dva koteny: O, =-30 a O, =20.

Zaporny koten (Q, =-30 vSak nemd ekonomicky smysl, proto je feSenim ulohy pouze
0, =20. Maximalniho zisku se tedy dosdhne pii mnozstvi O, =20, a tento zisk je:
7(20) =-2-20" —30-20° +3600-20 — 5000 = 39000. =
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swosamerie ][]

1.) Vypoctéte prvni derivaci funkce a urcete monotonnost funkce v zadaném bodé:
a) f(x)=x", f(4)=?

[ f'(x)=2x, f'(4)=2-4=8, funkce je v bod¢ x = 4 rostouci]

b) f(x)=2x>-3x+1,f(3)=?

[f/(x)=4x-3, f'(3)=4-3-3=9, funkce je v bod¢ x = 4 rostouci]
4 .
c) f(X)=;,f(—2)=?
, 4 . < .
[ f'(x)=-—,f(=2)=1, funkce je v bod€ x = -2 rostouci]
X

d) f(x)=3Inx+1 f'(-1)="?
[ f(x)= 3 , (1) =-3, funkce je v bod¢ x = —1 klesajici]
X

2. Urcete lokalni maxima a minima funkce:
a) f(x)=x>-8x+4

[minimum: x = 4]

b) f(x)=-2x>+12x

[maximum: x = 3]

c) f(x)=x-¢€"

[minimum: x = —1]

X

d) f(x) =

(x + 1)2

[maximum: x = 1]

d) f(x)=x"+3x"+1

[maximum: x = 0, minimum: x = 2]

3.) Urcete prubéh funkce:
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a) y=x'-2x’

[1.D(f)=R, sud4, 2. lim x* —2x% =+, 3. prise¢iky s osami: [0,0] a [i x/E,OJ, funkce

je kladna: xe (— oo,—\/f)u (\/E,oo), z4porna: x e (— x/E,O)u (0, ﬁ), 4.y=4x" —4x, 5.
max: [0,0], min: [-1,-1]a[1,-1], rostouci: x € (— I,O)U (1, oo) , klesajici: x € (— oo,—l)u (O,l)

1
. 6. y'=12x> -4, 7. inflexni body X=J_r\/;, konvexni: xe(—oo,— %JU[ %’ooj’

konkévni: x € (— \E , \E J , 8. asymptoty nejsou,

9. H(f)=(-1,), omezené zdola]

| At f
I 1ot |

\ 05} {

ll I )
III I |'I (x from
! . f
-15 -1.0 —0.5 | 0.5 1.0 /1.5
\ i /
\ -0.5] /!
K, _10l //
omputed | I ;'- phi

15to 1.5)

b) y=x-e'
[1.D(f) =R, anisuda, ani licha, 2. lim xe* =+, liql xe’ =0, 3. pruseciky s osami: [0,0],
funkce je kladna: x e (O,oo), zaporna: x € (— oo,O), 4.y'=(x+1)e",

5. min: [-1,—1/e], maximum neni, rostouci: x € (— l,oo) , klesajici: x € (— oo,—l).

6. y'=(x+2)e*, 7. inflexni body x = -2, konvexni: x € (- 2,00), konkavni: x € (~0,~2)
, 8. vodorovna asymptota y=0,9. H(f)= <— 1/e, oo), omezena zdola].
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Inx

. Vyuzijte znalosti pribéhu funkce k nacrtnuti grafu funkce y =

5. Uréete maximum celkovych p¥ijmt TR(Q) = —1400+800 - Q.
[Q =40]

6. Uréete minimum celkovych naklad 7C(Q) =100 - 600 + Q*
[Q =30]

7. Uréete maximum zisku PR(Q) =100+ 640 —40°

[Q=8]

7 -
X

8. Uréete maximum zisku, je-li funkce celkového pfijmu R = 600 + 1000 + 0,50 a

funkce celkovych nakladd C =200+ 2,50>.
[O=25, 7=1650]

91



Realnad funkce dvou redlnych promennych

4 REALNA FUNKCE DVOU REALNYCH PROMENNYCH

[ memintmeonapmoy ]

Kapitola zavadi zakladni pojmy z oblasti diferencidlniho poctu funkce dvou realnych pro-
meénnych, jako jsou naptiklad parcidlni derivace. Obsahuje problematiku urc¢eni definiéniho
oboru, mezniho produktu préace a kapitalu, a mezniho uzitku. Déle obsahuje problematiku
nalezeni te¢né roviny a normaly k dané plose.

Hlewewrmory ]

Cilem této kapitoly je, aby student ziskal nasledujici dovednosti:

Ur¢it defini¢ni obor funkce dvou proménnych.

e Urcit prvni a druhé parcialni derivace.

e Pouzit totalni diferencidl k vypoctu prirtstku funkce.
e Urcit mezni produkt kapitalu a prace, a mezni uzitek.
e Najit rovnici te¢ny a normaly k dané plose.

_______________________________________________________________________________________________________________________________|
[H[weomsommproy ]

Funkce dvou proménnych, defini¢ni obor, parcidlni derivace, totalni diferencial, hes-
sian.

_______________________________________________________________________________________________________________________________|
6-8 hodin
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Dosud jsme se zabyvali situacemi, kdy jedna veli¢ina zavisela pouze na jedné jiné veli¢iné
(y zaviselo na x). V mnoha realnych situacich vSak jedna veliCina mlze zaviset na vice
veli¢inach. Napiiklad Cobb-Douglasova produk¢ni funkce Q zavisi na praci L a kapitalu
K. Celkovy zisk firmy (PR) zavisi na celkovém piijmu (7R) a celkovych nékladech (7).
Castka naspofena na uétu v bance zavisi na vysi vkladu, urokové mife a poétu urokovacich
obdobi, atd.

My se omezime pouze na problematiku funkci dvou realnych proménnych. Teorie funkci
vice nez dvou proménnych je vybudovana analogicky k teorii funkci dvou proménnych.

4.1 Definiéni obor funkci dvou proménnych

Defini¢nim oborem funkce f(x,y) proménnych x a y rozumime vSechny uspotfadané dvo-
jice [x, y] € R?, pro které ma dana funkce smysl. Definiéni obor obvykle znazorfiujeme

graficky v pravouhlé soustavé soutradnic jako (vysrafovanou) ¢ast roviny. Typickym funk-
cemi, u kterych je nutné urcit definicni obor, jsou odmocniny, logaritmus, racionalni lo-
mené funkce, arcsin a arccos.

Urcovani defini¢niho oboru si ukdZzeme v nésledujicich ulohéach.

e N

Urcete defini¢ni obor funkce f(x,y)=+x+y—2.
Resent:

Defini¢ni obor zadané funkce zjistime z podminky pro odmocninu: vyraz pod odmocninou
musi byt nezdporny: x+y—-2>0.

Resenim této nerovnice o dvou nezndmych je polorovina s hrani¢ni ptimkou x+y—-2=0

(rovnici ptimky miiZeme upravit na ¢astéji pouzivany tvar y =—x+2).

Nacrtneme tuto ptimku (viz Obr. 4.1). Pfimka nam rozd€luje rovinu na dvé poloroviny,
z nichz jedna piedstavuje definicni obor funkce, a druhéd ne. Mezi obéma polorovinami se
rozhodneme takto: zvolime si libovolny bod, o kterém s jistotou vime, ve které poloroviné

se nachazi. Miizeme pouzit naptiklad bod [0, 0] , ktery lezi v ,,levé* polorovin€. Dosadime
soufadnice zvoleného bodu do nerovnice x+ y—2 >0 a dostaneme -2 >0, coZ je neprav-
divy vyrok. Bod [0, 0] nesplituje podminku x+y—22>0 pro defini¢ni obor, leZi proto

v nespravné polorovin€. Defini¢nim oborem je tedy ,,prava“ polorovina, kterou vysrafu-
jeme (v Obrazku 4.1 je tato polorovina znazornéna Sedym stinovanim). Diky znaménku
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»= v podmince x+y—22>0 patii do defini¢niho oboru i samotnd hrani¢ni ptimka. Gra-

ficky piislusnost k definicnimu oboru vyznacime tak, ze pfimku obtdhneme plnou carou.
Pokud by ptimka do definicniho oboru nepatfila, nakreslili bychom ji ¢arou pferusovanou.
|

Obr. 4.1.

l[semsawonns ]

Uréete defini¢ni obor funkce f(x,y)=+/x>+1y>-9.

Reseni:

Podminka nezapornosti vyrazu pod odmocninou je: x* + y*> —9>0. ReSenim této nerov-
nice o dvou nezndmych je ¢ast roviny ohrani¢ena hrani¢ni kiivkou x* + y* —9=0. Touto
kiivkou je tentokrat kruznice se sttedem v bod¢ [0, 0] a polomérem r» = 3. Tato kruznice
nam vymezuje dvé ¢asti roviny: vnitiek kruznice a oblast vné kruznice.

O tom, ktera z téchto oblasti je definiénim oborem zadané funkce, opét rozhodneme pomoci
jednoho vhodné zvoleného bodu. Timto bodem miize byt opét bod [0, 0] , ktery lezi uvnitt

kruznice. Dosazenim tohoto bodu do nerovnice x°+y*—9>0 zjistime, ze -9 >0, coZ

neni pravda, a tedy bod [0, 0] nelezi v defini¢nim oboru dané funkce. Defini¢nim oborem
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je tedy oblast vné kruznice vcetné samotné kruznice (diky znaménku ,,=* v nerovnici), viz
Obr.4.2. m

Obr. 4.2.

Uréete defini¢ni obor funkce f(x,y) = log(x2 - y) :
Reseni:

Pro vyraz uvnitf logaritmu mame podminku: x* -y >0 (logaritmus je definovan jen pro
kladné hodnoty). Hrani¢ni kiivka ma rovnici x* —y =0, v niZ po pravé na tvar y = x° po-

zname parabolu s vrcholem v pocatku soustavy souradnic.

Tato parabola nam opét vymezuje v roviné dvé oblasti pro defini¢ni obor (,,pod* a ,,nad*
parabolou), mezi kterymi musime rozhodnout. Zvolime naptiklad bod [0, 1] , ktery oividné
lezi nad parabolou a je tedy reprezentantem této oblasti. Bod [O,l] v$ak nespliiuje nerov-

nost x*> —y >0, a proto je defini¢nim oborem dané funkce oblast ,,pod* parabolou. Samot-
nou parabolu obtahneme pierusovanou c¢arou, nebot’ do defini¢niho oboru nepatii (v pod-

mince x° —y >0 neni obsaZena rovnost). Vysledek viz Obr. 4.3. m
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A
yrzsls vl
5l
2__ 4
1+
«—F—+— = Lo
4 3 2 i ik > 5 4 X
_1__
_2__
_3__
A 4
Obr. 4.3,

Dlfsesemavionass ]

Urcete defini¢ni obor funkce f(x,y)=arcsin (x - y) .

Reseni:
Pro vyraz uvnitt funkce arcsinus méme podminku: —1<x—y <1 (tato podminka plyne

z oboru hodnot inverzni funkce k arcsinus, a to funkce sinus). Tuto nerovnici rozdélime na
dv¢ jednodussi nerovnice:

L -1<x-y

I x-—y<1

Nerovnice 1. pfedstavuje polorovinu s hrani¢ni pfimkou —1=x—-y, po Gpravé¢ y=x+1,
obsahujici bod [0,0].

Rovnéz nerovnice II. pfedstavuje polorovinu s hrani¢ni pfimkou x—y =1, po Upravé
y =x—1, ktera obsahuje bod [0,0].

Ob¢ hranicni pfimky vytdhneme plnou Carou, nebot’ patii do defini¢niho oboru (protoze
podminka —1<x—y <1 obsahuje rovnost).

Defini¢nim oborem zadané funkce je pak ¢ast roviny ve tvaru pasu, ktera je priinikem obou
polorovin, viz Obrazek 4.4. m
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Obr. 4.4.

Urcete definiéni obor funkce f(x,y)=+/x+y+Jx—y .

Reseni:

Z prvni odmocniny obdrzime podminku x+y>0, zdruhé odmocniny podminku
x—y 2>0. Obé podminky vymezuji v pravouhlé soustavé soutfadnic poloroviny s hranic-
nimi pfimkami x+y =0 a x—y =0. Prvni z obou pfimek je osou 2. a 4. kvadrantu, druh4

ptimka je osou 1. a 3. kvadrantu. Opét zvolime jeden vhodny bod a pomoci néj rozhod-
neme, kterd polorovina tvoii defini¢ni obor. Protoze defini¢ni obor zadané funkce musi
splinovat ob¢é podminky zaroven, je feSenim ta ¢ast roviny, ktera je prilnikem obou feseni
(Cast roviny, v niz se nam ob¢ Srafovani prekryji). Vysledek je zobrazen na Obrazku 4.5. m
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Obr. 4.5.

4.2 Derivace funkce dvou proménnych

Necht funkce f(x,y) je funkci dvou proménnych x a y. Derivaci funkce dvou proménnych
podle jedné z nich nazyvame parcialni derivace. Pro parcidlni derivace funkce f(x,y)

podle x respektive y uzivame nasledujici znaceni:

af(a’;’y_), fx’(on’)’ f.” , respektive %))c;,y)’ fy'(xa)’)a fy

Definice parcidlnich derivaci se zavadi obdobn¢ jako derivace funkce jedné proménné:

- e SO +ALY) = f(x, )
fi(x, )= lim ~ ,
Sy +A) - f(x,p)

Ay '

[ ()= Alylglo

Pfi vypoctu parcialni derivace podle x postupujeme tak, ze y povazujeme za konstantu
(pouze ji opisujeme) a funkci f(x,y) derivujeme podle x. Pti vypoctu parcidlni derivace

podle y postupujeme piesné opacné.
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peseioomes ]

Vypoététe parcialni derivace funkce f(x,y)=x"y+2)".

Reseni:

. : , , I xy) s
Derivujeme nejprve podle x: = 2xy a poté podle y: =x"+6y".m

6f(x,y)
ox

Vypoététe parcialni derivace funkce f(x,y)=x’e’ +1n

Reseni:

—Gf(x,y) —2xe’ +2
Ox x’

M — xzey + i .
dy y

Vyznam parcialnich derivaci spo¢iva v tom, ze udavaji zménu hodnoty funkce f(x,y)
spojenou se zmenou (pouze) promeénné x, respektive (pouze) y. Ekonomicky vyznam par-
cidlni derivace pro Cobb-Douglasovu produk¢ni funkei je ilustrovan v Kapitole 4.5.

prozawee 4]

Geometricky vyznam parcialnich derivaci je nasledujici: M&jme funkci z = f(x, y) defi-
novanou na mnoziné M < R’ . Kazdému bodu o soufadnicich [x, y] e M je tedy pfifazen

bod z. Graf funkce z = f(x,y) je dvojrozmérny objekt, ktery si mliizeme predstavit jako

,.krajinu‘ nad vodorovnou rovinou (viz Obr. 4.6).

Soutadnice z ma roli vysky nad touto rovinou. Pfi parcidlni derivaci podle x povazujeme y
za konstantu, coz znamend, ze vedeme (danym bodem y) svisly fez rovnobézné s osou x,
fezem ziskame kiivku zavislosti z na x, a pfislusnd derivace udava sklon této kiivky. Bu-
deme-li ménit y, bude se samoziejme tato kiivka i jeji sklon zménit. Vyznam parcialni de-
rivace podle y je analogicky.

|
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4.3 Druhé derivace funkce dvou proménnych

Prvni derivace funkce dvou proménnych miizeme znovu derivovat (pokud jsou druh¢ deri-
vace definovany). Druhé parcidlni derivace znac¢ime takto:

. o’
Druha derivace podle x: ]:
Ox
2
Druhé derivace podle y: 0 {
oy
. o’ .0
SmiSena derivace: / respektive / .
O0x0y 0yox
o N A of _of
U smiSené derivace nezalezi na potadi derivovani, plati tedy: = .
Ox0y  Oyox

Vypocet druhych parcidlnich derivaci si budeme ilustrovat v nasledujicich ulohach.

Dlfsesemaoionass ]

Vypoététe druhé parcialni derivace funkce f(x,y)=2x’ —6xy+5.
Reseni:

Nejprve vypocteme prvni derivace:

o >
—=6x"—-6
ox d
%2—6)6

oy

A poté druhé derivace:

2 & & &
TS Lo 2L 2L
ox o' ey oy

b b b

=-6

SmiSené derivace se samoziejmé rovnaji. |
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Diilezitost prvnich a druhych parcidlnich derivaci spoc¢iva v tom, Ze pomoci nich miizeme
urCit extrémy (maxima a minima funkce), coz ma zna¢ny ekonomicky vyznam. Proto je
této problematice vénovana cela nasledujici Kapitola 5.

4.4 Cobb-Douglasova produkéni funkce

Cobb-Douglasova' produkéni funkce udava zavislost produkce O na praci L a kapitalu K:
O=A4K‘I 4.1)
Ve vztahu (4.1) jsou 4, a, b kladné konstanty.

Konstanta 4 souvisi s technologickym pokrokem: pii stejném K a L vys§i A znamena, ze je
produkce vyssi (ze stejného mnozstvi kapitalu a prace se vyprodukuje vice diky efektivnéj-
$im technologiim). Konstanty musi byt ur¢eny empiricky (vyzkumem). Podle hodnoty a +
b tikdme o produkéni funkei, Zze ma:

o konstantni vynosy z rozsahu, je-li a+b=1
e rostouci vynosy z rozsahu, je-li a +b > 1
o klesajici vynosy z rozsahu, je-li a+b<1.

Ptedchozi tfi body si vysvétlime pomoci vztahu (4.1). Necht se kapital K zvysi p krat na
pK aprace L se zvysi rovnéz p krat na pL. Potom dosazenim do (4.1) dostaneme:

Q=A(pK)" -(pL) = Ap°K*p'L’ = p*" - 4K L’

Jestlize se tedy zvysi vstupy — prace a kapital — p krat, potom se zvysi vystup, tedy pro-
dukce, p“*’ krat. Jestlize je a+b =1, pak pii p nasobném zvyseni vstupti (naptiklad dvoj-
nasobnému) dojde k stejnému p nasobnému (v nase ptikladu tedy dvojndsobnému) zvySeni
vystupl. Pro a +b >1 by pii dvojndsobném zvyseni vstupll byl vystup vice nez dvojna-
sobny, zatimco v pfipad¢ a+b <1 méné nez dvojndsobny. Ve druhém piipadé tedy je vy-
hodné produkci zvySovat navySovanim prace a kapitalu, zatimco ve tfetim piipadé ne.

Pokud je a+b =1, lze vztah (4.1) upravit nasledovné:
O=AKL™ (4.2)

Grafické znazornéni Cobb-Douglasovy funkce viz Obr. 4.6.

! Charles Cobb (1875-1949), americky ekonom, Poul Douglas (1892-1976), americky ekonom.
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Kromé Cobb-Douglasovy funkce se v literature pouzivaji i jiné produkéni funkce, napf.
Leontiefova funkce nebo CES funkce (viz Chiang, 2008).

Obr. 4.6. Graf Cobb-Douglasovy funkce. Zdroj: Wikipedia.

4.5 Mezni produkt prace a kapitalu

Derivacemi produkéni funkce podle prace respektive kapitalu ziskdme mezni produkt prace
MP;, respektive mezni produkt kapitalu MPk:

MP, = Z—%, resp. MP, = 0 4.3)

oK

Pokud je produkéni funkce déna rovnici (4.1), pak pro mezni produkt prace respektive
mezni produkt kapitalu dostaneme:

MF)L :@:AKa(l—a)L_a :i(ﬁ}
oL l1—al\ L

a-1
MP, = Q _ AaK“ ' = Aa K
oK L

K

Vypocet mezniho produktu prace a kapitélu je ilustrovan v nasledujicich ulohéch.
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peseioomes 3]

Je ddna Cobb-Douglasova funkce Q =80K*’L"". Urcete:

a) mezni produkt prace a kapitalu,
b) mezni produkt prace pro K =100 a L = 50.

Reseni:

0,3 0,3
a) MP, = ‘2—% =80K"°0,7L"" =56 K _ 56(£j

)
o0 2\
MP, =2£=80-0,3-K 7. [ =24| =
oK K

0,3
b) MP, = 56(%) =56-2" =68,94.

Tento vysledek miizeme interpretovat takto: pokud pfi produkci s hodnotami K =100 a L
=50 zvySime L o jednotku, tedy na 51, zvysi se produkce o ptiblizné 69 jednotek. m

4.6 lzokvanty produkéni funkce, mezni mira technické substi-
tuce

Vsechny dvojice [L,K], pro né¢Z nabyva produkéni funkce stejné (kladné) hodnoty ¢ tvoti v

roviné indiferenéni kiivku zvanou izokvanta s rovnici g = AK“L’

Na této kiivce najdeme vSechny kombinace vstupli K a L, pro které je vystup O shodny.
Stejné produkce totiz mizeme dosahnout napiiklad pti praci 10 jednotek a kapitalu 5 jed-
notek, respektive naptiklad pii praci 8 jednotek a kapitalu 9 jednotek, atd.

Izokvanty pro Cobb-Douglasovy funkce maji typicky tvar (viz Obr. 4.7) klesajici konvexni
funkece.
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Kb

R dz

[,
L
L

Obr. 4.7. Typicky tvar izokvant Cobb-Douglasovy funkce.

Mezni mira technické substituce (marginal rate of technical substitution, MRTS) vyjadiuje
pomér, v némz je firma schopna nahrazovat kapital praci pfi stejném vystupu (stejné pro-
dukci). Geometrickym vyjadienim MRTS, tzn. vzajemné nahraditelnosti, je sklon

izokvanty.

(Dowling, 2012). Je dana funkce produkce proménnych K a L, vystupem je mnoZzstvi Q:
O(K,L)=16K"* "7 Necht jedna izokvanta ma rovnici 16K>*L"” =2144 (tedy pro-
dukce O = 2144). Urcete MRTS.

Resent:

Budeme derivovat rovnici 16K L"” = 2144 podle L, K budeme povaZovat za funkci L:

d(16K"*L"")  d(2144)
dL dL

Na levé stran¢ derivujeme podle pravidla o derivaci soucinu funkei s tim, ze funkci K po-

vazujeme za slozenou:

16(0,25K " Z—IL(L‘”S +K"%0,75L%%)=0

4K*0,75 CCZZ_I;LOJS + 12K0,25L70,25 — 0

Nyni vydé€lime rovnic ¢tyfmi a pfevedeme druhy Clen napravo:
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K—0,75 Z_IELOJS — _3K0,25L—0,25

Déle osamostatnime hledany Clen fl—IL{ :

d_K — 3RO 02 g 0I5 =075 _ _3£
dL L

Pokud si za K a L dosadime nasledujici hodnoty: K =256 a L = 108, dostaneme:

K _ 3256 _ 54y

dL 108
Tento vysledek se dé interpretovat tak, Ze pokud se prace L zvysi o 1 jednotku, pak kapital
K musi klesnout o 7.11 jednotek, aby produkce zlstala stejna. m

4.7 Funkce uzitku, mezni uzitek

M¢jme n druhti zbozi, jejichz mnozstvi bud’ O1, O, ..., Ou. Spotiebitel preferuje nékteré
zbozi nebo skupiny zbozi pted jinymi. Jinymi slovy, rizné zbozi nebo skupiny zbozi ma
pro spottebitele riiznou uzite¢nost. Predpokladejme, Ze spotiebitel je schopen piifadit kazdé
skupiné zbozi jednu hodnotu, ktera vyjadiuje uzitecnost (uzitek) dané skupiny zbozi. Tato
hodnota sama o sobé nemé vyznam ani jednotku, ale slouzi k porovnani uzitecnosti rtiznych
skupin zbozi. Zminéné ptitazeni nazyvame funkce uzitecnosti (utility fiction), a zapisujeme:

U(@,,0,5-0,)

V dals$im vykladu se omezime pouze na funkce uzite¢nosti dvou proménnych.

Funkce uzitku mé nésledujici matematické vlastnosti: jeji graf zac¢ina v bod¢ 0, funkce je
rostouci a konkavni, coz znamena, Ze se jeji rast (sklon) postupné zmensuje, viz Obr. 4.8.
Konkévnost funkce uzitku vyjadiuje zakon klesajiciho mezniho uzitku: se spotiebou dalSiho
mnozstvi zbozi se uzitek spotiebitele zvySuje stale méne.
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-

U(Qi)l

Obr. 4.8. Obvykly tvar funkce uzitku.

B T

Je dana funkce uzite¢nosti pro dva druhy zboZziU(Q,,0,) = 0,4/ O, . Zjistéte, zda je spotie-
bitelem preferovan stav Q1 =10, Q> =5 nebo Q1 =7, 0> =8.

Resent:
Vypocteme funkci uzitku pro oba ptipady:
U10,5)=10-/5=22,36,U(10,5)="7-/8 =19,80..

Pro spotiebitele ma vétsi uzitecnost druha skupina zbozi, tu preferuje pred prvni. Hodnoty
22,36 respektive 19,80 nemaji vyznam samy o sob¢, slouzi pouze k porovnani uzitku obou
moznosti. M

Mezni uzitecnost (uzitek) (marginal utility) MU (MUz) zbozi Q; (Q>) se vypocte jako par-
cialni derivace U podle Q; (Q>):

MU1 = M’ I’eSp.MUz — aU(Ql,QZ)
o0, 20,

Mezni uzitek vyjadiuje ptirtstek funkce uzitku U ptipadajici na jednotkovou zménu zbozi

0.
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pesedvome: ]

Vypocététe mezni uzitek MU, a MU, pro funkci U = Q) - 05

a) obecng,

b) pro O1=10a 0> =8.

Reseni:
amu, =2 05000 0p
00,
MU, = 6_U = O,ZQIO’5 . 1‘0’8
00,

b) Dosadime zadané hodnoty:

MU, (10,8) = ‘;—g =0,5-10"°-8°% = 0,240

1

MU, (10,8) = SU

=0,2-10" -8 =0,120.

2

Vysledek mizeme interpretovat tak, ze pro zadané hodnoty Q1 a Q> roste uzitek dvakrat
rychleji pfi jednotkové zméné mnozstvi Q1. m

pesevtvomss |3

Vypoctéte mezni uzitek MU, a MUs pro funkei U(Q,,0,) =1000; -In O, :

a) obecng,
b) pro 01 =5 a 0, =100.
Resent:

a) MU, = %] =2000, -1n 0,

1

2
y, = 0U 1009
0, O

b) Dosadime zadané hodnoty:
a) MU, (5,10) =200-5-1n100 = 2000
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100-5
100

25

MU,(5,10) =

Vysledek mizeme interpretovat tak, Ze pro zadané hodnoty Q1 a Q> roste uzitek 80 krat
rychleji pfi jednotkové zméné mnozstvi Q1. m

Pan Tomas ma k dispozici diichod 200 jednotek (naptiklad eur). Mize si za n¢ koupit dva
statky, které maji cenu P; = 4 a P> = 2 jednotky. Funkce uzitku U pana Tomase je ddna
takto: U(Q,,0,)=0,-0,, kde O, je mnozstvi prvniho statku a O, je mnozstvi druhého

statku. Uzitek pana TomasSe je tedy piimo imérny mnozstvi kazdého z obou statkl. Jaké
mnozstvi statki ma pan Tomas koupit tak, aby maximalizoval svijj uzitek a pfitom utratil
veskery duchod?

Reseni:
Méme tedy maximalizovat funkci U(Q,,0,)=0, -0, za podminky 40, +20, =200.

Z podminky vyjadiime napfiklad Q;: O, =50 _2 , a dosadime do U:

2

2

U= 50—% -0, :—&+50Qz.
2 2

Maximum funkce U opét hleddme pomoci prvni derivace, vyjde Q> = 50, a poté¢ Q; = 25.

Podminku maxima mtzeme ovéfit opét druhou derivaci. m

4.8 Tecnarovina a normala

Ke grafu funkce jedné proménné miizeme vést danym bodem tecnu, kterd ma smeérnici
rovnu derivaci této funkce v zadaném bodé¢ (napiiklad miizeme vést tecnu ke grafu funkce
y= x*v bodé x = 3). Analogicky lze ke grafu funkce dvou proménnych (coz je obecné

plocha v trojrozmérném prostoru) najit te¢nou rovinu v daném bod¢ (naptiklad ke grafu ve
tvaru polokoule Ize jisté ,,pfilozit* te€nou rovinu ve vhodném bodg).

Nez si ukazeme, jak najit rovnici te¢né roviny ke grafu funkce dvou proménnych, zopaku-
jeme, Ze rovnice roviny ma tvar ax+by+cz+d =0, kde a, b, ¢ a d jsou realna ¢isla (kon-

stanty).
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Vektor n = (a,b,c) nazyvame normalovy, jeho smér je kolmy k roviné (normdalovy zna-
mena kolmy). Normala je pfimka kolma k rovin¢, prochazejici danym bodem C [xo » Voo Zo]
. Necht' funkce f(x,y) mavbodé¢ C [x0 s Voo ZO] ob¢ parcialni derivace. Pak rovnice te¢né

roviny ke grafu funkce f(x,y) vbodé¢ C [xO, yo,zo] ma tvar:
0 0
2=2+ O (v-1)+ 2 (©)-(r-0) (44

Normalovy vektor:

ol /PPN AN
n—[ax(C),ay(C), 1)

A normala (v parametrickém tvaru):

—+Z 0.
x—x0+ax(C) t
y:y0+%(C)-t, teR 4.5)

z=2z,—t

pesevivomass |2

Je dana funkce f(x,y)=x"+x)".

a) Najdéte rovnici te¢né roviny ke grafu této funkce v bodé C [2,1,?].
b) Urcete normalu k této roviné v daném bod¢.

Reseni:

a) Nejprve urcime z-tou soutadnici bodu C (zo) z piedpisu dané funkce:
z=f(x,y)=2"+2-1"=10.

Déle vypocteme parcialni derivace podle x a y:

I (or) 50, T(x2)

=2x
ox oy 4

Nyni do obou derivaci dosadime soutadnice bodu C:
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%(C):?,-z2 +1° =13, %(C)=2-2-1=4,

A muzeme psat rovnici te¢né roviny podle (4.4):
Z:10+13-(x—2)+4'(y—1)

Roznésobime zavorky:
z=10+13x-26+4y—4

A nakonec prevedeme vSechny Cleny na levou stranu rovnice, ¢imz ziskdme rovnici te¢né
roviny v obecném tvaru:

13x+4y—-z-20=0

b) Z rovnice te¢né roviny v pfedchozim bod¢ vycteme normélovy vektor: n= (13,4, —1) .

Nyni uz miizeme psat rovnici normaly v parametrickém vyjadieni dle (4.5):

x=2+13t
y=1+4tteR
z=10—¢

Muzete si v§imnout, Ze prvni sloupec na pravé strané tvoii souradnice bodu C, a druhy

sloupec soufadnice normalového vektoru n= (13, 4, —1) vynasobeného parametrem z. B

4.9 Totalni diferencial funkce dvou proménnych

o

Totalnim diferencialem (prvniho ftadu) funkce dvou proménnych f(x,y) v bodé

C =[c,,¢,,c; | nazyvame vyraz:

df (C) =%(C)dx+%(€)dy (4.6)

pokud obé¢ parcidlni derivace v bod¢ C existuji.
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Stejné jako u funkce jedné proménné vyjadiuje totalni diferencial dvou proménnych (pfi-
blizng€) prirastek funkce f(x,y) spojeny s malym pfirGstkem proménné x (prvni ¢len
na praveé strané vztahu 4.6) a malym proménné y (druhy ¢len na pravé strané vztahu 4.6).
Geometricky si to miizeme piedstavit tak, ze v daném bod¢ C, v némz chceme zjistit pii-
rustek funkce f'(x, y), vedeme ke grafu této funkce te¢nou rovinu, a ptirtstek funkce zjis-

time na této roving.

pesedmomaee 3]

Je dana funkce f(x,y)=3x>+5xy+y,bod C[1,1,9]adx=0,1, dy=0,2. Urcete:

a) totalni diferencial funkce,

b) ptirtistek funkce v bod¢ C pro dané hodnoty dx a dy.

Reseni:

a) Vypocteme ob¢ parcialni derivace a dosadime do (4.6): df = (6x+5y)dx+(5x+1)dy.
b) Dosadime zadané hodnoty: df (C)=(6+5)dx+(5+1)dy=11dx+6dy =1,1+1,2=2,3.

Vysledek b) interpretujeme takto: pti zvétSeni hodnoty x o 0,1 jednotky a hodnoty y 0 0,2
jednotky v bodé [1,1,9] se hodnota dané funkce (celkove) zvysi o 2,3 jednotky. m

Totalni diferencial dvou proménnych je obecné opét funkce dvou proménnych. U této
funkce miizeme opét vyjadrit jeji totalni diferencial, ¢imz obdrzime totélni diferencial dru-
hého fadu. M&me funkci f(x,y), ktera ma v bod¢ C vSechny parcialni derivace druhého

tadu. Totalnim diferencialem druhého radu nazyvame vyraz:

2 2 2
d’ f(C,dx,dy) = Zx{ (O)d*x+ 2%(C)dxdy + Zy{ (C)d’y (4.7)

Totalni diferencidl druhého tadu (4.7) vyjadiuje (pfiblizn€) ,,prirastek ptirastku® funkce.
Lze jej vyuzit k hleddni maxima a minima funkce dvou (a vice) proménnych, viz Kapitola

5. Analogicky lze definovat totalni diferencialy fadu tfetiho a vyssiho, touto problematikou
se vSak jiz zabyvat nebudeme.

sawosramroer [l

1. Urcete defini¢ni obor funkce dvou proménnych:
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a) f(x,y)=42x—y+3

[Polorovina s hrani¢ni ptfimkou 2x — y +3 = 0 obsahujici bod [0,0], v€etné hrani¢ni pfimky]

b) f(x,y):\/x2+y2—4 +é

[Vng;jsi oblast kruznice se stiedem v bod¢ [0,0] a polomérem 2 jednotky, vcetné této kruz-
nice. |

¢) f(x,y)=arccos(3—x)

[Svisly pas ohrani¢eny pifimkami x = 2 a x = 4, vCetn¢ téchto pfimek.]

d) f(x,y)=arcsin(x+y)

[Cast rovina mezi pfimkami y=—x+1a y=—x—1, véetné t&chto piimek.]
e) f(x,y)=log(y*+x)

[Vnitini oblast paraboly s vrcholem v bod¢ [0,0] a orientovanou v kladném sméru osy x.]

f) f(x,y)z\/x—y+l+\/x+y+1

[Cast roviny vymezena piimkami y=-x—1a y=x+1 obsahujici bod [0,0].]

gf(x,y) :\/—x2 +2x—y2 -8y -8
[ Vnitini ¢ast kruznice se sttedem v bodé [1,—4] a polomérem 3 jednotky, v¢. této kruznice.]

h) f(x,y)= ln()c2 —4y)

2
[Cést roviny pod parabolou y = XT , bez této paraboly.]

i) f(x,y)=In(2x+y-1)
[Polorovina s hrani¢ni pfimkou y =-2x+1 neobsahujici bod [0,0].]

1) f(x, y) = X + arccos y

[Vodorovny pas mezi y = 1 a y =—1, v€etné hrani¢nich piimek. ]

X
+ =

k) f(xy) =

X=Yy
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[Cela rovina bez dvou piimek: y=0a y =x.]

1) f(x,y)zw/x+y +4y-3

[Cast roviny seviena (nad) pfimkami y =—xay =3.]
In(xy’
m) fx) =)

[Prava polorovina soustavy soufadnic bez pfimek y =x ax = 0.]
2. Vypoctéte prvni parcidlni derivace nésledujicich funkei:
a) f(x,y)=x"+y’

I,

x, —=2
[8x o v

b) f(x,y)=x"y +5x+y-1
g:2xy3+5, g:3x2y2+1]
ox oy

&) f(x.y)=In(xy) +§

d) f(x,y)=e™

[g — ex+y , %: ex+y]
ox oy

e) f(x,y)=Mn(xy+y*)

[g_ y 1 z_x+4y3
Oox xy%ry4 x+y3’ oy xy+y4

f) f(x,y)=yx*+cosy

[%:ny, %=x2—siny,]

g [, y)=yx" +y"+5
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x99 Yy .

\/x +y* 45 Ty X2+ 9y +5
1y /(o) = vin(y+ )

DL e e, L2

+y oy x+y’

1) f(x,y)= arctgi
Yy

oy ¥ x

2

ax x> +y> oy _x2+y2

3. Vypoctéte druhé parcialni derivace funkci:

a) f(x,y)= 5x% + xy3

T Y

Lo o 0 T )
b) f(x,y)= [ J

62 1 2 2

Cor N .

o' x’ _; " Oxdy - Oyox
4. Vypoctete parcialni derivace prvniho a druhého tadu v bodé C:

a) f(x,y):x2+5y2+x, C[1,2]

A A _o0 &S o, g O _of _
ax(l 2)=3, 8y(l,z)_zo, =2 (L2)=2, e (1,2)=10, axay(l’z)_ayax(l’z)_o]

b)f(an’):x3y2 +y25 C[_253]

af of *f o’ f
Y (2.3)=- 2.3)=— 2.3)=-14
(5, (23)=108, ZH(23)=42,  T5(2.3)=-108, (-2,3)=-14,

o’ f B _Of Ch 2
o (2= 4 (23)=72]

5. Vypoctéte parcialni derivace Cobb-Douglasovy produkéni funkce:

a) 0 =10K"°[*
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[8_Q — 5K 0505 ’8_Q — 5K 0]

b) 0=25K""L"

@ _ 17,5k ,a—Q
oL

=7,5K" " ]
oK

6. Je dana Cobb-Douglasova produkéni funkce: Q =6K**L™. Uréete a) mezni produkt
prace a kapitalu pro K =50a L = 10.

o0 =2,4K "L =2,4-50"°-10"° = 0,914,
oK

20 _ 3,6K™ L% =3,6-50""-10"* =6,853]

oL

7. Naértnéte alespont dvé izokvanty Cobb-Douglasovy produkéni funkce: Q =2K*°L
(zvolte naptiklad 0 =2 a O =4).

8. Je dana Cobb-Douglasova produkéni funkce Q(K,L)=20K"" - L.

a) Urcete parcialni derivace podle K a L,
b) Vyjadiete totalni diferencial funkce QO ,
c) Urcete totalni diferenciél v bod¢ C [4,1],

d) Uréete zmeénu Q v bod¢ C [4,1], jestlize dK = 0,2 a dL = 0,1.

20 10JL 80 10VK _10JL . 10JK
O i L Sl
d0=3]

dL ,¢) dO=5dK +20dL , d)

9. Matematicky model pfijmu R (revenue) pro dany druh produktu jisté firmy je funkci
ceny p (price) anédkladl na reklamu A4 (advertising expenditures) (Kailka a Henzler, 2003):

544/4

R=——. Urcete:

Jp

a) zménu piijmu R v zavislosti na zméné ceny p.
b) zménu piijmu R v zavislosti na zméné nakladii na reklamu 4.

c) Predpokladejme, ze p = 9 a A = 64. Vyjadrete totalni diferencial a urcete jeho hodnotu,
jestlize dp =—-0,4 adA =0,2.
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(R 27V4 oR 27

_ dp, b) — =
» p 7 Jap

10. Je dana funkce f(x,y)=x"y.

dA ,c) dR =—8dp +§dA =3,425]

a) Najdéte rovnici te¢né roviny ke grafu této funkce v bodé C [-2,2].

b) Urcete normalu k této roviné v daném bod¢.

x=-2+48¢t
[a) 48x —32y—z+ 128 =0, b) 2:(48,—32,—1),n0rmé1a: y=2-32t ,teR].
z=-32-t

11. Vypoctéte mezni uziteCnost MU; a MU, pro funkci U = \/él -3/, : a) obecné, b) pro
O1=9a0,=8.

12. Urcete totalni diferencial funkce f'(x, y) = x’ +5xy obecné a v bodé C [-1,1].

[df =(3x" +5y)dx+5xdy, df =8dx—5dy].
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5 LOKALNi A VAZANE EXTREMY FUNKCE DVOU PRO-
MENNYCH

Kapitola je vénovana problematice nalezeni extrému funkce dvou proménnych (véetné va-
zanych extrémtl) pomoci Hesseovy matice (hessianu).
|

e |

Cilem této kapitoly je, aby student ziskal nasledujici dovednosti:

e Najit extrémy funkce dvou proménnych.

e Najit vazané extrémy funkce dvou proménnych
Umét sestavit Hesseovu matici (hessidn) a pouzit ji ke zjisténi charakteru stacionar-
nich bodd.

_______________________________________________________________________________________________________________________________|
eossiommerary ]

Hesseova matice (hessian), Sylvestrova véta, extrémy, vazané extrémy.

6-8 hodin

V této kapitole se budeme zabyvat hledanim extrému funkce f(x,y)dvou proménnych x

a y. V ekonomii je typickym piikladem funkce dvou proménnych Cobb-Douglasova pro-
duk¢éni funkee Q, ktera je funkci kapitalu K a prace L.

5.1 Lokalni extrémy funkce

Podobné jako u funkce jedné redlné proménné je nutnou podminkou lokalniho (a samozie-

6f(x,y) _ of (x,y)
ox oy

=0. Tato

jmé 1 globalniho) maxima ¢i minima nulova prvni derivace:
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podminka vSak neni postacujici, nebot’ v daném bod¢é miize byt i1 inflexni (sedlovy) bod.
Existenci maxima (minima) funkce pii splnéni urcitych podminek zarucuje nasledujici
véta:

V][ erassmemmsmmsssoven, ]

Necht funkce f(x,y) je spojitd na uzaviené a omezené oblasti M < R’. Pak funkce

f(x,y) nabyva na oblasti M (globalniho) maxima i minima.

Poznamka: Funkce miize mit extrémy i v bodech, v nichZ né€ktera prvni parcialni derivace neexistuje. Takové
body se musi vySettit zvlast a v dals§im vykladu se jimi nebudeme zabyvat.

Bod, v némz ma funkce vSechny prvni derivace nulové, se nazyva staciondrni bod nebo téz
bod podezrely z extrému, a bude znacen C (z anglického critical point). Jak uz bylo feceno,
je v tomto bod€¢ maximum, minimum nebo inflexni bod. O tom, kterd alternativa nastava,
rozhodneme na zakladé druhych parcidlnich derivaci, z nichZ sestavime Hesseovu® matici
a jeji determinant zvany hessian:

Of  &f
Hixy)=| & oxdv

Of &f

oyox oy’

2

{(C) aD;=H{(C). D: je
ox

determinant Hesseovy matice. Pro ur€eni extrému pak plati nasledujici pravidlo:

Do hessianu dosadime soufadnice bodu C a ozna¢ime: D; =

> D;>0:vbodé Cje EXTREM, a to (lokélni ostré) MINIMUM, pokud je D; > 0;
a (lokalni ostré) MAXIMUM, pokud je D; <O0.

» D><0:vbode¢ C je sedlo (inflexni bod).

» D:>=0:v daném bod¢ muze (ale nemusi) byt extrém, o extrému se musi rozhodnout
jinym zpiisobem, napiiklad pomoci totalniho diferencidlu druhého ¢i vyssiho
fadu.

Urcovani lokalnich extrému si ukazeme v nasledujicich tlohach.

2 Carl Weierstrass (1815-1897), némecky matematik.
3 Ludwig Otto Hesse (1811-1874), némecky matematik.
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peseioomss D]

Uréete lokalni extrémy funkce: f(x,y)=x" —2xy
Resent:

of of

Vypocteme prvni derivace: ™ =3x" -2y, 5 =—2x. Pro bod podeziely z extrému musi
X

platit, ze ob¢ prvni derivace jsou nulové:

1=3x2—2y=0,
ox
g=—2x=0,

Z druhé¢ rovnice plyne, Ze x = 0, a dosazenim do prvni rovnice ziskdme y = 0. Mame tedy
podeziely bod C [0,0]. Ke zjisténi, o jaky bod se jednd, vypocteme druhé derivace a sesta-
vime hessian:

62_f:6 azf_o azf _62_f

2 X s 2 s -
Ox oy Ox0y  0Oyox

=-2, H(x,y)= [EJZC _02} .

Do hessianu dosadime bod C: H/(0,0) = [ 02 _02} )

Protoze D> =—4 , coz je mensi hodnota nez 0, je bod C inflexnim (sedlovym) bodem.

Dana funkce nema zadné lokalni maximum ani minimum. |

pesedooms: 3]

Urcete lokalni extrémy funkce: f(x,y)=x"-2xy+y .

Reseni:

Vypocteme prvni derivace a polozime je rovny nule:

g=2x—2y=0,
Ox
gz—2y+l=0

Resenim této soustavy je bod C [1/2,1/2]. Ke zjisténi, o jaky bod se jedna, vypoéteme druhé
derivace a sestavime hessian:
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o f _ 5
Ox0y

2 =2
Hi(xy) = [ }

-2 0

Protoze D> =—4, coz je mensi hodnota nez 0, je bod C inflexnim (sedlovym) bodem. Dana

funkce nema zadné lokalni maximum ani minimum. B

Rl[ssemsoionnss ]

Urdete lokalni extrémy funkce: f(x,y)=2x*+yp" .

Reseni:
Vypocteme prvni derivace a polozime je rovny nule:

al=8x3=0,@=4y3=0.
Ox

Resenim této soustavy je bod C [0,0]. Vypoéteme druhé derivace a sestavime hessian:

2
0 { =24x*
ox

2

2
o —12y2
dy

2
o f 0
Ox0y

24x* 0

0 0
, |- Dosadime bod C do hessianu: H/(C) = .
0 12y 00

Hfx,y) = [

Protoze D> = 0, podle pravidla uveden¢ho vyse nelze o povaze stacionarniho bodu rozhod-
nout. Pfesto je snadné ukazat, ze se vdaném bod¢ nachdzi minimum. Funkce
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f(x,y) =2x" + y*je nezdporna: at do ni dosadime jakékoli hodnoty x a y, vzdy bude hod-
nota funkce vétsi nebo rovna nule (kvili ¢tvrtym mocnindm). Nula je tedy nejmensi hod-
nota, kterou dana funkce mulze nabyvat. A toto minimum lze dosdhnout pouze

pro x=y=0,cozjebod C. ®

pesevtoomse 3]

Uréete lokalni extrémy funkce: f(x,y) = 4x2 + Iny — 16x — 10y + 100.
Reseni:
Nejdiive vypocteme prvni derivace podle x a y:

of

6x=

8x—16,2%=1_10,
dy y

Polozime je rovny 0:

0
—f=8x—16=0—>x=2
ox
of 1
3"y y=1/
Kriticky bod je tedy C = [2,1/10]. Nyni vypocitame druhé derivace:
azf__8
ox2
’f 1
ay> 2
A nasledné sestavime hessian:
8 0
Hf(x' y) = 0 — iz
y

Do hessianu dosadime soufadnice bodu C:
_ I8 0

Hﬂ@‘b —wd

Ur¢ime D, :

D, =8-(—100) — 0 = —800

Protoze je D> zaporné, méa dana funkce v bodé C inflexni bod. m
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Rlfesemsoionnss ]

Urcete lokalni extrémy funkce: f(x,y) = ln(xy) —x+y .
Reseni:
Vypocteme prvni derivace a polozime je rovny nule:

g:L-y—2x:l—2x=0, %:L-x+1:l+1:0.
ox xy X oy xy y

Z prvni rovnice dostdvame:

—=2x
X
ol
2
1
Xp==T 5

Z druhé rovnice dostaneme y = —1. Mame tedy dva kritické body: C, :{+\/; —1}

<

Vypocteme druhé derivace a sestavime hessian:

o* 1
T
Oox X
82f _L
oty
82f_
oxoy
1
~——-2 0
Hier) = 1
0 -
y

Dosadime do hessianu bod Ci:

4 0
Hf(C)z{O _J.
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Protoze D, = 4, ma funkce v bod¢ C; extrém. Protoze je D1 zaporné (—4), jedna se o ma-

ximum. Snadno se ovéfi, ze rovnéz v bodé C; je maximum. W

pesevtvomse 3]

M¢jme danu funkci f(x,y), jejiz extrémy chceme zjistit, stacionarni bod C [1,1] a Hes-

seovu matici H(C) = L) 0} . Urcete, zda bod C je maximem, minimem nebo inflexnim

bodem dané funkce.
Reseni:

Z pravidla o znaméncich determinantu D> na zacatku kapitoly plyne, Ze pro D> = 0 neu-
mime o povaze stacionarniho bodu rozhodnout.

K urceni bodu C vSak mizeme vyuzit totalni diferencial. Totalni diferencial prvniho fadu

df = gdx +%dy , ktery vyjadiuje ptirtstek funkce f(x,y), je vbodé C roven 0, nebot’

ox
prvni parcialni derivace jsou ve stacionarnim bod¢ dle definice nulové. Zkusime sestavit

totalni diferencial druhého radu:

2 2 2
d’ £ (C,dx,dy) = 0 f(C)d2x+2—a / (C)dxdy+a f(C)dzy,
2 2
ox Ox0y oy

kde vSechny parcidlni derivace druhého tadu vyse jiz jsou obsazeny (vypocteny) v Hesse-
ove matici. Obdrzime tedy:

d’ £ (C,dx,dy) =4d’x+2-0dxdy +0d’y = 4d’x .

Totalni diferencial druhého ¥adu je tedy v bodé C vzdy kladny (4d’x >0), coz znamené,
Ze pti posunu z bodu x o dx se hodnoty funkce vzdy zversi, odkud logicky vyplyva, ze
v bod¢ C je minimum funkce. ®

5.2 Vazané extrémy

Vazané extrémy oznacuji situaci, kdy kromé funkce f(x,y) je jesté zadana vazba (ome-
zujici podminka pro x a y) ve tvaru g(x,y)=0. Hledame extrémy funkce f(x,y), které

jsou vazany (lezi na ni) kiivkou g(x,y)=0.

Budeme pouzivat dvé metody:
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a) Dosazovaci metoda: z vazby g(x,y) = 0vyjadiime x nebo y a dosadime do f'(x, y)

, ¢imz ziskame funkci jedné proménné, a extrémy tedy hledame podobné jako u
funkce jedné proménné. Tuto metodu pouzijeme v piipad¢€, Ze z rovnice vazby lze
osamostatnit x nebo y.

b) Lagrangeova metoda: sestavime Lagrangeovu funkci
L(x,y,A)= f(x,y)+ Ag(x, ), kde 4 je Lagrangetv multiplikator. Poté vypocteme
parcialni derivace L a polozime je rovny 0. Jako tieti rovnici pro tfi neznamé x, y, 4
pouzijeme rovnici vazby. VyfeSime soustavu a vysledné ,,podezielé body C dosa-
dime do hessianu, pomoci kterého rozhodneme, zda se jednd o maximum, minimum

Vv

je obecnéjsi, a pouziva se v piipadech, kdy z rovnice vazby nelze osamostatnit ani
X ani y.
Pro urceni extrému plati ndsledujici pravidlo:
> Dy >0:vbodé C je EXTREM, a to (lokalni ostré) MINIMUM, pokud je navic D;

> 0; a (lokalni ostré¢) MAXIMUM, pokud je D1 <0.
» D> < 0: o extrému se musi rozhodnout jinym zptisobem.

U Lagrangeovy metody miizeme o charakteru kritického bodu C rozhodnout i bez hessianu,
pokud jsou splnény podminky Véty 5.1, tedy pokud je funkce definovand na omezené a
uzaviené oblasti: spocteme hodnotu vSech kritickych bodi, a bod s nejvetsi (nejmensi) hod-
notou bude vazanym maximem (minimem) dané funkce. Omezenou a uzavienou oblasti
muize byt naptiklad kruznice, elipsa, usecka, apod.

B

Urdete vazané extrémy funkce f(x,y)=x>+y*, g(x,y):x—y+1=0.

Reseni:

Z vazbové podminky je mozné osamostatnit y i x, proto pouzijeme dosazovaci metodu:
Vyjadiime y: y = x +1a dosadime do funkce f(x,y)=x"+’:

f(x)=x" +(x+1)2 =2x +2x+1.

Dosazenim jsme ziskali funkci jedné proménné (x). Podezielé body musi mit prvni derivaci
nulovou:

F(x)=4x+2=0.

odtud x=-1/2, y=1/2.
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Tento bod je minimem dané funkce, o cemz se mizeme presveédcit druhou derivaci funkce
f(x) (ktera vyjde kladna). m

pesevivomse [

Urdete vazané extrémy funkce f(x,y)=x+y+3, g(x,y):x* +1>—=2=0.
Reseni:

ProtoZe z rovnice vazby nelze jednoduse osamostatnit x ani y, budeme postupovat Lagran-
geovou metodou. Sestavime Lagrangeovu funkci:

L:x+y+3+l<x2+y2—2)

Vypocteme prvni derivace podle x a y a poloZime je rovny nule:

a—L=1+2/1x=0
ox
a—L=1+2/1y=0
y

¥+’ -2=0

Ob¢ derivace jsme doplnili o rovnici vazby a ziskali jsme tim soustavu tii rovnic o tii ne-
znamych. Jejim feSenim jsou body podezielé z extrému s odpovidajici hodnotou 4.

Z prvnich dvou rovnic vidime, Ze x = y (rovnice jsou symetrické vzhledem k proménnym

x ay). Dosadime za y do tfeti rovnice:
X +x'-2=0,
2x* =2

x,=%1, a proto také¢ y,==1. Mame dva podeziel¢ body: Clz[l,l],ﬂqz—%

aC = [—1,—1] , A, = % (hodnotu 4 vypocteme z prvni nebo druhé rovnice soustavy).

Vypocteme druhé derivace funkce L:

O’L
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2
OL_y,
oy

2
o°L 0
oxoy

Sestavime hessian:

200
0 21|

Lix,y) = [

Dosadime bod Ci: L{(C1) = { 0 1] Dostavame: D> = 1, funkce mé v bodé¢ Ci extrém.

Protoze je D1 zéporné (—1), ma funkce v bod¢ C; maximum (jeho hodnota je 5).

1 0
Dosadime bod C: LA(Cy) = [0 J. Dostavame: D; = 1, funkce mé v bodé C> extrém.
Protoze je D1 kladné (+1), ma funkce v bodé¢ C> minimum (jeho hodnota je 1).

Tato uloha ma nazornou geometrickou interpretaci. Funkce f(x,y)=x+ y+3 predstavuje
v trojrozmérném prostoru rovinu. Funkce g(x,y):x* +y>—2=0 piedstavuje v dvojroz-

mérném prostoru kruznici, v trojrozmérném prostoru jde o valcovou plochu (ptfedstavime
si, ze kruznici ,,tdhneme* nahoru a dolti, ¢imz vznikne plocha véalce). Prinik obou objektt

cw w7

minimum dané funkce. |

B

Urdete vazané extrémy funkce f(x,y)=x"+ y*> s vazbou g(x,y):x* +2y°—-1=0.
Resent:

Protoze z rovnice vazby nelze jednoduse osamostatnit x ani y, budeme postupovat Lagran-
geovou metodou. Sestavime Lagrangeovu funkci:

L=x>+)’ +ﬂ(x2 +2y? —1)
Vypocteme prvni derivace podle x a y a polozime je rovny nule:

a—L=2x+2)uc=2x(1+ﬂ.)=0
Oox
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Z—L:2y+4/1y:2y(1+2/1):0
y

X +2y°=1=0
Nyni najdeme feSeni této soustavy tfi rovnic o tiech neznamych: body podezielé z extrému.

Z prvni rovnice plyne, Ze bud’ x = 0 nebo A = -1 (jeden z vyrazl v sou¢inu musi byt roven
nule).

I. Nejprve se budeme vénovat prvnimu ptipadu, pro ktery plati, ze x = 0. Je-li x = 0, dosta-
vame ze tfeti rovnice postupneé:

0 +2y2-1=0,
y2=l
27

1
A nakonec: y,, = i\/;.

Mame tedy dva podezielé body: C, = {0’4_\/%} aC,= {0,—@} _

Jesté dopocitame odpovidajici hodnoty Lagrangeovych multiplikatort 4 z druhé rovnice
soustavy, nejprve pro bod Ci:

2y(1+22) =2\g(1+2/1)=0 , odtud 4, =—%.

A poté analogicky pro bod Ca:

2y(1+22) = 2(—@}(1 +21)=0, odtud rovnéz 1, = —%.

II. Nyni se budeme vénovat druhému ptipadu, pro ktery plati, ze A = —1. Je-li A =—1, do-
stavame ze druhé rovnice soustavy y = 0 (prvni rovnici nevyuzijeme, protoze by v zavorce
vysla 0). Jesté zbyva urcit x. Ze tieti rovnice soustavy obdrzime:

X +2-00-1=0,

=1,

a tedyx,, =+1.

Ziskali jsme dal$i dva podezielé body: C, =[1, O] aC,= [—1,0], Ay =-1.
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Nakonec musime rozhodnout o povaze vSech Ctyt podezielych bodu, v tomto ptipadé mi-
zeme vyuzit jak Vétu 5.1., tak metodu hessianu jako v predeslé tloze. Zde zvolime prvni

moznost: vypoéteme hodnoty funkce f(x,y)= x>+ y* ve viech &tyt bodech C; az Cs (do-

sadime soufadnice téchto bodli do dané¢ funkce), a najdeme mezi nimi maximum a mi-
nimum.

o (L1) L
f(€)=0 +(+5J =

(1Y 1
/(C)=0 +( 2j
£(C)=1"+0"=1

f(C)=(-1)+0*=1

Odtud je ziejmé, ze v bodech Ci a C; nastava vazané minimum funkce a v bodech Cs a Cs
vazané maximum funkce.

Pokud bychom zvolili metodu hessianu, obdrzeli bychom hessian ve tvaru (ovéite si):

2421 0
Lf(x,y){ }

0 2+42

Po dosazeni boda Ci az C4 vSak determinant D> = 0, a tedy o povaze téchto bodl nelze na
zékladé¢ hessianu rozhodnout.

I tato uloha m4 nazornou geometrickou interpretaci. Funkce f(x,y)=x"+ ) piedstavuje
plochu rotacniho paraboloidu (télesa, které vznikne rotaci paraboly kolem osy z), zatimco
vazba x* +2y° —1=0 je v roving elipsa se stiedem v bodé¢ [0,0] a v trojrozmérném pro-

storu valcova plocha, ktera vznikne ,,vysunutim* elipsy nahoru a doli ve sméru osy z.
Body Ci a (; jsou vedlejsi vrcholy této elipsy a Cz a Cs jsou hlavni vrcholy. Protoze hlavni

vrcholy jsou vice vzdaleny od stfedu elipsy, a funkce f(x,y)=x"+ y* roste s rostouci
vzdalenosti od stiedu, mizeme ocekavat v hlavnich vrcholech maxima a ve vedlejsSich vr-
cholech minima této funkce. A to nam také vyslo. m

5.3 Maximalizace pfijmu a uzitku

Urcovani extrému funkci dvou (a vice) proménnych lze v ekonomii vyuzit pfi maximalizaci
ptijmu, produkce, uzitku nebo zisku, respektive minimalizaci nakladt, pokud jmenované
funkce zavisi na vice nez jedné proménné. S vazanymi extrémy se v ekonomii setkdvame
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tehdy, pokud jsou na piijmy, ndklady, uzitek a podobn¢ kladena né¢jaka omezeni (obvykle
finan¢ni, mnoZstevni, ¢asova, atd.).

Pti maximalizaci uzitku se racionalni spottebitel snazi za danych podminek a omezeni uzi-
te€nost maximalizovat.

V modelu pro dva druhy zbozi Q; a Q> s jednotkovymi cenami zbozi P a P>, a dichodem
spotiebitele Y, je uziteCnost omezena rozpoctovym omezenim:

Y=R-0+h-0, (5.1

Maximalizovat uzitek za podminky (5.1) znamen4 fesit Glohu na vazany extrém s funkci
U= (Ql , Qz) a vazebnou podminkou (5.1).

Analogicky lze pfistupovat k maximalizaci pfijmu a dalSich ekonomickych funkeci.

Firma vyrabi dva druhy zbozi, jejich mnozstvi oznaéme Qi a O». Ptijem firmy je dan funkci
TR(Q,,0Q,) =500, + 200, —20] —50; . Najdéte maximum piijmu.

Reseni:

Za¢neme tim, ze vypocteme parciadlni derivace 7R podle Q1 a 0»:

OTR@.0) _ 5040
00, 1

OTR©1.0:) _ 50100

00,

Najdeme nulové body obou prvnich derivaci: Q1 = 12,5; 0> = 2, a ziskdme stacionarni bod
C[12,5;2].

Vypocteme druhé parcialni derivace piijmu a sestavime Hesseovu matici:

~4 0
Hf(x,y){o _10},

Protoze D, =40 >0, ma funkce v bod¢ extrém. ProtoZe D, = -4 <0, jedna se 0 maximum.
V bod¢ C bude zadany piijem maximalni. m
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El[ssemsaonass ]

(Meznik, 2011). Je dana funkce uziteénosti U =(0,,0, )= 0,0, , jednotkové ceny zbozi Pi
=2a P, =15, adichod Y= 100. Maximalizujte uzitek za podminky 100 =20, +50,.

Reseni:

Ulohu mazeme tesit dosazovaci i Lagrangeovou metodou. Zde tlohu vyieSime Lagrange-
ovou metodou, ¢tenar necht’ si zkusi vyuzit dosazovaci metodu.

Sestavime Lagrangeovu funkci L=0,-0, +4 (100 -20,-50, )

Vypocteme parcialni derivace podle Q1 a 0>, polozime je rovny nule, a pfiddme rovnici

vazby:

L _ 0,-21=0
o0,

oL 0 -54=0
00,

100-20,-50, =0
Z prvni a druhé rovnice vyjadiime Q1 a Q> pomoci lambda a dosadime do tfeti rovnice:
100-104-104=0

Odtud mame postupné: A =5, 01 = 25, 0> = 10. Pro tyto hodnoty nabyva funkce uzitku
svého maxima: U= 250. m

Dlfsesemvionase ]

Pan X muze investovat do dvou statka, jejich mnozstvi je x a y. Funkce uzitku pana X je
déna jakoU = f(x,y) =2x"y . Jednotka statku x stoji 2 penézni jednotky (naptiklad eura),

statku y pak 3 penézni jednotky. Zdroje pana X jsou omezené: celkové miize vydat pouze
102 penézni jednotky. Maximalizujte uzitek pana X.

Reseni:
Mame danu funkci f(x,y)=2x"y a vazbu g(x,y)=2x+3y=102. Rovnice vazby

(2x+3y =102) predstavuje piimku, ale protoze x ani y nemohou byt v kontextu tlohy zé-

porné, redukuje se vazbova podminka na tisecku s krajnimi body [51, 0] a [0, 34] (jde o
pruseciky dané piimky s osami x a y).
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Podle Véty 5.1 tedy bude funkce f(x,y)=2xy nabyvat na této usetce svého maxima

1 minima, a k ur€eni extrémil nepotiebujeme druhé derivace ani hessian.

Ke zjisténi extréml pouzijeme dosazovaci metodu: zrovnice vazby osamostatnime

102-2 .
V. y= u, a dosadime do funkce uzitku f(x,y)=2x"y:
102-2x 2
x)=2x" ——— =—(-2x>+102x7 ).
f(x) =5l )

Body podezielé z extrému maji prvni derivaci nulovou:
f(x) = g(—6x2 +204x) =0
3 b

Rovnici upravime na sou¢inovy tvar: f"(x) = (—6)c2 + 204x) =—6x(x—-34)=0

Z posledni rovnosti plynou dvé feSeni x1 = 0 a x2 = 34. Odpovidajici hodnoty y vypocteme
102 -2x

ze vztahu y = 3

Tim ziskdme dva podezielé body: Ci [0, 34] a C» [34, 34/3].
Funkce uzitku pro prvni bod: f(x,y)=2x"y=2-0-34=0.
Funkce uZitku pro druhy bod: f(x,y)=2x"y=2-34-34/3=770,7 .

Bod C [0, 34], pro ktery je uzitek nulovy, je tedy vazanym minimem dané funkce, a bod
(> [34, 34/3] je vazanym maximem dané funkce.

Pokud bychom tuto tlohu fesili pomoci Lagrangeovy metody, ziskali bychom i hodnoty
o a

Lagrangeova multiplikatoru 4, pro které plati: A, = ox , A, = @ , kde p1 a p2 oznacuji cenu
b b,

za jednotku statku x a y. Proto je v ekonomii multiplikator 4 interpretovan jako mezni uZitek

penez (marginal utility of money). m.

5.4 Minimalizace nakladu

Podobné jako bylo v ptedchozi kapitole hledano maximum funkce piijmu respektive
uzitku, je u funkce nékladii rozumné hledat jeji minimum. Postupujeme pfitom stejné jako
v ptedchozich ulohach, hleddme tedy extrém funkce, ktery se pfi spravné formulaci ulohy
ukaze byt minimem.
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B e

Jsou dany celkové naklady dvou proménnych: TC(x,y)=200-30x—40y +0,5x> + °.

Najdéte minimum nékladi.
Reseni:
Vypocteme parcialni derivace funkce 7C(x, y) podle x a y a polozime je rovny nule:

a£=—30+x=0,
ox

OTC _ _40+2y=0.
oy

Bod podeziely z extrému je tedy C [30,20]. Déle vypocteme druhé parcialni derivace a se-
stavime Hesseovu matici:

1 0
Hi(xy) = [0 2}.

V Hesseové matici jsou obsazeny pouze konstanty, proto do ni nedosazujeme soufadnice
bodu C. ProtoZze D, =2>0, ma funkce v bod¢ C extrém. ProtoZze D, =1>0, m4 dana

funkce v bodé C minimum. m

Dl[ssemsawonasee ]

Jsou dany celkové naklady: TC(x,y)=100-32x—30y + x* + 3. Najdéte minimum na-
kladu.

Reseni:
Vypocteme parcialni derivace funkce 7C(x, y) podle x a y a polozime je rovny nule:

oTC
Oox

=-32+4x' =0,

9TC _ 3046y =0.
oy

Bod podeziely z extrému je tedy C [2,5]. Déle vypocteme druhé parcidlni derivace a sesta-
vime Hesseovu matici:
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12> 0}

Hf(x,y)=[ 0 6l

Dosadime bod C:

48 0
H;(C){O 6}.

Protoze D, =288 >0, m4 funkce v bod¢ C extrém. ProtoZze D, =48>0, ma dana funkce
v bod¢ C minimum. ®

B

1.) Najdéte lokalni extrémy (inflexni body) funkce:
a) f(x,y) =x"+2y" —6x+8
[minimum [3,0].]

b) f(x,y)=x"—xy+y
[inflexni bod [1,3].]

c) f(x, y) =2xy—3x* -2y +10
[maximum [0,0].]

d) f(x,y)=y—%+ln(x—y)

[inflexni bod [2,7/4].]

e) f(x,y)=e”
[inflexni bod [0,0].]

D ey =(x=3) -(r+2)
[minimum [3,2].]

2.) Urcete vazané extrémy funkce:

a) f(x,y)=xy, g(x,y):x+y+2=0

[maximum [-1, —1].]

b) f(x,y)=2x+y-1, g(x,y):x* +y*—4=0
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4 2

i mnnl 53]

¢) f(x,y)=x"-2)%, g(x,»):2x-y=0

[maximum [

[minimum [-2, —4] a [2,4], maximum [0,0].]

d) f(x,y)=€"", g(x,y): x> +y*-1=0
[minimum [-1/2, -2]. ]

e) f(x,y)=x"+y", vazba: Gisecka s krajnimi body [4,0] a [0,4].
[minimum [2,2], maximum je v krajnich bodech: [4,0] a [0,4].]
3.) Maximalizujte pifjem 7R = x* — 2xy za podminky x —y =100.
[maximum: x =100 ]

4.) Je dana funkce uzitku U = (Ql,Qz) =40, -0, , jednotkové ceny zbozi P1=5a P, =10

a disponibilni diichod Y = 400. Najdéte maximum uzitku.

[maximum: O, = 40,0, =20]
5.) Najdéte minimum naklad 7C(x,y) =60-120x—80y +2x* +0,4y°.

[minimum: x =30,y =100 ]
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6 NEURCITY INTEGRAL

owvmimmimeray o]

Kapitola obsahuje zakladni pojmy z oblasti integralniho poc¢tu a zavadi pojmy primitivni
funkce a neurcity integral. Dale jsou v této kapitole ukazany zakladni integra¢ni metody,
konkrétné integrace pomoci parcialnich zlomk a integrace soucinu funkci pomoci metody
per partes.

A =2

Cilem této kapitoly je, aby student ziskal nasledujici dovednosti:

e Urcit neurcity integral zdkladnich funkci.

e Vypocitat neurcity integral uzitim parcialnich zlomk.

e Vypocitat neurcity integral uzitim metody per partes.

e Aplikovat neurcity integral k vypoctu celkovych ptijmt, celkového zisku nebo cel-
kovych néakladu.

|
Primitivni funkce, neurcity integral, metoda parcialnich zlomkd, metoda per partes, cel-
kovy zisk, celkové naklady.

6-8 hodin

6.1 Pojem neurcitého integralu, zakladni vlastnosti

Funkce F(x) se nazyva primitivni funkci k funkci f{x) na otevieném intervalu J < R praveé
tehdy, kdyz F’(x) = f(x) pro vSechna x € J . Primitivni funkce existuje ke kazdé spojité
funkci na J.
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Hledani primitivni funkce se oznacuje jako integrovani, coz je proces opacny k derivovani,
viz schéma na Obréazku 6.1.

integrovani

&
<«

derivovani

Obr. 6.1.

Dlfsesemsvionass ]

Najdéte primitivni funkei k funkei f(x) =2x.
Resent:
Primitivni funkci je funkce F(x)= x’, ale také dali funkce: G(x) = x* +1,

H(x)=x"-10, atd., protoZe derivace konstanty za ¢lenem x* je nula. m

Vysledek Prikladu 6.1. miizeme zobecnit: Primitivnich funkci k dané funkci je nekonecné
mnoho, a vzajemn¢ se li$i o jistou konstantu, kterou ozna¢ime C. MnozZina vSech primitiv-
nich funkci k dané funkci f(x) se oznacuje jako neurcity integral k funkci f(x), a znaci se
takto:

j f(x)dx=F(x)+C,
kde I je integracni znak,

x integracni proménna,
f(x) integrovana funkce neboli integrand,
F(x) primitivni funkce k f{x),

C integracni konstanta.

Neurcity integral je linearni operator, coz znamena, ze spliuje nasledujici dvé podminky:

i) jkf(x)dx =k j F(x)dx,
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ii) j [/(x) £ g(x)]dx = j F(x)dx + j g(x)dx

Podminka 1) znamena, Ze konstantu v integrandu je mozné ,,vytknout™ pted integral, za-
timco podminka i1) nam umoziuje integrovat soucet nebo rozdil funkei ,,élen po ¢lenu®.

V nasledujici tabulce jsou uvedeny nejpouzivangjsi integraly (primitivni funkce plus inte-
gracni konstanta). Tyto vzorce plati na priniku defini¢niho oboru dané a primitivni funkce.

Tabulka 6.1. Zakladni integraly.

fadek fx) [ f(ax
1 0 C
2 1 x+C
n+l
3 x" T _+cC
n+1
4 e’ e+ C
5 l ln|x|+C
X
1 1
6 —ln|ax+b|+C
ax+b a
7 ax a +C
Ina
8 sinx —cosx +C
9 COSX sinx + C
1
10 5 tgx + C
cos” x
1
11 i cotgx + C
sin” x
12 ! arctex + C
1+ x? &
1 1
13 TR —arctg£+C
a +x a a
1 .
14 > arcsinx + C
1—-x
1
15 - > arccosx + C
1-x
1
16 P In|x++1+x* +C
+x
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V nasledujicich tlohach si ukdzeme integraci zakladnich funkci.

Dlfsesemavionas: ]

Integrujte:

3
X

a) Ix2dx = ?+C.
b) J(x3+2x2+6x+1)dx.
C) J.i/;dx.

d) j%dx.

5
e) I(2x+;jdx.

f) j(Ssinx—Zcosx+3X)dx.

2
X
> dx
x“+1

g |

1
h) | 5——dx.
) '[x2+4x+8

Reseni:
x3
a) | x*dx = —+C.
) | 3

Pokud integrujeme mocninu, pouzivame 3. fadek tabulky vyse. Mnemotechnicka pomiicka
pii feSeni: ,,exponent zveétsi o 1, novym exponentem vydél, a napi§ + C*.

b) J.(x3 +2x° +6x+1)dx.

Nyni pouzijeme pravidla 1) a ii) vySe a opét vzorec pro integraci mocniny:
3

I(x3 +2x° +6x+l)dx = Ix3dx+2j.x2dx+6jxdx+jldx = x7:+2x?+6x—22+x+C.

(U tfetiho Clenu si jesté proved’te kraceni).
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c) ji/}dx.

Pfi integraci vyrazu s odmocninou nejprve pfevedeme odmocninu na mocninu s racional-
1
nim (zlomkovym) exponentem: Yx=xa integrujeme opét jako mocninu:

4
x3 3(‘/x_3
3 S
jx/_dx.[dx ﬁ—4+C.
3
1
d) | —dx.
) | S
, 1 . 3 . ) . ) )
Vyraz — prevedeme na x a Integruyjeme opét jako  mocninu:
X
-4
J.%dx=jx'3dx: al :—%+C
X (—4) 4x

5
e) I(2x+;jdx .

Integral rozdélime na dva, pro prvni pouZzijeme pravidlo o derivaci mocniny (3. fadek), a

pro druhy integral 5. fadek tabulky: I (Zx + éj dx=x+5In|x|+C
x

f) j(Ssinx—2cosx+3x)dx.

Vyuzijeme vzorce na fadcich 4, 8 a 9 Tabulky 6.1:

X

+C.

I(Ssinx—Zcosx+3x)dx = —500sx—2sinx+1 3
n

2 x +1 x +1 1
) Ix?+1dx=j%dx—j e +1)dx Ix2+ dx—jld Ix 1 dx =x —arctgx +C

Pti této integraci jsme ve druhém kroku pouzili ,,trik*: pficteni a odecteni 1, aby se integral
rozdé¢lil na dveé jednodussi Casti. Vyuzili jsme pak fadek 12 Tabulky 6.1.

h) | =———adx
) J.x2+4x+8

Tento zlomek nelze rozlozit na parcialni zlomky (viz nasledujici kapitola, diskriminant
kvadratického troj¢lenu ve jmenovateli je totiz zaporny), a v takovém pitipad¢ vede integral
na funkci arctgx, viz Tabulka 6.1, fadek 13. Kvadraticky troj¢len upravujeme tak, aby m¢l

podobu x* +a*, kde misto x miize byt i zavorka, viz niZe.
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dx =—arctg +C m

x+2)2+4 2

1 1 1 (x+2)
o), ;

Poznamka: O spravnosti integrace se mizeme snadno piesvédéit tak, ze vysledek (napravo od ,,=") zderi

vujeme a musime ziskat vyraz uvnitf integralu (vyraz vlevo od ,,=%).

V nasledujicich kapitolach budou vysvétleny nékteré integraéni metody k feSeni slozitéj-
Sich integrali.

6.2 Integrace racionalnich funkci (metoda parcialnich zlomku)

P(x; , kde P(x) a Q(x) jsou polynomy proménné x.
X

Racionalni funkci rozumime vyraz
(Jsou to zlomky obsahujicich integra¢ni proménnou v ¢itateli 1 jmenovateli).

V dal$im textu budeme piedpokladat, ze stupenn polynomu P(x) je mensi nez stupeni poly-
nomu Q(x). Takové raciondlni funkce se nazyvaji ryzi. Pokud by tato podminka nebyla
splnéna, provedeme dé€leni polynomu P(x) polynomem Q(x), ¢imz ziskdme pozadovanou
ryzi racionalni funkci. K integraci (ryzich) racionalnich funkci se vyuziva metoda rozkladu
na parcialni zlomky. Smyslem této metody je rozlozit zadanou (a obvykle slozitou) racio-
nalni funkci na soucet ,,nejjednodussich® (parcidalni znamena ,,¢asteény*) zlomkd.

Dl[ssemsawonnes ]

oL 7x-9
Vypoctetej(x+3)(x_2) x .
Reseni:

Integrovat tento zlomek okamzité€ je obtizné. Proto provedeme tuto upravu:

7x-9 1 6
I(x+3)(x—2) x=jx_2dx+jx+3dx,

Pfi Gpravé jsme zadany zlomek v integralu ptevedli na dva jednodussi zlomky. O sprav-
nosti rozkladu se 1ze snadno presvédcit uvedenim obou zlomki zpét na spole¢ny jmenova-
tel.

Nyni je uz integrace snadna:
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1 6

j dx+I dx=1n|x—2|+6ln|x+3|+C.
x=2 x+3

Oba zlomky jsou pravé ony parcialni zlomky. Otazkou tedy ziistava uz jen to, jak tyto par-

cialni zlomky najit. To si ukdZeme v nasledujicich ptikladech. m

peseioomes 3]

3x+3
Vypoctéte .[ S R N .

(x + 2) (x - 1)
Reseni:

Nejprve rozlozime integrovanou funkci na dva parcialni zlomky, teprve poté budeme in-

tegrovat: 3x+3 = 4 + B
S '(x+2)(x—1) x+2 x-1

Konstanty 4 a B ur¢ime tak, ze levou stranu ptevedeme zpét na spolecny jmenovatel:

3x+3 A B A(x-1)+B(x+2)

(42)(x-1) x42 x-1  (x+2)(x-1)

Prvni a posledni zlomek se samoziejmé museji rovnat, proto se musi rovnat i jejich Cita-
tele:

3x+3=A(x-1)+B(x+2)

Roznasobime zavorky a pak na pravé stran¢ zvIast’ seCteme Cleny obsahujici x a zvIast
Cleny bez x:

3x+3=(4A+B)x+(2B—-A)

Protoze leva 1 prava strana se maji rovnat, musi byt koeficienty pfed x na obou stranach
rovnice shodné, a totéz plati pro absolutni ¢leny, tedy 3 vlevo a zdvorku (2B — A) vpravo.
Porovndnim obou stran rovnice mame:

3=4+8B

3=2B-4

Takto jsme dostali soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, kterou vyfeSime naptiklad
elimina¢ni metodou s vysledkem: A=1,B=2.

Druhy zpisob, jak urcit konstanty 4 a B, spoc¢iva v dosazeni vhodné hodnoty x do vychozi
rovnosti ¢itateld 3x +3 = A(x—1)+ B(x+2). Obvykle volime nulové body zavorek:
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x=1:6=0+3B,o0dtud B=2
x=-2:-3=-34+0,0dtud 4=1

Zde jsme vyuzili toho, Zze dana rovnost musi platit pro vSechna x, a tedy i pro zvolené hod-
noty 1 a—2.

Maéme tedy rozklad pivodniho zlomku na dva parcialni zlomky:

3x+3 1 2

(x+2)(x—l) x+2+x—1

Nyni miizeme integrovat. K integraci parcialnich zlomki vyuzijeme tabulkovy integral na
1
xX+a

tadku 6 z Tabulky 6.1, nebot’ I dx =In |x + a| + C, proto piSeme rovnou vysledek:

3x+3 1 2
= = - .
I—d(x+2)(x—1) x jx+2dx+J‘x_1dx ln|x+2|+2ln|x 1|+C [

P (x; , kde P(x) a O(x) jsou
X

V obecném piipadé méme za kol integrovat racionalni funkci
dva polynomy.
P(x)

K rozlozeni % na parcialni zlomky musime upravit jmenovatel Q(x) na soucin kofeno-
X
vych Ciniteld, tedy na soucin zavorek, v nichZ je vzdy (x — kofen ), nebo nerozlozitelny

kvadraticky dvojclen ¢i trojclen. Pti rozkladu Q(x) mohou nastat tyto piipady:

a) Vsechny kotfeny Q(x), ozna¢ime je x1, x2 az xx jsou redlna ¢isla, a Zzadny koten se neopa-
kuje (ma nasobnost jedna). Pak piSeme:

Px) _ P(x)

0O(x) (x—xl)-(x—xz)-...(x—xk)

Rozklad na parcialni zlomky vypada nasledovné:

P(x) P(x) 4, B K

Q(x)_()c—)c1)~(x—xz)-...(x—xk)_)c—)c1 X=X, X=X,

Kazdému kofenovému c¢initeli (kazdé zavorce) ve jmenovateli odpovida jeden parcialni
zlomek s konstantou v Citateli. Vznikl¢ parcialni zlomky okamzité integrujeme pomoci pii-
rozené¢ho logaritmu. Tento pfipad nastal v obou uvodnich Piikladech 6.3 a 6.4.
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b) Vsechny koteny Q(x), oznacime je x1, x2 az xx jsou realna Cisla, ale néktery koten, na-
piiklad x1 se opakuje n-krat (fikdme, Ze ma nasobnost 7). Pak mame nésledujici rozklad:

PG _ P()
O(x) (x—x)" '(x—x2)-...(x—xk)

A parcialni zlomky vytvoiime nésledovné:

P(x) P(x) A A A B K

n

= — ot + +ot
0(x) (x—x)(x—x,).(x-x) x-x (x—x) (x—x)" x—x, (x—x,)

Vidime, Ze pro kofen vyss§i nasobnosti nez jedna tvofime navic parcidlni zlomky s jmeno-
vatelem (x—x, )1 , (x—x )2 , az (x—x, )k . Dal3i parcialni zlomky tvoiime stejn& jako
v predchozim piipad€. Pokud by tedy naptiklad x = 3 bylo dvojnasobnym kotenem Q(x),
pak musime mit parcialni zlomky s jmenovatelem (x — 3)1 a (x- 3)2. V citateli je vzdy

konstanta, kterou si miizeme oznacit libovolné (obvykle velkym pismenem a abecedng).
Reseni tohoto typu integralu je ukazano v Piikladu 6.5.

c¢) Posledni moznost, kterou se budeme zabyvat, nastava, kdyz se v rozkladu polynomu
O(x) objevi nerozlozitelny kvadraticky dvoj¢len nebo troj¢len ndsobnosti jedna. Ptikladem

budiz napiiklad x* +1 nebo x” +2x+4. Pokud se budeme snaZit najit kofeny t&chto mno-
ho¢lenti, vyjde ndm zaporny diskriminant, a rozklad tedy nelze (v redlnych ¢islech) provést.
V takovém piipad¢ ponechdme tento dvojclen nebo trojclen ve jmenovateli, v Citateli pak
piSeme misto konstanty linearni funkci x. VSe ostatni zlstava stejné jako v predchozich
bodech:

P(x) P(x) Ax+ B N C

O(x) (ax’ +bx+c)-(x=x).. (a+bx+c) x—x

Pro feSeni tohoto typu viz Piiklad 6.6.

peseioomes 3]

. 6x° +21x* +18x+5
Integrujte dx .
s I (x+l)3x

Reseni:

6x° +21x* +18x+5

(x+1)3 x

Nejprve rozlozime racionalni funkci na parcialni zlomky:
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6x3+21x2+18x+5: A N B N C D
(x+1)3x (x+1) (x+1)2 (x+1)3 X

Pravou stranu upravime na spole¢ny jmenovatel:

6x> +21x* +18x+5 B A(x+1)2x+B(x+1)x+Cx+D(x—i—1)3

(x+1)3 X

x+1)3x

—

Nyni budeme volit vhodna x tak, abychom ziskali konstanty 4, B, C, D. Dosazujeme do ¢i-
tatele obou zlomku vyse (které se musi rovnat)

Necht x=-1: 2=0+0-C +0, odkud mame C = -2.

Necht x=0: 5=0+0+0+ D, odkud dostavame D = 5.

Necht x=1: 50=44+2B+C+8D, za C a D dosadime vypoctené hodnoty:
50=44+2B-2+40, ¢imZ obdrzime rovnicipro 4 a B: 12=44+2B.
Potfebujeme jeste jednu rovnici (médme dvé nezndmé).

Necht' x =-2: 5=-2A4+2B-2C - D, za C a D opéct dosadime:
5=-24+2B+4-5,aobdrzime druhou rovnicipro4 a B: 6=-2A4+2B.
Resime soustavu:

12=44+2B

6=-2A4+2B

Resenim této soustavyje A =1a B =4.

Nyni mizeme piikroc€it k integraci jednotlivych parcidlnich zlomk:

3 2
J-6x +21x +18x+5d J-( 1 4

-2 5
= dx + dx + dx+ | —dx=
(x+1)3x x+1) J-(x+1)2 J.(x+13 '[x

:1n|x+1|—i+

+51n|x|+C. [
x+1 (x+1)

2
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peseioomes 3]

: 3x"=3x+2
Integrujte: I Ld
X +x

Reseni:
Zadanou racionalni funkci rozlozime na parcialni zlomky:

3x*=3x+2 Ax+B C
3 =2 T
X +x x +1 x

Ve jmenovateli prvniho parcidlniho zlomku musi byt linearni funkce, ne jen konstanta!
Déle postupujeme podobné jako v predchozich ptikladech, hledame konstanty 4, B a C:

3x2=3x+2 B Ax* + Bx+Cx* +C

X +x X +x

Necht' x = 0: dostavame ihned C =2.

Necht' x = 1: dostavame 2= A+ B+4,po uprave: —2=A+B.
Necht’' x =—1: dostavame 8 = 4 — B+ 4, po upravé: 4= A4—-B.
Resenim soustavy pro 4 a B obdrzime: 4=1, B=-3.

Nyni miZzeme piejit k integraci:

j3x2xji§+2d - | d+J-—dx

Ozna¢me prvni integral na pravé stran¢ /1 a druhy integral I. Integral /> je tabulkovy inte-
gral:

1, :j%dx:21n|x|+c.

Pti integraci /1 postupujeme nasledovné: nejprve integral rozdélime na dva, a kazdy inte-
grujeme zvlast’:

X
hi= J.x +1 Jx2+ldx 3jx +1

Prvni integral na pravé stran€ je typu I%dx , pokud jej
X

. Integrace je pak uz snadna:

—Ix ) ——ln‘x +1‘+C
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Druhy integral je tabulkovy integral (pro funkci arctgx):

1
-3 dx = —3arctgx .
-[ x*+1 &

Vysledek shrneme:

2
dex = 21n|x| +%ln‘x2 +1‘—3arctgx. u

3
X +x

Obecné plati, ze tento typ integralu témet vzdy vede na funkce logaritmus a arctangens.

6.3 Integrace souéinu funkci (metoda per partes)

Smyslem této metody je rozlozit jeden slozitéjsi integral na dva jednodussi ¢leny (odtud
nazev metody: per partes je latinsky ,,po ¢astech®).

Vzorec, ktery pouzivame pii integraci per partes, si odvodime z pravidla pro derivaci sou-
¢inu dvou funket, které oznacime u(x) a v(x).

(u . v)': uv+uy

Nyni osamostatnime vlevo ¢len uv”: uv'= (uv)—u'v, a tuto rovnost integrujeme:

Juv'dx = _[ (uv)'dx — Iu'vdx

Prosttedni ¢len obsahuje integral i derivaci, proto se tyto dvé operace vyrusi, a dostaneme:
J.uv'dx =uy— I u'vdx

Zopakujme, ze smysl metody spoc¢iva v tom, ze slozity integral vlevo je nahrazen sou¢inem

obou funkci a jednodussim integralem vpravo. Dulezita je spravna volba funkci u a v'. Ne-

spravna volba funkci vede k tomu, Ze slozitost tlohy naroste. V takovém ptipadé je zapo-
trebi zvolit funkce # a v" opacné.
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Vypoctete x e'dx .
Reseni:

Zvolimeu=xav =¢":

u=x,v=e"
Jx-exdxz :xex—jl-exdx:xex—ex+C=(x—l)ex+C.

u=1lv=e

Pti per partes si tedy nejprve vytvoiime tabulku s funkcemi u, u’, v a v'. Poté dosadime tyto
funkce do odvozeného vztahu pro per partes vyse. Pii spravné volbé u a v’ se integrovany

vyraz zjednodusi natolik, ze jeho vypocet jiz neni problémem. B

Vypoctete x In xdx .

Reseni:
=Inx,v=x ) 2 2 2
lenxdx= 1 x2 =x—lnx—'[l-x—dx=x—lnx—ljxdx=x—lnx—x—+C.l
u':—ﬂ;:; 2 x 2 2 2 2 4
x

|
Vypoctéte: J xsin xdx .
Reseni:

u=x,v=sinx

Ixsinxdx= =—xcosx—j(—cosx)dx=—xcosx+sinx+C.l

u=1v=-cosx
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Vypoctete arctgxdx
Reseni:

Uvnitt integralu je pouze jedina funkce, arctgx, proto by se mohlo zdat, Ze per partes neni
vhodna metoda pro vypocet. Pouzijeme vsak ,,trik*: arctgx = arctgx-1, a zvolime v’ = 1:

u = arctgx,v'=1

Iarctgxdx = 1 = xarctgx — J.dex = xarctgx — lln‘x2 + l‘ +C.m
u'= ,LV=X 1+x 2

1+x?

Analogicky se vypocte napiiklad J In xdx .

[)[roztemwes ]

Vypoctéte: J. In xdx .

B T

Vypoctéte: J sin xe“dx .
Reseni:

. . u=sinx,v=e" L ; u=cosx,v=e"
Jsmxe dx = =e s1nx—_[e cos xdx =

u'=cosx,v=e* u'=-sinx,v=e"

e’ sinx—[e" cosx+_[e" sinxdx} =e sinx—e cosx—je" sin xdx .
Pouzili jsme dvakrat per partes, a miize se zdat, ze vypocet skoncil ve slepé uli¢ce, nebot’

na pravé stran¢ jsme ziskali stejny integral jako zadany integral. Ve skute¢nosti jsme vSak
uz blizko feSeni: ozna¢me hledany integral / a rovnici piepiSme:

I=¢"sinx—e cosx—1
b
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Nyni sta¢i uz jen na pravé stran¢ osamostatnit /:
2] =e'sinx—e" cosx,
A po dé€leni 2 obdrzime vysledek:

sin xe® —cos xe”*
2

1

+C m

Slozitéjsi integraly feSime pomoci substituce (substituce je totéz co nahrada): slozity vyraz
nahrazujeme jednodussim. Typicky se substituce vyuzivaji pii integraci slozenych funkeft,
odmocnin (Eulerovy substituce) a goniometrickych funkci (kde se pouziva univerzalni sub-

. X e, , . . .
stituce ¢ =g 5 ). Substitucim je vénovana samostatna Kapitola 7, proto je prozatim vyne-

chame.

6.4 Celkové naklady a celkové pfijmy

V ekonomii Ize (neurcity) integral vyuzit k vypoctu celkovych prijmit nebo celkovych na-
kladu, pokud jsou zndmy (dany) mezni ptijmy respektive mezni néklady. Jak jiz bylo zmi-
néno v Kapitole 2, mezni veliiny jsou derivacemi celkovych veliCin, a tedy celkové veli-
¢iny jsou naopak integraly meznich veli¢in.

Tyto integraly mohou byt bud’ neurcité — kdyz hledame pouze funkcni zavislost celkovych
veli¢in na mnozstvi, nebo urcité, pokud mame zadany integraéni meze a chceme celkové
naklady vycislit. V této kapitole se omezime pouze na prvni ptipad, urcity integral je téma-
tem Kapitoly 8 a 9.

Funkce celkovych nakladu TC(x) a funkce meznich nakladu MC(x), kde x je poCet vyrobkii,
spolu souviseji vztahem:

TC(x) = jMC(x)dx +C (6.1)

Vztah (6.1) tika, ze celkové naklady jsou souctem meznich nékladt. Integracni konstanta
C se urci z jedné znamé hodnoty 7C(x) pro dané x. Stejny vztah plati také pro celkové pri-
jmy TR(x) a mezni prijmy MR(x):

TR(x) = j MR(x)dx +C (6.2)

Vypocet celkovych nakladd, respektive celkového piijmu si ukaZeme v nésledujicich ulo-
hach.
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l[ssemsaionne: ]

Uréete funkci celkovych nakladi, jestlize funkce meznich nakladd MC(x)=140e"** a
naklady na produkei 10 vyrobki ¢ini 6000 K¢.
Reseni:
Pouzijeme vztah (6.1):
0,2x

TC(x) = [140¢"*"dx + C =140[ "**dx + C =140 eo >

b

+C =700e"* +C.

Nyni jesté ur¢ime konstantu C z podminky, ze ndklady na produkci 10 vyrobkt ¢ini 6000
K¢, aje tedy x =10 a TC(x) = 6000:

6000 = 700¢> + C,

A odtud C=828. m

Urcete funkci celkovych nakladi, pokud je dana nasledujici funkce meznich nakladt, kde
X znamena mnozstvi:

a) MC =4x+5, kdyz vime, Ze ndklady na produkci 5 kust ¢ini 200 euro,

b) MC =x" + 8 .
x+3

Reseni:
a) Mezni naklady integrujeme: TC = I(4x +5)dx =2x" +5x + C, a z dané podminky ur-
¢ime konstantu C: TC(S) =200=2-5"+5-5+C, odkud je C = 125.

3
b) Mezni néklady integrujeme: 7C = x? +81In |x + 3| +C.m
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pesedvomers ]

Mezni piijmy jsou popsany funkci MR =140— 6x + 2, najdéte funkci celkového piijmu.

Reseni:

Mezni piijem integrujeme: 7R = J.(14() —6x)dx=140x-3x’+C. =

s [l

1. Integrujte:
a) f(x)=3x"+2x+1
[ +x*+x+C]

b) f(x)=x"-5x+8

5
(22 8yt ]
5 2

c) f(x)=4e" +§
X
[4e" +5Inx+C]

d) f(x) =%+2i/¥+ 2

e) f(x)=4sinx—3cosx

[4sinx—3cosx+C ]

10

x*+1

H f(x)=

[10arctgx+C |

2x
X +6

g f(x)=

[In(x> +6)]
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2. Rozlozte na parcialni zlomky nasledujici racionalni lomené funkce:

S5x+2
X +x

a)

S5x+2 2 3
=—+

X4+x x x+1

4x-11

O ) (x—4)

4x-11 3 N 1 ]
(x+1)(x—-4) x+1 x-4

2x* +8x+4
x? (2+3x)

2x*+8x+4 1 2 5
- = —
x° (2+3x) x x 2+3x

3x —4x+5

(x—3)(x2 +1)

3x*—4x+5 _ 2 +x—l
(x—3)(x2+1) x=3 x*+1

d)

3. Vypoctéte:

N J' x—13

L
x“+4x-5

[3In|x+5|-2In|x—1|+C]

b) J~5x —17x+12
4x° +4x

3 2 1 1
[J.;dxntjx_zdx—j(x_z)z dx=3In|x|+2In}r -2+ ——+C]

4. Vypoctéte:

1
a) | 5————dx
)Ix2+4x+5

[arctg(x+2)+C]
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3
b) | ———dx
) J.x2+2x+5

[%arctg xTH +(C |

5. Reste metodou per partes:
a) Ixzexdx

[(x* =2x+2)e" +C]

b) j(Zx + l)exdx

[2x—-De" +C]

C) Ix3 In xdx

4 4
[ hx-21C]
4 16

d) Iln xdx

[xInx—x+C]

e) jm—xdx

x2
[—llnx—l+C]
x x

6. Jsou dany mezni naklady MC(x)=25e"*", uréete funkci celkovych nakladd, jestlize
vyroba 10 kusii vyrobkt stoji 3500 K¢.

[TC(x) = 62,5¢"* +88 K&]
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7 SPECIALNIi SUBSTITUCE V NEURCITEM INTEGRALU

[ memrmtmeonapmoy ]

Obsahem kapitoly jsou vybrané substituce v neurcitém integralu. Konkrétné jde o substi-
tuce slozené funkce, exponencidlni a logaritmické funkce, a goniometrické substituce.

[ e

Cilem této kapitoly je, aby student ziskal nasledujici dovednosti:
e Poznat, kdy je dany integral vhodné fesit substitu¢ni metodou.
e Vybrat vhodnou substitu¢ni metodu a spravné ji aplikovat.

[Flweomsiommprary

Neurcity integral, substituce, substitu¢ni metoda.

4-6 hodin

V ptedchézejici kapitole jsme zavedli neurcity integral a ukazali jsme si integraci jednodu-
pouzit vhodnd integratni metoda. Jednou z integracnich metod je metoda substitucni.
V této kapitole si ukdZzeme nékteré Casto pouzivané substituce v neurcitém integralu. Sub-
stituce znamena nahradu vyrazu s pavodni proménnou (x) za néjaky vyraz s novou pro-
ménnou (nejcastéji oznacenou ¢). Cilem substituce je zjednodusit integrovanou funkci
a prevést ji na integraci racionalni lomené funkce (zlomku). Substituci provadime typicky
v téchto piipadech:

e Je-li v integralu slozena funkce (v zavorce), pak nahrazujeme vnitini funkci (tedy
onu zavorku),

e Je-li v integralu odmocnina, pak nahrazujeme celou odmocninu nebo vyraz pod od-
mocninou,
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e Jsou-li v integralu rizné goniometrické funkce, pak provedeme substituci tak, aby-
chom dostali bud’ jednu goniometrickou funkci nebo racionalni funkci bez gonio-
metrickych funkci.

Poznamka: pfi substituci nezapomeneme nahradit i diferencial dx diferencidlem nové proménné (dfr)!

V této kapitole si ukdzeme uziti nékterych specialnich substituci.

7.1 Integrace slozenych funkci

Na tvod jen pfipomenime, Ze sloZzené funkce je funkce ve funkei, viz Kapitola 1.5. Stejné
jako u derivovani je pfi integraci diilezité si uvédomit, ktera funkce je vnitini, a ktera vnéjsi.

e

Vypoetste [(2x+1)" dx.
Reseni:

zavedeme substituci 2x + 1 = ¢, potfebujeme jesté nahradit dx za dt, coz se provede tak, ze
substituéni vztah zderivujeme (vlevo podle x a vpravo podle #) a za kazdou stranu rovnice
napiSeme piislusny diferencial (tomuto postupu se tika diferencovat rovnici): 2dx = 1dt. Pti
feSeni integralu se tyto pomocné vypocty obvykle zapisi do tabulky ohranic¢ené zleva a

. . 4 2x+1:t . . . .
zprava svislou Carou: I (2x+l) dx = dvedi| Provedeme substituci a pokracujeme:
X =
2x+1=t 5 5 2x+1)
I(2x+1)4dx: g :jt4£:ljt4dt:lt—+C:t—+C:u+C
2dx =dt 2 2 25 10 10

Na z&vér se nesmime zapomenout vratit k pivodni proménné x. Mizeme si ovéfit 1 sprav-

2x+1)

0 + C opravdu vyjde pivodn¢ zadana

nost vysledku derivovanim: derivaci vyrazu I (

funkce (2x + 1)4 . ;
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Rllssemsaonsra ]

Vypodtéte: J e dx .

Reseni:

Vypodtéte: J.cos (5x—4)dx.

Reseni:

Icos(Sx—4)dx: :J‘costﬁzlj’costdt=int+C=w+C.l
5 5 5 5

Sdx =dt

7.2 Integrace logaritmickych a exponencialnich funkci

Obsahuji-li integraly exponencialni funkci e* respektive logaritmickou funkci In x, pro-
vadime nahradu prave téchto funkei (u logaritmické funkce je zvlasté vyhodné, pokud in-

(Zx.)

tegral obsahuje ¢len
X

Rl[sesemsawonare ]

Vypoctéte: Jm—x dx .
RS

Reseni:

Pouzijeme substituci Inx = £. Pii vypoc¢tu nam velice pomtize i Clen x ve jmenovateli:

1 Inx=t ; In?
jﬂdx= 1 = [tdr="-+C= "X Cc. m
X —dx=dt 2
X
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pesevtoomazs |3

Vypoctéte: J‘dex .

xIn” x
Reseni:
5 Inx=¢ 5 5 5
xln“ x —dx=dt t t 1n|x|
X

pesesoomze 3]

Vypoctéte: —° .
2e" +5

Reseni:

Provedeme substituci ¢* =¢ a pfimo integrujeme.

x x=t
[~ = =j;dt=lln|2t+5|+c=lln‘2e"+5‘+C.l
2e" +5 edx=dt ~2t+5 2 2

e A

e _2dx.
e +1

Vypoctéte: I
Resent:
Stejné jako v piedchozim piikladé provadime substituci e* =¢. Po substituci ptejde inte-

grél na integral racionalni funkce. Racionélni funkci (zlomek) rozloZzime na dva parcialni
zlomky a integrujeme:

Iex__zdx:
e +1

e =t
e'dx=dt

el+C m

-2 3 2
:J.t(tt+l)dt:J.t+ldt_'[?dt:31n

ex+1‘—21n
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7.3 Integrace goniometrickych funkci

Integraly obsahujici goniometrické funkce sinus, kosinus, tangens nebo kotangens lze fesit
pomoci nasledujicich substituci:

Integral obsahuje funkce sin“ xa cos” x, pfi¢emz a je liché a £ sudé. V tomto pii-

pad¢ uzijeme substituci: cos x =t , nahrazujeme tedy sudou funkci. Pokud je situace
opacnd a a je sudé a f liché, uzijeme substituci: sinx =¢.
Integral obsahuje funkce sin” xa cos”

substituci rgx =1 .

x, pti¢emz a i jsou f sudé. Pak pouzijeme

Integral obsahuje funkce sin® xa cos”

funkci, kterd ma vyssi exponent.
Pokud nelze pouzit zadnou z ptedchozich substituci, je mozné vyuzit univerzalni

x, pti¢emz a i jsou f liché. Nahrazujeme tu

substituci tg% =t, viz Tabulka 7.2.

Pti upravach integrandu pouzivame zékladni goniometrické vzorce, viz Tabulka 7.1.
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Tabulka 7.1. Nejdilezitéjsi goniometrické vztahy

¢. vztah
(D) sin® x+cos*x=1
(2) sin2x = 2sin x - cos x
3) cos2x = cos’ x —sin’ x
@) Gin® x — l—cos2x
2

1+ 2

(5) cos’ x = —C;S al

Tabulka 7.2. Univerzalni goniometricka substituce.

¢. vztah
X
1 tg—=t
(D g5
: 2t
2 sin x =
@) *+1
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1-¢
3 COSX =
®) 2 +1
2
4 dx =
@) 142

Vypoctete cosx sin’ xdx .
Resent:
V této uloze jsou ob¢ funkce umocnény na lichy exponent, mohli bychom tedy nahradit

obé¢, ale vybereme si k substituci funkci s vy$S§im exponentem, tedy sinx:

) sinx =t sin® x
Icosx~s1n3xdx: +C.m

3 t4
= [fd1=—+C=
4

cos xdx = dt

|
Vypoctéte: J. sin” xdx .
Resent:
V této uloze pievedeme sin*x na kosinus dvojnasobného uhlu (vztah 4 v Tabulce 7.2)
a ptimo zintegrujeme (mohli bychom jesté provést substituci 2x = ¢, ale to je jiz zbytecné).

dx=%_[(l—cos2x)dx=§—sm2x

sin’ x =

1—cos2x| _J~1—cos2x

Isinz xdx = =
2| 2

+C m

pesesoomre 3]

Vypodtste: Isin3 xdx
Reseni:
Nejprve rozdélime sin’ x =sin” x-sinx a pouZijeme vztah (1) z Tabulky 7.2. Podle bodu

(1) nahrazujeme funkeci cosx:
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3

cosx =t
¥ :I(tz—l)dt:%—t+C=COS

Isin3 xdx = _[(1 —cos’ x)-sinxdx=|
—sin xdx = dt

Vypoctéte: j -
sin x

Reseni:

Pouzijeme univerzalni goniometrickou substituci v Tabulce 7.2:

+C.m

sin x

f—‘ jt 12 —j1dt=1n|t|+C=1n
2 2t £ +1 t

Pl
2

7.4 Integrace iracionalnich funkci

Iraciondlni funkce jsou funkce obsahujici proménnou pod odmocninou. V tomto piipadé
obvykle nahrazujeme celou odmocninu.

Rllesesaonara ]

Vypodtéte: j Jax +1dx .
Reseni:

Substituci si opét zapiSeme do pomocné tabulky. Prvni fadek je substitu¢ni vztah, druhy
fadek ziskame umocnénim prvniho fadku na druhou. Tteti fadek vznikne derivaci druhého
tadku podle x (vlevo) a podle ¢ (vpravo), kde za ob¢ strany piipiSeme diferencial dx respek-
tive dt (fikame, ze rovnici diferencujeme). Poté jiz provedeme samotnou substituci a inte-
graci.

m =t " \ s (mf

J\/4x+1dx:4x+1:t2 = t-—=l_[t2dt=lt—+C=t—+C=
2 2 23 6 6
4dx = 2tdt

+C nm
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Vypoctéte: Ix x> —1dx.

Reseni:

Opét provedeme substituci celé odmocniny:
x —1=t 3
[ —1dx = ¥ -l=r :J‘t-tdt=J.t2dt:§+C:M+C

2xdx = 2tdt
xdx = tdt

O spravnosti integrace se opét miizeme presvedCit zpétnym derivovanim. B

peseivomre 3]

Vypoététe: J\/l —x’dx.
Reseni:

Provadime substituci x =sin¢ proto, abychom pod odmocninou dostali druhou mocninu.
V priibéhu vypoctu vyuzivame vztahy (1) a (5) z Tabulky 7.1.

J\/l —x*dx = = jcos tN1—sin® tdt =I cost/cos® tdt =I cos’ tdt =

x=sint

dx = cost

1 2 1 in2 1 1
j 2Feoss, ! 2 SH; t:Earcsinx+5x\/1—x2+C.

Pti zpétné néhrad€ z ¢ na x bylo vyuzito rovnosti:

t=arcsinx, sin2¢ =2sintcost =2xy1—-x* . m

Pozn. Obecné lze Tici, Ze pfi integrovani odmocnin se stejné odmocniny objevi i ve vysledku.

161



Specialni substituce v neurcitém integralu

Pro slozité;si iraciondlni funkce obsahujici kvadratické funkce mizeme pouzit i jiné spe-
cialni substituce, jako jsou Eulerovy substituce, viz napf. Skrasek a Tichy (1986) nebo
Cerny (2002).

R

1.) Vypoététe: J.(3x - 2)4 dx .

[(3x—2)5
15
2.) Vypodtste: j sin(1 - 5x)dx .

+C]

cos(1—5x)

[ +C]

2

1
3.) Vypoctéte: I Y.

In®x

[ 3
4.) Vypodctéte: J‘cos3 xdx .

+C]

. sin’ x
[sinx—

+C]
5.) Vypoctéte: I\/2x + 5dx

(2x+5) O]

6.) Vypodtéte: j XX +2dx

2 3
[@4_ C]
7.) Vypoctéte: I "efl-l dx
e

[ln(ex +1)+C]
8.) Vypoctéte: J‘cos4 x sin xdx

cos’ x

[

+C]
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8 URCITY INTEGRAL

owvmimzomeray o]

Kapitola obsahuje tivod do problematiky urcitého integralu, a predev§im, Newtonova inte-
gralu. Je v ni pfedvedeno uziti Newton-Leibnizova vzorce k vypoctu urcitého integralu, a
spojitost ur¢itého integralu s obsahem plochy. Nechybi metoda per partes a substituc¢ni me-
toda.

oererory [

Cilem této kapitoly je, aby student ziskal nasledujici dovednosti:

e Vypocitat urcity integral zakladnich funkci pomoci Newton-Leibnizova vzorce.

o Chapat spojitost ur¢itého integralu s obsahem plochy.

e Pouzit metodu per partes

e PouzZit substitu¢ni metodu
|

povtsiommapmoy[]

Funkce, urcity integral, Newton-Leibniziv vzorec, obsah plochy, metoda per partes, sub-
stitu¢ni metoda.

4-6 hodin

8.1 Riemannuv urcity integral

vvvvvv

klad Archimédes* se snazil najit obsah kruhu tak, Zze do dané kruznice vepisoval pravidelné
n-uhelniky, a pro rostouci n se obsah mnohouhelniku blizil obsahu kruhu. Tim se Archi-
médes zatadil mezi prikopniky integralniho poctu, nebot’ piivodné integral znamenal totéz

4 Archimédes (287-212 pi.n.l.), fecky matematik a fyzik.
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Urcity integral

co obsah plochy. Idea vypoctu plochy tak, ze se hledana plocha ohranici (zevnitt nebo zve-
n¢i) pomoci jinych (jednoduchych) ploch, se pozdéji stala zakladem definice Riemannova
urcitého integralu.

Nyni si struéné vysvétlime konstrukci Riemannova® integralu.

M¢jme dénu funkci y = f(x), kterd je omezend a po ¢astech spojitd na uzavieném intervalu

(a,b). Provedeme déleni intervalu (znatime D) (a,b) rostouci posloupnosti bodi
Xy =@,X,%,,...5, =b na intervaly (x,,.x,), kde pe{l2,. kf. Délku intervalu

<x b1 X p> ozna¢ime Ax,. MaximumAx, se nazyva norma déleni.

Nyni z kazdého intervalu <x ps X p> vybereme (libovolny) bod &, a sestrojime nasledujici

integralni soucet:
k
S,(D)=Y f(&)Ax, (8.1)
i=1

Pro kladnou funkci y = f(x) na intervalu <a, b> ma integralni soucet (8.1) tento nazorny
vyznam: je to soucet obsahil obdélniki, kter¢ maji Sitku Ax, a vysku f (5 ) ), viz Obr. 8.1.

Integralni soucet tedy pfiblizné udava obsah plochy pod kiivkou y = f(x) na intervalu
<a,b>.

Jestlize se bude déleni intervalu <a,b> zjemiovat (délicich bodi bude pfibyvat a norma

déleni se bude zmensSovat), bude tato aproximace lepsi.

Rekneme, Ze funkce y = f(x) je integrabilni (v Riemannové smyslu), jestlize se pro libo-
volné déleni intervalu D a libovolné hodnoty & pro k jdouci do nekonecna (Ax, jdouci do

nuly) integralni soucet blizi k redlnému ¢islu s:

limS§ (D) =s

k—x
Cislo s nazyvame uréitym integralem funkce y = f(x) na intervalu <a,b>. Pro kladnou

funkei &islo s vyjadiuje (pfesng) obsah plochy pod kfivkou y = f(x) na intervalu (a,b).

Protoze je uziti Riemannova integralu v praxi obtizné, vyuziva se pro spojité funkce na da-
ném intervalu Newtontiv® urgity integral, ktery vyzaduje pouze znalost primitivni funkce.

5 Bernhard Riemann (1826-1866), némecky matematik.

¢ Isaac Newton (1642-1727), anglicky matematik a fyzik
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Pro uplnost jest¢ poznamenejme, ze existuji 1 dal§i (obecnéjsi) druhy integralii: Le-
besguetv, Stieltjesiiv, Choquetlv, apod.

‘A

y = f(x)

Obr. 8.1. Konstrukce Riemannova integralu.

8.2 Newtonuv urcity integral

Zacneme rovnou definici Newtonova urcitého integralu:
weweess oo
Definice 8.1.: Necht funkce f(x) je spojita na otevieném intervalu J. Newtonovym urcitym
b
integralem funkce f(x) od a do b (na intervalu (a,b) c J ) nazyvame symbol _[ f(x)dx,

kde a je horni integracni mez a b je dolni integracni mez.

Vypocet urcitého integralu provadime pomoci Newtonova-Leibnizova vzorce:
b
[ f(x)dx = F(b)-F(a) (8.2)

Zatimco neurcity integral je funkce (presnéji mnozina funkei lisicich se o konstantu C), je
urcity integral cislo, které vypocteme ze vztahu (8.2). Vyznam integraéni mezi spociva
v tom, ze nam fikaji ,,odkud kam integrujeme*.
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Urcity integral
Zakladni vlastnosti urcitého integralu:

i) j f(x)dx =0

if) i f(x)dx = —I f(x)dx

iii) j)-cf(x)dx = cj- f(x)dx

iv) I[ f(x) % g(x)]dx :I f(x)dx + i g(x)dx

V) jf(x)dx :i f(x)dx+ jf(x)dx ,be (a,c)

Vlastnosti i) vyjadiuje, Ze zdména integracnich mezi vede ke zméné¢ znaménka urcitého
integralu. Vlastnosti iii) a iv) jiZ zndme z kapitoly o neurc¢itém integralu. Vlastnost v) vy-
jadtuje, Ze vypocet urcitého integralu na intervalu (a,c) lze rozdélit na vypocet integralu
pies dva na sebe navazujici intervaly.
Uziti urcitého integralu je velmi Siroké, zvlasté v pfirodnich a védach a technickych obo-
rech. Urcity integral se pouziva nejcastéji k vypoctu:

e obsahu plochy ohrani¢ené danymi kiivkami

o délky kiivky

e objemu rotacniho télesa

e povrchu rotacniho télesa

e pii feSeni diferencidlnich rovnic s okrajovymi podminkami
V ekonomii miazeme urcity integral vyuzit k vypoctu:

e celkovych veli¢in z meznich (marginalnich) veli¢in, naptiklad celkového piijmu

z mezniho pfijmu,
o celkové veli¢iny, je-1i dan jeji tok Ci intenzita.
o piebytku spottebitele a vyrobce v podminkach dokonalé konkurence

Aplikacim urcitého integralu je vénovana samostatna Kapitola 9, v této kapitole se proto
zaméfime pouze na techniku vypoctu urcitého integralu, kterou si predvedeme na n¢kolika
jednoduchych fesenych ulohéch.
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e =

2
Vypoététe: szdx .

1
Resent:
Protoze je dana funkce na zadaném intervalu spojitd, mizeme pouzit vztah (8.2):
2 3P 393
sza’xz ai :2——1—21.
3}, 3 3 3

Pokud si k této uloze nacrtneme obrazek (viz Obr. 8.2.), a vyznac¢ime plochu pod kiivkou

y=x" mezix=1, x=2 aosou x, pak obsah této plochy je pravé 7/3. m

A

I 4

Obr. 8.2. Obsah plochy pod kfivkou y = x°.

2
Poznamka: Zapis { x_3 } je pouze tmluvou: primitivni funkci bez konstanty C je zvykem psat do hranaté
3

1
zavorky, za niz se vyznaci integra¢ni meze. Dal$im krokem vypoctu je dosazeni obou mezi do zavorky podle

vztahu (8.2).
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Urcity integral

B T

Vypocdtéte: I x’dx .

0

Reseni:
3
0 3 o 3 3

Dllsesemavionass ]

Vypoététe: I xdx .

-2

Reseni:

0 470 3 4

Ix3d=_ L2 =0-4=-4.m
e 4|, 4 4

Vypoététe: I(3x2 —4x+ l)dx .
-1
Reseni:
j(3x2 —4x+1)dx =] x* - 2%’ +x}: =(8-8+2)—(-1-2-1)=6.m

-1

Dlfsesemvionass ]

1
Vypoctéte: [e*dx.
0

Reseni:
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1 1

J-exdle:e"] =¢'—e'=e—1.1

0 0

pesevivomss |3

Vypoctéte: I sin xdx .
0

Reseni:
Isinxdx=[—cosx]g =—cosz—(—cos0)=1+1=2.m
0

pesevivomsr |3

/2
Vypodtéte I 6sin” x - cos xdx.
0

Reseni:
/2

j 6sin2x-cosxdx:[2sin3 x]:/z :2sin3§—2sin30:2—0:2. u

0
|
oo [
Vypoctéte: I—dx.
X

Reseni:
de=[1n|x|]f =lne-Inl=1-0=1.m

169



Urcity integral

[Dl[sesemaviomaso-vasomrembasr ]

1
Vypoctéte: I —dx.
X
Resent:
Pomoci vztahu (8.2) dostadvame podobné jako v pfedchozi uloze:
01 1
I—dx = [ln|x|] =Inl-In1=0.
X B

Tento vypocet je vSak chybny, nebot’ integrovana funkce y =lnesplf1uje podminky
X

pro uziti vztahu (8.2): neni totiz na intervalu (—1, 1) spojitd (bodem nespojitosti je bod x =

0). Newtonav urcity integral této funkce na daném intervalu neexistuje. |

Existuje nasledujici Newtonlv integral? Proc?

JIO 5 d
; x—3 x

V nasledujicich kapitolach si ukaZzeme, jak postupovat pii vypoctu urcitého integralu po-
moci metody per partes a substituc¢ni metody.

8.3 Metoda per partes v urcéitém integralu

Metodu per partes jsme zavedli v Kapitole 6. Pro ur€ity integral pii uziti této integracni

metody plati:
Ju(x) . v'(x)a’x = [u(x) . v(x)] —Iu'(x) . v(x)dx (8.3)
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Vypoctete xe'dx .
1

Reseni:

Vyuzijeme vztah (8.3):

j.xexdx -|"= xV=¢ = [x-e"]2 —je"dx: (Z-e2 —l-el)—[e"]2 =2¢"—e—(e’—e')=¢" .|
1 u=lv=e" b !

|
Vypoététe: Ixz In xdx .

1

Reseni:

Vypoctéte: I xsin xdx .

0

Reseni:

]’- i xd u=x,v=sinx [ ],, ]5( )d ( +O)+[ . ],, 040 -
sin = =[-xcosx| —|(—cos = sinx| = =r.

0x xdx W= Ly = —cosx xcosx| 0 x)dx=(x x|, =7 T
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8.4 Substituce v urcitém integralu

Pti substituci v ur¢itém integralu nahrazujeme nejen integrovanou funkci, ale také inte-
gracni meze. Pivodni integra¢ni meze (v proménné x) se prevedou na nové integracni meze
(v proménné ¢) jednoduSe pomoci substitu¢niho vztahu (ktery je na prvnim fadku pomocné
tabulky), do néhoz se dosadi piivodni hodnoty a vypoctou se hodnoty nové.

Necht funkce f(x) je spojita v mtervalu , necht @ (t) a ¢(t) jsou spojité funkce v in-
tervalu <a,,B>, pricemz necht p(a) = a, ¢0)’) = b, necht @t) je ryze monotonni v <a,ﬁ>.

Potom:

b B
[ (0 dx = [ flp(0)]e(c) de 8.4)

Uziti Véty 8.1, respektive vztahu (8.4), si pfedvedeme na n¢kolika feSenych ulohéch.

Dlfsesemsvnonasss ]

3
Vypodtste: [(2x+1)"dx.

0

Reseni:
2x+1=
3 2dx = dt 7 17 el 17 1) 124
0 x=3—->t=7 1 2 2 24124424
x=0—>1r=1
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Vypoctéte: I xvVx©+2

0

Reseni:

Xt +2=t¢

X’ 4+2=¢ N 3 3
1 57 (VB) (V3) af
Ix\/x2+2dx:2xdx:2tdt :J.tzdt:[%} :( 3) —( 3) :3\/532\/§.l
’ x:O—)t:x/E 2 V2

x=1->t=3

pesedvomers 3]

A
Vypodtéte: jsinz x cos xdx
0

Reseni:

sinx =t

T
J-sinz xcos xdx = =
0 cos xdx = dt

e

Vypoctéte: J dx .
- xInx
Reseni:
2 Inx=t¢
I dx = 1 I2tdt—[t lnx =lne’—lne=2-1=1.m
- xInx
x
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8.5 Nevlastni integral

V ptedchozich kapitolach o urcitém integralu jsme ptredpokladali, Ze obé integracni meze
a a b jsou konecné, a také, Ze integrovand funkce je v daném intervalu spojita a nabyva
pouze kone¢nych hodnot.

o Pokud neni splnéna prvni podminka, hovotime o neviastnim integralu viivem inte-
gracni meze.

o Pokud neni splnéna druha podminka, hovotime o neviastnim integralu vlivem ne-
spojitosti funkce.

V nevlastnim integralu je tedy bud’ integracni mez nekonec¢nd, nebo integrovana funkce
nabyva nekonec¢né hodnoty v bod¢ nespojitosti.

Ptipomenime, ze pojmem ,,vlastni* se oznacuji kone¢né hodnoty (redlna ¢isla), zatimco po-
jem ,,nevlastni oznacuje plus nebo minus nekonecno. Odtud tedy pojmenovani tohoto typu
integralu.

Hodnota nevlastniho integralu miize byt konecna, v tom ptipad¢ fikdme, Ze konverguje.
V opacném piipadé¢ fikame, ze integral diverguje.

Vypocet nevlastniho integralu vlivem horni meze se provadi pomoci nasledujiciho vztahu:

t—>+o0

T f(x)dx = lim[F(x)], (8.5)

Vypocet nevlastniho integralu vlivem dolni meze se provadi analogicky.

Rl[semsaonsarr ]

Vypoctéte: I Lz dx .

1 X

Reseni:

+00 t
Pouzijeme vztah (8.5): J‘dex = lim{— l} = lim(—l+ﬂ =0+1=1.
X
1

t—+o0 X | t—>+0 t

Dany nevlastni integral tedy konverguje. m
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peseiooman 3]

Vypoctéte: jl
1 X

Reseni:

11rn[1n|x|];—hm(lnt—lnl) o—0=o00.

t—>+© t—>+0

Pouzijeme vztah (8.5): j l dx =
X
1

Nevlastni integral v tomto piipadé diverguje. |

pesevtoomse |3

Vypoctéte: I 0,5 dx.
1

Reseni:

= lim
>+ In0,5 1In0,5 In0,5

+o0 ¥ t . .

IO,Sxdx=lim[O’5 } — i 0,5 0,5 0,5
t—+©

1

- =0-——=0,721.
In0,5 |

Nevlastni integral konverguje (nebot’ exponencialni funkce klesa velmi rychle). m

=7l

|
1. Vypoctéte nasledujici urcité integraly:
4
a) jx3dx
0
[64]

b) _‘|‘.(6x2 +4x—1)dx
1

[153]

c) i(x3 —x)dx

-3

[0]
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2
d) |—dx
) j -
[2]

e) Isin xdx

0

[2]
f) jf\/x +2dx

[13/3]

oQ
~

O i [N
=
&

[1]
h) j|2—x| dx

[3]

xcos xdx

i)

S o [N

V4
[5—1]

i) [(3x+2) ax

0
[208,333].

2. Vypoctéte nevlastni integral:

[2]
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9 APLIKACE URCITEHO INTEGRALU

owvmamzomerar ]

Tato kapitola je zamétena na aplikace urcitého integralu. Obsahuje tilohy na vypocet ob-
sahu plochy a déle ekonomické aplikace, napiiklad vypocet celkovych ptijmi, nebo pieby-
tek spotiebitele a vyrobce v podminkéch dokonalé konkurence.

[ [ |

Cilem této kapitoly je, aby student ziskal nasledujici dovednosti:
e Pouzit urcity integral k vypoctu plochy.
e Pouzit urcity integral k vypoctu objemu rotacniho télesa.
e Pouzit urcity integral k vypoctu celkovych ekonomickych veli¢in, pokud jsou dany
mezni veliiny.
e Urcit pfebytek spotiebitele a vyrobce v podminkach dokonalé konkurence.

_______________________________________________________________________________________________________________________________|
komsiommarmary ]

urcity integral, aplikace urcitého integralu, obsah plochy.

_______________________________________________________________________________________________________________________________|

6-8 hodin

Urcity integral ma mnoho aplikaci pfedevsim v technickych a ptirodovédnych oborech.
Lze jej vyuzit naptiklad k vypoctu:

e obsahu plochy omezené danymi kiivkami

e objemu rota¢niho télesa

e plochy rota¢niho télesa
o délky ktivky (rektifikaci)
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Aplikace urcitého integralu

o Reseni diferencidlnich rovnic s danymi okrajovymi nebo pocatecnimi podminkami

V ekonomii se ur€ity (i neurcity) integral vyuziva k vypoctu celkovych veli¢in z meznich
veli¢in. Naptiklad celkovy pfijem je integralem mezniho piijmu, celkové naklady jsou in-
tegralem meznich nékladd, celkovy tok piijmi je integralem intenzity toku piijmt, apod.

V této kapitole se budeme zabyvat predevsim vypocty plochy seviené dvéma a vice kiiv-
kami, a ekonomickymi aplikacemi urcitého integralu.

9.1 Obsah plochy vymezeny danou kfivkou a osou x

Nejjednodussim uzitim urcitého integralu je vypocet obsahu plochy pod (nad) danou kiiv-
kou, tedy mezi danou kiivkou a osou x (viz Obr. 9.1.).

[V][verass-omsmmpioner ]

Necht' y = f(x) je (vSude) nezaporna funkce na intervalu (a,b). Potom obsah plochy
S vymezeny kiivkami y = f(x), x =a, x = b ay = 0 vypocteme uzitim Newton-Leibnizovy

formule:

S = T f(x)dx=F(b)-F(a) (9.1)

Dlfsesemainonaes ]

Vypoététe obsah plochy pod kfivkou y = x”na intervalu (0,1).

Reseni:

Obsah plochy je tedy 1/3. Graficky je tato plocha znazornéna na Obrazku 9.1. m
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w
»

Obr. 9.1.

Pokud je funkce y = f(x) na daném intervalu (a,b) zaporna, dostaneme uzitim vztahu

(9.1) obsah plochy rovnéz zaporny, coz je z geometrického hlediska nesmysl. V tomto pii-
pad¢é tedy musime vzit misto funkce y = f(x) jeji absolutni hodnotu, ¢imz je zarucen
kladny vysledek:

S= j| f(x)|dx =|F(b) - F(a) 9.2)

peseioomn 3]

Vypoététe obsah plochy pod kfivkou y = x’na intervalu (-1,0).
Reseni:

ProtoZe je dana funkce na zadaném intervalu zaporna, pouzijeme k vypoctu dané plochy
vztah (9.2):

ol

Graficky je tato plocha zndzornéna na Obrdzku 9.2. m

0
flefae=
-1

i
=4 =
_______________________________________________________________________________________________________________________________|
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Obr. 9.2.

Pokud je funkce y = f(x) na intervalu (a,b) kladna i zaporna, rozdélime interval (a,b)
na nékolik dil¢ich na sebe navazujicich intervalli tak, aby v kazdém takovém intervalu byla
dana funkce bud’ jen kladné nebo jen zaporna. Vypocteme obsahy ploch pod (nad) danymi
useky funkce a v§e nakonec secteme. Pokud bychom to neudélali, mohla by se ndm plocha
nad osou x, kterd je brana kladné, odecist s plochou pod osou x, ktera je brana zaporné.

Vypoététe obsah plochy vymezené kiivkou y = x°, osou x, a pfimkou x=-1 a x =2 (viz
Obrazek 9.3).

Reseni:
Protoze je dand funkce na zadaném intervalu (—1,2) kladnda 1 zapornd, rozdélime tento

interval na dva: (—1, 0) a <0, 2) .V prvnim intervalu je funkce zaporna a ve druhém kladna.

470 472
<] 4
41, 4 | 4

Graficky je tato plocha znazornéna na Obrazku 9.3. Obsah plochy pod kiivkou je i , nad

17

S:j.l‘xS‘dx+j;x3dx= +(4—0)=4+%=7.

kiivkou 4. Pokud bychom zapomnéli na absolutni hodnotu v prvnim integralu, obsah obou

ploch by se nam odecetl. m
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w
>

Obr. 9.3.

9.2 Obsah plochy seviené dvéma a vice kfivkami

Obsah plochy mezi kiivkami f{(x) a A(x), kde A(x) je horni kiivka a f{(x) dolni kfivka, a kde
a a b jsou pruseciky obou kiivek, pocitame podle vztahu:

S = j:(h(x)—f(x))dx 9.3)

Uziti vztahu (9.3) si budeme demonstrovat na né¢kolika ulohach.

pesedoomas ]

Vypoététe obsah plochy seviené kiivkami y=x> a y = Jx (viz Obr. 9.4).
Reseni:

Nejprve hledame priseciky obou kiivek, abychom védéli ,,odkud kam integrovat® (hle-
dame integracni meze, které ndm udévaji, odkud kam saha dand plocha ve sméru osy x).
Pokud je nevidime ihned, feSime rovnici f(x) = h(x):

@ =x
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X' =x
xt=x=0
x(x’=1)=0

Tato rovnice ma dva kofeny: x, =0 x, =1, které jsou integracnimi mezemi. Nyni pouZi-

jeme vztah (9.3):

Obsah dané plochy je 1/3. m

Obr. 9.4.

Dl[ssemsowonnss ]

Vypoététe obsah plochy seviené kiivkami y = x> a y =2x (viz Obr. 9.5.).
Resent:
Vypoéteme priiseciky obou kiivek z rovnice x* =2x: x, =0 x, =2.

S::[(2x—x2 xz[xZ—%T :(4%)_[0_%):%'

0

Obsah dané plochy je 4/3. m
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A

et

4+ y =2Xx

3+ y = x2

;AN

=l

: | >
0 1 2 X

Obr. 9.5.

Vypoététe obsah plochy seviené kiivkami y =—(x— 2)2 +lay=3-x.
Reseni:

Horni kiivka je kvadraticka, dolni linearni (nacrtnéte si obrazek). Priseciky obou kiivek
zjistime feSenim rovnice:

~(x=2) +1=3-x.

Po upravé ziskame kvadratickou rovnici v normovaném tvaru:
X’ =5x+6=0,

Odkud mame priiseciky x, =2 a x, =3.

Obsah plochy seviené obéma kiivkami je dan jako:

3

S = [—(x—2)2 +1—3+x]dx:dx='|.(—x2 +5x—6)dx=

1 ey 0
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Miizeme vypoéitat plochu vymezenou funkci y = x3 a osou x na intervalu (—5,5) jako
5 .3
= ?
S= [ x*

9.3 Objem rotac¢niho télesa

Objem V rotacniho télesa, které vznikne rotaci kiivky y = f(x) kolem osy x na intervalu (a,b)
pocitame ze vztahu:

V= 7[} £ (x)dx (9.4)

Podobné Ize vypocitat objem rotac¢niho télesa, pokud rotujeme kiivku kolem osy y, pak jen
zaménime x za y.

Dl[sesemsowonnsr ]

Vypoctéte objem télesa (jde o rotacni paraboloid), které vznikne rotaci kiivky y = Jx
kolem osy x na intervalu (a,b)=(0,3) podle vztahu (9.4).

Reseni:

2

v =a] ()

ST (32 02) 9
dx = ﬂjxdx nl—| = ———|==—7x7.1m
2 2 2 2

Vypoététe objem télesa, které vznikne rotaci kiivky y = x* kolem osy x na intervalu 1 2
podle vztahu (9.4).

Reseni:

2 2 ST (25 15) 31
V=r -1[( dx = ﬂjxdx 7Z'|:5:| Zﬂ(?—gjz?ﬂ'..

1
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peseioomas 3]

: . . . 1
Vypoctete objem télesa (rotacni hyperboloid), které vznikne rotaci kiivky y = — kolem osy
X

x na intervalu (1,4).

Reseni:

4 2 4 4
Vzﬂ‘[[lj dxzﬂjizdx:;{—l} :;;(_14_1):2,[..
X X X 4 1) 4

1

Dalsi tlohy na vypocet objemu rotacnich téles lze najit napt. v Godulova (2002).

9.4 Celkovy prijem jako urcity integral intenzity toku prijmu

Celkovy piijem muze byt v nékterych situacich dan jako soucet toku piijmu za n¢jaké ob-
dobi. To je typické pro piijmy telefonnich operatorti, obchodnich fetézct, apod., kde Ize
tok piijml povazovat za spojity (tyto spolecnosti inkasuji od zdkazniki kazdou sekundu),
nebo diskrétni, coz je pripad nejriiznéjsich rent, dividend, apod. V obou piipadech lze in-
tenzitu toku modelovat pomoci spojitych funkei (které 1ze derivovat a integrovat).

Celkovy prijem TR za obdobi (t1;t2), jestlize funkce f(¢) vyjadiuje intenzitu toku prijmu (ve-
likost renty) v Case ¢, se vypocte jako:

TR =]2f(t)dt 9.5)

pesevtoomen 3]

Urcete celkovy prijem od 1 do 15 let, je-li hodnota renty v Case 7 (¢ jsou roky) dana funkci
120000
1) =
S t+5

K¢ dle vztahu (9.5).
Resent:
Vyuzijeme vztah (9.5):

120000
t+5

15 15
TR= | dt =120000 % dt =120000{Inj¢ + 3|}* = 120000(In 20 — In 6) =
1 1

=144477 K¢. m
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Urcete celkovy pfijem od 2 do 10 let, je-li hodnota renty v ¢ase ¢ (¢ jsou roky) dana funkci

£ =229 ke
e
Reseni:
50000 0 v
TR = [ =—=—dt = 50000 ¢ =50000[ —e™' | =50000(=¢""+¢”)=6767Ke. m
2 € 2 2

Analogicky lze zavést intenzitu toku 1 pro dalsi ekonomické veli¢iny jako je zisk nebo né-
klady, ackoli tyto situace jiz nejsou tak bézné.

9.5 Prebytek spotiebitele a vyrobce v podminkach dokonalé kon-
kurence

Vime, ze prusecik Pg je prusecikem kiivky nabidky a poptavky, a je nazyvany rovnovazna
cena. N¢ékdy jsou spotiebitelé ochotni zaplatit cenu, kterd je vyssi nez rovnovazna cena Pg
za kazdou jednotku produkce. V tomto ptipad¢ spotiebitel¢ ziskavaji tim, ze jsou schopni
koupit produkt za niz$i cenu Pk.

P

Cena za

jednotku

! P=S(Q)

Prebytek
spotiebitele
(QE. Pr)
Prebytek //P P=D(Q)
vyrobce
Qe Mnozstvi 0

Obr. 9.6. Zdroj: Godulova et. al. (2000).
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Prebytek spotiebitele CS (customer surplus) je dan plochou oblasti nad horizontalou P =
Pr a pod kiivkou poptavky, viz Obr. 9.6. Plocha této oblasti se vypocte jako plocha pod
kiivkou poptavky na intervalu (0,0r) minus plocha obdélnika s Sitkou Qr a vyskou Pg.
Piebytek spotiebitele CS je tedy:

O
Cs = [ DQ)AQ -0, P, 9.6)

0

Producent, ktery je ochoten nabizet produkt za cenu pod Pg, bude realizovat zisk z prodeje
produktu za cenu Pg. Prebytek vyrobce PS (producer surplus) je dan plochou oblasti pod
horizontélni kiivkou P = Pg a nad kiivkou nabidky, viz Obr. 9.6. Graficky je PS urceno
jako plocha obdélnika o Sifce QO a vySce Pr minus plocha oblasti pod kiivkou nabidky

na intervalu (0, Q). Prebytek vyrobce (PS) je tedy:

O
PS=0,P, - [ $(0)d0 9.7)

pesevivome: 3]

Vypoctéte piebytek spotiebitele a prebytek vyrobce v podminkach dokonalé konkurence
za predpokladu, ze funkce nabidky S(Q)=4+Q a funkce poptavky D(Q) = Qs—jl Pou-
zijte vztahy (9.6) a (9.7)

Resent:

Za¢neme tim, ze vypocteme rovnovazny bod Qk:

S(Q)=D(Q)
54
4+Q=@,

Rovnici upravime (jedna se o kvadratickou rovnici) a pfevedeme na normovany tvar:
0’ +50-50=0,

Resenim jsou body 0, =5 a Q =-10, pficemz druhy kofen nema ekonomicky smysl.

Protoje O, =5.

Piebytek spotiebitele vypocteme ze vztahu (9.6):
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¢ 54 5
cs :!@dQ—45:[541n|Q+1|]0 ~45=54In6-45=51,76.

Piebytek vyrobce vypocteme ze vztahu (9.7):

PS=45—I(4+Q)dQ=45—{4Q+Q72} =45-32,5=12,5.m

0

1. Vypoctéte obsah plochy pod (nad) danou kiivkou na daném intervalu:
a) y=x";xe(1,3)

[S =26/3]

b) y=x’;xe(-2,2)

[S = 8]

) y=rive(L4)
[S=3]

d) y=x’+1xe(0,1)

[S = 4/3]

e) y=x"+2x+3;xe(L3)
[S = 68/3]

f) y=—x’+2xe(-L1)
[S=10/3]

g) y=x"—4x+3;x(0,3)

[S = 8/3]

2
h) y=2;xe(l
)y x,xe(,e)
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[S=2]
i) y=vx+Lxe(-13)
(S = 4/3]

2. Vypoctéte obsah plochy seviené kiivkami:

a) y=x"y=x
[S = 1/6]
b) y=x’;y=4x
[S =32/3]
c) y=x';y=9x
[S = 81/4]

X’ 2
d) y =3y =X
[S = 9/4]

3. Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci kiivky y =x+1 na intervalu
(0,2).

(v =22x]

3
3 ]

4. Vypoctéte prebytek spotiebitele a prebytek vyrobce (v podminkach dokonalé konku-
rence) za piedpokladu, Ze funkce nabidky S(Q) = Q* + 1 a funkce poptavky D(Q) = 11 —

30.
[0r=2,CS=6, PS=16/3.]

5. Vypoctéte celkovy piijem vlastnika pozemku v Case ¢t = 0 az 20 let, je-li hodnota renty
dana funkci f(¢) =10000e " K&.

[86467 K¢&]

189



Nekonecné ciselné rady

10 NEKONECNE CiSELNE RADY

[l[wemintmeomapmary ]

Tato kapitola se vénuje problematice nekonecnych ¢iselnych fad. Zavadi nové pojmy, jako
je soucet fady, konvergence fady, divergence fady nebo kritéria konvergence. Dale je v ka-
pitole demonstrovano uziti nekonecnych ¢iselnych fad v ekonomii.

Hlewewrmory ]

Cilem této kapitoly je, aby student ziskal nasledujici dovednosti:
e Rozumét pojmu nekonecna ¢iselna rada.
e Umét urcit konvergenci ¢i divergenci dané fady.
o Umét urcit soucet nekonecné geometrické fady.
e Umét aplikovat nekonecnou fadu v ekonomické oblasti.

_______________________________________________________________________________________________________________________________|
[[weomsiovmproy ]

Nekonecna ¢iselna fada, konvergence, divergence, soucet fady.
|
6-8 hodin

10.1 Pojem nekoneéné Ciselné rady

Ciselnymi fadami se zabyvali matematikové jiz od starovéku, napiiklad Archimédes znal
vzorec pro soucet nekonecné geometrické fady. Zndmy je Zénénlv paradox o Achillove a
zelveé: Achilles zavodi s zelvou a da ji na zacatku naskok 10 metr. Kdyz ubéhne téchto
10 metrd, Zelva ubéhne metr. Achilles ub&hne tento metr, ale Zelva je stale pred Achillem
o 10 centimetrl, po ub&hnuti téchto 10 cm bude stéle zelva napted o 1 cm, a ptibéh pokra-
cuje do nekonecna. Podle Zénona Achilles Zelvu nikdy nedozene.
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Starovéci matematikové byli presvédceni, ze nekonecny soucet kladnych cisel (doba behu
Achilla, respektive zelvy) musi byt nekone¢ny. V tom se ale mylili. Nekone¢né fady mohou
mit za jistych podminek kone¢ny soucet, a problematikou souctu nekonecné¢ mnoha cisel
(nekonecné ¢iselné fady) se budeme zabyvat v této kapitole. Nejprve si definujeme zaklad-
nich pojmy:

n
Ciselnou Fadou nazyvame soucet (realnych) ¢isel a, +a, +a, +...+a, = Zai .
i=1

Je-li pocet sCitancti kone¢ny, mluvime o konecné ciselné radé, je-1i pocet sCitancti neko-
necny (n — ), jedna se o nekonecnou radu:

a1+a2+a3+...:Zan (10.1)
n=1

V dalsim vykladu se budeme az na vyjimky zabyvat nekone¢nymi ¢iselnymi fadami (kratce
jen ,,fadami®).

n
Veli¢ina s, = " a, se nazyvé n-1y édstecny soucet fady. Je to soudet prvnich n ¢leni fady.
i=1

Soucet rady s je pak limitou posloupnosti ¢astecnych soucti s,:

lims, =s (10.2)

n—

Chceme-li urcit soucet nekonecné fady podle vztahu (10.2), secteme nejprve prvni 2 ¢leny
fady (ziskame s2), pak prvni 3 €leny (s3), prvni 4 €leny (s4), a tak dale. Hodnota, ke které
se blizi tyto ¢astecné soucty, je pak hledany soucet fady.

Jestlize mé dand tfada konec¢ny soucet, nazyva se konvergentni. V opacném piipadé, kdy je
soucet nekonecny nebo viibec neexistuje, je fada divergentni.

Radu mohou obecné tvotit kladné i1 zdporné Cleny, a proto musime jesté rozliSovat neabso-

lutni konvergenci a absolutni konvergenci: fada Z a, konverguje absolutng, jestlize kon-

n=1

verguje i fada i|an|. Jestlize fada ian konverguje, ale fada i|an| ne, pak dana fada

n=1 n=1 n=1
konverguje neabsolutné. Absolutni konvergence je tedy ,,silnéj$i“, a je tomu tak proto, ze
u fady bez absolutnich hodnot se mohou kladné a zaporné ¢leny fady Castecné odecist.

O konvergenci fad plati tato tvrzeni:

1. Vynechani nebo piidani konecného poctu ¢lenti nema vliv na konvergenci ¢i  di-
vergenci fady.

2. Pokud dana tada konverguje absolutn¢, pak také konverguje neabsolutné. Opacné
tvrzeni neplati.
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Konvergenci (divergenci) fad zjistujeme pomoci podminek konvergence a/nebo uzitim kri-
térii konvergence, které jsou obsahem nasledujici kapitoly.

Dlfsesemevionarns ]

Priklad 10.1. Uvazujme déleni pizzy, pti kterém nejprve ukrojime polovinu pizzy, pak
ukrojime polovinu z toho, co zbylo (tedy ¢tvrtinu pivodni pizzy), pak ukrojime polovinu
zbytku (tedy osminu plivodni pizzy), atd. Timto d€lenim ziskdme nekonecnou fadu:
I 1 1 1

Tyto ¢astecné soulty se blizi k jedné, a podle vztahu (10.2) je tedy soucet fady s = 1. Na-
konec odkrojime celou pizzu (jednotku).

Tento ilustracni ptiklad ukazuje, Ze nekonecna fada skutecné miize mit kone¢ny soucet, a

tedy byt konvergentni. Nasledujici dvé ukdzky piedstavuji divergentni fady. m

Dlfsesemvionarns ]

UrCete  soucet ndsledujici  nekonecné tady (takzvana  Grandiho  rFada):

S (1) A1+ 11
n=1

Reseni:

Vypocteme Castecné soulty této fady: s, =1, s, =0, s, =1, s, =0, atd... Podle vztahu

(10.2) je souctem rady s limita této posloupnosti, v niz se stiidaji 1 a 0. Takova posloupnost
ale limitu nema (Cleny této posloupnosti se neblizi ani k 1 ani k 0, neustdle mezi nimi osci-

luji). Zadana fada je tedy divergentni. m
|
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pesedoomans 3]

Urcete soucet nésledujici nekonecné fady: z n=14+2+3+4+5+6+....

n=1
Reseni:
Jedna se o tadu vSech piirozenych Cisel. Je ziejmé, Ze tato fada bude mit nekonecny

(a kladny) soudet, nebot’ neustale pri¢itame vétsi a vétsi (kladna) &isla. Rada je proto diver-
gentni. |

Ptiklady uvedené vyse nas mohou vést k nasledujicim obecnym otdzkam tykajicich se ne-
konecnych tad:

e Ma4 dand nekonecné fada konecny soucet? (Jak to mizeme poznat?)

e Pokud ano, jaky je tento soucet?

Odpovéd’ na prvni otdzku je predmétem nasledujici kapitoly.

10.2Podminky konvergence rad, kritéria konvergence

Kdyz se zamyslime nad tim, proc je soucet fady z prikladu 10.1 kone¢ny a z ptikladu 10.3
nekone¢ny, mizeme dojit k zavéru, ze fada z ptikladu 10.1 ma kone¢ny soucet proto, ze
k prvnim ¢lentim pii¢itdme stale mensi a mensi Cisla, takze ¢asteCné soucty fady rostou
pomaleji a pomaleji, aZ se za¢nou blizit k n¢jaké mezni hodnot¢ (souctu fady s). V uloze
10.3 naopak pficitame stale vétsi Cisla, proto mliizeme jen stézi ocekdvat, ze by vysledny
soucet mohl byt kone¢ny.

Aby tedy fada méla konecny soucet (aby konvergovala), musi spliiovat nutnou podminku
konvergence:

lima, =0 (10.3)

n—>0

Podminka (10.3) fika, ze ¢leny fady se musi zmenSovat k nule. Ale tato podminka sama o
sob¢ ke konvergenci nestaci, viz nésledujici priklad.

S

Urdete soudet harmonické rady: zl = 1+ + ; + i +%+
n

n=l1
Reseni:
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Ptestoze se ¢leny harmonické fady blizi k nule, a podminka (10.3) je tedy splnéna, uka-
zeme, ze tento soucet je nekonecny a harmonicka fada je proto divergentni (tento dikaz
podal jiz ve 14. stoleti francouzsky matematik Nicolas d'Oresme). Soucet prvnich dvou
¢lenti je 3/2. Soucet dalSich dvou ¢lentl je vEtsi nez Y2, soucet 5. az 8. ¢lenu je rovnéz veétsi
nez Y2, soucet 9. az 16. ¢lenu je opét veétsi nez Y2, a tak miizeme pokraovat do nekonecna.
Soucet harmonické tady je tedy roven 3/2 plus nekone¢nému nasobku 2, coz dava neko-

necny soucet. B

Nutné podminka konvergence ma nasledujici smysl: jestlize ji dané fada nespliuje, pak je
tato fada nutné divergentni. Pokud fada naopak nutnou podminku konvergence spliuje,
nedokazeme fici, zda konverguje nebo ne, pottebujeme jesté néjakou dalsi podminku.

o0

e fada z

n=1 3” -

konvergentnl nebo divergentni?

Reseni:
Pokud dana fada konverguje, musi spliovat nutnou podminku konvergence (10.3). Avsak

dand fada tuto podminku nesplnuje: lim in - f
n—w n—

2 . .
=3 a proto diverguje. W

Podminka, ktera s jistotou zarucuje konvergenci fady, se nazyva postacujici podminka. Ta-
kovou podminku nalezli v 19. stoleti matematikové L. A. Cauchy’ a B. Bolzano®, a proto
se nazyvad Bolzano-Cauchyova nutnd a postacujici podminka konvergence nekonecné
rady:

[V][vera o1-sozmocaucnrouaroomives ]

Rada Zan s kladnymi nebo zapornymi cleny je konvergentni prave tehdy, kdyz ke kaz-

n=1
dému & > 0 existuje prirozené cislo N takové, Ze pro n > N a libovolné prirozené cislo p

plati: +..+a, |<e.

an+1 n+2 n+p

7 L.A. Cauchy (1789-1857), francouzsky matematik.
8 B. Bolzano (1781-1848), Cesky matematik.
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Bolzano-Cauchyova podminka je dulezita z teoretického hlediska, ale pro praktické zkou-
mani konvergence je vyhodnéjsi (jednodussi) uziti kritérii konvergence. Nejprve se bu-
deme zabyvat kritérii konvergence pro fady s kladnymi ¢leny, a zacneme srovndvacim kri-
tériem:

[erane sommvnciieremew  [[V]

o0 o0
Méjme dveé nekonecné rady Z a,a Z b, , a necht plati a, > b, pro vSechna n vétsi nez

n=1 n=1

néjaky index k (tato podminka vika, ze od k-tého clenu jsou vsechny cleny rady z a, vetsi

n=1

nez tytéz cleny rady an ). Necht' dale rada Zan je konvergentni. Potom také rada

n=1 n=1

z b, konverguje. Radu Z a, nazyvame majorantou rady z b, .

n=1 n=1 n=1

Srovnévaci kritérium ftikd, Ze pokud k dané fadé (Z b, ) najdeme néjakou konvergentni

n=1

fadu (Za ), jejiz Cleny jsou vétsi nez Cleny dané fady, pak dand fada z b, konverguje

n=1 n=1

(coz je logicke, nebot’ z a, obsahuje v&tsi Cleny, a jeji soucet je koneny, tudiz fada z b,

n=l1 n=1

s men$imi ¢leny musi mit rovnéz konecny (a mensi) soucet).

Analogicky miizeme rozhodnout o divergenci dané fady, pokud jeji ¢leny jsou vétSi nez
Cleny jiné divergentni fady.

0
1
Casto pouzivanou fadou pro srovnavaci kritérium je Dirichletova’ Fada: Z—
n=1 N
0
Tato fada konverguje pro « >1. To znamend, Ze napiiklad Z je konvergentni

n=l1 n

(a=1,2>1), zatimco fada je divergentni (a =0,5). Pro & =1 dostaneme jiz zna-

%

mou harmonickou fadu, ktera je divergentni.

o L.P. Dirichlet (1805-1859), francouzsky matematik.
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Rozhodnéte o konvergenci fady z pomoci srovnavaciho kritéria.

Y (n+1) (n +2)
Resent:

1 1
, které jsou mensi nez cleny — fady Z— Tato fada

je majorantou zadané fady, jedna se o Dirichletovu fadu, kterd je konvergentni (a =2).

Zadana fada ma Cleny

Proto podle srovnavaciho kritéria konverguje 1 zadana fada. m

Rozhodnéte o konvergenci fady 2—3 pomoci srovnavaciho kritéria.
n=1 1

Reseni:

1 1 I 21 .
Zadana fada ma ¢leny ——, které jsou mensi nez ¢leny — fad —. Rad —
Y n-3" ! y 3" Y ;3" ;3”

. . , L s . 1 .
tedy majorantou zadané fady. Zaroven je to fada geometrickd s kvocientem ¢ = 3 a tudiz

je konvergentni. Proto konverguje i zadand fada. m

Nyni si uvedeme dalsi kritéria konvergence tad pro fady s kladnymi ¢leny: podilové, od-
mocninové a integralni kritérium. Na zavér pak uvedeme jedno kritérium pro fady s alter-
nujicimi ¢leny (fady, ve kterych se stiidaji kladné a zaporné Cleny).

[V][veratos mmuironiove mmemm ]

Necht Z a, je nekonecna ciselnd rada s kladnymi cleny, a necht’ lim —+ Dt _ 1. Potom:

n=1 n—>0 an

o Je-li L <1 = rada konverguje.
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o Je-li L >1 = rada diverguje.

o Je-li L =1= nelze rozhodnout.
|

Toto kritérium pouzivame ptredevsim tehdy, kdyz dana fada obsahuje faktorial.

Rozhodnéte o konvergenci fady Z— pomoci podilového kritéria.

n=l1

Reseni:
2n+1
: ) . (1)t 2
Nejprve vypoéteme limitu L: L = lim———— = lim =
n—»0 z n—0 (n + 1)
n!

Podle limitniho podilového kritéria fada konverguje. m

pesevivomaee |3

A e r ’ 7 L e
Rozhodnéte o konvergenci fady Z—S pomoci podilového kritéria.

n=1

Reseni:
en+1
5 o ) (n + 1)5 nS n+l ) 5 en+1
Vypocteme limitu L: L =1lim =lim —=lim = lim =l-e=e
n—o e" "_m(l’l-i-]) e’ n—>oo(n+1) now "
5
n

Protoze L > 1, fada diverguje. (Mimochodem, fada nespliiuje ani nutnou podminku kon-
vergence). B
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[V][vera ros- cwamoomocnmore eremow |

Necht’z a, je nekonecna ciselnd 7ada s kladnymi cleny, a necht lim{/a, = L . Potom:
P n—0

o Je-li L <1 = rada konverguje.
o Je-li L >1 = rada diverguje.

o Je-li L =1= nelze rozhodnout.

Toto kritérium pouzivame ptedevsim tehdy, kdyz dana fada obsahuje n v exponentu.

Dlfsesemvionaros ]

Rozhodnéte o konvergenci fady Z(%) .
n=1
Reseni:
PouZijeme limitni odmocninové kritérium: L =limp (—j = % .

n—m 5

Protoze L = % <1, fada konverguje. m

Limitni podilové i odmocninové kritérium lze pouzit i pro fady se zapornymi Cleny (v tom
ptipadé pii vypoctu limity L pocitame s absolutnimi hodnotami ¢lent fady).

Naésledujici integralni kritérium je univerzalni v tom smyslu, Ze pro n€ neni pozadovan
néjaky specidlni tvar fady. Pomoci tohoto kritérium navic dokdzeme rozhodnout o konver-
genci i u fad, pro n¢z predesla kritéria selhdvaji (naptiklad u harmonické fady).

198



Jirt Mazurek - Matematika v ekonomii

R B 1

Necht Zan Jje fada s kladnymi cleny, a, = f (n) a necht f (x) je spojita a nerostouci
funkce na intervalu (a,+00). Potom dana rada konverguje prave tehdy, kdyz konverguje

nevlastni integral I f(x)dx.

Rozhodnéte o konvergenci harmonické fady.

jiol [ln|x|] = +00—() = +00

L X

Dany nevlastni integral je nekone¢ny, proto fada diverguje. m

0
Pro alternujici Fady ve tvaru Y (-1)"a, se pouziva Leibnizovo'’ kritérium. Alternujici

fady jsou fady, v nichz se stiidaji kladné a zaporné Cleny. Stiidani znamének c¢lent rady
zpusobuje vyraz (—1)".

Necht )’ (— )" a, je alternujici Fada a necht plati:
1

i) lima, =0

n—»0
ii) a,, <a,,VneN

Pak je rada i(—l)" -a, konvergentni.

1

10W.G. Leibniz (1646-1716), némecky matematik a filozof.
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Podminka 1) neni nic jiného nez nutnd podminka konvergence. Podminka i) fika, ze kazdy
nasledujici ¢len fady musi byt mensi nebo rovna predchozimu ¢lenu (posloupnost @, musi
byt nerostouci). Pak tedy dana alternujici fada konverguje.

Dl[sesemvionaross ]

Rozhodnéte o konvergenci fady (1" 1 (Leibnizova rada).
n

n=1
Reseni:

Rada podle Leibnizova kritéria konverguje, nebot’ jsou splnény ob& podminky:

) limL =0

n—0 n

i) L<l,‘v’neN [
n+l n

10.3Operace s radami

Nekonecné fady miizeme za jistych podminek nésobit realnym ¢islem (riznym od nuly),
sCitat je a od¢itat, nebo pierovnavat jejich Cleny. Nésledujici priklad ukazuje, ze pii opera-
cich s fadami musime byt opatrni.

B T

UrCete soucet fady > (-1)"" =1-1+1-1+...
1
Reseni:

Nejprve pierovname (,,uzavorkujeme®) fadu takto: i (—1)"+1 =(1-1)+(1-1)+...
1

V tomto ptipadé je fada souctem vsech zavorek, ale ty jsou rovny nule, a proto soucet fady
s=0.

n+l

Nyni zkusime jiné zavorkovani: i(—l) =1+(-1+1)+(-1+1).... Na zacatku fady je 1,
1

vSechny nasledujici zdvorky jsou rovny nule, a dostavame s = 1.
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Soucet fady se tedy li$i v zavislosti na tom, jak ¢leny pferovname (uzavorkujme)! Pii¢inou
tohoto paradoxniho vysledku je, ze zadané tada je divergentni. Je mozné dokézat, ze vhod-
nym pierovnanim ¢len nekonecné divergentni fady lze dospét k libovolnému souctu!

U konvergentnich fad k podobnym paradoxiim nedochézi. m

(erwr-orucesmomn V]

Necht z a,a Z b, jsou konvergentni nekonecné rady, k € R,k #0. Potom plati:

n=1 n=1

i) ik'an =kian
n=1 n=1

i)Y a,+35,=3 (a,£b,)
n=1 n=1 n=1

iii) Soucet rady je nezavisly na prerovnani clenu rady.

Bod 1) fika, ze kdyz vynasobime vSechny ¢leny fady konstantou &, pak se soucet fady zméni
k krat. Bod i1) fik4, ze nezalezi na potadi s¢itani ¢lenii obou fad.
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10.4 Geometricka rada

Jednou z nejjednodussich nekonecnych fad je geometricka fada. Vznikne souctem clenti
geometrické posloupnosti. Pfipomenme, ze u geometrické posloupnosti je podil kazdych

’ w o s . a
dvou sousednich ¢lentt a, a a,+; stejny a roven kvocientu ¢g: —L=¢g,Vne N .

n

Ptikladem geometrické posloupnosti je napiiklad nasledujici posloupnost s kvocientem
2 4 8 16
g=—:2,—,—,—,...
3 3927
Geometricka fada je jednou z mala nekonecnych tad, u které¢ zndme vzorec pro soucet prv-
nich n ¢lent a také soucet celé nekonecné tady.

Soucet prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti 1ze vypocist ze vztahu (10.4):

(10.4)

Soucet nekonecné fady ziskame ze (10.4) jako limitu pro n — oo. Je-li |q| <1, bude se ¢len

q" ve vztahu (10.4) zmensovat k nule, a po jednoduché¢ upraveé obdrzime hledany vztah pro

soucet nekonecné geometrické rady:

(10.5)

Pokud je tedy kvocient ¢ v absolutni hodnoté¢ mensi nez 1, je geometrickd fada konver-
gentni. Ve vSech ostatnich ptipadech (pro |q| >1) je fada divergentni. Pro ¢ >1 budou totiz
¢leny fady rlst a nebude splnéna nutna podminka konvergence, pro g < —1 plati totéz, navic

bude tada stiidat znaménka, pro ¢ = 1 budou ¢leny fady konstantni, a proto jejich soucet
bude nekonecny, a pro ¢ =—1 obdrzime fadu podobnou té z ptikladu 2, ktera nemé soucet
(a je tedy divergentni).

Dllsesemvionaross ]

Urcete soucet s geometrické fady: s =1+ 1 + é + 2—17 +...

Reseni:

Méme q, =1, g = % , a podle vztahu (10.5) je soucet s: s = = = % [
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peseivomanse 3]

Urcete soucet geometrické fady Z (%) .

n=l1
Reseni:

Danou fadu mtizeme rozepsat, abychom si ujasnili, jaky je jeji prvni ¢len a kvocient:
(3 -G)B) () 3o

YIS =l 2]+ 2] +H 2| +=Sr =+ —+

pard\) 5 5 5 5 25 125

2
o . 2 2 ) . 5 2
Vidime, Ze a, =—, g =—, a podle vztahu (10.5) je soucet: s =——=—. W
5 5 1_% 3

5

Nasledujici ptiklad je varovny.

Urcete soucet geometrické fady Z {—J .

n=0 \/5_1

Reseni:

Prvni ¢len a, =1 (pozor, suma zacina pron =0!), g = 2 , 8§ = _ =1-2

Pfi feSeni této ulohy jsme se dopustili vazné chyby: neovéfili jsme, zda je kvocient (v ab-
solutni hodnot¢) mensi nez 1! Ve skutecnosti je ¢ vétsi nez 1 (pfiblizné je ¢ = 3,41), a tedy
vztah (10.5) nesmime pouzit! Zadana fada je divergentni. m
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10.5Dalsi specialni typy nekoneénych rad

Kromé¢ geometrickych fad Ize urcit soucet fady 1 u takzvanych teleskopickych rad. Teles-

kopickou fadou nazyvame fadu ve tvaru: z (a,-a,, ), kde ke N.Svij nazev obdrzela

n=1
fada proto, ze pokud ji rozepiSeme ¢len po ¢lenu (vysuneme fadu jako teleskop), jeji Cleny
se az na nékolik (k) Cleni na zacatku fady vzajemné odectou.

vvvvv

> (a,-a,,)=a,—lima, (10.6)

n—o0
n=l1

Podminkou konvergence teleskopické fady je tedy konvergence samotné fady z a,.

n=l1

l[esemsawonaren ]

Urcete soucet fady: Z

= n(n+l
Reseni:
y , S S 1 1 1 1 1
Danou fadu upravime takto: Z z =l ——— 4 ——— 4
,,=1n( “\n n+l 2 2 3 3 4

Vidime, ze poc¢inaje druhym ¢lenem se ¢leny fady postupné po dvojicich ode¢tou. Proto je
soucet fady s = 1. Stejny vysledek bychom obdrzeli i pouzitim vztahu (10.6). m

[

Urcete soucet fady:
; n*+2n

Reseni:

Dana fada, i kdyZ to na prvni pohled nemusi byt patrné, je teleskopicka, a jeji soucet je 3/2:

i 2 i ( +2) i( j 1—1+l_l+l_l+l_l+ =1+
n n

1
“~n*+2n “n ~ 32 4 3 5 4 6 2

3
== .m
n+2 2
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10.6 Ekonomické aplikace nekone¢nych rad

V ekonomii jsou samoziejmé vSechny ¢iselné fady konecné. Nékteré fady vSak mohou ob-
sahovat velky pocet stdle menSich a mensSich ¢lent, takze je lze aproximovat (pifiblizné
vyjadfit) pomoci nekone¢nych fad. Typickym ekonomickym odvétvim, ve kterém se se-
tkdme s fadami, je bankovnictvi a finance (a mozna prekvapivé i zabavni primysl). Asi
jicich (konstantnich) plateb v budoucnosti, naptiklad anuity. Diky diskontovani budouc-
nosti a inflaci se ve skutecnosti soucasnd hodnota téchto plateb neustale snizuje, a takto
vznika nekone¢na geometricka fada, jejiz soucet je mozné urcit ze vztahu (10.5).

peseivomnzn 9]

Rentiér pan X obdrzi od spole¢nosti Y kazdy rok 1000 eur az do své smrti. Jakou soucasnou
hodnotu ma celkova castka, kterou obdrzi pan X? Prvni platbu obdrzi pan X dnes.

Reseni:

Nejprve si uvédomme, ze 1000 eur dnes nema tutéz hodnotu jako 1000 eur za rok nebo
tieba za tficet let. Za prvé redlna hodnota jakékoli mény klesa kvili inflaci, za druhé je
nutné vzit v ivahu diskontovani budoucnosti: 1000 eur v budoucnosti neptikladame stej-
nou hodnotu jako 1000 eur dnes (1000 eur v budoucnosti ma mensi hodnotu, protoze tento
cas je ,,jeste daleko®).

Soucasna hodnota (present value) 1000 eur za 1 rok je rovna , kde i je inflace a r

I+i+r
diskontni mira. Reknéme, 7¢ i+ 7 =0,07 (7 %). Potom 1000 eur za rok mé nyni hodnotu
pouze LO] =934,6 euro. 1000 eur za dva roky mé dnes hodnotu LOZ a tak
(1+i+7r) (I+i+r)

dale. Dostavame tedy fadu:

1000 1000 1000 1000
0 + 1 + 2 +
(L+i+r) (L+i+r) (+i+r) (1+i+r)

3+".:1000+9&£6+8714+"“

Jaky je soucet této fady? Predpokladejme, ze pan X bude zit jesté¢ dlouho (dejme tomu 40
let), potom miizeme tento soucet urcit jako soucet nekoneéné geometrické fady s prvnim

¢lenem a, =1000 a kvocientem ¢ :% =0,93458 :

9

1000

§=——=15286
1-0,93458

Soucasna hodnota celé renty pana X je tedy ptiblizné 15 300 euro. Tato suma poskytuje
dualezitou informaci i1 pro spolecnost Y: ¢astka je maximem toho, co firma panu X vyplati
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(rovnost by nastala, pokud by pan X zil nekone¢né dlouho). Vyhodou uziti nekone¢né fady
je rychlost a snadnost vypoctu, a také skutecnost, ze pii jinych hodnotéach i a » nemusime
znovu provadét soucet vSech Clent tady, ale staci jen dosadit nové hodnoty do vztahu
(10.4). Nevyhodou tohoto postupu je, Ze se dopoustime urcité chyby (nadhodnoceni) pfi

urceni souctu fady (presny soucet této fady pro prvnich 40 Clent je 14 265 eur). m

Priklad 10.21. Filmova studia mohou odhadnout celkové ptijmy ze vstupného z daného
filmu ze znalosti pfijmu z prvniho (premiérového) vikendu a predpokladaného procentudl-
niho poklesu trzeb o dalSich vikendech. Pokud pti premiérovém vikendu film utrzi napfi-
klad 70 miliont dolart, a kazdy dalsi vikend navs§tévnost filmu klesa dejme tomu o 30 %
(podle magazint specializovanych na show business €ini tydenni poklesy piijmt pramérné
kolem 45-50 %). Urcete horni odhad celkového ptijmu filmu.

Reseni:
Celkové pfijmy ze vstupného miizeme vyjadrit jako fadu (v milionech dolarit):

s=T70+49+34,3+24 +...

Tato tada je geometrickd s kvocientem g = 0,7. Je tedy konvergentni a bude mit konecny
soudet. Rada je samoziejmé koneéna, protoZe film se nebude (ani nemtize) promitat neko-
ne¢né dlouho, obvykle trva promitani v kinech piil roku, coZ je 26 tydni. Rada tedy bude
mit 26 s¢itanci. Protoze vSak jsou tyto s¢itance mensi a mensi, nedopustime se prili§ velké
chyby, pokud budeme fadu povazovat za nekonecnou a aplikujeme na ni vztah (10.5) pro
vypocet souctu nekonecné geometrické rady:

§= = =233,3

Film tedy utrzi ptiblizné (pamatujeme, ze jde o horni odhad) 233,3 milionu dolart. Jak se
tato hodnota lis$i od pfesné hodnoty (souctu 26 sCitancti)? Jak by se zménily piijmy z filmu,
pokud by pocet divaki klesal jen o 10 % za vikend?

[Odpovéd na 1. otazku: rozdil je naprosto zanedbatelny. Odpovéd’ na 2. otazku: 700 mil.
dolard]. m

Podobnym zpiisobem by bylo mozné vy¢islit ptijmy napiiklad z prodeje knihy ¢i hudeb-
niho nosice, jejichz prodej rovnéz postupné klesa.
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prozaewee 4]

Dalsi moznou aplikaci nekonecnych tad je (pfiblizné) urceni soucasné hodnoty zivotni po-
jistky, nebot’ jde také o konstantni platbu, ktera je provadéna vétSinou po velmi dlouhou
dobu (do smrti pojisténce), nebo dluhopisu.

Soucasna hodnota (PV) dluhopisu s anuitou a a urokovou mirou » se vypocte podle nésle-
dujiciho vzorce:

Pr=>a(1+r)"' =2 (10.7)

1. Prodej knihy klesa kazdy tyden o 15 %. Prvni tyden se prodalo 220 kust. Urcete celkovy
prodej knihy.

[1 467 knih]

2. Roc¢ni piijem je 20 000 K¢, a kazdym rokem se bude o 4 % zvySovat. Urcete celkovy
piijem za 10 let.

[240 122 K¢]
3. Urcete souc¢asnou hodnotu PV dluhopisu, je-li a = 1200 KEar =5 %.
[24 000 K¢]

4. Rozhodnéte, zda-li je dand fada geometrickd, pokud ano, urcete jeji soucet.

L) 2 n
a) Z(EJ [ano, alzé,ng,s=2]
n=1

3

0 \/5 " 3 3

b —_— ano, ¢, =1, g=—,8S=—F
) ZO( 3| fmo.a =1, g=—=, s=2—7]

C n 2n-1 > . . ’
c) 23 -2 [ano, @, =6, ¢ =12, s =+ (fada je divergentni)]

n=1

0 2n 3n o AN 0 n
d) 6—: [jde o soucet dvou geometrickych tad: Z§—n = Z(%j

=1 n=1 n=l1
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o n+l
e) Z(gj [ano, a, = % , q= g , § =-+oo (fada je divergentni)]

g) Z (4n - 3) [neni geometrick4]

o n+l 3 n 3 3 3
h _1 - ’ = "> =" = -
)nzzl( ) (5) Lano, a, 551775 8]

5. Urcete soucet fad:

2 1

a);(2n—l)(2n+l) ls=172]
2 3

Yy —— [s=3/2]

m(n+1)(n+2)

6.) Rozhodnéte o konvergenci/divergenci fady:

- 1
a) Zzln_n [diverguje podle srovnavaciho kritéria]

b) Z e [diverguje podle srovnavaciho kritéria]

c) ) — [konverguje podle podilového kritéria]

2
d) zg—n [konverguje podle odmocninového kritéria]
n=1

0 3’1 . .
e) Zl: — [diverguje, neni splnéna nutna podminka konvergence]

- n—2
f) 22 ") [diverguje, neni splnéna nutna podminka konvergence]
n=1 <N
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0

2) Z(arctg (n2 + 1)) [diverguje, neni splnéna nutnd podminka konvergence]

n=l

h) Z % [konverguje podle odmocninového kritéria]

o0

2n
1) Z .1 [diverguje podle srovnadvaciho kritéria]

n=1

o0

) D ——  [diverguje podle integralniho kritéria]
~'ninn

k) i ( :1)2 [konverguje podle srovnavaciho kritéria]
n=1 \ N

1
\/—1 [konverguje podle srovnavaciho kritéria]
n+

DY

n=1 N

7. Rozhodnéte o konvergenci alternujicich fad:

Jn

a -1)" konverguje podle Leibnizova kritéria
) 2 () s guje p ]

n=l

- 1
b) Z(—l) lz—n [konverguje podle Leibnizova kritéria]
n=1

C) Z(—l)" 3" [diverguje, neni spInéna nutna podminka konvergence]
=1
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11 NEKONECNE FUNKCNI RADY

[l[wemintmeomapmary ]

Tato kapitola se vénuje nekonecnym funkénim fadam, které jsou zobecnénim cCiselnych
fad z minulé kapitoly. Opét jsou zde zavedeny pojmy konvergence a divergence fady, a
vhodna kritéria konvergence.

Hlewewrmory ]

Cilem této kapitoly je, aby student ziskal nasledujici dovednosti:

e Rozumét pojmu nekonec¢na funkéni fada.

e Umét urcit konvergenci, respektive divergenci fady na zékladé¢ vhodného kritéria
konvergence.

o Umét urcit soucet nekonecné funkéni geometrické tady.

[Flweomsiommprary

Nekonecna funk¢ni fada, konvergence, divergence, kritérium konvergence.

6-8 hodin

11.1 Nekonecéna funkéni rada a jeji soucet

Pojem nekonecné Ciselné fady miizeme zobecnit: misto ¢isel jako ¢lent fady mizeme uva-
zovat o funkcich. Nekonecnd tfada, jejiz Cleny jsou funkce, se nazyva nekonecnd funkcni
Fada.

Souvislost mezi nekone¢nou ¢iselnou fadou a nekoneénou funkéni fadou si ukadZzeme v na-
sledujici uloze.
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resevtviom-wosmacn piiesora [

Je dana funk¢ni fada Zx” =x+x+xX +x 4., Vytvotte z této funkcni fady Ciselné fady

n=1

prox=12ax=2.

Reseni:

2
fadu z predchozi Kapitoly 10, kterd ilustrovala déleni pizzy. Tato fada je konvergentni a
jeji soucet je 1.

Dosadime nejprve x = 1/2: Z (l) = 1 + 1 + 1 + % +.... Dostali jsme tak ivodni ¢iselnou

n=1

Nyni dosadime x = 2: 22" =2+4+8+16+... Tato fada je divergentni, nebot’ jeji soudet

n=1

je plus nekonecno. |

Na zaklad¢ tohoto ptikladu miizeme konstatovat, ze funk¢ni fady jsou zobecnénim cisel-
nych fad. Ciselnou fadu ziskame z funkéni fady tak, Ze do funkéni fady dosadime za pro-
ménnou x vhodné redlné Cislo. Dale si mizeme vSimnout, ze pro nekteré hodnoty x je
funk¢ni fada konvergentni (v nasSem piipadé pro x = 1/2), zatimco pro jiné hodnoty x mize
byt fada divergentni (napftiklad pro x = 2). I u funk¢nich fad ma tedy smysl urovat, zda

vvvvvv

vvvvvv

Necht’ f,(x), f,(x), f;(x), ... je posloupnost funkci. Nekonecna funkcni fada je sym-
bol:

0

D1 (x) = £1(x) 41, () +...

n=1

Soucet funkéni fady je funkce S(X), kterou ziskame (stejné jako u nekoneénych &iselnych

fad) jako limitu posloupnosti ¢aste¢nych soucti:
2./, (x) =lims, (x) = 5(x)
el n—»o
Rada je konvergentni, jestlize funkéni fada z £.(x) = f(x) + fz(x)+...konverguje
n=1
k funkci $(X) na jisté mnoziné M.
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, hovorime o absolutni kon-

Pokud k s(x) konverguje i fada absolutnich hodnot Z

n=l

12 ()
vergenci.

Mnozina vSech x € M, pro které fada konverguje (konverguje absolutn¢), se nazyva obor
konvergence (obor absolutni konvergence), a v dalsim textu bude znacen jako OK (OAK).

K urceni oboru (absolutni) konvergence pouzivame kritéria konvergence podobné jako u
¢iselnych tad (viz Kapitola 10). NejCastéji pouzivanymi kritérii jsou podilové kritérium
a odmocninov¢ kritérium, resp. jejich limitni podoba:

e podilové kritérium: L(x) = lim M (11.1)

e | £, ()]
£, ()] (11.2)

e odmocninové kritérium: L(x) = limz
n—>0

Pokud L(x)<I1, fada pro dané x absolutné konverguje, pro L(x)>1 diverguje

a pro L(x) =1 nelze podle daného kritéria rozhodnout.

Pokud tada obsahuje pouze kladné ¢leny, OAK splyva s OK. Pokud ma tada 1 zaporné
¢leny, mohou se OK a OAK lisit v krajnich bodech oboru konvergence. Pfitom vzdy plati,

7e OAKcOK .

11.2Mocninna rada

Mocninna rada je specidlnim piipadem obecné funkéni fady, a je dana nésledujicim pred-
pisem:

S (x—a) =+ (x—a) +¢ (x—a) +..
n=0

Mocninna fada konverguje absolutné na intervalu (a - p,a + p), kde a je stted fady a p je

polomer konvergence. Tento interval se nazyva interval konvergence (IK). Interval konver-
gence je soumérny podle stiedu a, a obsahuje vSechna x, ktera maji od sttedu mensi vzda-
lenost nez p. Polomér intervalu konvergence p se vypocte pomoci nasledujicich limit:

D= hg(j— (11.3)
n+l
nebo
. 1
p =lim (11.4)

n—ow n’
|cn|
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V krajnich bodech intervalu a + p, a — p, fada miize, ale nemusi konvergovat, a proto se
tyto piipady musi vySetfit zvlast. Obecné pak plati: IK cOAK cOK .

pesesooman: 3]

Urcete konvergenci fady Z n(x-2)".

n=l1
Reseni:

Rada je mocninna se sttedem a =2 a ¢, = n . Polomér konvergence p uréime na zakladé
vztahu (11.4):

= lim hm

n—>»0 ’ n—>0

Tim dostavame: IK =(a—p,a+p)=(2-1,2+1)=(1,3).

Zvolime-li ¢islo z intervalu /K, naptiklad 2,5, mizeme se presvédcit, Ze dana fada bude
konvergentni.

K urceni oboru konvergence jesté musime vysetfit krajni body x =1 ax = 3.

Do zadané fady dosadime nejprve x = 1:

2 n(1=2)" =3 (1)’

n=l n=l1

Tato (Ciselnd) fada je vSak divergentni, nebot’ nesplituje nutnou podminku konvergence.

Nyni do dané fady dosadime x = 3:

Zn3 2 Zn +00

Tato Ciselnd tada je souctem vsech ptirozenych Cisel, a je tedy divergentni. Proto mizeme
ucinit zaveér: OK =0AK=1K . m
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B T

Urcete konvergenci fady z (x i 4) .

n=1
Reseni:
< . . y 1 . “r , .
Rada je mocninna se sttedema=—4a ¢, = T Polomér konvergence p ur¢ime na zaklade

vztahu (11.4):

p=lim—=lim—— ! =3

n—>0 ’ Hn—»0
n

3n

Odtud dostavame: /K =(a—p,a+p)=(-4-3,-4+3)=(-7,-1).
K urceni oboru konvergence jesté¢ musime vysetiit krajni body x =—1 a x =-7.
Do zadané fady dosadime nejprve x = —1:

x+4)

>

n=1 n=1

Vznikla ¢iselna fada obsahuje soucet nekone¢né mnoha 1, proto je divergentni.
Nyni do dané fady dosadime x = —7:

x+4)

Z=1 n=1
Dostavame oscilujici ¢iselnou fadu, v niz se stfidaji +1 a —1, takova fada nema soucet (je
divergentni). Obor konvergence OK je tedy totozny s intervalem konvergence (OK = OAK

—IK). m
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peseioomans 3]

Urcete konvergenci fady in !(x + 5) .

n=l
Reseni:

Rada je mocninna se sttedem a = -5 a ¢, = n!. Polomér konvergence p uréime na zakladé
vztahu (11.3):

Polomér konvergence je 0. Tento zvlastni vysledek znamend, ze dané tada konverguje
pouze pro stied fady (pro x = -5, kdy fada obsahuje samé nuly), a v zddném dalSim bod¢ x.
Interval konvergence se tak ,,smrskl* do jediného bodu. Pfi¢inou je vyraz n! v zadani fady,
ktery pro rostouci n velmi rychle roste (faktoridl patii mezi nejrychleji rostouci funkce),
zvetSuje tim Cleny v souctu fady a zplisobuje, ze vysledny soucet fady je prili§ velky (ne-
konec¢ny). m

e N

Urcete konvergenci fady i (-1) w .
n=l1 n

Reseni:

1y

Rada je mocninnd se sttedema=-1a ¢, =

Polomér konvergence p uréime na zakladé vztahu (11.4):

nf 3

Odtud dostavame: IK = OAK =(a—p,a+p)=(-1-1,-1+1)=(-2,0).

Jeste vysettime (neabsolutni) konvergenci v krajnich bodech x =2 a x = 0:
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DGR NEEC S

3
n=1 n n=l1 n n=1 N

Tato tada je konvergentni (podle srovnavaciho kritéria a srovnani s harmonickou fadou).

"(0+1)

n3

v=0: 3y L O

Tato tfada je opét konvergentni (podle Leibnizova kritéria).

Obor konvergence dané fady: OK = <— 2,0> . 'V tomto ptipadé se OK nerovna OAK. m

11.3 Geometricka rada

o0
Geometrickou fadou nazyvame fadu ve tvaru: Z f" (x) ,

n=l1
Oznacime-li f{x) = g, pak fada konverguje pro |¢| <1, a soucet fady:

al
l-g

s(x)= (11.5)

Pro geometrické tady plati: 71K = OK = 04K . VSechny obory konvergence jsou tedy to-

tozné.

B T

Urcete obor konvergence fady Zx" )

n=1
Reseni:
Nejprve mizeme fadu rozvinout, abychom vid¢li, jaké ¢leny ji tvofi:
%
Zx" =x+xX+x +x"+..
n=1

Tato fada je mocninna a zaroven i geometricka s prvnim ¢lenem a kvocientem rovnym x.
Z Kapitoly 10 o geometrickych fadach vime, ze geometricka fada je konvergentni, pokud
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plati |¢| <1, v naSem pfipad¢ tedy mame |x| <1 a obor konvergence OK =(-1,1). Ctenaf

se sam muze presveédcit, Ze hodnoty x = 1 a x =—1 jiz do oboru konvergence nepatii. B

pesedoonany 3]

Urcete soucet fady Zx" pro jeji obor konvergence.

n=l1
Reseni:

K ur€eni souctu fady na jejim oboru konvergence OK =(-1,1) vyuzijeme vztah (11.5):

a, =x, kvocient g = x, atedy s(x) = n al
- X

Pokud bychom nyni zvolili jakékoli x e (-1,1), napfiklad x = 0,5, staci toto ¢islo dosadit do

0,5
a mame soucet rady: 5(0,5) =

x
I-x 1-0,5

,»pizzoveé* fady).

vztahu s(x) = =1 (coz je zndmy soudet nasi

, . ‘o L X “os y
Vyznam odvozeného vztahu pro soucet fady zadané vyse: s(x) = - spociva v tom, ze
- X

udava soucet vSech Ciselnych fad, které vzniknou dosazenim libovolné hodnoty x z inter-
valu (-1,1). =

peseioomans 3]

. . (1Y
Urcete obor konvergence a soucet fady Z( 3) .
n=1 X+

Reseni:

N » , =01 Y 1 1 1
Radu muzeme rozvinout: Z 3 = 3 + ( 3)2 + ( 3)3 +...
X X X+ X+

n=1

Odtud je zfejmé, Ze q =L, a kvocient ¢ = .
x+3 x+3
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<1. Tuto nerovnost rozdélime na dvé:

1
Podminka konvergence je |q| = ‘—3
X+

1
x+3

1. <1

II. -1<

, X #= =3
x+3

Reseni I.:

Nerovnici budeme fesit pfevodem na podilovy tvar (na levé stran¢ nerovnice bude zlomek,
napravo pouze nula). Zacneme tim, Ze pievedeme ,,1* nalevo a upravime na spole¢ny jme-
novatel:

1
x+3

-1<0

1-(x+3) <0
x+3

—x-2
x+3

<0

Na levé stran¢ nerovnice mdme dva nulové body: x = -2 a x = -3 . Tyto dva nulové body
nam rozdgli &iselnou osu na tii oteviené intervaly: (—0,—3), (- 3,-2) a (— 2,). Nyni me-
todou znamének rozhodneme, ktery interval je feSenim dané nerovnice. Zvolime libovolné
¢islo z prvniho intervalu, naptiklad x = -10 a dosadime ho do nerovnice vySe. Vyjde za-
porné Cislo. Nad prvni interval si zapiSeme znaménko . (Je vhodné kreslit si obrazek
s ¢iselnou osou). Podobné postupujeme 1 u dalSich intervalii. Druhy interval nese znaménko
“+¢ a tfeti opet “—“. Protoze v dané nerovnici pozadujeme, aby byl vyraz vlevo mensi nez

[T 1]

nula, Cili zaporny, je feSenim prvni a tieti interval: (—w0,-3) U (-2, ), pfiCemz nulové body
do feSeni nepatfi.
Reseni I1.: postupujeme analogicky jako v piipadé I.

1
x+3

-1<
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Z levé strany nerovnice ziskdme nulové body x = -4 a x = -3, které ndm rozdéli ¢iselnou
osu opét na tii oteviené intervaly: (—00,—4), (- 4,-3) a (~3,). Opét pouZijeme znamén-
kovou metodu: Zvolime libovolné ¢islo z prvniho intervalu, naptiklad x = -8 a dosadime
ho do nerovnice vyse. Vyjde zaporné Cislo. Nad prvni interval si zapiSeme znaménko “—*.
Podobné postupujeme i u dalSich interval. Druhy interval nese znaménko “+ a tfeti opét
“—*. Protoze v dané nerovnici pozadujeme, aby byl vyraz vlevo mensi nez nula, ¢ili za-
porny, je feSenim prvni a tfeti interval: (—c0,—4) U (-3,), pficemZ nulove body do feSeni

nepatii.

Nyni, kdyz médme vyieSeny ob¢ nerovnice I. a II., ur¢ime obor konvergence jako prinik
feSeni obou nerovnic. Pokud si feSeni kazdé nerovnice vyznacime graficky na Ciselné osy
pomoci Sipek, pak priinik najdeme jako tu ¢ast ¢iselné osy, nad kterou se Sipky prekryvaji.

V naSem piipad€ dostdvame: OK = (—ow0,—4) U (-2,2).

Nakonec jesté urc¢ime soucet dané fady pro x € OK :

1 1
4 x+3 x+3 1
= = = = ..
$(x) l-¢q 1 x+2  x+2
1- AT e
x+3 x+3

e

Urcete obor konvergence fadyZln" X.
n=0

Reseni:

Radu opét miizeme pro ndzornost rozvinout na jednotlivé ¢leny:

Zln"x:1+1nx+ln2x+ln3x+...
n=0

Vidime, ze prvni ¢len a, =1 a kvocient g=Inx.

Pro konvergentni geometrickou fadu plati, Zze |¢| <1, a tedy |In x| < 1. Tuto nerovnici roz-

vV

délime na dvé jednodussi nerovnosti bez absolutni hodnoty:
Linx<1

II.-1<Inx

219



Nekonecné funkcni rady

Tyto dvé€ nerovnice nyni vyieSime.
Za¢neme nerovnici L.:

Inx<1 = x<e (vysledek plyne pfimo z definice pfirozeného logaritmu, nebot’ je
Ine=1).

Nerovnice 11.:

~l<hx=> x>e =l (nebot’ lnlz—l).
e e

Dostali jsme pro x dv€ podminky: x <e a zaroven x > l Oborem konvergence je tedy

e
! (1 j
interval | —, e |. m

e

Rl[esesaonarnn ]

Urcete obor konvergence fady Ze"x )

n=1

Reseni:

Pro vétsi nazornost fadu opét rozvineme:
o0
2 3
Ze’” =e ' +e +e " +...
=1

Z rozvoje vyse je ziejmé, Ze prvni Clen a, = ¢* a kvocient g =e".

Pro konvergentni geometrickou fadu plati, ze |q| <1, atedy ‘e"‘ <1. Tuto podminku opét
rozdélime na dvé jednodussi nerovnice:

L e<l

II. —-1<é'

Nejprve vyfesime nerovnici I.: € <1 = x <0 (nebot e =1).

Reseni nerovnice II. je jednoduché: nerovnost —1 <" je splnéna pro viechna x.

S pfihlédnutim k obéma podminkdm dostavame obor konvergence OK = (-,0). ®
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11.4Obecné funkéni rady

Funk¢ni fady, které nejsou ani mocninng, ani geometrické, miizeme nazvat obecné. I u
nich se zabyvame konvergenci.

pesesoomne 3]

Urcete obor konvergence fady Z(—l)n . .
n=l n

Reseni:

. . y . . ’ v . ’ n . W
Tato fada neni ani geometricka, ani mocninna. Protoze obsahuje vyraz (—1) , pravidelné

se v ni stiidaji kladné a zdporné ¢leny. U takovych fad nejprve dame vSechny Cleny fady
do absolutni hodnoty, aby fada méla pouze kladné ¢leny. A zjistime obor absolutni kon-
vergence OAK. Teprve poté se zabyvame konvergenci ptivodni fady, tedy fady i se zapor-

nymi ¢leny.
K vysetteni absolutni konvergence fady pouzijeme limitni odmocninové kritérium

(11.2):

—hmn’( 1) — —lim j_ =e¢", (limita jmenovatele je 1).
n—»o n—0 n—ow N n

Rada je konvergentni, pokud L < 1, dostavame tak podminku: e* <1, a feSeni: x<0.

Proto obor absolutni konvergence OAK =(-x,0).

Nyni se vratime k ptivodni fad¢, kterd méla pravidelné se sttidajici kladné a zaporné ¢leny.
Tato fada mlze (neabsolutn€) konvergovat v krajnich bodech OA4K, tedy v bodé x = 0.
Tento ptipad se vzdy musi vySetfit zvIast.

Necht je tedy x = 0, dosadime do dan¢ fady Z(—l)n —:
n=1 n

Z(—l)"%, (nebot €’ =1)

n=
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S touto fadou jsme se jiz setkali v Kapitole 10, a proto vime, Ze konverguje (podle Leibni-
zova kritéria).

Muzeme tedy shrnout, Ze obor konvergence zadané fady OK = (— 0, 0> . Obor konvergence

obsahuje navic oproti oboru absolutni konvergence bod x = 0. m

B

arctg " x
Urcete obor konvergence fady Z —g

n=1
Reseni:

K vysetfeni konvergence fady pouzijeme limitni odmocninové kritérium (11.2):

f arctg x \/ arctg x |arctgx|
=lim{ |arctgx|.
n—o0 n—)oo

Rada je konvergentni, pokud je L <1, a tedy |arctgx| <1. Tuto podminku Ize zapsat jako

dvé jednodussi podminky (nerovnice):
I. arctgx<1

II. —1<arctgx

/4
Z tabulek goniometrickych funkci zjistime, Ze arctg%zl a arctg (—Zj =-1. Z t&chto
,hrani¢nich® hodnot a ze znalosti grafu funkce y = arctgx plyne, Ze obor konvergence je

interval (- % , %) . Jest¢ ale musime vysSetfit krajni body tohoto intervalu.

n T
w arctg” — L

Necht’ x=%: Z—4=z > —i%

n=1 n=1 N n=1 N

Tato fada je konvergentni (podle srovnavaciho kritéria a srovnani s harmonickou fadou).

N T .
Snadno se ovéfi, ze i pro x = — 2 fada konverguje.

Proto vysledny obor konvergence OK = <— z , £> .

474

222



Jirt Mazurek - Matematika v ekonomii

Mezi funk¢ni fady patii samoziejmé 1 Taylorovy resp. Maclaurinovy fady, kterymi jsme se
zabyvali v Kapitole 2. Nekonecné funk¢ni fady umoznuji integraci a derivaci slozitych
funkei pfevedenim na fadu jednodussich funkci, viz napt. Cerny (2002). Tim se viak uZ
zabyvat nebudeme.

P

1. Urcete IK, OK a OAK u nasledujicich fad, u geometrickych tad urcete i jejich soucet.

0 X (1)

[geometricka i mocninnd fada, /K = OK = 04K =(0,2),s(x) = ;;1]
—X
o 2)”
b (x+
) Z‘; .
[mocninna fada, /K = 04K =(-3,-1), OK =(- 3,-1) ]
c) an"
n=1
[mocninna fada, /K = OK = O4K =(-11) ]
0 n—1 3)"
d » (x+
DA
[mocninna fada, /K = 04K =(-5,-1), OK :(_ 5-1) ]
e = _1 n+l L
) 21 (sz
eometricka fada, - , g =— al IK = OAK = OK =(-1,0), =7
le “ia 1T (=Lee). s =777

=1
DY

=1+x"

[obecna fada, K = 04K = OK = (—o,-1)U(l,»)]

o0 xn
g)nz_:,nﬂ/;
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[mocninnd fada, a =0,p =1, IK = 04K = (—1,1), OK =<— 1,—1) ]

o0 n

h) Z(_l)n (2n—-1)(2n+1)

[mocninna fada, a=0,p =1, IK = (-1,1), OK =04K =(-11) ]

i)i (x +23)"

n=1 n

[mocninna fada, a =-3,p =1, IK =(-4,-2), OK = 04K =(-4,-2) |

o0

P DI (x+1)

n=1

1—
[geometricka fada, a, = In*(x + 1), ¢=In(x+1), IK = OK = 04K =(—e,€—1),
e
2
S(x) = In“(x+1)

_l—ln(x+1)]
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12 UVOD DO OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

owvmamzomerar ]

Tato kapitola je vénovana uvodu do obycejnych diferencialnich rovnic. Zaméiuje se na
metodu separace proménnych a variace konstanty. Ve druhé ¢asti je vysvétleno feseni li-
nearnich diferencialnich rovnic a rtizné typy feSeni. Nechybi ani ekonomickeé aplikace.

[ [ |

Cilem této kapitoly je, aby student ziskal nasledujici dovednosti:

e Resit jednoduché diferencialni rovnice metodou separace proménnych nebo variace
konstanty.

e Najit obecné 1 partikularni feSeni diferencialni rovnice.

e Reiit linearni diferencialni rovnice uZitim rozboru charakteristické rovnice.

eovssiommaemoy [[]

Diferencialni rovnice, obecné feSeni, partikularni feSeni, separace proménnych, variace

konstanty.

&-10 hodin
|

12.1Zakladni pojmy
M¢jme funkci jedné proménné y = f(x) . Diferencialni rovnice je rovnice, ktera kromé x a

y obsahuje 1 derivaci (derivace) funkce y. Rdd diferencialni rovnice je uréen nejvyssi deri-
vaci, mocnina u nejvyssi derivace urcuje stupen diferencidalni rovnice.
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Ptiklady:

Y +5y =x" je diferencialni rovnici 1. fadu 1. stupng
2
( y’) —6x)y' =5y =0 je diferencialni rovnici 1. fadu 2. stupné.

3
(y”) —(y')5 x> —y®+5x=0 je diferencialni rovnice 2. fadu 3. stupné.

Diferencialni rovnice lze dale délit naptiklad na obycejné a parcialni (budeme se zabyvat
jen témi prvnimi), a na linedrni a nelinearni (budeme se zabyvat vesmes jen témi prvnimi).
Nejjednodussim typem diferencialnich rovnic jsou rovnice se separovatelnymi promén-
nymi (viz Kapitola 12.2), a linedrni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty (viz
Kapitoly 12.7 a 12.8).

RozliSujeme tii druhy feseni diferencialni rovnice:

o Obecné reseni je funkce y = (p(x, G,.G,..., Cn) vyhovujici dané rovnici a obsa-
hujici (neurcité) konstanty C; podobné jako u neurcitého integralu.

e Partikularni reseni dostaneme z obecného feseni tak, ze za konstanty C; dosadime
né¢jaké konkrétni hodnoty, které mohou vyplyvat naptiklad z takzvanych pocatec-
nich nebo okrajovych podminek (pro danou hodnotu x je predepsana hodnota
funkce y a/nebo hodnota jeji derivace. Grafickym zndzornénim partikularniho fe-
Seni je integralni krivka.

o Singularni reseni je feSeni, které nelze ziskat z obecného feSeni pro zddné hodnoty
C;, Casto se jedna o ,,zvlastni* funkce typu y = 0, apod.

V nasledujicich tlohach si ukdzeme, jak ziskat jednotliva feSeni.

Dlfsesemsiionaras ]

Urcete obecné feSeni diferencialni rovnice y'—y =0.
Reseni:
Uhadneme, Ze feSenim je funkce y=C-e".

Vysledek si ovétime dosazenim (y'=C-e¢*): C-e* —C-¢" =0.m
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peseioomn: 3]

Priklad 12.2. Urcete obecné feseni diferencidlni rovnice y'=x. UrCete 1 partikularni fe-

Seni, které vyhovuje poc¢ate¢ni podmince y(0)=2.
Reseni:

o , o v, X
Rovnici pfimo integrujeme a ziskame obecné feseni: y = > +C.

Partikulérni feSeni ziskdme dosazenim podminky do obecného feseni (dosazujeme y = 2, x
2 2

=0): 2= % +C, odtud C = 2. Partikularni fegeni: y = "7 +2.m

_______________________________________________________________________________________________________________________________|
Urcete obecné feseni rovnice y'=4x + 2 , a dale partikularni feseni pro y (1) = 2.
Reseni:

Rovnici pfimo integrujeme a ziskAme obecné feeni: y =2x” +2x + C . Partikuldrni feSeni

ziskame dosazenim podminky do obecného feseni (dosazujeme y =2, x = 1):
2=2+2+C,odtud C=-2.

Partikuldrni feSeni ma tvar: y=2x" +2x—2. |

|
Urcete obecné feseni rovnice y"'=2 + e*, a partikularni feseni pro y(0)=2 a »'(0)=1.
Reseni:

Dana rovnice je druhého fadu, proto ji budeme integrovat dvakrat.

Poprvé: y'=2x+e" +C,

Podruhé: y = x> +¢* + Cx + G,
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Druhou integraci jsme obdrzeli vysledné obecné feseni. Nyni dosadime do obecného feSeni
ob¢ pocatecni podminky:

V' (0)=1=0+1+C,, odkud je C, =0.

y(0)=2=0+1+C,,odkud je C, =1.

Partikularni feSeni m4 tedy tvar: y=x"+¢* +1. m

V ekonomii vyuzivame diferencialni rovnice k modelovani vyvoje néjaké ekonomické ve-
li¢iny, napiiklad ceny vyrobku, ménového kurzu, mnozstvi zasob, délky fronty, apod. Di-
ferencialni rovnice umoznuji popsat dynamiku systému — jeho vyvoj v ¢ase.

12.2Diferencialni rovnice prvniho radu se separovatelnymi pro-
ménnymi
Jedna se o rovnice ve tvaru: P(x)+ Q(y)y' =0 nebo P(x)dx+ Q(y) dy=0.

Rovnice se separovatelnymi proménnymi piedstavuji nejjednodussi typ diferencialnich
rovnic. Resi se separaci (oddélenim) proménnych: ¢leny obsahujici proménnou x pieve-
deme na jednu stranu rovnice (obvykle nalevo), ¢leny s y na druhou stranu, a pak ob¢ strany
rovnice integrujeme.

lfsemsaiomnns ]

Ur¢ete obecné feSeni rovnice yy'= x .

Reseni:

. . , d d
Nejprve piepiSeme derivaci y takto: y'= Ey , dostaneme: y d_y =X.
X

Nyni separujeme (odd€lime) proménné x a y: ydy = xdx , a ob¢ strany rovnice integrujeme:
I ydy = dex ,

2 2
Yy . o oy Loy s .
7 = 7 + ¢ (integra¢ni konstantu miizeme nazvat ¢ a umistit ji na pravou stranu rovnice).

Nakonec vynasobime dvéma a ziskame obecné feseni ve tvaru y* = x> + C. |

228



Jirt Mazurek - Matematika v ekonomii

pesevivomnize 3]

Najdéte obecné feseni diferencialni rovnice y+(x—1)y =0, a poté najdéte partikularni fe-

Seni této rovnice vyhovujici podmince y(0)=2.
Reseni:
Rovnici budeme fesit separaci proménnych:

ﬂ+(x—1)y=0
dx

dy

22— (x=1
i (x-1y
Q=—(x—1)dx
Yy

j%:j—(x—l)dﬁc

2
ln|y|=—(x7—x)+C

2
X
—(—x)+C
5

_(L_x)
y=e =Ke 2 ,kde e“ =K.
Pro ziskéni partikuldrniho feSeni dosadime do obecného feSeni podminkux=0ay=2:
x2
)
2=Ke’ = K, a dostaneme vysledek ve tvaru y=2¢ 2 . m

peseioomr 3]

Najdéte obecné feseni diferencialni rovnice ﬁ —xy =0, a poté najdéte partikularni fe-
X+
Seni této rovnice vyhovujici podmince y(0)=1.

Reseni:
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Rovnici budeme fesit separaci proménnych:

dy
————xy=0
(x +3)dx w
i = x(x+3)dx
y

J% = I(xz +3x)dx+C

3
ln|y|:x?+%x2 +C

3

X
—t
3

y=e = Ke?

3x? 3 3y?
ot L 420
2 2

,kde e =K
Partikulérni feSeni: dosadime do obecného feSenix=0ay=1:

3 32
+22
2

1=Ke’ = K , odtud dostavame K = 1, a partikularni feseni je: y = e’ 2. m

Dllsesemsvionarss ]

Najdéte obecné feseni diferencialni rovnice 3x° y’—l = 0, a poté najdcte partikularni feSeni
této rovnice vyhovujici podmince y(1)=0.

Reseni:

Rovnici budeme fesit separaci proménnych:

3x2 y'= l
y

3x2ﬂ:l
dx y

3x?
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J.ydy:_[%+c

? 1
Integraci dostavame obecné feseni: Y - 4c.

Partikularni feSeni vyhovujici podmince y(1)=0 opét ziskdme dosazenim do obecného fe-

Seni:
2
o1 ¢
2 3.1
c-1
3
y I 1
Partikularni feSeni mé tvar; —=——+—.
3x 3

12.3Homogenni diferencialni rovnice
Diferencialni rovnice ve tvaru y'= f(x, y) se nazyva homogenni stupné n, jestlize plati:
fle,ty)=1"f(x,y)

Homogenni rovnici pfevedeme na rovnici se separovatelnymi proménnymi pomoci nasle-
dujici substituce:

y=ux (12.1)

Reste rovnicix’y'= y* — 2x°.
Reseni:
Nejprve si ovéfime, Ze rovnice je homogenni:

[y =(ty) =2(x) =y =200%" =1* (y* - 22°).
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Rovnice je skute¢né homogenni stupné n = 2. Pouzijeme substituci (12.1) a dostaneme:
’ 2

ux+u=u -2

Separujeme proménné:

ux=u —u-2

@x:uz—u—Z
dx

Integral na levé strané ozname /; a integral na pravé strané /. Integral I; feSime metodou
parcialnich zlomkd:

J. 5 du =I 4 du + ia’u
u —u-—-2 u-—2 u+l

1 1
Ur¢ime koeficienty 4 a B (viz Kapitola 6): 4= E’B = EE a miZeme integrovat:
le 1 le 1 Inju-2-Inju+1 1 -2
1, ZJ 5 e _1 du——f—du: | | | |=—lnu— .
u —u—-2 3°u-2 37u+l 3 Ju+l

Vypocteme integral »: 1, = Iﬁ = 1n|x| .
X

Dostavame vysledek:

lln u-2 =ln|x|+C.
3 |u+l
Vratime se k piivodni proménné y (misto u piSeme u = L ):
X
T
—In|2—{=In[x|+C,
Y1
X

A upravime do vysledného tvaru:
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y—2x

=In|x|+C. =

y+x

V nasledujicich kapitolach budou ptedstaveny nékteré aplikace diferencialnich rovnic
v ekonomii.

12.4Logisticka rovnice a funkce

K matematickému modelovani fenoménti jako jsou rust populace, sifeni informaci, techno-
logickych inovaci, epidemii, riist koncentraci roztokd, a podobné, se vyuzivaji logistickée
rovnice, jejichz feSenim jsou logistické funkce. Logistické rovnice jsou ¢asto nelinedrni di-
ferencialni rovnice. Jednou z nejjednodussich logistickych rovnic je nasledujici rovnice
(12.2.):

g _

" f-(1-1) (12.2)

V této rovnici je logisticka funkce f funkci ¢asu z. ReSeni této rovnice pro poéateéni pod-

1
minku f(0)= 5 je:

f(= (12.3)

l+e”’

Logisticka funkce (12.3) mé tu vlastnost, Ze pro kladna ¢ zpocatku velmi rychle (exponen-
cialn¢) roste, poté se vSak jeji rist zpomaluje, az se zacne asymptoticky blizit k 1, viz Obr.
12.1. Tento kone¢ny stav odpovida stavu ,,nasyceni* (informace uz dorazila ke vSem, po-
pulace se stabilizovala, roztok je nasyceny).
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0.5

Obr. 12.1. Logisticka funkce

12.5Vyvoj ceny v Case

Necht’ cena néjakého vyrobku nebo komodity je y. Pak prvni derivace y” vyjadfuje zménu
této ceny v Case ay’’ vyjadiuje tempo této zmény. V zjednoduseném modelu budeme pied-
pokladat, ze budouci vyvoj (zména) ceny y” zavisinay, " 1y’’, a da se popsat rovnici:

V=cy+by+ay” (12.4)
V rovnici (12.4) jsou a, b a ¢ konstanty. Rovnici (12.3.) upravime:
ay"+(b—1)y'+cy=0 (12.5)

Rovnice ve tvaru (12.5) je linearni diferencialni rovnice druhého fadu s konstantnimi koe-
ficienty. ReSenim tohoto typu rovnic je vénovana Kapitola 12.7 a 12.8. Pokud naptiklad
zvolimea=1,b=2 ac=-2, dostaneme:

V'+y'-2y=0 (12.6)
Resenim této rovnice je funkce y=Ce' +C,e™, t > 0. Konstanty C; a C» lze uréit z po-
catecnich podminek: ceny funkce y v ¢ase t = 0, a zmény ceny y” v Case ¢ = 0.

Zabyvejme se nyni dynamikou vyvoje trzni ceny P za ptedpokladu, ze poptavka i nabidka
jsou linearni funkce (viz Kapitola 1.8) a v Case ¢ = 0 se trzni cena P nerovna rovnovazné
cené Pg. Jaky vyvoj ceny P miizeme ocekavat?

Maéme tedy nasledujici funkce nabidky a poptavky:
Q,=a-bP, Q;,=c+dP, a,b,c,d >0.
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a—c¢

Dale z Kapitoly 1.8 vime, Ze rovnovazna cena je P, = rid’
+

Necht v Case ¢ = 0 je previs poptavky nad nabidkou, a ten je pfimo tmérny zmén¢ P.

Za zminénych predpokladi mizeme sestavit matematicky model (diferencidlni rovnici)
vyvoje trzni ceny P v zavislosti na ase t:

dP(t) ~
— =k(0, - 0y), (12.7)

kde k je vhodné konstanta. Do diferencidlni rovnice (12.7) dosadime za funkce D a S:

dP(1) _

5 k[a—bP—c—dP]

Upravime:
@: —(kb+kd)P+(ka—kc)

A nakonec provedeme substituci zavorek:

&:—AP+B,resp. @+ AP =B, (12.8)
dt dt

kde (kb+kd):A,(ka—kc):B.

Rovnice (12.8) je obyc¢ejnou diferencidlni rovnici prvniho fadu s nenulovou pravou stra-
nou.

Pii jejim feSeni nejprve feSime prislusnou homogenni rovnici pomoci separace promen-
nych:

4PW) | 4p=o,
dt

Odkud dostaneme obecné feseni P(¢)=Ce ™.

Nyni jesté potfebujeme najit bud’ partikuldrni integral fesici rovnici s nenulovou pravou
stranou, nebo mizeme provést variaci konstanty (viz Kapitola 12.6). Rychlejsi je v tomto

NPT oA . B . .. o Y %X
pfipad¢ uhadnout partikularni integral: P, =—, 0 ¢emz je snadné se presvédcit dosaze-
A

nim do (12.8). Uplné feseni dané rovnice (12.8) je tedy:

P(t)=Ce ™ +§ (12.9)
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B C e e . (v 2
Ale vl ve vztahu (12.9) neni nic jiného nez rovnovazna cena!

Je totiz: B_ k(a=c) - (a—c) P,
A k(b+d) (b+d)

Vztah (12.9), ktery popisuje dynamiku vyvoje trzni ceny, lze proto vyjadfiv ve tvaru:
P(t)=P, +Ce ™™ (12.10)

Nazorna interpretace vysledku (12.10) je nasledujici: druhy ¢len na pravé stran¢ vyjadiuje
odchylku trzni ceny P v Case ¢ od rovnovazné ceny. Tento ¢len se ale exponencialné zmen-
Suje s rostoucim Casem, a proto se trzni cena P bude postupné blizit k rovnovazné cené Pk.
Rychlost, s jakou se budou obé¢ ceny pfiblizovat, je pak zavislad na hodnot¢ konstant pouzi-
tych v modelu a na poc¢ate¢nim rozdilu obou cen.

Dalsi uziti diferencialnich rovnic v ekonomii zahrnuje mimo jiné Solowlv model riistu (ne-
linearni diferencialni rovnice), vyvoj ménového kurzu v zévislosti na poptavce po méng,
modely typu predator-kofist, apod.

12.6 Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Linearni diferencialni rovnice jsou diferencialni rovnice, v nizZ se vSechny derivace vysky-
tuji v prvni mocning. V této kapitole se zamétime na linearni diferencialni rovnice prvniho
a druhého tadu.

Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu je definovana takto:

y+p(x)y =q(x) (12.11)
V rovnici (12.11) jsou p(x) a g(x) spojité funkce na intervalu (a, b).
Nejprve se budeme zabyvat piipadem, kdy g(x)=0:

V+p(x)y=0 (12.12)

Rovnice (12.12) se téz nazyva homogenni. Jeji feSeni najdeme separaci (oddélenim) pro-
ménnych:

dy _

o p(x)y
L p(x)dx
Y

ln|y| = —Ip(x)dx
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A dostaneme vysledek:

oI (12.13)

b

y=c

kde c je libovolné nenulovéa konstanta.

peseivom 3]

Reste: y'+xy =0.

Reseni:
Pti feSeni postupujeme stejné jako vyse:
dy
— =X
dx 4
@ _ —xdx
y
In | y| = —I xdx
2
X
Injy|=——+C
pl=-3

X’ x? x?

R S
y=e =e ?.e =ce ?.

Stejného vysledku bychom doséhli, pokud bychom piimo dosadili do vztahu (12.13). m

|
Reste: y—ysinx=0.

Reseni:

V tomto ptikladé vyuzijeme k feseni vztah (12.13), kde p(x)=sinx:

— | —sinxdx _
y:ceJ =ce ™. m

Reseni rovnice (12.11) s nenulovou pravou stranou (nehomogenni rovnice) je o néco ob-

vvvvvv
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v = p(x)dx . ,
Reseni pfedpokladame opét ve tvaru y =ce Jrto , ale nyni je ¢ funkci x:

y=e(e I

(12.14)
Vyraz (12.14) dosadime do (12.11) a po Gpravé ziskame feSeni zadané rovnice, viz nasle-
dujici priklad, ktery je variaci Ptikladu 12.10.

Rl[esesonrzns ]

Reste: y'+xy=x.

Reseni:

x2

Vime, ze feSeni piislusné homogenni rovnice je y =ce 2 . U nehomogenni rovnice budeme

x2

v souladu s (12.14) predpokladat feSeni ve tvaru y = c(x)e_? Toto feSeni dosadime do
zadané rovnice:

x2 x2 2

c'(x)e7 + c(x)e_7 (=x)+ c(x)e_7 X=X
Prosttedni dva Cleny se odectou a zlstane:

x2

c'(x)e_7 =X
x2

c(x)=e?x
Nyni integrujeme:

c(x)zJ‘67xaIx=e7 +C.

2 ol x2
Reseni dané rovnice je tedy: y = {ez + C] e 2 ,poupravé: y=1+Ce 2 . m

Rl[sesesaonareee ]

. 1
Reste: y———y=x.
x+2

Reseni:
o
y ) y

Zacneme fesenim homogenni rovnice:
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dy 1

dx x+2

dy  dx

7 T x+2

ln|y| = ln|x + 2| +C

y=C(x+2)

Nyni provedeme variaci konstanty, predpokladame tedy, ze y = C(x)-(x+2):

C'(x)(x+2)+C(x)-l—LC(x)-(x+2) =X
x+2

Prostfedni ¢leny se odectou a ziistane:
Cx)-(x+2)=x

Rovnici upravime:

X
C'(x)=
) x+2
A integrujeme:

X x+2
C(x)= dx =
) jx+2x Ix+2

Uplné feseni rovnice je:
y=(x+2)x—2Inx+2+C|. m

dx+j(_2) dx=x-2Injx+2|+C.
x+2
_______________________________________________________________________________________________________________________________|

Pro dalsi druhy linearnich diferencidlnich rovnic viz napi. Skrasek a Tichy (1986).

12.7 Linearni diferencialni rovnice druhého rfadu s konstantnimi
koeficienty a nulovou pravou stranou

Lineérni diferencidlni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty a s nulovou pravou
stranou nazyvame rovnici ve tvaru:

ay’+by’+cy=0,a,b,ce R,a+#0 (12.15)

Nékteré vlastnosti tohoto typu diferencialni rovnice si ukdZzeme na nasledujici tloze.
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Rllsemsomnas ]

Reste: Y —5y+4y =0.
Resent:

Reseni hledame ve tvaru y =e™, kde A je n&jaka vhodna konstanta. Mizeme se snadno

presvédéit, ze danou rovnici fedi tyto dvé funkce: y=e*a y=e*".

Ovéfeni provedeme dosazenim do dané rovnice (zde pouze pro funkci y = e**). Vypocteme

prvni a druhou derivaci:
y=4e*, y'=16e",
a dosadime:
16e™ —20e* +4e* =0,

odkud dostaneme pravdivy vyraz 0 = 0, a tedy leva strana rovnice se rovna pravé strané
rovnice.

Dale se mlizete sami presveédcit, ze jakykoli ndsobek obou funkci, naptiklad y =10e* nebo
y =25e*, je rovnéz fedenim dané rovnice. Refenim je i kazdy soudet &i rozdil nasobki
(linearnich kombinaci) funkci y =e*a y =e**. Uplné fedeni dané diferencialni rovnice se
proto zapise v tomto tvaru: y=C,e" +C,e*", kde Ci2 jsou libovolna realna &isla (kon-
stanty). |

Vysledek Pikladu 12.12 nyni mizeme zobecnit. Resenim diferencialni rovnice ve tvaru

(12.15) je kazda funkce y = e™ , kde A je kofenem tzv. charakteristické rovnice:

al +bA+c=0, (12.16)

Odvozeni charakteristické rovnice (12.16) z (12.15): necht’ feSenim (12.15) je funkce
Ax
y=e” .Pak:

V'=xe™, y=e",
odtud: al’e™ +ble™ +ce™ =0,

Zkratime ¢len e™ a ziskame: al’> + bA+c¢ =0.
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Charakteristicka rovnice je kvadraticka rovnice pro neznamé hodnoty A, které mohou byt
realna i komplexni &isla. Uplné feseni (jeho tvar) diferencialni rovnice (12.15) zavisi
na hodnoté diskriminantu D =b”> —4ac charakteristické rovnice (12.16). Mohou nastat
tyto tfi ptipady:

e D >0:hodnoty A1 a A2 jsou riiznd redlna cisla.

Reseni linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty s nulovou pravou stranou
ma tvar:

y=Ce™™ +Ce™, (12.17)
kde C1 a (; jsou redlna Cisla.
e D =0:rovnice (12.16) méa dvojnasobny koten A.
Reseni ma tvar:
y=Cxe™ +Ce™, (12.18)
e D <0:hodnoty A1 a A jsou komplexné sdruzena ¢isla: 4, =m+ni, A, =m—ni.
Reseni ma tvar:

y=Ce" sinnx+C,e™ cosnx (12.19)

oo ]

Najdéte obecné feseni rovnice: y"'=5)y+6y =0.

Reseni:

Charakteristicka rovnice: A2 —51+6=0,D=1,

feSenim jsou realnd Cisla A =2 a A = 3.

Reseni dané rovnice mé tvar (viz 12.17): y =Ce™ + C,e’” . m

pesevtoomizs |3

Najdéte obecné feseni rovnice: y'—2y-3y =0.
Reseni:

Charakteristicka rovnice: £* —24-3=0, D= 16,
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feSenim jsou realnd Cisla i =3 a A, =—1.
Reseni dané rovnice mé tvar (viz 12.17): y=Cie* +C,e’*. m

Elfssemsaomsnee ]

Najdéte obecné feSeni rovnice: y"'—6y+9y =0.

Resent:

Charakteristicka rovnice: 4> —641+9=0,D=0,

feSenim je dvojnasobny redlny koten A = 3.

Reseni dané rovnice mé tvar (viz 12.18): y = C,xe’ + C,e’* . m
|
resevdoonarny

Najdéte obecné feSeni rovnice: y"'+4y+5y=0.

Reseni:
Charakteristicka rovnice: A* +41+5=0, D=4,
feSenim jsou komplexni Cislad =2 +1i, A\ =-2—1. Jetedym=-2,n=1.

S v ‘ . ’ . ox . )
Reseni dané rovnice ma tvar (viz 12.19): y=Ce “sinx+C,e " cosnx. m

B T

Reste: 1=y =0.

Reseni:

Charakteristicka rovnice: A —1=0, feSenim jsou\; =1 alr =—1.
Reseni dané rovnice: y=Cie ™ +C,e*. m
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peseivomne 3]

Reste: y'+y=0.
Reseni:
Charakteristicka rovnice: A° +1=0, feSenim jsou A; =ia A = —i.

Reseni dané rovnice: y =C sinx+C, cosx . m

|
e

Reste: y'—4y'=0.

Reseni:

Charakteristicka rovnice: 2* —44 =0, feSenim jsou \; =0 a A, = 4.

Reseni dané rovnice: y=C, + C,e* . m

Misto obecného reseni mizeme v n€kterych situacich hledat partikuldarni reseni diferenci-
alni rovnice. To je feSeni, které je omezeno tzv. pocdtecnimi podminkami (podminkami pro
yay’ vnéjakém bodé x, nejcastéji v x = 0). Partikularni feSeni ziskdme z obecného feSeni
tak, ze do n¢j dosadime pocatecni podminky. Vysledkem je pak jediné funkce neobsahujici
konstanty C.

pesedvomne 9]

Najdéte partikularni feSeni rovnice: y"'+)-20y =0, jestlize y(0)=1a y'(0)=0.
Resent:

Charakteristicka rovnice: 4> +41-20=0, D =8I,

feSenim jsou realna Cisla A1 =4 ad, =-5.

Obecné feseni dané rovnice mé tvar (12.17): y = Ce ™ + C,e™.

Nyni pouzijeme ob¢ podminky.

Nejprve prvni podminka y(0) =1 znamena, ze pro x = 0 ma byt y = 1.

Dosadime x =0 ay = 1 do obecného feseni y = Ce™ +C,e™*:
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1=C +C,
Pro druhou podminku y’(0) =0 nejprve derivujeme obecné feseni:
y'=-4Ce™ +5C,e’, a dosadime:

0=-4C, +5C,

Dostali jsme tak soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych, kterou vytresime:

C==,C, =—
''9°7 9

: 5 a4 s
Hledané¢ partikularni feSeni ma tvar: y = §e4‘ +§e5 . H

12.8 Linearni diferencialni rovnice druhého radu s konstantnimi
koeficienty a nenulovou pravou stranou

Linearni diferencialni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty a s nenulovou pra-
vou stranou f(x) nazyvame rovnici ve tvaru:

ay’ +by+cy=f(x), (12.20)
a,b,ce R,a#0

Tento typ rovnice se téZ nazyva nehomogenni rovnice.

Reseni nehomogenni rovnice (12.20) ma tvar:

Cy, + Gy, + P(x), (12.21)

kde C,y, +C,y, je feSeni odpovidajici homogenni rovnice, a P(x) je tzv. partikularni in-
tegral.

Partikularni integral je feSenim rovnice (12.20) a jeho vyznam spociva v tom, ze ,,vynuluje*
pravou stranu rovnice (12.20). Partikularni integral zavisi na tvaru funkce f(x), v nékte-
rych ptipadech je mozné jej uhadnout. My si ukazeme, jak jej urcit, pokud je funkce f(x)

mnohoclen nebo exponencialni funkce.

Necht' funkce f(x) je polynom n-tého stupné a necht’ ad’ +bA +c =0 je charakteristicka

rovnice pro rovnici (12.20) s nulovou pravou stranou.

Pokud ma charakteristicka rovnice nenulové koteny, potom partikularni integral P(x) hle-

dame ve tvaru polynomu stejného stupné jako f(x).

Pokud ma charakteristicka rovnice jeden nulovy koten, partikularni integral P(x) hledame

ve tvaru x- f(x).
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pesevtvomzz |3

Reste: y''—y'—2y =4x.

Reseni:

Charakteristicka rovnice: A —1—-2=0, feSenim jsou \; =2 adp =—1.
Reseni dané homogenni rovnice: y = Cie™ + C,e ™.

Partikularni integral P(x) hledame ve tvaru polynomu stejného stupné jako f(x), tedy

P(x)=ax+b . Dosadime P(x) do zadané diferencialni rovnice (misto y):
—a—2(ax+b)=4x

Pterovname cCleny vlevo a vynasobime (—1):

2ax+(a+b)=—-4x

Nyni porovname levou a pravou stranu (porovname koeficienty u ¢lent s x a u absolutnich
¢lentl), a dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych (a a b):

2a =-4
a+b=0

Resenim je: @ =—2, b=2. Proto je P(x)=-2x+2.
Obecné fedeni piislusné diferencidlni rovnice ma tvar: y=C,e”* +C,e™ —2x+2. W

pesevtvomz |3

Reste: y '+4y'=x" —1.

Resent:

Charakteristicka rovnice: 2° + 44 =0, feSenim jsou M = 0 a A2 = —4.

Regeni dané homogenni rovnice: y = C, + C,e ™ .

Protoze jeden z kotenii charakteristické rovnice je roven nule, hleddme partikularni integral
P(x) ve tvaru xf(x), tedy P(x)= x(ax2 +bx+ c) =ax’ +bx” +cx . Dosadime P(x) do za-
dané diferenciélni rovnice (misto y) dostaneme:

(6ax + 2b) + 4(3ax2 +2bx + c) =x"-1,

Secteme:
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12ax” + (6a +8b)x +(2b+4c) = x* -1
Porovname koeficienty u odpovidajicich si mocnin na obou strandch rovnice:

12a =1
6a+8 =0
2b+4c=-1

Resenim této soustavy obdrzime:

a=l,b:—i,c= l

12 16 32

P(x)= x(ax2 +bx+c) =ax’ +bx* +cx

e o1 o 4y | X
Uplné feseni dané rovnice je: C, + C,e™** +1—————. [

Necht' funkce f(x) na pravé stran¢ rovnice (12.20) ma tvar exponencialni funkce:

f(x) = ae”™ . Partikularni integral potom hleddme ve tvaru P(x) = Ae™ , jestlize b neni ko-
fenem charakteristické rovnice. Pokud je b k-nasobnym kotfenem charakteristické rovnice,

potom ma partikularni integral tvar: P(x) = Ax"e™ .

Dl[esesaonarea ]

Reste: y '+4y'+3y =3e™.

Reseni:

Charakteristicka rovnice: A° +44+3 =0, feSenim jsou A1 =3 adp =—1.
Reseni dané homogenni rovnice: y = Cie™ + C,e ™",

Protoze b = 2 neni kofenem charakteristické rovnice, partikularni integral hledame ve tvaru
P(x)=Ae™.

Dosadime do zadané rovnice:
44e* +8A4e™ +3A4e™ =3e*

Vydélime rovnici vyrazem e :

44+8A+34=3,
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1 . . ) 1 .
Odtud dostavame A4 = 3’ partikularni integral je P(x) = gez" , a uplné feseni dané diferen-

: . _ e 1
cialni rovnice je: y=Ce ™ +C,e™* +ge2x .

swosranwvao [l

1. Najdéte obecné a partikularni feSeni rovnic:
a) y=3x"+6x-1, y(0)=1
[obecné feseni: y = 6x+3x” —x + C, partikuldrni feSeni: y =6x+3x" —x+1]
b) y=2+1,y(2)=2
X
[obecné feSeni: y = 51n|x| +x + C, partikularni feseni: y = 51n|x| +x—-5In2]
c)b) y'=12x+4, y(0)=1, y'()=1
[obecné feseni: y = 2x° +2x* + C,x + C, , partikularni fe§eni: y =2x° +2x> —9x+1]
2. Reste rovnice se separovatelnymi proménnymi:
a) y=2y=0,y(0)=2
[obecné feseni: y = Ce™, partikularni feSeni: y = 2™ ]

b) xp'+2y=0,y(3)=3

[obecné feseni: y = x2+C, partikuldrni feSeni: y = x? +§]

, (x+1)
c) y——==0,y12)=1
y

2 2
R X . R X
[obecné feseni: y = Y + x4+ C, partikularni feSeni: y = > +x-3]

, -1
dy=2— 0)=3
x+1
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[obecné feseni: (y —1) = C(x +1), partikularni feSeni: (y—1)=2(x+1) ]
e) 2x(2+y2)+y(4—x2)y’ =0,y(0)=1

[obecné Feseni: In|4 - x°| = %m |2-3?|+C, partikularni feseni:
infé— = In[2- 37|+ In4]

2

% . S S
3. Reste homogenni rovnici y'=-—F ——.
x x
s 2x
[obecné feSeni: y = >
1-Cx

4. Reste homogenni linearni diferencialni rovnice prvniho fadu:
a) y—(x+5)y=0

[y=ce? ]
b) y——2—=0
COS X
[y=ce™]
c)y'+Z:0
X
C
[y==]

X

5. Reste homogenni linearni diferencialni rovnice druhého fadu s konstantnimi koefi-
cienty:

a) Yy +4y =12y =0

[y=Ce* +C,e™]

b) 2y"-10y'=0

[y= Clesx +G,]

c) V' +2y+5y=0

[y=Cie "sin2x+C,e " cos2x]
d) y"-7y'+10y =0

[y=Ce™ +Ce’]

e) vy +4y+4y=0

[y=Ce ™ +C,xe "]

6. Najdéte partikularni feSeni rovnice y +y—6y =0, jestlize y(0)=2ay’(0)=1.
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3 e Z o 1.
5
7. Reste linearni diferencialni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty se speci-
alni pravou stranou:
a) Y43y +2y=x

N L 1 3
[y=Ce ™ +C,e +Ex—Z]

b) ' '+6y'+8y =8x> +12x+2
[y=Ce ™ +Ce™ +x7]
c) v +y -2y =10e"

[y= Cle_Zx +C,e" + e3"]
|
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Zaver
ZAVER

Ptedlozena distancni studijni opora Matematika v ekonomii urcend studentiim navazujiciho
magisterského studia na Obchodné podnikatelské fakulté (OPF) v Karviné méla za cil de-
monstrovat uziti matematické analyzy v ekonomii, pfedevs$im pak pfi aplikaci ekonomic-
kych funkci jako jsou pfijmy, néklady, uZzitek a podobné. Podobné zaméfené ucebnice na
pomezi matematiky a ekonomie zamétené primarné na studenty ekonomickych oborti jsou
v Ceské republice spise vyjimkou (viz napt. Meznik, 2011). Autor doufs, Ze uéebnice bude
pro studenty OPF v tomto sméru ptinosna. Dale autor dékuje Be. Tomasi Fiedorovi z VUT
Brno za pomoc pfi kresleni grafii, recenzentim za pfipominky a své rodin¢ za trpelivost.
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