J. Mazurek: Kvantitativni metody, OPF SU Karvina
Pribéh funkce — FeSeny priklad
Prabéh funkce
Pti ur€ovani priabeéhu funkce obvykle postupujeme podle nasledujici osnovy:

1. D(f), sudost, lichost, periodicnost.

2. Limity (jednostranné) v bodech nespojitosti a v nevlastnich bodech.
3. Prtseciky s osami x a y, znaménka funk¢énich hodnot.

4. Prvni derivace, jeji nulové body.

5. Lokdlni extrémy a intervaly monotdnnosti.

6. Druha derivace a jeji nulové body.

7. Inflexni body, konkavnost, konvexnost.

8. Asymptoty.

9. Omezenost funkce, H(f).

10. Graf funkce.

Uréete pribéh funkce £ a) y = x° —6x” +9x

1. Protoze fje mocninna, je D(f) = R. (Pfipomindme, ze defini¢ni obor neni roven R jen u
funkci obsahujicich nezndmou ve jmenovateli, pod odmocninou, v logaritmu, a u funkci arcsin
a arccos. Dand funkce nepatii do zd&dné zminéné kategorie).

Ovéiime sudost funkce: musi platit rovnost f(x) = f(—x) pro vSechna x z defini¢niho oboru,

a tedy:
X —6x> +9x = (—x)’ —6(=x7) + 9(—x),

v It 2 2
coz upravime takto: x° —6x° +9x =—x’ —6x" —9x .
Vidime, Ze prava strana se nerovnd levé (nejsou stejnd znaménka), funkce suda neni.
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Podobné¢ ovéiime lichost funkce: musi platit f(x) =—f(—x) pro vSechna x z defini¢niho

oboru, coz znamen4, Ze vSechny ¢leny na levé a pravé stran¢ rovnice musi mit opacné
znaménko. Vyuzijeme vysledek z predeSlého odstavce:

x —6x" +9x=-x’—6x"—9x.

Clen u 6x nemé opa¢né znaménko, proto funkce nent licha.

Periodick4 funkce fneni, periodické jsou pouze goniometrické funkce.

2. Body nespojitosti funkce nema, proto spocteme limity pouze v nevlastnich bodech, tedy v
too:

lim x* —6x* +9x =400, lim x* —6x% +9x = —0

X—>+00 X—>—00

Pti vypoctu t&chto limit jsem vyuzili faktu, Ze o vysledku rozhodne nejvétsi ¢len, tedy x°,
ktery pro x rostouci do plus nekonecna roste rovne€z do plus nekonecna, zatimco u druhé
limity pro x jdouci do minus nekoneéna je x* zaporné.

3. Prseciky grafu funkce s osami x a y uréujeme tak, ze nejprve polozime x = 0, a dopocitdme
z ptedpisu funkce y (tim ur¢ime prisecik s osou y), a pak polozime y = 0 a dopocitame x
(prasecik s osou x):

x = 0: dosazenim vyjde okamzité y = 0. Mame tedy prvni prisecik P [0,0]. Graf funkce
prochazi pocatkem soustavy soufadnic.

y = 0: dosazenim ziskdme rovnici téetiho stupné 0 = x’ —6x” +9x , kterou musime vyfesit.
Nejprve vytkneme x a upravime:

0=x(x>—6x+9) :x(x—3)2
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Z posledniho tvaru rovnice obdrzime kofeny: x, =0 a x,, =3. Nasli jsme tedy praseciky

s osou x: P> [0,0] a P3 [3,0]. AvSak priseciky P a P> splyvaji. Mame tedy jen dva rizné
praseciky. Jak uvidime vzapéti, bod P; [3,0] nebude prusecikem, ale pouze dotykovym bodem
grafu funkce a osy x.

Jesté musime urcit znaménka funk¢nich hodnot pro zadanou funkci: nulové body

x=0a x =23 naneseme na Ciselnou osu, ktera se tim rozd¢li na tfi intervaly. Z kazdého
intervalu vybereme jedno libovolné ¢islo, pomoci kterého zjistime znaménko dané funkce:

V intervalu (—o,0) vybereme napiiklad x =-10, dosadime do predpisu funkce
y=x"—6x"+9x =x(x— 3)2 a vyjde zaporna hodnota (~1690). Nad interval (—o0,0) napiSeme
znaménko “—. U intervalt (0, 3) a (3,%) zjistime znaménko “+*. Mzeme tak ucinit zavér,
ze pro kladna x nabyva dand funkce kladnych hodnot, pro zdporna x je funkce zaporna a pro x
=0 je rovnéz y = 0. Proto musi byt bod P3 [3,0] dotykovy bod, a ne prisecik.

4. Prvni derivace funkce f* y'=3x” —12x+9.

Nulové body prvni derivace, coz jsou ,,body podezielé z extrému*, najdeme feSenim
kvadratické rovnice 0=3x"—12x+9: x, =1 a x, =3 (fe§ime pomoci diskriminantu nebo
rozkladem na sougin kofenovych &initeld: 0=3x> —12x+9=3(x—1)(x-3).

5.Body x, =1 a x, =3 naneseme na ¢iselnou osu, ¢imz ziskame tii intervaly (bez nulovych
bodi): (—,1), (1,3) a (3,0), viz Obr. 3.4. Nyni rozhodneme o znaménku prvni derivace

v kazdém intervalu tak, Ze zvolime libovolné ¢islo z daného intervalu  a dosadime ho do 1.
derivace. Postupné obdrzime znaménka “+* “—“ a “+*“. Vime, ze pokud je prvni derivace

v n¢jakém intervalu kladna, pak je dana funkce na tomto intervalu rostouci. Proto nad
intervaly se znaménkem “+* na¢rtneme Sipku smérem vzhiru. Obdobn¢ nad intervaly se

znaménkem “—* na¢rtneme Sipku smérem dold, coz symbolizuje, Ze dana funkce na tomto
intervalu klesa, viz Obr. 3.4.
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Obr. 3.4. Znaménka prvni derivace.

Z ,sipkového* schématu okamzité vidime, Ze v bod¢ x =1 ma funkce maximum, zatimco

v bod¢ x =3 je minimum. Dalsi extrémy funkce nema.

Pro monotonnost plati:

Pro x €(1,3) je funkce klesajici,

Pro x € (—o0,1) U(l,) je funkce rostouci.

6. Druha derivace: y'=6x—12, nulovy bod druhé derivace: x=2.

7. Nulovy bod druhé derivace, tedy x =2, mufe byt inflexnim bodem dané funkce, pokud se
v ném méni konvexnost na konkavnost nebo obracené€. To ovéfime pomoci znaménka druhé
derivace: na ¢iselné ose op¢t vyznacime nulovy bod x =2, ¢imZ dostaneme dva intervaly:
(—0,2) a (2,0), viz Obr. 3.5. V prvnim intervalu zvolime napiiklad x =0, druha derivace
vyjde zéporna (—12). Nad interval zapiSeme “—. U druhého intervalu zvolime napiiklad
x =10, druha derivace vyjde kladna (+48). Nad interval zapiSeme “+“. ProtoZe v bod¢ x =2
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se méni znaménko druhé derivace, je tento bod inflexnim bodem. V intervalu (—,2) je
funkce konkavni, v intervalu (2,0) konvexni (podivejte se na graf této funkce nize!).

2

Obr. 3.5. Znaménka druhé derivace.

8. Asymptoty:

Svislou asymptotu ur¢ime z definicniho oboru: protoze D(f) = R, svisla asymptota neexistuje.

Sikmou asymptotu vypoéteme ze vztahti (3.1) a (3.2). ProtoZe je dana funkce spojit, sta¢i
vypocitat limity do plus nekonec¢na. V nasem piipad¢ obdrzime:

3 g2
a=1im L) -y X 2O X lim (x* ~6x+9) =+

x—>to0 X x—>to0 X x—>too

Pokud nam vyjde koeficient a nebo » nekone¢ny, znamena to, ze Sikma asymptota neexistuje.

Koeficient » uzZ nemusime pocitat.
9. Funkce neni omezena,a H(f)=R.

10. Graf viz Obrazek 3.6. m

Poznamka: graf funkce je lepsi kreslit pribézné. Vzdy, kdyz o funkci néco zjistime (naptiklad polohu lokalniho

maxima), je vhodné si tento fakt zakreslit do grafu, nebot’ tak ziskame lepsi predstavu o dané funkci jiz béhem urcovani

pribéhu funkce.
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Obr. 3.6. Graf funkce y = X —6x*+9x .



