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UVODEM

Tento text predstavuje studijni oporu pro studium vsech akreditovanych studijnich pro-
gramu v navazujicim magisterském studiu na Slezské univerzité, Obchodn¢ podnikatelské
fakulté v Karviné. Predmét Statistické zpracovani dat navazuje na predmét Statistika z ba-
kaléatského studia. V opofe je kladen diraz predev§im na uplatnéni statistickych metod pti
zpracovani ekonomickych dat v aplikovanych ekonomickych disciplinach, jako jsou
zejména marketing a management.

Samotny ucebni text je roz€lenén do 10 tematickych kapitol. Jednotlivé kapitoly jsou
ptiblizné stejn€ obsahove rozsahlé a obtizné. Takovy rozsah uc¢iva odpovidé klasické dvou-
hodinové pfednasce v prezencnim studiu na vysoké Skole ekonomického zaméteni. V pre-
zen¢nim studiu je ovSem na rozdil od kombinované formy studia pfedndska doplnéna se-
minafem, kde se probrana latka aplikuje na konkrétni Ciselné ptiklady, které se fesi az k po-
zadovanému vysledku pomoci pocitace.
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RYCHLY NAHLED STUDIJNi OPORY

Vysokoskolské studium v piipad¢ pfedmétu Statistické zpracovani dat vyzaduje enormni
usili studenta zamétené na pravidelnost a vytrvalost ve studiu i samostudiu, schopnost kon-
centrace na piedmét, aktivni pfistup spocivajici v samostatném feseni ptiklada. V tom vSem
by tato studijni opora m¢la studentim kombinované formy studia pomoci nahradit kvalitni
prezencni vyuku i ulohu ucebnic a skript. Studijni opora je k tomu ucelu vybavena urcitymi
nastroji, o jejichz funkcich byste méli byt informovani a mohli je tudiz Gceln€ vyuzivat ve
svlj prospech. Pro lepsi zvladnuti latky jsou vam v elektronické verzi kurzu Statistické
zpracovani dat k dispozici jesté dopliikové materialy v elektronické podob¢. Dalsimi pod-
purnymi zdroji ke studiu mohou byt klasické ucebnice a skripta a dalsi doporucena litera-
tura.

Ptedpokladem pro uspésné zvladnuti tohoto predmétu Statistické zpracovani dat je zvlad-
nuti bakalafského predmétu Statistika na SU OPF nebo odpovidajiciho zdkladniho baka-
latského kurzu Pravdépodobnosti — Statistiky, a to podle typu bakalaiského studia na né-
které VS v CR.

Obsahem kapitol 1 a 2 je analyza rozptylu - ANOVA, kapitoly 3 az 6 jsou v€novany re-
gresni analyze - jednoduché i vicerozmérné, zbyvajici kapitoly 7 az 10 se vénuji analyze
ekonomickych ¢asovych fad, ty jsou v ekonomickych disciplinach mimotadné vyznamné.

Ziskané védomosti vdm umozni snadngji pochopit a osvojit si praktické zasady analyzy
informaci, jimiz jsme vSichni dnes zahlceni a v nichZ je ndm urceno Zit.
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1 ANALYZA ROZPTYLU (ANOVA) — JEDEN FAKTOR

RYCHLY NAHLED KAPITOLY

Jednofaktorova metoda ANOVA, kterou prokazujeme zavislost hodnot znaka Y na fak-
toru X, pro n¢z jsou k dispozici pfislusna data, spociva v tom, ze celkovou variabilitu mé-
fenou souctem Ctvercti odchylek od celkového priiméru rozdélime na variabilitu uvnitf jed-
notlivych vybérl a na variabilitu mezi jednotlivymi vybéry. Cilem, k némuz smétujeme, je
bud’ ptijmout nulovou hypotézu o vzajemné nezavislosti Y na X, nebo ji zamitnout (na zvo-
lené hladin€ vyznamnosti). Jedna se tedy o bézny statisticky postup nazyvany testovani
statistickych hypotéz, zndmy ze zédkladniho kurzu statistiky. V ptipad¢ ptijeti nulové hypo-
tézy vyvozujeme nezdvislost hodnot Y na X, v opacném piipad¢ konstatujeme, ze Y na X
zavisi.

V této kapitole se naucite, jak tento test statistické hypotézy konkrétné€ provést: jak vy-
pocitat hodnotu testového kritéria a ptislusnou kritickou hodnotu a jak vyvodit z téchto
hodnot piislusny zavér tykajici se eventualni zavislosti nebo nezavislosti hodnot znaku Y
na faktoru X.

CILE KAPITOLY

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
e vypocitat hodnotu testového kritéria,
e najit ptislusnou kritickou hodnotu z tabulek Fisherova rozdéleni,

e zkonstruovat tabulku ANOVA,

e pifijmout nebo zamitnout nulovou hypotézu o nezavislosti hodnot znaku Y na
faktoru X.

CAS POTREBNY KE STUDIU

K prostudovani této kapitoly budete pottebovat asi 90 minut.
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KLICOVA SLOVA KAPITOLY

Analyza rozptylu, testové kritérium, kritickd hodnota, ANOVA tabulka.

Analyza rozptylu umoziuje ovétit vyznamnost rozdilu mezi vybérovymi pruméry veét-
Stho poctu ndhodnych vybérd, umoznuje posoudit vliv riznych faktorti na hospodarsky
proces charakterizovany kvantitativnim statistickym znakem. Zakladni myslenka analyzy
rozptylu spociva v rozkladu celkového rozptylu na dil¢i rozptyly piislusejici jednotlivym
vliviim, podle nichz jsou data roztfidéna. Kromé dil¢ich rozptyli je jednou slozkou celko-
vého rozptylu tzv. rezidudlni rozptyl, zptisobeny nepostizenymi vlivy. Podle poctu analy-
zovanych faktort rozlisujeme jednofaktorovou, dvoufaktorovou a vicefaktorovou analyzu
rozptylu. VSeobecné pouZzivané oznateni ANOVA je akronymem anglickych slov ,,ANa-
lysis Of VAriance* (doslovny pieklad: analyza rozptylu).

Klasickd ANOVA vychazi, jak uvidite, z pfedpokladu normality rozd€leni hodnot da-
ného faktoru. Pokud je takovy pfedpoklad neudrzitelny, 1ze pouzit analyzu rozptylu jiného
typu, konkrétn¢ Kruskal-Wallisovu verzi ANOVA. Jednofaktorovou ANOVA se zabyva
tato kapitola, vicefaktorova a Kruskal-Wallisova ANOVA je obsahem kapitoly nasledujici.

V tomto studijnim textu ptedpokladame, Ze ¢tenat ma k dispozici verzi Excel 2010,
eventualné vyssi. Pro zjednodusSeni prace je vhodné mit aktivovany dopliiky ,,Analyza dat*
a ,,Resitel* ve slozce ,,Data“ (viz Obrazek 1).

)

Data Revize Zobrazeni
Fipojeni Al E LF { % E_‘E — J'? gs‘{\o wﬂrﬂ v—ljg 1_']1 *= [y Analjza dat
Z|A ; === =l —_I9 -3 g L= Li= = = ?_; Resitel
i‘l Seradit Filtr 7 . . Text do Odebrat Ovéfeni Sloudit... Analyza seskupit... Oddélit... Souhrn
M2 Upresnit sloupcd... stejné  dat~ hypotéz - - -

eni Sefadit a filtrovat Datové nastroje Osnova = Analyza

Obrazek 1: Doplnék Analyza dat

V piipadé, ze tyto doplitky nejsou ve slozce ,,Data®, lehce je nainstalujete timto postu-
pem: ,, Tla¢itko Soubor“ — ,,Moznosti“ — ,,Dopliky* — ,,Pfejit...* a v dialogovém okné
zagkrtnout polozky ,,Analytické nastroje a ,,Resitel“ (viz Obrazek 2).



Analyza rozptylu (ANOVA) —JEDEN FAKTOR

[ Dopiriky (0 [

Dopliiky k dispozici:

- dlYOCKE NasTo]e
|| Analytické nastroje — VBA
I [‘_vléstroje pro ménu euro Storno
|| Resitel
Prochazet...
Automatizace...

Analytické nastroje

Obsahuje nastroje pro analyzu statistickych a
infFenyrskych dat.

Obrazek 2: Dopliiky

1.1 Nezavisly a zavisly faktor

Casto se vyskytuje situace, kdy mame k nezavislych nahodnych vybérii které obecné
nemusi pochazet z jednoho zdkladniho souboru, nebo jinak fe¢eno, nemusi byt stejného
typu, s rozsahy, tj. poéty prvkii n,,n,.,...,n, . Cislo k miize byt libovolné podle konkrétni
situace, napft. 2, 3, 4, ... Tyto rozsahy vybért rovnéZz nemusi byt stejné, v kazdém z nich
budiz zndm primér X; , a také rozptyl Siz, i =1,2,...k. V praktickych situacich obvykle
tyto vybéry vzniknou tak, ze zédkladni soubor rozdélime podle urcitého statistického znaku
X do k skupin, napt. vékovych, v kazdé z nich pak mame n; prvkd, i =1,2,... k. Znak X pak
oznacujeme jako nezavisly faktor, jehoz hodnoty pfedem stanovime, stanovime napf. vé-
kové skupiny takto: do 18 let, 19 az 29 let, 30 az 59 let, 60 a vice let, v tomto piikladu je k
=4. Hovotime proto ¢asto o faktoru kontrolovaném. Dalsi ptiklady faktora: velikost rodiny,
mésicni ptijem rodiny, velikost podniku, typ ekonomické ¢innosti, apod. Hodnotami fak-
toru X jsou obvykle kvalitativni (neliselné) velic¢iny, oznaCujeme je symbolicky
Xq s X5,y Xi - Tyto hodnoty mohou, ale nemuseji byt nutné vz4jemné usporadany.

Faktor X, jez nabyva k kvalitativnich hodnot, mtize, ale nemusi ovliviiovat hodnoty sta-
tistického znaku Y, o kterém predpokladame, Ze ma na rozdil od X kvantitativni (tedy Cisel-
nou) povahu.

Cilem ANOVA je prave prokazat, ze hodnoty kvalitativniho znaku X ovliviiuji hodnoty
kvantitativniho znaku Y- zavislého faktoru. Hodnoty znaku Y, které ptislusi hodnoté x;

faktoru X, oznaCujeme Vi, Yip,-- Yin - Pro analyzu rozptylu je vyhodné usporadat vychozi

udaje do prehledné tabulky, viz Tabulka 1.

10
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Tabulka 1: Schéma vychozi tabulky analyzy rozptylu pro jeden faktor

Cislo Zjisténé hodnoty sledovaného znaku | Polet prvka |Pramér |Rozptyl
vybéru
1 Vi Vigseeos YijreeoVin n fl 512
2 YoV VajreesVon, n, V2 522
i Vs Vi ¥, n, 7. 2
yll’yl2’ ’yUJ ’ym, i yl Si
k = 2
Vi Yoo Vigreor Vi, ny Vi Sy
Celkem n y s’

Princip metody ANOVA, kterou prokazujeme zavislost Y na X, spociva v tom, ze cel-
kovou variabilitu méfenou souctem ¢tverc odchylek od celkového primeéru rozdélime na
variabilitu uvnitt jednotlivych vybéri a na variabilitu mezi jednotlivymi vybéry.

1.2 Predpoklady analyzy rozptylu s jednim faktorem

Predpokladame, ze faktor X ma k Grovni (hodnot x;), s u¢inkem na znak Y, ktery lze
vyjadrit vztahem: g, = u+a;, 1=1,2,...K,
kde ; je pramér znaku Y v i-té skupiné (pfislusné k hodnoté faktoru x;),
4 je celkovy primér znaku Y,
a; je efekt hodnoty faktoru x; na znak Y.

Formulujeme nyni nulovou hypotézu Ho, Ze vSechny vybéry pochazeji ze stejné zakladni
populace (zakladniho souboru), jinak feceno, ze hodnoty faktoru X nemaji na hodnoty
znaku Y zadny efekt (vliv).

Budeme dale piedpokladat, ze hodnoty @; pochdzeji z normdalné rozdélené populace

s nulovou stiedni hodnotou a konstantnim rozptylem o°.

Formulujeme nulovou hypotézu: Ho : E(al) = E(az) =..= E(ak)= 0, proti alternativni

hypotéze, ze Ho neplati, ze alespon pro dvé polozky, napf. i a J, plati: Hi : E(oci) #E (a i )

Symbolem E(ai) oznacujeme stredni hodnotu ndhodné veli¢iny «; . Pfedpoklad kon-
stantniho rozptylu pro vSechny veli¢iny ¢; je podstatny, je ho mozno ovéfit statistickym
testem, a to bud’ tzv. Bartlettovym testem, s nimz se seznamite pozdéji. Normalitu rozd€leni
veli¢in «; lze taktéz ovéfit piisluSnym testem, napt. Chi-kvadrat testem dobré shody, zna-

mym ze zékladniho kurzu statistiky, viz Ramik (2003). V praxi obvykle ptfedpokladame

11



Analyza rozptylu (ANOVA) — JEDEN FAKTOR
(na podklad¢ vécné znalosti problému), ze zminéné dva predpoklady jsou automaticky spl-
nény a pii aplikaci ANOVA je jiz obvykle neovéiujeme.

Cilem, k némuz sméfujeme, je bud’ pFijmout nulovou hypotézu Ho, nebo Ho zamitnout
(na zvolené hladiné vyznamnosti). Jedna se tedy o bézny statisticky postup nazyvany tes-
tovani statistickych hypotéz, zndmy ze zékladniho kurzu statistiky, viz Ramik (2003). V pfi-
pad¢ piijeti nulové hypotézy vyvozujeme nezavislost hodnot faktoru Y na faktoru X, jinak
feCeno: faktor Y na faktoru X nezavisi. V opa¢ném ptipad¢ (pti zamitnuti Ho), konstatu-
jeme, Ze faktor Y na faktoru X zavisi, neboli faktor X ovliviiuje Y.

1.3 Postup pfi analyze rozptylu s jednim faktorem

Celkovou variabilitu znaku Y zmétime vybérovym rozptylem

Z;(yu - 7)2

n-1 . (1.1)

S2

V souvislosti s analyzou rozptylu se budeme zabyvat pouze Citatelem vyse uvedeného
zlomku, totiz soutem ctverct odchylek zjisténych hodnot yj; 0d celkového priméru Y,

pfi¢emz pramér vypocitame podle znamého vztahu: secteme vSechny hodnoty a vysledek

140
podélime jejich poctem, tedy Yy = N 2 Zyij .
i=1 j=1

Tento celkovy soucet ctvercii budeme oznaCovat symbolem S, , tj.
k n; )
Sy - Z (y i~y )
==l . (1.2)

Celkovému souctu ¢tverct piislusi pocet stupnd volnosti dfy =n — 1.

Variabilitu mezi skupinami budeme méfit meziskupinovym souctem ctvercii S, , ktery
definujeme nasledovné
X 2
Sym=2M(%-)
i1 ) (1.3

Meziskupinovému souctu ¢tvercu prislusi pocet stupii volnosti dfnm = k — 1.
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Variabilitu uvniti skupin oznacujeme jako vnitroskupinovou, nebo také rezidualni a po-
uzivame ptitom oznaCeni S, pfiCemz definujeme vnitroskupinovy (rezidudlni) soucet

Ctverc takto

nl

K
Sy,v:z (yij_yi)z

=1 j=l : (1.4)
Vnitroskupinovému souctu ¢tverct prislusi pocet stupiiti volnosti dfy = n —Kk.

Aritmetickymi tpravami vySe uvedenych vzorct Ize snadno dokazat zékladni vztah ana-
lyzy rozptylu, totiz, ze celkovy soucet ctvercii je roven sumé meziskupinového a vnitrosku-
pinového souctu ctvercit, Symbolicky:

Sy=S,,+S,, _ (1.5)
Pro ovéteni nulové hypotézy Ho pouzijeme statistiku:
Sym  Sym
k-1 _ df,
F = =
S,v S,,
n-—k dfv (1 6)

Ktera ma pfi platnosti nulové hypotézy Fisherovo rozdéleni FK =11 =K) Kritické hod-

noty Fisherova rozdéleni Fe (df‘ ) jsou tabelovany pro rizné hodnoty hladiny vyznam-
nosti o a rizné hodnoty parametrti (stupnti volnosti: degree of freedom) dfy a df, . Nékdy

k
se namisto kritickych hodnot tabeluji kvantily Fisherova rozdéleni Fia (dfl’df 2). Vztah
mezi kritickymi hodnotami a kvantily je jednoduchy:

F,(df,.df,) - FX,(df,.df,)

Napft. 5-ti procentni kritickd hodnota je rovna 95-ti procentnimu kvantilu pfi stejnych
hodnotach parametra df; a dfe.

Pro vypocet kritickych hodnot 1ze vyuzit Excelu. Postupuje se pfitom takto: v hlavnim
menu postupné vybirate: Vlozit — Funkce — Statistické — FINV(;df1 ; df2).

Postup testovani hypotézy Ho charakterizujeme nasledujicimi 3 kroky:

Krok 1. Zvolte hladinu vyznamnosti ¢, ktera predstavuje chybu 1. druhu, tj. pravdeé-

podobnost zamitnuti spravné hypotézy. Praktické hodnoty hladiny vyznamnosti « jsou: 0,1
, 0,05, 0,01, nebo-li v procentech: 10%, 5%, 1%.
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Krok 2. Vypoctéte hodnotu statistiky F podle vzorce (1.6), pfi¢emz pro hodnoty me-

ziskupinového souctu ¢tvercti S, ., a pro vypocet vnitroskupinového souctu ¢tverci S

y.m y.v
pouzijte vzorce (1.3) a (1.4). Vypocetné¢ vyhodnéjsi, napt. pro vypocet na kalkulacce, jsou

nasledujici vzorce:

5,=Y _nil % —i(inﬁyu}z

K
i1 )= nia = ’ (1.7)

i=1 j=1

k 1 k n 2
Sy,m = ;niyiz _H(ZZ yijJ

(1.8)

Kvypoctu S, lze vyuzit zékladniho vztahu (1.5) a pravé uvedenych vztahi (1.7)

a(1.8); S =S " Sym,
Krok 3.  Porovnejte hodnotu statistiky F vypo¢tené v Kroku 2 s kritickou hodnotou
F(e=1Ln- k). Vysledek tohoto porovnani mize byt dvoji:

. Plati F< Folk=Ln—k)

Potom se nulova hypotéza Ho prijima (nezamita) a tudiz se konstatuje, ze hodnoty fak-
toru X nemaji na hodnoty znaku Y statisticky vyznamny vliv (na zvolené hladin¢ vyznam-
nosti). Jinak feceno, faktor X je neucinny.

1. Plati F > Fulk=Ln=k)

Potom se nulova hypotéza Ho zamita, ptijima se hypotézu alternativni Hi, a tudiz se

konstatuje, ze hodnoty faktoru X maji na hodnoty znaku Y statisticky vyznamny vliv. Jinak
feceno, faktor X je wucinny.

Podafi-li se vySe uvedenym testem prokdzat, Ze hodnoty faktoru X maji na hodnoty
znaku Y statisticky vyznamny vliv, mohou nas zajimat dalsi informace o tom, které skupiny
se vyznamn¢ odlisuji od priméru, eventualné jak skupinové primeéry setadit, ptipadné za-
fadit do spole¢nych celkli. V krajnim ptipadé€ by se totiz mohlo stat, Ze vyznamnost rozdil-
nosti k skupin zpusobuje jedind skupina a ostatni skupiny se navzajem nelisi. Touto pro-
blematikou se zabyvaji metody tzv. simultanniho testovani, Z nichz nejznamé;jsi je metoda
Shaffeho. Vy se touto problematikou zde nezabyvat nebudete, zdjemce odkazujeme na li-
teraturu, viz napt. And¢l (2007).

Metoda analyzy rozptylu je zalozena na predpokladech shody rozptylt v jednotlivych k
skupinach. Pokud jsou ptedpoklady splnény, pak popsana metoda ANOVA poskytuje nej-
lepsi vysledky — je nejucinnéjsi. Neni-li tento piedpoklad splnén, pak pouziti vySe uvede-
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ného testu mtize poskytnout nespravny vysledek. V takovém ptipad¢ Ize pouzit jiné me-
tody, napt. Kruskal-Wallisova ANOVA, ktera pouziva Chi-kvadrat test, s niz se seznamite
Vv pfisti kapitole.

V Excelu jsou k dispozici funkce, které umoznuji fesit jednofaktorové i vicefaktorové
ulohy ANOVA. Naleznete je v hlavnim menu: Nastroje — Analyza dat - ANOVA: jeden
faktor.

1.4 Mira tésnosti zavislosti

Variabilita podminénych (skupinovych) primért y; kolem celkového priméru Y je
zpusobena zavislosti znaku Y na znaku X. Tuto variabilitu jsme vyjadfili meziskupinovym
souctem Ctvercl S, . Variabilita znaku Y uvnitt jednotlivych skupin — vyjadiena vnitros-

kupinovym (rezidualnim) souctem ¢tverci S, , je zplisobena jinymi (neuvazovanymi) ¢i-

niteli. Cim v&t3i je Sym, tim Vetsi je tésnost zdvislosti znakd X a Y. ProtoZe vSak jsou
jednotlivé soucty ¢tvercll vzajemné vazany vztahem (1.5), 1ze miru tésnosti zavislosti vy-
jadrit jako podil meziskupinového a celkového souctu ¢tvercii. Zavadime proto jako miru

t&snosti zavislosti znaku Y na znaku X pomér determinace P? takto:

y,m

P?=

S, (1.9)

Odmocninu z poméru determinace P nazyvame pomér korelace.

v

Pomér determinace nabyvé hodnot z intervalu [0,1]. Cim t&snéjsi je zavislost Y na X, tim
vice se hodnota poméru determinace blizi k 1, tim vice se také vnitroskupinovy soucet

r~r

¢tverct blizi k celkovému souctu ¢tverct, pri¢emz meziskupinovy soucet ¢tvercu se blizi k
nule. Naopak, ¢im vice se pomér determinace blizi k 0, tim menSi ¢ast z celkového souctu
Ctvercu tvoii meziskupinovy soucet ¢tvercl (na tkor vnitroskupinového), a tim mensi je
tésnost zavislosti znaku Y na X. Zpusob vypoctu determina¢niho a korela¢niho poméru si
procvicite na numerickych ptikladech. V Excelu bohuZzel funkce pro vypocet poméru de-

terminace nebo korelace chybi, musi se proto K vypoctu pouzit vzorce (1.9).

Uvédomte si viak, ze pomér determinace P? je nahodna veli¢ina (jakozto podil dvou
veli¢in — souctu ¢tverct, které jsou samy ndhodnymi veli¢inami), proto miize byt vysled-
kem kladné ¢islo 1 v ptipadé, Ze vysledkem ANOVA je fakt, ze zkoumany faktor neni sta-
tisticky vyznamny, neboli sledovana veli¢ina na faktoru nezavisi. V takovém piipadé by
logicky mélo platit, Ze pomér determinace P? je nulovy, tj. P? = 0. Tento zdanlivy rozpor
vysvétlujeme statistickym piistupem: testem statistické hypotézy. Nulova hypotéza  Ho:
P2 = 0. Jako testové kritérium se pouZije statistika F ze vzorce (1.6).
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Pokud plati F < F(k=1Ln- k), potom se nulova hypotéza Ho pfijima (a tudiz konsta-
tujeme, ze hodnoty faktoru X nemaji na hodnoty znaku Y statisticky vyznamny vliv na zvo-
lené hladin€ vyznamnosti) a pomér determinace (samoziejmé i pomér korelace) je roven
nule, jinak feceno, je statisticky nevyznamny.

V opacném ptipad¢ se nulova hypotéza zamita a pomér determinace je statisticky vy-
znamny. Hodnota poméru determinace i poméru korelace je nenulova. V tom piipadé ma
smysl hovotit o sile zavislosti veli¢iny Y na faktoru X.

1.5 Analyza rozptylu v programu GRETL

GRETL je volné dostupny produkt se zaméfenim na statistické metody, které podporuji
ekonometrické analyzy. Nazev je akronymem pro GNU Regression, Econometristic and
Time-series Library. Systém GRETL se da pouzivat dvéma zptisoby. Snaha tviirca systému
od zacatku smétovala k ptiblizeni ekonometrie Siroké vefejnosti a bylo vytvofeno grafické
uzivatelské rozhrani (GUI — Graphical User Interface), které je pro vétSinu béznych uziva-
telll ptijatelnéjsi. Po spusténi programu se objevi hlavni okno (Obrazek 3). V horni ¢asti je
hlavni menu a Vv dolni ¢asti se nachézi panel ndstrojii.

Bl ot Al TR ]

Mastroje Data Zobrazit Pfidat  Vybér Proménnd Model Napovéda
Mebyla nahréna Zadna data
ID# 4 Iméno proménné 4 Popisek bl

Soubor

mEFEOFE~EEL A aBE D

Obrazek 3: Hlavni okno programu GRETL

Po instalovani program obsahuje velky pocet datovych soubort, které se daji otevrit
Z hlavniho menu — Soubor — Otevrit data — Vzorovy soubor. Je zde mozno vybirat z data-
baze Ramanathan, Greene, Stock and Watson. Zalozka Data poskytuje velky prostor na
pfizplsobeni databaze podminkdm modelovani.

Na nasledujicim ptikladu si ukdzeme, jak se zadavaji data do programu GRETL. Ta-
bulka 2 uvadi, kolik dni po pfiletu trva adaptace na casovy posun (JETLAG). Na hladiné
vyznamnosti 5 % ovéfime, ma-li smér letu vliv na délku adaptace (zotaveni).
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Tabulka 2: Doba adaptace ve dnech

Smér Doba adaptace ve dnech
Zapad 2 1 3 3

Vychod 6 4 6 8
Stejny 1 0 1

Nulova hypotéza tvrdi, Ze doba adaptace nezavisi na casovém posunu. Alternativni hy-
potéza tvrdi, Ze doba adaptace zavisi na ¢asovém posunu.

V hlavnim menu vybereme novy soubor dat — pocet pozorovani=11. Struktura souboru
dat = prirezovd. Kvantitativni proménnou jsme pojmenovali doba a jednotlivé varianty
kvalitativniho znaku (smér) musi byt ptirozena ¢isla (1-zapad, 2-vychod, 3-stejny).

=

gretl: upravit data = | B S

4= off Il 4 smer, 11
doba srmer
1 2 1
2 1 1
3 3 1
4 3 1
5 6 2|
] 4 2
7 6 2
8 =3 2
=] 1 3
10 e 3

| [—

Obrazek 4: Zadavani hodnot do GRETLU

Dale vybereme posloupnost piikazt: Model — Dalsi linearni modely — ANOVA.

h gretl: specifikovat model o ==
g - S —

doba Zavisle proménna

smer Q doba

Mastavit jako vychozi
Cilovd proménna

i | smer

Elokovd proménna (nepovinne)

L= ]

| Mapovéda | | Wymazat | | Zrusit | | Budiz |

Obrazek 5: Analyza rozptylu v GRETLU — zadani

Zadani hodnot potvrdime tlacitkem Budiz a dostavame nasledujici vysledek.
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Bl o anova L e T— | ) ] |
FEERERE =R

Analyza rozptylu, reakce = doba, Uprava = smer:

Soudet &cvercld df Stfedni kvadri

Uprava 54,2197 2 27,109
Reziduum 11,4167 8 1,4270
Uplné 65,6364 10 6,5636
F(2, 8) = 27,1098 / 1,42708 = 18,9967 [p-hodnota 0,0008] |5
Uroveh n stfedni hodnota smé&r. odch.

1 4 2,25 0,95743

2 4 &6 1,6330

3 3 0,666667 0,57735

Primér primérd = 3,18182

Obrazek 6: Analyza rozptylu v GRETLU - vystup

Protoze p-hodnota = 0,0009 je mensi nez hladina vyznamnosti (0,05), nulovou hypotézu
zamitame. Muzeme tedy z 95 % tvrdit, ze doba adaptace zavisi na ¢asovém posunu. Tato
skute¢nost byla dokonce prokazana i na hladin€ vyznamnosti 0,01.

RESENA ULOHA 1.1

Na testovacim okruhu byla testovana primérnd spotieba tii automobili téZe tfidy riznych
vyrobcii Skoda, Renault a Fiat. Ridi¢ absolvoval s kazdym automobilem 5 testovacich
jizd. Tabulka ukazuje spotifebu benzinu na 100 kilometrt v jednotlivych jizdach.

Automobil Spotieba
Skoda | 747868 76]81
Renault | 6,7 | 7,2 | 83 | 71| 7,5
Fiat 6869 | 73|79 76

Na hladin¢ vyznamnosti &= 0,05 zjistéte, zda ma typ automobilu vliv na spotfebu benzinu.
V kladném ptipadé vypoctéte determinacni a korelacni pomér.

ReSeni:
Chceme zjistit zavislost znaku Y (primérna spotieba) na jediném znaku X (vyrobce auto-

mobilu). Provedeme proto jednofaktorovou analyzu rozptylu.

Faktor X ma tii hodnoty: x1 = Skoda, X2 = Renault, x3 = Fiat, tzn. k = 3, s poéty hodnot n; =
N2 = n3 = 5 Vv kazdé z nich budeme testovat nulovou hypotézu

Ho: E(an) = E(a) = E(e2) =0, tj. primérna spotieba je u viech vozidel stejna.
Alternativni hypotéza Hi je negaci nulové hypotézy.

Nejprve vypocitame podminéné priméry V,, Y,, v,
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5
PR
= -1 :7,4+7,8+...+8,1:7’54
5 5
3
Yaj
= i1 :6'7+7’2+"'+7’5=7,36
5 5
5
_ ;y” 6,8+69+...+7,6
Y = = =73
5 5
a celkovy primeér znaku Y

7.4+ 78+..+7,6 3
15 B

74.

_ Zyij
y =
n
Dale vypocitdme pomoci vztaht (1.2), (1.3), popt. (1.7), (1.8) soucty Sy a Sym.

3 5
S, =220 =9 =(T4-74)° +(18-T4) +..+B,1-74)" +
i=1 j=1

+(6,7-74) +(72-74)"+.. +(7.5-74)* +
+(68-74)+. . +(7,6-74)* =34
3
Sy = Zln (v =3 =53, =9 +5(7, —7)’ +5(7; - §)° =
=5(7,54—74)* +5(7,36 - 7,4)* +5(7,3—7,4)* =0,16.
Soucet Sym ma Kk - 1 stupnd volnosti, v naSem ptipadé¢ dfn=3-1 =2.

Pomoci souctli Sy a Sym dopocitdme soucet Syv, nebot’ Sy = Syy + Sym.
Proto Syv = Sy - Sym = 3,4 — 0,16 = 3,24

Soucet Syv ma n — k stupnii volnosti, proto dfy = 15 -3 = 12.

Testové kritérium F vypocitame podle vztahu (1.6):

S, 016
_k-1_ 2 _
F= SW ——3’24—0,296.
n—-k 12

Pro stanoveni kritického oboru C najdeme Vv tabulkach kritickych hodnot
Fa(k — 1, n — K) kritickou hodnotu Foos(2, 12) = 3,89 (ovéite v Excelu pomoci funkce
FINV). Kriticky obor je proto interval od 3,89 do nekonecna, tj. C = (389,+) .Ziejmé plati
0,296 < 3,89, tzn. F ¢ C, proto nulovou hypotézu Ho pfijimame.

Znamena to, ze faktor X-vyrobce automobilu je neti€¢inny nebo-li, ze primérna spo-
tteba benzinu neni statisticky vyznamné ovlivnéna vyrobcem automobilu. Pomér determi-
nace i korelace je tedy 0.
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RESENA ULOHA 1.2

Rozhodnéte, zda velikost vynost petrzele (faktor Y) zavisi na pouzitém druhu hnojiva (fak-
tor X). Pokud zavisi, pak pomoci determina¢niho poméru zjistéte tésnost této zavislosti.
Data jsou uvedena v nasledujici tabulce, pouzijte hladinu vyznamnosti 0,05.

Hnojivo Vynosy (1kg/10 m?)
A 40 42 45 40 44 a7
B 76 75 82 68
C 60 58 62 64 70

Reseni:
U tohoto prikladu si ukdazeme feseni s pomoci Excelu. Nejprve vsak ptiklad vyresime kla-
sickym postupem.
K vypoctu hodnot souctt ¢tvercti Sym a Sy, potfebujeme znat celkovy praimér y a podmi-
néné priméry 3,7, 7.
6
2V
1 40+42+...+47
n 6
Y, =75,25;y, =628,

43,

y, =

i=1

n 15

3
zniyi
_ 43-6+75,25-4+62,8-5 _582.

V=
Nyni jiz mizeme vypocitat soucty Sym a Sy, podle vztahti (1.2), (1.3)

S, :Z(yij ~¥)? =(40-58,2)* +...+(47-58,2)" +
i

+(76-58,2)* +...+(68-58,2)% +
+(60-58,2)% +...+(70-58,2)> = 2878,4.

3
S, = Y0 (7, - Y)? = 6(43-58,2)% +4(75,25 - 58,2)% + 5(62,8 - 58,2)” = 2654,85.
i=1

Sym 2654,85
, e _ k-1 _ 2 _
Hodnota testového kritéria je F = SW = 28784265485 71,26.
n—k 12

Kriticka hodnota je Fos(2, 12) = 3,89 a je mnohem mensi neZ hodnota testového kritéria
F. Proto nulovou hypotézu zamitdme a konstatujeme, faktor hnojiva vyznamné ovliviiuje
hodnoty vynost petrzele.
Hodnotu determina¢niho poméru P? zjistime dosazenim hodnot Sym a Sy do vztahu (1.9).
p2 _ 2654,85 0,92,
2878,4

Hodnoty determina¢niho poméru blizké 1 svéd¢i o vysoké zavislosti faktoru Y na faktoru
X. Hodnota 0,92 proto znamena, ze zavislost vynost petrZele na pouzitém druhu hnojiva je
vysoka.
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ReSeni pomoci Excelu:

Nejprve je zapotiebi pfipravit v Excelu data. Jednotlivé hodnoty yij pro faktoru Y pro hod-
notu x; faktoru X usporadame do fadki, podobné jako v tabulce v zadani. V prvnim sloupci
umistime kvuli lep$i orientaci nazev hodnoty faktoru (popisky) Xi, v tomto pfipad¢é nazev
hnojiva: A, B, C. Data ve worksheetu Excelu vypadaji tedy naptiklad takto:

A B © D E F G H
1|A 40 42 45 40 44 a7
2 |B 76 75 82 68
3|C 60 58 62 64 70
4

Data je mozné usporadat také do sloupcti, pfitom do prvniho fadku umistime nazvy
hodnot faktoru X (popisky). To je vyhodné zejména u velkého mnozstvi dat, tj. pro velkou
hodnotu poctu dat n.

Dale otevieme v hlavnim menu postupné polozky:

Data — Analyza dat... - ANOVA: jeden faktor

Pokud se tam polozka Analyza dat nevyskytuje je ji zapotiebi doinstalovat (viz zaca-
tek této kapitoly).

Zvolite-1i pak prvni polozku ANOVA: jeden faktor, otevie se zadavaci okno, kde
postupn¢ zadate:

Vstupni oblast: $A$1:$G$3

Sdruzit: zakliknete tlagitko Radky (je mozné uspoiadat data do sloupcti, pak oviem
zakliknete tla¢itko Sloupce

Popisky v prvnim sloupci — zakliknete

Alfa: 0,05 (hladina vyznamnosti je pfedvolena, lze ji vSak zménit)

Vystupni oblast: $A$5 (levy horni roh vystupni oblasti)

Potvrdite OK
oy ey - Seditl - Microsoft Excel - = x
= . L ) - PR JEp—
— Du Vlm Rozlozﬁlstranky Ve Rwe Zob@em I\u"r L7/
By @ ED} 3] E ]_7 o E E"E =4 > _-Epfknalyza dat
T —— i Py Beditel
NE'EI’St Aktualizovat _ ii Sefadit Filtr . Text do  Odebrat . . Osnova
externi data ~ vie~ - || sloupch.. stejné =P i
Ffipojeni Sefadit a filtrovat Datové nastroje Analjza
Ka - £ |
A B c D E F G H 1 .
1 A 40 42 45 40 44 47
2 B 76 75 82 3
3 |C 60 58 62 64 0
a
5 Anova: jeden faktor
(]
7 |Faktor
2 Vybér Pocet Soucet Primér Rozptyl
2 A 6 258 a3 8 =
10 |B 4 301 75,25 32,91667
11 |C 5 314 62,8 21,2
12
13
14 ANOWVA
15 roj variabil 55 Rozdil MS F Hodnota P F krit
16 |MezivybE 2654,85 2 1327425 71,2552 2,19E-07 3,885294
17 |viechny v 223,55 12 18,62917 =
18
19 |Celkem 28784 14 5
14 4 b M| Listl List2 - List3 ¥ Il I ] 0
Pfipraven | 3 [EEEETE o )
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V prvni tabulce s ndzvem Faktor jsou uvedeny zakladni statistick¢ idaje o datech:
Pocet, Soucet, Primér a Rozptyl.

Ve druhé tabulce nazvané ANOVA jsou uvedeny vypocéty metodou ANOVA, jed-
notlivé polozky maji nasledujici vyznam:

Mezi vybéry = meziskupinovy

Vsechny vybéry = vnitroskupinovy

Celkem = celkovy

SS = Soucet ¢tverci (Sum of Squares)

Rozdil = stupen volnosti (DF — Degree of Freedom)

MS = Praimér ¢tvercti (Mean Square)

F = testové kritérium = 71,25

Hodnota P = Signifikance (p-hodnota) = 0,000000219 < 0,05 = «

F krit = kriticka hodnota rozdéleni F = 3,89
Hodnoty ziskané fesenim v Excelu jsou stejné jako pfi pouziti ,,ru¢niho® vypoctu, proto i
zaveéry jsou stejné. V Excelu mame navic vypoctenu p-hodnotu testu (tzv. signifikanci),
ktera, pokud je mensi nez zvolend hladina vyznamnosti ¢, znamenad, ze nulovou hypotézu
zamitame. V opacném piipad¢ nulovou hypotézu nezamitame (piijimame).

SHRNUTI KAPITOLY

Formalné vzato je ANOVA, at’ jednofaktorova nebo vicefaktorova, testem statistické
hypotézy, s nimZ jste se seznamili v zakladnim kurzu statistiky. Cilem ANOVA je proka-
zat, Ze hodnoty kvalitativniho znaku X ovliviiuji hodnoty kvantitativniho znaku Y- zavis-
1€ho faktoru. Princip metody ANOVA, kterou prokazujeme zavislost Y na X, spociva v tom,
ze celkovou variabilitu méfenou souctem ¢tverct odchylek od celkového priiméru rozdé-
lime na variabilitu uvnitf jednotlivych vybéra a na variabilitu mezi jednotlivymi vybéry.

1.6 Samostatné ukoly

1.1 Pan Novak mize jet do zaméstnani étyfmi riznymi trasami. Ctyfikrat projel jednotlivé
trasy a zaznamenal si dobu, po kterou jel do zaméstnani. Na hladin€ vyznamnosti & = 0,01
zjistéte, zda zalezi na tom, kterou trasou pojede.
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1.2 Ucitel fyziky zkoumal, jaky vliv ma druh zkuSebniho testu na jeho tspésnost. Vytvofil
tii typy stejné obtiznych testd a ndhodné je rozdal mezi studenty ve tfidé. Tabulka uvadi
bodové zisky studentt v jednotlivych testech. Na hladin¢ vyznamnosti « = 0,05 zjistéte,
zda ma typ testu vliv na Gspésnost studentt.

Typ testu
T1 T2 T3
75 72 64
90 78 78
70 94 70
90 78 90
85 50

1.3 Ve vepfting zjistovali, jestli vahové prirtstky vepit zavisi na pouzitém druhu krmiva,
¢inikoli. Na hlading vyznamnosti «= 0,05 rozhodnéte, zda jsou vahové prirtistky pro rtizna
krmiva rizné, eventudln¢ zjistéte, ktery druh krmiva ddva nejmensi vahové pfirtstky.

Krmivo
A B C
215 19,9 23,7
22,8 24,3 22,5
26,3 20,1 20,6
24,2 20,9 21,4
25,6 21,1
28,1

1.4 Vyroba soucastek mliZze v podniku probihat na jednom ze ¢tyft rozdilnych stroji. I kdyz
kazdy stroj provadi stejné operace, ma kazdy sva specifika. Na hladiné vyznamnosti « =
0,01 testujte hypotézu o tom, Ze pocet vyrobenych soucastek neni ovlivnén volbou stroje.

Stroj
A B C D
93 108 123 133
98 153 143 163
80 123 150 168
88 158 165 145
60 143 140 130

1.5 Skolsky ufad Karvina cht&l srovnat troven znalosti maturantii gymnézii okresu Kar-
vina. Za timto Ucelem byl vytvoren test zahrnujici otazky ze vSech oblasti uc¢iva a zadan
ndhodn¢ vybranym studentt jednotlivych Skol. Bodové vysledky studentl jsou uvedeny
V nasledujici tabulce.
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Gymnazium | Gymnazium |Gymnazium|Gymnazium| Gymnazium
Karvina | Cesky T&in | Bohumin | Orlova Havifov
79 62 74 73 86
86 54 81 67 52
49 88 64 59 61

72 76

@ 1.7 Reseni ukold, vysledky

1.1 F=1,0 Fkrit=5,95 p-hodnota = 0,43 — Ho piijimame (doba nezavisi na trase).
1.2 F=1,43 Fkrit = 3,98 p-hodnota = 0,28 — Ho ptijimame (typ testu nema vliv na tspéch).
1.3 F=4,7 Fkrit=3,89 p-hodnota = 0,03 — Ho zamitame (krmivo ma vliv, nejvice A).

1.4 F =15,02 F krit = 5,29 p-hodnota = 0,000 — Ho zamitame (typ stroje ma vliv).

Na hladin€ vyznamnosti o= 0,05 zjistéte, je-li primérna troven maturantt jednotlivych
skol stejna.
Jak ovlivni vysledek prizkumu zména hladiny vyznamnosti na 0,01?

1.5a) F=0,12 F krit = 3,26 p-hodnota = 0,97 — Ho pfijimame ($kola nema vliv).
b) F=0,12 F krit=5,41 p-hodnota = 0,97 — Ho piijimame (Skola nema vliv).
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2 ANALYZA ROZPTYLU (ANOVA) — DVA A VICE FAKTORU

RYCHLY NAHLED KAPITOLY

Jednofaktorova metoda ANOVA, kterou prokazujeme zavislost znaka (faktorid) Y na X,
pro néz jsou k dispozici ptislusna data, spociva v tom, Ze celkovou variabilitu méfenou
souctem ctvercii odchylek od celkového priméru rozdélime na variabilitu uvnitt jednotli-
vych vybérii a na variabilitu mezi jednotlivymi vybéry. Cilem, k némuz sméfujeme nyni,
je situace, kdy budeme uvazovat, ze se kromé tfidéni do skupin vyskytuji dalsi faktory,
fikame jim bloky, podle nichz vysledky (tj. hodnoty znaku Y) rovnéz tfidime.

CILE KAPITOLY

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
pomoci Excelu vypocitat analyzu rozptylu se dvéma faktory,
pomoci GRETLU vypo¢itat analyzu rozptylu se dvéma faktory,

pouzit Kruskal-Wallisovu verzi analyzy rozptylu.

CAS POTREBNY KE STUDIU

K prostudovani této kapitoly budete pottebovat asi 90 minut.

KLICOVA SLOVA KAPITOLY

Analyza rozptylu se dvéma faktory, Kruskal-Wallisova ANOVA.

2.1 Analyza rozptylu se dvéma faktory

ANOVA vychézi z ptfedpokladu normality rozdéleni hodnot uvazovanych faktort. Po-
kud U analyzy rozptylu s jednim faktorem jste uvazovali vysledky tfidéné podle jistého
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kvalitativniho znaku X do nékolika (konkrétné€ do K) skupin o rozsazich n,,n,,...,n, . Proto
VvV tomto piipadé hovotime také o ANOVA pfi jednoduchém tfidéni, neboli tfidéni podle
jednoho faktoru. V této kapitole budeme uvazovat situaci, kdy se kromé tfidéni do skupin,
vyskytuji dalsi faktory, fikame jim bloky, podle nichZ vysledky (tj. hodnoty znaku Y) rov-
n¢z tiidime. Prehledna situace vznika, kdyz kromé prvniho faktoru uvazujeme jesté faktor
druhy, fikame pak, Ze je tfidime do blokii a v takovém pfipad¢€ se jedna o dvoufaktorovou
ANOVA. Formaln¢ vzato je ANOVA, at’ jednofaktorova, dvoufaktorova nebo vicefakto-
rova, parametrickym testem statistické hypotézy, s nimz jste se seznamili v zakladnim
kurzu statistiky. Tato tzv. klasicka je takovy pfedpoklad neudrzitelny, lze pouzit jiného
typu ANOVA, tedy neparametrického testu statistické hypotézy (tento pojem si piipomerite
ze zakladniho kurzu statistiky). Konkrétné se v této kapitole seznamite s Kruskal-Walliso-
vou verzi ANOVA, ktera vyuziva Chi-kvadrat test statistické hypotézy.

U analyzy rozptylu s jednim faktorem jsme uvazovali vysledky tfidéné podle jistého
kvalitativniho znaku X do nékolika (konkrétné do k) skupin o rozsazich n,,n,,...,.n,.

V tomto odstavci budeme uvazovat situaci, kdy se kromé tfidéni do skupin, vyskytuje dalsi
faktor, podle néhoz vysledky (tj. hodnoty znaku Y) rovnéz tiidime, fikame, Ze je tfidime do
blokii. Zacneme vyklad piikladem znamym jiz z ptedchozi kapitoly.

Priklad 1. Testovacimi jizdami na zkuSebnim okruhu se zjist'uje praimérna spotieba pa-
liva automobilu Octavia pfi pouziti benzinu od riznych vyrobct (napt. Aral, Shell, Ben-
zina, Slovnaft). VSechny testy provede jeden fidi¢, kdyZ s kazdym druhem benzinu usku-
te¢ni nékolik testovacich jizd, a to tak, ze pro kazdou znacku benzinu uskutecni jiny pocet
Jizd. Zjisténé vysledky testt, tj. zmé&fené primérné spotieby na 100 km, podrobime jedno-
faktorové analyze rozptylu, kterda ndm umozni zjistit, zda znacka (tj. vyrobce) pouZzitého
benzinu ma vliv na primérnou spotiebu automobilu.

Priklad 2. Nyni budeme uvaZzovat podobnou situaci, kdy vysledky testii byly ziskany
riznymi fidi¢i (napt. A, B, C, D, E, F), a to tak, ze kazdy tidi¢ uskutec¢nil jednu testovaci
jizdu s kazdou znackou benzinu. Vysledky testd proto budeme ¢lenit nejen podle znacky
benzinu - do skupin (1. faktor), ale také podle testovacich tidi¢t - do bloku (2. faktor).
Podle ptedpokladi je nyni pocet vysledka ve vSech skupinéch stejny a je roven poctu fidict
(kazdy tidic€ jel s jednou znackou benzinu jedenkrat). Zjisténé vysledky podrobime dvou-
faktorové analyze rozptylu, kterd umozni jednak zjistit, zda znacka (tj. vyrobce) pouzitého
benzinu ma vliv na primérnou spotiebu automobilu, jednak zjistit, zda rizni fidi¢i maji
vliv na tuto spotiebu.

Priklad 3. Nyni budeme uvazovat stejnou situaci jako v ptikladu 2, pfitom vysledky
testd byly ziskany riznymi fidici (napt. A, B, C, D, E, F), a to tak, Ze kazdy fidi¢ uskutecnil
tf1 testovaci jizdy s kazdou znackou benzinu. Zjisténé vysledky podrobime dvoufaktorové
analyze rozptylu s opakovanim, ktera umozni jednak zjistit, zda znacka (tj. vyrobce) pou-
zitého benzinu ma vliv na primérnou spotiebu automobilu, jednak zjistit, zda rtizni fidici
maji vliv na tuto spotiebu.
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Na konci této kapitoly budou vSechny tii ptiklady podrobn¢ analyzovany na konkrétnich
¢iselnych datech. Nyni budeme postupovat ve vykladu s obecnymi daty, nejprve pro piipad
popsany v prikladu 2. Takova data, podobné¢ jako u jednofaktorové analyzy rozptylu, uspo-
fadame do piehledné Tabulky 3.

Tabulka 3: Schéma vychozi tabulky analyzy rozptylu pro dva faktory

Hodnoty §Iedovanéh0 znaku
Cislo bloku
Cislo 10 2| .0 j | .. | r | Pramér
skupiny skupiny
1 Y11 Y12 e ylj e Vir )_;1.
2 Y21 Y22 y2j Yor _)_;2.
i Vi1 Yi2 yij Yir -)_;io
k Y1 Y2 - Yii " Yir J_}ko
Prumér Yu | Vo . )7.] - V., y
bloku

V Tabulce 3 zna¢ime symbolem ;. primér v i-té skuping, symbolem Y.; oznacujeme

prumér hodnot v j-tém bloku, symbolem Yy znaéime celkovy prumér.

Celkovy soucet ctvercii (celkovou variabilitu) oznaujeme stejné, jako v (1.2), tedy:

S, :ii(yy _)7)2

==l . (2.1)
Variabilitu mezi skupinami budeme méfit meziskupinovym souctem ctvercii S, ktery
definujeme nésledovné:
k
_ _\2
Sy,m ZFZ(yio _y)
i=1 (2.2)

Meziskupinovému souctu ¢tverct prislusi pocet stupiii volnosti dfm =k — 1.
Variabilitu mezi bloky budeme méfit meziblokovym souctem ctvercit S, ktery definu-

jeme nasledovne:
Syp = kZ()_/._, _37)2
j=1

: (2.3)
Meziskupinovému souctu ¢tverct prislusi pocet stupiii volnosti dfy = r —1.
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Variabilitu uvniti skupin oznacujeme jako vnitroskupinovou, nebo také rezidualni a pouzi-
vame pfitom oznaceni S, pficemz definujeme vnitroskupinovy (rezidudlni) soucet

Ctvercu takto
L 2
Sy,v:z (yi/_J_’i-_)_’-j+J_’)
= . (2.4)

Vnitroskupinovému souctu ¢tvercl prislusi pocet stupiii volnosti dfy = (k— 1)(r — 1).

M-

Aritmetickymi Gpravami vySe uvedenych vzorct lze dokazat totiz, ze celkovy soucet
Ctvercu je roven sumé meziskupinového, vnitroskupinového a blokového souctu ctvercil,
symbolicky

S, =S8, *+ S0y Sus (2.5)

Tento vztah se nazyva zakladni vztah dvoufaktorové analyzy rozptylu.

2.2 Predpoklady analyzy rozptylu se dvéma faktory

Piedpokladame, ze faktor X1 ma k urovni, faktor X2 ma r tirovni s efektem na znak Y,
ktery lze vyjadfit vztahem
y=p+o, +p, =12,k j=12..r, (2.6)
kde 4 je pramér znaku Y V i-t¢ skupin€ a j-tém bloku, x je celkovy primér znaku Y,
a, je efekt hodnoty faktoru X1na znak Y, g, je efekt hodnoty faktoru Xz na znak Y.

V modelu (2.6) nejprve predpokladame, ze efekty obou faktori na znak Y jsou aditivni
a vzajemné nezavisle, tj. bez vzajemnych interakci. Tento prfedpoklad nam umozni oddé¢lit
od sebe hypotézy o efektech jednotlivych faktori.

Formulujeme nejprve nulovou hypotézu, ze vSechny skupiny pochazeji ze stejné za-
kladni populace (zékladniho souboru), jinak feceno, ze hodnoty faktoru X1 nemaji na hod-
noty znaku Y zadny efekt (vliv). Budeme tedy v nulové hypotéze predpokladat, ze «, po-

chazeji z normalné rozdeélené populace s nulovou stredni hodnotou a konstantnim rozpty-

lem &2

Formulujeme nulovou hypotézu Ho : E(e,)=E(a,)=...= E(a, )= 0, proti alternativni

hypotéze, 7¢ Ho neplati, Ze alespoii pro dvé hodnoty, napf. i aj, plati: H1 : E(a,)= Ele, ).

Cilem, k némuz smétujeme, je prijmout nulovou hypotézu Ho, eventualné Ho zamitnout
(na zvolené hladiné vyznamnosti). Pro ovéteni nulové hypotézy Ho pouzijeme statistiku:
S

y.m

F = % 2.7)

y.v

(k—=1)(r-12)
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ktera ma pii platnosti nulové hypotézy Fisherovo rozdeéleni F(k—1,(k-1)(r —-1)). Kritické
hodnoty lze nalézt v tabulkach, nebo 1ze vyuzit funkce z Excelu: FINV(a;k — 1;(k — 1)(r —
1)).

Dale formulujeme nulovou hypotézu, Ze vSechny bloky pochazeji ze stejné zakladni po-
pulace (zékladniho souboru), jinak feceno, Ze hodnoty faktoru Xz nemaji na hodnoty znaku
Y Zadny efekt. Budeme tedy v nulové hypotéze predpokladat, ze g, pochazeji z normalné

rozdélené populace s nulovou stiedni hodnotou a konstantnim rozptylem o°.
Formulujeme nulovou hypotézu Ho" : E(S,)=...= E(S.) =0, proti alternativni hypo-

téze, ze Ho  neplati, Ze alesponl pro dv€ hodnoty, napt. i' #i"”, plati Hi" : E(B. )= E(S.) .
Pro ovéteni nulové hypotézy Ho” pouzijeme statistiku:

[EEN

F=—1—1 (2.8)
y.v

(k-D(r-1)
ktera ma pfii platnosti nulové hypotézy Fisherovo rozdéleni F(r —1,(k —1)(r —1)).

Zasadni rozdil mezi dvoufaktorovou a jednofaktorovou analyzou rozptylu spociva
Vtom, Ze u jednofaktorové ANOVA neuvazujeme pisobeni dal§iho faktoru, zatimco
u dvoufaktorové ANOVA tak ¢inime. Tento rozdil je vyjadien ve vypoctu testového krité-
ria (2.7) a (2.8), kde se ve jmenovateli zlomku vyskytuje ¢len (k — 1)(r — 1). Kdybychom
na stejnou situaci aplikovali pouze jednofaktorovou ANOVA, pak by ve vypoctu hodnoty
testového kritéria podle vztahu (1.6) byl na stejném misté ¢len (n — k) nebo ¢len (n —r),

Mrve

rozdilné vysledky ziskané jednofaktorovou nebo dvoufaktorovou ANOVA!

RESENA ULOHA 2.1

Testovacimi jizdami na zkuSebnim okruhu se zjistuje primérnd spotieba benzinu Natural
95 automobilu Octavia pti pouziti benzinu od raznych vyrobct (Aral, Shell, Benzina, Slov-
naft). Bylo vybrano 6 fidict A, B, C, D, E, F, z nichz kazdy absolvoval s kazdym typem
benzinu jednu zkuSebni jizdu. Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte, je-1i primérna spo-
tieba paliva zavisla na typu pouzitého benzinu a na tom, ktery fidi¢ s vozem jel.

Ridi¢i
Znacka benzinu A B C D E F
Aral 75 6,9 7.9 7.3 6,9 7.8
Shell 7,6 7,2 7,5 8,0 7,3 8,2
Benzina 7,2 8,1 7,8 7,6 7,8 6,9
Slovnaft 7,0 7,3 7,2 7,5 8,2 7,7
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ReSeni:

Mate za kol prozkoumat zavislost priimérné spotieby (znak Y) na typu pouzitého benzinu
(znak X1) a na fidi¢i (znak X2), ktery s vozem jel. Znak X1 ma k = 4 skupiny, znak X, ma
I = 6 blokd.

Pro faktor X1 formulujeme nulovou hypotézu:
Ho: E(a1)=E(2)=E(as)=E(a), (2.9)
proti Hai: neplati (2.9), tj. primérna spotieba zavisi na pouzitém druhu benzinu.

Pro faktor X, formulujeme nulovou hypotézu

H,: E(B)=E(B)=...=E(f%), (2.10)
proti alternativni hypotéze H  : neplati (2.10), tj. primérna spotieba benzinu zavisi na fidiéi,
ktery s vozem jel.

Pro ovéfeni téchto hypotéz, tj. pro vypocet testovych kritérii, musime znat hodnotu soucti
Sym, Syv @ Sy. Nejdfive vypo¢itime podminéné priméry y, ,i=1,2,3,4,y,,j=1,2, ...,

6 a také celkovy primér y .

- _15+69+...+78

A 5 =17,38,
dalsi praiméry y, ,y; .y, Vypocitdme analogicky, viz Tabulka 4.
y. = 7,5+7,64+ 7,2+7 _733,

dalsi priméry y,,..., ¥, vypo€itdme analogicky. Celkovy primér je
o 15+69+...+7/7
24
Hodnoty vSech pruméri jsou uvedeny v tabulce. Nyni Ize ptistoupit k vypoctu jednotlivych
souctu:

4
S, =r>(J, —y) =6:[(7.38-75) +...+(7,48- 7,57 |=0,21.
i=1

=7,50.

S, = |<ZG:(37_j ~yf =4.[733-75F +...+(7.38-7.57]=0,35.
=

Potfebujeme znat 1 hodnotu souctu Sy, Z praktického hlediska je vS§ak vyhodné&jsi vypocitat
hodnotu souctu Sy. Soucet Syy pak snadno dopocitame, nebot’ Sy = Sy m+Sy,v+Syp.

4 6
S, =3>(y,,-vf =(75-75/+(69-75f +...+(7.8-75/ +
i=1 j=1
+(76-75+...+(82-75) +...+(7,7-75f =3,79.
Potom vypocitdme Syv= Sy — Sym — Syp = 3,79 -0,21 - 0,36 = 3,22.

Pro ovéteni hypotézy Ho ur¢ime testové kritérium F1
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S,m 0,21
_ k-1 _ 3 _
Fi= S T 322 0,32

V tabulce kritickych hodnot F-rozdéleni nebo pomoci Excelu najdeme Foos5(3,15) =
FINV(0,05; 3,15) = 3,29.

Protoze 0,32 < 3,29, ptijimame Ho, coZ znamena, Ze pouzita znacka benzinu nema na prt-
mérnou spotiebu vliv.

Pro ovéfeni hypotézy H, urCime testové kritérium F2

Syo 0,36
__r-1 _ 5 _
F,= S =595 =033
(k-1)Nr-1) 35

V tabulce kritickych hodnot F-rozdéleni nebo pomoci Excelu najdeme Fops(5,15) =
FINV(0,05; 5,15) = 2,9.

Protoze 0,33 < 2.9, pfijimame i hypotézu H,, tzn., Ze ani volba fidi¢e nema na primérnou
spotfebu statisticky vyznamny vliv.

Na rozdil od jednofaktorové ANOVA jsme zde v obou situacich uvazovali soucasné pliso-
beni dvou faktoru!

Tabulka 4: Podminéné praméry

Ridici
Zn. benzinu A B C D E F Prumeéry
Aral 7,5 69 | 79| 73 69| 78 7,38
Shell 7,6 72 175|180 |73 82 7,63
Benzina 7,2 81|78 ] 76 | 78] 69 7,57
Slovnaft 7,0 737275 (82|77 7,48
Priméry 733 |738| 76| 76 |755]7,65 7,50

Nakonec si jesté ukdzeme feSeni pomoci Excelu. VyuZijeme pfitom funkci menu:
Nastroje — Analyza dat... - ANOVA: dva faktory bez opakovani

Nejprve je zapotiebi ptipravit v Excelu data. Jednotlivé hodnoty yij; pro faktoru Y pro
hodnoty faktori X1 = benzin a Xz = fidi¢ uspotradame do fadkl a sloupcti, podobné jako
v tabulce v zadani. Data ve worksheetu Excelu vypadaji tedy naptiklad takto:

A B C D E F G | |
1 Jbenzin/fidi¢ A B C D E F
2 |Aral 7,5 6,9 7,9 7,3 6,9 7,8
3 [Shell 7,6 7,2 7,5 8 7,3 8,2
4 |Benzina 7,2 8,1 7,8 7,6 7,8 6,9
5 |Slovnaft 7 7,3 7,2 7,5 8,2 7,7
6

Déle otevieme v hlavnim menu postupné polozky:
Data — Analyza dat... - ANOVA :dva faktory bez opakovani
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Po volbé tteti polozky ANOVA: dva faktory bez opakovani, se otevie zaddvaci okno:
Vstupni oblast: $A$1:$G$5
Popisky — zakliknete
Alfa: 0,05 (hladina vyznamnosti je pfedvolena, lze ji vSak zménit). Potvrdite OK.

Anova: dva faktory bez opakovani

Faktor Pocet Soucet  Primér  Rozptyl
Aral 6 44,3 7,383333 0,185667
Shell 6 45,8 7,633333 0,154667
Benzina 6 45,4 7,566667 0,194667
Slovnaft 6 44,9 7,483333 0,181667
A 4 29,3 7,325 0,075833
B 4 29,5 7,375 0,2625
C 4 30,4 7,6 0,1
D 4 30,4 7,6 0,086667
E 4 30,2 7,55 0,323333
F 4 30,6 7,65 0,296667
ANOVA
Zdroj variability SS Rozdil MS F Hodnota P F krit
Radky 0,21 3 0,07 0,325581 0,806868 3,287383
Sloupce 0,358333 5 0,071667 0,333333 0,884913 2,901295
Chyba 3,225 15 0,215
Celkem 3,793333 23

V prvni tabulce jsou uvedeny zakladni statistické udaje o datech: Faktor, Pocet, Soucet,
Primér a Rozptyl.

Ve druhé tabulce nazvané ANOVA jsou uvedeny vypocty metodou ANOVA: dva faktory
bez opakovani, jednotlivé poloZzky maji nésledujici vyznam:

Radky = meziskupinovy

Sloupce = vnitroskupinovy

Chyba = meziblokovy

Celkem = celkovy

SS = Soucet ctverct (Sum of Squares)

Rozdil = stupen volnosti (DF — Degree of Freedom)

MS = Primér ¢tverct (Mean Square)

F = testové kritérium

Hodnota P = Signifikance (p-hodnota)

F krit = kritick4a hodnota rozdé€leni F

Hodnoty ziskané fesenim v Excelu jsou stejné jako pfi pouziti ,,ruéniho® vypoctu, proto
I zavéry jsou stejné. V Excelu mame navic vypocétenu p-hodnotu testu (tzv. signifikanci),
ktera, pokud je mensi neZ zvolend hladina vyznamnosti ¢, znamend, Ze nulovou hypotézu

zamitame. V opacném piipad¢ nulovou hypotézu piijimame.

V piedchozich tivahach jsme méli situaci prave jednoho vyskytu v§ech kombinaci hod-
not skupin a bloku obou uvazovanych faktori. Naptiklad kazdy fidi¢ absolvoval jedinou
jizdu s kazdym typem benzinu. Déale budeme uvazovat situaci vicenasobného opakovani
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vSech kombinaci hodnot skupin a bloku obou uvazovanych faktor. Napiiklad kazdy tidic
absolvuje nékolik jizd (naptiklad 3 jizdy — viz nasledujici piiklad 2.2) s kazdym typem
benzinu, pfitom samoziejm¢ mohou byt dosazené hodnoty primérné spotieby ruzné. Zda
se tyto vysledky odlisuji vyrazné ¢i nikoliv, se opét zjist'uje statistickym testem. Podrobnou
analyzu situace, kterd je analogickd analyze ptipadu bez opakovani, jiz zde uvadét nebu-
deme. Omezime se pouze na feSeni piikladu s vyuzitim Excelu, konkrétn¢ polozky
ANOVA: dva faktory s opakovanim.

RESENA ULOHA 2.2

Podobné jako v pfikladu 2.1 se zjiStuje primérna spotieba benzinu Natural 95 automobilu
Octavia pii pouziti benzinu od riznych vyrobct (Aral, Shell, Benzina, Slovnaft). Bylo vy-
brano 6 fidicu A, B, C, D, E, F, z nichz kazdy absolvoval s kazdym typem benzinu tfi zku-
Sebni jizdy. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte, je-li primérnd spotieba paliva zavisla na

.....

Tabulka 5: Analyza rozptylu se dvéma faktory s opakovanim

benzin/fididAral Shell Benzina |Slovnaft
A 7,5 7,6 7,2 7
7,7 7.4 7,6 7.4
8 7,3 8,1 7,7
B 6,9 7,2 8,1 7,3
6,7 7,4 8,5 7,6
6,6 7,6 8,8 7,8
C 7,9 7,5 7,8 7,2
8 7,8 7,7 7.1
8,3 8,1 7,6 7
D 7,3 8 7,6 7,5
7,2 8 7,8 7,7
7.1 7,9 8 7,8
E 6,9 7,3 7,8 8,2
6,8 7,2 8 8,1
6,7 7 8,1 8
F 7,8 8,2 6,9 7,7
7,7 8,4 7,5 7,7
7,5 8,5 7,9 7,7

ReSeni:
Data ve worksheetu Excelu vypadaji presné tak jako v Tabulce 5, jsou umistény napft. v poli
A1l az E19. Dale otevieme v hlavnim menu postupné polozky:

Data — Analyza dat... -» ANOVA: dva faktory s opakovanim

Po volbé¢ druhé polozky ANOVA: dva faktory s opakovanim, se otevie zadavaci okno, kde
postupné zadate:

Vstupni oblast: $A$1:3E$19

Radk na vybér: 3 (tj. pocet opakovani)

Alfa: 0,05 (hladina vyznamnosti je pfedvolena, 1ze ji vSak zménit)
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Vystupni oblast: napt. $L$1 (levy horni roh vystupni oblasti)
Potvrdite OK.

Obdrzite nésledujici vystup, kterého “levy horni roh” zacind v bufice L1 nadpisem
ANOVA: dva faktory s opakovanim. V prvni tabulce jsou uvedeny zakladni statistické
udaje o datech: Faktor, Pocet, Soucet, Primér a Rozptyl.

Anova: dva faktory s opakovanim

Faktor Aral Shell Benzina Slovnaft Celkem
A

Pocet 3 3 3 3 12

Soucet 23,2 22,3 22,9 221 90,5

Pramér 7,73 7,43 7,63 7,37 7,54

Rozptyl 0,06 0,02 0,20 0,12 0,10
B

Pocet 3 3 3 3 12

Soucet 20,2 22,2 254 22,7 90,5

Pramér 6,73 7,40 8,47 7,57 7,54

Rozptyl 0,02 0,04 0,12 0,06 0,46
C

Pocet 3 3 3 3 12

Soucet 24,2 234 23,1 21,3 92

Primér 8,07 7,80 7,70 7,10 7,67

Rozptyl 0,04 0,09 0,01 0,01 0,16
D

Pocet 3 3 3 3 12

Soucet 21,6 23,9 23,4 23 91,9

Pramér 7,200 7,967 7,800 7,667 7,658

Rozptyl 0,010 0,003 0,040 0,023 0,103
E

Pocet 3 3 3 3 12

Soucet 20,4 21,5 23,9 24,3 90,1

Pramér 6,80 717 7,97 8,10 7,51

Rozptyl 0,01 0,02 0,02 0,01 0,33
F

Pocet 3 3 3 3 12

Soucet 23 25,1 22,3 23,1 93,5

Primér 7,67 8,37 7,43 7,70 7,79

Rozptyl 0,02 0,02 0,25 0,00 0,19

Celkem

Pocet 18 18 18 18

Soucet 132,6 138,4 141 136,5

Pramér 7,37 7,69 7,83 7,58

Rozptyl 0,28 0,20 0,19 0,13

Ve druhé tabulce nazvané ANOVA jsou uvedeny vypocty metodou ANOVA: dva faktory
s opakovanim.

ANOVA

Zdroj variability SS Rozdil MS F Hodnota P F krit
Vybér 0,69 5 0,14 2,64 0,03 2,41
Sloupce 2,08 3 0,69 13,23 0,00 2,80
Interakce 10,23 15 0,68 12,99 0,00 1,88
Dohromady 2,52 48 0,05

Celkem 15,53 71
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Jednotlivé polozky maji nasledujici vyznam:
Vybér = meziskupinovy
Sloupce = vnitroskupinovy
Interakce = meziblokovy
Celkem = celkovy
SS = Soucet ctvercti (Sum of Squares)
Rozdil = stupen volnosti (DF — Degree of Freedom)
MS = Pramér ¢tverca (Mean Square)
F = testové kritérium
Hodnota P = Signifikance (p-hodnota)
F krit = kritickd hodnota rozdéleni F

Hodnoty ziskané fesenim v Excelu jsou analogické jako v ptikladu 2.1, tedy v ptipad¢
ANOVA bez opakovani. Navic je tu p-hodnota uvedena v fadku Interakce, kterd se tyka
testu vzajemné zavislosti faktorii. Nulova hypotéza predpoklada, ze faktoru jsou vzajemné
nezavislé. Pokud je tato hodnota mensi neZ zvolena hladina vyznamnosti ¢, znamena to, Ze
nulovou hypotézu zamitame. V opa¢ném piipad¢é nulovou hypotézu ptijimame.

V této kapitole jsme uvazovali situaci, kdy se kromé tfidéni do skupin vyskytuji dalsi
faktory, fikdme jim bloky, podle nichz vysledky (tj. hodnoty znaku Y) rovnéz tiidime. Pte-
hledné situace vznikd, kdyz kromé prvniho faktoru uvazujeme jest¢ faktor druhy, fikdme
pak, Ze je tfidime do blokl a v takovém ptipadé€ se jednd o dvoufaktorovou ANOVA. For-
maln¢ vzato je ANOVA, at’ jednofaktorova, dvoufaktorova nebo vicefaktorova, parame-
trickym testem statistické hypotézy, s nimz jste se seznamili v zakladnim kurzu statistiky.
Nejprve jsme méli situaci pravé jednoho vyskytu vSech kombinaci hodnot skupin a bloku
obou uvazovanych faktort. Naptiklad kazdy tidi¢ absolvoval jedinou jizdu s kazdym ty-
pem benzinu. Poté jsme uvazovali situaci vicenasobného opakovani vSech kombinaci hod-
not skupin a bloku obou uvazovanych faktori. Naptiklad kazdy fidi€ absolvuje nékolik jizd
s kazdym typem benzinu, pfitom samoziejmé¢ mohou byt dosazené hodnoty pramérné spo-
tieby riizné. Zda se tyto vysledky odliSuji vyrazné ¢i nikoliv, se opé&t zjistilo statistickym
testem. K teSeni piikladi jsme pouZili Excel, konkrétné polozku Analyza dat. V dalsi fe-
Sené uloze si ukdzeme feSeni dvoufaktorové analyzy rozptylu v programu GRETL.

RESENA ULOHA 2.3

Ve ttech méstech okresu Karvind jsme v jednotlivych dnech sledovali priimérnou spo-
tfebu pitné vody (v m®) na jednoho obyvatele. Zjistéte, zda je primérna spotfeba vody za-
visla na dni v tydnu, a je-li spotieba v riznych méstech riznd. Uvazujte hladinu vyznam-
nosti 0,05. Zjisténé udaje jsou uvedeny v Tabulce 6.
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Tabulka 6: Spotieba pitné vody (m?)

Karvina | Petivald | Bohumin

Po 0,6 0,7 0,5
Ut 0,7 0,6 0,6

St 0,9 0,8 0,7
Ct 0,6 0,6 0,5
Pa 1 1,3 0,8
So 1,2 1,6 1,3
Ne 1 1,2 1,3
Reseni:

Formulace prvni dvojice hypotéz:
Ho: spotieba pitné vody nezavisi na dnu v tydnu,
H1: spotieba pitné vody zavisi na dnu v tydnu.

Formulace druhé dvojice hypotéz:
Ho: spotieba pitné vody nezavisi na méste,
Hi: spotieba pitné vody zavisi na mésté.

Obrazek 7 zachycuje zadavani hodnot do programu GRETL. V prvnim sloupci je kvantita-
tivni proménna spotieba vody, druhy sloupec zobrazuje mésto (1,2,3) a tieti sloupec je pro-
ménna den (1,2,3,4,5,6,7). Kvalitativni proménné musi byt pfirozena Cisla.

HEe DX %5
spotreba mesto den -
1 0,6 1 1
2 0,7 1 2
3 0,9 1 3
4 0,6 1 4
= 1,0 1 =
= 1,2 1 =
s 1,0 1 i
8 0,7 2 1
= 0,6 2 2
10 0,8 2 3 =
11 0,6 2 4
1z 1,3 2 5
13 1,6 2 =
14 1,2 2 7
15 0,5 3 1
1& 0,6 3 2
17 o,7 3 3
iR 0,5 3 4
19 0,8 3 5
20 1,3 3 =
21 1,3 i T
—— 1|

Obrazek 7: Zadavani hodnot do programu GRETL
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Testovani prvni dvojice hypotéz.

H gretl: specifikovat model =RNCN X

ANOVA

spotreba Zavisle proménna

den
|| Mastavit jako vychozi

Blokova proménna (nepovinné)

Cilovd proménna

mesto

’ Mapovéda ] ’ Vymazat ] ’ Lrudit ] ’ Budi# ]

Obrazek 8: Testovani prvni dvojice hypotéz

Ed gret: ANOVA s - =RRE X
8 5% DR
Analvyza rozptylu, reakce = spotreba, Gprava = den:
Souget Etvercd df Stfedni kvadratc
Uprava 1,75905 & 0,293175
Blok 0,092381 2 0,0461905
Reziduum 0,220952 iz 0,0184127
Tplne 2,07238 20 0,103619
F(&, 12) = 0,293175 / 0,0184127 = 15,9224 [p-hodnota 4,42e—005]

Obrazek 9: Vysledek testovani prvni dvojice hypotéz

Vysledek: p-hodnota = 4,42.10° a tato hodnota je mensi nez hladina vyznamnosti 0,05,
proto nulovou hypotézu o nezavislosti spotieby pitné vody na dnu v tydnu zamitame. M-
zeme tedy tvrdit, ze spotieba pitné vody z 95 % zavisi na dnu v tydnu.

Testovani druhé dvojice hypotéz.

E gretl: specifikovat model L == éj

ANOVA

spotreba Zavisle proménna

mesto spotreba

den
[ Mastavit jako vychozi
Cilova proménna
mesto
Blokova proménna (nepovinne)

den

| Napovéda | | Vymazat | [ Zesit | [  Budiz |

Obrazek 10: Testovani druhé dvojice hypotéz
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i =
gretl: ANOVA e
& 0O SR
Inalvza rozptylu, reakce = spotreba, Gprava = mesto:
Soudet Stwerchd df Scfedni kvadratc
Tprava 0,082381 2 0,0461905
Blok 1,75205 & 0,293175
Reziduum 0,220852 i1z 0,0184127
Tplne z,07238 z0 0,103619
F(2, 12) = 0,0461905 / 0,0184127 = 2,50862 [p-hodnota 0,1230]

Obrazek 11: Vysledek testovani druhé dvojice hypotéz

Vysledek: p-hodnota = 0,123 a tato hodnota neni mensi nez hladina vyznamnosti 0,05,
proto nulovou hypotézu o nezavislosti spotieby pitné vody na méesté nelze zamitnout. Z 95
% nebylo prokazano, Ze by spotieba pitné vody zavisela na mésté.

2.3 Kruskal — Wallisova analyza rozptylu

Analyza rozptylu pfedpoklada ve své parametrické podobé normalitu rozdéleni a ho-
moskedasticitu (identické rozptyly). Pokud tyto podminky nejsou splnény, je tfeba pouZit
neparametricky Kruskal-Wallisuv test, ktery je obdobou jednofaktorového tiidéni v ana-
1yze rozptylu. Na rozdil od parametrického testu nepfedpoklada normalitu rozd€leni, jeho
nevyhodou je pak mensi citlivost. Kruskal-Wallistiv test je vicevybérovym testem mediant.

Necht tyto nahodné vybéry pochézi ze spojitych rozdéleni stejného typu a stejnych roz-
ptyli (homoskedasticita):

(Xa1, X2, ..., X1n1); (Xa1, Xa2, ..., X2n2); ...; (X, Xz, ..., Xknk);
kde nj je rozsah jednotlivych vybéru.

Testujeme nulovou hypotézu: Ho:  X; =X,=...= X, , proti alternativni hypotéze: Hi:
neplati Ho.
k
Vsechny veli¢iny Xijj tvofi dohromady sdruzeny nahodny vybér o rozsahu N = Zni .
i=1
Z tohoto vybéru vytvofime uspotadany vybér (rostouci posloupnost) a ur¢i se poradi Rij

kazdé veliCiny Xijj. Tato potadi uspofadame do tabulky a uréime tzv. soucty potadi pro jed-

nj
notlivé vybery Ti, kde T; = 2R, .
=1
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12 TP
Testova statistika je: Q = m an— 3.(N +1).

Hodnotu Q porovnavame s kritickou hodnotou y2(k 1).

RESENA ULOHA 2.4

V nasledujici tabulce jsou uvedeny ceny byt v zavislosti na poctu pokoji. Pomoci Krus-
kal-Wallisovy analyzy rozptylu zjistéte, zda je cena bytu zavisla na poctu pokoji v byté.
Uvazujte hladinu vyznamnosti 0,05.

Pocet pokoju Cena bytu v tis. K¢
1 200 210 220
2 320 310 330 340
3 500 520 540 510
4 600 620 610
ReSeni:

V dalsi tabulce se zapiSe poradi Rjj kazdé velic¢iny Xijj a dale ur¢ime tzv. soucty potadi pro
jednotlivé vybéry Ti.

Pocet pokoju Rij Ti ni
1 1 6 3 6 3
2 5 22 6 7 22 4
3 8 38 11 9 38 4
4 12 39 13 39 3

Tabulka pro vypocet testového kritéria

Ti Ti? T/ ni
6 36 12
22 484 121
38 1444 361
39 1521 507
SUMA 1001
Dosadime do testové statistiky Q = m.lOOl 3.(14+1) =12.2.

Kriticka hodnota y§ o5 (3) = CHIINV/(0,05; 3) = 7,81,

Protoze hodnota testoveé statistiky Q = 12,2 lezi v kritickém oboru, tak nulovou hypotézu
o nezavislosti znakii zamitame. Muzeme tedy z 95 % tvrdit, Ze cena bytu zavisi na poctu
pokojli v byté.
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SHRNUTI KAPITOLY

V této kapitole jsme uvazovali situaci, kdy se kromé tfidéni do skupin, vyskytovaly dalsi
faktory, fikdme jim bloky. Kdyz kromé prvniho faktoru uvazujeme jesté faktor druhy, fi-
kame pak, Ze je tiidime do blokt a v takovém ptipad¢ se jedna o dvoufaktorovou ANOVA.
Formaln¢ vzato je ANOVA, at’ jednofaktorova, dvoufaktorova nebo vicefaktorova, para-
metrickym testem statistické hypotézy, s nimz jste se seznamili v zakladnim kurzu statis-
tiky. V této kapitole jste se také seznamili s Kruskal-Wallisovou verzi ANOVA, ktera vy-
uziva Chi-kvadrat test statistické hypotézy.

2.4 Samostatné ukoly
Reste v Excelu.

2.1 Ve c¢tyrech méstech okresu Karvind jsme v jednotlivych dnech sledovali primérnou
spotiebu pitné vody (v m®) na jednoho obyvatele. Zjistéte, zda je primérna spotieba vody
zavisla na dni v tydnu, a je-li spotieba v riznych méstech riizna. Uvazujte hladinu vyznam-
nosti 0,01. Zjisténé udaje jsou uvedeny v tabulce.

Karvini | Orlova | Bohumin | Cesky Té&in
Po 0,64 0,75 0,54 0,76
Ut 0,78 0,63 0,61 0,83
St 0,93 0,82 0,7 0,91
Ct 0,66 0,62 0,56 0,62
Pa 0,99 1,3 0,79 0,99
So 1,22 1,65 1,3 0,98
Ne 1,05 1,3 1,24 1,1

2.2 Vyroba souc¢astek miize v podniku probihat na jednom ze ¢tyi rozdilnych stroju. I kdyz
kazdy stroj provadi stejné operace, ma sva specifika. U kazdého stroje pracuje jeden délnik.
Na hladin€ vyznamnosti & = 0,01 testujte hypotézu o tom, ze pocet vyrobenych soucastek
neni ovlivnén volbou stroje ani délnikem, ktery na ném pracuje.

Stroj
Délnik A B C D
1 93 108 123 133
2 98 153 143 163
3 80 123 150 168
4 88 158 165 145
5 60 143 140 130
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2.5 Reseni ukold, vysledky D

2.1 DNY:F=12,95 F krit=4,01 p-hodnota = 0,000 — Ho zamitame (primérna
spotieba pitné vody zavisi na dnu v tydnu)
MESTO: F=2,07 Fkrit=5,1 p-hodnota = 0,14 — Ho pfijimame (nebyla prokazana
zavislost primérné spotieby pitné vody na meste).

2.2 DELNIK: F=2,45 F krit=5,41 p-hodnota = 0,1 — Ho pfijimame (nebyla
prokazana zavislost poctu soucastek na délnikovi, ktery na stroji pracuje).
STROJ: F=20,47 F krit=5,95 p-hodnota = 0,000 — Ho zamitame (pocet
vyrobenych soucastek zavisi na stroji).
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3 RESGRESNIi ANALYZA — JEDNOROZMERNA LINEARNI RE-
GRESE

RYCHLY NAHLED KAPITOLY

Analyzu rozptylu z prvni kapitoly je mozné chapat jako analyzu zavislosti kvantitativ-
niho znaku (proménné) na kvalitativnim znaku - faktoru (proménné). Naproti tomu zavis-
losti kvantitativniho znaku na kvantitativnim znaku (nebo vice kvantitativnich znacich) se
zabyva regresni analyza. V ptipad¢ zavislosti dvou znakli mluvime o jednorozmérné re-
gresi (ptipadné jednoduché regresi), u znaku zavislém na vice kvantitativnich veli¢inach
hovotime o vicerozmérné regresi (vicenasobné regresi). V této kapitole budeme vysetfovat
nejprve nejjednodussi linedrni zévislost dvou znakt, v dalsi kapitole se budeme zabyvat
i nelinearnimi zavislostmi dvou znaku dulezitych z hlediska ekonomickych aplikaci.

CILE KAPITOLY

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
e vypocitat regresni koeficienty,
e vysvétlit metodu nejmensich Ctverctl,
e vypocitat koeficient determinace a koeficient korelace,

e vyjmenovat podminky klasického linearniho regresniho modelu.

CAS POTREBNY KE STUDIU

K prostudovani této kapitoly budete pottebovat asi 90 minut.

KLICOVA SLOVA KAPITOLY

Regresni pifimka, metoda nejmensich ¢tverctl, koeficient determinace, koeficient kore-
lace.
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3.1 Regresni analyza

V regresni analyze studujeme vztah mezi jedinou proménnou (hodnotami statistického
znaku) nazyvanou zadvisle proménnou (nékdy vysvétlovanou proménnou), oznacujeme ji Y,
a obecné nékolika proménnymi (hodnotami statistickych znakt), které nazyvame nezavisle
promeénné (nékdy vysvétlujici proménné), a oznaujeme je symboly X1, Xz,.... Pokud se za-
byvame jedinou nezavisle proménnou X, hovotime o jednoduché regresi, pokud je neza-
visle proménnych vice nez jedna, mluvime o vicroznérnéné (vicenasobné) regresi (nékdy
téz mnohonasobné regresi). V této a nasledujici kapitole se vénujeme jednoduché regresi.

Zavisi-li veli¢ina Y na veli¢ing X, pak to matematicky vyjadiujeme zapisem
Y = f(X). (3.1)

V naSem ptipad¢€ jsou Y a X statistické znaky (nadhodné veli€iny), pak hovotime o statis-
tické zavislosti, funkéni vztah (3.1) ptejde v regresni vztah (regresni model)

y=f(x) + ¢, (3.2

kde y, resp. X, ptedstavuji hodnoty znaku Y, resp. X, ¢ je nahodnd slozka, funkci f nazy-
vame regresni funkce.

Jestlize je regresni funkce f linearni, coz znaci, Ze ma tvar regresni pfimky
f(x)= ﬂo + :le | (3-3)

potom hovotime o jednoduché linedrni regresi, nema-li regresni funkce linearni tvar,
hovotime o jednoduché nelinearni regresi. Ve vzorci (3.3) jsou fg,,A, parametry regresni

funkce neboli regresni koeficienty.

Mezi nejpouZzivanéjsi nelinedrni regresni funkce patfi:

regresni parabola: f(x) =4, +BX°, (3.4)
regresni hyperbola. f(X)=p,+ ﬂl% , (3.5)
regresni logaritmickd funkce: f(x)=24,+ B logx. (3.6)
regresni mocninnd funkce: f(x)=8x", (3.7)
regresni exponencialni funkce: f(X)=8,0/. (3.8)

Vyse uvedené nelinearni regresni funkce lze pfevést na linearni vhodnou transformaci, jak
uvidime v nasledujici kapitole.

Kromé vyse uvedenych piikladl nelinearnich regresnich funkci existuje cela fada dal-

Sich vyznamnych nelinearnich funkci, napt. Tornquistovy funkce, které nelze na linearni
funkci jednoduse prevést. Budeme se jimi zabyvat v nasledujici kapitole.
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3.2 Jednoducha regresni analyza

Predstavte si vybér parovych hodnot (Y1, X1), (Y2, X2), (Y3, X3),..., (Yn, Xn), ziskanych (napft.
zmeétenych) na statistickych jednotkach zakladniho souboru. Zde jsou yj hodnotami zavisle
proménné Y a Xi jsou hodnotami nezéavisle proménné X. Zminéné parové hodnoty mizeme
ziskat zejména dvojim zpiisobem:

(A)  Hodnoty nezavisle proménné X; jsme pfedem pevné zvolili a k nim jsme ,,zméfili*
pfislusné hodnoty Vi. V této situaci jsou hodnoty znaku X pevné (nendhodné), za-
timco hodnoty znaku Y povazujeme za nahodné veli¢iny.

(B)  Parové hodnoty (Yi, Xi) ,,zméfime* na n nadhodné¢ zvolenych jednotkach zakladniho
souboru. V této situaci jak hodnoty znaku X, tak hodnoty znaku Y povazujeme za
nahodné veliiny.

Vyse uvedeny datovy soubor parovych hodnot miizeme geometricky znazornit v roving
bodovym grafem, kde na vodorovnou osu ,,x“ nanaS§ime hodnoty nezédvisle proménné a na
svislou osu ,,y* prislusné hodnoty zavisle proménné. Vysledkem je geometrické znazornéni
n bodi v roving, z jejichz vzajemné polohy mizeme soudit na regresni zavislost znaku Y
na X. Ukolem jednoduché linearni regrese je ,.prolozit“ danymi body piimku (tj. nalézt
linearni regresni funkeci), kterd nejlépe charakterizuje polohu danych n bodt. Z ptedchoziho
odstavce vime, Ze tato regresni funkce ma tvar f(x) = g, + Bx, kde g,, B, jsou zatim ne-

znamé hodnoty parametri regresni pfimky. Regresni model (3.2) ma nyni tvar
Vi= B+ X% +ta,1=1,2,..,n. (3.9

Odhady b,,b, téchto neznamych parametrii — regresni koeficienty ziskame metodou ne-

vvvvvv

tice, bude vénovan nasledujici odstavec.

3.3 Metoda nejmensich ¢tvercu

Uvazujte data ve formé parovych hodnot — bodu: (Y1, X1), (Y2, X2), (Y3, X3),+.., (Yn, Xn).
Ukolem jednoduché regrese je najit regresni funkci, ktera ,,nejlépe charakterizuje polohu*
danych n bodi. Nejprve budeme uvaZovat obecny tvar regresni funkce f(x;/z,,/5,)se

dvéma parametry £, 5, (nemusi to byt nutné regresni ptimka). Specialnimi pfipady této
regresni funkce je linearni funkce (3.3) a také nelinearni funkce (3.4) — (3.8). Postup me-

tody nejmenSich ctvercii bude vzdy stejny, tj. nezavisly na konkrétnim tvaru regresni
funkce. Odhady b,,b, neznamych parametri S, 3, ziskdme tak, Ze nalezneme hodnoty

by, b,, pro néz nabyva své minimalni hodnoty rezidudlni soucet ctvercii odchylek hodnot
zavisle proménné yi od teoretické hodnoty Y, = f (x;;b,,b,) , 1j.

n n

Se= D (v =Y, P =D (y; — f(x.by,0,)) . (3.10)

i=1 i=1
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Jak je zndmo z matematické analyzy, své minimum funkce Sr (zde je to funkce promén-
nych b,,b,) vzdy nabyva pro ty hodnoty 5,,b, , pro néz se anuluji jeji parcidlni derivace:
0S 0S
—R =0, —R =0. (3.11)
aob, ob,
Vztahy (3.11) ptedstavuji soustavu 2 rovnic o 2 neznamych by, b, kterd se nazyva sou-

stava normalnich rovnic. Jejim feSenim ziskame hledané odhady regresnich parametrti zvo-
lené regresni funkce.

Vytesime nyni soustavu (3.11) pro specilni pfipad, ktery nas zejména zajima, totiz pro
linearni regresni funkci f(x;3,,3) = B, + B,x. Dosadime-li tuto funkci do vztahu (3.10),
vypocteme piislusné parcialni derivace, které polozime rovny 0, ziskdme konkrétni sou-
stavu normalnich rovnic

Zn:yi = bn + qzn:xi, (3.12)
i=1 i=1

iXiYi :boznlxi +blznlxi2'

i=1 i=1 i=1

Z téchto rovnic jiz snadno (v konkrétnim ptipad¢ pro dané hodnoty Vi, Xi znamou ,,do-
sazovaci metodou) vypoc¢teme hledané odhady b,,b, takto:

n
PRAELSY
b==—— Bh=y-bx . (3.13)
D x2-nx?
i=1
Z analytické geometrie si pfipomerite, ze regresni koeficient bo pfedstavuje prasecik re-
gresni pifimky s osou ,,y*, tedy hodnotu Yo pro x = 0, tento regresni koeficient se nékdy
nazyva uroviova konstanta. Regresni koeficient b1 vyjadiuje smérnici piimky, tedy sklon
ptimky k ose ,,x, tj. zménu funkéni hodnoty Y pfi zméné nezavisle proménné x 0 jednotku.

Pro jiné nez linedrni tvary regresni funkce je postup metody nejmensSich Ctvercii ob-
dobny. Vysledkem je rovnéz soustava 2 normalnich rovnic, tyto rovnice vSak jiz nemusi
byt linearni a proto soustavu jiz obvykle nelze snadno vyfesit. K feSeni pak pouzivame
iteracni numerické metody, které zde nejsou predmétem naseho zajmu. V fesenych tilohach
jsou uvedeny zpisoby nalezeni odhadu regresnich koeficienti metodou linearizace expo-
nencialni a mocninné regresni funkce pomoci logaritmické transformace.

Na tomto misté bychom chtéli zvyraznit jeden dulezity fakt, ktery budeme v nasleduji-
cim vykladu neustale vyuzivat. Data pro regresni analyzu jsou vysledkem nahodného vy-
béru, at’ jiz jsme pouzili pti jejich ziskani postup (A), nebo (B). Proto také vysledek jedno-
duché linearni regresni analyzy — odhady neznamych parametrd f3,,4, tj. regresni koefi-
cienty b,,b,, budou ndhodné velic¢iny. Pii kazdém dal$im ndhodném vybéru dat bude vy-
sledek, tj. odhad 54,,5,, obecné jiny! Ma proto vyznam hovofit dale o statistickych charak-
teristikach téchto odhadnutych parametrti, jako napft. stitedni hodnota, rozptyl, apod.
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3.4 Mira variability, koeficient determinace

Metoda nejmensich ¢tverct nas nyni ptivedla k postupu, ktery jsme jiz pouzili v pied-
chozi kapitole pfi analyze rozptylu. V ANOVA se jednalo o rozklad celkové variability
znaku Y, vyjadiené jako celkovy soucet ¢tverci, na meziskupinovy a vnitroskupinovy (re-
zidualni) soucet ¢tverct. V analyze rozptylu jsme pracovali se znakem X, ktery m¢l kvali-
tativni povahu, a proto nebylo mozné vyjadiit zavislost regresnim modelem. V regresni
analyze ma znak X — nezavisle proménna — kvantitativni povahu, a proto je regresni model
zavislosti Y na X mozny. Pouzijeme analogii s ANOVA V tom, ze znak X zde bude nabyvat
hodnot xi, Xo,...Xn @ I-ta skupina bude nyni charakterizovana teoretickou hodnotou
Y, = f(x;h,,b,) , namisto skupinového priméru y, v ANOVA. Potom celkovou variabilitu

vysvétlované proménné charakterizuje celkovy soucet ctvercii:

n

S, =>(yi-y). (3.14)

i=1

Cast celkové variability vysvétlenou regresnim modelem charakterizuje teoreticky soucet
Ctvercu:
n

Sr=>.(%-y), (3.15)
i=1
nevysvétlenou ¢ast celkové variability piedstavuje rezidudlni soucet ctvercii (3.10):
Se= D05V (316

i=1
kde ei =yi— Yinazyvame reziduum.

Lze dokazat, Ze mezi jednotlivymi soucty ¢tverct plati zakladni vztah:
Sy= St + &r. (3.17)

Obdobn¢ jako v analyze rozptylu jsme zavedli k vyjadieni tésnosti vztahu Y a X pomeér
determinace, nyni zavedeme analogicky pojem charakterizujici pfiléhavost dat k regres-
nimu modelu. Timto pojmem je koeficient determinace, ktery definujeme vztahem

R?=1- Se .
S

Ze vztahu (3.17) vyplyva, ze koeficient determinace nabyva hodnoty z intervalu [0,1]
a urcuje tu cast celkové variability pozorovanych hodnot Sy, kterou Ize vysvétlit danym
regresnim modelem. Jinak feceno, po vynasobeni koeficientu determinace hodnotou 100
obdrzime, kolik procent celkové variability je vysvétlitelnych regresnim modelem. Koefi-
cient determinace je proto dileZitou charakteristikou vhodnosti zvoleného regresniho mo-
delu.

(3.18)

Vztah (3.18) vznikd podilem ndhodnych veli¢in, a proto jakozto nahodna veli¢ina je
odhadem koeficientu determinace R?. Pro malé rozsahy vybéru n je odhad (3.18) vychyleny,
viz Ramik (2003), tj. nadhodnocuje ptiléhavost k regresnimu modelu. Proto se pouziva ne-

vychyleny odhad Koeficientu determinace R, (z angl. adjusted), ktery nazyvdme korigo-

vany (upraveny) koeficient determinace:
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R%, =1-(1- RZ)E. (3.19)

Pro velké hodnoty n je vSak zlomek ve vzorci (3.19) blizky k jedné a korigovany koe-
ficient se blizi k ,,nekorigovanému*.

3.5 Klasicky linearni model
Klasickym jednoduchym linearnim regresnim modelem se nazyva regresni model (3.9):
Vi= By + B ta,i=12..n,
spliujici nasledujici podminky:

(1) Hodnoty vysvétlujici proménné Xi se voli ptredem, viz (A) odstavec 3.2, nejsou to
tedy ndhodné veli¢iny.

(2) Nahodné slozky & v modelu (3.9) maji normdlni rozdéleni pravdépodobnosti se
sttedni hodnotou 0 a (nezndmym) rozptylem o?. Konstantnost rozptylu nazyvame
homoskedasticita.

(3) Nahodné slozky nejsou korelované, tj.Cov(& , &) = 0 pro kazdé i #j , i,j =1,2,...,n.

Podminky (1) az (3) pozadujeme tehdy, chceme-li zajistit splnéni nékterych dalsich
vlastnosti: napft. zjistit intervaly spolehlivosti koeficientli regresni funkce, interval spoleh-
livosti hodnoty regresni funkce, eventualné chceme-li provadét testy hypotéz o nékterych
prvcich regresniho modelu. Témito tématy se budeme zabyvat v nasledujicich odstavcich.
Pokud totiz tyto podminky splnény nejsou, nelze zajistit ,,spolehlivé predpoveédi®.

V praxi jsou podminky klasického modelu Casto splnény, nejsme-li si v§ak jejich plat-
nosti jisti, miZeme provést testy hypotéz jak o normalité rozdé€leni ndhodné slozky
(napf. test dobré shody, viz napt. Ramik (2003)), tak i testy o nekorelovanosti nahodnych
slozek (napf. t-test). Dalsi testy uvedeme pozd¢ji v souvislosti s ¢asovymi fadami. Na Ob-
razku 12 je znazornéna situace, kdy podminky klasického linearniho modelu jsou splnény,
na Obrazku 13 je zachycena situace, kdy neni splnéna ani podminka normality ndhodnych
slozek (na obrazku jsou vSechny & prakticky stejné), ani podminka nekorelovanosti (hod-
noty yi se nachazeji vedle sebe po jedné strané grafu regresni funkce).
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15 +
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Data a regresni kfivka

Obrazek 12: Podminky klasického modelu jsou splnény

5 Data a regresni kiivka
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Obrazek 13: Podminky klasického modelu nejsou splnény

RESENA ULOHA 3.1

Spole¢nost na vyrobu bytového textilu zkoumala, jak souvisi zisk z prodeje s vydaji na re-
klamu. Tabulka 7 uvadi tidaje obdrzené v deseti nahodné vybranych firmach.
a. Nacrtnéte bodovy graf a urCete typ regresni funkce popisujici danou zavislost.

b. Stanovte koeficienty regresni funkce z a.

c. Vypocitejte koeficient determinace a zhodnot'te tésnost zavislosti vyjadienou regres-
nim modelem z bodu b.

Tabulka 7: Zisk z prodeje a vydaje na reklamu

Pozorovani |VYdaje na reklamu (tis. K€) | Zisk z prodeje (10 tis. K¢)
1 6 5
2 8 8
3 9 9
4 9 12
5 12 21
6 15 25
7 16 32
8 20 36
9 22 51

10 23 59
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ReSeni (,,ru¢ni vypocet):

a.  Z grafu vidite, ze jde o pfimou zavislost, kterou je mozné popsat regresni piimkou

Y = fo+ pix.

b.  Mate za ukol stanovit hodnoty koeficienti bo, b1, neboli na zakladé dat odhadnout
hodnoty parametra 1, 2. Vyuzijeme vysledki metody nejmensich ¢tverct, nebudete
vSak dosazovat ptimo do soustavy rovnic (3.12), ale pouzijete vztahy pro bo, by,
tj. (3.13), které je mozné z dané soustavy vyjadfit, a to v numericky vyhodném a
snadno zapamatovatelném tvaru:

b - Xy-X-y 4621-14-258 1009
X2 230-14° 34

=297
—x2

b, =y —bX=258-297-14 =-1575.

Vypocty potiebnych hodnot pomoci kalkulacky jsou uvedeny v Tabulce 8.

Tabulka 8: Vypocéty

2 _
i Xi yi Xi Xiyi Yi -9 |i-»*
1 6 5 36 0 2,04 565,21 432,64
2 8 8 64 64 7,98 318,22 316,84
3 9 9 81 81 10,95 221,15 282,24
4 9 12 81 108 10,95 221,15 190,44
5 12 21 144 252 19,86 35,62 23,04
6 15 25 225 375 28,77 8,61 0,64
7 16 32 256 512 31,74 34,84 38,44
8 20 36 400 720 43,62 315,88 104,04
9 22 51 484 1122 49,56 562,08 635,04
10 23 59 529 1357 52,53 711,60 1102,24
Soucet 140 258 2300 | 4621 258 2994,3 3125,6
Primér 14 25,8 230 | 462,1
Linearni regrese
y = 2,9676x - 15,747

70 R?=0,958

60 4

50 /v o Zisk z prodeje (10 tis.

40 K¢)

.

30 / — Lineani (Zisk z prodeje

20 // (10 tis. K&))

13 ol

0 5 10 15 20 25

Obrazek 14: Graf regresni piimky
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Hledana regresni pfimka ma tvar: Y =-15,75+297x.

c.  Ktomu, abychom vypocitali determina¢ni koeficient, musime znat hodnotu souctu
Sta souctu Sy. Tyto soucty vypocitame podle vztaht (3.14), (3.15). Pro vypocet teo-
retického souétu musime pro kazdé x;, i = 1,...,10, znat teoretickou hodnotu Yi.

Y, =-1575+297-x, =—1578+297-6=204.

Tato hodnota udava, jaky by mél byt zisk pii vydajich x = 6. Protoze vSak jde o stochastic-
kou zéavislost mezi spolecenskymi veli¢inami, mtze se tato hodnota liSit od skutecné zjis-
téné hodnoty y = 5. VSechny teoretické hodnoty Yi i hodnoty souct Sy a St jsou uvedeny
v Tabulce 8. Koeficient determinace vypocitame dosazenim souctii Sy, St do vztahu (3.18).

R — Sy _ 29943
S, 31256

y

=0,958.

Tato hodnota znamena, ze pomoci regresni pfimky Y =-1578+297x je vysvétleno 95,8%
chovani proménné Y.

Reseni (vypocet v Excelu):

V Excelu vyuzijeme graf funkce s funkci Pfidat spojnici trendu. Po volbé polozky Vlozit
graf — XY bodovy..., se otevie zadavaci okno, kde zadate:

Oblast dat: $A$1:$B$11

Sloupce: V (zakliknout)

Potvrdite OK
Obdrzite bodovy graf, viz Obrazek 14 (jesté bez regresni ptimky). Poklepem pravym tla-
¢itkem mysi na néktery z bodii grafu obdrZite nabidku menu, kde zvolite: Pfidat spojnici
trendu

Typ trendu regrese: zvolite Linearni

Dale oteviete zalozku MozZnosti, kde zakliknete:

Zobrazit rovnici regrese (rovnice regresni piimky) a

Zobrazit hodnotu spolehlivosti R (hodnotu koeficientu determinace R?).

Potvrdite OK.
Obdrzite vysledek témét takovy, jaky je na Obrazku 14. K pivodnim bodiim se zobrazi
regresni piimka, dale rovnice regresni piimky a hodnotu koeficientu determinace R?.

RESENA ULOHA 3.2

Spolecnost Air - Ostrava, zajist'ujici lety na trase Ostrava - Praha, sleduje pii planovéani lett

také na hmotnost uzitecného zatizeni letadla, jehoz vyznamnou ¢ast tvoii pasazéti a jejich

zavazadla. Zjistilo se, ze hmotnost zavazadel cestujicich souvisi s dobou, na kterou odces-

tovali. Vysledky prizkumu zachycuje Tabulka 9.

a. Najdéte rovnici regresni piimky popisujici danou zavislost.

b. S jakou hmotnosti zavazadel Ize pocitat, bude-li na palubé 15 cestujicich vracejicich se
za 2 dny, 7 cestujicich vracejicich se za 5 dnti, 5 cestujicich vracejicich se za 6 dnt
a 1 cestujici vracejici se za 14 dni.
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Tabulka 9: Vysledky prazkumu

Pozorovani Dny Hmotnost
1 13 46
2 12 43
3 9 29
4 16 52
5 10 31
6 5 18
7 2 11
8 3 12
9 8 25

10 2 10
11 14 48
12 19 60
13 3 15
14 5 20
15 2 12

ReSeni:

Prezentujeme zde pouze ,,rucni vypocet feseni (s kalkulackou), feSeni pomoci Excelu s

vyuzitim funkce Pfidat spojnici trendu v bodovém grafu ponechdvame na ¢tenafi.

a. K vypoctu regresnich koeficientd bo, b1 pouzijeme opét vztahu (3.13):

X-y—X-y 324,4-8,2-288

b = =
Yooy 96,73—8,22

Regresni ptimka ma tedy tvar Y =4,27 +2,99x.

Tabulka 10: Vypo¢éty

=299,

b, = Y—bX =288—-2,99-82 =4,27

i Xi Yi XiYi X;
1 13 46 598 169
2 12 43 516 144
3 9 29 261 81
4 16 52 832 256
5 10 31 310 100
6 5 18 90 25
7 2 11 22 4
8 3 12 36 9
9 8 25 200 64
10 2 10 20 4
11 14 48 672 196
12 19 60 1140 361
13 3 15 45 9
14 5 20 100 25
15 2 12 24 4
Soucet 123 432 4866 1451
Priumér 8,2 28,8 324.,4 96,73
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b. Vypogitime hodnotu Y pro x = 2: Y(2) = 4,27 +2,99-2 =10,25,
X =5:Y(5)=4,27+299-5=19,22,
X=6: Y (6) =4,27+2,99-6=22,21,
x =14: Y (14) = 4,27+2,99-14 = 46,13.

Potom hmotnost zavazadel m, se kterou lze pocitat, snadno zjistite, uvazite-li pocty ptislus-
nych cestujicich:

M=15-Y(2)+7-Y (5)+5-Y(6)+1-Y (14) =153,75+134,54 + 111,05+ 46,13 = 445,47 kg.

SHRNUTI KAPITOLY

Tato kapitola se zabyvala jednoduchou regresni analyzou, byl zde formulovan model
jednoduché linearni regresni analyzy. Dale zde byla vysvétlena metoda nejmensich ¢tvercl
k nalezeni ,,nejlepsich* hodnot regresnich koeficientl v regresnim modelu. Mira ptiléha-
vosti dat k regresni kiivce byla stanovena pomoci koeficientu determinace a jeho odmoc-
niny — koeficientu korelace. Nakonec jste se seznamili S tzv. klasickym jednoduchym re-
gresnim modelem, ktery stanovuje 3 zdkladni podminky, kterym by mél vyhovovat regresni
model vzhledem k existujicim datim.

3.6 Samostatné ukoly

3.1 Personalni feditel firmy shromazdil udaje o véku (X) a dob¢ pracovni neschopnosti (Y)
dvaceti ndhodné vybranych stalych zaméstnanct. ZjiSténé Gdaje jsou zaznamenany v ta-
bulce.

X Y X Y
20 4 58 20
35 14 46 13
35 15 43 16
34 10 33 10
32 10 29 10
28 9 36 11
25 12 48 14
46 15 55 15
38 15 36 14
50 16 19 6
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Nacrtnéte bodovy graf a najdéte rovnici regresni funkce vyjadtujici danou zavislost. Zhod-
not’te vystiznost (pfiléhavost) regresni funkce vzhledem k datim.

3.2 Bylo sledovéno, jak souvisi mnozstvi vadnych vyrobkil (v % z vyrobenych vyrobki)
s vykonem soustruznika (v % z pfedepsané normy). Bylo vybrano deset pracovnikii, name-
fené udaje jsou uvedeny v tabulce.

Vykon 56

68

72

85

92

102

107

111 | 123

142

Vadné vyrobky | 5,2

3,9

3,5

2,4

2,04

2

2,2

2,24 | 2,4

2,51

Stanovte regresni model a urcete pfiléhavost regresni ptimky k datim.

3.3 Tabulka zachycuje stati (v letech) osmi vybranych stroji v potravinaiském zavodé a

tydenni naklady (v K¢) na provoz téchto strojt.

Stari stroje

1

2

3

4

5

6

7

8

Naklady

44

52

61

80

94

108

111

116

a. Odhadnéte parametry linearni regresni funkce, ktera by méla vystihovat priub¢h zavis-

losti nakladu na stafi.

b. Uréete koeficient determinace R? a interpretujte jej.

c. Jaké tydenni naklady mizeme ocekavat u stroje starého 4 roky?

3.7 Reseni ukold, vysledky

3.1

25

20

y =0,2964x + 1,3941

R2 = (,7287

15

10

3.2 Y =-0,0285x+5,56; R?>=0,53.

3.3 a) Y=3214+1136x

b) R*=0,97 tzn. modelem je vysvétleno 97% celkové variability.

C) Y(4)=3214+1136.4=7758Kc.

o]
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4 REGRESNIi ANALYZA - JEDNOROZMERNA: INTERVALY
SPOLEHLIVOSTI, TESTY HYPOTEZ, NELINEARNI REGRESE

RYCHLY NAHLED KAPITOLY

Tato kapitola vam rozsifi znalosti v jednorozmérné regresni analyze. Za ptredpoklada
jednorozmérného klasického regresniho modelu se budete zabyvat stanovenim intervali
spolehlivosti a dale testy hypotéz regresnich koeficientii a testem nulovosti koeficientu de-
terminace. Dal$i odstavce se zabyvaji jednorozmérnou nelinearni regresi. Nejprve budou
vySetfovany regresni funkce, které lze s pomoci vhodné transformace prevést na funkce
linedrni dale parabolickd regresni funkce a nakonec nelinedrni regresni funkce tzv.
Tornquiustova typu. Pro vypocet parametr téchto funkci, jez maji uplatnéni predevs§im
V marketingu, poznéate novu metodu tzv. metodu vybranych bodd.

CILE KAPITOLY

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
stanovit intervaly spolehlivosti pro regresni koeficienty,
testovat statistickou vyznamnost regresnich koeficientd,
testovat koeficient determinace,

transformovat funkci na funkci linearni.

CAS POTREBNY KE STUDIU

K prostudovani této kapitoly budete potifebovat asi 90 minut.

KLICOVA SLOVA KAPITOLY

Intervaly spolehlivosti regresnich koeficientt, testovani regresnich koeficientd, test ko-
eficientu determinace.
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4.1 Intervaly spolehlivosti
Jsou-li splnény predpoklady klasického linearniho modelu (3.9), tj. modelu
Vi= By +Bx, +a,i=12...n,

potom pro rozdéleni odhadl regresnich koeficientl b,,5, jakoZto ndhodnych veli¢in plati
toto: Regresni koeficient bj ma normalni rozdéleni pravdépodobnosti se stfedni hodnotou
B, arozptylem o® hj, kde j=0nebo I, &isla h;j jsou definovana nasledujicimi vztahy:

24
h, = : :

ST @)
n

" ”fo—(zxi)z .

V klasickém linearnim modelu pfedpokladdme, ze ndhodné slozky maji konstantni roz-

(4.2)

ptyl &2, jeho hodnotu viak nezname. Neznamy rozptyl o> miizeme nahradit jeho bodovym
odhadem
2 _ SR
Sh= - #3)
ktery nazyvame rezidudlni rozptyl. Jak je vidét, v rezidualnim rozptylu vystupuje v Citateli
rezidualni soucet ¢tverct (3.16) déleny cCislem n — 2, coz je pocet stupiui volnosti, tj.
rozsah dat n minus pocet regresnich parametrtt v modelu: 2. Odmocninu rezidualniho roz-

ptylu sr nazyvame smérodatna chyba.

Oboustranny interval spolehlivosti pro regresni koeficient bj, pfi zadaném koeficientu
spolehlivosti (1 - @), je nasledujici interval:

[bj — ti-a2(n-2) Sq/h; . bj + ti-az(n-2) s fh; 1, =0 nebo 1. (4.4)

Pfipominame, ze zde ti-a2(N — 2) je ptislusny kvantil Studentova t-rozdéleni, podrob-
nosti, viz Ramik (2003), h; jsou dany vztahy (4.1), (4.2).

Bodovy odhad regresnich koeficientt bj netika nic o eventualni variabilité tohoto koefi-
cientu. Tuto informaci dopliluje smérodatna chyba (4.3) a zejména interval spolehlivosti
(4.4), ktery informuje, v jakém rozmezi se regresni koeficient mize pohybovat v ramci
zadané spolehlivosti.

Odhadnuty linearni regresni model (3.1), ktery ma tvar

y =bo+bix+e, (4.5)
resp. regresni funkce
Y = bo + bix, (4.6)

ma prakticky vyznam zejména pii odhadu chovani modelu v pfipad¢€, Ze nezavisle pro-
ménna nabyva néjakou v datech se nevyskytujici hodnotu, ozna¢me ji napt. Xo. Model (4.5),
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resp. regresni funkce (4.6), pak slouzi k predpovédi (predikci, prognoze, extrapolaci) hod-
noty zavisle proménné. Bodovy odhad piedpovédi ziskame dosazenim Xo do (4.5), resp.
(4.6), nebot’ predikovana hodnota chyby (rezidua) e je 0, tedy

Yo = bo+ biXo. 4.7)
Informaci o tom, v jakém rozmezi se predikovana hodnota zavisle proménné y mtize pohy-
bovat, poskytne oboustranny interval spolehlivosti:

[Yo — ti-ai2(nN-2) s, VA , Yo + tr-a2(n-2) s~ H 1, (4.8)

1 (nxo—ZXi)z : Lo :
kde H=1+=|1+ 5 | . Ostatni symboly v (4.8) maji stejny vyznam, jako
Nl ny x’ - (z X, )

v intervalu (4.4).

4.2 Testy hypotéz

Metodou nejmensich ¢tverct lze zjistit, zda regresni koeficienty bj jsou nenulova ¢isla,
musime mit vSak stile na paméti, Ze se jedna o realizace ndhodnych velicin, a tudiz ma
smysl testovat, zda naSe piivodni parametry g, jsou piesto nulové. Za pfedpokladi klasic-

kého linedrniho modelu je mozno testovat nulovou hypotézu:

Ho: ,=0, j=0nebo 1 (4.9
proti oboustranné alternativni hypotéze
Hi: g,#0, j=0nebo 1. (4.10)
Pfi tomto testu pouZijeme testové kritérium
b.
T=—1+—"21—, (4.11)
Sg
hj
n-2

které ma pfi platnosti Ho t-rozdéleni s n — 2 stupni volnosti, Sr je rezidualni soucet ¢tverct,
hj je dano vztahy (4.1), (4.2), pfi¢emz j = 0 nebo 1.

Na hladin€ vyznamnosti « (viz Ramik (2003)) je kriticky obor vymezen nerovnosti
71> t_,12(n-2),
kde t,_,,,(n—2) je prislusny kvantil Studentova t-rozdéleni, ktery 1ze nalézt v tabulkach,
nebo v Excelu pomoci funkce TINV.

Pfijmete-1i napt. na dané hladiné vyznamnosti « nulovou hypotézu Ho: g, = 0, pak to
Znamena, ze Y nezavisi na X, jinak fec¢eno, pro libovolnou hodnotu nezavisle proménné

X nabyva zavisle proménnd y neustale stejné hodnoty 2, .

Vypocitana hodnota koeficientu determinace je prakticky vzdy kladna. Musime vSak
mit stdle na paméti, ze u hodnot vstupujicich do vypoctu koeficientu determinace se jedna
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0 realizace nahodnych veli¢in, a tudiz ma smysl testovat, zda teoreticky koeficient deter-
minace R? neni presto nulovy. Za predpokladi klasického linearniho modelu je mozno tes-
tovat nulovou hypotézu:

Ho: R?=0,
proti oboustranné alternativni hypotéze

Hi: R%# 0.

Pfi tomto testu pouzijeme testové kritérium

_ |R*(n-2) N
T_W/—l_R2 , (4.11%)

které ma pii platnosti Ho t-rozdéleni s n — 2 stupni volnosti, R? je vypo¢itany koeficient
determinace.

Na hladin€ vyznamnosti « (viz Ramik (2003)) je kriticky obor vymezen nerovnosti

>t (n-2),
kde t,_,(n—2) je ptislusny kvantil Studentova t-rozdéleni, ktery lze nalézt v tabulkach,
nebo v Excelu pomoci funkce TINV.

4.3 Nelinearni regresni analyza

V tomto odstavci si povSimneme jednoduchého regresniho modelu s nelinearni re-
gresni funkei, ktery se v§ak da pouhou substituci na linearni model pfevést. Konkrétné se
jedna o dvé regresni funkce zminéné jiz v kapitole 3:

regresni mocninnd funkce: f(x) = g,x*, (4.12)

regresni exponencialni funkce: f(x)=58"" (4.13)

Regresni model s regresni funkci (4.12) ma tvar:
y=pBx"+¢, (4.14)

avSak namisto néj uvaZzujeme model, jeZ vznikne logaritmovanim (4.12), kde poloZime

y=f(X),tf. hy=Ing,+BInx+¢&', ptitom In oznacuje pfirozeny logaritmus o za-
kladu e = 2,718... Jestlize nyni polozite substituce
y'=Iny, x'=Inx, (4.15)
Bo=Inpy, Bi=p (4.16)

pro transformaci (4.15) pivodnich dat yi, Xj, obdrzite ,,¢arkovany* jednoduchy linearni re-
gresni model

y' =+ X +&, (4.17)
jehoz parametry g;,p, (regresni koeficienty) lze odhadnout metodou nejmensich ctverct
aplikovanou na linearni model (4.17), a obdrzite tak jejich odhady 5,5, . S pouzitim vztaht

(4.15) a (4.16) dostanete nazpét odhady b,,h, piivodniho nelinearniho regresniho modelu
(4.12): b,=e™,b =h.
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Analogickym postupem Ize linearizovat jednoduchy nelinearni regresni model s expo-
nencialni regresni funkci (4.13), ktera je v ekonomii znama jako Cobb-Douglasova jedno-
faktorova produkcni funkce:

y= :80181)( te&, (4-18)
ktery substitucemi

y=Iny, x'=x, (4.19)

Bo=Inpgy, Bi=Ing, (4.20)

1ze rovnéz transformovat na ,,carkovany* linearni model (4.17), jehoz parametry g, 0d-
hadneme metodou nejmensich ¢tvercl, a obdrzime tak jejich odhady bj,b/. S pouZitim
vztaht (4.20) vypocteme nazpét odhady b,,b, ptivodniho nelinedrniho regresniho modelu
(4.18):

b, =€”,b =e%. (4.21)

Je vSak tfeba upozornit, ze na intervalové odhady, resp. testy hypotéz, regresnich koefi-
cientl by,b, lze pouzit postup z pocatku této kapitoly pouze tehdy, kdyz transformovana,
tj. ,,Carkovana“ data y/,x/, spliiuji podminky klasického regresniho modelu z kapitoly 3.
Meze intervalovych odhadi, tedy krajni body intervalil spolehlivosti pak vypocitdme s po-
uzitim zpétnych transformaci (4.21).

Dal$imi uzZite¢nymi nelinearnimi regresnimi funkcemi s uplatnénim pfedevsim v mar-
ketingu a vyzkumu trhu (logistické funkce, Gompertzovy funkce, aj.) se budete zabyvat
V kapitole vénované analyze ¢asovych fad. Tam se budete zabyvat 1 problémem vybéru
vhodného typu regresni funkce. V nasledujicich odstavcich se jesté vénujeme zndmé para-
bolické regresni funkci a dale Tornquistovym funkcim, které nelze prevést jednoduse na
linearni tvar, jak tomu bylo v tomto odstavci.

4.4 Parabolicka regrese

V kapitole 3.1. jsme oznacili parabolickou regresni funkci (3.4) za regresni funkeci, kte-

rou Ize substituci x’ = x? pfevést na linearni tvar. V tomto p¥ipadé se viak jednalo pouze
0 specialni tvar paraboly (s vrcholem na ose y) se dvéma parametry. Obecny tvar para-
boly v§ak ma parametry tfi a vypada takto:

f(X) =B, + BX+ BX°. (4.22)
Jednoduchy regresni model s parabolickou regresni funkci pak ma tvar
y=8,+BX+BX +e. (4.23)

Mame-li tedy k dispozici data, tj, dvojice hodnot (y1, X1), (Y2, X2), (Y3, X3),-.., (Yn, Xn), pak Ize
odhady b,,b,,b,regresnich parametric 3,,p,,5, ziskat metodou nejmensich ¢tverct, pfi-

c¢emz je zapotiebi fesit soustavu 3 normalnich rovnic o 3 nezndmych:
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Zy,: nbo+blzxi+b22xi2 , (4.24)
Zyl.xl. =bOin +blzxi2+b22xf‘ ,
Z:yl.xl.2 = bOinz -kblz:xi3 + bZfo .

Uvédomte si, Ze neznamé jsou v této soustave rovnic by,b,,b,, zatimco Yi, Xi jsou zndmé

hodnoty, které se dosadi do sum 2. v soustavé (4.24). Tuto soustavu 3 linearnich rovnic
0 3 neznamych je snadné vyiesit napf. znamou Gaussovou elimina¢ni metodou.

4.5 Tornquistovy funkce

Zejména v marketingu se vyuZzivaji Tornquistovy regresni funkce (téz Tornquistovy
kiivky), coz jsou regresni funkce s vice parametry, které podle pouziti rozdélujeme na tfi

typy:

Tornquistovy kifivky 1. typu vyjadiuji zavislosti poptavky po spotiebnim zbozi f(x)na
vysi prijmii X ekonomickych subjektil (napt. rodin). Tyto kiivky maji tvar:

f(x) = Xﬁ% (4.25)

Kfivky tohoto typu se pouZivaji naptiklad pii planovani a prognézovani ve spotiebnim
primyslu. Regresni funkce (4.25) slouZzi k modelovani poptavky po zbozi nezbytného cha-
rakteru (mléko, pec¢ivo, obuv, apod.).

Pii modelovani poptavky po zboZi relativné nezbytného charakteru (elektrospotiebice,
maso a uzeniny, apod.) se pouzivaji Tornquistovy krivky II. typu, které maji tvar:

f(x)= B(x=F5) . (4.26)
X+ 5,
Tornquistovy krivky II1. typu se pouZivaji pfi modelovani poptavky po zboZzi zbytného
charakteru (auta, Sperky, umélecka dila, apod.). Tyto regresni funkce se tfemi parametry
maji tvar:

()= PXA), (4.27)

X+ p,

Odhady regresnich parametri funkci (4.25) - (4.27) lze ziskat opét metodou nejmensich
¢tverci, avSak s pouzitim PC a Excelu, nebot’ soustava 3 norméalnich rovnic o 3 nezndmych
je nelinearni, a proto se k feSeni pouzivaji iterani numerické metody. Pro ru¢ni vypocet
muzeme alternativné vyuzit i metodu vybranych bodii.
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Tornquistova krivka I. typu

f(x)
o
™

Obrazek 15: Tornquistova kfivka L. typu, g, =8, =, =1

Tornquistova krivka Il. typu

Obrazek 16: Tornquistova kiivka Il. typu, g, =8, =, =1

Tornquistova krivka lll. typu

08+
06+
S04 +

02 +

Obrazek 17: Tornquistova krivka Ill. typu, g, =5, =5, =1
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4.6 Metoda vybranych bod

Ukéazeme si zde jinou metodu vypoc¢tu neznamych parametrti, ktera sice nevede z teore-
tického pohledu k nejlepsim odhadiim, avsak jeji vyhoda spociva ve vypocetni nenaroc-
nosti umoznujici ,,rucni vypocet. Tato metoda se nazyva metoda vybranych bodi a spo-
¢iva v tom, ze z danych udaju (Yi, Xi) vybereme 3 charakteristické hodnoty - body, kterymi
nechame Tornquistovu kiivku prochazet, jinymi slovy, polozime empirické hodnoty rovny
hodnotdm teoretickym. Jestlize charakteristické hodnoty poptavky Y,,Y,,¥, odpovidaji

hodnotam vySe ptijmi x,x,,x,, pak ze vztahu (4.26) obdrZite soustavu 3 rovnic o 3 nezna-

mych b,,b,,b,:

v _DOa-b) o be-b) (- (4.28)
Yox+b, T X +h,  X,+b,

jejichz feSenim napt. postupnym dosazovanim ziskame odhady nezndmych parametrt b,,b,, b, .

RESENA ULOHA 4.1

Data v tabulce ptedstavuji ceny broZovanych knih a k nim pfislu$né pocty jejich stran.

a. Urcete linearni regresni model popisujici zavislost ceny knih na poctu stran.

b. Urcete interval, ve kterém bude s pravdépodobnosti 95% lezet regresni koeficient bs.

c. Nahladiné vyznamnosti 5% testujte, zda je regresni koeficient by statisticky vyznamny.

d. Vypoctéte koeficient determinace a na hladin€ vyznamnosti 5% testujte, zda je statis-
ticky vyznamny.

e. V jakém rozmezi se bude pohybovat cena knihy s 250 stranami? UvaZzujte hladinu vy-
znamnosti 0,01.

Mé¥eni €. 1 2 3 4 5 6 7
Pocet stran 20 35 48 50 130 | 200 86
Cena knihy 40 50 70 106 118 | 179 100

ResSeni:

a. Koeficienty regresni pfimky Y = bo + bix urcite pomoci vztaht (3.13):
h o XY~ X-y 10135,71-81,29-94,71 2436,73 _
Y22 10103,57 —81,29° 3495,51

H

by =Y —b, -X=94,71-0,7-81,29 =3781.
Hledana regresni pfimka ma tvar Y = 37,81 + 0,7x.

b. Ukolem je najit 95% oboustranny interval spolehlivosti pro koeficient bi. Obecny
tvar tohoto intervalu je nasledujici (viz (4.4)):

[b1 —t1-are(n — 2) SR\/Z , b1 + tian(n — 2) sR\/Z],
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kde sr je odmocnina z rezidualniho rozptylu s3 = SR2 , h1 je definovano vztahem
n_

(4.2).
i 2 — 2 =2
i Xi Vi Xi Xiyi Yo |[i=Y)" [ (yi=)
1 20 40 400 800 51,81 139,48 2993,18
2 35 50 1225 1750 62,31 151,54 1998,98
3 48 70 2304 3360 71,41 1,99 610,58
4 50 106 2500 5300 72,81 1101,58 127,46
5 130 118 16900 15340 | 128,81 116,86 542,42
6 200 179 40000 35800 | 177,81 1,42 7104,80
7 86 100 7396 8600 98,01 3,96 27,98
Soucet 569 663 70725 70950 1516,83 13405,43
Prumér | 81,29 94,71 | 10103,57 | 10135,7

Nejprve se vypocita rezidualni soucet ¢tverct Sr (v tabulce vypoctt je to hodnota v pied-
poslednim sloupci dole):

7

Sp=>.(y;—Y,)* =1516,83.

i=1
Teoretické hodnoty Yi obdrzime postupnym dosazovanim hodnot Xi do rovnice regresni
ptimky. Hodnoty Yi, jednotlivi s¢itanci i soucet Sr jsou uvedeni v tabulce. Nyni muzeme
vypocitat hodnotu rezidualniho rozptylu s, .

1516,83

2 = =303,37.

R

Potom

s, =+/s2 =+/30337 =17,42.

Dale stanovime hodnotu hs.

h =

! __! = 0,00004.

n
n>x2—(x ] 7-70725-569° 171314
V tabulkach Studentova rozdéleni nalezneme (1 — /2) = 97,5% kvantil t-rozdé€leni o n — 2
=7 — 2 =5 stupnich volnosti, tj. #,4,5(5)=257.
Dosazenim vySe vypoc¢itanych hodnot do vztahu pro interval spolehlivosti ur¢ime jeho pra-
vou a levou stranu:

L=0,7-257-17,42-,/0,00004 = 0,42 .

P=0,7+257-17,42-,/0,00004 =0,98.
Regresni koeficient b1 bude s 95%-ni pravdépodobnosti lezet v intervalu [0,42; 0,98].
c. Ackoliv je hodnota koeficientu b1= 0,7, nesmite zapominat na to, Ze pracujete s na-
hodnym vybérem a ze teoreticka hodnota parametru /1 presto mize byt nulova. Bude se
proto testovat nulova hypotéza

Ho: /1=0
proti oboustranné alternativni hypotéze
Hi: p1#0.
K ovéteni nulové hypotézy vypocitime hodnotu testového kritéria (4.11)
T= ;1 RNTT 2’7 = (?’171 =6,35.
— -y \/ ~.0,00004 ’
n—2 )
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V tabulkach t-rozd¢€leni nalezneme to975(5) = 2,57. Protoze 6,35 > 2,57, zamitame nulovou
hypotézu ve prospéch hypotézy alternativni, coz znamend, zZe na zvolené hladin€ vyznam-
nosti je parametr S, nenulovy a tedy statisticky vyznamny.

d. Koeficient determinace R? vypogitame podle vztahu
R? =1— S_R =1— % =
S 13405,43

y
Testové kritérium stanovite podle vztahu (4.11%)

2 p—
- IR?(n 22) _ [0895 oo
1-R 1-0,89

Protoze 6,35 > 2,57, zamita se nulova hypotéza ve prospéch hypotézy alternativni, coz zna-
men4, Ze na zvolené hlading vyznamnosti je koeficient determinace R? nenulovy a tedy
statisticky vyznamny.

e. Mate stanovit 99% interval spolehlivosti pro predikovanou hodnotu Y, je-li xo =

250.
Podle (4.8) je tvar tohoto intervalu

[Yo — tr-a2(nN-2) s,/H , Yo + ti-ap(N-2) s,~H ],
kde

Yo= bo+bix=37,81+0,7 -250 =212,81,

t1-a2(n —2) = 4,032,

SR=17,42,

— 2 2
1.l (nx, in) 1.1, (7-250-569) _1+1(1+1394761j=
NNy x? _(in )2 7 171314
1

7
=1+7~9,14= 2,31.

7-70725-569°

Meze hledaného intervalu jsou:
L=212,81-4,032-17,42- /2,31 =106,06.
P=21281+4,032-17,42- /2,31 = 319,56.
Cena knihy se bude s 99%-ni pravdépodobnosti pohybovat v intervalu [106,06;319,56].
Nakonec si ukaZzeme feSeni pomoci Excelu. Na tomto mist€ to bude dalsi moznost feSeni

ulohy jednoduché (i vicendsobné) regrese s vyuzitim menu:
Data — Analyza dat... — Regrese.

Data jsou usporadana ve worksheetu ve 2 sloupcich:

A B c

1 |Pocet stran [Cena knihy

2 20 40

3 35 50

4 48 70

5 50 106

6 130 118

7 200 179

8 86 100

9

Otevie se okno regrese, které vyplnite takto:
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Regrese @E}

Wskup
p 04
Wstupni oblast ¥; $E$1: 6645 B
Storno
Wstupni oblast ¥ $a%1: 045 B

v Popisky [ Konstanta je nula Népoyéda

v Hladina spolehlivosti |99 %o

MoZnosti vy skupu

(% \gsbupni oblask: 4420 EY
" Moy list: ’7
€ Moy sedit

Rezidua

™ Rezidua I~ Graf s rezidui

I standardni rezidua [ Graf regresni primksy

Po potvrzeni OK obdrzite:

VYSLEDEK

Regresni statistika
Nasobné R 0,942
Hodnota spolehlivosti R 0,887
Nastavena hodnota spolehlivosti R 0,864
Chyba stf. hodnoty 17,416
Pozorovani 7
ANOVA

Rozdil SS MS F yznamnost F

Regrese 1 11888,84 11888,84 39,19608 0,001525
Rezidua 5 1516,586 303,3172
Celkem 6 13405,43

Koeficienty ba stf. hodi tstat Hodnota P Dolni 95% Horni 95% Dolni 99,0% Horni 99,0%
Hranice 38,059 11,19022 3,401 0,019 9,294 66,825 -7,061 83,180
Podet stran 0,697 0,111327 6,261 0,002 0,411 0,983 0,248 1,146

V prvni ¢asti vystupu jsou popisky s neptesnymi pieklady do ¢estiny, uvadime proto jejich
spravné vyznamy:

Nasobné R =R - koeficient korelace

Hodnota spolehlivosti R = R? - koeficient determinace

Nastavena hodnota spolehlivosti R~ = Rzadj - upraveny koeficient determinace

Chyba stf. hodnoty = s? - smérodatna chyba (odhad smérodatné odchylky nahod. slozky)

V této ¢asti vystupu je dillezitd druha hodnota — koeficient determinace R? = 0,887, ktery
odpovida ru¢né¢ ziskanému vysledku z ¢asti d.

Druhé tabulka ve vystupu — ANOVA neni v pravém slova smyslu metoda ANOVA, jak
jsme se ji zabyvali v kapitolach 1 a 2, jde tu o analogii vyuZivajici podobnosti vztahii (1.5)
a (3.17). Analogicky jako v metodé¢ ANOVA je zde vysledek F-testu statistické vyznam-
nosti celého regresniho modelu: Vyznamnost F = 0,001525. Tato hodnota je mensi nez
0,05 a proto je cely regresni model statisticky vyznamny.

Ve tieti — posledni tabulce jsou uvedeny relevantni informace k vypo¢itanému regresnimu
modelu. Nejprve jsou uvedeny odhady regresnich koeficientii:

Hranice = uroviniova konstanta = bg

Pocet stran = sklon regresni piimky = koeficient u nezavisle proménné ,,pocet stran* = by
Ve sloupci Hodnota P jsou uvedeny p-hodnoty (signifikance) testli nulovosti pfislusnych
regresnich koeficienti:
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Pro regresni koeficient bo je tato hodnota 0,019 < 0,05 - bo je statisticky vyznamny tj. fo#
0.

Pro regresni koeficient bije tato hodnota 0,002 < 0,05 — by je statisticky vyznamny tj. f1#
0.

Intervaly spolehlivosti regresnich koeficientti jsou uvedeny ve sloupcich:

Dolni 95%, Horni 95%, resp. Dolni 99,0%, Horni 99,0%.

Konkrétné, 95%-ni interval spolehlivosti koeficientu f1 je [0,411 ; 0,983], coz je stejny
vysledek, jaky jsme obdrzeli pfedtim ru¢nim vypoctem.

RESENA ULOHA 4.2

Pti sledovani zavislosti vlastnich nakladd na skladovani zahrnujici i ztraty zptisobené za-
stavenim vyroby z nedostatku soucastek (Y) na velikosti dodavek (X) v 18 obuvnickych
zavodech jsme obdrzeli nasledujici udaje - viz. tabulka.

a. Naleznéte regresni funkci popisujici zévislost Y na X a urcete jeji rovnici.

b. Stanovte optimalni velikost dodavky.

Podnik 1123|456 |7 |8|9|10(11|12|13(14|15|16/|17 |18
Dodavka | 28 | 32 | 35|40 |42 45|49 |51 |53 |56 |57|60|61 64|69 |72|75|77
Naklady | 62 | 59 | 58 | 53 | 50 | 46 | 44 | 42 | 40 |41 | 38 | 35|36 | 36 | 38 | 40 | 42 | 46

ReSeni:

a. Jak z pribéhu bodového diagramu, tak i rozboru empirickych udajt plyne, ze za-
vislost mezi velikosti dodavek a ndklady na skladovani dobie vystihuje parabolicka re-
gresni funkce

f(x) = fo +fux + 2.
Néklady na skladovani maji zpoc¢atku klesajici tendenci- mald dodavka zptsobuje vysoké
naklady na pfevzeti pfipadajici na jednu soucastku a zptsobuje vypadky ve vyrobé. Tuto
tendenci pozdéji vystiida vzestup — pfili§ velka dodavka zvySuje stav zasob, prodluzuje
skladovaci dobu a vyvolava nutnost ivérového kryti — viz Obréazek 18.
Odhady hodnot parametrii parabolické regrese obdrzime feSenim soustavy normalnich

rovnic
Dy =nby+b, > % +b, > X’
ZYi i :bOZXi +blZXi2 +bZZXi3
Zyi 2 =bOZXi2 +b12xi3 +bZin4.
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Regresni parabola y = 0,0227x2 - 2,8479x + 127,71
R?=0,939
70
60 N,
50 2e .
40 \‘L‘, s o Naklady
30 L —— Polynomicky (Naklady)
20
10
0 - ‘ ' ‘
0 20 40 60 80 100

Obrazek 18: Parabolicka regrese

Dosazenim hodnot ze souctového fadku tabulky do téchto rovnic dostaneme:
806 =18b, +966b, +55534b,

41618 = 966b, +55534b, + 3372084b,
2330182 =55534b, +3372084b, + 213664858b, .
Resenim této soustavy rovnic (napt. Cramerovym pravidlem) ziskame regresni koeficienty
bo=127,71; by =—2,8479; b, = 0,0227.
Hledana parabola ma tvar Y =127,71—-2,8479x + 0,0227x2.

b.  Optimalni velikost objednavky zjistime jako minimum funkce
Y =127,71-2,8479x+0,0227x?

tak, Ze poloZime jeji prvni derivaci rovnu nule, tj.
Y'= —2,8479 + 0,0454x = 0, tudiz X=62,7.

Optimalni velikost dodavky je 62 nebo 63 kust.

Nakonec provedeme vypocet pomoci Excelu s vyuzitim funkce Ptidat spojnici trendu v bo-
dovém grafu.

Po zobrazeni dat pomoci grafu XY bodovy poklepete pravym tlacitkem mysi,

zvolite poloZku Typ trendu a rergrese: Polynomicky (stupen 2),

Dale oteviete zalozku Moznosti, kde zakliknete:

Zobrazit rovnici regrese (rovnice regresni piimky) a soucasné zakliknete

Zobrazit hodnotu spolehlivosti R (hodnotu koeficientu determinace R?).

Potvrdite OK.

' A I A 7 x; | xiw
1 28 62 784 21952 614656 1736 48608
2 32 59 1024 32768 1048576 1888 60416
3 35 58 1225 42875 1500625 2030 71050
4 40 53 1600 64000 2560000 2120 84800
5 42 50 1764 74088 3111696 2100 88200
6 45 46 2025 91125 4100625 2070 93150
7 49 44 2401 | 117649 5764801 2156 105644
8 51 42 2601 | 132651 6765201 2142 109242
9 53 40 2809 | 148877 7890481 2120 112360
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10 56 41 3136 | 175616 9834496 2296 128576
11 57 38 3249 | 185193 10556001 2166 123462
12 60 35 3600 | 216000 12960000 2100 126000
13 61 36 3721 | 226981 13845841 2196 133956
14 64 36 4096 | 262144 16777216 2304 147456
15 69 38 4761 | 328509 22667121 2622 180918
16 72 40 5184 | 373248 26873856 2880 207360
17 75 42 5625 | 421875 31640625 3150 236250
18 77 46 5929 | 456533 35153041 3542 272734
Soucet | 966 806 55534 | 3372084 213664858 41618 | 2330182

Obdrzite vysledek téméi takovy, jaky je na nasledujicim obrazku. K piivodnim bodim
se zobrazi regresni parabola, dale rovnice regresni paraboly a hodnotu koeficientu determi-
nace R2. Vysledek je stejny, jako pfi ruénim vypoétu, viz vyse.

RESENA ULOHA 4.3

V jisté firmé zkoumali, jak zavisi vlastni naklady na jednotku produkce (Y) na objemu pro-
dukce (X). Nasledujici tabulka uvadi zjisténé udaje v riznych obdobich.

a. Najdéte regresni hyperbolicky model popisujici danou zavislost.

b. Pomoci koeficientu determinace zhodnot'te piiléhavost regresni funkce k datim.

ReSeni:
a. Dosadite potfebné tidaje do normalnich rovnic, které ziskate z hyperbolicke re-

gresni funkce (3.5) tak, ze k nalezeni minima souctu ¢tverct odchylek:

2
F(by.b,) = Z(yi — (b, +b, Xi)J se anuluji parcialni derivace, tj. F _ 0a oF _ 0.

ab, b,

Tim obdrzite nasledujici normalni rovnice:

ZYi =n-b, +b12%
Yi 1 1
ZX— = bozx_—'_blZF

a obdrzime soustavu 2 rovnic o 2 nezndmych
1574=13-b,+b,- 713
1812,19 =bh, - 7,13+ b, - 8,33.
Resenim této soustavy ziskate odhady regresnich parametri::
bo=3,32; b1 =214,71.

Hledana regresni hyperbola ma tvar: Y =332+ 214,71 .

X
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b. Nejdiive vypoditate teoretické hodnoty Yi postupnym dosazenim hodnot X; do rov-

nice regresni hyperboly
214,71

21471 _ 332+ ———=432,74.
X, 0,5

Y, =332+

Vsechny hodnoty Yi jsou uvedeny v tabulce, viz nize.
Dale vypocitate soucty St, Sy

13
S, =D (Y, —¥)? = (432,74 -121,08)% + (310,05 -121,08) +...+ (24,58 ~121,08)* =

i=1

=203722,02.

13
S, = (y; —¥)? = (456 -121,08)* + (297 —121,08)* +...+ (14—121,08)* = 2060,97 .

i=1

' A Yi Wi fae | Y| Y =92 | (- )
1 0,5 456 2,00 | 4,00 | 912,00 | 432,74 | 97131,96 | 112171,41
2 0,7 297 1,43 | 2,04 | 424,29 | 310,05 | 35709,66 30947,85
3 0,9 206 1,11 | 1,23 | 228,89 | 241,89 | 14595,06 7211,41
4 1,4 165 0,71 1051 | 117,86 | 156,68 1267,36 1928,97
5 1,9 118 0,53 | 0,28 62,11 116,33 22,56 9,49
6 3,2 79 0,31 | 0,10 24,69 70,42 2566,44 1770,73
7 4.2 57 0,24 | 0,06 13,57 54,44 4440,89 4106,25
8 4.8 54 0,21 | 0,04 11,25 48,05 5333,38 4499,73
9 6,9 40 0,14 | 0,02 5,80 34,44 7506,49 6573,97
10 7,9 35 0,13 | 0,02 4,43 30,50 8204,74 7409,77
11 8,8 30 0,11 | 0,01 3,41 27,72 8716,09 8295,57
12 9,2 23 0,11 | 0,01 2,50 26,66 8915,14 9619,69
13 10,1 14 0,10 | 0,01 1,39 24,58 9312,25 11466,13
Soudet 60,5 1574 7,13 | 8,33 | 1812,19 203722,02 | 206010,97
Prumér| 4,65 121,08 0,551]0,64 | 139,40

Hodnoty jednotlivych séitancii i soucti St, Sy jsou uvedeny v tabulce.
Koeficient determinace R? vypog¢itate podle vztahu (3.18).
R = S; 203722,02

S. 20601197

y

Hodnota koeficientu determinace 0,99 je vysokd, coZz znamend, Ze danym regresnim mo-
delem s vysvétlujici proménnou ,,objem produkce* je vysvétleno 99% variability znaku Y.
Pouze 1% chovéni proménné Y je ovlivnéno jinymi faktory.
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RESENA ULOHA 4.4

Data v tabulce ukazuji poptavku po uréitém druhu zbozi (v tis. ks) pfi riiznych cendch
(v K&). Popiste zavislost poptavky na cen¢ mocninnou regresni funkeci.

Pozorovani 1 2 3 4 5 6
Cena 8,5 40 92 180 200 250
Poptavka 200 140 80 45 42 18

ReSeni:
Ukolem je nalézt odhady parametrii 51, fo regresni funkce Y = B,x* .

Pouzijete linearizujici transformace, a to tak, ze ob¢ strany rovnice zlogaritmujete a pouzi-
jete vhodnou substituci (viz odstavec 4.3), ¢imz ziskate rovnici

Y =65+ pix,
kde Y'=InY,x"=Inx, 8; =Ing,, B/ = B,, cozZ je rovnice regresni ptimky.

Regresni koeficienty bf,b; ur¢ime pomoci zndmych vztaht takto:

o Xy —x'-y' 17,49-439.-418 -086
YooYzt 207-439-439 143

12

b, =y —b/x' =418—(-0,6-4,39) =68.

i X y x' y' Xy x?
1 8,5 200 | 214 | 530 | 11,34 [ 458
2 40 140 | 369 | 494 | 18,23 | 13,61
3 92 80 452 | 4,38 | 19,81 | 20,45
4 180 45 519 | 381 | 1977 | 26,97
5 200 42 530 | 374 | 1980 | 28,07
6 250 18 552 | 289 | 1596 | 30,49
Primér 439 | 418 | 1749 [ 20,70

Odhady bo, b1 ptivodniho modelu snadno vypocitate zpétnou transformaci
b/ =b,,b, =e.
Proto bude b, =-0,6;b, =897,85.

Hledan4 mocninna regresni funkce ma tvar Y =897,85-x°°.

Nakonec provedeme vypocet pomoci Excelu s vyuzitim funkce Pfidat spojnici trendu
Vv bodovém grafu.
Po zobrazeni dat pomoci grafu XY bodovy poklepete pravym tlac¢itkem mysi, zvolite po-
lozku
Typ trendu a regrese: Mocninny,
Dale oteviete zalozku Moznosti, kde zakliknete:
Zobrazit rovnici regrese (rovnice regresni pfimky) a soucasné zakliknete
Zobrazit hodnotu spolehlivosti R (hodnotu koeficientu determinace R?).
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Obdrzite vysledek, jaky je na Obrazku 19. K piivodnim bodiim se zobrazi regresni moc-
ninna funkce, dale jeji rovnice a hodnotu koeficientu determinace R?. Vysledek je ponékud
odlisny od vysledku, ktery jsme ziskali pti ru¢nim vypoctu, viz vyse. Tato odlisnost je zpt-
sobena tim, ze Excel pocita koeficienty pfimo metodou nejmensich Ctvercii bez pouziti li-
nearizace s logaritmickou transformaci. Metoda pouzita Excelem je pfesnéjsi nez metoda
linearizace a proto bychom ji dali pii aplikaci piednost. Metoda linearizace je zase vypo-
cetné jednodussi, je ji mozno provést rucné, v dobe pocitacii vSak tato vyhoda ztraci na
vyznamu.

Mocninna regrese y= 1005'9)(-0,623
R? = 0,8347
300
250 l
200
\ ¢ Poptaka
150 03 - .
\ — Mocninny (Poptawka)
100
x
50 ———a—___
0 .
0 100 200 300

Obrazek 19: Mocninna regrese

RESENA ULOHA 4.5

Tabulka uvadi stafi pletacich stroju (X) v letech a naklady na jejich udrzbu (Y) v tis. K¢&.
Popiste zavislost Y na X exponencialni regresni funkci.

Méreni 1 2 | 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12
Stari 14 108| 3 | 75|84 148]| 45 |156|173|115(132| 15
Naklady | 475 | 8 | 10 | 17 | 22 |76,4|125| 76 |945| 25 |30,6 | 12

ReSeni:

Ukolem je nalézt odhady regresnich parametrii exponencialni regresni funkce
Y= BB

Pomoci logaritmické transformace pfevedeme tuto funkci na funkci linedrni:

Iny =Ing + xIng .

Pouzitim substituce

y=InY,x'=x, 5 =In g, A =Inj,

obdrzite regresni pfimku y'= g; + B/x".
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Odhady parametri g;,3; této ptimky uréime pouzitim zndmych vztaht

bl Xy -x'-y' 348-934.325 445
=

Rl B 2 -2 014
v 11859-934> 3135

X/2 _

by =y'—b/x' =325-(014-9,34) =194,
Regresni koeficienty ptivodni funkce snadno vypocitame zpétnou transformaci:
b, = e® =6,96; b, = e” =115. Hledana exponencialni regresni funkce ma tvar:

y =6,96-115" = 6,96,

i | xi=x yi Yi Xiyi | x'?
1 14 47,5 3,86 54,04 | 196,00
2 0,8 8 2,08 1,66 0,64
3 3 10 2,30 6,90 9,00
4 7,5 17 2,83 21,23 56,25
5 8,4 22 3,09 25,96 70,56
6 14,8 76,4 4,34 64,23 | 219,04
7 4,5 12,5 2,53 11,39 | 20,25
8 15,6 76 4,33 67,55 | 243,36
9 17,3 94,5 4,55 78,72 | 299,29
10 11,5 25 3,22 37,03 | 132,25
11 13,2 30,6 3,42 45,14 | 174,24
12 1,5 12 2,48 3,72 2,25
Primér | 9,34 3,25 34,80 | 118,59
Exponencialni regrese y = 60473601407
R? = 0,9287
100

80 -3
/ ¢ Néklady
60
40 / — Exponencidlni
/ R (Naklady)
20

0 5 10 15 20

Obrazek 20: Exponencialni regrese

Nakonec provedeme vypocet pomoci Excelu s vyuzitim funkce Pfidat spojnici trendu
Vv bodovém grafu. Po zobrazeni dat pomoci grafu XY bodovy poklepete pravym tlacitkem
mysi, zvolite polozku
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Typ trendu a regrese: Exponencialni,

Dale oteviete zalozku Moznosti, kde zakliknete:

Zobrazit rovnici regrese (rovnice regresni piimky) a soucasné zakliknete
Zobrazit hodnotu spolehlivosti R (hodnotu koeficientu determinace R?).
Potvrdite OK.

Obdrzite vysledek, jaky je na Obrazku 20. K pivodnim bodim se zobrazi regresni expo-
nencialni funkce, dale jeji rovnice a hodnotu koeficientu determinace R%. Vysledek je prak-
ticky stejny jako vysledek, ktery jsme ziskali pii ru¢nim vypoctu, viz vyse.

SHRNUTI KAPITOLY

Tato kapitola piinesla rozsifeni znalosti v jednorozmérné regresni analyze. Kapitola se
zabyvala stanovenim intervald spolehlivosti, testovanim hypotéz regresnich koeficienti a
testem nulovosti koeficientu determinace. Dale zde byla piedstavena jednorozmérna neli-
nearni regrese. Byly zde vysettovany regresni funkce, které Ize s pomoci vhodné transfor-
mace prevést na funkce linedrni, dale parabolickd regresni funkce a nakonec nelinearni re-
gresni funkce tzv. Tornquiustova typu. V této kapitole jste se seznamili S tzv. metodou vy-
branych bodi.

4.7 Samostatné ukoly

4.1 Tabulka zachycuje staii (v letech) osmi vybranych stroji v potravinaiském zavodé¢ a ty-
denni néklady (v K¢) na provoz té€chto stroju.

Stari stroje 1 2 3 4 5 6 7 8
Naklady 44 | 52 | 61 | 80 | 94 | 108 | 111 | 116

a. Odhadnéte parametry regresni funkce f(X)=fo+/p1InX, ktera by méla vystihovat pru-
bch zavislosti nakladi na stafi.

b. Jaké tydenni naklady mizeme oCekavat u stroje starého 4 roky?

c. Urcete koeficient determinace a interpretujte je;j.

4.2 V tenisovém zapase ma vyznamny vliv na vitézstvi hrace ispésnost jeho prvniho po-
dani. Data v tabulce pfedstavuji pocet spéSnych prvnich podani (X) a pocet vyhranych
bodil pfi uspeSném prvnim podani (Y) deseti vybranych hract z prednich mist Zebticku
ATP.
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X 31 42 39

41

50

38

33

49

37

46

Y 22 31 29

26

33

26

23

30

29

31

Zvolte nejprve linearni a potom parabolicky typ regresni funkce popisujici zavislost Y na X.

a. Urcete regresni parametry obou zvolenych regresnich funkei.

b. Stanovte 95% interval spolehlivosti pro regresni koeficient b1 u linearni regrese.

C. Zhodnotte vystiznost obou zvolenych regresnich funkci. Ktera z nich 1épe vystihuje

data?

4.8 Reseni ukold, vysledky

41 a) Y =3229+3844-InX

b) Y(4)=32,29+3844-In4=8558K¢

) R?=092

4.2 linearni regresni funkce

a) Y =795+0,49x
b) ble(0,26; 0,73)

¢) R’=075

Model 1épe vystihuje kvadraticka regresni funkce.

kvadraticka regresni funkce

Y =—25,94+2,19x—0,02x>

R?=0,79

73

[




Regresni analyza — jednorozmeérna: intervaly spolehlivosti, testy hypotéz, nelinearni
regrese
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5 REGRESNIi ANALYZA - VICEROZMERNA

RYCHLY NAHLED KAPITOLY

V této kapitole navazete na jednoduchou regresi vySetfovanou v predchozi kapitole.
Nyni budeme piedpokladat, ze vysvétlovana proménna zavisi na nékolika (vice nez jedn¢)
vysvétlujicich proménnych. Vicenasobny linearni regresni model je zobecnénim jednodu-
chého linearniho regresniho modelu. Linearni regresni model bude rozsifen na vicenasobny
regresni model linedrni v parametrech, ktery predpoklada linearni vztah pouze v regresnich
koeficientech, nikoliv nutné v nezavisle proménnych. Odhady regresnich koeficientti se
stanovi opét metodou nejmensich Ctvercll, pfitom lze vyuzit maticové symboliky, ktera
usnadnuje praci s vektory a maticemi. Podobné jako v pifipad¢ jednoduché regrese budou
formulovany ptedpoklady klasického regresniho modelu, pfi¢emz obdrZzite analogické vy-
sledky pro intervaly spolehlivosti regresnich koeficientll a odpovidajici testy hypotéz jako
Vv piipad¢ jednoduché regrese. Nejprve budeme ptedpokladat, Ze vysvétlovand proménna
Y zavisi na nékolika vysvétlujicich proménnych Xi, Xa,..., Xk.

CILE KAPITOLY

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
napsat rovnici vicenasobného regresniho modelu,
vypocitat odhady regresnich koeficient pomoci maticové symboliky,
vypocitat odhady regresnich koeficientd v EXCELU a v GRETLU,

interpretovat hodnotu koeficientu determinace a koeficientu korelace.

CAS POTREBNY KE STUDIU

K prostudovani této kapitoly budete pottebovat asi 120 minut.

KLICOVA SLOVA KAPITOLY

Vicenasobna regresni analyza, koeficient determinace, koeficient korelace.
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5.1 Vicerozmérna regresni analyza

Na rozdil od predchozich dvou kapitol, kde jsme predpokladali, ze vysvétlovana pro-
ménnd Y zavisi na jediné vysvétlujici proménné X, budeme nyni piedpokladat, ze vysvét-
lujicich proménnych je nékolik (tj. alespon 2), feknéme k, kde k > 2, pfitom k je celé ¢islo.
Vysvétlujici statistické znaky (proménné) oznacime Xi, Xo,...,Xk, I-t€ému pozorovani (i-té
realizaci) hodnot vysvétlujicich znakd x,,,x,,,...,x, odpovidd hodnota vysvétlovaného
znaku y.. Vicenasobny linearni regresni model je zobecnénim jednoduchého linearniho

regresniho modelu (4.9) a ma nésledujici tvar:
Vi = fo + BiXa + BoXip oot B X + & 1=12,..,n. (5.1)

Jak jste vidé€li v predchozi kapitole pfi aplikaci metody linearizace, bylo pro pouziti me-
tody nejmensich ¢tverct podstatné, Ze regresni funkce byla linearni v parametrech S, ni-

koliv v proménné x. Tohoto dilezitého faktu vyuZzijeme nyni a formulujeme pon¢kud obec-
néj$i model, nez (5.1), totiz vicenasobny regresni model /inedrni v parametrech. Ten vy-
pada takto

Vi=B B (XX Xy )+ B Sy (X X e X ) B [ (X X5 X ) + &
i=12,..n. (5.2)
kde fj(xi,xz,...,xk) , ] =1.2,..k jsou funkce proménnych Xx,,X,,..., X, , nezavislé na para-

metrech g..

5.2 Metoda nejmensich ¢tvercu

Odhady regresnich koeficientli by,b,,...,b, 1ze stanovit metodou nejmenSich ctverci,
ktera spo¢ivad v minimalizaci sou¢tu kvadrati (tj. druhych mocnin) odchylek skutecnych
hodnot dat y, od teoretickych hodnot ¥, =hy, +b, f,(Xy, Xip,eees X3 ) oo+ B F (K5 Xiggeeey X ) -

Podobné, jako u jednoduchého modelu, vypocteme odhady ze soustavy normalnich rovnic:

05y

=0, Zr 0, ...,
b,

0. (5.3)
V (5.3) se jedna o parcialni derivace funkce Sr podle proménnych bi. Oznaceni
Fi = fi(X0 X000 X)), 1= 12,0k J=1,2,..0, (5.4)

umozni vyuzit maticovou symboliku. Soustavu rovnic (5.2) 1ze maticové zapsat takto:

y=FB+eg, (5.5)
kde matice:
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i Fo - Fa
F- 12 7 sz ;s . o
=|. .° . 7| senazyva matice regresorii,
_1 I:ln o I:kn
Y1
Ya| . - < . .
y =| " | jevektor pozorovani vysvétlované proménné Y,
| Yn
By b,
B= [_31 ,resp. b= 7|, je vektor regresnich koeficientt, resp. vektor jejich od-
B ] b,
hadu. Dale
g |
&
g=1| 7|, je vektor nahodnych slozek.
&, |

Pii vypoctu vektoru odhadi b regresnich koeficienti metodou nejmensich ¢tverct ob-
drzite soustavu normalnich linearnich rovnic, které Ize maticové vyjadfit. Pozor, pouZivate
pfitom pravidla pro secitani a nasobeni matic - pravidlo ,,fadek krat sloupec®. Toho lze
dosahnout tak, Ze regresni rovnici y = F.b , vynasobite zleva transponovanou matici F',
takZe obdrZite

F'y=F'F.b, (5.6)
a za predpokladu, e matice F'F je regularni, a tedy existuje k ni matice inverzni (F'F)*,

1ze nalézt feSeni soustavy, tj. vektor odhadu regresnich koeficienth modelu (5.5), a to po
vynasobeni (5.6) zleva matici (F'F), ve tvaru:

b = (FTF)*Fy. (5.7)

Ve specialnim piipadé jednoduché linearni regrese je k = 1, pak matice regresort a dalsi
prvky z (5.6) maji tvar:
|5
2% X %Y,
1 x,
a soustava normalnich rovnic (5.6) je nasledujici:

1 x,
F — 1 X21 FTF |: n ZX i|
n Z Xi bO — zyl (5 8)
Z X; Z X’ | by ZW 0] .
coz je tvar ekvivalentni rovnicim (3.12) , (3.13).
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5.3 Nahodny vektor a jeho charakteristiky

Nyni jesté rozsitime pojmy stfedni hodnoty a rozptylu pouzivané doposud pro ndhodnou
veli¢inu (skalar), a to pro nahodny vektor:

X=|"2], (5.9)

kde slozky Xj jsou nahodné veli¢iny. Strredni hodnota E(X) vektorové nahodné veliciny X
je vektor stfednich hodnot jednotlivych slozek, tj.:

E(X,)
E(X) = E(?<2) . (5.10)
E(*n)
Rozptyl (variance) Var(X) vektorové nahodné veliciny X je matice:
Var(X) = E((X- E(X))"(X - E(X))). (5.11)

Rozptyl nahodného vektoru (5.11) je ¢tvercova matice typu (nxn).

5.4 Klasicky linearni model

O klasickém (vicerozmérném) linedarnim regresnim modelu hovotime tehdy, kdyz ma-
tice regresortt ma nejjednodussi tvar, tj. kdyz je matice tvofena danymi hodnotami pozo-
rovani vysvétlujicich proménnych:

F.=x.

ij [/

i=1,2,..K j=1,2,...,0, (5.12)

V tom piipad€ ma matice regresorl tvar:

1 X o X
X ¢
Fofr X T e (5.13)
1 Xn o X

U klasického linearniho modelu poZadujeme splnéni podminek 1. az 3. z minulé kapi-
toly, pfitom u téchto podminek nebylo dulezité, zda jde o jednoduchy nebo vicerozmérny
regresni model:

1. Hodnoty vysvétlujicich proménnych X1, Xa,..., Xk, tvofici matici regresort F podle
(5.13) se voli piedem, nejsou to tedy nahodné veli¢iny.

2. Reziduum & v modelu (3.5) ma normdlni rozdéleni pravdépodobnosti s nulovou
stiedni hodnotou a (neznamym) rozptylem o2, tj.:
E(e)=0, (5.14)
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Var(e) = &% 1, (5.15)

kde symbol | oznacuje jednotkovou matici.

Vztah (5.15) zahrnuje zaroven podminku 3. z klasického linearniho modelu, viz ka-
pitola 3.5, nebot’ na diagonale matice Var(e) jsou rozptyly ¢ jednotlivych slozek
nahodného vektoru € a mimo diagondlu vystupuji nulové kovariance téchto slozek.
V tom piipadé hovoiime o homoskedasticité. V opacném piipad¢ hovoiime o pfitom-
nosti heteroskedasticity.

3. Vysvétlyjici proménné X1, Xo,...,Xk, nejsou kolinearni, tj. sloupcové vektory matice
regresoru (5.13) jsou nekorelované. V opa¢ném piipade hovotime o pfitomnosti mul-
tikolinearity.

5.5 Miry variability a koeficient determinace

Podobné¢ jako u jednoduché regrese, zajimame se nyni o celkovou variabilitu vysvétlo-
vané proménné, kterou charakterizuje celkovy soucet ctverct:

< —\2
S,=> -y (5.16)
i=lI
Cast celkové variability vysvétlenou regresnim modelem charakterizuje teoreticky soucet
Ctvercil.

n

S =2 (% -y), (5.17)

i=1
kde Y,=b, +b, f,(Xi1, Xipyeees Xge ) + oo+ B, F (X5 Xip 50 X ) » Di jsou odhady regresnich pa-
rametri ziskané MNC. Nevysvétlenou ¢ast celkové variability piedstavuje rezidualni sou-
et Ctvercu:

n

Se= (-1 ), (5.18)

i=1l
kde e, =y, —Y, je reziduum, tj. odhad ndhodné slozky &.

Mezi jednotlivymi soucty ¢tverct plati zakladni vztah:
Sy = St + SR. (5.19)

Obdobné, jako v ptipad¢ jednoduché regrese, zavedeme analogicky pojem, charakterizujici
ptiléhavost dat k regresnimu modelu, koeficient determinace, ktery definujeme vztahem:

R? =S—T:1—S—R. (5.20)

S y S y
Koeficient determinace nabyva hodnoty z intervalu [0,1] a urCuje tu ¢ast celkové variability
pozorovanych hodnot Vi, kterou lze vysvétlit danym regresnim modelem. Jinak fe¢eno, po
vynasobeni koeficientu determinace stem obdrzime, kolik procent celkové variability je
vysvétlitelnych regresnim modelem.
2

Nevychyleny odhad koeficientu determinace Ry, ktery nazyvame korigovany (upraveny)
koeficient determinace, definujeme takto:
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RQ:l-@-Rﬁff%, (5.21)

kde p = k+1 oznacuje pocet parametri v regresnim modelu (5.2).

5.6 Intervaly spolehlivosti a testy hypotéz

Tento odstavec je pfirozenym rozsifenim kapitoly 4 pro jednoduchy klasicky linearni
model, tj. model (3.9) se dvéma parametry f3,, 3, . Nyni mame analogicky model, avSak

s k+1 parametry S,, B,,..., B -

Jsou-li splnény predpoklady klasického linearniho modelu (5.5), tj. modelu:
Vi =B+ BiXa + BoXiy +ot BXy + &, 1=1,2,..0, (5.22)

potom pro rozdéleni odhadi regresnich koeficientdi b,,b,,...,b, , jakoZto ndhodnych veli-
¢in, plati toto: Regresni koeficient bj ma normalni rozdéleni pravdépodobnosti se stiedni
hodnotou S a rozptylem o hjj, kde j =0,1,...k, &isla hjj jsou diagonalnimi prvky matice:

H=(F'F)", (5.23)
kde matice F je definovana vztahem (5.13).

V klasickém linearnim modelu pfedpokladdme, ze rezidudlni slozky maji konstantni
rozptyl ¢, jeho hodnotu viak zpravidla nezname. Neznamy rozptyl o> mizeme nahradit
jeho bodovym odhadem:

ﬁ_SR, (5.24)

n-p
ktery nazyvame v souladu s (5.22) rezidualni rozptyl. V rezidualnim rozptylu vystupuje
v Citateli rezidualni soucet ¢tverct (5.18) déleny Cislem n — p, coz je pocet stupnii volnosti,
tj. rozsah dat n minus pocet regresnich koeficientd v modelu: p = k + 1. Odmocninu rezi-
dualniho rozptylu sg nazyvame smérodatna chyba.

Oboustranny interval spolehlivosti pro regresni koeficient bj, ptfi zadaném koeficientu
spolehlivosti (1 — o), je nasledujici interval:

Sgh; Sehy - .
[bj — t1-er2(n—p) —y bj + tr-a2(N—p) rp 1, j=01,..k (5.25)

Zde ti.o2(n — p) je prislusny kvantil Studentova t-rozdéleni, hjj diagonalni prvky matice
(5.23). Interval (4.23) je specialnim piipadem intervalu (5.25) v pfipadé k = 1.

Bodovy odhad regresnich koeficientt bj, vypo¢teny metodou nejmensich ¢tvercu, dopl-
fiyje interval spolehlivosti (5.25), ktery informuje, v jakém rozmezi se regresni koeficient
muze pohybovat v ramci zadané spolehlivosti v piipad¢€ jiného nahodného vybéru dat (ze
stejného zakladniho souboru). Odhadnuty linearni regresni model (3.9), ktery ma tvar:

y =b,+bx +b,x, +..+b X, +e, (5.26)

kde e je reziduum, tj. odhad ndhodné slozky ¢, resp. regresni funkce:
Y =b, +b,x, +b,x, +...+b, X, , (5.27)
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ma prakticky vyznam zejména pii odhadu chovani modelu pro nezéavisle proménné nevy-
skytujici se v datech, napf. hodnoty Xo1, Xo2 ,..., Xok . Model (5.26), resp. regresni funkce
(5.27), pak slouzi k predikci hodnoty zavisle proménné. Bodovy odhad ptedpovédi zis-
kame dosazenim  Xo = (Xo1, X02 ,..., Xok )" do (5.27):

Y, =by +b, X, +0,Xg, +... + 0y X, - (5.28)

Informaci o tom, v jakém rozmezi se predikovana hodnota vysvétlované proménné
muZze pohybovat, poskytuje oboustranny interval spolehlivosti:

[Yo — tr-ar2(N—p) Sey/1+ XgHX, , Yo + tr-ar2(N—p) Sg/1+XJHX, 1, (5.29)

kde H = (FTF)! a matice F je definovana vztahem (5.13). Ostatni symboly v (5.29) maji
stejny vyznam, jako v intervalu spolehlivosti (5.25).

5.7 Individualni T-testy o hodnotach regresnich koeficientt

Zjistime-li metodou nejmensich ¢tverct, ze regresni koeficienty bj jsou néjaka nenulova
¢isla, musime mit stdle na paméti, ze se jedna o realizace nahodnych veli¢in, a tudiz ma
smysl testovat, zda nase piivodni parametry £ nemohou byt pfesto nulové. Za predpokladii
klasického linearniho modelu je mozno pro j =0,1,...,k testovat nulovou hypotézu:

Ho: =0, (5.30)
proti oboustranné alternativni hypotéze:
Hi: gj#0. (5.31)
Pfi tomto testu pouZijeme testoveé kritérium:
b.
t=—— (5.32)
SR
n—p hy;

které ma pii platnosti Ho t-rozdé€leni s n — p stupni volnosti, Sr je rezidualni soucet ¢tverct,
hjj jsou diagonalni prvky matice H z (5.23), pficemz j = 0,1,.... kK, p=k + 1.
Na hladin¢€ vyznamnosti o je kriticky obor vymezen nerovnosti:

|t| >t ,2(N—p),
kde t,_,,,(n—p) je piislusny kvantil Studentova t-rozdéleni, viz funkce v Excelu TINV.
Nemiizeme-li napt. na dané hladin€ vyznamnosti « zamitnout nulovou hypotézu Ho: fj =
0, pak to znamen4, Ze y nezavisi na X, jinak fe¢eno, pro libovolnou hodnotu vysvétlujici
proménné Xj nabyva vysvétlovand promeénna y stale stejné hodnoty.

5.8 F-test hypotézy o hodnotach regresnich koeficientt

V minulém odstavci jste individudlnimi t-testy zjist'ovali vliv jednotlivych vysvétluji-
cich proménnych na vysvétlovanou proménnou. V tomto odstavci se budeme zabyvat tes-
tem, ktery najednou odhali, zda viibec existuje n&jaka vysvétlujici proménna, kterd ma na
vysvétlovanou proménnou néjaky vliv. Testuje se nulova hypotéza:
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Ho: B=8,=...= B =0, (5.33)
proti alternativni hypotéze, Ze pro alespon jeden regresni koeficient plati g; #0.

Testové kritérium:

(5.34)

n-p
ma Fisherovo rozdéleni F s (p— 1) a (n—p) stupni volnosti. Na hladiné¢ vyznamnosti o je
kriticky obor vymezen nerovnosti:

T>F_,(p-1Ln-p), (5.35)
kde F__(p—1n-p) je pfislusny kvantil rozdéleni. Pokud hodnota testového kritéria padne
do kritického oboru, tedy pokud plati (5.35), potom Ho zamitdme, coz znamena, Ze néktera
z vysvétlujicich proménnych ma statisticky vyznamny efekt na vysvétlovanou proménnou
y. Pokud vsak nulovou hypotézu nelze na dan¢ hladin€ vyznamnosti zamitnout, pak vysvét-
lujici proménné Xi nemaji statisticky vyznamny efekt na y.

RESENA ULOHA 5.1

Pti zjisStovani vlivli na pracovni neschopnost zaméstnanct 10 podnikt byly ziskany nésle-
dujici udaje:

Primérny vék | Podil Zen v po¢tu | Pracovni neschop-
(roky) pracovniki (%) nost (%)
37 55 4,4
33 32 0,7
46 59 7,6
34 36 1,8
25 18 0,1
32 47 3,4
38 22 1,6
40 36 3,5
32 29 3,3
41 38 4,7

a. Odhadnéte parametry linedrni regresni funkce popisujici zavislost pracovni neschop-
nosti na primérném v€ku zaméstnancl a na podilu Zen mezi zaméstnanci.
b. Pomoci koeficientu determinace charakterizujte ptiléhavost daného regresniho modelu
k dattim.
c. Jak se zméni pracovni neschopnost zaméstnanct, zvysi-li se jejich primérny veék o 2
roky pfi stejném podilu Zen?
d. Urcete 95% intervaly spolehlivosti pro regresni koeficienty bo, bz, b2.
Na hladin¢ vyznamnosti & = 0,01 testujte hypotézu f1= £ = 0.
ReSeni:
a. Nasim ukolem je nalézt regresni koeficienty bo, b1, b2 regresni funkce
Y = b + biX1 + h2Xy,
kde Xije primérny vék zaméstnancu,
Xz je podil Zen v poc¢tu zaméstnanci.
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Regresni koeficienty bo, b1, b2 vypocitame pomoci metody nejmensich ¢tverci. Vyuzi-
jeme pfitom nejprve maticové symboliky, kterou jsme pouzili v textu.

1 37 55] (4,47

1 33 32 07

1 46 59 76

1 34 36 18 A

1 25 18 01 °
F= y= b=b

1 32 47 34 )

1 38 22 1,6 2

1 40 36 35

1 32 29 33

1 41 38] 14,7

Vektor b vypo&itdme pomoci vztahu (5.7). Matice FTF a F'y maji obecné tvar:

n lei ZXZi Zyl
FIF =2 DX D %% [,Fly= lei Yi |-
DKo D XXy DX PR

Hodnoty potiebné k vypoctu téchto matic jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

Pozorovani X1 X5 Y X2 X2 XX XY XY
1 2
1 37| 55| 44| 1369 3025 2035 162,8 242,0
2 33| 32| 0,7| 1089 1024 1056 23,1 22,4
3 46 | 59| 76| 2116 3481 2714 349,6 448 4
4 34| 36| 18| 1156 1296 1224 61,2 64,8
5 25| 18| 0,1 625 324 450 2,5 1,8
6 32| 47| 34| 1024 2209 1504 108,8 159,8
7 38| 22| 16| 1444 484 836 60,8 35,2
8 40| 36| 35| 1600 1296 1440 | 140,0 126,0
9 32| 29| 33| 1024 841 928 105,6 95,7
10 41| 38| 47| 1681 1444 1558 192,7 178,6
> 358 | 372 | 31,1 | 13128 | 15424 | 13745 | 1207,1 | 1374,7
Potom
10 358 372 311
F'TF=[358 13128 13745| F'y=[12071].
372 13745 15424 1374,7

K matici FTF musime vypodcitat matici inverzni:
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4355 -0131 -0012
(F'TF)*=|-0131 0,005 -0,001|.
-0012 -0,001 0,001

Vektor b je vysledkem soudinu matic (F'F)™* a F'y:

-6,59
(F'F)'F'y =| 018
0,09
Hledana regresni funkce ma tvar: Y = —6,59 + 0,18x; + 0,09x>.
b. K tomu, abychom vypocitali determinacni koeficient, musime znat hodnotu teoretického
souctu Ctvercli St a celkového souctu ctverct Sy. Tyto soucty vypocitame podle vztahil

(5.17), (5.16). Pro vypocet teoretického souctu musime pro kazdé Xui, X2i, i = 1,..., 10, znat
teoretickou hodnotu Yj, i = 1,...,10, napf. Y1 vypocitame takto:

Y1=-6,59 + 0,18x11 + 0,09%22 = —6,59 + 0,18-37 + 0,09-55 = 5,02

Xo | X 1y Y L (p=-5)? (Y- )P
37 55 4.4 5,02 1,664 3,648
33 32 0,7 2,23 5,808 0,774
46 59 7,6 7,00 20,160 15,132
34 36 1,8 2,77 1,716 0,116
25 18 0,1 | -0,47 9,060 12,816
32 47 3,4 3,40 0,084 0,084
38 22 1,6 2,23 2,280 0,774
40 36 3,5 3,85 0,152 0,548
32 29 3,3 1,78 0,036 1,769
41 38 47 4,21 2,528 1,210

Soucdet | 358 372 31,1 | 32,02 43,489 36,872

Blo|lo|Nlo|v|s|w |-

Tato hodnota udava, jaka by méla byt teoreticky pracovni neschopnost pii primérném véku
zamé&stnancl témet 37 let a podilu Zen v poctu pracovnikli 55%. ProtoZe vSak jde o sto-
chastickou zavislost, lisi se tato hodnota od skuteéné zjisténé hodnoty y = 4,4. Vsechny
teoretické hodnoty Yi jsou uvedeny v nasledujici tabulce. Jednotlivi s¢itanci i hodnoty
souctd Sy a St jsou rovnéZz uvedeni v tabulce.

Koeficient determinace vypocitime dosazenim do vztahu (3.20):

R? = Sy 3687 0,848.
S, 4349
Tato hodnota znamend, ze pomoci regresni funkce Y = —6,59 + 0,18x1 + 0,092 je vysvét-

leno 84,8% celkové variability proménné Y.
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C. Velikost zmény znaku Y je pii zmén¢ znaku X1 0 jednotku rovna bi. Ma-li se tedy zvysit
primérny vek o 2 roky pii nezménéné zaméstnanosti Zen Xz, zvysi se pracovni neschopnost
0 2by, tj. 0 0,36%.

d. Obecny tvar téchto intervall je nasledujici (Viz (3 25)):

[bl — 1. a/2(n p) Rh';) bi + ti- a/2(n p) R ” ]

kde Sgje rezidualni soucet ¢tvercd,
t1-a2(n — p) je kvantil t-rozdéleni o n — p stupnich volnosti,
p je pocet parametra regresni funkce,
hii prvek matice H =(FF)™.
Hodnotu Sr vypocitame ze vztahu:
Sr =Sy — St =43,49 - 36,87 =6,62.
V tabulce t-rozdéleni nalezneme (1-a/2) = 97,5% kvantil t-rozdélenion—p=10-3=7
stupnich volnosti:
t,075(7) = 2,365,
hoo = 4,355; h11=0,0051; h2» =0,001, H = {h;}, i,j=0,1,2.

Dosazenim vyse vypocitanych hodnot do vztahu pro interval spolehlivosti uréime jeho
pravou a levou krajni hodnotu L a P:

Probo, tj.i=0

L =6,59-2,365

P= 659+23651/662 4,355 =1139.

95% interval spolehlivosti pro regresni koeficient bo je [1,79;11,39]. Pro by, tj. i=1

L=018- 2365‘/662 00051—0016
P= 018+23651/662 00051—0344

Pak 95% interval spolehlivosti pro regresni koeficient bz je [0,016; 0,344].

\/6 62:4355 ) 4o

Probz,t.1=2

L=0,09- 2365‘/662 0001—0017
P= 009+23651/662 0001—0163

Potom 95% interval spolehllvostl pro regresni koeficient by je [0,017; 0,163].
e. Pro ovéfeni hypotézy pouzijeme F-test. Budeme testovat nulovou hypotézu:
Ho: pi= =0
proti alternativni hypotéze
Hi: alespoii jedno £ je rizné od nuly.

K ovéteni nulové hypotézy pouzijeme testové kritérium (3.34):
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S 36,87
_p-1_ 2
F= s~ 662 =19,49.
n-p 7

V tabulce F-rozd¢leni najdeme (1-)% kvantil F-rozd¢leni o p—1a n— p stupnich vol-

nosti:
F1-001(2,7) =9,55.

Protoze je 19,49 > 9,55, zamitame nulovou hypotézu ve prospéch alternativni hypotézy,
COZ znamena, Ze regresni parametry jsou vesmes nenulové, a tudiz existuje statisticky vy-

znamna zavislost Y na X1 a nebo X».

ReSeni v Excelu.

Regresni statistika

Nasobné R 0,912
Hodnota spolehlivosti R 0,831
(koeficient determinace)
Nastavend hodnota spolehlivosti R 0,783
Chyba stf. hodnoty 1,024
Pozorovani 10
ANOVA
Rozdil SS MS F Vyznamnost F
Regrese 2 36,155 18,078 17,255 0,002
Rezidua 7 7,334 1,048
Celkem 9 43,489

e) ProtoZe hodnota Vyznamnost F je mensi neZ hladina vyznamnosti 0,01; nulovou hypo-
tézu zamitame, tzn. Ze regresni parametry jsou vesmes nenulové.

Chyba str. Horni

Koeficienty hodnoty t Stat Hodnota P Dolni 95% 95%
Hranice -6,595 2,136 -3,087 0,018 -11,645 -1,544
pramérny vék X1 0,178 0,073 2,441 0,045 0,006 0,351
podil Zen (%) X2 0,089 0,032 2,758 0,028 0,013 0,166

RESENA ULOHA 5.2

Nasledujici tabulka obsahuje udaje o trzbach, velikosti vydaji na reklamu a o poctu ob-
chodnich zastupcti pro 11 firem zabyvajicich se nakupem a prodejem:
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Reklamni vydaje | Obchodni zastupci Objem prodeje (mil. K¢)
(tis. K&)
180 35 260
230 38 310
260 33 280
240 40 300
280 38 340
300 32 380
340 42 410
320 49 440
360 53 400
380 55 430
260 33 310

a. Popiste zavislost objemu produkce na reklamnich vydajich a na poc¢tu obchodnich za-
stupcti dvourozmérny linearnim regresnim modelem.

b. F-testem posud’te vyznamnost tohoto regresniho modelu. Uvazujte hladinu vyznam-
nosti
a=0,01.

c. Na hladiné vyznamnosti & = 0,01 testujte individudlni vyznamnost regresniho parame-
tru Bu.

d. Jaky objem produkce lze o¢ekavat, vyda-li firma na reklamu 450 tis. K¢ a soucasné
bude mit 50 obchodnich zastupcti? Urcete bodovy odhad objemu produkce.

ReSeni:
Regresni statistika
Nasobné R 0,916
Hodnota spolehlivosti R 0,839 koeficient determinace
Nastavena hodnota spolehlivosti R 0,799
Chyba stf. hodnoty 28,434
Pozorovani 11
ANOVA
Rozdil SS MS F Vyznamnost F
Regrese 2 33822,799 16911,399 20,917 0,001
Rezidua 8 6468,110 808,514
Celkem 10 40290,909

b) Hodnota Vyznamnost F je mensi nez 0,01;
model je zvolen spravné,
zamitame nulovou hypotézu o nulovosti obou koeficientii

Chyba str.
Koeficienty hodnoty t Stat Hodnota P
Hranice 63,830 47,652 1,340 0,217
reklamni vydaje (tis.K¢) 0,849 0,224 3,789 0,005
obchodni zastupci 1,076 1,656 0,650 0,534
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a) Y =63,83+0,85.x1+1,08.x2

c) Koeficient b1=0,849 je statisticky vyznamny na hladiné vyznamnosti 0,01; protoze
Hodnota P je mensi nez 0,01.

d) 500,33 mil.K¢

SHRNUTI KAPITOLY

V této kapitole jste se seznamili s vicenasobnym linearnim regresnim modelem. Line-
arni regresni model byl rozsifen na vicenasobny regresni model linearni v parametrech.
Odhady regresnich koeficientd byly opét stanoveny metodou nejmensich ¢tverct, pritom
bylo vyuZzito maticové symboliky, ktera usnadnuje praci s vektory a maticemi. Podobné
jako v ptipadé jednoduché regrese byly formulovany pfedpoklady klasického regresniho
modelu.

5.9 Samostatné ukoly

5.1 Firma sledovala, jak jsou jeji trzby ovlivnény vydaji na reklamu v rtiznych sdélovacich
prostiedcich. Vysledky prizkumu jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Radio, TV (tis. K<) Noviny, Casopisy (tis. K¢) Trzby (tis. K¢)
0 16 254
22 29 765
28 30 864
33 35 1001
39 27 911
41 36 1121
49 0 856
55 12 932
60 23 1152
63 34 1403
68 54 1702

a. Urcete jednoduchy linearni regresni model popisujici zavislost obratu na velikosti pro-
sttedkli vydanych na reklamu v novinéch a ¢asopisech.

b. Urcete dvourozmérny linearni regresni model popisujici zavislost obratu na velikosti
prostfedkli vydanych na reklamu v novinach a ¢asopisech a na velikosti prostredkll vy-
danych na reklamu v rozhlase a v televizi.

c. Pomoci F—testu rozhodnéte, je-1i vhodné k popisu zavislosti pouzivat zvoleny vicena-
sobny linearni model. Uvazujte hladinu vyznamnosti « = 0,05.

d. Prispélo vyznamné zavedeni dalsi vysvétlujici proménné k zlepSeni vystiznosti mo-
delu?
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e. Jaky obrat je mozné o¢ekavat, vyda-li se na reklamu v tisku 32 tis. K¢ a na reklamu
Vv rozhlase a televizi 47 tis. KE? Provedte bodovy odhad.

5.2 Mezinarodni organizace WHO zjistila udaje o détské umrtnosti (v promile) - DU, gra-
motnosti zen (v procentech) - GZ a HDP na hlavu (v dolarech) - HDP u 64 rozvojovych
zemi:

DU GZ HDP DU GZ HDP
128 37 1870 142 50 8640
204 22 130 104 62 350
202 16 310 287 31 230
197 65 570 41 66 1620

96 76 2050 312 11 190
209 26 200 77 88 2090
170 45 670 142 22 900
240 29 300 262 22 230
241 11 120 215 12 140

55 55 290 246 9 330

75 87 1180 191 31 1010
129 55 900 182 19 300

24 93 1730 37 88 1730
165 31 1150 103 35 780

94 77 1160 67 85 1300

96 80 1270 143 78 930
148 30 580 83 85 690

98 69 660 223 33 200
161 43 420 240 19 450
118 47 1080 312 21 280
269 17 290 12 79 4430
189 35 270 52 83 270
126 58 560 79 43 1340

12 81 4240 61 88 670
167 29 240 168 28 410
135 65 430 28 95 4370
107 87 3020 121 41 1310

72 63 1420 115 62 1470
128 49 420 186 45 300

27 63 19830 47 85 3630
152 84 420 178 45 220
224 23 530 142 67 560

a. Urcete linearni regresni model popisujici zavislost détské umrtnosti na gramotnosti zen
a HDP v rozvojovych zemich.

b. Pomoci F—testu rozhodnéte, je-li vhodné k popisu zavislosti pouzivat zvoleny vicena-
sobny linearni model. Uvazujte hladinu vyznamnosti o = 0,05.

C. Jsou regresni koeficienty modelu statisticky vyznamné? Stanovte jejich intervaly spo-
lehlivosti pro hladinu vyznamnosti « = 0,10.

d. Pomoci koeficientu determinace urcete ptiléhavost dat k modelu. Jak se zméni détska
umrtnost pii zvySeni HDP o 1000 USD pfi stejném stupni negramotnosti Zen? Naopak:
jak se zméni détska tmrtnost pii zvySeni gramotnosti Zen o 1 procento pfi stejné urovni
HDP?
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5.10 Reseni ukold, vysledky

5.1 a) jednoduchy linearni regresni model

Regresni statistika

Nasobné R 0,658
Hodnota spolehlivosti R 0,433
Nastavend hodnota spolehlivosti R 0,370
Chyba stf. hodnoty 292,354
Pozorovani 11
ANOVA
Rozdil SS MS F Vyznamnost F
Regrese 1 587103,478 587103,478 6,869 0,028
Rezidua 9 769235,250 85470,583
Celkem 10 1356338,727
Koeficienty — Chyba str. hodnoty t Stat Hodnota P
Hranice 538,482 195,714 2,751 0,022
Noviny,Casopisy (tis.Kc) 17,019 6,494 2,621 0,028

Y =539,5+17,2.X

b) dvourozmérny linearni regresni model

Regresni statistika
Nasobné R 0,992
Hodnota spolehlivosti R 0,985
Nastavena hodnota spolehlivosti R 0,981
Chyba stf. hodnoty 50,634
Pozorovani 11
ANOVA
Rozdil SS MS F Vyznamnost F
Regrese 2 1335828,082 667914,041 260,514 0,000
Rezidua 8 20510,645 2563,831
Celkem 10 1356338,727
Chyba str. hod-
Koeficienty noty t Stat Hodnota P
Hranice 87,214 42,969 2,030 0,077
Radio, TV (tis.Kc) 13,905 0,814 17,089 0,000
Noviny,Casopisy (tis.K¢) 12,275 1,158 10,596 0,000
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Y =87,21+13,9.x1+12,27.x2

) Ano, hodnota Vyznamnost F je mensi nez 0,05; proto vicenasobny linearni model je
vhodny.

d) Ano, koeficient determinace se z hodnoty 0,43 zvysil na hodnotu 0,98.

e) 1 133,15 tis. K¢ =1 133 150 K¢

5.2 a)
Regresni statistika
Nasobné R 0,841
Hodnota spolehlivosti R 0,708
Nastavend hodnota spolehlivosti R 0,698
Chyba stf. hodnoty 41,748
Pozorovani 64
ANOVA
Rozdil SS MS F Vyznamnost F
Regrese 2 257362,373 128681,187 73,833 0,000
Rezidua 61 106315,627 1742,879
Celkem 63 363678,000
Chyba stf. hod- Horni
Koeficienty noty t Stat Hodnota P Dolni 90,0%  90,0%
Hranice 263,642 11,593 22,741 0,000 244,278 283,005
GZ -2,232 0,210 -10,629 0,000 -2,582 -1,881
HDP -0,006 0,002 -2,819 0,006 -0,009 -0,002

Y =263,64—-2,23.x1—-0,006.x2

b) Ano, hodnota Vyznamnost F je mensi nez 0,05; proto vicenasobny linearni model je
vhodny.

c) Oba regresni koeficienty jsou statisticky vyznamné, protoze Hodnota P je mensi nez
0,1. Intervaly spolehlivosti: ~ ble(—25; —18); b2e(—0,009; —0,002)

d) Koeficient determinace je roven 0,71; tzn., ze 71% celkové variability je vysvétleno
modelem.

e) Pti zvyseni HDP o 1000 USD pii stejném stupni negramotnosti zen klesne détska
umrtnost o 5,6 promile. Pfi zvySeni gramotnosti zen o 1%, pfi stejné trovni HDP, Klesne
détska umrtnost o 0,22 promile.

91



Regresni analyza — vicerozmérna: multikolinearita, heteroskedasticita, autokorelace

6 REGRESNIi ANALYZA — VICEROZMERNA: MULTIKOLINEA-
RITA, HETEROSKEDASTICITA, AUTOKORELACE

RYCHLY NAHLED KAPITOLY

V této kapitole se naucite identifikovat, analyzovat a odstranovat problémy, které zpu-
sobuje nesplnéni hlavnich predpokladi klasického vicerozmérného linearniho regresniho
modelu formulované v kapitole 5.4: multikolinearita, heteroskedasticita a autokorelace.
Multikolinearitou tedy rozumime vzajemnou statistickou zavislost, tj. korelaci, mezi vy-
svétlujicimi proménnymi ve vicenasobném linearnim regresnim modelu. Dalsi dilezitou
vlastnosti klasického linearniho regresniho modelu je homoskedasticita. Jde o vlastnost
(5.15), ktera spociva v tom, ze rozptyl poruchy & V popula¢nim linedrnim regresnim mo-
delu je konstantni. Autokorelace je korelace mezi pozorovanimi uspoiadanymi v ¢ase, (data
jsou Casové fady) nebo Vv prostoru (data jsou prifezova, tj. v jednom ¢asovém okamziku/in-
tervalu). Rikame, e v regresnim modelu neni piitomna autokorelace, jestlize ndhodné ve-
liciny jsou vzajemné nekorelované.

CILE KAPITOLY

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
uvést predpoklady klasického vicerozmérného linedrniho modelu,
identifikovat multikolinearitu, heteroskedasticitu a autokorelaci v modelu,

aplikovat Bartletiv test heteroskedasticity v Excelu.

CAS POTREBNY KE STUDIU

K prostudovani této kapitoly budete pottebovat asi 90 minut.

KLICOVA SLOVA KAPITOLY

Multikolinearita, heteroskedasticita, autokorelace, Bartletliv test heteroskedasticity.
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6.1 Co je multikolinearita?

Multikolinearitou tedy rozumime vzajemnou statistickou zavislost, tj. korelaci, mezi
vysvétlujicimi proménnymi ve vicenasobném linearnim regresnim modelu:

Y =Bo+ BX+ BoXo + ot fX € (6.1)
Informaci o této vzajemné zavislosti poskytuje matice vybérovych korelacnich koefi-
cientl:
1 r;I.2 r-lk
I, 1 I,
R — 21 ] 2k (62)
I’-kl If-k2 1

Ztejmé je matice (6.2) symetrickd, tj. r, = r;, pro viechna i,j. Pokud jsou vSechny dvojice
vysvétlujicich proménnych vzdjemné nekorelované, potom plati, ze r, =r, =0,1. R=1,

¢ili R je jednotkovou matici.

Uvédomte si, ze na diagonale matice R museji byt vSechny prvky rovny 1, nebot’ kore-
lace vektoru dat se sebou samym je vzdy rovna 1! Jsou-li v§ak alespoil n¢které nediagonalni
prvky matice R nenulové, hovotime o multikolinearité. Matice R pak neni jednotkovou
matici a jeji determinant je mensi nez 1. Je-li multikolinearita vysoka, hovotfime o skodlivé
multikolinearité, pak se determinant matice R blizi k nule. V tom ptipadé dava metoda ne-
jmenSich ¢tverci odhady regresnich koeficientd s Sirokymi intervaly spolehlivosti, takZe
vysledky jsou prakticky neupotiebitelné.

Na to, kdy je multikolinearita ,,Skodliva®, existuji riizné nazory, opirajici se viceméné
0 zkuSenost. Nékteti autoti povazuji za Skodlivou multikolinearitu, kdyz alespon jeden ne-
diagondlni prvek matice R je vétsi nez 0,8.

Zjisti-1i se Skodliva multikolinearita, je mozZno postupovat v zdsad¢ dvojim zpiisobem.
Bud’ vysvétlujici proménnou, ktera je zdrojem multikolinearity, vypustime z modelu, nebo
doplnime data, eventualné ziskame novy vzorek dat. Skodliva multikolinearita je totiz ¢asto
dasledkem ,,Spatné¢ho* vzorku dat. Projevuje se obvykle vysokym koeficientem determi-
nace (blizkym k 1) a zaroven jsou individualni koeficienty statisticky nevyznamné (t-test),
model jako celek je naopak statisticky vyznamny (F-test), viz kap. 5.7 a 5.8.

Celou zélezitost ilustrujeme na fesené uloze.
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RESENA ULOHA 6.1

V nasledujici Tabulce 11 jsou uvedeny mési¢ni vydaje, mési¢ni piijmy a majetek (v K<)
u 10 ¢eskych rodin. Proved'te regresni analyzu mési¢nich vydaja rodin v zavislosti na mé-
si¢nich pfijmech a majetku. Vysvétlete dosazené vysledky pomoci jednorozmérné regrese.

Tabulka 11: Mési¢ni vydaje, piijmy a majetek v K¢

Y vydaje X1 prijmy X2 majetek
8400 9600 100000
7800 12000 120000
10800 14400 150000
11400 16800 170000
13200 19200 200000
13800 21600 225000
14400 24000 246000
16800 26400 264000
18600 28800 392000
18000 31200 322000

ReSeni:

Data z Tabulky 11 ulozime v excelovské tabulce. Znamym postupem v menu: Data —
Analyza dat... — Regrese, a ziskdme po vyplnéni ptislusnych policek tento vysledek:

VYSLEDEK

Regresni statistika

Nasobné R 0,981
Hodnota spolehlivosti R 0,962
Nastavena hodnota spole 0,951
Chyba stf. hodnoty 832,660
Pozorovani 10
ANOVA
Rozdil SS MS F yznamnost F
Regrese 2 1,23E+08 61581370 88,82062 1,06E-05
Rezidua 7 4853260 693322,9
Celkem 9 1,28E+08

Koeficientyba stf. hodr  tstat  Hodnota P Dolni 95% Horni 95%

Hranice 2943,676 832,579 3,536 0,010 974,940 4912,413
X1 prijmy 0,569 0,847 0,672 0,523 -1,433 2,571
X2 majetek -0,006 0,083 -0,071 0,946 -0,203 0,191

V tomto vystupu se vyskytuji zdanlivé paradoxni vysledky. Z Tabulky ANOVA vyplyva,
ze regresni model

y =2943,676 + 0,569x1 — 0,006x2 + ¢

je jako celek statisticky vyznamny (F-test), zatimco individualni regresni koeficienty u pro-
ménnych ,,pfijmy* resp. ,,majetek* jsou statisticky nevyznamné, nebot’ obé odpovidajici p-
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hodnoty (signifikance) jsou vétsi nez 0,05 (0,523 resp. 0,946). Koeficient determinace R?
= 0,962 je vysoky — blizky k 1, coz svéd¢i o vysoké priléhavosti dat k modelu. Navic je
u regresniho koeficientu u proménné X2 zaporné znaménko, coz je evidentné v rozporu s in-
tuici, kterd fika: ¢im je vétsi majetek, tim je vyssi spotieba rodiny. Tento zdanlivy rozpor
je zpusoben kolinearitou regresorti, o ¢emz sveéd¢i jejich korelacni matice

_ [1,000 0,999
0,999 1,000 |’

kterou lze snadno zjistit tak, Ze vypocitate 5, =r,,=0999012 pomoci excelovské funkce
=CORREL(B4:B13;C4:C13), za ptedpokladu, Ze data pro Xi jsou ulozena v oblasti
B4:B13, data pro X2 jsou ulozena v oblasti C4:C13. Vysvétlujici proménné X1 a X2 jsou ko-
linearni, nebot’ koeficient korelace #, =r,; =0999012 je blizky k 1.

Vypustime-li nyni jednu z vysvétlujicich proménnych, napt. X — majetek, a provedeme-
li (jednoduchou) regresi x1 nay, obdrzime s analogickym vyuzitim Excelu tento vysledek:

VYSLEDEK

Regresni statistika

Nasobné R 0,981
Hodnota spolehlivosti R 0,962
Nastavena hodnota spole 0,957
Chyba stf. hodnoty 779,160
Pozorovani 10
ANOVA
Rozdil SS MS F Vyznamnost F
Regrese 1 1,23E+08 1,23E+08 202,8679 b5,75275E-07
Rezidua 8 4856727 607090,9
Celkem 9 1,28E+08

Koeficientyba stf. hodi tstat Hodnota P Dolni 95% Horni 95%
Hranice 2934,545 769,658 3,813 0,005 1159,710 4709,381
X1 prijmy 0,509 0,036 14,243 0,000 0,427 0,592

Vidite, ze v novém regresnim modelu je regresni koeficient statisticky vyznamny, ne-
bot” odpovidajici p-hodnota (signifikance) je mensi nez 0,05 (0,000...), coZ je ve shodé
s tabulkou ANOVA.

Podobné¢, vypustime-1i nyni vysvétlujici proménnou X1 — ptijem, a provedeme-li (jedno-
duchou) regresi x2 nay, obdrzime s analogickym vyuzitim Excelu vysledek z nasledujiciho
vystupu. Opét vidite, Ze v novém regresnim modelu je regresni koeficient statisticky vy-
znamny, nebot’ odpovidajici p-hodnota (signifikance) je mensi nez 0,05 (0,000...), coz je
ve shod¢ s tabulkou ANOVA. Navic je znaménko u regresniho koeficientu 0,050 kladné,
coz je v souhlasu s intuici, Ze totiZ velikost spotieby je pfimo imérna velikosti majetku.
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VYSLEDEK

Regresni statistika
Nasobné R 0,979614
Hodnota spolehlivosti R 0,959644
Nastavena hodnota spol¢ 0,954599

Chyba stf. hodnoty 803,6024
Pozorovani 10
ANOVA

Rozdil SS MS F Vyznamnost F
Regrese 1 1,23E+08 1,23E+08 190,2357 7,37266E-07
Rezidua 8 5166214 645776,8
Celkem 9 1,28E+08

Koeficientyba stf. hodi tstat Hodnota P Dolni 95% Horni 95%
Hranice 2880,627 798,404 3,608 0,007 1039,503 4721,750
X2 majetek 0,050 0,004 13,793 0,000 0,042 0,058

6.2 Co je heteroskedasticita?

Dalsi dilezitou vlastnosti klasického linearniho regresniho modelu je homoskedasti-
cita. Jde o vlastnost (5.15), ktera spociva v tom, Ze rozptyl poruchy & Vv popula¢nim line-
arnim regresnim modelu je konstantni, tj. v modelu

V=B +Bx, + Pox,+.+fBx, +&,1=12,..n, (5.1)
plati podminka
Var(e) = o* 1, (5.15)

kde symbol I oznac¢uje jednotkovou matici.
Podminku (5.15) je mozné ekvivalentné vyjadrit také takto

E(a)=0%, i=12,..n, (6.3)
kde E je znamy operator stfedni hodnoty.
Pokud podminka (5.15) neni splnéna, potom hovofime o heteroskedasticité. Ptiklad he-

teroskedasticity v piipadé jednorozmérného linearniho regresniho modelu je na Obrazku
21. Je ziejmé, ze rozptyl hodnoty Yy se zvétSuje s rostouci hodnotou X.
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Data a regresni pfimka

30
25 4 .
20 T *

15 4

Obrazek 21: Heteroskedasticita v regresnim modelu

Heteroskedasticita miize byt zptisobena riznymi p¥i¢inami. Castou pii¢inou heteroske-
dasticity je fakt, Ze pii postupném sbéru dat se technika sbéru postupné zlepsuje a chyba se
proto zmensuje. Naopak se chyba zvétSuje S pritomnosti odlehlych hodnot. Dal$im zdrojem
heteroskedasticity je nespravna specifikace modelu, napt. tim, Ze jsou opominuty dilezité
vysvétlujici proménné regresniho modelu. Pfitomnost heteroskedasticity v regresnim mo-
delu je siln€ nezadouci, a to zejména z téchto divodu:

e Pritomnost heteroskedasticity zptisobuje neplatnost odhadt rozptyli regresnich ko-
eficientd a tudiz také odhadu jejich intervali spolehlivosti a testti hypotéz o jejich
statistické vyznamnosti atd., viz kap. 5.6.

e Progndzy s vyuZzitim regresniho modelu obsahujiciho heteroskedasticitu jsou Casto
nespolehlivé a dokonce nerealistické.

6.2.1 Jak zjiSt'ovat heteroskedasticitu?

Jak pozname, ze v regresnim modelu, ktery jsme sestavili na zédklad¢é n¢jakych dat, je
pfitomna heteroskedasticita? Podobné jako Vv pfipadé multikolinearity neexistuji piesna
pravidla, jak detekovat ptitomnost heteroskedasticitu, pouze par heuristickych zéasad.

Velmi ¢asto pozname piitomnost heteroskedasticity z vécné povahy problému. Napfi-
klad je znamo, Ze s rostoucim vékem zaméstnancl se zvétSuje rozptyl jejich plati. At je
typ zavislosti platu na véku linearni nebo ne, bude v modelu pfitomna heteroskedasticita.

Pokud v§ak nemame podobné ptfedbézné empirické informace o povaze problému, pied-
pokladame, ze heteroskedasticita neni pfitomna, Ze tudiZ je rozptyl ndhodné slozky modelu
konstantni. Takové tvrzeni pak muizeme podrobit zkouméni napt. grafické analyze nebo
statistickému testu rezidui ej. S obéma postupy se zde seznamite.

Graficka analyza
Zobrazime si zavislost kvadratu rezidui e? na teoretické hodnoté Yi. Na Obrazku 22 jsou

zobrazeny 3 dulezité ptipady tvaru, které mohou nastat, kde
Y. =by + b f(Xig, Xigseees X ) oo 0 T (Xigs Xigoees Xi) (6.4)
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ptitom bi jsou odhady regresnich parametri ziskané MNC,
e =Y Y, (6.5)
je reziduum, tj. odhad nadhodné slozky &.

e’ e? o?
------ ‘ -----—-_-’---__----- I’I ’ ’ ’ ‘
0”0000300 //0 . . P ‘00’
¢ 4 o . = . * e ,/
__________________ o o _ % , »
VY S Y P
g * S e e
S e . .
/ * * e 0’
S ee Py = )
0*__'_,—— . 0’ ’y,
W T . ,
a) Yi b) Yi C) Yi

Obrazek 22: Zavislost eiz na v,

Na Obrazku 22 a) hodnota ¢? Vv zasadé nezavisi na Yi, coz naznacuje, ze nahodna slozka
je konstatntni a tudiz heteroskedasticita neni ptitomna. Na druhou stranu Obr. 22 b) a c)
hodnota ¢” Vv zfejmé zavisi na Yi, coZ naznacuje ptitomnost heteroskedasticity. Konkrétni

tvar zavislosti vam dobfe potvrdi zobrazeni bodového diagramu zavislosti yi na vybrané
datové hodnoty j-té vysvétlujici proménné Xj.

Testy heteroskedasticity

Detekce heteroskedasticity s pomoci statistického testu hypotézy je obvykle zaloZena na
nulové hypotéze, Ze rozptyly nahodné slozky & jsou konstantni, ptic¢emz se analyzuji je-
jich odhady, tj. rezidua e’ . V literatufe miZete nalézt podrobné testy heteroskedasticity

s nazvy jako Parkuv test, Glejsertuv test, Goldfeld-Quandtiv test aj., viz napt. Gujarati
(2003). Tyto statistické testy lze provadét pomoci specializovanych statistickych programd,
napt. SPSS, v Excelu specializované funkce na tyto testy bohuZzel chybi. My si zde proto
ukazeme tzv. Bartletiiv test heteroskedasticity, ktery predstavuje zjednoduseny Goldfeld-
Quandtiv test a 1ze k jeho provedeni vyuzit funkce Excelu.

Bartletuv test
Test vychazi z rozdé€leni dat podle velikosti (n¢které) vysvétlujici proménné — oznacime
Ji X, do dvou ¢asti: xi < x aXxj > x, pfitom jsou data usporadana podle X, x je median z X

» Testuje se hypotéza o rovnosti rozptyll rezidui v obou ¢astech (v Excelu: Analyza dat,
Dvouvybérovy F-test pro rozptyl,...)

* Pokud se hypotéza o rovnosti rozptylu rezidui (neni pfitomna heteroskedasticita)
V obou ¢astech zamité, potom se hypotéza o pfitomnosti heteroskedasticity, pfijima (a
obracenc).
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Pouziti Bartletova testu si ukaZzeme na piikladu. Jesté predtim se budeme zabyvat
otazkou, jak odstranit zjiSt€énou heteraskedasticitu, tj. jak modifikovat ptivodni model tak,
aby heteraskedasticitu neobsahoval.

6.2.2 Jak odstranovat heteroskedasticitu?

Nejznaméjsi metodou k odstranéni heteroskedasticity je metoda vazenych nejmensich
étvercii MVNC. V MVNC predpokladame uréity typ nekonstantniho chovani rozptylu na-
hodné slozky.

Predpoklad 1: Rozptyl ndhodné slozky je ptimo imérny kvadratu vysvétlujici proménné
X, 1j.

E(sd)=0’%’, i=12..n (6.6)
Transformovany regresni model ziskame tak, ze regresni rovnici

Vi = Bo +BiX +e, 1=12,..0, (6.7)
vydélime hodnotou X; , ¢imz obdrzime

ﬁz&"‘ﬂl"‘

Xi X X

. 1
g_'_:ﬂox—”ﬂﬁéi, i=1.2,..,n, (6.8)

i i
kde pro novou ndhodnou chybu & plati po dosazeni z (6.6)

2
E(62) = E()%) =¢2,i=12,.n. (6.9)

. 1
Provedenim transformace y; = %, X; = X— ,1=1.2,..n. (6.10)
i i

obdrzime z (6.8) novy regresni model
Y,'= B+ Poxi +6,, 1=1.2,...n. (6.11)
coz je novy linearni regresni model podle (6.9) vSak bez heteroskedasticity.

Uvazovali jsme jednoduchy regresni model, avSak rozsifeni vySe uvedeného postupu na
vicerozmérny regresni model je snadné. Pfedpoklad 1 modifikujeme tak, Ze rozptyl na-
hodné slozky je pfimo tmérny kvadratu vysvétlujici proménné Xj, tj.

E(s9) = ox, i=12..n (6.6)

Namisto modelu (6.7) uvazujeme model
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Yy = :BO +ﬁlxil +132Xi2 +..+g, i= 1,2,...n. (67*)

Pro novy vicerozmérny regresni model pouzijeme namisto transformace (6.10) nova
transformovana data

Y 1 . Xk .
= X = X =k #FJ,i=12,.,n. 6.10*
Yi Xij ij Xij ik Xij J ( )
Pi'edpoklad 2: Rozptyl nahodné slozky je ptimo tmérny vysvétlujici proménné X, tj.
E(sd) =0’ , i=12..n (6.12)

Transformovany regresni model ziskame tak, ze regresni rovnici

yi = ﬁO +ﬂlxi +8i ’ I = 1!21'-'1n1 (6.13)
vydé¢lime hodnotou ,/X; , ¢imz obdrzime
Yi o &j 1 .
===t BJ t——=Fy—+ B + ,1=12,...n, 6.14
\/X_i \/X—u 51\/—| \/X_I Bo \/X—u ﬁl\/—u i (6.14)

kde pro novou nahodnou chybu & plati po dosazeni z (6.12)

2

2 Ei 2
E( )= E(X—) =c°,i=12,..n. (6.15)
i
P . i S -
rovedenim transformace y;'= =, x'= ——, % "= /X , 1=12,..,n. (6.16)
Jxi Xi

obdrzime z (6.16) novy regresni model
Vi'= BoXi HBx T+ i, 1=1.2,..n, (6.17)

coz je novy linedrni regresni model bez uroviiové konstanty podle (6.15) vSak bez hete-
roskedasticity. Rozsifeni na vicerozmérny regresni model je mozné udélat analogicky jako
Vv piipadé Pfedpokladu 1. Odstranéni heteroskedasticity si prakticky vyzkousite v nasledu-
jici feSené uloze.

RESENA ULOHA 6.2

V nasledujici tabulce jsou uvedeny piijmy a spotiebni vydaje 30 rodin v tis. K¢/rok. Vy-
tvotte linedrni regresni model zavislosti vydaji na piijmech, graficky a statistickym testem
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zjistéte pritomnost heteroskedasticity. Z ptivodniho modelu pak heteroskedasticitu od-
straiite pomoci MVNC. Pouzijte pfitom Excel.

¢.rodiny| Vydaje | Pfijmy | €.rodiny | Vydaje| Pfijmy
1 66 80 16 115 180
2 65 100 17 120 225
3 70 85 18 100 170
4 80 110 19 145 240
5) 79 120 20 110 185
6 84 115 21 172 220
7 98 130 22 200 230
8 95 140 23 175 245
9 90 125 24 140 260
10 75 90 25 135 190
11 74 105 26 140 205
12 110 160 27 155 200
13 113 150 28 230 270
14 125 165 29 137 230
15 108 145 30 145 290

ReSeni:

V Excelu vytvofime z danych tdajt graf: XY bodovy a pomoci pravého tlac¢itka iniciujeme
nabidku s volbou Pfidat spojnici trendu... V podnabidce Moznosti zaklikneme 2 polozky:
Zvolit rovnici regrese a Zvolit koeficient spolehlivosti (tj. koeficient determinace). Obdr-
zime vysledek, z n€hoz vyplyva linearni regresni model: y=9,29 + 0,64.x + &

Dale vedle sloupce yi vytvofime pomoci vzorce regresni rovnice sloupec teoretickych
hodnot Y;. Dalsi sloupec vytvotime jako rozdil sloupct yi a Yi, coz bude sloupec rezidui.
Posledni sloupec bude druhd mocnina rezidui. Spolecné pak vytvoifime XY bodovy graf
mezi Y; a eiz . Vysledkem je nasledujici graf na Obr. 23, ktery napovida pfitomnost hetero-

skedasticity, nebot’ body v grafu netvofi pas rovnobézny s vodorovnou osou, jako na Obr.
22 a), ale spise kuzel, jako na Obr. 22 b).

Zavislost €® na 'Y

3500,00

3000,00 o
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* * *
0,00 44280 o 00 a® ° o T T T
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Obrazek 23: KuZel zavislosti &7 na Y,

K exaktnimu prokéazani heteroskedasticity pouzijeme Bartletiiv test. Podle rostoucich
hodnot X — Ptijmi sefadime hodnoty rezidui a z nich vytvofime dva stejné velké soubory
elaez:

Prijmy| el |Pfijmy| e2
80| 1,99 170| -8,09
85| -10,83 180| -29,68
90| 3,03 185| -17,19
100| -1,74 190| -13,54
105| -8,65 200] -16,05
110/ -0,69 205| 25,28
115| 4,45 220| 47,37
120| -4,46 225| 13,51
125| -0,60 230| -30,36
130| 5,08 230| 6,00
140| -4,78 240 2,14
145| -1,28 245| 20,09
150| 7,63 260| 53,74
160| 10,77 270| -15,63
165/ 5,58 290| -43,08

Budeme testovat, zda rozptyly obou soubort jsou stejné pomoci F-testu z Excelu:

V menu: Data — Analyza dat — Dvouvybérovy F-test pro rozptyl zaddme umisténi oblasti
sloupcti el a €2, eventualni popisky a oblast vystupu. Obdrzime vystup:

Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

Soubor 1 Soubor 2
Stf. hodnota 0,366225 -0,366225

Rozptyl 35,88461 792,7791
Pozorovani 15 15
Rozdil 14 14
F 0,045264
P(F<=f) (1) 3,89E-07
F krit (1) 0,402621

V tomto vystupu je dulezita P-hodnota: P(F<=f) (1) = 3,89 E-07 = 0,000000389 < 0,05.

Na hladiné a = 0,05 proto nulovou hypotézu Ho: ,,Rozptyly obou uvazovanych souborti
jsou stejné* zamitdme. Uvazované soubory maji rlizny rozptyl, coZ znamena, Ze rozptyl
nahodné slozky regresniho modelu neni konstantni, neboli ze heteroskedasticita je v mo-
delu ptitomna.

Nakonec ukazeme, jak ptitomnou heteroskedasticitu odstranit. VV Obr. 23 se body grafu
nachazeji v ,,linedrnim kuzelu®, proto zvolime pro transformaci Pfedpoklad 2.
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i 1 .
Transformace podle (6.16): ;"= \/y),(_ ;X = \/X—,Xi": Jxi 1=1.2,..,30.
i i

obdrzime novy regresni model y;,’=16,75x,"+ 0,59, x,"+ ;,1=1,2,..., 30,

ktery je bez heteroskedasticity.

¢.rodiny| y’ X X" |Crodiny| y’ X X'’
1| 7,379| 0,112| 8,944 16/ 8,572| 0,075| 13,416
2| 6,500| 0,100{ 10,000 17| 8,000{ 0,067| 15,000
3| 7,593] 0,108] 9,220 18| 7,670| 0,077] 13,038
4| 7,628| 0,095]| 10,488 19/ 9,360| 0,065| 15,492
5| 7,212| 0,091| 10,954 20| 8,087| 0,074] 13,601
6| 7,833| 0,093| 10,724 21| 11,596| 0,067| 14,832
7| 8,595| 0,088| 11,402 22| 13,188 0,066/ 15,166
8| 8,029| 0,085| 11,832 23| 11,180| 0,064| 15,652
9| 8,050| 0,089| 11,180 24| 8,682] 0,062 16,125

10 7,906| 0,105| 9,487 25| 9,794| 0,073] 13,784
11| 7,222| 0,098| 10,247 26| 9,778| 0,070] 14,318
12| 8,696| 0,079| 12,649 27| 10,960| 0,071] 14,142
13| 9,226| 0,082| 12,247 28| 13,997| 0,061| 16,432
14 9,731| 0,078| 12,845 29| 9,034| 0,066| 15,166
15| 8,969| 0,083| 12,042 30| 8,515| 0,059| 17,029

6.3 Co je autokorelace?

Autokorelace je korelace mezi pozorovanimi uspofadanymi v Case (data jsou ¢asové
fady) nebo Vv prostoru (data jsou prifezova, tj. v jednom Easovém okamziku/intervalu). Ri-
kame, ze v regresnim modelu neni pfitomné autokorelace, jestlize nahodné veli¢iny jsou
vzajemné nekorelované, symbolicky to Ize vyjadfit takto

E(s.5) =0, i#,ij=1,2,..0. (6.18)

Jestlize naopak existuje dvojice indexti i # j, pficemz plati E(&.4) # 0, fekneme, Ze v re-
gresnim modelu je pritomna autokorelace.

Autokorelace se nejcastéji vyskytuje v regresnich modelech zaloZzenych na datech ve
form& ¢asovych fad. Potom indexy i, (resp. j) predstavuji ¢asové okamziky t. Casovym
faddam a jejich analyze se budou vénovat nasledujici kapitoly 8 az 12, kde bude podrobnéji
pojednano také o autokorelaci.

Nasledujici Obrazek 24 dava piiklad dvou regresnich modelt dat, z nichZ jeden je
spravné specifikovan (nelinedrni regresni model — €erna kfivka), druhy je nespravné speci-
fikovan (linedrni regresni kiivka — Cervena piimka). Nespravna specifikace modelu zptiso-
buje, Ze rezidua jsou vzajemné korelovana, coZ se projevuje tak, Ze datové body lezi vzdy
ve veétsi oblasti podél vodorovné osy na jedné strané regresni kiivky, zatimco v piipadé
nekorelovanych rezidui lezi datové body rovnomérné po obou stranach regresni kiivky
Vv celé oblasti vodorovné osy (tj. nezavisle proménnég).
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o L > > L, ,
Spatna TSRS " A, Spravna
-g= * -gn
specifikace PR specifikace
mogelu modelu

Obrazek 24: Autokorelace: Spatna a spravna specifikace modelu

SHRNUTI KAPITOLY

Tato kapitola se vénovala identifikaci a analyze problémd, které zpisobuje nesplnéni
hlavnich pfedpokladi klasického vicerozmérného linearniho regresniho modelu. Jednalo
se o multikolinearitu, heteroskedasticitu a autokorelaci. Multikolinearitou rozumime vza-
jemnou statistickou zavislost, tj. korelaci, mezi vysvétlujicimi proménnymi ve vicendsob-
ném linedrnim regresnim modelu. Dalsi dilezitou vlastnosti klasického linedrniho regres-
niho modelu je homoskedasticita, ktera spo¢iva v tom, ze rozptyl poruchy & v populacnim
linearnim regresnim modelu je konstantni. Autokorelace je korelace mezi pozorovanimi
usporadanymi V Case, (data jsou Casové fady) nebo Vv prostoru (data jsou priurezova, tj. v
jednom Casovém okamziku/intervalu).

6.4 Samostatné ukoly

6.1 V nasledujici tabulce jsou uvedeny hodnoty obratu, vydaji na védu a vyzkum (VaV) a
zisku za 18 primyslovych odvétvi v USA v roce 1990. Vytvorite linearni regresni model
zavislosti zisku na obratu a vydajich na VaV. Zjistéte, zda je v modelu pfitomna multiko-
linearita a heteroskedasticita. PouZijte postupy, které jste se naucili v této kapitole.

Obrat VaVv Zisk
6375,3 62,5 185,1
11626,4 92,9 1569,5
14655,1 178,3 276,8
21869,2 258,4 2828,1
26408,3 4947 225,9
32405,6 1083,0 3751,9
35107,7 1620,6 2884,1
40295,4 421,7 4645,7
70761,6 509,2 5036,4
80552,8 6620,1| 13869,9
95294,0 3918,6 4487,8
101314,1 1595,3| 10278,9
116141,3 6107,5 8787,3
122315,7 4454,1| 16438,8
141649,9 3163,8 9761,4
175025,8| 13210,7| 197745
230614,5 1703,8| 22626,6
104 293543,0 9528,2( 18415,4
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6.5 Reseni ukold, vysledky D

6.1 Y =79154+0,069.x1+0,369.x2

x1...obrat; X2...vydaje na VaV; koeficient b2 =0,369 neni statisticky

vyznamny
Korela¢ni koeficient = 0,9 je statisticky vyznamny na hladiné¢ vyznamnosti 0,01.
V modelu je pfitomna multikolinearita.
Zavislost zisku na obratu:

Y =862,85+0,08.x1
Koeficient 0,08 je statisticky vyznamny.

Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

Soubor 1 Soubor 2
Stf. hodnota -809,8808  809,8807591

Rozptyl 1219536  20761396,39
Pozorovani 9 9
Rozdil 8 8
F 0,058741
P(F<=f) (1) 0,000289
F krit (1) 0,290858

Nulovou hypotézu: rozptyly obou souboril jsou stejné, zamitdme, rozptyl ndhodné slozky
neni konstantni, neboli heteroskedasticita je v modelu pfitomna.

Zavislost zisku na VaV:
Y =381711+1,4.x2

Koeficient 1,4 je statisticky vyznamny.

Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

Soubor 1 Soubor 2
Stf. hodnota -1348,771  1348,770762

Rozptyl 7292620  43919891,06
Pozorovani 9 9
Rozdil 8 8
F 0,166044
P(F<=f) (1) 0,010033
F krit (1) 0,290858

Nulovou hypotézu: rozptyly obou souborti jsou stejné, nezamitdme, rozptyl ndhodné slozky
je konstantni, neboli heteroskedasticita neni v modelu pfitomna. (hladina vyznamnosti 0,01)
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7 ZAKLADY ANALYZY CASOVYCH RAD

RYCHLY NAHLED KAPITOLY

Diilezitym néstrojem ke zkoumani dynamiky ekonomickych procest je analyza ¢aso-
vych fad. Casovou fadou pfitom rozumime vécné a prostorové srovnatelnd pozorovani
uspotradana v ¢ase smérem od minulosti pfes piitomnost k budoucnosti. Obsahem této ka-
pitoly je objasnit typizaci ekonomickych ¢asovych fad, vysvétlit elementarni charakteris-
tiky ¢asovych tad, uvést zadkladni modely casovych fad a popsat jejich slozky. Analyza
Casovych fad je vedena snahou po vysvétleni minulosti a piedvidani budoucnosti, v ekono-
mické oblasti se jednd o vyvojové trendy ukazatelti hospodaiské Cinnosti. Analyza Caso-
vych fad jako soubor metod a postupti nabizi Sirokou skéalu nastrojii a technik. Ke klasickym
analytickym postuplim zaloZenym na regresi z piedchozich kapitol a syntetickym pftistu-
pum zaloZenym na technikach vyrovnéni ¢asovych fad, pfistupuje moderni, vypocetné na-

24

ro¢néjsi Box - Jenkinsova metodologie.

CILE KAPITOLY

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
uvést typy ekonomickych ¢asovych tad,
vypocitat hodnoty ocisténé casove fady,

vypocitat zdkladni charakteristiky ¢asovych fad.

CAS POTREBNY KE STUDIU

K prostudovani této kapitoly budete potifebovat asi 60 minut.

KLICOVA SLOVA KAPITOLY

Casova tada, diference Casové fady, koeficient riistu, o¢isténa hodnota casové fady.
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7.1 Typy ekonomickych ¢asovych rad

Dulezitym néstrojem ke zkoumani dynamiky ekonomickych procest je analyza ¢aso-
vych fad. Casovou Fadou p¥itom rozumime vécné a prostorové srovnatelnd pozorovani
uspoiadana v ¢ase smérem od minulosti pies piitomnost k budoucnosti. Casové fady ¢le-
nime nasledujicim zptisobem:

e podle charakteru ¢asové fady na intervalové casoveé rady a okamzikové casové rady,

e podle periodicity, s jakou jsou sledovany, na krdtkodobé ¢asové fady (méné nez rocni
periodicita), strednédobé Casové tfady (ro¢ni periodicita) a dlouhodobé Casové tady
(delsi, nez ro¢ni periodicita),

e podle druhu sledovanych ukazateli (1dajii) na ¢asové fady absolutnich uvkazatel a Ca-
sové fady odvozenych ukazatelt.

Intervalovou casovou Fadou se rozumi ¢asova fada intervalového ukazatele vy, , tj. uka-

zatele, jehoz velikost (hodnota) zavisi na délce intervalu, za ktery je sledovan. Pro ukazatele
tohoto typu je mozné tvofit soucty, z jejich povahy vSak vyplyva, Ze se vztahuji ke stejné
dlouhym ¢asovym intervallim, jinak by byly hodnoty vz4jemné nesrovnatelné. Neni napf.
spravné srovnavat vyrobu za leden a unor, nebot’ unor je z hlediska poc¢tu pracovnich dni
kratSi. Abychom zajistili srovnatelnost, pfepocitdvame vSechna sledované obdobi na stejny
Casovy interval. Tato operace se nazyva ociStovani ¢asovych fad od kalendainich variaci.

Udaje ogisténé Gasové fady yt(o) dostaneme z hodnoty o¢ist'ovaného ukazatele vy, takto:

K
¥ =Y (7.1)
t

kde th je primérny pocet dnii v piislusSném dil¢im obdobi, k, je skuteny pocet dnti v pii-

slusném dil¢im obdobi t.

OkamZikovou c¢asovou radou rozumime ¢asovou fadu ukazatelt, které se vztahuji k ur-
¢itému okamziku, napt. pocatku nebo konci urcitého casového intervalu (obdobi). ProtoZe
soucet za n€kolik za sebou jdoucich okamzikovych hodnot obvykle nema realny smysl,
shrnuji se fady tohoto typu pomoci chronologického primeéru.

Pro dané ekvidistantni (stejné vzdalené) casové okamziky t1, t2,...,tn , ke kterym ptislusi
hodnoty okamzikovych ukazatelti Yi,y2,...,.Yn J& prosty chronologicky priimér definovan
jako aritmeticky pramér z aritmetickych priméri vzdy dvou po sob€ jdoucich hodnot, tedy:

y1+y2+y2+y3+m+yn—1+yn
2 2 2
n-1 : (7.2)

ych =
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Neni-li délka mezi jednotlivymi ¢asovymi okamziky stejnd, definujeme vazeny chrono-
logicky priimér, kde vahami jsou délky jednotlivych ¢asovych intervalli dk = tk+1 - tk, K =
1,2,..,n-1:

y1'£y2 d, + Yo+ s d,+..+ Yoot Yn d,

Yon = d,+d, +..+d ' (7.3)

Casovy rozdil mezi ¢asovymi okamziky, tedy délka Gasového intervalu v okamzikové
Casové fadé, se nazyva periodicita ¢asové fady. Je-li periodicita ekonomickych ¢asovych
fad kratsi neZ jeden rok, hovotime o krdtkodobych casovych Fadach. Nejéastéjsi periodici-
tou je mesicni periodicita. Je-li periodicita rocni, hovotime Casto o strednédobych casovych
Fadach, pti delsi periodicité, napt. pétileté, hovotime o dlouhodobych casovych radach.

Casovou fadou absolutnich hodnot se obvykle rozumi &asova fada pfimo zjiiténych
udaju (v naturalnich jednotkach) o¢isténa od kalendarnich variaci. Odvozené tdaje a z nich
vytvotené ¢asové fady ziskame obvykle matematickymi operacemi z absolutnich udajt.
Vétsinu dualezitych ekonomickych ¢asovych fad tvoii ¢asové fady ukazatelii vyjadienych
V penézni formé€. Vzhledem ke zménam cenové hladiny, které jsou v trzni ekonomice pii-
rozené, vSak v del$i ¢asové fad¢ Casto dostavame posloupnost udaji, které nejsou vzdy
zcela soumétitelné. Proto dileZitym problémem v analyze ¢asovych fad je srovnatelnost
udajl, konkrétn€ cenova srovnatelnost. Pfi sestavovani delsi casové fady je mozno v zasadé
postupovat dvojim zplisobem: pouzit bezné ceny a vyjadrit z nich absolutni objem urcitého
ukazatele, resp. tempa rustu, nebo vychazet ze stdlych cen, tj. cen fixovanych k ur¢itému
datu. PouZivani stalych cen v ekonomice vede ke zmirnéni negativnich tendenci v u¢innosti
zékladnich fonda vyplyvajicich z vlivu technického rozvoje na vyrobu, dale vede ke zreal-
néni vysledki hospodatského vyvoje vzhledem k mezinarodnimu srovnani.

Vyvoj zakladnich ekonomickych ukazatelii v Ceské republice je mozné sledovat jednak
za jednotlivé roky ve statistickych roc¢enkach, jednak podle jednotlivych mésica ve statis-
tickych prehledech a bulletinech vydavanych Ceskym statistickym tfadem. Pro potieby
vrcholového fizeni ve firmach a podnicich slouzi predevsim udaje o vyvoji zékladnich uka-
zatelti podle mé&sict, nebot’ jde o informace s ur¢itym vztahem k okamzité odezve v cho-
vani ekonomickych subjektii, at’ uz vyrobcii, nebo spotiebitelti. Jsou to zejména informace
o inflaci (index spotiebitelskych cen a indexy zivotnich nakladi), dale informace o penéz-
nich pfijmech a vydajich obyvatelstva, o celkovém prodeji v maloobchod¢, prumyslové,
zemédelské a stavebni vyrobé a téZz udaje o nezaméstnanosti.

Bohatym zdrojem informaci a dat jsou webové stranky Ceského statistického titadu
(CSU), www.czso.cz piipadné Statistického ufadu Evropské komise EUROSTAT:
http://epp.eurostat.ec.europa.eu .
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7.2 Elementarni charakteristiky ¢asovych rad

Mezi elementarni metody analyzy ¢asovych fad patii vizudlni analyza chovani ukazatele
vyuzivajici grafi spolu s ur€ovanim elementarnich statistickych charakteristik, ke kterym
patii absolutni diference rizného tadu a koeficient riistu ¢asové fady.

Oznacime-li yt hodnoty urc¢itého ukazatele v ¢ase t = 1,2,...,n (napf. v jednotlivych mé-
sicich), potom absolutni diferenci prvniho radu rozumime rozdil:

My, _
ATy, =Y =Yei t=23,..n. (7.4)
Obdobn¢ Ize definovat absolutni diference vyssich radii - druhého, tietiho, atd.:
A(Z)yt = A(])yt - A(l)ytfl =V~ 2yt—l +yt—2’ t= 3,4,_._,n,

A(3)yt :A(2)yz _A(z)yt—lz Ve~ 3yt—l + 3yt—2 _yt—3’ t=4y5,....n, atd.

Dalsi pouzivanou elementarni charakteristikou je koeficient riistu, ktery udéava, o kolik
procent vzrostla hodnota Casové fady v daném Casovém okamziku oproti obdobi v pted-
chozim ¢asovém okamziku:

Y
Yeer £=23,..n. (7.5)

k:

t

Pti hodnoceni vyvoje za celou analyzovanou fadu zjiStujeme souhrnné charakteristiky
— prumeérny absolutni priristek:

1 ! A(])y_yn_yl
n—15 n-1, (7.6)

a pramérny koeficient ristu:

k=l k=t
Y1

(7.7)

Jak primérny absolutni pfirastek, tak primérny koeficient rlstu zavisi pouze na prvni
a posledni hodnoté ¢asové fady. Primérny absolutni pfirtstek ukazuje, o kolik by se mél
ukazatel pravidelné¢ ménit (v absolutnich jednotkach), aby se hodnota ukazatele zménila
Z puvodni prvni hodnoty y1 na posledni hodnotu yn. Naproti tomu priimérny koeficient riistu
poskytuje informaci, o kolik procent by se méla hodnota ukazatele meénit, tj. jaka by méla
byt rychlost rastu (poklesu), aby se hodnota ukazatele zménila z pavodni prvni hodnoty Y1
na posledni hodnotu yn.
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7.3 Modely ekonomickych ¢asovych rad

Modelovy ptistup k analyze ¢asovych fad bude vychazet z predpokladu, ze jedinym fak-
torem dynamiky ukazatele v casové radeé je cas. Ostatni faktory pasobici na hodnotu uka-
zatele budeme vétSinou zanedbavat. Model Casové fady tohoto typu mizeme zapsat ve
formé:

Yi = f(t!gt)7 (7.8)

kde yt je hodnota analyzovaného ukazatele v Case t, f je uréita funkce (typ zavislosti), t je
¢asova proménnd, ¢, je hodnota ndhodné slozky. Modely ¢asovych fad zalozené na vyse

uvedeném principu se nazyvaji jednorozmerné modely.

Kazda casova fada mlze obsahovat 4 slozky, které vyjadiuji rizné druhy pohybu ana-
lyzovaného ukazatele:

trendovou slozku (trend) Ty,

sez6nni slozku S,

cyklickou slozku Ct,

nahodnou sloZku &, .

Trendova, sezonni a cyklicka slozka tvofi spolec¢né systematickou (deterministickou)
slozku, kterou znacime Y, tj. ¥, =7, + S, + C, . Zpravidla se uvazuje, ze slozky Yt jsou v adi-

tivnim vztahu, takze model ¢asové fady miizeme zapsat ve tvaru:
v, =T,+S§,+C, +¢,. (7.9)
V tom ptipad¢ mluvime o aditivnim modelu Casové fady. V ekonomickych Casovych fa-
dach se nejcasteji setkavame se dvéma specidlnimi ptipady modelu (7.9). U stfednédobych
modelil (s ro¢ni periodicitou) se obvykle predpoklada S, =C, =0, pak model Casové fady
(7.9) ma tvar:
v, =T +¢,. (7.10)
U kratkodobych modelt casovych tad (s ¢tvrtletni nebo mésicni periodicitou) se piedpo-
klada, ze C, =0, a tedy model (7.9) ma tvar:
Yo =T +S +&, (7.11)
mluvime pak o casové radé se sezonni slozkou.
Vedle aditivniho modelu (8.9) je multiplikativni model zalozen na ptedpokladu, ze vza-
jemny vztah jednotlivych sloZzek obsazenych v modelu je dan vzajemnym nasobenim:
Y =TS -Gy -5 (7.12)
Popis a kvantifikace jednotlivych slozek modelu casové tady patii k hlavnim tkoliim ana-
Iyzy Casovych fad.

RESENA ULOHA 8.1

V tabulce jsou uvedeny primérné mésic¢ni vydaje na vzdélavani zameéstnancu ve firmé A+B
v letech 2009-2017. Pro tuto ¢asovou fadu vypocitejte:

a. absolutni pfirastky a primérny absolutni pfirtistek,

b. koeficienty rustu a primérny koeficient ristu.
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Roky 2009 | 2010 | 2011 | 2012 2013 2014 | 2015 | 2016 | 2017
Mzda 2980 | 3110 | 4500 | 5650 7460 8930 | 10670 | 12820 | 13250

ReSeni:

a. Absolutni pfirastky vypocitame podle vztahu (7.4):
Ay =y, —y =3110 - 2980 = 130, atd.
Vysledek tika, ze primérné mésicni vydaje na vzdélavani zaméestnanct ve firmé¢ A+B stou-
ply v letech 2009-2010 o 130 K¢.
Vsechny absolutni pfirtistky jsou uvedeny v nasledujici tabulce.
Primérny absolutni pfirtistek je podle (7.6):

ST h 132508—2980 128375

n—1

b. Koeficienty ristu vypocitame podle vztahu (7.5). Napt.: &k, =—= 5080 = 1,0436.
B4

Primé&rné mé&si¢ni vydaje na vzdélavani zaméstnanct ve firmé A+B vzrostly v letech 2009-
2010 o0 4,36%.

Hodnoty ostatnich koeficientl rlistu jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Primérny koeficient ristu vypocitame podle (7.7):

K=ngdn :8/13250 —1,205.
y, | 2980

Vysledek ukazuje, ze mési¢ni vydaje na vzdélavani zaméstnancu ve firmé A+B rostly
ro¢n¢ v pruméru o 20,5%.

Roky |2009|2010| 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017
Mzda |2980|3110| 4500 | 5650 | 7460 | 8930 | 10670 | 12820 | 13250
AD y . 1130 | 1390 | 1150 | 1810 | 1470 | 1740 | 2150 | 430

k . 1104|145 | 126 | 1,32 | 1,20 | 1,19 1,20 | 1,03

SHRNUTI KAPITOLY

Obsahem této kapitoly bylo objasnit typizaci ekonomickych ¢asovych fad, vysvétlit ele-
mentarni charakteristiky ¢asovych fad, uvést zakladni modely casovych fad a popsat jejich
slozky. Casova fada se da rozlozit na &tyfi slozky. Jedna se o slozku trendovou, sezénni,
cyklickou a nahodnou. Cyklickou sloZzku v ekonomickych ¢asovych fadach zanedbavame,
protoZe popisuje jevy, které se opakuji za obdobi delsi nez 1 rok. V ptipadé, Ze se jednotlivé
slozky scitaji, tak se jedna o aditivni model, v ptipad¢ ndsobeni jednotlivych slozek mlu-
vime o multiplikativnim modelu. Analyza Casovych fad je vedena snahou po vysvétleni
minulosti a pfedvidani budoucnosti, v ekonomické oblasti se jedna o vyvojové trendy uka-
zateld hospodarské ¢innosti.
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7.4 Samostatné ukoly

7.1V tabulce jsou uvedeny poéty prodanych automobild v autocentru A+A v letech 2010
az 2017. Pro tuto ¢asovou fadu vypocitejte:

a) absolutni pfirGstky a primérny absolutni ptirtstek
b) koeficienty rustu a primérny koeficient ristu.

Rok 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017
Pocet 120 | 159 | 167 | 175 | 197 | 172 | 199 | 240

7.2 Uvedené tdaje v tabulce zachycuji zisk firmy v tis. K& v letech 2011-2017. Pro tuto
casovou fadu vypocitejte:

a) absolutni pfirtstky a primérny absolutni pfirtstek
b) koeficienty rustu a primérny koeficient ristu.

Rok 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017
Pocet 1303,6 | 1381,1 | 1447,7 | 1432,8 | 1401,3 | 1390,6 | 1433,8

@ 7.5 Reseni ukold, vysledky

7.1

Rok Pocet | Abs.prirtstky | Koeficienty ristu
2010 120 XXX XXX

2011 159 39 1,325

2012 167 8 1,050

2013 175 8 1,048

2014 197 22 1,126

2015 172 -25 0,873

2016 199 27 1,157

2017 240 41 1,206

Primérny absolutni ptirdstek je podle (7.6): A =1714.
Primérny koeficient riistu vypo&itime podle (7.7): k =1,104.
Pocet prodanych automobili rostl roén€ v primeéru o 10,4%.
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1.2

Rok Pocet | Abs.piirtstky | Koeficienty ristu
2011 1303,6 XXX XXX

2012 1381,1 77,5 1,059

2013 14477 66,6 1,048

2014 1432,8 -14,9 0,990

2015 1401,3 -31,5 0,978

2016 1390,6 -10,7 0,992

2017 1433,8 43,2 1,031

Primérny absolutni ptirtstek je podle (7.6): A = 21,7 tis. K¢&.
Pramérny koeficient ristu vypocitame podle (7.7): k =1,016.
Zisk firmy rostl ro¢né v priméru o 1,6 %.
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8 ANALYZA TRENDU CASOVYCH RAD

RYCHLY NAHLED KAPITOLY

V této kapitole se budete zabyvat trendovou slozkou Casové fady, ktera predstavuje nej-

vvvvvv

vvvvvv

rem vyvoje dynamiky analyzovaného ukazatele je ¢as. Trendova slozka totiz poskytuje
rozhodujici informaci pro prognézovani hodnot ¢asové fady do budoucna. K urceni tren-
dové slozky pouzivame dva obecné pristupy: analyticky a synteticky. Analyticky piistup
stanoveni trendu vychézi z piredem znamych typt trendovych funkci vyznacujicich se pii-
tomnosti parametrt, které je tieba stanovit co nejlépe s ohledem na skute¢né hodnoty uka-
zatele Casové fady. Z velkého mnozstvi pouzivanych trendovych funkci se zaméfime na
n¢kolik z nich, které¢ maji vyznam predevsim v ekonomickych aplikacich. Jsou to: linearni
trend, parabolicky trend, exponencidlni trend, logisticky trend a Gompertzlyv trend. Synte-
ticky ptistup stanoveni trendu spoc¢iva ve vyrovnani odchylek dané¢ho ukazatele v Casové
radé tak, ze ziskané vyrovnané hodnoty vyjadiuji trendovy faktor obsazeny pouze v ¢asové
radé, nikoliv faktor vlozeny z vnéjsku. Nemusite proto znat predem typ trendové funkce,
coz je prednost syntetického pristupu oproti ptistupu analytickému. Jeho nevyhodou je na-

vvvvvv

tického ptistupu uvedeme metody klouzavého priméru a exponencidlni vyrovnani.

CILE KAPITOLY

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
uvést pristupy pouzivané K uréeni trendové slozky,
napsat linearni, kvadratickou, exponencialni a logaritmickou trendovou funkci,
vztahy pro vypocet odhadl parametrti linearni trendové funkce,
vypocitat koeficient determinace,
vyrovnat ¢asovou fadu klouzavymi priméry,

pouzit pro vyrovnani ¢asové fady exponencialni vyrovnani.
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CAS POTREBNY KE STUDIU

K prostudovani této kapitoly budete potiebovat asi 120 minut.

KLICOVA SLOVA KAPITOLY

Trendova slozka, linearni trendova funkce, koeficient determinace, klouzavé praiméry,
koeficient korelace.

8.1 Trendova slozka ¢asovych rad

Jak jiz bylo v privodci studiem feceno, v této kapitole vychazime z ptedpokladu, Ze je-
dinym faktorem vyvoje dynamiky analyzovaného ukazatele je ¢as t. Jednoduchy zptisob
volby ¢asové proménné spociva v jejim zavedeni tak, ze ¢asova fada za¢ina v okamziku 1,
ke kterému se vztahuje prvni ¢len analyzované Casové fady yi. Dalsi ¢asové okamziky
oznaCujeme po tadé ptirozenymi Eisly 2,3,...,n. Symbol n oznacuje posledni uvazovany
casovy okamzik a zaroven i pocet uvazovanych ¢asovych okamziki.

Jiny jednoduchy a vyhodny zptisob oznaceni ¢asové proménné spociva v zavedeni nové
casové promeénné t” nasledujicim zptisobem:

t’:(t—lr), (81)
_— . : . _n+l . .
je-1i pocet Clenti Casové fady n lichy, pak t = R jak ukazuje Tabulka 12,
nebo ¢ =2(1-1), (8.2)

je-li pocet ¢lent n sudy, jak ukazuje Tabulka 13. Nova ¢asova proménna spliuje dtlezity

n
pozadavek: 2t'=0.

t=1

(8.3)

Tabulka 12: Transformovana proménna pfi lichém ¢asova n

Rok 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017
t 1 2 3 4 5 6 7
t’ -3 -2 -1 0 1 2 3
Tabulka 13: Transformovana ¢asova proménna pri sudém n
Rok 2012 2013 2014 2015 2016 2017
t 1 2 3 4 5 6
t’ -5 -3 -1 1 3 5
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Déle uvedené vztahy pro vypocet odhadl teoretickych hodnot parametra jsou uvadény po
zavedeni transformaci v Tabulkach 12 a 13.

vvvvvv

vvvvvv

slozka totiz poskytuje rozhodujici informaci pro prognézovani hodnot casové rfady do bu-
doucna. K urceni trendové slozky pouzivame dva obecné piistupy: analyticky a synteticky.

Analyticky pfistup stanoveni trendu vychazi z ptedem zndmych typt trendovych funkcei
vyznacujicich se pfitomnosti parametrd, které je tfeba stanovit co nejlépe s ohledem na
skute¢né hodnoty ukazatele Casové tady.

Synteticky pfistup stanoveni trendu spoc¢iva ve vyrovnani odchylek daného ukazatele
Vv Casové fadé (tzv. vyrovnani) tak, Ze ziskané vyrovnané hodnoty vyjadiuji trendovy faktor
obsazeny pouze v ¢asové fad¢, nikoliv faktor vlozeny z vnéjsku. Nemusime proto zndt pie-
dem typ trendové funkce, coz je pfednost syntetického pfistupu oproti pfistupu analytic-
Z existujicich metod syntetického pfistupu uvedeme metody klouzavého praméru a expo-
nencialni vyrovnani.

8.2 Trendové funkce

Z velkého mnozstvi pouzivanych trendovych funkci se zaméfime na nékolik z nich,
které maji vyznam piedevSim v ekonomickych aplikacich. Jsou to: linearni trend, parabo-
licky trend, exponencialni trend, logisticky trend a Gompertzav trend. Vyhodou téchto tren-
dovych funkci je to, ze je 1ze snadno pouzit pro ucely prognézovani. Nevyhodou je fakt, ze
typ trendové funkce musime stanovit piedem na zdkladé externich, mnohdy subjektivnich
pfedpokladil a informaci. Nejuzivanéj$i metodou odhadu neznamych parametrt trendové
funkce je metoda nejmensich ctvercii (MNC), s niz jsme se setkali jiz v kapitole 3. Zde tuto
metodu aplikujeme na specidlni typ jednoduché regrese pro data ve formé ekonomické ca-
sové fady, tedy ptipad, kdy nezavisle proménnou je ¢as a zavisle proménnou tvoii sledo-
vany ekonomicky ukazatel. Krom¢ metody nejmenSich ¢tverclh pro nelinearni trendové
funkce uvedeme alternativni metodu vybranych bodii (MVB).

8.2.1 Linearni trend

Nejcasteji pouzivanou trendovou funkei je linearni trendové funkce:

T, =p, + B, (8.4)
kde B,, B, jsou neznamé parametry at = 1,2,...,n je casova promeénnd. Odhady neznamych
parametrul, které oznacujeme by, b, , ziskdme metodou nejmensich Ctverci, kterd dava nej-

leps$i nestranné odhady. V souladu s postupem z kapitoly 3 je zapotiebi vyfesSit 2 normalni
rovnice (3.12), kde x; nahradime t :
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2 Vi=hontb 3ot (8.5)
Dty =by > t+b >t (8.6)

Pouzijeme-li nyni ¢asové transformace (8.1), (8.2) a s vyuzitim vztahu (8.3) dostaneme
jednoduché feseni normalnich rovnic (8.5), (8.6):

t!
b0=&, bl:Z:_yt2 (8.7)
n 2.t
Parametr b, interpretujeme jako aritmeticky primér hodnot Casové fady, parametr b,
udava, jaky prirtstek hodnoty Tt odpovida jednotkovému ptirtistku proménné t.

RESENA ULOHA 8.1

V nasledujici tabulce jsou uvedeny pocty prodanych automobilti v autocentru A+A v letech
2010 az 2017. Pro tuto ¢asovou fadu vypocitejte:

Rok 2010 | 2011 | 2012 |2013| 2014 | 2015 | 2016 | 2017
Pocet 120 | 159 | 167 | 175 | 197 | 172 | 199 | 240

Trend v prodeji automobill popiste linearni trendovou funkeci.

Jaky pocet prodanych automobiltl 1ze ocekéavat v roce 2018 s 95% pravdépodobnosti?
(Stanovte bodovy odhad a 95%-ni interval spolehlivosti prognézy.)

c. Stanovte koeficient determinace a na jeho zaklad¢€ urcete ptiléhavost dat k trendové
funkci.

o ®

Reseni:

a. Podle vztahu (8.2) zavedeme novou ¢asovou proménnou ¢ (viz nasledujici tabulka).
Rok t Yt t y,t’ Ty 77| b vp
2010 -7 120 49 -840 133,818 | 190,937 | 3436,891
2011 -5 159 25 -795 146,620 | 153,264 385,141
2012 -3 167 9 -501 159,422 57,426 135,141
2013 -1 175 1 -175 172,224 7,706 13,141
2014 1 197 1 197 185,026 | 143,377 337,641
2015 3 172 9 516 197,828 | 667,086 43,891
2016 5 199 25 995 210,630 | 135,257 415,141
2017 7 240 49 1680 223,432 | 274,499 3766,891

Soucet 0 1429 168 1077 1629,552 | 8533,875
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Odhady bo, by parametra S, 1 trendové funkce:
T, =p+p¢ t'=—7-5-3,...
vypocitadme podle vztahii:

t’
b, = 2% —14829 _i7ae25, b2k 1077 g
n

>t? 168

Odhadnuti trendova funkce ma tvar:
T =178,625+6,41¢, ¢ =—7,-5,-3, ...

b. Ocekavany prodej v roce 2018 vypocitame dosazenim ¢’, které odpovida roku 2018, do
rovnice trendu:

T =178,625 + 6,401-9 = 236,32.
Intervalovou ptedpovéd’ obdrzime dosazenim potiebnych hodnot do vztahu (4.8). Ve spe-
cidlnim ptipadé ¢asové fady, kdy ti = Xi, obdrzime po upravach nésledujici vztah pro inter-
val spolehlivosti predikce na i ¢asovych okamzikt dopiedu:

[(n+i) —traa(n-2) Sg4/Q, (1) , (n+i) + tiaa(n-2) s54/Q, (1) ],

kde y(n+i)=T=236,32,

tr-an(n —2) =2,45,

S
SR = R )

n-p

O P (L R v
Qn(l)_\/(l R ) (ng_l)(n_z) , | 1

Z tabulky obdrzite Sr = 1629,552. Potom smérodatna chyba odhadu sr je

su= 1629552 o0
8-2

K vypoétu Qn(i) je zapotiebi znat hodnotu koeficientu determinace R? , tj.

R? = 1—S—R =1- 1629552 _ 0809.
S 8533875

y

Vypocet souctu Sy je uveden v tabulce. Potom
Qn(i)z\/(1—0,809) 8(64-1)+12 516

=.[0191-2=> =051,
(64-1)(8-2) 378

Dosazenim vyse vypocitanych hodnot do obecného vztahu obdrzite levou (L) a pravou (P)
mez intervalové predpovédi.

L = 236,315 - 2,447-16,48- /0,551 = 207,52.
P =236,315 + 2,447-16,48- /0,51 = 265,11.

Bodovy odhad prodeje v roce 2018 je 236 automobiltl. S 95% pravdépodobnosti by se mélo
v roce 2018 prodat mezi 208 a 265 automobily.

c. Koeficient determinace byl vypoéten v b: R? = 0,809. Tato hodnota fika, Ze piiléhavost
dat k trendové funkci je ,,vysoka“.
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8.2.2 Kvadraticky trend

Rozsifenim linearniho trendu o kvadraticky ¢len dostaneme parabolickou trendovou
funkci:

T.=5 +ﬁ1t+ﬂ2t21 (8.8)
kde A,,A., /3, jsou neznamé parametry a t = 1,2,...,n je ¢asova proménna. Odhady nezna-
mych parametri, které oznacujeme b,,b,,b,, ziskdme metodou nejmensich ctvercu fese-
nim soustavy 3 linedrnich rovnic o 3 neznamych:

>y =bn+b >t + bZZ:(t’)2 ,
Yty =b, >t b > ()7 +b, Y (), (8.9)
> )7y, =y > () +b, > (1) +b, Yt .

Z podminky (8.3) dostaneme z rovnice (8.9) ihned feseni:

b 2 (8.10)

)

Dosazenim (8.10) do zbyvajicich dvou normalnich rovnic obdrzime jesté feSeni b,,b,:

LS - S Y e
0 = 4 y (811)
S O - eF)
. nzyt(l,)z _ZyzZ(t,)Z
b, = p (8.12)

8.2.3 Mocninny trend
Mocninna trendova funkce ma tvar:

T, = Bot?, (8.13)
avsak namisto n&j uvazujeme model, jenz vznikne logaritmovanim obou stran (8.13):
InT, =In g, + g, Int,
kde In je pfirozeny logaritmus o zékladu e = 2,718... Pouzijeme analogicky postup jako
Vv piipadé€ jednoduché linearni regrese v kapitole 2.2.6. Jestlize nyni pouZzijeme substituce

T/=InT,, t"=Int, (8.14)

Bo=Inpy, pi=p, (8.15)
obdrZime ,,carkovany* linearni trend:

T =5+pt", (8.16)

jehoz parametry g,/ (regresni koeficienty) odhadneme metodou nejmenSich ctverci
a obdrzime tak jejich odhady b],b/ . Ze vztahti (8.15) vypocteme zpétn€ odhady b,,b,:

by =€™,b, =b;.
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8.2.4 Exponencialni trend

Exponencialni trendova funkce mé tvar:

To= BB (8.17)
ktery substitucemi:

T/ =InT,, t"=t, (8.18)

Bo=Ing,, gi=Inp, (8.19)

1ze rovnéz transformovat na ,,Carkovany* linearni trend, jehoz parametry £, odhad-
neme metodou nejmensich ¢tvercil, a obdrzime tak odhady b/ ,b, . Ze vztahti (8.19) vypoc-
teme odhady b,,b, ptivodniho nelinearniho regresniho modelu (8.17):

b, =€%,b =e”.
Pouziti exponencialniho trendu je uvedeno v nasledujici fesené tloze.

RESENA ULOHA

V tabulce jsou uvedeny udaje o poctu vyrobenych mycek nadobi v letech 2009-2017.

a. Trend ve vyrob¢ tohoto vyrobku popiste exponencialni trendovou funkci.
b. Vypocitejte bodovou progndzu vyroby na rok 2018, dale zjistéte koeficient determi-
nace a na jeho zékladé zhodnot'te ,,ptiléhavost* dat k trendové funkei.

N 2009 [ 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 ] 2016 | 2017
My¢ky nadobi (tis. ks) | 8 | 9 | 17 | 20 | 38 | 40 | 70 | 101 | 180

ReSeni:
Nejprve vypocitate odhady bo, by parametri exponencialni trendové funkce

T = ﬁoﬁlt '
Logaritmovanim této rovnice obdrzite vztah
InT, =In g, +tin g,.
Zavedenim substituce
T =InT, t'=t,
Bo=Ing,, Bi=Inpg
se puvodni rovnice exponencidlniho trendu transformuje na rovnici linedrniho trendu.

Zavedete novou ¢asovou proménnou ¢ Viz (8.1) a vypocitate koeficienty b} ,b;

>ty 232315

- ZtNZ - 60

, DY, 31,4886

=3,4987 , b/ =0,3872.
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Potom

b, =e% =e**%"=3307, b =e%=e"*"?=147.

Rok [t ly y'=Iny [t [t"y |t =T)Y [(y-7)>

2004 -4 8 | 2,0794 | 16 | -8,3178 | 7,0285| 0,8425| 2085,7489
2005 -3 9 | 21972 | 9 -6,5917]10,3519| 1,9904 | 1995,4089
2006 -2 17 | 2,8332 4 | -5,6664 | 15,2466 | 2,8771| 1344,6889
2007 -1 20 | 2,9957 1|-2,9957 | 22,4558 | 6,2330| 1133,6689
2008 0] 38 | 36376 | O 0 33,0737 24,3049 | 245,5489
2009 1| 40 | 3,6889 1| 3,6889 | 48,7122 | 74,1821 | 186,8689
2010 2| 70 | 4,2485 4 | 8,4970 | 71,7452 2,1345| 266,6689
2011 3| 101 | 4,6151| 9 | 13,8453|105,6690, 16,3831 2240,1289
2012 4 | 180 | 5,1930| 16 | 20,7718 |155,6333|654,3364|15959,2689
Soucet | 0 | 490 | 31,4886 | 60 | 23,2315 783,2839/25458,0001

Hledana trendova funkce ma tvar
T.=3307-147"t"=—4,-3-2,....

K bodovému odhadu vyuzijeme nalezenou trendovou funkci, kam dosadime ¢ =5, coz je
hodnota, ktera odpovida netransformované ¢asové hodnoté t = 2018.

Koeficient determinace vyZaduje znat hodnotu celkového souctu Sy a rezidualniho souctu
Sr (viz posledni dva sloupce Vv tabulce).

Pro vypocet rezidualniho souctu ¢tvercti je déle tieba znat odhady teoretické hodnoty f’, ,

které obdrzime postupnym dosazovanim za ¢” do rovnice trendu, tedy napt. pro ¢" = — 4:
T =33,07-1,47 ~*=17,08.
Vsechny hodnoty T isoudtii Sy, Sr najdete v tabulce. Pro koeficient determinace plati:

S 1 783,2839

R?=1-SR_q__——9%°°% _
S, 25458,0001

0,969.

Hodnota 0,969 tika, ze ptiléhavost dat k trendové kiivce je vysoka.

8.2.5 Logisticky trend

Logisticka trendova funkce patii k nelinearnim trendiim, které se vyznacuji horni
asymptotou, tj. hranici, k niz se hodnoty ukazatele ptiblizuji pro neomezené rostouci hod-
noty Casu, a jednim inflexnim bodem, v némz graf logistické funkce ptechdzi z konvexniho
do konkavniho tvaru. Pro tvar podobny pismenu S se takovym kiivkam tika S-k7ivky.
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V ekonomické oblasti, specialn¢ v marketingu, se tato funkce pouziva pti modelovani po-
ptavky po zbozi dlouhodobé spotieby, ale také pii modelovani vyvoje vyroby a prodeje
nékterych druht vyrobkda.

Na rozdil od predchozich trendovych funkci, které byly definovany jednoznacné, logis-
ticka funkce byvéa vyjadiovana v né€kolika riznych variantach, uvedeme zde nejpouziva-
n¢jsi tvar:

K

T+ BB

kde f,,8,, Kk Jsou neznamé parametry a t = 1,2,...,n je Casova proménna, pfitom se kvuli

(8.20)

t

zachovani tvaru S-kiivky predpoklada, ze 0 < x, 0 < 3,,0 < B, <1. Odhady nezndmych pa-
rametrl, oznacujeme je by,b,, K, lze opét ziskat metodou nejmensich Ctverci, kterd dava
nejlepsi vysledky, 1 kdyz vede na feSeni soustavy nelinearnich rovnic vyzadujici pouziti

vvvvvv

¢tu neznamych parametru, ktera sice nevede z teoretického pohledu k nejlep$im odhadim,
avSak jeji vyhoda spociva ve vypocetni nendro¢nosti umoziujici ,,ruéni* vypocet. Tato me-
toda se nazyva metoda vybranych bodii a spociva v tom, ze z danych udaji casové fady
vybereme 3 charakteristické hodnoty - body, kterymi nechame logistickou trendovou
ktivku prochazet, jinymi slovy, polozime empirické hodnoty rovny hodnotdm teoretickym.
Jestlize charakteristick¢ hodnoty T,,T, ,T, odpovidaji Casovym okamzikiim t,,t,,t,, kde
t, <t, <ty, pak ze vztahu (4.33) obdrZime soustavu 3 rovnic o 3 neznamych 4,5, ,
K K K

1+ ,30131t1 I B 1t2 R ,30131t3 ’
jejichz fesenim ziskame odhady neznamych parametra b,,b,, K. Vypocty v metod¢ vybra-
nych bodti mizeme usnadnit, kdyz charakteristické body zvolime ekvidistantn¢:

t,=0,t,=A,t;,=2A,

kde 4 je urcity casovy interval. Za tohoto predpokladu je feSeni soustavy nasledujici:

|(—Ttl
b, = T
t

(8.21)

4

1
b, = (Tﬁ kT, )Jtz , (8.22)
T (k-T,)
2T, ~T(T, +T)
O TT-T '

Lt

(8.23)

Z vyse uvedeného vztahu (8.23) Ize ptimo vypocist parametr K, jeho dosazenim do vztahu
(8.22) vypocitame parametry b,,b,. Jak se snadno zjisti, hodnota asymptoty logistické

kiivky je 15 coz pfedstavuje horni mez, k niZ se limitné pfiblizuje hodnota trendové
+ 0
funkce pfi velkych hodnotach ¢asu t.
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RESENA ULOHA 8.3

V tabulce jsou uvedeny udaje o poctu vyrobku uréitého typu (v tis. ks) v letech 2007 - 2017.
Naleznéte logistickou trendovou funkci, ktera charakterizuje trend dané casové rady. Pro-
gnozujte vyrobu pomoci bodového odhadu na rok 2018.

Cas 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017
Zjisténé hodnoty] 5 6 9 16 | 22 | 25 | 32 | 34 | 41 | 44 | 45
ReSeni:

Hledame odhady parametrt trendové funkce ve tvaru (8.20)
K
l=r—"7"7.
1+ 4,5,

Tyto odhady stanovite metodou vybranych bodu. Abyste mohli k vypoctu pouzit vztahy
(8.21), (8.22), (8.23), zvolite opét novou ¢asovou proménnou ¢', viz nasledujici tabulka.
Ze vSech udajii v Casové fadé vyberete tii Casové okamziky, napf. na pocatku, uprostied a
na konci ¢asové osy: #{ =0,t; =5,¢; =10. V téchto okamZicich (jsou vyznafeny tu¢n¢)
polozite empirické hodnoty rovny hodnotdm teoretickym, tedy 7, =5,7, =25,T,, =45.

t 2007 |2008|2009|2010|2011|2012|2013|2014 2015|2016 | 2017

t' 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zjisténé hodnoty 5 6 9 16 | 22 | 25 | 32 | 34 | 41 | 44 | 45

Potom ze vztahti (8.22), (8.23) postupné vypocitate:
L LT, ~T(T,+T,) _2:5.25.45-25%(5+45) _

> > 50,
1 1
k-T, — T.(k-T, )\~ - 5
by 5 _50 5:91 b, = o(k=T,) )= _(5(50-25) _ 0644
T, 5 T,(k-1;)) | 25(50-5)
Odhadovany logisticky trend ma tvar
~ 50
To=——.
1+9-0,644
50

:o /
20 /

10 /

/

O T T T T T 1
2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018

Obrazek 25: Logisticky trend
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Rok 2018 odpovida v transformované ¢asové ose hodnoté "= 13. Dosazenim do rovnice
zjisténé trendové funkce obdrzite

~ 50
T = —4857 =49,
% 1+9.0,644%
tj. prognodzovana vyroba daného vyrobku v roce 2018 je 49 tis. ks.

8.2.6 Gompertzav trend

Ve srovnani s predchozi logistickou trendovou funkci je Gompertziiv trend jinym ty-
pem S-kiivky:

T=xp" (8.24)
kde opét fg,,,, K jsou neznamé parametry a t = 1,2,...,n je asova proménnd, pfitom se
kvili zachovani tvaru S-kiivky pfedpoklada, ze 0 < x, 0< 3,,0< B, <1. Odhady b,,b,,
téchto k parametri ziskame opét metodou nelinearni regrese (metodou nejmensich
¢tvercl), eventudlné metodou vybranych bodd, jako v pfedchozim odstavei. Asymptota
Gompertzovy kiivKky je rovnobézna s osou t ve vzdalenosti k, pfi¢emz inflexni bod kiivky

neni na rozdil od logistického trendu (8.20) umistén uprostied mezi ¢asovou osou a
asymptotou.

8.3 Volba vhodného modelu trendu

Zavaznym problémem analyzy ¢asovych fad je problém stanoveni konkrétniho typu
trendové funkce. Zakladem pro rozhodnuti o vhodném typu funkce by méla byt vécné-
ekonomicka kritéria, tedy trendova funkce by méla byt volena na zaklad¢ vécné analyzy
zkoumaného ekonomického jevu. Béhem vécného rozboru Ize obvykle posoudit, zda jde o
funkci rostouci (nebo klesajici), s trendem rustu nade vSechny meze, ¢i K urcité konecné
hodnoté (asymptote).

Grafické znazornéni ¢asové fady umozni v hrubych rysech odhalit zdkladni tendence ve
vyvoji analyzovaného ukazatele. Nebezpeci volby na zaklad€ vizualniho vybéru spociva
vSak v jeho subjektivité. Riizni analytici mohou danou situaci posoudit rizné a zvolit roz-
dilné typy trendové funkce. Nebezpeci tu plyne i z toho, Ze tvar grafu je do zna¢né miry
zavisly na volbé pouzitého méftitka.

Ptiléhavost dat k trendové (regresni) kiivce jsme v kapitole 3 méfili koeficientem deter-
minace R?, viz (3.18):

R2=Sr_q_Se.

S S
y y
Tento koeficient miizeme k porovnéni vhodnosti riznych modeld trendu pouZit i nyni.

V zésadé¢ lze ptijmout hodnoceni, v némz nejvhodnéjsi model trendu dava nejvyssi hodnotu
koeficientu determinace R®. Vzhledem k tomu, Ze hodnota S, je déna, zavisi velikost R?

(8.25)

na velikosti rezidualniho souétu &tvercii S, ; ¢im je jeho hodnota mensi, tim je hodnota R?
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vetsi (blize k jedné). Takova metoda hodnoceni trendu ¢asové fady vSak upfednostituje mo-
dely s vétsim poétem parametrd. Protoze se zejména u ekonomickych ¢asovych tad sna-
zime o nalezeni jednoduchého tvaru trendu, je lepsi k hodnoceni vhodnosti modelu pouzit
rezidualni rozptyl:

§2 nS_Rp 1 (8.26)

kde

n

Sr = Z(yi =Y, )2

i=1
je rezidualni soucet ¢tverct, N je pocet datovych bodl a p je poet parametr v modelu.
Z tvaru (9.26) je ziejmé, Ze hodnota rezidualniho rozptylu roste s rostoucim poctem para-
metrd, coz odpovida vySe uvedenému pozadavku po co nejmensim poctu parametru v tren-

dové funkci. Vhodny model trendu bude tedy ,,.kompromisem* mezi velikostmi hodnot R?

a p.

Volbu vhodné trendové funkce Ize podpofit také testy hypotez. Z celé fady riznych testd
uvedeme znamy F-test, ktery slouzi pro rozhodovani, zda ma smysl davat ptednost slozi-
téjSimu modelu (s vétsim poctem parametri) pred jednodussim modelem (s mensim po-
¢tem parametril). Testujeme nulovou hypotézu, Ze totiz pokud jde o ptiléhavost dat ke zvo-
lenym trendovym funkcim, neni mezi modely statisticky vyznamny rozdil. Tento test je

zaloZen na statistice:

S-EZ) _ S-|(—1)
= pls—él)pz , (8.27)
n-— pl

24

kde hodnoty S&,S&, p, piislusi ke sloZit&jsimu modelu, hodnoty S, p, piislusi k jedno-
dussimu modelu, tj. p, > p,, S > S® . Statistika (8.27) ma pfiblizn& Fisherovo rozdgleni
Fs p,—p, a n—p, stupni volnosti. V ptipadé¢, ze vypocitana hodnota statistiky padne do
kritického oboru, Ize na zvolené hladin€¢ vyznamnosti « usuzovat, Ze model s v&tSim po-

7w (A4

¢tem parametrl ptinadsi vyrazné zlepseni oproti jednodussimu modelu.

8.4 Klouzavé priméry

Podstata vyrovnani casové fady pomoci klouzavych priiméri spoc¢iva v tom, Ze posloup-
nost hodnot ¢asové fady nahradime novou fadou prumérii vypocitanych s kratSich tisekl
Casové fady, pficemz tyto kratsi tiseky postupné posouvame (klouzeme) smeérem od zacatku
ke konci ¢asové fady, a soucasné vypocitavame dil¢i prameéry - klouzavé primeéry. Vznika
dalezity problém, ktery je nutno pfedem fesit: jaky ma byt pocet Clent klouzavé ¢asti pri-
méru. Klouzavou ¢asti priméru budeme tedy rozumét ¢asovy interval urcité délky, ktery
se posunuje po casoveé ose vzdy o jednotku. Volba rozsahu klouzavé ¢asti zavisi na vécném
(ekonomickém) charakteru casové fady a nelze ji obvykle stanovit na podklad€ exaktnich
statistickych metod. V praxi jsou u ekonomickych neperiodickych ¢asovych fad voleny
vétsinou klouzavé ¢asti mensi liché délky, napft. 3, 5 nebo 7 €asovych jednotek, coz souvisi
dit prostiednimu ¢asovému okamziku klouzavé ¢asti. U periodickych casovych fad se voli
délka klouzavych ¢asti totozna s délkou periody (sezény, cyklu).

125



Analyza trendu casovych rad

Uvazujme ¢asovou fadu y,,V,,Ys,...y, - Prosté klouzavé priimery ziskame tak, ze useky
Casové tfady o délce m=2p+1, pficemz m < n, p > 1, celé¢ Cislo, vyrovndme linedrnim
trendem s vyuzitim metody nejmensich ¢tverct. Vysledkem je vzorec pro hodnoty vyrov-
nané Casové fady ve forme aritmetického praméru:

P + +..+ +
1 Zym — yt—p yt—p+l yt+p—l yt+p , (828)
2p+1=, 2p+1
kde t=p+1p+2,..,n—p. Pfitom p hodnot na zacatku a p hodnot na konci Casové fady

Yi =

zUustava nevyrovnano.

Krom¢ prostych klouzavych primért se nékdy pouzivaji slozitéjsi vazené klouzavé
prumery, ptipadné centrované klouzavé prumery. Ty ziskame tak, Ze namisto linearniho
trendu v kazdém useku pouzijeme polynomicky trend vyssiho fadu, tj. kvadratickou para-
bolu, kubickou parabolu apod. Metodou nejmensich ¢tverct obdrzime pomérné slozité
vzorce pro vypocet vyrovnanych hodnot. Vzhledem k pomérné idkému pouziti téchto slo-
zit¢jsich klouzavych priméra se jimi zde nebudeme déle zabyvat. Zajemce odkazujeme na
literaturu, napt. Seger (1998).

8.5 Exponencialni vyrovnani

Dalsi metodou vyhlazovani ¢asové fady, tedy syntetického stanoveni trendu, je expo-
nencialni vyrovnani. Pfi ném se nova vyrovnand hodnota stanovi na zakladé exponenci-
aln¢ vazeného priméru soucasné hodnoty a vSech piedchozich hodnot Casové fady. Pti-
tom se pouziva systém koeficienti - vah, kdy nové&jsi hodnota ma vzdy vétsi vahu (. da-
lezitost), nez hodnota starsi.

Necht' y, znac¢i pozorovanou hodnotu v ¢asovém okamziku t, W je vaha pfifazena
soucasné hodnoté, 0 <w < 1, y, je vyrovnand hodnota v Case t. Metoda exponencidlniho
vyrovnani za¢ina tim, ze prvni vyrovnanou hodnotu ¢asové fady y, (v ¢ase 1) polozime
rovnu pozorované hodnoté vy, , tedy:

V1= Vi
Nasledujici vyrovnané hodnoty definujeme rekurentnim vztahem:

g, =wy, + 1-w)y, ,, t=23,...n, (8.29)
ktery umoziuje postupné vypocitat vSechny vyrovnané hodnoty dané casové tady. Ze
vztahu (8.28) lze snadno odvodit vztah:

9t =Wy, + W(l_ W) Yiat W(l_ W)2 Yio Tt W(l_ W)t_z Yo+ (1_ W)t_l Yi-
Z posledniho vztahu je vidét, Ze vyrovnanad hodnota Casové fady v Case t zavisi na vSech

ptedchozich nevyrovnanych hodnotéch s tim, Ze do celkového souctu vstupuji starsi hod-
noty s mensi vahou

W =w(l-w)', (8.30)
kde i = 0,1,...,t-2. Vzhledem k tomu, Ze plati 0 < w < 1, je zfejmé, ze se hodnota w, ,
exponencialné zmensuje s rostoucim i, tj. rostoucim ,,stafim* dat. Vahu w nazyvame koefi-
cient exponencialniho zapominani. Ze vztahu (8.30) vyplyva, ze ¢im vyssi je koeficient
zapominani, tim mensi je hodnota (1—w), a tedy také (1—W)', coZ znamena, e vaha -
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vyznam star$ich dat klesa, star$i data se rychleji zapominaji. Je-li napt. w=0,9, tedy koe-
ficient zapominani je 90%, potom za jednotku Casu se vliv hodnoty vy, , zmenSi na
(L-w)y,; =01y, ;, coz znamena, Ze se ,,zapomene™ 90% hodnoty. V praxi se pouzivaji

obvykle vahy z intervalu 0,7 az 1,0. Pro vypocet exponencialné¢ vyrovnanych hodnot ¢a-
sové fady je ovSem vyhodné&jsi rekurentni vztah (8.29).

Kromé vyse uvedené metody se v praxi vyuzivaji i slozitéjsi postupy exponencialniho
vyrovnani, které se zatazuji do skupiny metod, kterym se tik& adaptivni metody. Zajemce
odkazujeme napf. na prace Seger (1998), Cipra (1986).

RESENA ULOHA 8.4

V nasledujici tabulce jsou uvedeny tdaje o spotiebé pitné vody v jednotlivych dnech tii po

sob¢ jdoucich tydnd.

a. Stanovte odpovidajici interval klouzavého priméru a vyrovnejte tuto fadu prostymi
klouzavymi priméry.

b. Vyrovnejte ¢asovou fadu pomoci metody exponencialniho vyrovnani, pouzijte koefi-
cient zapominani w = 0,7.

Po |064| 075 0,54
Ut (0,78| 0,63 | 0,61
St [093[082| 07
Ct |066( 063 0,56
Pa |099| 1,3 | 0,79
So [1,22]/065]| 1,3

Ne 1,05| 1,3 | 1,24

ReSeni:

a. Z charakteru dat vyplyva, Ze pro analyzovanou ¢asovou fadu budou vhodné klouzavé
pruméry o délce m = 7 pozorovani, tj. v ramci tydne. Pouzijete proto prosté7-clenné
klouzavé priméry, které vypocitate podle vztahu (8.28):

Y+ Y,+...+y, 064+0,78+0,93+0,66+0,99+1,22+1,05

y, = - = - =0,896.
Tuto hodnotu pfifadite prosttednimu casovému okamziku klouzavé ¢asti, tj. ke ¢tvrté
hodnot¢ dané Casové fady.
Druhy klouzavy pramér vypocitate analogicky posunutim o jeden den a piifadite jej
k paté hodnoté pivodni Casové fady:

Y, +Ys+...+Yy, 0,78+0,93+0,66+0,99+122+1,05+0,75
Y. = 7 = 7 =0,911.

Ostatni klouzavé priméry vypocitate obdobné postupnym klouzanim smérem ke
konci Casové fady. Empirické hodnoty jakoz i1 klouzavé priméry ukazuje Obrazek

26.
b.  Exponencialni vyrovnani se provede podle (8.29):
P =
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v, =wy, +(1=w)y, ,, t=23,.n, kde w =0,7.

—— Spotieba vody

04 1
—a— Klouzavé praiméry

0,2 1o -
— A — Exponencialni vyrovnani

0

Po Ut St Ct Pa So Ne Po Ut St Ct Pa So Ne Po Ut St Ct Pi So Ne

Obrazek 26: Klouzavé pruméry a exponencialni vyrovnani

Proto:

», = 0,64,

y,=0,7y2+(1-0,7)- y, =0,7.0,78 + 0,3-0,64 = 0,738.
Dalsi hodnoty y, vypocitame rekurentné, viz nasledujici tabulka.

Den [Spotieba vody Klouzavé |Exponencialni
(m%0s.) |praméry vyrovnani
Po 0,64 0,640
Ut 0,78 0,738
St 0,93 0,872
Ct 0,66 0,896 0,724
Pa 0,99 0,911 0,910
So 1,22 0,890 1,127
Ne 1,05 0,874 1,073
Po 0,75 0,870 0,847
Ut 0,63 0,914 0,695
St 0,82 0,833 0,783
Ct 0,63 0,869 0,676
Pa 1,30 0,839 1,113
So 0,65 0,836 0,789
Ne 1,30 0,819 1,147
Po 0,54 0,809 0,722
Ut 0,61 0,736 0,644
St 0,70 0,829 0,683
Ct 0,56 0,820 0,597
Pa 0,79 0,867 0,732
So 1,30 1,130
Ne 1,24 1,207

Je zfejmé, ze koeficient zapominani w = 0,7 jesté¢ nevyhlazuje ptivodni data dostatecné,
k vétsimu vyhlazeni by byla zapotiebi mensi hodnota koeficientu zapominani.
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SHRNUTI KAPITOLY

Zopakujme si ziskané poznatky této kapitoly: trendova slozka poskytuje rozhodujici in-
formaci pro progndézovani hodnot casové fady do budoucna. K urceni trendové slozky po-
uzivame dva obecné piistupy: analyticky a synteticky. Analyticky ptistup vychazi z predem
znamych typua trendovych funkci vyznacujicich se pfitomnosti parametrt. V této kapitole
jsme se zabyvali linearnim trendem, parabolickym trendem, exponencialnim trendem, lo-
gistickym trendem a Gompertzovym trendem. Z metod syntetického ptistupu byly uve-
deny metody klouzavého priméru a exponencialni vyrovnani.

8.6 Samostatné ukoly E

8.1V tabulce jsou udaje o poctu vyrobenych kuchytiskych robott v letech 2007 az 2017.

Rok 2007 | 2008 (2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017
Kuchyiiské ro-| 5 4 8 16 | 35 | 32 | 40 | 56 | 100 | 120 | 195
boty (tis. ks)

a. Trend ve vyrobé tohoto vyrobku popiSte exponencialni trendovou funkci.

b. Jaké mnozstvi vyrobenych kuchyniskych roboti 1ze o¢ekavat v roce 2018?

C. Znaménkovym testem (bude vysvétlen v nasledujici kapitole) ovéite na hladiné vy-
znamnosti = 0,05 ndhodnost rezidui.

8.2 Casova fada predstavuje podet vyrobenych pneumatik Barum v letech 2006 az 2017.

Rok 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017
Pneumatiky | 08 | 16 | 15 | 24 | 5 |3,88 447|388 6,89 | 7,69 | 583 | 8,25
(mil.ks)

a. Naleznéte linearni trend Casové fady.
b. Jaké mnozstvi vyrobenych pneumatik 1ze o¢ekavat v roce 2018? Stanovte bodovy i in-
tervalovy odhad na hladin€ vyznamnosti « = 0,05.

8.7 Reseni ukold, vysledky D

8.1 a) T =29,55-147't=-5-4-3,....

b) vroce 2018, tzn. t=8; T =644,31.

c) S=5; testové kritérium U = 0; obor piijeti A = (-1,96; 1,96); pfijimame nulovou
hypotézu o nahodném uspotadani rezidui

8.2 a) T =4,35+0,32t, t=-11,-9,7,...
b) v roce 2018, tzn. t = 13; T =8,5milks ; 95%-ni intervalovy odhad (5,97; 11,05)
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9 ANALYZA SEZONNIi SLOZKY A NAHODNE SLOZKY

RYCHLY NAHLED KAPITOLY

Pti analyze ekonomickych ¢asovych fad se setkavame témer vzdy s existenci sezonnich
vlivl, reprezentovanych v modelu ¢asové fady sezonni slozkou. Sezoénnimi vlivy rozu-
mime soubor pficin, které se pravideln¢ opakuji v dusledku kolobéhu ptirody. Pokud se u
casovych tfad vyskytuji podobné vlivy v del§im ¢asovém horizontu, hovofime o cyklické
slozce Casové fady, v krat§im ¢asovém horizontu, hovofime o sezénni slozce asové fady.
Souhrnné se sezonni a cyklické slozky oznacuji jako periodické slozky ¢asové fady. Uko-
lem modelovani periodické slozky ¢asové fady je nalézt jeji vhodné vyjadieni, které by
umoznilo periodickou (nejcastéji sezonni) slozku vhodné identifikovat a nasledné pouzit
k predikci chovani ¢asové fady v budoucnu. Naucite se aplikovat metody konstantni sezon-
nosti se schodovitym a linedrnim trendem a metodu proporcionalni sezénnosti. V zavéru
se budete vénovat analyze ndhodné slozky.

CILE KAPITOLY

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
popsat sezonni a nahodnou slozku,
pouzit metodu konstantni sezonnosti se schodovitym trendem,
pouzit metodu konstantni sezonnosti s linearnim trendem,

testovat vlastnosti nahodné slozky.

CAS POTREBNY KE STUDIU

K prostudovani této kapitoly budete pottebovat asi 90 minut.

KLICOVA SLOVA KAPITOLY

Sezonni slozka, ndhodna slozka, model konstantni sezonnosti se schodovitym trendem,
model konstantni sezoénnosti s linearnim trendem, znaménkovy test, Durbin-Watsontv test.
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9.1 Model konstantni sezénnosti se schodovitym trendem

Oznaceni ¢asové proménné t = 1,2,...n, budeme pouzivat pro oznaceni ¢asovych inter-
vall (napt. roki), které se ¢leni na dalsich r dil¢ich ¢asovych obdobi, které nazyvame Se-
zony (napt. mésice nebo Ctvrtleti) a oznaujeme j = 1,2,...,r (napi. v piipadé, Ze sezony jsou
mésice je r = 12, v piipadé Ze sezony predstavuji kvartaly, plati r = 4). Model ¢asové fady
Ize Zapsat ve tvaru:

Vi =Ty + B + &,

t=12,...n, j=12,.r. 9.1)
U modelu konstantni sezénnosti se vychazi z ptredpokladu, ze:

Py =7; pro sezénu j v letech t=1,2,...,n, (9.2)

kde y; jsou neznamé sezénni parametry, o nichz dale ptedpokladdme, ze spliiuji rovnost:

Zr;yj _0. 9.3)

Predpoklady (9.2) a (9.3) vychazeji z piedstavy, ze v disledku pravidelného (ro¢niho) ko-
lob&hu sezonnich vlivii se v j-té sezon€ opakuji sezonni vykyvy 7, které se mezi léty nelisi

- podminka (9.2). Dale se tyto vlivy béhem roku (r sezon) vykompenzuji, takze jejich ro¢ni
soucet je nulovy - podminka (9.3).

Nejprve budeme predpokladat, ze trendova slozka T; nabyva ve vSech sezénach hodnotu

roku t hodnotu ¢, , takZe posloupnost téchto hodnot v letech t = 1,2,...,n pfedstavuje scho-
dovity trend. Model (9.13) pak bude mit tvar:

Vo= tyj+é,t=12,..n, j=1.2,..r. (9.4)

Odhady a;,¢; n+r parametrli tohoto modelu ziskime metodou nejmensich ¢tverci:

1 r _ 1 n 1 n r
at:leytj =Y Cj :HZYU_EZZYQ . (95)
j=

t=1 t=1 j=1

Vsimnéte si v prvnim vzorci, Ze odhadem vysky schodu v roce t je primér hodnot v roce
t. Z druhého vzorce pak vyplyva, ze hodnota sezonniho vlivu ¢j, tzv. j-tého sezoénniho koe-
ficientu, je pfedstavovana primérnou hodnotou vypocitanou z j-tych sezon ve vsech letech
po odecteni celkového priméru ze vSech hodnot v celé Casové fade. Napiiklad sezonni
koeficient c1 se vypocita jako prumér ze vSech lednovych hodnot v ¢asové fadé mési¢nich
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udaju po odecteni celkového priiméru ze vsech hodnot v celé casové fad€. V tomto piipadé
je mésic leden uvazovan jako prvni sezéna z 12 mési¢nich sezon.
9.2 Model konstantni sezénnosti s linearnim trendem

Pti popisu trendové slozky v ptfedchozim odstavci jsme pouzivali posloupnost ¢asové
proménné t = 1,2,...n, o trendové funkci jsme piedpokladali, ze je konstantni béhem vSech

sez6n daného roku t, tj. th =q, proj=1,2,...r. Pfitom hodnota a; mohla byt v kazdém roce

jina a tvotila vysku ,,schodu® v roce t. Model ¢asové fady bude opét aditivni, tedy

ytj :Tt +7/J' +gtj 1= 1121--'1n! J = 112""’r’ (96)

kde stejn€ jako v modelu (9.1) jsou y; nezndmé sezénni parametry, o nichz dale predpo-

r
kladédme, ze spliuji podminku 27/ ;=0.

j=1

Nyni budeme piedpokladat, Ze trendova slozka T; m4 linearni tvar, potom model (9.6)

bude mit tvar:

Yo =+ Bt-1)+y,+&5,t=12,..0, j=1,2,...T. (0.7)

Odhady a,b,c; z (r +2) parametri tohoto modelu ziskame metodou nejmensich &tverct,

feSeni ma komplikovany tvar, ktery zde neuvadime, zdjemce odkazujeme na Segera (1998).

9.3 Model proporcionalni sezénnosti

Nyni budeme pouzivat t = 1,2,...,n, k oznaceni ¢asovych intervall (napf. roki), které
se ¢leni na dalSich r dil¢ich ¢asovych obdobi, které nazyvame sezony (napt. mésice nebo
¢tvrtleti) a oznacujeme j = 1,2,...,r (napf. v ptipad¢€, Ze sezony jsou meésice je r = 12, v
ptipadé Ze sezOny predstavuji kvartaly, plati r = 4). Regresni model 1ze s pouzitim uvedené
symboliky zapsat ve tvaru:

Yy =Ty +Pj+e, t=12,...n, j=12,.I. ©.8)

U modelu proporcionalni sezonnosti se vychazi z predpokladu, Ze periodicka slozka je pro-
porcionalni (tj. pfimo umérnd) velikosti trendové slozky:

B;=C,T; pro sezonu j v letecht=1,2,...,n, (9.9
tedy po dosazeni (9.9) do (9.8) obdrzite
y; =(1+C))T; +¢,. (9.10)

132



Jaroslav Ramik, Radmila Stoklasova - Statistické zpracovani dat

Aplikaci MNC obdrzime c¢j odhad koeficientii C; takto

Zn:yij.)_}i

lte, == j=12..r. (9.11)
D5
i=1

Dosazenim do (9.10) obdrzite kone¢nou podobu modelu proporcionalni sezénnosti

iyij.)_/i

V== T,+&;,t=12,..n, j=1.2,..r. (9.12)

>3
i=1

1 X .
Pfitom Yy, = . Zyij je aritmeticky pramér Yjj pies J. V konkrétnim ptipadé miizeme uva-
j=1
zovat, ze trendova slozka ma linearni tvar, tedy naptiklad

T, =a+p(t—i). (9.13)

9.4 Analyza nahodné slozky

Nahodnou slozku &, 1ze v modelu (9.8) vyjadrit v tvaru:
&= yt—Yt, t= 1,2,...n, (9.14)

kde Yt = Tt + Pt . Jedna se zde o vyjadieni blize nespecifikovanych nahodnych vlivt. Zdro-
jem této slozky jsou obvykle nepodchycené drobné vzajemné nezéavislé nahodné vlivy.
Chceme-li zajistit spolehlivé predpovédi na zakladé modelu ¢asové fady, potom je tieba
mit zajistény nékteré pfedpoklady o ndhodné slozce. Konkrétné je vyhodné, kdyz jsou spl-
nény piedpoklady klasického linearniho regresniho modelu, které jsme uvedli v kapitole
3.5. Byly to pfedpoklady 1. aZ 3., které pro prehlednost zopakujeme, avSak pii soucasném
oznaceni, kdy nezavisle proménna X je nyni ¢as t. Jedna se tedy o tyto predpoklady:
1. Hodnoty vysvétlujici proménné t se voli piedem, obvykle t = 1,2,...,n.
2. Nahodné slozky & maji normalni rozdéleni pravdépodobnosti se stiedni hodnotou
0 a (nezndamym) rozptylem o&°.
Konstantnost rozptylu nazyvame homoskedasticita.
3. Nahodné slozky jsou nekorelované, tj.
Cov(a, &)=0prokazdét =t t,t'=1,2,..,n.

Jak jiz bylo feceno v kapitole 3.5, v praxi jsou podminky klasického modelu Casto spl-
nény. Nejsme-li si vSak jejich platnosti jisti, mizeme provést testy hypotéz jak o normalité
rozdéleni ndhodné slozky (napt. Chi-kvadrat test dobré shody), tak i testy homoskedasticity
(Bartleytv test). Pfi ovéfovani téchto predpokladi zjistujeme, zda jsou vSechny systema-
tické slozky z ¢asové fady eliminovany. Jakakoliv nenahodnost u rezidui naznacuje ne-
vhodnost zvoleného modelu ¢asové fady.
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Jednoduchym nastrojem, kterym lze ovéfit ndhodnost rezidui, je znaménkovy test. Pii
tomto testu vy€islime pocet ptipadi, kdy rozdil sousednich rezidui e, —e, ; je kladny, jejich
pocet oznacime S. Pfitom je:

e=y-Y, (9.15)
kde Y, =T, + P je odhad teoretické hodnoty ¢asové fady, 7, je odhad trendu (s regresnimi

koeficienty ziskanymi napf. metodou nejmensich ¢tvercli), P je odhad periodické slozky,

napt. (9.11), kde parametry «;,S; jsou rovnéZz odhadnuty metodou nejmensich Ctverci.

Nahodné slozky & , které jsou dany (9.14), jsou tedy ndhodné veli€iny, zatimco rezidua e,
(9.15), jsou realizacemi - odhady téchto nahodnych veli¢in. Je-1i posloupnost rezidui et na-

hodn¢ uspotadana, potom pro stfedni hodnotu S plati: E(S) = nT—l Testujeme proto nu-

lovou hypotézu: H,:E(S) = n—;l , proti alternativni hypotéze H,:E(S)# nT_l Pouzi-

jeme testové kritérium:

\/E(S —;(n —1))

U=
Jn+1

, (9.16)

které ma jiz pro n >13 ptiblizn¢ normované normalni rozd¢€leni. Pro stanoveni kritickych
hodnot tedy pouzijeme kvantily normovaného normalniho rozdéleni u, ,, .

Vlastnost Casovych tad, ktera ¢asto zplisobuje poruseni piredpokladl 1. az 3. je autore-
grese nahodnych slozek, viz téZ kapitola 6.5, kterd znamena, Ze mezi ndhodnymi slozkami
plati nasledujici vztah:

& =p&_ 4 tU, (9.17)

kde 0< p<1 je autokorelacni koeficient a u, spliiuje predpoklady 1. az 3. Nulovou hypo-
tézu: H,: p =0 (coz je totéz, jako ¢, =u, ) testujeme proti alternativni hypotéze H,: p =0
pomoci testového kritéria:

n

Z(et _et71)2
D=t ———. (9.18)

e

t=1

Funkce D, nazyvana Durbin-Watsonova statistika, byva tabelovana pro rizné hladiny vy-
znamnosti «, viz napt. Gujarati (2003). Test zalozeny na této statistice nazyvame
Durbin-Watsonuiv test autokorelace.
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RESENA ULOHA 9.1

Data v tabulce piedstavuji objem piepravy po vodnich tocich CR v jednotlivych &tvrtletich
peti po sobé jdoucich let.

t/j Ctvrtleti
Roky 1 2 3 4 | Soucet | Priimér
120 | 138 (132 | 114 504 | 126,00
118 | 138 (150 | 119 525 | 131,25
149 | 161 (155 | 145 610 | 152,50
150 | 173 (181 | 159 663 | 165,75

5 178 | 195 (198 | 183 754 | 188,50
Soucdet | 715 | 805 |816 | 720 | 3056
Prumér | 143 | 161 [163,2| 144 152,80

BlWIN|EF

a. Naleznéte pro tuto ¢asovou fadu model konstantni sezonnosti se schodovitym trendem.
b. Na hlading vyznamnosti &= 0,05 ovéite ndhodnost rezidui.

Reseni:
a. Ukolem je nalézt odhady parametrd e, 35 modelu
yp=a, ty;+e,t=12,.n, j=12,..,

kde & je trendova slozka
75 je sezdénni slozka.
Odhady a,,c; n+r parametri tohoto modelu vypocitame ze vztahti (9.5):

1< - 1 1 &
I A NIRRT
j=

N mi=a
Vsechny potfebné souéty a praméry jsou uvedeny v tabulce, jejich dosazenim do danych
vztahl obdrzite:
trendova slozka: a1 =126, ax=131,25, a3 =152,5, a4 = 165,75, as= 188,5,
sezonni slozka: c¢1=143-1528=-98, c¢2=161-152,8 =38,2,
c3 =163,2 -152,8 =10,4 ,c4 = 144-152,8 = -8,8.

Vysledky ukazuji, ze pasobeni sezénnich vlivil klesl v prvnim Ctvrtleti objem prepravy
0 9,8 tun a ve ¢tvrtém Ctvrtleti o 8,8 tuny. Tento pokles je vykompenzovan ristem piepravy
ve zbylych dvou ctvrtletich o 8,2 a 10,4 tun, tj. ve Ctvrtletich pro fi¢ni pfepravu klimaticky
ptiznivéjsich. Z vyvoje roCnich praméru a; je zfejmé, Ze se prumeérny rocni objem piepravy
neustale zvySoval.

b. Nejdfive vypocitate odhady teoretickych hodnot Y dané &asové fady tak, Ze od-
hadnete trendovou i sezonni slozku. Napf'.:

A

Y, =a,+c¢, =126+(-98)=1162

A

Vi, =& +C, =126+8,2=134,2
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Vsechny hodnoty Y, ;Jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

1 2 3 4
116,20 | 134,2 | 136,4 | 117,2
121,45] 139,5 | 141,7 | 122,5
142,70 | 160,7 | 162,9 | 143,7
155,95 | 174,0 | 176,2 | 157,0
178,70 | 196,7 | 198,9 | 179,7

glslwiNeF S

Dale vypocitame hodnoty rezidui. Napf.:
€=V, Y, =120-1162=38, ¢,=Yy,, - Y,, =138-134,2=38.

Hodnoty vSech rezidui jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

1 2 3 4

3,80 3,80 | 4,40| -3,20
-3,45 | -145| 8,35| 345

6,30 0,30 |-7,90| 1,30
595 | 0,95] 485| 2,05
-0,70 | -1,70 |-0,90| 3,30

gldlw|Nk S

K testu nahodnosti rezidui pouzijeme znaménkovy test. Je proto tieba urcit pocet ptipadi
S, kdy je rozdil sousednich rezidui e; — e¢-1 kladny. Napt.:

e12—e11=3,8-38=0,
e13—e12=-44-38=-82.

V nasledujici tabulce jsou ptipady, kdy et — et-1> 0, oznaeny ,,+*, ostatni ,,—*.

t/j 1 2 3 4
1 _ _ +
2 — + + —
3 + - - +
4 _ + + _
5 - - + +

Z tabulky vidime, Ze S = 9. Hodnotu testového kritéria vypocitame podle (9.16):

\/E(s —;(n —1)j @(9-2(20-1))

U= =
Jn+1 J20+1

=-0,378.

V tabulce normovaného normalniho rozdéleni nalezneme U1 —os2 , tj.: Uoe7s = 1,96.
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ProtoZe hodnota testového kritéria —0,378 leZi v oboru piijeti A = (-1,96;1,96), Ize
na zvolené hladiné vyznamnosti pfijmout nulovou hypotézu, tj. hypotézu o ndhodném
usporadani rezidui.

SHRNUTI KAPITOLY

V této kapitole jste se zabyvali casovymi fadami, jejichz hodnoty se periodicky opakuji,
tzv. sezonnimi ¢asovymi fadami. Nejprve jste si objasnili vyznam sezoénni slozky casové
fady. Poté jste se naucili aplikovat jednoduché metody konstantni sezénnosti se schodovi-
tym a linearnim trendem a rovnéz metodu proporcionalni sezénnosti. Dale zde byly uve-
deny metody testovani ndhodné slozky (znaménkovy test, Durbin-Watsontiv test autokore-
lace).

9.5 Samostatné ukoly

9.1 V nasledujici tabulce jsou uvedeny mési¢ni trzby jedné obchodni organizace za po-
slednich 60 mésict od ledna 2013 az do prosince 2017.

a. Naleznéte model konstantni sezonnosti se schodovym trendem.

b. Pro rok 2018 uvazujte s rustem 5% (tj. vySka schodu). Prognozujte trzby na rok 2018.

1 2 3 4 5 6 I 8 9] 10 11 12
6489| 5971| 6272| 6944| 7217| 7448| 7259| 7602| 7651| 8064| 7952| 8498
13 14| 15| 16| 17| 18] 19| 20| 21| 22 23 24
6930| 6391| 6979| 7315| 7798| 7861| 7994 | 7798| 8022| 8155| 8694| 8764
25| 26| 27 28 29| 30/ 31| 32| 33 34 35 36
7560| 7182| 7077| 7847| 8603| 8659| 8827 | 8855| 8337| 8379 8834| 9709
37| 38| 39| 40| 41| 42| 43| 44| 45| 46 47 48
7833| 7406| 7791| 8190| 8869| 8988| 8736| 9254| 9240| 9380 9422| 9954
49| 50| 51| 52| 53] 54| 55| 56/ 57| 58 59 60
8442| 7987| 8673| 8925| 9534| 9534| 9331| 9877| 9695| 9730| 10192| 10661

9.2 Pouzijte data z feSené tlohy 9.1. Naleznéte pro tuto ¢asovou fadu model konstantni
sezonnosti s linedrnim trendem.

9.3 Je déna rezidudlni slozka, ktera obsahuje tyto hodnoty:
0,652 0,767 -1,667 2,579 -0,254 0,963 0,188 -0,936 0,572 -2,863.

Proved’te: a) znaménkovy test ndhodnosti rezidui,
b) Durbin — Watsoniiv test autokorelace.
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9.6 Reseni ukold, vysledky
9.1 a) al =7280,6; a2 =7630,6; a3 = 8322,4; a4 = 8755,3; a5 = 9381,7; a6 =9850,8

cl=-823,3; c2=-1286,7; ¢3=-915,7; c4 =-429,9; ¢5=130,1; c6=223,9;
c7 = 155.3;c8=403,1; c9=314,9; c10=467,5;,cll =744,7; c12=1243,1

b)
leden 2018 9027,51 | Cervenec 2018 10006,1
unor 2018 8564,11 | srpen 2018 10253,9
biezen 2018 8935,11 | zari 2018 10165,7
duben 2018 9420,91 | tijen 2018 10318,3
kvéten 2018 9980,91 | listopad 2018 10595,5
éerven 2018 10074,7 | prosinec 2018 11093,9

9.2 Y1=6782,2 + 49,536.t + j
cl =-569,8; c2=-1082,7; c3=-761,3; c4=-325; c5=185,4; c6=229,7;
c7=111,6; ¢8=309,8; c9=172,1; c10=275,2;c11=502,8; c12 =951,7

leden 2018 9234,1 | Cervenec 2018 10212,7
unor 2018 8770,7 | srpen 2018 10460,5
biezen 2018 9141,7 | zaii 2018 10372,3
duben 2018 9627,5 | fijen 2018 10524,9
kvéten 2018 10187,5| listopad 2018 10802,1
¢erven 2018 10281,3 | prosinec 2018 11300,5

9.3 a) Pocet kladny hodnot S =4; U =-0,522. ProtoZe hodnota —0,522 leZi v oboru pfijeti
A = (-1,96;1,96), 1ze na zvolené hladin¢ vyznamnosti pfijmout nulovou hypotézu, tj. hy-
potézu o nahodném uspofadani rezidui.

b) Hodnota Durbin — Watsonova koeficientu D = 2,368. Protoze k =1 a n=10 najdeme

pro a = 0,05 v tabulkach d; =0,879; dy =132. Nelze zamitnout nulovou hypotézu, coz

znamena, ze v modelu nebyla prokdzana statisticky vyznamna autokorelace.
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10 MODELY TYPU ARIMA A PROGNOZOVANiIi CASOVYCH RAD

RYCHLY NAHLED KAPITOLY

Nejprve se budete zabyvat ¢asovymi fadami typu ARIMA. Box-Jenkinsova metodolo-
gie, kterd se modely analyzy Casovych fad typu ARIMA zabyva, klade duraz nikoliv na
konstrukci jedno-rovnicového nebo vicerovnicového modelu, jak je tomu napf. v regresni
analyze, nybrz na analyzu vlastnich stochastickych vlastnosti ekonomickych CR. Postupné
se sezndmite s vlastnostmi autoregresivnich procest AR, procesii pohyblivych primeéri
MA, integracnich procest I, jakoz i procest vzniklych jejich kombinaci: ARIMA. Déle Ize
tyto procesy rozsifit téZ na sezénni procesy. Ukolem pak je pro ¢asovou fadu nalézt vhodny
model typu ARIMA a nalezeny model pouzit pro ucely prognozy (predikce, extrapolace)
hodnot dané ¢asové fady. Cely postup tvorby prognézy CR autofi metody ARIMA formu-
lovali ve 4 krocich, které nazyvame Box-Jenkinsova metodologie prognézovani CR. Jed-
notlivé kroky jsou (1) Identifikace modelu, (2) Odhad modelu, (3) Verifikace modelu a (4)
Progndza pomoci modelu. Jednotlivé kroky Box-Jenkinsovy metodologie budou ilustro-
véany na piikladu Sasové fady étvrtletniho HDP Ceské republiky s pomoci statistického pro-
gramu SPSS. K feSeni ilustracnich piikladi budete pouzivat nejen Excel, nybrz také speci-
alni statisticky SW: SPSS (Statistical Package for Social Sciences).

CILE KAPITOLY

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
nalézt vhodny model typu ARIMA,
nalezeny model pouzit pro ucely predikce casové fady,
formulovat 4 kroky Box-Jenkinsovy metodologie,

pouzit pro vypocet ARIMA modelu ¢asové fady program SPSS.

CAS POTREBNY KE STUDIU

K prostudovani této kapitoly budete potiebovat asi 120 minut.
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KLICOVA SLOVA KAPITOLY

ARIMA model, Box-Jenkinsova metodologie, identifikace modelu, odhad modelu, ve-
rifikace modelu, predikce pomoci modelu, SPSS.

10.1 Program SPSS

Ke zvladnuti latky kapitoly je podstatnou mérou vyuZit statisticky program SPSS, ktery
je dostupny v uc¢ebnach na SU OPF. SPSS je typem SW, ktery je do zna¢né miry intuitivni
a uzivatelsky pratelsky. Reseni piikladi uvedenych v této kapitole, jsou podrobné komen-
tovana postupnym prochazenim vlozenych menu. Piesto pied studiem této kapitoly dopo-
ruujeme seznamit se podrobnéji s hlavnimi funkcemi a zpsobem ovladani programu
SPSS. Na tomto misté zminime pouze jedinou informaci avsak prvoradé dulezitosti: Pienos
Ciselnych dat mezi worksheetem v Excelu a Data View v SPSS funguje naprosto bezpro-
blémov¢, a to na obé& strany tak, jak jste zvykli z MS Office: pomoci kombinace klaves
Ctrl+C (kopirovat do schranky), Ctrl+V (vlozit ze schranky).

Prognézovani (predvidani, pfedpovidani) je dilezitou soucasti ekonomickych (ekono-
douci hodnoty ekonomickych veli¢in, jako jsou HDP, inflace, kurzy mén, ceny akcii, mira
nezameéstnanosti a dalSich? Jednu klasikou metodu jiz znate: linearni, (resp. nelinearni) re-
gresni analyza, s niZ jste se sezndmili jiZ v kapitolach 3 a 4. V této kapitole se dozvite
0 nové metode, ktera se stala v poslednich letech velmi populédrni: tzv. modely autoregre-
sivnich a integrovanych procest a klouzavych praméri - ARIMA (z angl. Auto Regresive
Integrated Moving Average), ktera je znama také pod nazvem Box-Jenkinsova metodolo-
gie (podle autord metody G.P.E. Boxe a G.M. Jenkinse ze 70. let 20. stoleti).

Téma ekonomického progndzovani je velmi Siroké a existuje k nému mnoZstvi specia-
lizovanych knih a dalSich publikaci. My zde chceme podat pouze strucny vhled do proble-
matiky. Nastésti k problematice prognézovani ekonomickych CR existuje nejen vhodna
literatura, jeji ptehled lze nalézt napt. u Arlta (1999), u Gujaratho (2003) aj., ale téZ pfi-
slusny specializovany SW v podobé¢ programovych balikl jakymi jsou SPSS (v soucasnosti
je k dispozici na v§ech PC uc¢ebnach SU OPF), STATISTICA, SAS a dalsi. V této kapitole
budeme vyuzivat konkrétné program SPSS, ktery obsahuje modul Time Series, umoziujici
modelovani pomoci metody ARIMA.

Jak jsme jiz dfive zminili, k analyze CR existuje fada riiznych metod a piistupti. Kromé
JiZ zminéné (1) jednoduché regresni analyzy a (2) metody ARIMA, které jsou pfedmétem
Wintersova metoda a jejich varianty), (4) metody simultinnich rovnic a (5) vektorové au-
toregresivni metody VAR, (6) metody ARCH a GARCH a dalsi. S nimi se zajemci mohou
bliZze seznamit napt. v Seger (1998).
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10.2 Modelovani ¢asovych fad pomoci ARIMA modelu

Podle svych autorti zndma jako Box-Jenkinsova metodologie, avSak technicky nazyvana
ARIMA metodologie klade diiraz nikoliv na konstrukci jednorovnicového nebo vicerovni-
cového modelu, jak je tomu napt. v regresni analyze, nybrz na analyzu vlastnich stochas-
tickych vlastnosti ekonomickych CR podle filosofie ,,at’ data hovoii sama za sebe“. V re-
gresnich modelech je zavisle proménna Y vysvétlovana nékolika vysvétlujicimi promén-
nymi — regresory, zatimco v ARIMA metodach je zavisle proménna Y v case t vysvétlovana
hodnotami téze Y v minulych ¢asovych okamzicich a zaroven chybovymi ¢leny v soucas-
nych anebo minulych okamzicich. Na rozdil od regresnich modelti a modelt simultannich
rovnic, které jsou zalozeny na ekonomické teorii, nejsou modely ARIMA na teorii pfimo
zavislé. Teoretické zavislosti jsou u nich vyjadieny zprostiedkované skrze sledované hod-
noty v minulych ¢asovych okamzicich.

10.2.1 Autoregresivni proces (AR)

Budeme predpokladat, ze Yt se chova podle vztahu

(Ye—2) = (Yea — ) + Uy, (10.2)

kde u je stfedni hodnota Yt a Ut je bily Sum, ¢ je konstanta. V tom piipad¢ fikame, Ze
CR Vi je autoregresivni proces 1. fadu, neboli AR(1). Podle modelu (10.1) je prognéza Y—
[V Case t je pfimo imérnd Y—u V Case (t — 1) prostfednictvim koeficientu iméry ¢n
plus/minus ndhodna chyba (bily Sum). Pokud pro konstantu v modelu (10.1) plati -1 < ¢
<1, pak se da ukazat, Ze proces AR(1) je stacionarni. Dale si v§imnéte, Ze specialné pii ¢1
= 0 je z (10.1) proces AR(1) bily Sum a pii ¢1 = 1 je z (10.1) proces AR(1) nahodna
prochazka. Taképro ¢1>1 nebo ¢ <-1 je proces AR(1) nestacionarni (Arlt, 1999).

Podobné& autoregresivni proces 2. Fadu, neboli AR(2) ma tvar
(Ye— 1) = n(Yea — 1) +@2(Ye2 — 1) + Ut (10.2)
Analogicky autoregresivni proces p-tého radu, neboli AR(p) ma tvar

(Ye—2) = oo(Yea — 1) +@2(Ye2 — o)+t @p(Yep — 1) + Ut (10.3)

Otazka stacionarity procest AR(p) pro p > 1 je slozit&jsi problém, kterym se zde zabyvat
nebudeme. Eventudlni zajemce odkazujeme na literaturu, napt. knihu Arlt (1999). VSim-
néte si, ze krome hodnot Y v riznych ¢asovych okamzicich se ve vyse uvedenych modelech
nevyskytuji jiné regresory. V tomto smyslu fikdme, Ze ,,data hovoii sama za sebe*.
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10.2.2 Proces klouzavych priméru (MA)

Vyse uvedeny AR proces neni jediny, kterym lze generovat hodnoty Y. Nyni budeme
piedpokladat, ze Yt se chova podle vztahu

(Yt—1) = Ut— QU (10.4)

kde x je stfedni hodnota Yt a Ut je bily sum. V tom piipadé fikame, ze CR Y je proces
klouzavych priumeéri 1. radu, neboli MA(1). Podle modelu (10.4) je prognoza Y—u V Case
t je pfimo umérna ndhodné chybé v Case (t—1) prosttednictvim koeficientu uméry —é;
plus/minus nahodna chyba (bily Sum).

Podobné¢ proces klouzavych priumeri 2. radu, neboli MA(2) ma tvar

(Yi— 1) = Ut— GiUt-1— Golr-2, (10.5)
Analogicky proces klouzavych primeérii q-tého radu, neboli MA(Q) ma tvar

(Ye— 1) = Ut— GiUt1— GoUe2 — ... — GyUtq. (10.6)

Jednoduse feceno, proces klouzavych primért je linedrni kombinaci minulych nahod-
nych chyb bilého Sumu. Na rozdil od AR procesi jsou procesy MA(Q) pro vSechnaq>1
staciondrni nezavisle na hodnotach koeficientl 4.

10.2.3 Autoregresivni proces klouzavych primért (ARMA)

Casova fada, ktera ma charakteristiky jak AR tak MA procesi, je ARMA proces. Kon-
krétné ARMA proces 1. fadu, tj. ARMA(1,1) ma tvar

Yi=0+@Ye1 + Ut — G, (10.7)

kde Jje konstantni ¢len. Analogicky mizete uvazovat procesy ARMA(p,q), které maji
p autoregresivnich a ¢ klouzavych ¢lend. Vzhledem ke stacionarité procesu MA(Q) je pod-
minka stacionarity procesu ARMA(p,() totozna s podminkou stacionarity procesu AR(p).
Jinak feceno, proces ARMA(p,Q) je stacionarni, pravé kdyz je stacionarni proces AR(p).

10.2.4 Autoregresivni a integrovany proces klouzavych pramérd (ARIMA)

Casové procesy, které jste doposud poznali, byly vesmés za uréitych podminek stacio-
narni. Dobfe viak vite, Ze mnohé ekonomické asové fady jsou nestacionarni. Rikame, Ze
Casova fada Y, tj. stochasticky proces Yi je integrovany 1. radu, neboli je to 1(1) proces,
jestlize 1. diference této Gasové fady je stacionarni. Jinak fe¢eno, CR Vi je integrovana 1.
fadu, jestlize AYt = Yt — Ye1 je stacionarni CR. Analogicky lze zavést pojem integrované
asové fady d-tého Fadu, jestlize d-ta diference této CR je stacionarni, neboli A%Y; = A%LY,
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— A%YY¢4 je stacionarni, ptitom A® = A. Stacionarni proces se této symbolice oznaduje jako
1(0) proces.

Proto kdyZ nejprve proces d-krat diferencujeme a poté obdrzime ARMA(p,q) proces,
nazyva se puvodni proces ARIMA(p,d,q). V tomto symbolickém vyjadieni znamenaji napf.
ARIMA(p,0,0) a ARMA(p,q) stejny proces, stejné tak ARIMA(0,0,q) = MA(Qq),
ARIMA(p,0,0) = AR(p), ARMA(p,0) = AR(p), apod.

10.3 Box — Jenkinsova metodologie prognézovani ¢asovych rad

Piedstavte si, Ze mate analyzovat n&jakou ¢asovou fadu, jako tfeba Gtvrtletni HDP CR.
Jak zjistite, o ktery typ procesu se jedna? Jde o realizaci AR procesu, nebo snad MA pro-
cesu, ¢i jejich kombinaci ARMA? Muze byt konkrétni Casova fada realizaci vice riznych
typil procesu, napt. jak AR(1), tak souasné¢ MA(1)? V této souvislosti hleddme model Ca-
sové fady a hned je tieba fici, ze konkrétni Casova fada mize mit nekolik ,,spravnych*
modell. Zda je model ,,spravny* ovéfime postupem zvanym verifikace modelu, viz Krok
3 v nasledujicim postupu. Predtim v§ak musite v Kroku 1 identifikovat, 0 jaky typ procesu
se ve vaSem pripad¢ jednd, zda je to proces AR, MA, ARI apod., a také stanovit fad pfi-
sluSného procesu, napt. AR(2), kde fad p = 2, nebo ARI(2,1), kde se jedna o integrovany
proces I(1) fadu d=1 v kombinaci autoregresivnim procesem AR(2) fadu p = 2,. Abyste
mohli ,,spravné*“ prognozovat hodnoty casové fady v budoucnosti (Krok 4), musite mit
k dispozici ,,spravny“ model CR, ktery nasledné pouzZijete pro vypocet prognézy. Cely po-
stup tvorby prognozy CR autofi metody ARIMA formulovali ve 4 krocich, které nazyvame
Box-Jenkinsova metodologie prognézovani CR. Jednotlivé kroky si ted’ pfiblizime i s oh-
ledem na pouziti statistick¢ého programu SPSS.

Krokl. Identifikace modelu: Stanoveni typu modelu (AR, MA, I, ARMA, ARIMA,
sezénnosti  apod.) a fadu, tj. ¢isel p, d, @ v modelu ARIMA(p,d,q). V sezonnich mode-
lech SARIMA se stanovi jesté dalsi parametry sp, sd, sq (viz Analyze — Time Se-
ries > ARIMA v SPSS). Vyuziva se pritom tvaria ACF a PACF (viz dale).

Krok 2. Odhad modelu: Odhad parametriit modelu - vypocet koeficientd modelu ¢ a
6 (v SPSS je pouzita metoda maximalni vérohodnosti, coz je obdoba metody nejmensich
&tvercti -MNC). Diferencovani modelu (d-krat) vede ke stacionarizaci CR.

Krok 3. Verifikace modelu: Vypocet Rezidua — rozdilu mezi modelovymi hodnotami
a prislusnymi hodnotami z dat. (V SPSS jsou to hodnoty proménné ERR). Model je
spravny, pokud reziduum je bily Sum, jinak je tfeba piejit na Krok 1 —k nové identi-
fikaci a pfehodnoceni modelu. Tento krok do zna¢né miry zavisi na zkusenostech analytika
—nejde o pfisné exaktni postup (napt. hodnoceni tvari ACF a PACEF, resp. statistické vy-
znamnosti hodnot ACF a PACF na hladin€ spolehlivosti 95%).
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Krok 4. Prognézovani: Vypocet modelem prognézovanych hodnot v zadaném ¢aso-

vém horizontu progndzy a intervala spolehlivosti prognézy. (V SPSS jsou to hodnoty pro-
ménné FIT, 95%UCL a 95%LCL).

Aplikaci jednotlivych krokt s vyuzitim SPSS si ukdZeme na konkrétnim ptikladu v za-
véru této kapitoly. Jesté predtim se seznadmite s dalSimi néstroji a metodami, které se vyu-
Zivaji v prvnim kroku pfi identifikaci modelu CR.

Vyznamnym nastrojem ke stanoveni typu modelu (AR, MA, I, ARMA, ARIMA) je au-
tokorela¢ni funkce px, K= 1,2...., (ACF) a korelogram, resp. vybérova autokorela¢ni funkce
P K=12,..., a vybérovy korelogram.. Korelace mezi 2 ndhodnymi veli¢inami je Casto

zpusobena tim, ze ob¢ tyto veli¢iny jsou korelovany s veli¢inou treti. Velka ¢ast korelace

Mrve

1, Yt2,,,,, Ytk+1. Pojem parcidlni autokorelace zachycuje korelaci mezi veli¢inami Yt a Yik
o€isténou o vliv veliin mezi nimi. Parcialni autokorelacni koeficient p«, K = 0,1,2,..., (2
indexy kk) je analogii k pojmu parcialni regresni koeficient. Uvazujte k-nasobnou linearni
regresi Yt s regresory Y1, Yt2,,,,, Ytk

Yi = o1 Yeit pe Yo+t ok Yek + €t (10.8)

Regresni koeficient p« je ve (10.8) pravé parcialni autokorelaéni koeficient. Vztahu
(10.8) se vyuziva k vypoctu vybérového parcialniho autokorelacniho koeficientu p,, , Viz
Arlt (1999).

Dtlezitou roli hraje tzv. parcialni autokorelacni funkce (PACF) stochastického procesu
prk pro k=0,1,2,... PACF ma nasledujici vlastnosti:

po=1 —-1<px<lprok=1,2,...
prk = pxk prok=1,2,..., tj. PACF je symetricka kolem k = 0.

Grafickym znazornénim PACEF je parcialni korelogram. Vzhledem k uvedenym vlast-
nostem staci, aby parcialni korelogram zobrazoval hodnoty pro posuvy k > 0.
10.3.1 Identifikace procesii ARIMA pomoci ACF a PACF

Pti identifikaci typu procesu ARIMA a jeho fadi vyuZzivame charakteristickych tvari
ACF a PACF. Ruzné typy procesit ARIMA maji charakteristické tvary korelogrami a par-
cialnich korelogramii. V SPSS vyuzivame nabidku: Analyze — Time Series — Autocorre-
lations... Jednotlivé typy procesti maji nasledujici charakteristiky:

a. Proces AR(p): Prvnich p hodnot PACF je ,,velkych®, dalsi=0 a,,rychly*“ pokles (v ab-
solutnich hodnotach) ACF.
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Obrazek 27: Priklady korelogramii AR(1)

Proces MA(Q): Prvnich q hodnot ACF je ,,velkych®, dalsi = 0 a ,,rychly* pokles (v ab-
solutnich hodnotach) PACF.
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Obrazek 28: Piiklady korelogrami MA(1)

Proces 1(d): ,,Pomaly* pokles ACF, prvnich d hodnot PACF je ,,velkych®, dalsi = 0.
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Obrazek 29: Priklady korelogramii I(1): ,,Nahodna prochazka*
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d. Proces ARMA(p,q): Prvnich g hodnot ACF je ,,velkych*, dal$i = 0 a prvnich p hodnot
PACF je ,velkych®, dalsi=0.

ARMA11 ARMA11

ACF
5 o =
; ;
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3E2
L
23
Ec
Partial ACF
@

Obrazek 30: Priklady korelogramit ARMA(1)

RESENA ULOHA 10.1

Uvazujte ¢asovou fadu ,,Ctvrtletni HDP Ceské republiky* v mil. K¢
(https://www.cnb.cz/cnb/STAT.ARADY_PKG.PARAMETRY _SE-
STAVY?p_sestuid=28788&p_stridl=ACCAAA&p_lang=CS). Hodnoty ¢asové fady jsou
uvedeny v nasledujici Tabulce 14 a zobrazeny v grafu na Obrazku 31.

Tabulka 14: HDP CR v mil. K& v letech 2005 — 2017

1Q/2005 749693 | 1Q/2009 933028]1Q/2013 947380
20Q/2005 816772 120Q/2009 982413]20Q/2013 1020805
3Q/2005 824172 13Q/2009 986655 | 3Q/2013 1038854
4Q/2005 874294 140Q/2009 1028313]4Q/2013 1091089
1Q/2006 801890 | 1Q/2010 917763]1Q/2014 990626
20Q/2006 869391 |20Q/2010 1002363 | 2Q/2014 1076850
3Q/2006 895247 130Q/2010 1003950 | 3Q/2014 1107159
4Q/2006 946270 | 4Q/2010 1038388 | 4Q/2014 1139154
1Q/2007 885011]1Q/2011 935801 | 1Q/2015 1058526
2Q/2007 949886 | 2Q/2011 1015093 | 2Q/2015 1155270
3Q/2007 977949 130Q/2011 1020757 | 3Q/2015 1175617
4Q/2007 1027271 ]4Q/2011 1062104 | 4Q/2015 1206370
10Q/2008 929700 | 1Q/2012 957466 | 1Q/2016 1109181
20Q/2008 1015944 12Q/2012 1021068 | 2Q/2016 1213741
3Q/2008 1040456 | 3Q/2012 1021043 ] 3Q/2016 1209586
4Q/2008 1038017 | 4Q/2012 1060335] 4Q/2016 1240732
1Q/2017 1159741
2Q/2017 1267084
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Obrazek 31: HDP CR v mil. K& v letech 2005 — 2017

Najdéte vhodny ARIMA model této casové fady a pomoci néj progndzujte Ctvrtletni hod-
noty HDP aZ do konce roku 2019.

ReSeni:
K feSeni vyuzijeme Box-Jenkinsovu metodologii prognézovani CR formulovanou ve
4 krocich popsanych v subkapitole 10.3. PouZijeme k tomu statisticky program SPSS.
V menu:

Data — Define Data —Years, Quaters vytvofime hodnoty ¢asové osy (pocinaje rok —
Ctvrtleti): Year: 2005, Quarter: 1.

Krok 1: Identifikace modelu procesu ARIMA.
Z prostého pohledu na spojnicovy graf na Obrazku 31 lze usoudit, Ze se jedna o nestacio-
narni ¢asovou fadu, zaroven vykazuje sezonni slozku se 4 sezonami. Tento predpoklad po-
tvrdime analyzou korelogrami ACF a PACF.
V menu:

Analyze — Forecasting — Autocorrelations...vlozime proménnou HDP_Q a ve vystupu
Output obdrzime korelogramy, které zachycuje Obrazek 32.
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Obrizek 32: Korelogramy HDP CR

V korelogramu hodnoty ACF pomalu klesaji, v PACF je ,,velkd™ prvni a patd hodnota.
Z toho vyvozujeme, ze se jednd o nestacionaritu 1. fadu, tj. typu I(1). Stacionarizujeme
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proto CR jednim diferencovanim, dale zvolime sezonni diferencovani a zobrazime korelo-
gramy, které jsou na Obrazku 33.
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Obriazek 33: Korelogramy diferencované ¢asové rady HDP CR

Krok 2: Odhad paramteru modelu — vypocet koeficientii provedeme v programu SPSS
v menu: Analyze — Forecasting — Create Models, Dependent Variable: HDP_Q, Inde-
pendent Variable: QUARTER, Method: ARIMA, Criteria viz. Obrazek 34. Jedné se o mo-
del SARIMA (0,1,0)x(0,1,1).

2 Time Series Modeler: ARIMA Criteria <

Maodel | Qutliers

ARIMA Orders

Structure:
MNonseasonal Seasonal
Autoregressive (p) 0 a
Difference (d} 1 1
Moving Average () 0 1
Current periodicity: 4

Transformation

@ Mone

@ sguare root
@ Natural log

=l Include constantin model

[Cﬂnunue][ Cancel ][ Help ]

Obrazek 34: Zadani ARIMA modelu (0,1,0)x(0,1,1)
Daéle zadame v zaloZce Statistics— Parametrer estimatis a dostaneme Tabulku 14.

Tabulka 14: Odhady parametri modelu
ARIMA Model Parameters

Estimate SE t Sig.
Constant 54,804 1334,602 ,041 ,967
Difference 1
Seasonal Difference 1
MA, Seasonal Lag 1 ,498 , 151 3,296 ,002
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Krok 3: Verifikace modelu — spociva v ovéteni piedpokladu, Ze reziduum je bilym Su-
mem. V SPSS jsou to hodnoty proménné ERR. V menu Analyze — Forecasting — Auto-
correlations.. vlozime proménnou ERR, potvrdime a dostavame Obrazek 35.
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Obrizek 35: Korelogramy rezidui ¢asové ¥ady HDP CR

Uvedené korelogramy potvrzuji, Ze ACF 1 PACF jsou nulové, proto reziduum je bily
Sum.

Krok 4: Prognézu odhadneme do konce roku 2019. Vysledky ukazuje Tabulka 15.

Tabulka 15: Predikce HDP CR do konce roku 2019

Obdobi Bodovy odhad Intervalovy odhad
HDP_CR v mil. K¢ | HDP_CR v mil. Ké
032017 1275301 1242689 1307913
04 2017 1308320 1262200 1354440
012018 1220540 1164055 1277026
02 2018 1322466 1257242 1387689
03 2018 1330737 1249178 1412296
04 2018 1363811 1268681 1458941
012019 1276087 1169094 1383079
02 2019 1378067 1260401 1495732
03 2019 1386393 1251811 1520975
04 2019 1419522 1269925 1569119

Dale zobrazime v jednom grafu hodnoty pivdni ¢asové fady a hodnoty modelované ca-

sove fady, jak ukazuje Obrazek 36.
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Obrazek 36: Grafické zobrazeni ptivodni a odhadnuté ¢asové rady

SHRNUTI KAPITOLY

V této zavérecné kapitole jste se seznamili s Casovymi fadami typu ARIMA. Box-Jen-
kinsova metodologie, ktera se touto problematikou zabyva, klade dtraz nikoliv na kon-
strukci jednorovnicového nebo vicerovnicového modelu, jak tomu bylo napf. v regresni
analyze, nybrz na analyzu vlastnich stochastickych vlastnosti ekonomickych CR. Postupné
jste se seznamili s vlastnostmi autoregresivnich procesti AR, procesii pohyblivych priméra
MA, integracnich procest I, jakoz i procest vzniklych jejich kombinaci ARIMA. Dale byly
tyto procesy rozsifeny téZ na sezonni procesy. Ukolem pak bylo pro konkrétni asovou fadu
nalézt vhodny konkrétni model typu ARIMA a nalezeny model pouzit pro Gcely prognozy
(predikce, extrapolace) hodnot dané ¢asové fady. Cely postup tvorby prognézy CR autofi
metody ARIMA formulovali ve 4 krocich, které nazyvame Box-Jenkinsova metodologie
prognézovani CR. Jednotlivé kroky jsou (1) Identifikace modelu, (2) Odhad modelu, (3)
Verifikace modelu a (4) Prognéza pomoci modelu. Jednotlivé kroky Box-Jenkinsovy me-
todologie byly ilustrovany na ptikladu ¢asové fady &tvrtletniho HDP Ceské republiky s po-
moci statistického programu SPSS.

E 10.4 Samostatné ukoly

10.1 Uvazujte ¢asovou fadu poctu vyrobenych soucastek v tis. ks v letech 1996 - 2017.
Hodnoty casové tady jsou uvedeny v nasledujici tabulce. Najdéte vhodny ARIMA model
této Casové fady a pomoci n€j prognozujte ctvrtletni hodnoty az do konce roku 2019. Pou-
zijte pfitom 4 kroky Box-Jenkinsovy metodologie.
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1Q/1996 | 2872,8 | 1Q/2001 3154 | 1Q/2006 | 3830,8 | 1Q/2011 | 4221,8 |1Q/2016 | 4880,8
2Q/1996 | 2860,3 [20Q/2001 | 3190,4|2Q/2006 | 3732,6 | 2Q/2011 | 4254,8 | 2Q/2016 | 4900,3
3Q/1996 | 2896,6 |3Q/2001 | 3249,9|3Q/2006 | 3733,5|3Q/2011 | 4309 [3Q/2016 | 49033
4Q/1996 | 2873,7|4Q/2001 | 3292,5|4Q/2006 | 38085 |4Q/2011 | 43335 |4Q/2016 | 4855,1
1Q/1997 | 29429 |1Q/2002 | 3356,7 | 1Q/2007 | 3860,5 |1Q/2012 | 43905 |1Q/2017 | 4824
2Q/1997 | 2947,4|2Q/2002 | 3369,2|2Q/2007 | 3844.4|2Q/2012 | 4387,7 |2Q/2017 | 4840,7
3Q/1997 | 2966 | 3Q/2002 3381|3Q/2007 | 3864,5|3Q/2012 | 44126 |3Q/2017 | 48627
4Q/1997 | 2980,8 | 4Q/2002 | 3416,3|4Q/2007 | 3803,1|4Q/2012 | 4427,1|4Q/2017 | 4868
1Q/1998 | 2027,3|1Q/2003 | 34664 | 1Q/2008 | 3756,1|1Q/2013 | 4460
2Q/1998 | 3089,7 | 20/2003 3525 |2Q/2008 | 3771,1|2Q/2013 | 45153
3Q/1998 | 31258 |3Q/2003 | 3574,4|3Q/2008 | 3754,4 |3Q/2013 | 4559,3
4Q/1998 | 3175,5|4Q/2003 | 3567,2|4Q/2008 | 37596 | 4Q/2013 | 46255
1Q/1999 | 3253,3|1Q/2004 | 35918 |1Q/2009 | 37835 |1Q/2014 | 4655,3
2Q/1999 | 3267,6 | 2Q/2004 3707 2Q/2009 | 3886,5 | 2Q/2014 | 4704,8
3Q/1999 | 3264,3|30Q/2004 | 3735,6|3Q/2009 | 39444 |3Q/2014 | 47345
4Q/1999 | 3289,1|4Q/2004 | 3779,6|4Q/2009 | 4012,1|4Q/2014 | 4779.7
1Q/2000 | 3259,4 | 1Q/2005 | 3780,8 |1Q/2010 | 4089,5 | 1Q/2015 | 4809,8
2Q/2000 | 3267,6 |2Q/2005 | 3784,3|2Q/2010 | 4144 |2Q/2015 | 48324
3Q/2000 | 3239,1|3Q/2005 | 3807,5|3Q/2010 | 4166,4 |3Q/2015 | 48456
4Q/2000 | 3226,4|4Q/2005 | 3814,6|4Q/2010 | 4194,2 | 4Q/2015 | 4859,7

D 10.5 Reseni ukolu, vysledky

10.1 a) Identifikace modelu
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Na zakladé tvaru korelaénich funkei diferencované CR vybirame model ARIMA (1; 1; 0).

Lag Number

b) Odhad parametri modelu

ARIMA Model Parameters

Estimate SE t Sig.
Constant 23,122 10,586 2,184 ,032
AR Lag 1 -,443 ,097 -4,567 ,000
Difference 1
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Koeficient AR1=— (0,443 je statisticky vyznamny na hladin€ vyznamosti 0,01 (protoze
hodnota signifikance = 0,000 je mnesi nez 0,01).

c¢) Verifikace modelu

Korelogramy potvrzuji, Ze ACF i PACF jsou nulové, proto reziduum je bily Sum.
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'8:
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4000,00 a
L]
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000007 ]
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|
SN PP PR R R R R PR PR R EEEE
Obdobi Bodovy odhad Intervalovy odhad (95%)
Q12018 4899,02 4616,74 5181,29
Q2 2018 4918,64 4595,52 5241,76
Q32018 494331 4556,50 5330,12
Q4 2018 4965,75 4535,63 5395,87
Q12019 4989,17 4515,27 5463,08
Q2 2019 5012,16 4500,02 5524,30
Q32019 5035,34 4486,88 5583,80
Q4 2019 5058,44 4476,23 5640,65
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SHRNUTIi STUDIJNi OPORY

Tento text predstavuje studijni oporu pro studium vsech akreditovanych studijnich pro-
gramu v navazujicim magisterském studiu na Slezské univerzité, Obchodné podnikatelské
fakulté v Karviné. Pfedm¢ét Statistické zpracovani dat navazuje na piedmét Statistika obsa-
hujici zakladni bakalatrsky kurz statistiky na SU OPF, nebo na obdobny ekvivalentni pted-
mét zakladi statistiky v bakalafském stupni studia na jiné VS ekonomického zaméfeni
v CR. Tento text je inovaci pfedchozi studijni opory. V tomto pfedmétu je kladen diiraz
predevsim na uplatnéni statistickych metod pii zpracovani ekonomickych dat v aplikova-
nych ekonomickych disciplinach, jako jsou zejména marketing a management.

Samotny ucebni text, nebo jak se fikd v moderni terminologii: studijni opora - umoziujici
studentovi plnohodnotné a zaroven samostatné studium — je roz¢lenén do 10 tematickych
kapitol.

Vysokoskolské studium v ptipad¢ predmétu Statistické zpracovani dat vyzaduje enormni
usili studenta zamétené na pravidelnost a vytrvalost ve studiu i samostudiu, schopnost kon-
centrace na predmét, aktivni pfistup spocivajici na samostatném fteSeni ptikladi. V tom
vSem by tato studijni opora mé¢la studentim pomoci. Dal§imi podptrnymi zdroji ke studiu
mohou byt klasické ucebnice a skripta a dal$i doporucena literatura.
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