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UVOD

Tento text pfedstavuje studijni oporu pro predmét Statistické metody pro ekonomy,
ktery je vyucovan na Slezské univerzité, Obchodné-podnikatelské fakulté v Karviné. Predmét
Statistické metody pro ekonomy, ktery navazuje na predmét Statistika, klade ddraz na
uplatnéni statistickych metod V ekonomickych disciplinach, jakymi jsou marketing,
management, planovani vyroby a management kvality.

Samotny ucebni text je rozclenén do 12 tématickych blokl. Jednotlivé bloky odpovidaji
obvyklym 12 vyukovym tydniim jednoho semestru a jsou piiblizné stejné¢ obsahové rozsahlé
a obtizné. Takovy rozsah uciva odpovida klasické dvouhodinové piednéasce Vv prezencnim
studiu na vysoké Skole ekonomického zaméteni. V prezenénim studiu je ovSem prednaska
doplnéna semindfem — cvi¢enim, kde se probrana latka aplikuje na konkrétni ¢iselné ptiklady,
které se fesi az K pozadovanému vysledku, a to ¢asto S pomoci pocitatové podpory.

Skriptum je ovsem mozné vyuzit i pro distanéni vysokoskolské studium, coz je forma studia,
kterda v piipadé¢ predmétu Statistické metody pro ekonomy vyzaduje velké uGsili studenta
zam&fené na pravidelnost a vytrvalost v samostudiu, schopnost koncentrace na predmét,
aktivni pfistup spocivajici v samostatném feSeni piikladl. V tom vSem by tato studijni opora
méla pomoci nahradit kvalitni prezen¢ni vyuku a splnit Glohu uéebnice. Dalsim podptrnym
zdrojem ke studiu miize byt také doporucéena literatura uvedena v tomto u¢ebnim textu.

Ptedpokladem pro uspéSné zvladnuti tohoto kurzu Statistické metody pro ekonomy je
zvladnuti kurzu Statistika. Je sice pravda, Ze ne nutné vSe, co Se student v kurzu Statistika
nauil, vyuzije Vtomto predmétu, nebot’ fada véci diive prezentovanych méla jiny ucel.
Rozhodné se ale vyplati nabyt4 schopnost pfesného a logického uvazovani, nezbytnosti je téz
zvladnuti matematické symboliky a zékladnich partii teorie pravdépodobnosti a statistiky.

Nyni néco K obsahu pfedmétu Statistické metody pro ekonomy. Presnéjsi nazev predmétu by
znél: Vybrané statistické metody pro ekonomy, nebo jesteé piesnéji: Vybrané statistické
metody a jejich pouziti v marketingu, managementu a kontrole jakosti. To jsou totiz tfi
vyznamné oblasti uplatnéni statistickych metod, Snimiz se absolventi Obchodné-
podnikatelské fakulty Casto v praxi setkavaji. Uplatnéni statistickych metod v marketingu
a managementu je obsahem zejména kapitol 2 az 7, pfiCemz kapitola 1 je vénovana
zopakovani zdkladnich statistickych pojmi. Kapitoly 8 az 12 jsou posléze vénovany
aplikacim statistickych metod pfi planovani vyroby a kontrole jakosti. Béhem studia bude
k feseni uloh vyuzivan znamy program EXxcel, pokud to dana tloha samoziejmé umozni.
S timto programem se student jiz seznamil v pfedmétu Statistika.

Jak jiz bylo feCeno na zacatku, text je rozdelen do 12 kapitol. Primérné by samostatné
studium kazdé kapitoly mélo zabrat odhadem 4 az 6 hodin. Odména, ktera se na konci studia
predmétu ocekava, vSak urcité stoji za to: je to pocit, ze bylo pfekonano néco vyznamného -
prekazka, za niz se nachazi svét profesionaltl, ktefi rozuméji odbornym metodam a postupiim
obvykle nepfistupnym obycCejnym smrtelnikiim. Ziskany nadhled umozni snadnéji pochopit
a osvojit si praktické zasady analyzy informaci, jimiz jsme vSichni dnes velmi zahlceni.
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1 ZAKLADNI STATISTICKE POJMY, CHARAKTERISTIKY

VSechny statistické metody pracuji S jistym pojmovym aparatem, jenz slouzi K tomu,
aby tvirce statistické teorie, poptipadé uzivatel jiz vysledné teorie mohl sdélit svému okoli
vysledek vlastni analytické Cinnosti. Aby se tato komunikace zna¢né zjednodusila, zavadéji se
pojmy, které maji ve statistice jiz dlouhodobé své stalé misto. Vyhoda spo¢iva v tom, ze
takové nazvoslovi se zavede pouze jednou, avSak jeho platnost je nasledné¢ pro vsSechny
zainteresované strany trvald. Pomoci zakladnich pojmi lze pak vytvaiet pojmy nové, ptipadné
i celé metody.

V této kapitole zopakujeme ataké rozSifime nékteré pojmy z pfedmétu Statistika a dale
zavedeme s vyuzitim definovanych pojmi zakladni statistické charakteristiky, které vhodné
slouzi k popisu nékterych realnych jevi.

Hlavnim cilem statistiky je analyzovat jisté datové soubory. Dany soubor dat je obvykle
vytvoren za jistym ucelem — za uc¢elem analyzy podoby ¢i chovani né&jaké veliCiny, které se
tika statisticky znak. P¥ikladem takové veli¢iny je vyska zen v Ceské republice, politick4
preference ob&ana CR, hruby domaci produkt, primér vyrabéného loziska a podobné. Nés
budou zajimat predevSim Ciselné statistick¢é znaky, S nimiz se matematicky dobfe pracuje.
Pokud je toto nas ptipad, potom dany znak mutze nabyvat obecn¢ riznych hodnot. Mnozina
vSech hodnot, kterych znak muze nabyt, se ve statistice nazyva zdakladni soubor nebo také
populace. Populace se vztahuje k danému statistickému pojmu a je to tedy v tomto smyslu
relativni pojem. Pokud nas bude zajimat politicka preference ob¢ana CR, pak tato populace
nebude obvykle k dispozici, ledaze by se provadélo s¢itani lidu a jeho vysledek by byl vefejné
dostupny. Pokud nas ale bude zajimat prospéch z pfedmétu Statistické metody pro ekonomy
V konkrétni skupiné€ studentli vysoké Skoly, bude tato populace mnohem dostupnéjsi. Statistici
se nicméné Castéji setkavaji se situaci, kdy zakladni soubor K dispozici neni. V takovém
piipad€ jim nezbyva nic jiného nez provést vyber z této populace a ziskat tzv. vybérovy
soubor. Vybérovy soubor lze ziskat rizné a existuji specializované discipliny, které se
riznymi formami vybéru zabyvaji erudované. Ve statistice se nejcastéji pozaduje ndahodny
vyber, coz je datovy soubor vznikajici tak, Ze kazdy jeho prvek ma stejnou pravdépodobnost,
Ze bude vybran. Pfesn¢ feeno, ndhodny vybér o rozsahu n je nahodny vektor (X4, X5, ..., X5,),
kde ndhodné veli¢iny X; maji stejné pravdépodobnostni rozd¢€leni, resp. pochazeji ze stejné
populace, a jsou statisticky vzajemné nezavislé. Takovy vybér se pozaduje jednoduse z toho
diivodu, Ze ma4 jisté ,,reprezentativni vlastnosti, S nimiz statisticka teorie pocita.

Mame-li k dispozici vybérovy soubor, mizeme jej analyzovat vybranymi statistickymi
metodami a na zakladé vysledka této analyzy pak formulovat zavéry 0 tom, jaka by mohla byt
datova struktura, ktera existuje v zakladnim souboru. Takové uvahy pak tvofi tzv. statistickou
indukci.

Je-li k dispozici zakladni soubor, mize byt jedinou ambici statistika tuto populaci popsat.
Metody slouzici k tomuto ucelu utvareji deskriptivai/popisnou statistiku. Charakteristiky
vyuzivané K popisu populace se logicky nazyvaji populacni charakteristiky. Charakteristika je
obecné udajem, ktery jistym zplsobem shrnuje informaci 0 sledovaném datovém souboru.
Pokud ma dany soubor rozsah dvou tisic hodnot, je jist¢ vhodnéjsi pro nastin podoby tohoto
souboru uzit jednoho ¢isla, neZ vyjmenovavat vSechny jeho hodnoty. Tato agregace ovSem
neni bez vady: nutné béhem ni dochazi k nemalé ztraté ptavodni informace. V pfipad¢, Ze je
k dispozici pouze vyberovy soubor, uzivaji se Kpopisu tohoto vybéru vyberové
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charakteristiky. Zvyklosti je uzivat ke znaceni populacnich charakteristik pismena fecké
abecedy, zatimco pro vybérové charakteristiky se uziva obvykle latinka. Takovym zptisobem
je do statistiky vnesen potadek a vSichni uzivatelé teorie védi, s ¢im v danou chvili pracuji.

Dalsi pojmy a nové charakteristiky nyni zavedeme zvlast’ pro soubor, v némz se sleduje jeden
statisticky znak, a pro soubor, v némz se vykytuji dva statistické znaky.

1.1 STATISTICKY SOUBOR S JEDNIM ZNAKEM

Necht' je dan zakladni soubor skladajici se z hodnot x,, x5, ..., x,,, kde n je pfirozené
atedy konecné cislo (my budeme pracovat zejména se soubory konecné velikosti).
Sledovanym statistickym znakem necht’ je veli¢ina X. Cisla X1, X2, ., Xn JSOU hodnoty,
kterych tato veli¢ina nabyva. Pokud bychom na tento soubor aplikovali ndhodny vybeér,
muizeme na proménnou X nahlizet jako na (diskrétni) ndhodnou veli¢inu. Pfestoze soubor
obsahuje hodnoty x;, x5, ..., x,,, nékteré z ¢isel se mohou opakovat. V takovém piipadé pak
nabyva veli¢ina X pouze K riznych hodnot xj,x3, ..., x;. Hodnota xj se mize v souboru
vyskytovat f;-krat a ¢islo f; pak nazyvame absolutni cetnosti vyskytu hodnoty x;. Obdobné
se hodnota x; vyskytuje v souboru f,-krat, hodnota x3 ... f3-krat a tak dale, az kone¢né ¢islo
X, je obsazeno V souboru f -krat. Rizné varianty znaku X, tj. hodnoty x7, x5, ..., X, tvofi tzv.
variacni Fadu. Kromég absolutnich ¢etnosti pracujeme také s jinymi typy Cetnosti:

a) s relativni cetnosti vyskytu hodnoty x; danou vyrazem fi/n, kden =3 . fi=fi+fo +
-+ + f} znaci rozsah souboru.

Pokud sefadime hodnoty x7, x3, ..., x; vzestupné a obdrzime soubor xa) < XEFZ) < < xfk),
kde hodnota x; mé absolutni Cetnost svého vyskytu f;*, mizeme zavést také pojmy

b) absolutni kumulativni cetnost hodnoty x;y dand vyrazem L f

C) relativni kumulativni cetnost hodnoty x;, dand vyrazem YL /n.

Uvedené druhy Cetnosti mohou byt vyuzity v souvislosti s populaci i vybérovym souborem.

1.1.1 CHARAKTERISTIKY POLOHY

Necht je dan zakladni soubor skladajici se zhodnot xi,x,,...,x,. Jednou

vvvvvv

vztahem

- 1
1-1 u= ; i=1 Xi-
Protoze se tento pramér vztahuje K populaci, nazyva se také populacni prumér. V ptipadg, ze
bychom vybrali z populace nahodnym vybérem 0 rozsahu m hodnoty ¥,,X,, ..., X,,, mohli
bychom odhadnout obvykle nezndmy populacni pramér vybérovym priimeérem

- __ 1 -
1-2 X=—Yl %
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Excel: V programu Excel 1ze obé charakteristiky vypocitat funkci prizmeér(), ktera pozaduje
jediny parametr, a to odkaz na pole hodnot, ze kterého se primérna hodnota pogita.

Jestlize vime, ze v souboru x4, x,, ..., x,, se ve skute¢nosti vyskytuje pouze K riiznych hodnot:
hodnota x; pravé f;-krat, hodnota x; pravé f,-krat, atd. ... az hodnota x; pravé f;-krat,
mizeme piepsat vzorec 1-1 do vzorce

_t
25'(:1 fj

- 1 * *
13 u:;Z{'{=1xi'ﬁ = Z?:lxi'fl"

Obdobn¢ lze piepsat vztah 1-2, pokud se vyuziji absolutni ¢etnosti, S nimiz se vyskytuji ve
vybérovém souboru vybrané hodnoty X, X, ..., X,,. Na primér vyjadieny vzorcem 1-3 lze
také nahlizet jako na specialni ptfipad vazeného priméru. Vizeny primér hodnot x7, x5, ..., xj
s vahami wy, wy, ..., Wy, je definovan vztahem

1-4 —_ 1 ko
Hw = 5k Z-=1X-.Wi.
Zj:le : :

Je-li soucet vah roven jedné, je jasné, ze vzorce 1-3 a 1-4 jsou stejné pro w; = f;/ Z?zl fi 1=
1,2,..,k

Mezi charakteristiky polohy se dale fadi modus X, coz je hodnota, kterda ma v daném souboru
dat nejvyssi absolutni Cetnost. Tento popis neurcuje modus jednoznacné, a tak se mize stat, ze
datovy soubor bude mit vice modust.

Dalsi neméné vyznamnou charakteristikou polohy je medidan zvany téZz prostiedni hodnota,
resp. padesatiprocentni kvantil. Median, ktery se znaci X, respektive xg,, neni obecné roven
praimérné hodnoté dat z daného souboru, a proto nelze zaménovat stiedni hodnotu/primér
s prostfedni hodnotou. Pro datovy soubor x4, x5, ..., X, 1ze median vypocitat nasledovné:

1) datovy soubor sefadime vzestupné, ¢imz vznikne novy soubor x(1) < X2y < - < X()

2) spocteme Cisloz =n-0,5+0,5.

3) Je-li z celé ¢islo (nastdva pro liché n), je X = x(5. Neni-li Z celé Cislo (nastava pro sudé
n), plati ¥ = (X(z-0,5) + X(z+0,5))/2.

Excel: Excelovska funkce pocitajici median ma tvar median(), kde parametrem funkce je
odkaz na pole dat, ve kterém se median hleda. Median je uréen jednoznaén¢. Upozoriiujeme,
ze aby tato funkce byla pouzita spravne, musi byt kazda hodnota souboru vypsana, tj. nesmi
jit 0 datovy soubor charakterizovany riznymi hodnotami sledovaného znaku spolu s jejich
absolutnimi ¢etnostmi.

PRIKLAD 1
Necht' se vV daném vybérovém souboru dat vyskytuje hodnota 7 s absolutni Cetnosti 234,

hodnota 9 s absolutni ¢etnosti 672 a hodnota 43 s absolutni ¢etnosti 347. Spoctéme relativni
cetnosti jednotlivych hodnot, prosty aritmeticky primér, modus a median.



Filip Tosenovsky; STATISTICKE METODY PRO EKONOMY

RESENI

Protoze modus je nejcetnéjsi hodnota, je modusem ¢islo 9. Relativni Cetnost vyskytu hodnoty
7 je rovna Cislu 234/(234+672+347), relativni Cetnost vyskytu hodnoty 9 je rovna cCislu
672/(234+672+347) arelativni Cetnost vyskytu hodnoty 43 je rovna 347/(234+672+347).
Prosty aritmeticky pramér je roven

7-234+9-672+ 43347
234 + 672 + 347

= 18,04.

Celkem je k dispozici 1253 hodnot, tj. lichy pocet hodnot. Median je tudiz 627.hodnota ve
vzestupné setfazeném souboru, tj. ¢islo 9.

1.1.2 CHARAKTERISTIKY VARIABILITY

Charakteristiky polohy shrnuji jistym zptsobem informaci o tom, kde se na realné ose
,typicky* vyskytuji hodnoty sledovaného znaku X. Ze své podstaty ale nefikaji nic 0 tom, jak
jsou hodnoty tohoto znaku ,,0d sebe daleko na realné ose. K tomuto ucelu slouzi praveé
charakteristiky variability, které svym zptsobem odrazeji ,,typickou* vzajemnou vychylenost
jednotlivych hodnot veli¢iny X. Pro zakladni soubor xi,x,, ..., X, je definovan populacni
rozptyl vztahem

- 1
1-5 0% = ;Z?ﬂ(xi - >

V piipadé, ze bychom vybrali zpopulace ndhodnym vyb&érem o0rozsahu m hodnoty
X1, X5, ..., Xy, mohli bychom odhadnout obvykle neznamy populaéni rozptyl vybérovym
rozptylem

] 1 . -
1-6 s? = oo Ziz (X —X)?,

kde x je prosty aritmeticky primér hodnot ¥;,X,, ..., X,,. Poznamenejme, ze vztah 1-6 je
typickym vzorcem pro vypocet vybérového rozptylu, nikoliv v§ak jedinym. Ve vztahu 1-5 lze
vidét primérnou kvadratickou odchylku dil¢ich hodnot znaku X od primérné hodnoty tohoto
znaku (od popula¢niho primeéru u).

Excel: V Ceské verzi Excelu Ize hodnotu 1-5 vy¢islit funkci var(), kde parametrem funkce je
odkaz na pole dat, ze kterého se rozptyl pocita. Pro vztah 1-6 je definovana funkce var.vyber()
S tymZ funkénim argumentem.

Obdobn¢ jako Vv piipadé praméru i U rozptylu mizeme pozménit vzorec 1-5, resp. 1-6 do
ekvivalentnich tvard pracujicich s absolutnimi cetnostmi: Jestlize vime, ze Vv zakladnim
souboru x4, x5, ..., X, se ve skute¢nosti vyskytuje pouze K riznych hodnot: hodnota xj prave
f1-krat, hodnota x; pravé f,-krat, atd. ... az hodnota x; pravé fi-krat, miizeme piepsat vzorec
1-5 do tvaru

- 1 *
ol o (= 10? - fr

- Zlef}-

Obdobn¢ 1ze ptepsat vztah 1-6, pokud se vyuziji absolutni Cetnosti, S nimiz se vyskytuji ve
vybérovém souboru vybrané hodnoty X1, X5, ..., X,

-9-
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Mezi dalsi charakteristiky variability patii smérodatna odchylka, ktera se pocitad jako druha
odmocnina z rozptylu. Vyjdeme-li pfi tomto vypoctu z popula¢niho rozptylu, vypocitame
takto populacni smérodatnou odchylku o. Pokud vyjdeme z vybérového rozptylu, obdrzime
vybérovou smeérodatnou odchylku s.

Excel: V Excelu lze popula¢ni smérodatnou odchylku vypocitat funkci stdevpa(), kde
parametrem funkce je odkaz na zakladni soubor dat, jehoz smérodatna odchylka se pocita.
V piipad¢ vybérové smérodatné odchylky funguje funkce stdeva(), ktera pracuje S vybérovym
souborem dat jako se svym jedinym funkénim parametrem/argumentem. Jde o vypocet
odmocnin z ¢isla 1-5, resp. 1-6.

K charakteristikam variability se také fadi variacni rozpéti R = Xpmgx — Xmin, KU Xqy znaci
nejvetsi hodnotu ve sledovaném souboru dat a x,,,;, zna¢i nejmensi hodnotu v tomto souboru.

Excel: Nejvétsi hodnotu v daném souboru lze nalézt funkci max(), nejmensi hodnotu funkci
min(). Ob¢ funkce opét vyzaduji zadat jako parametr odkaz na pole dat, v nichz se hledaji obé
hodnoty.

Vycet charakteristik variability zakonCeme variaénim koeficientem V. Pokud je k dispozici
zékladni soubor, je tento ukazatel definovan vztahem

1-8 v=2

Pokud je kdispozici pouze vybérovy soubor — obvyklej$i varianta — potom pocitaime
vybérovy varian¢ni koeficient

1'9 V:i

Variacni koeficient je vhodné vyuZit v situaci, kdy porovnavame variabilitu hodnot ve dvou
riznych datovych souborech, pfi¢emz kazdy ztéchto soubori obsahuje data Vv jinych
fyzikalnich jednotkach. Soubor s vys$sim V pak vykazuje vyssi variabilitu hodnot.

PRIKLAD 2

Necht' se v daném vybérovém souboru dat vyskytuje hodnota 7 s absolutni Cetnosti 234,
hodnota 9 s absolutni ¢etnosti 672 a hodnota 43 s absolutni Cetnosti 347. Necht' jde v tomto
piipadé o zakladni soubor a spo¢téme populacni rozptyl.

RESENI

Pracujeme se vzorcem 1-5. V pfedchozim ptikladé, kdy jsme pracovali se stejnymi udaji,
ovSem chépali jsme je jako vybérovy soubor, jsme vypocitali primér v hodnoté 18,07. Stejny
pramér tedy vystupuje izde, avSak spravné by mél byt nazvan populac¢ni pramér. Podle
vzorce 1-5 tedy dostavame:

_(7-18,04)% 234 + (9 — 18,04)% - 672 + (43 — 18,04)? - 347

o2
234 + 672 + 347

= 239,12.

-10 -



Filip Tosenovsky; STATISTICKE METODY PRO EKONOMY

1.1.3 CHARAKTERISTIKY KONCENTRACE DAT

Posledni skupinou charakteristik, které zde popiSeme, jsou ukazatele, které V jistém
slova smyslu odrazeji miru seskupeni hodnot tvoficich analyzovany datovy soubor. Do této
skupiny patii charakteristika Spicatosti Ku (z anglického kurtosis) a charakteristika Sikmosti
Sk (anglicky skewness). Je-li k dispozici zakladni soubor x;, x5, ..., X,,, je Veli¢ina Ku déana
defini¢né vztahem

1-9 v = S G = )’
no?

a tento vzorec ma opét také jesté ekvivalentni podobu

1-10 2'.‘_ o =w*f;
Ky = &i=12i l’
u ot Z§=1fj

jestlize se v souboru &isel x1, x5, ..., X, Vyskytuje pouze k riznych hodnot: hodnota xj pravé
f1-krat, hodnota x; pravé f,-krat, atd. ... az hodnota x; pravé fi-krat. Pokud bychom pocitali
vybérovou $picatost, bude se postupovat opét podle vzorcu 1-9, respektive 1-10, v nichZ dojde
pouze ke zméné& znadeni: misto p se do vzorcli dosadi vybérovy primér x a symbol o*, &tvrta
mocnina popula¢ni smérodatné odchylky, pfejde ve ¢tvrtou mocninu vybérové smérodatné

odchylky s*.

Jak je evidentni ze vzorc 1-9 a 1-10, Spicatost nabyva pouze nezapornych hodnot a vyssi
hodnota tohoto ukazatele vyjadiuje vysSi SpiCatost, tj. vyssi koncentraci hodnot blizkych
prostiedni hodnoté ve srovnani S ostatnimi hodnotami daného statistického znaku. Né&kdy
byvaji vzorce 1-9 a 1-10 pozménény tak, ze se od nich navic odecita ¢islo 3, ¢imz dochazi ke
srovnani Spicatosti daného souboru dat se Spicatosti normalniho rozdéleni. Normalni rozdéleni
ma Spicatost 3 bez ohledu na své parametry. To znamend, Ze pokud vyjde tato modifikovana

vvvvv

jeste i dalsi modifikace této charakteristiky.

Excel: Excelovska funkce vyhrazena pro vypocet Spicatosti ma tvar skew(), kde do zavorky
vkladame odkaz na oblast s udaji, jejichz $picatost pocitame. Excel uziva jednu z modifikaci
Spicatosti, ktera neni totoZna s nejvice uzivanou definici 1-9 ¢i 1-10, nicméné potrad muiize byt
vyuzita ke srovnani $picatosti dvou riiznych datovych soubort.

Charakteristiku Sikmosti definujeme rovnici

1-11 G = TeaGmw?

ne3 !

pifipadné podobné jako u Spicatosti rovnici

1-12 S et f,
Sk — i=1 l i
a3 Z?=1 f] ,

jestlize se v zakladnim souboru ¢isel x4, x5, ..., X, Vyskytuje pouze Kk riznych hodnot: hodnota
x;1 pravé f;-krat, hodnota x; pravé f,-krat, atd. ... az hodnota x;, pravé f,-krat. Pokud bychom
pocitali vybérovou Sikmost, plati analogickd poznamka, jaka byla ucinéna V piipadé
Spicatosti: bude se postupovat opét podle vzorca 1-11, respektive 1-12, v nichZz dojde pouze

-11 -
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ke zméné znadeni: misto u se do vzorcl dosadi vyb&rovy primér X asymbol o3, tieti
mocnina popula¢ni smérodatné odchylky, pfejde ve tfeti mocninu vybérové smérodatné
odchylky s3.

Jak vyplyva z defini¢nich vzorct, Sikmost mtize nabyvat libovolné realné hodnoty. V piipadé,
ze ukazatel vychézi nula, poukazuje tento vysledek na symetrické rozdé€leni Cetnosti hodnot
Vv daném datovém souboru. Koncentrace malych hodnot je stejna jako koncentrace velkych
hodnot v daném souboru. Pokud vychazi Sikmost kladn¢, ma rozdéleni cetnosti hodnot
Z daného souboru kladné seSikmeni (seSikmeni doprava) a koncentrace malych hodnot je
Vv takovém souboru vyssi nez koncentrace velkych hodnot. Pokud vychdzi Sikmost zaporné,
ma rozdeleni cCetnosti hodnot z daného souboru kladné seSikmeni (seSikmeni doleva)
a koncentrace malych hodnot je v takovém souboru naopak mensi nez koncentrace velkych
hodnot. V pfipadé nenulové Sikmosti hovofime také 0 asymetrickém rozdéleni Cetnosti.
Rozdéleni Cetnosti je obvykle reprezentovano grafem v roviné se dvéma osami soufadnic,
pficemz na vodorovnou osu se vyznacuji rizné obmény sledovaného statistického znaku
X1,%5, ..., X @ana svislou osu Cetnosti, S nimiz se tyto obmény vyskytuji v daném datovém
souboru.

PRIKLAD 3

Zakladni soubor obsahuje tyto hodnoty: 111 s absolutni ¢etnosti 500, 222 s abs. ¢etnosti 400,
333 s abs. Cetnosti 600 a 444 s abs. cetnosti 300. Vypocitejme populaéni Sikmost.

RESENI
Pocet dat je 1800. Populaéni primér je roven 265,166. Populacni rozptyl je roven 13880,14.
Smeérodatna odchylka umocnéna na treti je totéZ co rozptyl umocnény na 3/2, coz je hodnota

1635275. Podle vzorce 1-12 tak dostavame

. (111 - 265,16)* - 500 + - + (444 — 265,16)° - 300 001
B 1635275 - 1800 IR

Lze tici, Ze rozdé€leni Cetnosti je U tohoto znaku téméf presné symetrické.

1.1.4 OBECNE MOMENTY

Obecné momenty jsou charakteristiky, které nahlizeji na strukturu dat z trochu jiného
uhlu pohledu. Existuje nékolik diivodil, pro¢ se S nimi pracuje. Jednim z téchto divodu je
skute¢nost, Ze za jistych podminek si rozdé€leni Cetnosti a momenty vzajemné jednoznaéné
odpovidaji: datové soubory se stejnymi momenty budou mit stejné rozdé€leni Cetnosti
anaopak. Ndas nicméné zajimd zejména druhy divod prace S momenty, atim je jejich
vhodnost pro systematictéjsi vypocet nékterych charakteristik, které jsme uvedli
Vv predchozich kapitolach.

Pro zakladni soubor dat x4, x5, ..., x,, definujeme k-2 obecny moment M predpisem

1-13 M,=n"1-Y" xF k=12,..

-12 -
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Jde tedy o0 primér k-tych mocnin pivodnich hodnot. Pokud se v souboru vyskytuje jen m
riznych hodnot x;, i=1, 2, ..., m scetnostmi f;, lze samoziejmé jako u predchozich
charakteristik vy¢islit 1-13 také dle vztahu M), = n1! -Z’iﬁl(x{“)k fi,k=1.2,...

Plati nyni nésledujici vztahy:

1-14 M; = p,
M, — M? = ¢?,
073 (M3 — 3M; M, + 2M3) = Sk,
o~*- (M, — 4AM3M; + 6M,M3 — 3M}) = Ku.

PRIKLAD 4

Datovy soubor D obsahuje hodnotu 11 s absolutni ¢etnosti 4235 a hodnotu 254 s absolutni
cetnosti 6543. Spoctéme prvni a druhy obecny moment.

RESEN{
Podle vyse uvedeného plati

M, = (4235 + 6543)~1 - (11 - 4235 + 254 - 6543) = 158,518,
M, = (4235 + 6543)~1 - (112 - 4235 + 2542 - 6543) = 39213,27.

1.2 STATISTICKY SOUBOR SE DVEMA ZNAKY

Mame-li statisticky soubor takovy, Ze pro kazdé ptirozené ¢isloi=1,2,...,maj=1, 2,
..., N obsahuje soubor jistou dvojici hodnot (x;,y;) nebo i vice dvojic s témito hodnotami,
hovoiime 0 statistickém souboru se dvema znaky (téz argumenty). Pocet vyskytid dvojice
hodnot (x;,y;) se nazyva sdruzenou cetnosti dvojice (x;,y;) a znaci se f;;. Rozsah souboru je

r =Zi,jfij-

Rozdéleni sdruZenych cetnosti se zapisuje do dvourozmérné tabulky, kterd se nazyva
kontingencni tabulka (viz. Tabulka 1). Do zahlavi tabulky se zapisuji rizné mozné obmény
obou sledovanych znakt, wvnitfek tabulky obsahuje sdruzené cetnosti vyskytu riznych
kombinaci téchto znakll. Pod znakem Yy si mlzeme ptedstavit napiiklad rodinny stav
jednotlivce a pod znakem x stupen vzdélani jednotlivce. Naptiklad sdruzena Cetnost f;; pak
bude vyjadiovat, kolik je v daném souboru jednotlivch, kteti maji rodinny stav y; a dosahli
soucasné stupné vzdélani x;. Obdobné tvrzeni plati i pro jiné sdruzené Cetnosti. Posledni
sloupec tabulky je obvykle vyhrazen pro soucet sdruZzenych cetnosti v daném ftadku f;
a posledni fadek tabulky je vyhrazen pro souCet sdruZenych cetnosti z dan¢ho sloupce f; -
tyto dil¢i soucty se nazyvaji marginadlni cetnosti.

-13-
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Tabulka 1: kontingen¢ni tabulka

y Y1 Y2 . Yn

X

X1 f11 f1o fin f1.

Xo fo1 f2 fan fa.

Xm fm1 fm2 e finn fm:
f.q f.o fon r

Predpokladame-li, ze uvedena tabulka pfedstavuje celou populaci, mizeme pti zavedené
symbolice vypocitat zakladni dvé charakteristiky znakt X a Y — popula¢ni pramér, respektive
sttedni hodnotu, a populacni rozptyl, a to podle nésledujicich vzorct

1. Popula¢ni primeéry

1
Hx :szizfiji
i i
1
Hy ZFZijfij'
j i

2. Populaéni rozptyly
1
% ZFZ(Xi — ) 2K
i i

1
O—YZ :FZ(YJ' _,UY)ZZ fij
i i

Pokud by tabulka reprezentovala vysledek ndhodného vybéru, pocitali bychom vybérové
pruméry a vybéroveé rozptyly podle vzorct

1. Vybéroveé pruméry
X=2¥ X1,
i
_ 1
y ZFZ yjz fij-
j i

2. Vybérové rozptyly

2
SX

1 2
:.Z(Xi — iy ) ZJ: fij’

1
53 :_r_lz(yj' _,UY)ZZ fij'
j i
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Pracujeme-li se dvéma znaky jako Vv nasem piipadé daném vysSe uvedenou kontingencni
tabulkou, definujeme také dalsi dulezitou charakteristiku zvanou kovariance. Populaéni
kovarianci cov(X,Y) znakta X a Y definujeme vzorcem

1-15 1 1
COV(X,Y)ZFZZ(Xi = )Y — ) ZFZZXiyj fiy = 1 - 1y
T P

Pokud budeme pracovat s vybérovymi daty o rozsahu n, n > 2, definujeme vybérovou
kovarianci vztahem

1-16 Gy =2 XX (X =X, ~ D)y

PRIKLAD 5

Znak X nabyva celych hodnot: 3, 5, 4, 6, 7, 9. Pro tyto hodnoty (v uvedeném potadi) byly
zjistény nasledujici hodnoty druhého znaku Y: 1, 2, 7,9, 11, 13, tj. ¢islu 3 odpovida hodnota 1
druhého znaku, ¢islu 5 odpovidd hodnota 2 druhého znaku, apod. Pro oba znaky plati, ze
kazdd hodnota mé vzdy absolutni ¢etnost svého vyskytu rovnu jedné. Spoétéme populaéni
kovarianci.

RESENI

VyuZijeme vzorce 1-15, v némzZ jsou vSechny Cetnosti rovny jedné. Primérné X ma hodnotu
5,66, prumér Y je roven 7,16. Dostavame

COV(X;Y)Z%ZZ(Xi _,ux )(yJ _,u\()fij — (3_5,66)(1_7,16)++(9_5,66)(13_7,16) :7’55.

6

Kovariance se vyuziva K vyjadfeni zavislosti mezi znaky X aY ve tvaru piimky, tj.
k vyjadfeni jejich linearni zavislosti. Lze fici, ze pokud vychazi kovariance kladng, existuje
mezi obéma znaky do jisté miry zavislost ve tvaru pfimé uméry. Pfima Uméra znali, ze
sristem hodnoty jednoho znaku umérné roste ihodnota druhého znaku. Vychazi-li
kovariance naopak zaporna, signalizuje to existenci jisté miry nepfimé tumeéry: stoupne-li
hodnota jednoho znaku, tmérné tomu klesne hodnota druhého znaku. Nulova kovariance
naznacuje, ze linearni zavislost mezi obéma znaky neexistuje. Jak je vidét, U kovariance nas
zajimé predevSim jeji znaménko. Aby vSak tato charakteristika mohla poslouZzit 1épe jako
ukazatel linearni zavislosti, pfevadi se jeji hodnota na Skalu, resp. interval [-1,1], ktery je
vhodngjsi referenci pro méfeni intenzity linedrni zavislosti. Vysledkem tohoto pievodu je
koeficient parové korelace, a to bud’ populacni, pracujeme-li s populaci, nebo vybérovy, je-li
k dispozici pouze vybérovy soubor. Populacni koeficient parové korelace p ma tvar

1-17 X,Y
,_oovX.Y)

Ox - Oy
kde oy je popula¢ni smérodatna odchylka znaku X a o, je populacni smérodatna odchylka

znaku Y. V pfipad¢ vybéru pocitame odhad koeficientu p - vybérovy koeficient parové
korelace
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1-18 F o Cxv
a SX 'SY ,

kde s, je vybérova smérodatna odchylka znaku X a s, je vybérova smérodatna odchylka
znaku Y. Populac¢ni i vybérovy koeficient korelace mohou nabyvat pouze hodnot z intervalu
[-1,1]. Vyjde-li popula¢ni parova korelace jedna, znamena to, Zze mezi obéma znaky existuje
presna funkéni zavislost V podobé pifimé uméry (rostouci piimky). Vyjde-li populaéni
korelace naopak minus jedna, existuje mezi obéma znaky pfesna funkcni zavislost v podobé
nepiimé umeéry (klesajici ptimky). Pokud je populacni korelace nulova, fikame, Ze znaky X
aY jsou nezkorelované (nikoliv nezavislé!!). Kromé parové korelace existuji ijiné typy
korelaci, 0 nichz pohovotime Vv kapitole 5.

KONTROLNI TEST 1

Nasledujici testové otazky se tykaji Ciselného souboru, vV némz se vyskytuji S uvedenymi
absolutnimi ¢etnostmi rizné hodnoty znaku X.

Hodnoty X Absolutni ¢etnosti
23 2345
34 6213
33 456
35 8876
37 12134
31 5436
16 445

Spoctéte primérnou hodnotu (prosty aritmeticky prumér), median a modus znaku X.

Jak budou vypadat rozptyl, smérodatnd odchylka, varia¢ni koeficient a variacni rozpé&ti
Vv ptipad¢, Ze uvedend tabulka ptedstavuje zédkladni soubor. Jak budou vypadat uvedené
charakteristiky v pfipad¢, ze bude tabulka reprezentovat vybérovy soubor?

C.  Spoctéte prvni a druhy obecny moment znaku X.

o

Jsou dény nésledujici vybérové tdaje 0 znacich X a Y, které si odpovidaji:

X 3 4 5 1 6 7 8
Y 5 3 4 6 7 8 9

Cemu se rovna vybérova kovariance?

Odhadnéte parovou korelaci mezi znaky X a'Y.

Medidn a pramér jsou charakteristiky ..................ooiini .

Smérodatna odchylka a variacni rozpéti jsou charakteristiky........................... .
Sikmost a $picatost jsou charakteristiky............................. .

Koeficient parové korelace nabyva hodnot z intervalu................. .

—SQ o a
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RESENI KONTROLNIHO TESTU 1

a.

—SQ oD o

Dle vzorce 1-3 je prumér roven 33,85. Celkem je K dispozici 35905 hodnot, tj. lichy
pocet. Medianem je hodnota vzestupné sefazeného souboru dat s potadovym cislem
17953. Nasledujici tabulka obsahuje vzestupné sefazena data:

Absolutni
Hodnoty cetnosti
16 445
23 2345
31 5436
33 456
34 6213
35 8876
37 12134

Hodnot 16 az 34 vcetné je celkem 14895. Hodnot 16 az 35 vcetné je celkem 23771. Je
tedy zfejmé, ze hledany median je Cislo 35. Modus je roven Cislu 37 (nejcetnéjsi
hodnota).

Populacni rozptyl je dle vzorce 1-7 roven 16,56. Odmocnina z rozptylu 4,07, coz je
populacni smérodatnd odchylka. Varia¢ni rozpéti = 37-16 = 21. Populaéni variacni
koeficient je roven 4,07/33,85 = 0,12. Vybérovy rozptyl = (35905/35904).16,56 = 16,56.
Pii daném velkém poctu hodnot je to — zaokrouhleno na dvé desetinnd mista — totéz
¢islo. Uvedeny vypocet vyplyva ze vztahu mezi populani a vybérovym rozptylem.
Vybérova smerodatna odchylka tedy vyjde rovnéz 4,07, omezime-li se na dvé desetinna
mista. Tim zustanou prakticky totozné i zbylé vybérové charakteristiky.

Prvni moment = primér = 33,85. Druhy moment = 1162,56.

Vybérova kovariance = 3,166.

Vybérova korelace = 0,608.

Polohy.

Variability.

Koncentrace dat.

[-1, 1].
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2 TESTOVANI HYPOTEZ V MARKETINGU

Ve druhé kapitole se budeme zabyvat testovanim statistickych hypotéz, coz je jeden
zasady testovani hypotéz. S mnohymi témito rysy jste se jiz setkali v kurzu Statistika. V dalsi
casti kapitoly popiSeme jednak statistické testy, které lze povazovat za zakladni, a také jsou
takto prezentovany V mnohych nau¢nych textech, jednak nekteré dalsi testy, které se obzvlast
hodi do marketingu. Postup prace s testy je demonstrovan na konkrétnich ptikladech.

2.1 TESTOVANI STATISTICKYCH HYPOTEZ

Statistické hypotézy tvoii jen ¢ast védeckych (nebo alespont odbornych) hypotéz. Tykaji
se ndhodnych veli¢in arozdélujeme je do dvou velkych tfid na parametrické hypotézy
a neparametrické hypotézy. Parametrické hypotézy se vztahuji k jednomu parametru nebo
nékolika parametrim daného pravdépodobnostniho rozdéleni nahodné veli¢iny (neboli znaku
populace). Neparametrické hypotézy se netykaji parametrti rozdéleni nahodné veliciny, nybrz
jinych statistickych vlastnosti, napt. tvaru pravdépodobnostniho rozdé€leni této veli¢iny (muize
nas tfeba zajimat, zda lze chovani ndhodné veli¢iny modelovat binomickym rozdélenim,
normalnim rozdélenim apod.).

Zopakujme, ze V kazdém statistickém testu vystupuji proti sobé dvé hypotézy: testovana
hypotéza (testované tvrzeni), kterou nazyvame nulova hypotéza a zna¢ime Hy, a alternativni
hypotéza, znacena H;. H; je obvykle logickou negaci hypotézy Hy. Pfi testovani hypotézy
mame K dispozici predev§im vysledek nahodného vybéru. Muze jit napiiklad o data
z marketingového prizkumu. Bez provedeni ndhodného vybéru nelze realizovat statisticky
test. Na zakladé vybérovych dat mame nyni rozhodnout, zda testovanou hypotézu piijmout
nebo zamitnout. Za timto ucelem pocitame tzv. festové kritérium T jakozto funkci dat, kterd
jsme ziskali ndhodnym vybérem, a ddle vymezujeme na redlné ose podmnoZinu zvanou
kriticky obor. Padne-li hodnota testového kritéria T pro ziskany vzorek dat do kritického
oboru, zamitneme testovanou, tj. nulovou hypotézu. Naopak, padne-li hodnota testového
kritéria mimo kriticky obor, testovanou hypotézu ptijimame. Kriticky obor vymezuje obvykle
realné ¢islo zvané kriticka hodnota K (kriticky obor lze vymezit také kvantilem). Tato kriticka
hodnota se hleda budto ve statistickych tabulkdch nebo se pocitd s vyuzitim vhodného
softwaru (Casto napt. Excelu).

Poznamenejme, ze pfijeti statistické hypotézy neni matematickym dlikazem platnosti
testovaného tvrzeni. Testovani hypotéz nemusi vzdy vést ke spravnym rozhodnutim, coz je
pfirozené, nebot’ jde 0 ndhodny proces vyuZivajici omezené informace ndhodného vybéru.
Nejistota zaveru statistického testu souvisi mimo jiné S tzv. hladinou vyznamnosti a, kterou si
statistik stanovuje pii provadéni statistického testu hypotézy (viz déale). Zdiraznéme opét, Ze
zékladem statistického testovani je ndhodnost vybéru, kterd souvisi S tim, zda vybrana data
byla vybrana nezavisle na sob¢. Tuto skutec¢nost 1ze rovnéz testovat, viz napt. [10].

Pro praktické testovani statistickych hypotéz nyni shrneme Cctyii kroky, které vedou
k rozhodnuti 0 zamitnuti nebo pfijeti nulové hypotézy.
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Obecny postup testovani

Formulace nulové hypotézy Hg a alternativni hypotézy Hj,
Vypocet testového kritéria T,
Nalezeni kritické hodnoty K pro zvolenou hladinu vyznamnosti a (vymezeni oboru C),

Hwhe

Porovnani K a T, resp. rozhodnuti, zda T € C, a dle toho pfijeti nebo zamitnuti Hy.

Zavér a vérohodnost testu

Je-li TeC, Hp se zamita. Je-li T¢C, Hy se pfijima. Protoze rozhodnuti pfijmout nebo
zamitnout hypotézu zavisi na omezené informaci obsazené ve vzorku dat, miizeme se pii
testovani dopustit chyb dvojiho druhu:

a. Zamitneme nulovou hypotézu, ktera ve skutecnosti plati. Tim se dopustime chyby prvniho
druhu. Pravdépodobnost chyby prvniho druhu se zna¢i « a nazyva se hladina vyznamnosti.

b. Pfijmeme nulovou hypotézu, ktera ve skute¢nosti neplati. Dopustime se tak chyby druhého
druhu. Pravdépodobnost chyby druhého druhu se zna¢i f. Pravdépodobnost 1 - S se
nazyva sila testu. Je to pravdépodobnost, Ze test povede K opravnénému zamitnuti
testované hypotézy Ho.

Hladina vyznamnosti « se pii testu voli obvykle 0,05, 0,01 nebo méné¢ €astéji 0,1.

Kromé hladiny vyznamnosti se vyuzivaji pii testovani hypotéz také tzv. p-hodnoty. Casto
jsou soucasti vystupti matematickych pocitaovych programt. P-hodnota vyjadiuje
pravdépodobnost obdrzeni nebo piekroceni spocteného testového kritéria. Pokud je p-hodnota
mens§i nez stanovend hladina vyznamnosti, pfip. rovna této hladin€, nulovad hypotéza se
zamita. V opacném piipad¢ se nulova hypotéza ptijima.

Zakladni statistické testy
Uved’'me nekteré elementarni statistické testy:

(A) Jednovybérovy t — test.

(B) Dvouvybérovy t — test s rovnosti rozptyli.
(C) Dvouvybérovy t — test s nerovnosti rozptyld.
(D) Dvouvybérovy parovy t-test.

(E) Dvouvybérovy F — test pro rovnost rozptyld.

Kazdy test je nyni uveden v podob¢ ¢étyfkrokového postupu a Ize pro néj téz vyuzit program
Excel, v némz v menu Nastroje/Analyza dat zvoli uzivatel ptislusny analyticky nastroj/test.

(A) Test predpokladu o stiedni hodnoté zakladniho souboru (Jednovybérovy t — test
stiedni hodnoty)

Necht’ X = (X1,..., Xn) je ndhodny vybér z rozdéleni N(x, o), pfitom o neni znamo.
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1. Testuje se nulova hypotéza Ho: u = 1 proti alternativé Hy: u# wo, kde hodnota o je dana.

2. Testové kritérium T ma tvar

kde

X = vybérovy primér spodteny z dat Xi,..., Xp,

S = vybérova smérodatna odchylka spoctena z dat Xj,..., Xp,
o= predpoklad 0 x zadany statistikem

n = rozsah vybéru.

3. Kritickou hodnotou K je zde kriticka hodnota Studentova rozdé€leni s n-1 stupni volnosti na
hladiné «, ktera se znaci t,.1(@). Pro toto ¢islo defini¢né plati P(|T| >t () =« . Kriticka

hodnota se najde ve statistickych tabulkach nebo v Excelu pomoci funkce TINV(a; n-1).
Kriticky obor je zde dan mnozinou C = (-0, -K]JU[K, +x).

4. Je-li [T| > tha(), zamita se Ho a piijima Hy, jinak se ptijima Ho.

(B) Test vyznamnosti rozdilu mezi dvéma populaé¢nimi priméry (Dvouvybérovy t-test
S rovnosti rozptyli)

Jsou dany dva nezavislé nahodné vybéry o rozsahu ni, resp. n, z rozdéleni N(zu, o7 ), resp.

N(u, o5). Rozptyly o/ a o5 nejsou znamy, predpoklada se ale, ze o = o5.

1. Testuje se nulova hypotéza Ho: 14 = 1 proti alternativé Hi: 1a # 1.

2. Pouzije se testovaci kritérium T:

T X, - X, .\/nl~n2~(nl+n2—2)

\/(nl—l)Sf +(n,-1)S;

kde X, je vyb&rovy pramér spoéteny z dat ziskanych z rozdéleni N(za,07), X, je vybérovy
pramér spoéteny z dat ziskanych z rozdéleni N(z6, o2 ). Z prvniho nahodného vybéru se dale
podita vybérovy rozptyl s2, ze druhého vybéru se ziska vybérovy rozptyl s2. Cislo ny, resp.
Ny vyjadiuje rozsah prvniho, resp. druhého vybéru.

3. Kritickou hodnotou K je kriticka hodnota Studentova rozdé€leni S ni+n,-2 stupni volnosti na
hlading o, . t,., ,(a). Hodnota se ziskd ze statistickych tabulek nebo v Excelu uZzitim

funkce TINV(e; ni+n,-2).

-20 -



Filip Tosenovsky;, STATISTICKE METODY PRO EKONOMY
4.3e-li [T|>t, ,, ,(@), zamitd se Ho a piijiméa Hy, v opa¢ném pfipads se piijimé Ho.

(C) Test vyznamnosti rozdilu mezi dvéma popula¢nimi priméry (Dvouvybérovy t-test
S nerovnosti rozptyli)

Jsou dany dva nezavislé ndhodné vybéry o rozsahu n; an, z rozdéleni N(za, 02) a N(uz, 07)
a vybérové praméry X, X, vypocitané z dat z t€chto dvou vybeéra, resp. vybérové rozptyly
S2,S2 vypotitané Vv téchto vybérech . Rozptyly o/ a o nejsou znamy, piedpoklada se ale,

7e of # 0},
1. Testuje se hypotéza Hy: 1 = 1 proti alternativé Hi: 14 # 1.

2. Pouzije se testové kritérium:

kde

3. Kritické4 hodnota K se stanovi podle vzorce:

Vit (@) +V, -t (o)
V, +V, ’

K =

kde tnrl(a) t

, nrl(a) se uréi z tabulek Studentova rozdéleni pro ni-1 an,-2 stupné volnosti

a hladinu vyznamnosti a. K vypoctu kritické hodnoty Klze vyuzZit Excelovské funkce
tnlfl(a)= TINV(¢; n1-1), resp. tnzfl(a)= TINV(¢; ny-1).

4. Je-li |T| > K, zamitdme Hy a pfijimame H; v opa¢ném piipad¢ piijimame Ho.
(D) Dvouvybérovy parovy t-test
Je dan nahodny vybér X=X, X,,..,X, Zzrozdéleni N(u1,0.) anshodny vybér

Y =Y,Y,,...,Y, zrozd&leni N(u, o5). Vybéry nejsou nezavislé. Vybsrové praméry pro tato
data jsou X , respektive Y .

1. Testuje se nulova hypotéza Ho: 14 = 1o proti alternativé Hi: 1a # 1.
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2. Pouzije se testové kritérium:

kde

SD:\/LJ-Z(Di_[_))Z , D=X, =Y, i=1,2.,n, D=X-Y.
n—-L1%7

3. Kritickd hodnota K = t,_, (@) se ur¢i z tabulek Studentova rozdéleni pro n-1 stupfiti volnosti
a hladinu vyznamnosti a. K vypoctu kritické hodnoty Ize uzit v Excelu funkci TINV(¢; n-1).

4. Je-li |T| > K, zamita se Hop a pfijima Hj v opa¢ném piipad¢ se pifijima Ho.
(E) Dvouvybérovy F — test pro rozptyly

Jsou dany dva nezavislé nahodné vybéry z rozdéleni N(z4, 012 ) a N(zz, 022 ) orozsahu n; an;
a vybérové rozptyly SZ2 a S2 spodtené z takto ziskanych vybérovych dat.
1. Testuje se hypotéza, Ze rozptyly obou rozd&leni jsou stejné, tj. Ho: of = o7, proti

alternativni hypotéze Hi: o) # o5
2. Testové kritérium ma tvar

~ max(S;,S;)
min(S/,S7)

3. Kritickd hodnota K=F, , ,(a)se ur¢i z tabulek Fischerova rozdéleni pro ni-1 ang-1

stupné volnosti a hladinu vyznamnosti «. K vypoctu kritické hodnoty lze vyuzit
Excelovské funkce FINV(¢; ni-1; ny-1).

4. Je-li T>K, zamita se Hyp a pfijima Hy. V opa¢ném piipadé se piijima Ho.

Jak jiz bylo feceno, statistické hypotézy tvoii cast védeckych hypotéz — tu ¢ast, kterd se tyka
nahodnych veli¢in, a spadaji pod né parametrické hypotézy a neparametrické hypotézy/testy.
Parametrické hypotézy se vztahuji na jeden ¢i vice parametri daného pravdépodobnostniho
rozdéleni ndhodné veli¢iny. Neparametrické hypotézy se netykaji parametrii rozdéleni
nahodné veliiny, nybrz jinych statistickych vlastnosti, napf. tvaru rozdéleni, nezavislosti
nahodnych veli¢in a podobné. Poznamenejme, Ze 0 neparametrickych testech se také hovori
obecnéji V pripadech, kdy nejsou splnény nékteré standardné vyzadované predpoklady pro
provedeni dané¢ho testu. Jak jsme vidé€li, napf. ut-testi jsme pozadovali splnéni jistych
podminek, aby mohl byt dany statistickych test realizovan — pozadovali jsme, aby vybér
pochazel z normalniho rozdéleni. Jsou situace, kdy takovy piedpoklad splnén neni, a pak je
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otazkou jak postupovat. Existuji testy ,,robustnéjSiho* charakteru, kterymi lze testovat
vlastnosti populace, ze které ndhodny vybér pochazi, a ptitom je tieba splnit pouze podminky
velmi obecného charakteru pro vyuziti téchto testl. V takovych ptipadech hovofime rovnéz
0 neparametrickych testech, byt’ jimi mizeme testovat konkrétni podobu parametri daného
rozdéleni. Aby nedoslo v nasem pojeti vykladu latky k nedorozuméni, nase dohoda bude
takova, ze pod pojmem neparametricky test budeme chapat to, co doposud, tedy statisticky
test, jenz zkouma jiné vlastnosti nezndmé populace ¢i zédkladniho souboru nez ty vlastnosti,
které se tykaji pfimo parametra této populace.

2.2 MARKETINGOVA STUDIE

Pro ucely demonstrace jiz probranych a nékerych dalSich statistickych testli vyuzijeme
ptipadovou marketingovou studii zvanou Studie. Tuto studii budeme vyuzivat ¢as od Casu
i pti vykladu jinych statistickych metod, které nejsou nutné pouhymi statistickymi testy.
Metody budeme demonstrovat i s vyuzitim Excelu.

Studie

Jista firma chce na trhu s nealkoholickymi ndpoji uplatnit sviij novy vyrobek: syceny
nealkoholicky napoj - limonadu typu "cola”. Novy vyrobek se uvddi na trh ve treCh verzich
nazvu: Kafola, Kofikola a Kofolisima. Byl vytvoren dotaznik, na jehoz zdkladé byla ziskdana
data od 47 respondentii 0 spotrebé novych ndpojii. Vysledky dotaznikové Setieni jsou
obsazeny V nasledujici tabulce 2 (idaje U ndpoje znaci tydenni mnozstvi spotreby v litrech).

Tabulka2: vysledky dotaznikového Setieni pro priklad Studie

Cislo
respondenta | Pohlavi | Vék | Kafola | Kofikola | Kofolisima
1 m 20 1,1 0,7 0,5
2 7 34 1 0,2 0,1
3 7 43 0,8 0,1 0,2
4 V4 21 1,2 0,6 0,3
5 m 39 11 0,1 0,4
6 7 51 0,4 0 0,2
7 m 19 0,9 0,9 0,3
8 7 45 0,3 0,2 0,2
9 7 48 1,2 0,1 0,4
10 7 21 1,4 0,4 0,2
11 7 52 0,4 0 0,3
12 7 22 1,2 0,6 0,4
13 m 62 0,2 0 0,2
14 7 47 0,6 0,2 0,1
15 m 23 0,9 0,8 0,2
16 m 35 0,9 0,1 0,4
17 m 22 1 0,9 0,1
18 m 38 0,5 0,2 0,2
19 zZ 41 0,4 0,1 0,1
20 V4 21 0,9 0,7 0,2
21 V4 40 0,2 0 0,3
22 V4 20 0,8 0,6 0,3
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Cislo
respondenta | Pohlavi | Vék | Kafola | Kofikola| Kofolisima

23 m 19 11 0,9 0

24 m 39 1 0,1 0

25 m 19 0,9 11 0,4
26 7 38 0,2 0,2 0,5
27 7 20 1,3 15 0,3
28 7 37 0,4 0,1 0,8
29 m 20 1,3 0,8 0,2
30 7 41 0,1 0,2 0,1
31 m 42 0,2 0,1 0,2
32 7 20 0,9 0,9 0,3
33 m 43 1,2 0,2 0,1
34 7 21 0,9 0,7 0,2
35 m 44 0,1 0,1 0,1
36 Z 45 0 0,1 0,2
37 m 46 0,1 0,2 0,1
38 m 22 1 0,9 0,2
39 m 42 0,4 0,8 0,3
40 m 41 0,1 0,1 0,4
41 zZ 22 1,1 0,5 0,2
42 7 40 0,2 0,1 0,1
43 7 21 1,3 0,8 0

44 m 39 0,4 0,9 0,2
45 V4 20 11 0,1 0,1
46 m 20 1 0,2 0,3
47 V4 21 0,8 0,1 0,4

Poznamenejme, Ze pocet respondentli neni vV tomto piipadé pfili§ velky. Pii marketingovych
prizkumech se oslovuji stovky respondentii. Nam jde ale pfedev§sim O principy prace
s marketingovymi Udaji. Tyty principy jsou stejné bez ohledu na pocet dotazovanych.

Provedeme nyni statistické testy popsané vV uvodu kapitoly s tim, ze dany test bude odpovidat
na rizné otazky, které by v souvislosti sudaji v tabulce mohl zformulovat zadavatel
marketingového prizkumu. Nékteré uvedené testy také popiSeme V podobé jednostranného
testu, kdy v testované hypotéze vystupuje sledovany parametr nikoliv v rovnici, ale nerovnici,
a alternativni hypotéza ma podobu logické negace, tj. opacné nerovnosti. Dale také vyuZzijeme
tabulku s daty k tomu, abychom vysvétlili nékteré dals$i hojné vyuzivané statistické testy.

PRIKLAD 1 (jednovybérovy t-test)

Otestujme na pétiprocentni hladiné vyznamnosti, zda 1ze predpokladat, ze primérna tydenni
spotieba néapoje Kafola je vcelé populaci rovna 0,7 litru. Testujeme tedy hypotézu
H, : 1 =0,7 proti alternativni hypotéze H,:x#0,7 . Hladina vyznamnosti «=0,05. Testové
kritérium je rovno

0,833-0,7
T="""_""/47=2,239.
0,166
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Zde je vybérovy prumér spocteny z hodnot ve sloupci ,,Kafola“ roven 0,833. Vybérova
smérodatna odchylka je s= 0,166 (lze ji vypocitat podle defini¢niho vzorce uvedeného
v prvni kapitole, pfipadné odmocnénim vysledku ziskaného Excelovskou funkci
var.vybér(pole dat), kde za argument pole dat dosadime hodnoty ze sloupce ,,Kafola®).
Protoze v Excelu lze funkce také fetézit, je mozno téz uzit funkce odmocnina(var.vyber(pole
dat)) k ziskani potfebné charakteristiky.

Protoze hodnot je celkem 47, pracujeme S Kritickou hodnotou t-rozdéleni s47-1 stupni
volnosti. Kriticka hodnota tohoto rozdéleni je s vyuzitim Excelu rovna K = TINV(0,05, 46) =
2,012. Jelikoz testové kritérium V absolutni hodnoté je vétsi nez kritickd hodnota, zamitadme
hypotézu 0 tom, ze primérna tydenni spotieba napoje Kafola je v populaci rovna 0,7 litru.

Jednovybérovy t-test lze rovnéz realizovat v podobé jednostranného testu. V takovém
ptipadé formulujeme nulovou hypotézu Ho: 1 < 1 a K ni alternativni hypotézu Hi: 1> up .
Pouzijeme test (A) z uvodu kapitoly, ktery ale drobné¢ modifikujeme pro piipad jednostranné
hypotézy:

1. Testujeme hypotézu Hy: 1 < 1 proti alternativé Hi: 1> 1

2. Pouzijeme testové kritérium

T:%.\/ﬁ,

kde

X = vybérovy prumér,

S = vybérova smerodatna odchylka,

Mo = predpoklad o stiedni hodnot€; v naSem ptiklade 0,7,
n = rozsah vybé&ru; v nasem piiklade 47.

3. Kriticky obor je Vv ptipadé jednostranného testu interval C = [K, +o0) vymezeny kritickou
hodnotou K Studentova rozdéleni sn-1 stupni volnosti. Tato hodnota je volena tak, aby
pravdépodobnost jejiho piekroceni (nebo jejiho dorovnani) byla rovna zvolené hladiné
vyznamnosti alfa. Vzhledem ktomu, jak je definovana kriticka hodnota pro Studentovo
rozdéleni, to znamena, ze plati K= t,.1(2@). K vypoctu kritické hodnoty pomoci Excelu
pouzijeme funkci TINV(2¢ ; n-1).

4. Je-li T = K, potom zamitame Hy a pfijimame H;. V opa¢ném piipadé¢ ptijimame Ho.

Jak je vidét, jednostrannd varianta jednovybérového t-testu je pocetné velmi podobnd
oboustranné varianté¢. Rozdil je ve vypoctu kritické hodnoty a formulaci zavéru testu.
V naSem piikladé, kdybychom formulovali hypotézy Ho: 1 < 0,7 proti alternativé Hy: > 0,7,
vyslo by testové kritérium pochopitelné stejné, ale kriticka hodnota by byla na pétiprocentni
hladiné vyznamnosti rovna K = TINV(2-0,05; 46) = 1,68 a opét bychom zamitli testovanou
hypotézu.

Mohli bychom také tesit otazku, na jaké hladin€¢ vyznamnosti bychom testovanou hypotézu
vlastné pfijali pfi jednostranném testu. V nasem piipadé nulovou hypotézu piijmeme pouze
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tehdy, kdyz T < K. Kodpovézeni na tuto otazku je vhodné vyuzit Excelovské funkce
TDIST(K; n; chvosty). Tato funkce vréti &islo alfa splitujici rovnici P(X|>K)=ca, kde X

ma t-rozdéleni s poétem stupnu volnosti n, je-li za argument ,,chvosty* dosazeno ¢islo 2, nebo
vypocita ¢islo alfa spliujici rovnici P(X > K)=«a, kde X ma t-rozdéleni S poctem stupiii
volnosti n, je-li za argument ,,chvosty“ dosazeno ¢islo 1. Dosadime-li v nasem piipadé za
K hodnotu testového kritéria T a vyuzijeme funkce TDIST, zjistime, ze pravdépodobnost
piekroceni (nebo dorovnani) T je rovna TDIST(2,239; 46; 1) = 0,015. Ma-li platit T < K, musi
byt kriticka hodnota K takové, ze pravdépodobnost jejiho piekroceni (nebo dorovnani) je
mensi nez 0,015. Tato pravdépodobnost se ale nazyva hladina vyznamnosti. Zaver V piipadé
jednostranné varianty t-testu je tedy takovy, ze na kterékoliv hladin€¢ vyznamnosti mensi nez
0,015 bychom testovanou hypotézu piijali.

PRIKLAD 2 (dvouvybérovy neparovy t-test s rovnosti rozptyli)

V tomto piikladé si ukdzeme praci S dvouvybérovym t-testem Srovnosti rozptyld, ato
konkrétné S neparovou verzi tohoto testu. Rovnost rozptylii predpokladame, spravné by se
i tato hypotéza méla testovat. U¢inime tak pozd&ji. Nasim cilem je nyni otestovat s vyuzitim
Studie na pétiprocentni hladin¢ vyznamnosti, zda je Vv populaci primérna spotfeba napoje
Kofikola stejné jako primérna spotieba ndpoje Kofolisima. Testové kritérium ma tvar

T X, - X, .\/nl-nz-(nl+n2—2)
J(n,-1)87 +(n, -1)$; n+n,

Z n¢hoz je patrné, Ze je tieba vypocitat vybérové priméry pro oba soubory dat (pro sloupec
,,Kofikola* a sloupec ,,Kofolisima*“ v tabulce) a dale také vybérové rozptyly pro tyto soubory
a jejich rozsahy. Tyto tidaje jsou spocteny V nasledujici tabulce 3. Opét je mozno postupovat
dle defini¢nich vzorctl pii vypoctu téchto charakteristik nebo pomoci Excelovskych funkci.

Tabulka 3: vstupni charakteristiky pro dvouvybérovy t-test

Kofikola | Kofolisima
pruméry | 0,40851064 | 0,24042553
rozptyly | 0,14123034 | 0,02289547
rozsah 47 47

Dosazenim téchto udaji do vzorce pro testové kritérium obdrzime T = 2,844. Kritickd
hodnota testu je K= TINV(0,05; 47+47-2) = 1,986. Na pétiprocentni hladin¢ vyznamnosti
tedy zamitame hypotézu 0 rovnosti praméru v populaci.

Excel: Tento test 1ze také realizovat pomoci analytickych nastroji, které nabizi program
Excel. Onen statisticky pomocnik se nachazi v nabidce Data a podnabidce Analyza dat (v
nove¢jsi verzi Excelu). Ve starSich verzich Excelu jej Ize nalézt v nabidce Nastroje. Musime
upozornit, Ze po Cerstvé instalaci Excelu se v nabidce polozka Analyza dat neobjevi a je ji
zapotiebi jeSté doinstalovat. Tato instalace je vSak velmi snadnd, ve star$i verzi Excelu
v menu Nastroje je polozka Dopliky, kde se zaklikne polozka Analytické nastroje a volba se
potvrdi. V okamziku se doinstaluje potfebna polozka Analyza dat, ktera obsahuje 19
statistickych metod, v tom i 5 test statistickych hypotéz. Hlavni vyhoda pouziti Analyzy dat
spo¢iva Vv tom, Ze neni zapotiebi vytvaret ptisluSné vzorce a provadét dil¢i vypocty. Kazdy
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test je integrovan do jednoho okna a vysledek je prezentovan v unifikované tabulce. V novéjsi
verzi Excelu (napi. verzi 2010) se dopliky doinstaluji pfes Soubor/Moznosti/Dopliiky/Piejit.

Spustime-li nastroj Analyza dat, objevi se dialogové okno Analytické nastroje. V ném si
vybereme dvouvybérovy t-test srovnosti rozptyld avolbu potvrdime. V nasledujicim
dialogovém okné umistime kurzor mysi do okna Soubor 1 a vyznaCime pocitacovou mysi
prvni datovy soubor (sloupec Kofikola). Obdobn¢ v kolonce Soubor 2 dialogového okna
vyzna¢ime Soubor 2 (sloupec Kofolisima). Alfa ponechdme na urovni 0,05 arovnéz tak
vystup ponechame na Novém listé. Excel vygeneruje tabulku 4 s vysledky testu.

Tabulka 4: vystup dvouvybérového t-testu s rovnosti rozptyla v Excelu

Soubor 1 Soubor 2

Stf. hodnota 0,408510638 0,240425532
Rozptyl 0,141230342 0,022895467
Pozorovani 47 47
Spole¢ny rozptyl 0,082062905
Hyp. rozdil stf.
hodnot 0
Rozdil 92
t Stat 2,84439379
P(T<=t) (1) 0,002741733
t krit (1) 1,661585397
P(T<=t) (2) 0,005483465
t krit (2) 1,986086317

Krom¢ charakteristik potiebnych pro provedeni testu obsahuje tabulka testové kritérium t Stat
a kritickou hodnotu pro oboustranny test t krit (2). Obé hodnoty potvrzuji spravnost naseho

vvvvvv

PRIKLAD 3 (F-test rovnosti rozptyli)
Pokud ma byt dvouvybérovy t-test s rovnosti rozptylt vérohodny, musime ovéfit, zda plati
ptedpoklad 0 rovnosti populacnich rozptyli pro tydenni primérnou spotiebu napoje Kofikola

a napoje Kofolisima. Hladinu vyznamnosti stanovime tentokrat na 1%.

Testové kritérium uvedené v uvodu kapitoly mélo v ptipadé F-testu tvar

_ max(s;,S7)
min(S?,S%)

Jde 0 podil vybérovych rozptyli. V nasem ptikladé vychazi vybérovy rozptyl spotieby napoje
Kofikola S7=0,141 avybérovy rozptyl spotieby napoje Kofolisima S?=0,0228. Pro
testové kritérium T tedy plati T = 6,168.

Kriticka hodnota testu K = FINV(0,01;47-1;47-1) = 2. To znamen4, ze nulovou hypotézu na
jednoprocentni, a tedy velmi malé hladin€ vyznamnosti zamitame.
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Excel: Stejny test mizeme provést S vyuzitim nastroje Analyza dat v Excelu, vyberem-li
Vv nabidce Data/Analyza dat polozku Dvouvybérovy F-test pro rozptyl. Aby byl test proveden
Excelem stejné, jako jsme jej provedli my, je tieba po potvrzeni polozky Dvouvybérovy F-test
pro rozptyl vlozit do dialogového okna jako Soubor 1 ten soubor, ktery ma vétsi vybérovy
rozptyl. V nasem piipadé je to soubor s tdaji ve sloupci Kofikola: S? =0,141. Jako Soubor 2
Vv dialogovém okné zaddme odkaz na data ve sloupci Kofolisima. Hladinu vyznamnosti alfa
automaticky nastavenou na 0,05 pfepiSeme V dialogovém okné na 0,01. Volbu potvrdime.
Excel vrati udaje v podobé tabulky 5.

Tabulka 5: vystup dvouvybérového F-testu pro rozptyl v Excelu

Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

Soubor 1 Soubor 2
Sti'. hodnota 0,408510638 0,240425532
Rozptyl 0,141230342 0,022895467
Pozorovani 47 47
Rozdil 46 46
F 6,168484848
P(F<=f) (1) 3,7416E-09
F krit (1) 2,006833595

Zde F znaci testové kritérium a F krit (1) kritickou hodnotu testu: realné Cislo K takové, ze
pravdépodobnost jeho ptekroceni (nebo dorovnani) testovym kritériem je rovna v piipadé F
rozdéleni se stupni volnosti 46 a 46 uvedenému ¢islu 2,007.

Postup, ktery jsme uvedli Vv piikladé na dvouvybérovy t-test s rovnosti rozptyld, je tedy sice
Z hlediska procedurdlniho spravny, ale vécné spravny neni, protoZe se opira 0 piedpoklad,
ktery splnén neni — 0 rovnost rozptyli. Tento nedostatek proto nyni napravime tim, ze
aplikuje na data ze Studie dvouvybérovy t-test s nerovnosti rozptyla.

PRIKLAD 4 (dvouvybérovy t-test s nerovnosti rozptyli)
Uvedli jsme, Ze testové kritérium ma Vv piipadé tohoto testu tvar
>Z1 -X 2

T= :
LV,

kde V. =S?/n,, i=1, 2, S*=vybérovy rozptyl i-tého souboru a n, = rozsah i-tého souboru.
Dosazenim do téchto vzorcl dostavame v nasem piikladé€ s napoji

X,—X,  0,408-0,24

T= - _
M+V,  |0,14/47+0,0228/47
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Kriticka hodnota testu je rovna

Vit s (@)+VY, -t 1(a)  0,003-2,013+0,00048- 2,013
V, +V, 0,003+ 0,00048

K= =2,013.

Zaver testu je tedy takovy, Ze zamitdme nulovou hypotézu 0 rovnosti stitednich hodnot.

Excel: Vyuzijeme nyni nastroje Analyza dat v Excelu, vnémz vybereme V nabidnutém
dialogovém okné polozku Dvouvybérovy t-test s nerovnosti rozptyll. Po potvrzeni tohoto
vybéru opét vyplnime potiebné tidaje: vlozime odkazy na ptislusna data v Excelu do kolonky
soubor 1 asoubor 2 dialogového okna stejné jako V pfipad¢ t-testu srovnosti rozptylt
a nastavime hladinu vyznamnosti alfa (zde ponechame na 5%). Vysledkem Excelu je tabulka
6

Tabulka 6: vystup dvouvybérového t-testu s nerovnosti rozptyli v Excelu

Dvouvybérovy t-test s nerovnosti rozptyla

Soubor 1 Soubor 2

Sti'. hodnota 0,408510638 0,240425532
Rozptyl 0,141230342 0,022895467
Pozorovani 47 47
Hyp. rozdil stf.

hodnot 0

Rozdil 61

t Stat 2,84439379

P(T<=t) (1) 0,00302417

t krit (1) 1,670219484

P(T<=t) (2) 0,006048339

t krit (2) 1,999623585

K tabulce 6 je tfeba nyni ptidat komentai: ukazatel t stat vyjadiuje testové kritérium, Kritickou
hodnotou je zde minén ukazatel t krit (2). Je tfeba poznamenat, Zze obdobn¢ jako Vv piipadé
nekterych zakladnich statistickych charakteristik, konkrétné v ptipad¢ Sikmosti a Spicatosti,
Excel pocitd nckteré tdaje pon€kud odliSnym zpisobem, nez jak se standardné uvadi
Vv rigordznich ucebnich textech vénovanych statistice. Kritickd hodnota tohoto testu se pocita
vicero zplsoby, pii nichZ se vybranym zplsobem aproximuji stupné volnosti studentova
rozdéleni, které se Ktomuto testu vztahuje. Je proto mozné (Casté), ze kriticka hodnota
poskytnutd Excelem se bude Vv tomto piipad¢ drobné liSit od kritické hodnoty definované
v prvni kapitole. Zavér testu se ale vV naSem piikladé neméni i pfi vyuziti této alternativni
kritické hodnoty.

PRIKLAD 5 (parovy test)
Zdiraznéme opét, ze pii pouziti dvouvybéovych t-testli, at’ uz Srovnosti rozptyld Cci
S nerovnosti rozptyli, se mimo jiné pozaduje, aby oba vybéry pochéazely z normalniho

rozdéleni abyly to nezavislé nahodné vybéry. Zvlasté predpoklad nezavislosti je dosti
dalezity v tomto ptipad¢. Pokud predpoklad splnén neni, je vhodné€js$i vyuzit test parovy.
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Pokud je splnén piedpoklad nezavislosti a analytik pouzije test parovy misto dvouvybérového
t-testu, nic zavazného se nestane. Idealni postup to ale neni, nebot’ parovy test na rozdil od
dvouvybérovych t-testt (neparovych) vyzaduje stejné rozsahy vybéru, a proto je mozné, ze
bude-li analytik chtit tento statisticky test vyuzit, bude se v pfipad¢ nestejné velkych vybéra
muset zbavit nékterych cennych informaci (dat). Pokud situace naopak vyzaduje pouziti
parového testu z hlediska predpokladii tohoto testu a analytik misto n€j pouzije neparovy
dvouvybérovy t-test, dopusti se hrubé chyby a jeho zavéry budou zcela nevérohodné.

Nyni uzijeme parovy test, abychom demonstrovali jeho vyuziti, a otestujeme, zda primérna
tydenni spotfeba napoje Kofikola je stejna jako priimérna tydenni spotieba napoje Kofolisima.
Odecteme za timto Ucelem udaje lezici ve stejném ftadku ave sloupcich Kofikola
a Kofolisima, ¢imZ obdrzime odchylky D, =X, =Y,, kde X, znaéi spotiebu napoje Kofikola
uvedenou Vv i-tém fadku tabulky a Y; zna¢i spotiebu napoje Kofolisima uvedenou V i-tém
fadku tabulky. Dale spoéteme primér z téchto odchylek D= X —Y =0,408-0,24=0,168.

Vysledek je zde ve skutenosti na vice desetinnych mist a my jsme jej zaokrouhlili. Nasim
dal§im krokem je vypocitat vybérovou smérodatnou odchylku

n

Sp :\/nilZ(Di —D)? =0,4076.

4=l

Zde je n = 47 = rozsah souboru/soubort = pocet fadki Vv tabulce. Testové kritérium je rovno

T :SRI:(0,168/0,4076)-JE=2,826.

D

Kritickd hodnota K =t () =TINV (0,05;47 —1) =2,013. Protoze |T| > K , zamitame Ho.

Excel: Zvolime-li v Excelu nabidku Data/Analyza dat/Dvouvybérovy parovy t-test na stiedni
hodnotu a do kolonek soubor 1, resp. soubor 2 vlozime odkazy na data ve sloupci Kofikola
nasi tabulky, resp. na data ve sloupci Kofolisima, ziskdme pocitacovy vystup (Tabulka 7).

Tabulka 7: vystup Excelu pro parovy t-test
Dvouvybérovy parovy t-test na stfedni hodnotu

Soubor 1 Soubor 2
Sti. hodnota 0,408510638  0,240425532
Rozptyl 0,141230342  0,022895467
Pozorovani 47 47
Pears. korelace -0,017650836
Hyp. rozdil stf. hodnot 0
Rozdil 46
t Stat 2,827157048
P(T<=t) (1) 0,003464955
t krit (1) 1,678660414
P(T<=t) (2) 0,006929909
t krit (2) 2,012895599
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Polozka t stat odpovida testovému kritériu parového testu, polozka t krit (2) odpovida kritické
hodnot¢ tohoto testu. Udaje V tabulce, jak je vidét, odpovidaji demonstrovanym ,,ru¢nim*
vypoctim (zaokrouhlenym).

V dalsi ¢asti textu popiSeme statistické testy, které jsme dosud neprobirali. Vysvétlime smysl
jejich pouziti avyuzijeme Studie Ktomu, abychom ukazali konkrétni praci S témito
statistickymi metodami.

2.3 MEDIANOVY TEST

Medianovy test patii K postuptim, které jsou méné naro¢né na podminky svého vyuziti.
Jak napovidd nazev metody, testuje se touto metodou hodnota medidnu, resp. prostfedni
hodnoty v populaci. Pokud jde o populaci, ktera ma tu vlastnost, Ze jeji populacni pramér se
shoduje s medianem, lze medianovy test vyuzit také jako jednovybérovy t-test. Jedinou
podminkou pro pouziti medianového testu je piedpoklad, ze rozdéleni Cetnosti v populaci
(obecnéji pravdépodobnostni rozdéleni nahodné velidiny, jejiz realizace jsou k dispozici) je
mozno popsat distribu¢ni funkci spojitého typu. Nepozaduje se tedy v tomto ptipadé normalni
rozdéleni jako V pifipad¢ jednovybérového t-testu.

Ozna¢me neznamy median v populaci symbolem uz, rozsah vzorku dat, ktery je k dispozici, je

n. Predpokladame, Ze rozsah vybéru je vétsi, nebot’ platnost dale popsaného testu se zpiesnuje
S rtstem rozsahu n.

1. Testujeme nulovou hypotézu Ho: =z, proti alternativni hypotéze Hi: u = i,. Zde je
opét hodnota £, zadana statistikem.

|2m—n|
Jn

3. Kritickd hodnota je K = zj.4, kde z;. je kritickd hodnota normovaného normalniho

rozdéleni pro zadanou hladinu vyznamnosti a. Je to tedy redlné Cislo z1.,, takové, Ze

pravdépodobnost jeho piekroéeni (nebo dorovnani) je rovna hodnoté 1—« /2. Tuto hodnotu

nalezneme bud’ ve statistickych tabulkach normovaného normalniho rozdéleni N(0,1) nebo
pomoci Excelu pouzitim funkce NORMSINV(1-¢/2) .

2. Testové kritériuje T = , kde m je pocet pozorovani ve vzorku mensich nez i, .

4. Jestlize plati T > K , potom se Hg zamita. V opaéném piipadé se Hy piijima.
PRIKLAD 6

Otestujeme nulovou hypotézu tvrdici, Ze primérny veék spotiebitelt napoje typu ,,cola™ 33 let
(pfesngji medianovy veék). Test provedeme na pétiprocentni hladiné vyznamnosti. K dispozici
mame tdaje ze Studie. Podivame-li se na tyto udaje, vidime, ze ve 20 piipadech z celkem 47
byl vek spotiebitele napoje typu ,,cola* mensi nez 33 let. Je tedy

2m—n| |2-20-47|
T: =

NN T

Kriticka hodnota K = z3.42 = NORMSINV(1-0,05/2) = 1,96. Nulovou hypotézu nezamitame,
resp. nulovou hypotézu piijimame.

=1,02.
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2.4 TESTY DOBRE SHODY

Posledni kategorii testt, které probereme, jsou tzv. testy dobré shody. Do této skupiny
statistickych metod patfi fada testi, my se budeme zabyvat dvéma z nich, které 1ze povazovat
za zékladni a Casto vyuzivané pii marketingovych ¢i sociologickych vyzkumech. Prvni test je
zaméien na testovani podoby pravdépodobnostniho rozdé€leni, z n¢hoz pochazi nahodny
vybér, ktery je K dispozici, druhy test zkouma statistickou nezavislost dvou znakt. Protoze se
V obou piipadech pracuje s rozdélenim chi-kvadrat, pokud jde 0 rozdéleni testového kritéria,
hovoii se také 0 chi-kvadrat testech.

2.4.1 TESTOVANI DISKRETNIHO PRAVDEPODOBNOSTNIHO ROZDELENI

Jak je zndmo Zz matematické statistiky, nejcastéji pouzivand pravdépodobnostni
rozde€leni pro popis chovani ndhodné veli¢iny jsou bud’to diskrétni nebo spojitd. Test chi-
kvadrat lze pouzit pro kterykoliv z téchto pfipadi. My se nyni zamétime na ptipad diskrétniho
rozd€leni. Test vysvétlime Vobecné formé a posléze budeme vyklad demonstrovat na
konkrétnim piikladé.

Necht’ je dan statisticky znak X (ne nutné Ciselny), ktery sledujeme v zakladnim souboru.
Takovym znakem muze byt napt. druh spotfebovavaného napoje. Predpokladejme, Ze tento

znak existuje v populaci v k obménach X,, X,,..., X, (k druhti ndpoje X). Mnozstvi vyskytu i-
t¢ obmény X, v populaci v relativnim vyjadieni oznadme Pp,. Pokud bychom z takové
populace provedli nahodny vybér o rozsahu n azaznamenali si poclty, V nichz se v tomto
vybéru vyskytly obmény X,, X,,..., X, , mohli bychom na tyto po¢ty nahliZet jako na realizace
nahodnych veli¢in X, X,,..., X, . Vyraz

T= i '_np')

i=1 i

lze pak chapat pfi tomto druhu experimentu jako ndhodnou veli€inu ata mé piiblizné
pravdépodobnostni rozdéleni chi-kvadrat s k-1 stupni volnosti. S ristem n se pfitom toto

piiblizeni zptesiiuje. Hodnota i-t¢ obmény X, ziskana realizaci experimentu se nazyva

empiricka €etnost, clen NP, se nazyva teoreticka nebo také o¢ekavana Cetnost.

Vyse uvedeného poznatku se vyuziva K testovani hypotézy o0 podob¢ podila p,, i=1, 2, ..., k,
obmén X, X,,..., X, v populaci, coz z pohledu statistiky také znamena, Ze se testuje podoba
parametrl specidlniho pravdépodobnostniho rozdéleni (multinomického v tomto ptipad¢). Pii
tomto testu se formuluje nulova hypotéza tykajici se parametrt p;, provede se nahodny vybér,
z n&jz se vypocita vyse uvedené testové kritérium T. Pokud T > 7, (), kde z7, () znadi
kritickou hodnotu rozdé€leni chi-kvadrat s k-1 stupni volnosti, ato na hladiné vyznamnosti
alfa, potom se nulova hypotéza o0 parametrech P, zamitne. V opaéném piipadé, kdy

T < x/,(a), se nulova hypotéza ptijima. Kritickou hodnotu lze ziskat ze statistickych tabulek
nebo Excelovskou funkci CHIINV (alfa, k-1).
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PRIKLAD 7

Demonstrujme popsany postup na ptiklad¢ s ndpoji typu ,,cola®. Populaci bude pro nas nyni
Obchodné-podnikatelska fakulta Slezské univerzity, pficemz piedpokladame, Zze na této
fakult¢ se prodavaji pouze napoje typu ,cola“. Testujeme hypotézu, ze se na fakulté
spotfebovava kazdy ze tfi uvazovanych napoji (Kafola, Kofolisima, Kofikola) ve stejné mifte.
Statisticky feCeno to rovnéz znamend, Ze testujeme zda ma statisticky znak X = napoj typu
,cola“ rovnomérné rozdéleni. Tento napoj se vyskytuje ve tiech obménach. Hladinu
vyznamnosti zvolime pétiprocentni.

Tabulka 8 obsahuje vysledek nahodného vybéru - absolutni pocty spotiebovanych lahvi
kazdého napoje.

Tabulka 8: pocty spotiebovanych napoji

Pocet lahvi
Kofola 87
Kofikola 93
Kofolisima 101

Mame n = 87+93+101 = 281, k= 3. Nulova hypotéza je H,:p, =p, = p, =1/3. Testové
kritérium ma tvar

L i —np, _(87-281/3 (93-281/3)° (101-281/3)’
~" " np 281/3 281/3 281/3

=1,053.

Kriticka hodnota K = CHIINV/(0,05,3-1) = 5,99. Nezamitame tedy hypotézu 0 rovnomérné
spotiebé vsech tii népoji.

2.4.2 CHI-KVADRAT TEST NEZAVISLOSTI ZNAKU

Samostatnym a novym problémem je Vtomto testu vytvoieni specidlni kontingencni
tabulky. Uvazuji se dva znaky: znak A (napt. Pohlavi) aznak B (napf. Zplsob odmény
Vv praci). Znak A je tridici znak, ktery ma 2 kategorie znacené A; , Az, sledovany znak B ma
s moznych kategorii hodnot B, B,,...,B,, S=>2. Kontingen¢ni tabulka 9 ma tento tvar:

Tabulka 9: kontingen¢ni tabulka pro chi-kvadrat test nezavislosti znaki

Kategorie

B B B B Soucet
znaku A / B 1 2 3 s
A N11 N12 N13 N1s ny.
A, N21 N22 N23 N2s ny.
Soucet n.1 n., n.3 N.s n
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V tabulce znaci nj j absolutni ¢etnost ptipadi, pti kterych znak A nabyva hodnoty (kategorie)
S

Aj a soucasn¢ znak B hodnoty Bj. Symbolem n,, = Znij znac¢ime celkovy pocet piipadu, pfi
j=1

kterych se vyskytla i-td kategorie znaku A, symbolem n,; =n;; +n,; znatime celkovy pocet

ptipadd, pfti kterych se vyskytla j-ta kategorie znaku B.

Zajima nas, zda jsou oba znaky na sob¢ nezavislé.

Postup testu

1. Testuje se na hladin¢ vyznamnosti alfa hypotéza Hy: Znaky A a B jsou nezavislé proti
alternativni hypotéze Hy: Znaky A a B nejsou nezavislé.

2. Testové kritérium ma tvar

kde n; =(n.-n,;)/n jsou teoretické (o¢ekdvané) Cetnosti. Hodnoty n; predstavuji empirické

cetnosti ziskané ndhodnym vybérem.

3. Kritickd hodnota testu K =y, ().
4. Zavér testu: pokud T > K | zamitdme hypotézu Ho. V opaéném piipadé ji pfijimame.

PRIKLAD 8

M¢gjme situaci, kdy sledovanym znakem A je pohlavi respondentl Vv jist¢ém marketingovém
vyzkumu a znakem B je forma odmény, kterou tito respondenti dostavaji pti sportovnich
soutéznich akcich. Absolutni pocty dotazanych, ktefi byli ndhodné vybrani, aspadaji do
ptislusné kategorie podle klasifika¢niho hlediska A a B, jsou uvedeny v tabulce 10.

Tabulka 10: idaje 0 odménach a respondentech

Pozorované Cet.[Penize Limonady |Celkovy soucet
Muzi 78 42 120
Zeny 46 34 80
Celkovy soucet 124 76 200

Naptiklad pocet 78 je jednou ze sdruzenych Cetnosti uvedenych v tabulce a udava, ze pravé
78 dotazanych respondentl byli muzi, kteti soucasné uvedli, Ze jako odménu dostavaji penize.
Celkove pocty uvedené Vv tabulce byly jiz dopocteny ptislusSnym marketingovym pracovnikem
a nebyly soucasti odpovédi dotazanych. Tyto celkové (marginédlni) soucty potfebujeme mit
k dispozici pro vypocet teoretickych Cetnosti a sestaveni testu.
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Dalsi dvé tabulky 11 a 12 obsahuji vypocet o¢ekavanych cetnosti (tabulka vlevo) a vypocet
s¢itanctl (tabulka vpravo), které v souctu davaji testové kritérium. Zde Ej; znaci empirickou
cetnost a O;; ocekavanou/teoretickou cetnost. Ocekavané Cetnosti vypocitdme z kontingen¢ni
tabulky 10 jako soucin pfislusného fadkového a pfislusného sloupcového souctu vydéleného
celkovym souétem. Je tedy v tomto ptipadé napt. 74,4 =120-124/200.

Tabulka 11: ofekavané cetnosti Tabulka 12: s¢itance pro testové kritérum

Ocekavan¢ Cet. |Penize |Limonady ||(Eij - Oij)"2/Eij
Muzi 74,4 45,6 0,174 0,284
Zeny 49,6 30,4 0,261 0,426

Posledni tabulka 13 obsahuje hodnotu testového kritéria T, stupné volnosti s-1, které se
rovnéz publikuji pod zkratkou df = degrees of freedom, a kritickou hodnotu K pro hladinu
vyznamnosti alfa a stupn¢ volnosti s-1.

Tabulka 13: testové kritérium T a Kkriticka hodnota testu K

T 1,14

alfa 0,05
df s-1=2-1
K 3,84

Testové kritérium T = 1,14. Kriticka hodnota K = CHIINV(0,05; 2-1) = 3,84. Protoze testové
kritérium je menSi neZz kritickd hodnota, pfijimame hypotézu, Ze mezi formou odmény
a pohlavim neexistuje souvislost. Poznamenejme jesté na Uplny zavér, Ze test 1ze v Excelu
realizovat také pomoci funkce CHITEST(aktudlni; ocekavané), kterd méd dva parametry:
parametr ,,aktudlni“ je odkazem na pole dat (tabulku) s empirickymi cetnostmi, zatimco
parametr ,,o¢ekavané“ je odkazem na pole dat/tabulku ocekavanych cetnosti. Po vyznaeni
téchto poli vrati funkce CHITEST realné ¢islo p-value a vyhodnoceni testu se provadi takto:
pokud je p-value mensi nez hladina vyznamnosti alfa, pfipadné také rovna, nulova hypotéza
se zamitne; pokud je p-value vétsi nez hladina vyznamnosti alfa, nulova hypotéza se piijme.

KONTROLNI TEST 2

a. Udaje uvedené v tabulce predstavuji vysledek ndhodného vybéru, ktery se tyka
statistického znaku Y. S vyuzitim jednovybérového t-testu zjistéte na pétiprocentni
hladin¢ vyznamnosti, Ze zda stfedni hodnota znaku Y je rovna 17,8. Uved’te, jak vyslo
testové kritérium a kriticka hodnota. Zméni se zavér testu, pokud test realizujeme na
desetiprocentni hladiné vyznamnosti (ve druhém piipad€ rovnéz uved'te Groven nové
kritické hodnoty).

Yy | 16 | 15 | 17 | 18 19 14 13
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b.  Necht jsou k dispozici tyto udaje 0 znacich Y a X:
| x | 6 | 25 | 17 [ 18 [ 29 [ 4 [ 15 |

Ly | 16 | 15 | 17 | 18 | 19 | 14 | 34 |

Spoctéte F-testem, zda oba vybéry pochézeji z populaci se stejnym rozptylem, a to na
pétiprocentni hladiné vyznamnosti. Uvedte Vramci vypocltu testové kritérium
a kritickou hodnotu testu. Test si vyzkouSejte bez pomoci Excelovského modulu
Analyza dat!

c.  Pomoci dvouvybérového t-testu pro piipad rovnosti populacnich rozptylti otestujte na
jednoprocentni hladin€ vyznamnosti, zda znaky X a Y maji stejnou stiedni hodnotu.
Vyuzijte k tomu udaje z tkolu 2.2.

d. Vybérové Setieni ohledné Cetnosti uzivani riznych zna¢ek mobilnich telefoni vedlo
ke zjisténim uvedenym V tabulce. Otestujte na desetiprocentni hladiné vyznamnosti
hypotézu, ze 25% vSech lidi pouziva Mobill, 33% vSech lidi pouziva Mobil2 a zbylych
42% celé populace pouziva Mobil3. Opét uved'te vV ramcei vypoctu testové kritérium
a kritickou hodnotu testu.

Pocet

uzivatela
Mobill 2340
Mobil2 3124
Mobil3 3000

e. Pomoci testu nezavislosti znakli ovéite, zda souvisi pohlavi fidice osobniho vozu se
zévaznosti zptisobené nehody. Test proved’te na jednoprocentni hladiné vyznamnosti.
V ramci vypoctu uved'te testové kritérium, kritickou hodnotu a zavér testu. K dispozici
mate tyto vysledky vybérového Setieni:

Muz Zena
Drobné nehody 134 127
Sti‘edné zavazné nehody 254 301
Zavazné nehody 14 4

RESENI KONTROLNIHO TESTU 2

a. Testové kritérium = -2,2. Kritickd hodnota = 2,44. Testové kritérium je V absolutni
hodnoté¢ mensi nez kriticka hodnota, proto pfijimame hypotézu, ze stiedni hodnota je
rovna 17,8. Pro 10% hladinu vyznamnosti vychazi kriticka hodnota 1,94. V tomto
druhém ptipad¢é bychom hypotézu 0 stfedni hodnoté 17,8 zamitli.

b.  Testové kritérium = 1,78. Kritickd hodnota = 4,28. Hypotézu 0 rovnosti rozptyli
nezamitame.

c. Testové kritérium = 0,63. Kriticka hodnota = 3,05. Hypotézu 0 rovnosti stfednich
hodnot nezamitdme.

d. Testové kritérium = 43.25. Kriticka hodnota = 4.6. Hypotézu 0 testovaném pomérném
zastoupeni jednotlivych skupin uzivatelll telefonu zamitame.

e.  Testové kritérium = 8,65. Kriticka hodnota = 9,21. Pfijimame hypotézu, zZe zdvaznost
nehody a pohlavi fidi¢e vozu spolu nesouviseji.

-36 -



Filip Tosenovsky; STATISTICKE METODY PRO EKONOMY

3 REGRESNI ANALYZA

Regresni analyza se zabyva zavislosti kvantitativniho znaku na kvantitativnim znaku
(nebo vice kvantitativnich znacich). V piipad¢ zavislosti jednoho znaku na jednom znaku
mluvime 0 jednoduché regresi, U zavislosti jednoho znaku na vice kvantitativnich znacich
hovofime 0 vicenasobné (nebo mnohondsobné) regresi. V této kapitole byste si méli
prohloubit znalosti ziskané 0 regresni analyze v zakladnim kurzu statistiky [5], a to zejména,
pokud jde o vicenasobnou regresi. V kapitole jsou nejprve zopakovany zakladni pojmy
a uvedeny piedpoklady regresni analyzy. Dale je zde sestaven vztah pro vypocet vektoru
regresnich koeficientll aje popsano testovani statistické vyznamnosti téchto regresnich
koeficientli. Vyklad kapitoly uzavira test vhodnosti celého regresniho modelu.

3.1 PODSTATA REGRESNIi ANALYZY

Regresni analyza hleda obecné feceno matematicky vztah - rovnici, jez V néjakém slova
smyslu nejlépe vyjadiuje zmény nahodné proménné Y V zavislosti na zménach nahodnych
proménnych Xi, Xz, ..., Xk. My budeme piedpokladat ptipad standardné prezentovany
v odborné literatufe, tj. piipad, kdy jsou k dispozici n€které hodnoty proménnych Xj, Xa,...,
Xk, které se jakozto realizace nahodnych veli¢in zna¢i malymi pismeny: X;j = i-td hodnota j-té
proménné Xj. Pokud jde o tyto hodnoty, obvykle jde o ,.fizeny experiment™ v tom smyslu, ze
analytik si je ur¢i a k témto zvolenym hodnotam potom najde (napf. naméfti) hodnoty veli¢iny
Y. Naméfené Y pro i-tou zvolenou hodnotu proménnych Xj, Xa,..., Xk oznaéime Y;. Jako
priklad uved'me znak Y = HDP, ktery je ovlivnén faktory Xi, Xo,..., Xk. Pfi rdzné konstelaci
téchto faktori se bude HDP chovat obecné jinak andhodné, jelikoz téZko vymezime
k faktort, které v plné mife popisuji chovani HDP. Takze vzdy pdjde 0 nahodnou veli¢inu
a vzdy ptjde o HDP, avSak pravdépodobnostni chovani této veli¢iny se zméni se zménou
hodnot faktord Xi, Xs,..., Xk. Proto uvadime index ive znaku Y. Pifi tomto fizeném
experimentu, kdy pijde 0 zjistovani konkrétni podoby vztahu mezi Y a proménnymi X, Xy,
..., Xk na zvolené podmnoZin¢ mnoziny vSech hodnot proménnych Xi, Xy, ..., Xk, vychazime
z predpokladu, Ze mezi uvazovanymi proménnymi plati rovnice Y = f (Xl, ) G Xk)+8.

V tomto vztahu regresni funkce f zavisi na neznamych parametrech a ¢len & je nahodna
veli¢ina dotvafejici popis chovani proménné Y, které zcela neumi podchytit systematicka Cast
modelu dana funkci f (Xl, Xy X ) Jak jsme jiz naznadili timto kratkym vstupem do
regrese, v dalsim se bude otazka vztaht fesit obecné pro ptipad, ze proménna Y — tzv. zdvisle
proménnd zavisi na K nezavisle proménnych - na vektoru proménnych X = ( ) ST ) .

Tvar f (X, X,,.... X, ) miZe byt rizny:

f (Xl’ Xz,..., Xk):ﬂl+ﬂle7
f (X1, Xy0e Xy ) = Bo+BX, + B, X,7, apod.

Parametry beta zde uvedené nejsou znamy!

Ma-li systematickd &ast modelu tvar f (X, X,,..., X, )=£,f,(X)+ 5, f,(X)+..+ B f (X),

hovoiime 0 linedrni regresi (linearni z hlediska parametrti), nebo 0 linedrnim regresnim
modelu. Nejcastéji uvazujeme tento model ve tvaru:
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3-1 f( Xy Xgro X ) = BX + B X, + . S X

V naSem vykladu za¢neme nejjednodussim piipadem, kdy f je linearni funkci jedné nezavislé
proménné:

3-2 F(X,)=B+BX,.

Uvazujeme tedy vztah Y =f+pF,X,+¢=1(X,)+¢&. NaSe situace je vykreslena
V nasledujicim grafu.

Obrazek 1: regresni zavislost vV podobé primky

¥ .
1‘r:' = f[‘r:'i-:l + £y
) - Y=fXx)
X; N e __Fﬂ-"f
Sxa) ____,,..r-["--
. -
d___.-'-"'

Graf ukazuje, Ze chovani veli¢iny Y je dano systematickou ¢asti regresniho modelu, tj. funkei
f(X1), jez odrazi vliv jediné proménné X; na hodnoty proménné Y. K tplnému popisu chovani
veli¢iny Y vSak nestac¢i funkce f(X;) aje kni nutné pricist také vliv ostatnich faktord
shrnutych v proménné ¢. Pravé vyiené potom plati samoziejmé také pro konkrétni hodnotu
proménné Xj, napi. pro bod Xj1: vV bod¢ xj1 plati vztah Y; = f(xi1) + &, kde f(xi1) je konkrétni
hodnota. Prestoze ale f(Xj1) je konkrétni hodnota, tuto hodnotu nezname, i kdybychom znali
charakter tvaru funkce f (napf. bychom védéli, ze to je pfimka). Divod je ten, ze funkce f
obsahuje nezndmé parametry beta! Cilem regresni analyzy je odhadnout neznamé
parametry beta.

K tomuto ucelu je tieba mit k dispozici tdaje. Naptiklad pro odhad parametrii ptimky byvaji

k dispozici udaje (Xﬂ, Yl),(X21,Y2),...,(an,Yn). Tento zapis znamend, ze mame K dispozici n

bodii z roviny, pficemz prvni soufadnice téchto bodd, coz jsou hodnoty jediné nezavislé

proménné Xj, jsme si zvolili a k témto hodnotam jsme naméfili hodnoty proménné Y;, i = 1, 2,
.., N. Vtomto pfipad¢ jsme ke kazdé hodnoté veli¢iny X; ziskali pravé jednu hodnotu

veli¢iny Y.

Odhad hodnoty funkce f (X, X,,... X, )=BX,+BX, +..+ B X, pii i-t¢ hodnotd

proménnych X, X,,..., X, budeme znagit Y, =0x, +0,X, +...+b X, .
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Zavisi-li Y na dvou proménnych Xi, X;, budou body (ziskané experimentalné kvuli potiebé
odhadu parametrit modelu) reprezentovany uspofadanymi trojicemi:

(X11, X12 ,Y1)
(X1, X22 ,Y2)

(an, Xn2 ,Yn)-

Prvni index v kazdé trojici piedstavuje poradové ¢islo bodu (prvy, druhy,..., n-ty bod). Tyto
body budou v trojrozmérném prostoru prolozeny funkci — v tomto p¥ipadé rovinou o rovnici
Y =hx +b,X,. Tato funkce aproximuje vztah mezi veli¢inou Y na strané jedné a veli¢inami
X1, X2 na strané druhé.

Obecngéji, v piipadé zavislosti Y na k proménnych Xj, Xa,...,Xk, pfedpokladame znalost boda
V k+1-rozmérném prostoru:

(X1, X125+ -+, X1k, Y1)
(X21, X22,- - -» X2k, Y2)

(ana Xn2:~ (X Xnk, Yn)

Tyto body budou ve zminéném prostoru prolozeny funkci — vtomto piipadé nadrovinou
orovnici Y =bx +b,X, +...+b,X, . Tato funkce aproximuje vztah mezi veli¢inou Y na strané
jedné a veli¢inami Xi, Xo,..., Xk na stran¢ druhé.

Aby byly ospravedlnény dale uvedené postupy odhadu parametrii regresni funkce (nejen
Vv pfipad¢ pfimky), je tfeba ucinit nékteré predpoklady o statistickych vlastnostech nahodné
slozky e:

1. Stfedni hodnota & je nula, tj. E(g) = 0 pro kazdé i.

2. Rozptyl & je konstantni, nezavisly na i, tj. Var(g) = o pro kazdé i.
3. Veli¢iny &, g jsou nekorelované, tj. Cov(s, &) = 0 pro i #j.

4. Veli¢iny & maji normalni rozd&leni, tj. g~ N(0, o) pro kazdé i.

Pritom je zvykem znacit stfedni hodnotu nahodné veli¢iny symbolem E, rozptyl (varianci)
symbolem Var a kovarianci symbolem Cov. Pokud jste zapomn¢li tyto pojmy, zopakujte si je
v zékladnim kurzu statistiky.

3.2 ODHAD REGRESNICH KOEFICIENTU

Regresni funkci piedpokladame ve tvaru: f(Xl,X2,...,Xk):ﬂ0+,81X1+...+,Bka.

Body ziskané napfiiklad tak, ze ke zvolené k-tici (Xi1, Xiz,..., Xik) nalezneme experimentaln¢ y;,
jsou jedinym a rozhodujicim vychodiskem uréujicim kvalitu odhadu parametrt £, pomineme-
li samoziejmé& piedpoklady 0 ndhodné slozce ¢. O odhadu hovoifime proto, Ze pracujeme

s omezenym poctem bodl (vybérem). Vektor parametrt ﬁ:(ﬂo,..., B.) piislusi celému
populacnimu souboru vSech moznych k+1-tic typu (Xiz, Xio,..., Xik, Yi). Odhadem vektoru
parametrtt (f,...,5) bude vektor b = (by,.--,b,) , ktery zjistime pouze z vybéru n bodl typu
(Xil, Xi2,- - -5 Xiks Yi).
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Vektor regresnich koeficienti b= (by,...,b,) ziskdme z vektorové rovnice

3-3

kde X je tzv. matice regresort

3-4 1

X %
X — 1 X21 X22
1 an Xn2
3-5 7
Y=(Y,Y,,...

b" =(X"X) XY,

Xnk

Y)

Symbol Z' znagi transpozici matice Z a symbolem Z™* se znagi inverze matice Z. K vy&isleni

vzorce 3-3 je tieba znat pouze hodnoty bodu

(X11, X125--+» X1k, Y1)
(X1, X22,-- ., Xk, Y2)

(XnL Xn2,- (R ) Xnk, Yn)-

PRIKLAD 1

Odhadnéte zavislost spotieby elektrické energie (Y) na délce elektrického vedeni (Xi)

aodbéru  energie (X2). Regresni

funkce

S¢€

predpoklada

f (X, Xz) = By + B X, + B,X,. Jsou k dispozici nasledujici vybérova data

Tabulka 14: vstupni udaje pro regresni analyzu

X1 X2 Y
1,2 3,6 3,2
1,3 3,7 3,3
1,3 3,8 3,4
1,4 3,8 3,5
1,4 3,9 3,6
1,5 3,9 3,6
15 4 3,7
1,6 4 3,8
1,6 4,1 3,9
1,7 4,2 4
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Tabulka 14 ptedstavuje body, z nichz ziskdme potiebné matice X a Y.

12
13
13
1,4
14
15
15
16
16
1,7

>
I
N = T = T e = = T =SS TN

3,6 |
3,7
3,8
3,8
3,9
3,9
4

4

4.1

4,2 |

bO

Vektor odhadu regresnich koeficienti b =| b,

1 1 1 1 1 1
XT-X=[1,2 13 13 L4 14 15 15 16 16 17|

b,

1

36 37 38 38 39 39 4

r307

3,3
3,4
3,5
3,6
3,6
3,7
3,8
3,9
4

obdrzime pomoci 3-3 postupn¢:

Y =
1
1
1
1
1 1 1
1
1
4 41 42
1
1
1
1
245,2 108 -103

1,2
13
13
1,4
1,4
15
15
16
16
1,7

(X7-x)"=| 108 60 50 |.

-103 50 45

-41 -
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3,7
3,8
3,8
39
3,9

4,1

4,2

10 145 39
=114,5 21,25 56,8 |.
39 56,8 152,4
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'30]
3,3
3,4
3,5

11 1 1 1 1 1 1 1 1 26 36

X"Y=(12 13 13 14 14 15 15 16 16 L7 || |=|5256 |

36 37 38 38 39 39 4 4 41 42 37 140,82

3,8
39

Nyni mizete podle 3-3 vypocitat:

2452 108 -103][ 36 —0,787 [h,
6T=(XT.X)‘1-XTY= 108 60 50 |-| 52,56 |=| 0,60 |=|b, |.
-103 -50 45 ||140,82| | 0,90 | |b,

Hledana regresni funkce ma tedy rovnici Y =-0,78+0,60x, +0,90x, .
Teoretické hodnoty

Teoretické hodnoty YZ,Y;,...,Y] obdrZime dosazenim do Y =-0,78+0,60x,+0,90x, Za X1 a X2
postupné z tabulku vstupnich dat:

Y, =-0,78+0,60-1,2+0,90-3,6 = 3,18,
Y, =-0,78+0,60-1,3+0,90-3,7=3,33,

Vi =—0,78+0,60-1,7+0,90-4,2=4,02.

Tyto hodnoty Ize ziskat pomoci maticového nasobeni najednou takto:

1 12 36] 3181 [,
1 13 37 3,33 A
1 13 3,8 3,42
1 1,4 3,8 3,48
0,78
_ .11 14 39 3,57
Y:X b = . 0,6 = =
115 39 3,63
0,9
1 15 4 3,72
116 4 3,78
116 41 3,87 .
11 17 4,2] 14,02 | 9y |
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Vektor rezidualnich odchylek:

Rozdil teoretické a skute¢né hodnoty, tj. rozdil vektord &=Y -y predstavuje vektor
rezidualnich odchylek. V nasem piikladu jej obdrzime nésledovné:

[32] [3187] [0,02] [e
33| [333| |-0,03| |e,
34| |342| |-0,02
35| [3,48| | 0,02
36| |357| | 0,03
36| |363| |-0,03
37| 372 | 0,02
39| (378 | 0,02
39| (387 | 003 | .
4| [402] [-0,02] |e,]

Rozdily v tomto ptipad€ vznikaji tak, Ze se odecitaji sob¢ odpovidajici souradnice vektort.
Rozptyl odhadu regresnich koeficientu:

Protoze pfi vypoctu regresnich koeficientll se jedna 0 odhady, je Gcelné také nalézt rozptyly
téchto odhadu, které vyjadiuji pfesnost odhadi. Ziskame je jako prvky hlavni diagonaly
matice:

3-6 Var(b) =s-(X" -X)_l,

n

P

kde s* = '=1—k je odhad rozptylu veli¢iny . Pfitom

€ = i-ta rezidualni odchylka,
n = pocet bodd,
k = pocet parametrd regresniho modelu.

V nasem ptikladu obdrzime:
g2
Z ' 0,006

% = " =m=0, 0008571.
n_ —

Tedy

2452 108 -103] [0,2102 00926 —0,0883
Var(b)=s?-(XT-x )" =0,0008571:| 108 60 —50 |=|0,0926 00514 —0,0429|
~103 -50 45 | [0,0883 —0,0429 10,0386
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Diagondlu posledni matice tvoii rozptyly jednotlivych regresnich koeficientt:

s%(bo) = 0,2102, odtud smérodatna odchylka je s(bg) = 0,4584.

s?(by) = 0,0514, odtud smérodatné odchylka je s(b;) = 0,2267.

s%(by) = 0,0386, odtud smérodatna odchylka je s(b2) = 0,1965.
Po nalezeni regresniho modelu arozptyli odhadt regresnich koeficientd piSeme obvykle
vysledné teseni tak, Ze pod regresni koeficienty do zavorek uvadime ptislusné smérodatné
odchylky (téz tzv. standardni chyby). V nasem piipadé mame:

Y =—0,78+0,60x, +0,90Xx,
(0,4584) (0,2267) (0,1965)
Pii vypoctu regresnich koeficientd by, by, ..., by se stava, ze mezi koeficienty jsou az fadové
rozdily, napt. b; = 200 a b, = 0,02. V takovych piipadech stojime pied problémem, zda ma

smysl zatadit napt. b, do regresni funkce. K objektivnimu posouzeni vyznamnosti regresnich
koeficientil 1ze pouzit nasledujici statisticky test.

3.3 TEST VYZNAMNOSTI REGRESNICH KOEFICIENTU

Test ma tuto strukturu:

1. Testované hypotézy jsou:

Ho: 5i =0,
Hl:ﬁiio.

2. Testové kritérium:

kde b; je odhad parametru £, s(bj) je smérodatna odchylka odhadu b;.
3. Kriticka hodnota K = t,5(a), kde a je zvolena hladina vyznamnosti.

4. Porovname T a K: Je-li | T|> K, zamita se Hy a pfijme se alternativni hypotézu Hy, podle
které vypocitany koeficient je mozné povazovat za nenulovy, neboli statisticky vyznamny a je
proto divod pro jeho zafazeni do regresni funkce. V opacném piipad¢ piijimdme Hg
a parametr povazujeme za statisticky nevyznamny.

V naSem ptikladu dostavame konkrétné

b, 0,60
T, = = =
s(b) /0,0514

T, = b, _ 458,
s(b,)
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pricemz ty.p(a) = tio-3 (0,05) = 2,365. Protoze T1 > 2,365 a také T, > 2,365 , jsou oba regresni
koeficienty statisticky vyznamné a nenulové, a proto je oba zafadime do regresni funkce.

Jak jiz bylo feCeno, vychozim ptedpokladem pro nalezeni odhadu b :(bl,...,bk) regresnich
koeficientl g=(4,..,4,) je znalost matic X a Y, coz znamena znalost bodt (Xj1, Xj2,- - -, Xjk, Yj)-

Praktik stojici pfed ulohou formulovanou v uvodu této kapitoly v§ak musi tyto hodnoty ziskat.
V této souvislosti musi rozhodnout, jak volit hodnoty Xj; a kolik bodt je potieba pro seridzni
odhad regresnich koeficientl. Uvéazime-li, Ze jak volba bodl Xjj, tak ijejich pocet maji
rozhodujici vyznam pro kvalitu odhadu, jsou ob¢ otdzky klicové. Dalsi zpracovani téchto
udajii je uz rutinni zalezitosti. Uvedenou problematikou se zabyva mimo jiné planovani
experimentt, které je naplni pozdéjsich kapitol tohoto u¢ebniho textu.

3.4 INTERVALY SPOLEHLIVOSTI PRO REGRESNI KOEFICIENTY

Intervaly spolehlivosti pro parametry fi,...,05k, tj. intervaly, ve kterych Ize o¢ekavat tyto
parametry s pravdépodobnosti 1-a, ziskdme pomoci vztahu:

3-7 [bl _tnfp ((Z).S(bi )’ bi +tn7p (OC).S(bi )] ’
kde

b; = odhad parametru /£,

s(bj) = smérodatna odchylka odhadu bj,

tn-p(r) = kritickd hodnota Studentova rozdé¢leni,
n = pocet bodd,

p = pocet parametrd modelu,

a = hladina vyznamnosti,

Pti hladin€ vyznamnosti a je stupeil spolehlivosti 1-a. S touto pravdépodobnosti se nachazi
neznamy parametr £ v intervalu 3-7.

3.5 TESTOVANI VHODNOSTI REGRESNIHO MODELU

Vhodnost volby regresniho modelu f (Xl, ) ST Xk)zﬂo + B X, +...+ B X, (. volby

nezavisle proménnych) se overi testem. Test ma nésledujici strukturu:

1. Hypotézy jsou:
Ho: =0, =...= B =0,

respektive, vektoré zapsano, Hy : B=0.

H,:f#0.
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2. Testové kritérium:

S K
S, /(n-k-1)’

kde

3. Kritickd hodnota K=F, , ,(a), kde F _ ., ,(a) je kritickd hodnota Fischerova rozdéleni

F se stupni volnosti dfl = kadf, = n-k-1. V Excelu se kriticka hodnota vypocita pomoci
funkce FINV(¢; dfy; dfy).

4.Je-i T > K, pak se Hp zamita. V opa¢ném ptipadé se Ho nezamita.
Pouzijeme-li test na nas ptiklad, obdrzime:

T2 0594/B=D _ 5465 K = Fy044(0,05) = 4,757.
0,006/(10—3)
Protoze T piekrocilo kritickou hodnotu K, zamita se Hp @ model se povazuje za vyhovujici, tj.
zamitd se hypotéza 0 nulovosti vSech regresnich koeficientd (s vyjimkou py). Testové
kritérium piekrocilo kritickou hodnotu vyrazné a stalo by se tak i na jednoprocentni hladiné
vyznamnosti.

3.6 SHRNUTI

V této kapitole jsme se zabyvali regresni analyzou. Regresni analyza fes$i vztah mezi
kvantitativnim znakem Y nazyvanym vysvétlovana (zavisld) proménna a mezi kvantitativnimi
znaky nazyvanymi vysvétlujici (nezavislé) proménné. Zabyvali jsme se linearnim regresnim
modelem (linearnim podle parametril). V zavéru kapitoly jsme se seznamili S testy, pomoci
nichz lze posoudit statistickou vyznamnost regresnich koeficientii ¢i statistickou vyznamnost
celého modelu a sestavit intervaly spolehlivosti pro odhadnuté parametry.

Text je prolozen feSenymi piiklady. Pracovali jsme S témito pojmy: linedrni regrese, odhad
regresnich koeficientli, teoretickd hodnota, rezidudlni odchylky, rozptyl a smérodatna
odchylka odhadt regresnich koeficientl, testovani regresnich koeficienttl, testovani vhodnosti
regresniho modelu, intervaly spolehlivosti pro odhadnuté koeficienty.

Nasledu;ji dalsi feSené priklady.

PRIKLAD 2

a) Odhadnéte regresni koeficienty V regresni rovnici Y = b, +bx +b,x,,
b) Vypoctéte teoretické hodnoty,
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c) Vypoctéte rezidualni odchylky,
d) Vypoctéte rozptyl odhadu regresnich koeficientt,
e) Testujte regresni koeficienty na vyznamnost.

1 11 3
f) Pro vstupni hodnoty X, = [1 12 5} proved’te predikci zavislé proménné Y.
K tkolim a-f vyuzijte nasledujici tdaje:
y X1 X2
10 1 0
25 3 -1
32 4 0
43 5 1
58 7 -1
62 8 0
67 10 -1
71 10 2
RESENI
a. Odhad regresnich koeficientti:
368
XTY =|2710|,
35

1 2887 —384 240 || 368 6,47

bT = 7664 -384 64 —-40|/2710|=|659 |-
—-240 -40 608 | 35 0,26

b. Teoretické hodnoty
Y = (13, 06, 25,98, 32,83, 39,68,52,34,59,19, 72,11, 72,89) .
c. Rezidua

§=(-306,-098,-083,332,566,281,-511,-189).

d. Rozptyl koeficientii

D e? =9165,
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2887 —-384 240 [1135
9165 1

Var (b) . 64 —40|=| .. 025 .. |.
8—3 4664
240 -40 608 ... 239
e. Test koeficientu:
by 647 6,59

192, T, =5 ~1318, T2=0.17.

T0 = = =
s(by) 337
K =t,_, (@) =tg_5(0,05) = 2,571,

Statisticky vyznamny je pouze koeficient g, nebot pouze T > K.

f. Predikce Yo:

111 3
XO =
112 5

6,47
111 3 79,74
Y, = 16,59 | = .
112 5 86,85
0,26

PRIKLAD 3

Zjistéte, zda existuje zavislost hodnoty produkce na vysi firemnich investic v odvétvi lehkého
strojirenstvi. Tato zavislost je reprezentovana koeficientem g, Vregresni funkci obsahujici

dva parametry. Ptitom vite, Ze regresni koeficient ziskany z 12 vybérovych dat b =2,1622.
Dale vite, ze smérodatna odchylka tohoto regresniho koeficientu s(b)=0,615516. Existenci
zavislosti provéite testem na nulovost koeficientu pg;, ato na pétiprocentni hladiné

vyznamnosti.

RESENI

Dosadite-li do testového kritéria T = 2 dostanete T — 22622 _ 3513
s(b,) 0,615516

V tabulce Studentova rozd¢leni naleznete pro 12 — 2 = 10 stupiiti volnosti kritickou hodnotu
t,(0,05) =2,228. ProtoZe 3,513 > 2,228, zamitate na zvolené hladiné vyznamnosti hypotézu

o0 nulové hodnoté regresniho koeficientu. Tento regresni koeficient je tedy na hladiné
vyznamnosti 5% statisticky vyznamny a zkoumana zavislost existuje.
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PRIKLAD 4

Naleznéte linedrni regresni rovnici, kterd popisuje zavislost celkové mési¢ni trzby — proménna
Y (v 10 000 K¢) na trzbé ve stravovacich usecich — proménna X, (v 10 000 K¢) a na poctu
,»lizkonoci — proménna X, . Mé&si¢ni kapacita hoteld se udava casto timto ukazatelem a je

dana soucinem celkového poctu lizek apoctu dnii v mésici. Vychozi udaje obsahuje
nasledujici tabulka.

Vychozi udaje:

Y X, X,
12,0 2,0 150
8,0 1,2 94
76,4 14,8 811
17,0 8,3 254
21,3 8,4 399
10,0 3,0 95
12,5 4,8 149
97,3 15,6 312
88,0 16,1 952
25,0 11,5 247
38,6 14,2 400
47,3 14,0 312

RESENI
Vektor vysvétlované promeénné a matice vysvétlujicich proménnych maji tvar:

[12,0] 1 2,0 150]
8,0 1 1,2 94
76,4 1 14,8 811
17,0 1 83 254
21,3 1 84 399
Y=10,0' X=1 3,0 95.
12,5 1 4,8 149
97,3 1 15,6 312
88,0 1 16,1 952
25,0 1 11,5 247
38,6 1 14,2 400
| 47,3 ] 1 14,0 312
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Odtud
12,0 113,90 4175,0 453, 4
XTX =| 1139 1428,43 51958,5|, X'Y =| 6006,8 |,
4175,0 51958,50 2266001 230647,8

0,343  -0,02629  —0,0003
(xTx)‘lz ~0,026  0,006234 —0,000094 |,
~0,00003 —0,000094 0,00000266

~9,126450
(XX)"(XTY)=b" =| 3,729273
0,033091

Vicenasobna regresni rovnice ma tedy tvar

Y =-9,126450+3, 729273x, +0,033091x,.

PRIKLAD 5

Testujte statistickou vyznamnost regresnich koeficientli S, 5, z predchoziho ptikladu. Test
hypotézy 0 nulovosti téchto regresnich koeficientii proved’te na hladin€ vyznamnosti 5%.

RESENI

Nejprve samostatné vypoctete smeérodatné odchylky regresnich koeficientti. M¢li byste dospét
k témto hodnotam:

s(b,) =1,371 s(b,) =0,0283

b.
Hodnoty testového kritéria podle T = th) jsou
i
- 3,729273= 27201 T, = 0,033091: 11693
1371 0,0283

Provedeme-li test na hladin¢ vyznamnosti 5%, nalezneme v tabulce Studentova rozdéleni pro
12 — 3 = 9 stupiiti volnosti kritickou hodnotu t,(0,05) = 2,26. Porovname-li ob& hodnoty
testového kritéria 7] a 7, s uvedenou kritickou hodnotou, vidime, Ze v pfipad€é proménné X,

zamitdme na zvolené hladiné vyznamnosti hypotézu Hp 0 nulové hodnoté regresniho
parametru f,. V pfipad¢ proménné x, ovSem hodnota testového kritéria neptekrocila

kritickou mez a ztistava tedy v oboru pfijeti. Jinymi slovy feceno, proménnd x, na rozdil od
X, vyznamnym zpisobem neovlivitluje V modelu hodnoty zavislé proménné a jeji zarazeni do
vicenasobného regresniho modelu opravnéné nebylo.
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KONTROLNI TEST 3
3.1 Regresni analyza zkouma zéavislost kvantitativnich znakt?
3.2 Odchylku namétenych hodnot od teoretickych hodnot nazyvame rezidudlni odchylka?
3.3 Regresni analyza se zabyva pouze linearni regresi?
3.4 Kiritickd hodnota t pfi testovani regresnich koeficienti je kritickou hodnotou normalniho
rozdéleni?
3.5 Nulova hypotéza pii testovani vhodnosti modelu je tvaru: H,: g, = S, #...# B, #07?
3.6 Klasicky regresni model ptedpoklada, ze ndhodné slozky maji stiedni
hodnotua__ rozptyl.
3.7 Pro testovani hypotézy 0 nulovosti individualnich regresnich koeficientli se pouziva
3.8 Je-li vrovnici Y =by+bX +..+b X  absolutni &len by, jsou vmatici X Vv prvnim
sloupci
3.9 Regresni analyza zkouma zavislost znak.
3.10 Rozptyly odhadii regresnich koeficientd najdeme na matice
Var(B)z s? (X TX )_1 :
3.11 Personalni oddé€leni shromazdilo udaje 0 v€ku (X) a dob&é pracovni neschopnosti (Y)
dvaceti nahodné¢ vybranych zaméstnanct. Zjisténé tidaje jsou zaznamenany V tabulce.
X Y X Y
20 4 58 20
35 14 46 13
35 15 43 16
34 10 33 10
32 10 29 10
28 9 36 11
25 12 48 14
46 15 55 15
38 15 36 14
50 16 19 6
Odhadnéte regresni koeficienty V rovnici regresni funkce Y = b, +bx.
3.12 Statisticky ufad zkoumal souvislost ro¢nich uspor Sro¢nimi piijmy rodin se dvéma
détmi Skolou povinnymi. Vysledky studie jsou zachyceny v tabulce.
Prijem

(tis. K¢) | 104 125 | 146 | 167 | 111 | 135 | 189 | 196 | 205 | 210 | 170 | 230

l'Ispory !
(tis. K¢) | 6 5,6 92 | 14 8 91 1205| 29 |232|385| 25 | 40

3.13

Najdéte linearni regresni model popisujici zavislost uspor na pfijmech ana zaklad¢
tohoto modelu odhadnéte Gispory rodiny, bude-li jeji ro¢ni piijem 205 tis. K¢.

Ze statistiky rodinnych uctii jsme ndhodné vybrali osm cCtyf¢lennych domécnosti se
dvéma nezaopatfenymi détmi. Z podkladl jsme zjistovali celkovy hruby ro¢ni piijem
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domacnosti V K¢ (vysvétlujici proménna x) a celkové ro¢ni vydaje téchto domacnosti za
prumyslové zbozi (K&, vysvétlovana proménna Y) — viz tabulka:

X 211399 | 306502 |250251 |264138 |274060 |297046 |328645 |249987

Y [42276 |72341 |49852 |53827 |54914 60409 71729 47997

3.14

3.15

a. odhadnéte parametry linedrni regresni rovnice vystihujici zavislost ro¢ni vyse
vydajii domécnosti za primyslové zbozi na celkovém hrubém rocnim piijmu téchto
domacnosti,

b. naleznéte odhad teoretické vyse téchto vydaji v domacnosti, ktera by méla ro¢ni

ptijem pies 300 000KE.

a. Stanovte z dat otazky 3.13 smérodatnou odchylku odhadu parametrti b,,i =0, 1.

b. UrCete pro odhad parametru b, hodnotu testové statistiky T pouzivané Vv testu
hypotézy Hp 0 nezavislosti mezi pfijmy avydaji atento test provedte proti
oboustranné alternativé H; na hlading vyznamnosti «=0,05. Udaje opdt
pfevezméte z kontrolni otazky 3.13.

Z tdaju 0 objemu produkce (mil. FRF, stalé ceny roku 1980, proménna Y), 0 hrubé

tvorbé fixniho kapitalu (mil. FRF, stalé ceny roku 1980, proménna X;) a

0 zaméstnanosti (tis. osob, stav k 31.12.1998, proménna X,) v roce 1998 v jednotlivych

odvétvich narodniho hospodaistvi Francie, které jsou V tabulce, odhadnéte parametry

vicenasobné regresni funkce typu f (X, X,) =S, + BX + [,X,.

Odvétvi Yi X, X.,
Zemédelstvi 288443 18781 1055
Potravinafstvi 393828 13990 551
Energetika 330300 33813 223
Vyroba polotovarti 602182 32022 1101
Vyroba vyrobnich zatizeni 426720 19520 965
Vyroba zatizeni pro domécnosti 34008 1258 49
Vyroba dopravnich prostiedkii 185887 10462 358
Vyroba spotiebnich predméth 427766 16392 1030
Stavebnictvi a verfejné prace 436926 19828 1472
Obchod 495319 36354 2691
Doprava a spoje 417147 58196 1268
Trzni sluzby 1002132 116083 4617
Pojist'ovaci sluzby 61827 2053 158
Finanéni sluzby 709297 6908 441
Netrzni sluzby 840622 136923 6148

RESENI KONTROLNIHO TESTU 3

3.1
3.2
3.3
3.4

ano
ano
ne
ne
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35 ne

3.6 nulovou, konstantni
3.7 t-test

3.8  jednicky

3.9 kvantitativnich

3.10 hlavni diagonale

3.11 Y =1,394+0,296x,
3.12 Y =-26,399+0,274x; 29 711K&
3.13

a. Y =-19599,4+0,2796X,

b. pro x. =300000 K¢ je Y =64298 K¢,
3.14
a. s(b)=0,03375,
b. Testové kritérium T = 8,284, kriticka hodnota t4(0,05) = 2,447 = piijimame H;

0 existenci zavislosti rocni vySe vydaji domécnosti za primyslové zbozi na
celkovém hrubém ro¢nim ptijmu téchto domacnosti.

3.15 Y =263684,7 +2,2331x, + 66, 7912Xx,.
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4 KORELACNI ANALYZA

V ptedchazejici kapitole jsme U regresnich modela fesili problém hledani funkcéniho
vztahu, ktery by vyjadioval zavislost vysvétlované proménné (Y) na vysvétlujicich
proménnych (shrnutych do vektoru X). Regresni modely vychazely mimo jiné z predpokladu,
ze je znam smér kauzalniho vztahu mezi témito proménnymi, a také predpokladal, ze hodnoty
vysvétlujicich proménnych jsou pfedem znamy. Z hlediska matematického S§lo 0 modely
linearni z hlediska parametrt. V této kapitole se budeme zabyvat problémem méieni intenzity
zavislosti mezi proménnymi. Existuje vice zplisobu méfeni intenzity zavislosti, Z nichz mozna
ten nejjednodussi spada do tzv. korelacni analyzy.

Korela¢ni analyza ma uzkou navaznost na regresni analyzu [2], nebot’ se V ni vyuziva teorie
linearnich regresnich modelt. Klade si ale jiny cil — nehledd vhodnou formu vzahu mezi
proménnymi, nebot’ uz primarn¢ vychazi z predopkladu, ze tento vztah je linedrni (dokonce
nejen z hlediska parametri, ale i z hlediska proménnych), a soustfedi se na kontrukci mér
zavislosti mezi témito proménnymi.

Nasledujici kapitola je doplnéna feSenymi piiklady, které by vam mély pomoci danou
problematiku pochopit. Po prostudovani kapitoly si ovéite, zda jste schopni samostatné
vypocitat ptiklady na konci této sekce. Pokud budete studovat dikladnég, urcité to zvladnete.

4.1 KOEFICIENT KORELACE

V nejjednodussim piipadé se sleduje zavislost dvou nahodnych veli¢in Y a X. V tomto
ptipad¢ lze pouzit jako miru linearni zavislosti téchto veliCin (parovy) koeficient korelace pyy,
definovany vztahy

4-1 _ Cov(X,Y)

o o(X) oY) pro o(X)>0,0(Y)>0,

=0 v ostatnich ptipadech.

Zde Cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)-E(Y) znaéi kovarianci nahodnych veli¢in X a Y, jak jiz bylo
uvedeno Vv prvni kapitole tohoto textu, zatimco o(X),respektive o(Y) je smérodatna
odchylka veli¢iny X, respektive Y. Symbol E znaci stfedni hodnotu nahodné veli¢iny. Tento
pojem byl probran v kurzu Statistika pro pfipad diskrétnich ndhodnych veli¢in, u kterého zde
také zlistaneme. Pro parovy koeficient korelace plati p,, €[-11]. Je-li p,, = 0, fikdme, Ze
veli€iny X aY jsou nezkorelované. Je-li p, = 1 nebo p, = -1, existuje presna funkéni

zavislost mezi veli¢inami X a Y Vv podobé pfimky. Tato ptimka je rostouci V prvnim piipadé
a klesajici ve druhém piipadé.

Je-li p, =0, je tfeba se omezit pouze na konstatovani, Ze ob¢ veli¢iny jsou nezkorelované.

Nelze tvrdit, Ze jsou (statisticky) nezavislé. Zatimco nezavislé veli¢iny jsou nezkorelované,
opak neplati (az na n¢kolik vyjimecnych ptipadi).
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PRIKLAD 1
Vypocitejme koeficient korelace p, , jsou-li dany tyto udaje:

Tabulka 15: vstupni dvojice hodnot pro vypocet korelace

X -2 -1 0 1 2
Y 4 1 0 1 4

VSechny pary hodnot nastdvaji se stejnou pravdépodobnosti p. K ruénimu vypoctu p,, je

vyhodné usporadat potiebné vypocty do tabulky 16:

Tabulka 16: mezivypocty pro vyhodnoceni koeficientu korelace

Xi Yj Xi.Yi
-2 4 -8
-1 1 -1
0 0 0
1 1 1
2 4 8
X = 0 Zyi =10 ZXi.yi =0

Je Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)-E(Y)=pD . xy,—p*D. %>y =0, atedy p, = 0. Pfitom

tyto veli¢iny rozhodné€ nejsou nezévislé. Dokonce mezi nimi existuje presna funkéni zavislost
Vv podobé kvadratické funkce, jak se 1ze snadno presvédcit.

Vzorec 4-1 se tyka populacniho/teoretického koeficientu korelace, ktery ve vétsiné ptipadd
nebudeme schopni vypocitat, jelikoz nebudou Kk dispozici populaéni charakteristiky
Cov(X,Y), o(X) ao(Y). Vyse uvedeny piiklad je samoziejmé umele zkonstruovany.
Z tohoto dliivodu aproximujeme ukazatel 4-1 vybérovym parovym korelacnim koeficientem
Iy, ziskanym na zdklad¢ realizace nahodného vybéru. Tento vybérovy ukazatel je dan
vztahem

4-2 r o= n-z %Y _in Z Yi
’ \/I:n-zxiz_(zxi)z:ll:n-z Yiz_(z Yi)z]
Abychom mohli ,,objektivné* rozhodnout 0 existenci jisté miry linearni zavislosti mezi

veli¢inami Y a X, testujeme statistickou hypotézu py, = 0 pomoci testu hypotézy o nulovosti
koeficientu korelace. Vyuzivame K tomu praveé vybeérového koeficientu korelace ryy.
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Testovani nulovosti parové korelace
1. Nulova hypotéza Ho: pyy = 0 vs. alternativni hypotéza Hi: oy # 0.

2. Testové kritérium:

= Fy~NN—2

1fl—rfy ’

kde n = pocet dvojic (X, ¥i), tj. rozsah vybérového souboru.

3. Kiriticka hodnota testu na hladiné vyznamnosti alfa je K = tn»(a). Tyka se tedy Studentova
rozdé€leni S n-2 stupni volnosti.

4. Je-li |T| < K, pak se Ho pfijim4, tj. Y neni linedrn& zavislé na X. V opa&ném pripadé
ptijimame Hj, coz znamena, ze Y je (do jisté miry) linearné zavislé na X.

Poznamenejme, Ze musi byt splnény nékteré predpoklady pro to, aby mohl byt test realizovan.
Tim hlavnim pfedpokladem je, Ze sdruzené pravdépodobnostni rozdéleni nahodného vektoru
(X,Y) je dvourozmérné normalni rozd¢leni.

PRIKLAD 2

M¢jme hodnoty X; a Y; ziskané ndhodnym vybérem:

Tabulka 17: vysledek nahodného vybéru (prvni a druhy sloupec) a mezivypocty

Xi Yi Xi Yi Xi ° Yi °
-2 -5 10 4 25
-1 -3 3 1 9
0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
2 4 8 4 16
=0 x=-3 x2=22 2=10 x2=51

S pomoci vzorce 4-2 obdrzime

o 5.22-0.(-3)
¥ J(5.10-0).(5.51-(-3))

=0,9918.

Takova hodnota je jasnym signalem vysoké zavislosti Y na X, nicméné hodnot je velmi malo,
proto rad&ji provedeme statisticky test, a to na jednoprocentni hladiné vyznamnosti:

_ 0,991845-2 1,718

- = —13,443,
J1-0,99182 /0,016

T
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Je a = 0,01, tedy kriticka hodnota K = t5.2(0,01) = TINV(0,01; 3) = 5,84. Protoze T > K, je
linearni zavislost Y na X vyznamna. Potvrzuje to i p-hodnota testu = TDIST(13,443; 3;2) ==
0,00089, ktera je podstatn¢ mensi nez alfa, a znamena téz, ze hodnota korela¢niho koeficientu
je statisticky vyznamna na hladiné vyznamnosti 0,00089 a vétsi, tj. na kazdé ,,rozumné“
hladin€ vyznamnosti.

4.2 INDEX KORELACE

Neni-li regresni funkci, podle niz se posuzuje korelace veli¢in, pfimka, ale jina,
I nelinearni funkce, je mozné k odhadu zavislosti X a Y pouzit index korelace:

4-3

kde vystupuji soucty ctvercl

Symboly zde znali totéz, co Vregresni analyze. Vypocet Iy, je pracnéjsi nez ury ztoho
divodu, Ze je potfeba nejprve najit rovnici regresni funkce f, aby mohly byt vypocitany
teoretické hodnoty z4vislé proménné Y, pomoci této regrese a z téchto hodnot pak potrebny
soudet ¢tvercti. Hodnoty Y, jsou zméfené, jejich pramér je Y. Teoretické hodnoty VY,
odpovidaji ptislusnym hodnotam veli¢iny X tak, jako tomu bylo v kapitole o regresni analyze:

Y: = f (Xi) .
Index korelace Iy, nabyva hodnot 0 < I,y < 1. Diskuse k vysledkiim je obdobna jako U ryy,

testovani vyznamnosti se obvykle neprovadi. ly, je pouzitelny téz pro regresni pfimku, pak je
ovSem totozny S absolutni hodnotou piislusného parového korela¢niho koeficientu.

4.3 SPEARMANUV KORELACNI KOEFICIENT

Jsou-li hodnoty veli¢in X ,Y zadany poiadim, pouziva se k odhadu miry zavislosti
téchto veli¢in Spearmaniiv koeficient (poradové) korelace, ktery se pocita dle vzorce

4-4 63 d?

r,=1- .
® n(n?-1)

Zde je d. diference i-tého pofadi X a Y an je pocet parti hodnot X a Y, resp. rozsah vybéru.
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PRIKLAD 3

Vyrobky byly sefazeny dle jakosti dvéma komisemi, z nichz jednu tvofili odbornici a druhou
zastupci laické vetejnosti. Rozhodnéte, zda se vysledky hodnoceni obou komisi shoduji ve
smyslu korelace. V levé ¢asti nize uvedené tabulky 18 jsou potadi, vV pravé ¢asti této tabulky
jsou spocteny rozdily v potadi.

Tabulka 18: poradi vyrobku

Vyrobek | Laické poradi Odborné potadi di d;°
1 7 8 -1 1
2 9 9 0 0
3 8 7 1 1
4 10 10 0 0
5 6 6 0 0
6 5 4 1 1
7 3 5 -2 4
8 4 3 1 1
9 2 2 0 0

10 1 1 0 0

2
~ BZdi 6.8

rg=1-—> =1- =
n(n®-1) 10.99

Vybérovy koeficient potadové korelace 1ze vyuzit K testu nezavislosti (1) obou veli¢in:

1. Testovana hypotéza Hp: X,Y jsou nezavislé vs. alternativni hypotéza Hji: XY nejsou
nezavisleé.

2. Testové kritérium ma tvar:
T=(N-1)-r,.

3. Kiriticka hodnota testu K = kriticka hodnota rozdéleni N(0,1) na hladin¢ vyznamnosti alfa =
NORMSINV/(1-alfa).

4. Je-li |T| > K, zamitame hypotézu Ho. V opacném ptipad¢ piijimadme Ho.

Piijmeme-li Ho, vime, Ze jsou veli¢iny nezavislé, atedy inezkorelované. Pokud hypotézu
zamitneme, vime, ze veli¢iny nejsou nezavislé, nejsme ale schopni rozhodnout v takovém
ptipad¢, zda jsou nezkorelované. Test plati ptiblizn¢ pro n>30a za predpokladu, Ze nahodny
vektor (X,Y) ma dvourozmérné pravdépodobnostni rozd€leni spojitého typu.
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4.4 VICENASOBNA ZAVISLOST — PRIPAD DVOU VYSVETLUJiCiCH PROMENNYCH

Chceme-li zjistit linearni zavislost proménné Y na vétSim pocétu vysvétlujicich
proménnych X, X,,..., X, pouzivame k mé&feni tésnosti zavislosti bud’to:

a. koeficienty dil¢i (parcidlni) korelace,
b. koeficient vicenasobné korelace.

proménné Y na vysveétlujici proménné X; za predpokladu, Ze je jistym zplsobem odstranén
vliv ostatnich proménnych X,,..., X . Jde o proménné, kter¢ jsou uvedeny za symbolem ,,-*.
Diivod vypoctu tohoto ukazatele jen ten, ze vliv proménné X; mize byt zkreslen sou¢asnym
plsobenim proménnych X,,..., X ;. Omezime se nyni na pfipad p = 2.

Koeficient dil¢i korelace vystupuje opét ve dvou podobach: budto jde 0 populaéni koeficient
nebo jeho odhad — vybérovy koeficient parcialni korelace. Vybérovy koeficient parcialni
korelace se v pripadé dvou vysvétlujicich proménnych vypocita dle vztahu

4-5 r

_ v ryxz r><1X2

To, = 2 2 )
\/(1— M, )(1— Fex, )

respektive dle rovnice

4-6 r

o ryx1 rX1X2

ryx2-X1 = \/(]__ryle)(l_ rxfxz) .

V obou piipadech nabyvaji koeficienty hodnot z intervalu [-1,1]. Jak je patrné ze vzorct 4-5
a4-6, k vypoctu parcialni korelace je tieba vypocitat rizné kombinace parovych korelaci.
Jelikoz jde o vybérovou korelaci, Ize sjeji pomoci testovat podobu jejitho populaéniho
protéjsku:

Test statistické vyznamnosti koeficientu parcialni korelace (pripad 4-5):

1. Hy: Py, =0(neni piitomna korela¢ni zavislost), H,: p,, ., #0.

2. Testové kritérium:

r ¢n—3

T= YX 0%

2
\)1 - r-y><1'xz

3. Kiriticka hodnota na hlading alfa = K = t,_5(«) = TINV(a,n-3).
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4. Pokud [T|>t,_;(«), pak je koeficient parcidlni korelace statisticky vyznamny, tj.
nenulovy.

Test plati za predpokladu, ze ndhodny vektor (Y, X1, Xp) se fidi tfirozmérnym (regularnim)
normalnim rozdélenim. Predpokladame také, ze n > 3.

Ad b. Koeficient vicendsobné korelace méti zavislost proménné Y na vsech vysvétlujicich
proménnych X, X,,..., X jdohromady. Pro 2 vysvétlujici proménné se vyberova verze

tohoto koeficientu spocte dle vztahu

4-7 2 2
[ T 20 T, + T
r = ,0<r <1.
yoX,X, 1— r2 yoxi Xz

XXy
I tento koeficient lze vyuzit k testu podoby populaéni korelace:

Test statistické vyznamnosti koeficientu vicenasobné korelace:

1. Hy: Py, =0 (nenizavislost) vs. H; 1 p,,,, #0.
2. Testové kritérium:

~ rzy,xlxz -(n-3)
- 2:(1-r2,,.)

yoXiX;

3. Kiriticka hodnota K se tentokrat tyka Fisherova rozdéleni se stupni volnosti 2 an-3: na
hladin& vyznamnosti alfa se zapisuje ve tvaru F,, ;(«) a v Excelu se spotte uzitim

funkce FINV(«,2,n-3).

4. Pokud je T >F,, ;(«), pak je koeficient vicendsobné korelace statisticky vyznamny na

dané hladin€ vyznamnosti. V opa¢ném ptipad¢ neni statisticky vyznamny.

Test plati za predpokladu, zZe ndhodny vektor (Y, Xi, Xz) se fidi tfirozmérnym normalnim
rozd€lenim. Pfedpokladame také, ze n > 3.

SHRNUTI
V této kapitole jsme se sezndmili S dal§im dualezitym tématem: korelacni analyzou.

Naucili jsme se stanovit koeficient korelace, index korelace a Spearmantiv index potfadové
korelace. V zavéru kapitoly jsou uvedeny koeficienty parcialni a vicenasobné korelace.

Protoze vypocet pro piipad, ze Y zavisi na proménnych X, X,,..., X |, kde p>2, je pracnéjsi,

je v teorii a fesenych ptikladech uveden tvar pro vypocet korelace pro piipad p=2.

Nasledu;ji dalsi feSené priklady.
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PRIKLAD 4

Zjistéte, zda existuje mezi nasledujicimi proménnymi linearni zavislost. Vypoctéte parcialni
korelacni koeficienty, proved'te test vyznamnosti mensiho z nich (hladina vyznamnosti 5%),
vypoctéte také koeficient vicenasobné korelace a testujte jeho vyznamnost na hladiné 5%.
Vyuzijte k tomu data tabulky 19, ktera predstavuji celkové mési¢ni trzby Y (v mil. K¢), trzby
stravovacich tsekd X; (v mil. K¢), pocet ,,luzkonoci X,. (Pocet lizkonoci je dan sou¢inem
poctu lizek a poctu dnli v mésici).

Tabulka 19: vstupni Gidaje pro méreni linearni zavislosti

Y 12 8 76,4 17 21,3 10
X1 2 1,2 14,8 8,3 8,4 3
X2 150 94 811 254 399 95

Y 12,5 97,3 88 25 38,6 47,3
X1 4,8 15,6 16,1 115 14,2 14
X2 149 312 952 247 400 312

RESEN{
Nejprve vypocteme jednoduché korelaéni koeficienty:

ryX1:O,85, 2:0,75, r. =0,73.

ryX X %o

Nyni dosadime do vztahu pro parcidlni korela¢ni koeficienty 4-5, 4-6:

_ ryx1 B ryxz rxlxz

Moo, = 2 2
\/(1— Mo, )(1— Mo, )

_ ryxz B ryxl rX1X2

ryxzox1 - 2 2 )
\/(1— M, )(1— M, )

Po dosazeni dostavame nasledujici hodnoty parcidlnich korelacnich koeficienti:

Myox, =0,67, 1, ,, =0,36.

¥X% 201201

Dalsim tkolem je testovat parcialni korela¢ni koeficient r, ,, =0,36:

1. Hyt pyu =0vs. H: p,. #0.

Mo, V12-3

1-r2

YXp 0%

3. Kiriticka hodnota Studentova rozdéleni: t, ;(0,05)=2,262.

2. Testové kritérium: T = =1,16.
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4. Protoze hodnota testového kritéria lezi v oboru pfijeti, tj. [T| < tg(0,05), ptijimame nulovou
hypotézu a parcialni korelacni koeficient neni statisticky vyznamny. Jinak feceno, nebylo
prokazano, ze by celkové mésicni trzby zavisely na poctu lizkonoci pti vylouceni vlivu
trzeb ze stravovacich usek.

Nakonec vypoctéme koeficient vicenasobné korelace a testujme jeho statistickou vyznamnost.
Po dosazeni do vztahu 4-7 dostaneme:

2 2
r _ ryX1 B 2rVX1 rsz erXZ + rYXz _ O 87
yexix, 2 B
1-r,
)

Jak je vidét, jeho hodnota je vEtsi nez nejvetsi z jednoduchych korelaénich koeficientli. Nyni
nasleduje test:

1. H,: Pyexc, =0 (neni linearni zavislost) vs. H,: Pyexx, #0.

r

Zy.xlxz (12 — 3)
Za—ﬁ%)

3. Kiriticka hodnota Fisherova rozdéleni = FINV(0,05,2,9) = 4,26.

2. Testové kritérium: T = =14,54.

4. Protoze hodnota testového kritéria lezi v kritickém oboru, zamitdme nulovou hypotézu
a lze tvrdit, ze celkové mésicni trzby jsou spoleéné ovlivnény jak trzbami stravovacich
useki, tak soucasné poctem liizkonoci.

PRIKLAD 5

V nahodném vybéru 0 rozsahu 25 pozorovani byl vypocitain vybérovy koeficient parové
korelace 1, =0,23. Ovéite testem provedenym na 1% hladiné vyznamnosti, zda z tohoto

vysledku lze usuzovat na linearni nezévislost mezi proménnymi X a Y v zakladnim souboru.
RESEN{
Vypocitdme hodnotu testového kritéria

ryWn-2 0,23\25-2
J-r2 1-0,23

V tabulce kritickych hodnot Studentova rozdéleni t naleznete pti 1% hladin€ vyznamnosti pro
23 stupni volnosti kritickou hodnotu

T= =1,133.

t23(0,01) = 2,8
Protoze 1,133 < 2,8, tj. hodnota testového kritéria nalezi do oboru pfijeti, nelze na 1% hladiné

vyznamnosti zamitnout hypotézu Hp. Existenci linearni zavislosti mezi veli¢inami
v zékladnim souboru povazujeme tedy za neprokazanou.
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PRIKLAD 6
V podniku Canard se pii hodnoceni udaji (tabulka 20) vychazejicich z vnitropodnikového
ucetnictvi sledovala zavislost vlastnich ndkladi piipadajicich na jednotku produkce

(proménna Y) na objemu produkce v 1 000 ks (proménna X).

Tabulka 20: naklady Y a produkce X firmy Canard

x. |60 71 |92 144 1192 | 306
y; | 9157 |2620 |1986 | 1582 |1100 |954

x. |437 |481 | 747 |989 1383

y, |729 |456 |200 |196 110

Vypocitejte index korelace za ptedpokladu hyperbolické regresni zavislosti ve tvaru
vy=21py £,
X

kde a, b jsou neznamé regresni parametry.
RESEN{

Nejprve je zapotiebi stanovit metodou nejmensich ¢tverca regresni koeficienty a a b (pfesnéji
jejich odhady &,b, poté dosadit do nalezené regresni rovnice za X; Gdaje z tabulek, a vypocitat

tak postupné teoretické hodnoty ¥, =(a/X;) +b. K vypoctu indexu korelace potiebujeme
podle 4-3 také primérnou hodnotu y .

Dosadime-li ptislusné soucty radkt do 4-3, dostdvame

2
_ f19813814 — 0,945
22155242

)2

Vysledna hodnota indexu ukazuje na vysokou zavislost mezi vlastnimi naklady na jednotku
produkce a objemem produkce. Lze tedy fici, ze pouziti regresni hyperboly tuto zavislost
velmi dobie vystihuje a pfipadné regresni odhady Y provadéné na jejim zakladé je mozno
povazovat za rozumné.

KONTROLNI TEST 4

4.1 Kaoeficient korelace vyjadiuje linearni zavislost Y na X?

4.2 Koeficient korelace nabyva hodnot z intervalu [0,1] ?

4.3 Nulovd hypotéza pii testovani statistické vyznamnosti korelacniho koeficientu
piedpoklada, ze Y je nezkorelované s X?

4.4 Vypocet indexu korelace | je mnohem snadnéjsi nez vypocet koeficientu korelace?
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4.5 Spearmanuv koeficient korelace nabyva hodnot z intervalu [-1,1]?

4.6 Koreal¢ni analyza hleda Ciselné charakteristiky K vyjadieni

4.7 Je-li hodnota koeficientu korelace r,, =1, pak je piimka, ktera vyjadiuje tuto zavislost,
4.8 Index korelace | nabyva hodnot z intervalu

4.9 Pokud jsou hodnoty veli¢in X, Y zadany potfadim, pouziva se K vyjadieni miry jejich

koeficient korelace.
4.10 Je-li veli¢ina Y linearn¢ zavisla na vektoru X = (XI,X 2,...,Xm) pouziva se K vypoctu

linearni zavislosti

miry této zavislosti koeficient
4.11 Vypocitejte koeficient korelace mezi té¢zbou uhli v 1000t a nédklady na vytézenou tunu
v K¢. Vychozi udaje potiebné Kk vypoctu jsou uvedeny v tabulce.

Dul ¢. X. V.
1 350 37
2 351 38
3 329 38
4 329 38,5
5 327 37,5
6 322 39,1
7 321 39,6
8 316 42,1
9 298 42,9
10 286 43,5

Y | 3229 396,2

412 Ze statistiky rodinnych 0¢tl jsme nahodné vybrali osm cEtyf¢lennych domdacnosti se
dvéma nezaopatfenymi détmi. Z podkladt jsme zjistovali celkovy hruby ro¢ni piijem
domacnosti VK¢ (proménna X) acelkové ro¢ni vydaje téchto domacnosti za
primyslové zbozi (proménna Y). Udaje jsou uvedeny V tabulce.Vypoéitejte index
korelace pro ptipad zavislosti ve tvaru piimky a korela¢ni koeficient.

x, |211399 306502 250251 |264138
y, |42276 72341 49852 53827
X, |274060 297046 328645 | 249987
y, [59914 60409 71729 47997

4.13 Filmovy festival v kategorii hudebnich filmt piedstavil festivalové poroté¢ 10 snimkii,
které soucasné ocenovala v anketé i divacka obec. Poradi hodnoceni dél (ta oznacime
pismeny A, B, ..., J) shrnuje tabulka.

Film A |[B |[C |[D |[E |F |G |H |I J
Potadi odb. poroty 5 (7 9 |1 (2 |8 |3 |4 |6 |10
Poradi v anketé 1 |6 |4 |3 |8 |7 |2 |5 |10 |9
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Spearmanovym korelacnim koeficientem odhadnéte, zda existuje souvislost mezi t€émito
dvéma sadami hodnoceni. Otestujte tento koeficient na 5% hladiné vyznamnosti.

4.14 Z udaji o objemu produkce (proménna Y), 0 hrubé tvorbé fixniho kapitalu (proménna
X1) a 0 zaméstnanosti (tis. osob, proménna X;) V jednotlivych odvétvich narodniho
hospodaistvi Francie, které jsou V tabulce, vypocitejte koeficient vicendsobné korelace.

Odvétvi Y, Xi1 Xi2
Zemédélstvi 288443 18781 1055
Potravinarstvi 393828 {13990 551
Energetika 330300 |33813 223
Vyroba polotovarii 602182 32022 1101
Vyroba vyrobnich zafizeni 426720 | 19520 965
Vyroba zafizeni pro domécnosti | 34008 1258 49
Vyroba dopravnich prostiedki 185887 | 10462 358
Vyroba spotiebnich predmétii 427766 16392 1030
Stavebnictvi a vefejné prace 436926 | 19828 1472

RESENI KONTROLNIHO TESTU 4

41 ano
42 ne
4.3 ano
44 ne
45 ano

4.6 miry zavislosti

4.7 rostouci

48 [0,1]

4.9 Spearmaniv

4.10 vicenasobné korelace
4.11 r, =-0,8967

412 1, = 0,9196 = Iyx
4.13 Spearmantv koeficient pofadové korelace r, =0,38, T =3,44, K =1,64.Je vyznamny.
4.14 r’ . =0,6069.

yoXXp
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5 METODY PROGNOZOVANI TRZEB

Analyza ¢asovych fad predstavuje V soucasnosti velmi dulezitou soucast ekonometrie,
nebot’ umoznuje popisovat systémy, které méni Vv Case svij charakter. Pfitom dynamika
takovychto systémt se Srostouci globalizaci spolecnosti spiSe prohlubuje nez naopak.
Typickou oblasti vyuziti analyzy casovych fad je narodni hospodafstvi i mikroekonomicka
sféra. Jako piiklad miZeme uvést mésiéni udaje 0 vyvoji cen, které publikuje Cesky
statisticky urad, nebo kurs koruny oficialné kotovany na konci kazdého obchodniho dne na
devizovém trhu. Casové fady oviem nevznikaji pouze v ekonomické oblasti, ale i jinde. Tak
napiiklad v demografii se sleduje vyvoj porodnosti aumrtnosti Vv ¢ase, v meteorologii se
sleduji maximalni a minimalni denni teploty, VvV medicin¢ se mohou pfi pravidelnych
preventivnich kontroldch zaznamenavat udaje 0 naméfeném krevnim tlaku pacienta
a podobné. Cilem analyzy casovych fad je predevSim porozumét mechanismu, ktery
vygeneroval hodnoty dané ¢asové fady, nebot’ to umoziuje alespon do jisté miry ,,ovladat®
fungovani systému, 0 jehoz chovani vypovidaji namétené hodnoty. Takové poznani umoziuje
nasmérovat pro budouci ucely systém vhodnym smérem na zékladé rozumné stanovenych
vstupnich parametrll, které do chovani systému zasahuji. UmoZiuje to ovSem také provadét
predpovédi budouciho chovani takového systému. Systém, ktery fadu vytvofil, je popisovan
matematickym modelem.

Je tfeba fici, Ze cela teorie ¢asovych fad je mimotadné rozsahla. Nekteti autofi ji dokonce fadi
mezi vubec nejrozsahlejsi, pokud jde 0 oblast statistické analyzy dat. My se zamétime v tomto
kurzu na tzv. klasickou analyzu ¢asovych fad. Vzpomeneme-li Si na obecné vyjadieni
regresniho modelu, §lo 0 funkéni vztah, ktery se sklddal zurCité systematické Casti a
Z ndhodné slozky. Zatimco systematickd cast odraZela systematicky vliv nejvyznamnéjSich
faktord, nahodna slozka reprezentovala vliv ostatnich, méné dulezitych faktorl, jejichz
izolovany vliv nelze dost dobfe zachytit. V analyze Casovych fad existuji rizné piistupy
k budovani pfislusného modelu, ktery popisuje mechanismus vzniku dané casové ftady.
Klasicky pfistup je zaméfen piredev§im na systematickou ¢ast modelu ¢asové fady.

Klasicka analyza vychazi z toho, Ze pomoci urcité dekompozice systematické ¢asti modelu je
dekompozici se vychazi z piedstavy, ze takové faktory je snadnéjsi detekovat v piipadé¢, kdy
je systematickd ¢ast vhodné rozloZzena, nez kdyz tvoii jeden celek. Jinym davodem
dekompozice modelu je také rozpoznani sezonni slozky tak, aby bylo mozné ptvodni fadu od
této slozky ocistit. Sezonni ociStovani se provadi U ¢asovych tad velmi Casto. V nasem
ptipadé€ klasické teorie predpokladame, Ze v matematickém modelu popisujicim ¢asovou fadu
bude vystupovat v roli vysvétlované proménné pouze proménna t, jez vyjadiuje konkrétni
casovy okamzik.

5.1 CASOVA RADA

Casovéa fada (CR) je posloupnost prostorové a vécné srovnatelnych &iselnych tdaji
usporadanych Vv ¢ase od minulosti pies pritomnost do budoucnosti. Zde nds budou zajimat
zejména CR ekonomickych veli¢in, specialng trzeb, neboli tzv. ekonomické ¢asové Fady.
Rozliduji se okamZikové CR (stavové hodnoty v danych &asovych okamzicich, napf. pocet
zaméstnanct podniku vzdy k 1. dni mésice) a intervalové CR (hodnoty ukazatele za ¢asové
intervaly, napf. hodnoty trzeb podniku za jednotlivé mésice). Ve druhém ptipad¢ dochézi
k jisté agregaci hodnot.
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V casové tadé¢ se obvykle predpoklada, ze:

e hlavnim faktorem zmény je ¢as (oznacuje se t),
e udaje jsou uvedeny za ekvidistantni, tj. stejné dlouhé casové intervaly.

Vyvoj Casové fady se popisuje matematickym modelem. Hlavnim cilem konstrukce takového
modelu je jeho vyuziti K predikci budouciho vyvoje fady. Prognoézovani (téz predikovani,
predvidani apod.) trZzeb ptedstavuje odhad budouci velikosti trzeb. RozliSuji se pfitom bodové
a intervalové prognozy.

5.2 DEKOMPOZICNI MODELY CR

Predpoklada se, ze model Casové fady muze obsahovat az 4 slozky, které vyjadiuji
rizné druhy pohybu analyzovaného ukazatele:

¢ trendovou slozku (trend) Ty,
e sezénni slozku S,

¢ cyklickou slozku C;,

e nahodnou sloZku ¢, .

Trendova slozka vyjadiuje zékladni smé&fovani hodnot CR (rtist, pokles a jejich eventudlni
zesileni nebo tlumeni). Tato slozka vyjadiuje systematicky a dlouhodobé&;jsi vliv faktord, které
pusobi jednim smérem. Trend mtze byt bud’to rostouci nebo klesajici. Neptevazuje-li ani riist
ani pokles, jedna se 0 ¢asovou fadu bez trendu.

Sezénni a cyklicka slozka, souhrnné¢ nazyvané periodicka slozka, zachycuji pravidelné
kolisani hodnot CR. Sezonni sloZka vyjadiuje pravidelné vykyvy hodnot &asové fady, k nimz
dochazi béhem roku. Tyto vykyvy se kazdy rok v daném obdobi opakuji. Hlavnim diivodem
téchto vykyvi jsou predevsim piirodni vlivy jako napft. stfidani ro¢nich obdobi, ale také urcité
spolecenské navyky (napt. stavebni Cinnost je intenzivnéj$i V I1ét€ nez Vv zimé apod.).
Diulezitym rysem sezonni slozky, nebo se také tikd sezonnosti, je skuteCnost, ze casova
prodleva mezi vykyvy neni del$i nez jeden rok. Cyklicka slozka reprezentuje vliv faktort,
které zpiisobuji dlouhodobgjsi vykyvy hodnot fady. Rika se také, ze jde 0 vykyvy kolem
trendu, pfiCemz Casova prodleva mezi témito vykyvy je na rozdil od sezonnosti delSi nez
jeden rok. Cyklicka slozka se Casto velmi obtiZzné¢ matematicky popisuje, aproto se také
v modelu nékdy ani neuvazuje. Divod je ten, Ze intenzita vykyva i jejich pravidelnost se ¢asto
meéni, takze cyklickou slozku je v prvé fadé¢ obtizné detekovat stejné tak jako jeji pficiny.

Trendova, sezénni a cyklicka slozka tvori spole¢né deterministickou slozku. Zpravidla se
uvazuje, ze tyto slozky jsou Vv aditivnim vztahu, takze model ¢asové fady potom mulzeme
zapsat ve tvaru

o-1 Y,=T,+S,+C, +¢, t=0,£1,+2,....
V tomto piipad¢ se hovoii 0 aditivnim modelu casové tfady. V ekonomickych casovych
fadach se nejcastéji setkame se dvéma specialnimi pfipady modelu 5-1: s ptipadem, kdy se

v fadé nevyskytuje periodicka slozka, tj. s ptipadem S, = C, =0. Je pak

5-2 Y, =T +g, t=0,+1L%2...
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Nebo se z vyse uvedenych diivodt pfedpoklada, ze C, =0, a tedy model 5-1 ma tvar
5-3 Yo =T, +S,+&, t=0+L%2,..

Jde pak o ¢asovou Fadu se sezonni sloZkou.

Vedle aditivniho modelu 5-1 existuje také multiplikativni model vychazejici z predpokladu,
ze vzajemny vztah jednotlivych sloZzek modelu je dan pronasobenim:

5-4 yt :-rt‘st.Ct'gtl t:O,iliz,....

Popis a kvantifikace jednotlivych slozek modelu ¢asové Fady patii K hlavnim ukoluim
analyzy ¢asovych rad.

Kromé popisu ¢asové fady zalozeného na dekompozi¢nich modelech existuji i jiné mozZnosti,
jak analyzovat proces, ktery fadu vygeneroval. K témto jinym pfistuptim, které zminime
pozd¢ji, patii tzv. adaptivni pfistupy zahrnujici techniku klouzavych praméra
a exponencidlniho vyrovnavani.

Popis modelovani, ktery nasleduje, je zamétfen zejména na praktickou praci S ¢asovou fadou
tak, jak je tomu i ujinych postupi pfedmétu Statistické metody pro ekonomy. Zajemci
0 hlubsi pozadi analyzy ¢asovych fad mohou vyuzit specialni kurzy pro tento ucel, napf.
pfedmét Analyza asovych fad.

5.2.1 TREND

Jak jiz bylo tec€eno, jedinym faktorem vyvoje dynamiky analyzovaného ukazatele je
V tuto chvili ¢as t. Tato uvaha, ktera sice ¢asto vyrazné zjednodusuje skutecnost, umoziuje
jednoduSe modelovat ¢asovou fadu a oddélit od sebe jeji jednotlivé slozky, z nichZ trendova

vvvvvv

Piedpokladejme, Ze model miizeme zapsat ve tvaru 5-2. Trend T; se v tomto modelu popisuje
nejCasteji linearni funkci, polynomem druhého stupné, exponencialni funkci, modifikovanou
exponencialni funkci nebo logistickou, pfipadné Gompertzovou kiivkou. Tyto funkce se lisi
svou slozitosti, coz se odrazi ive zpuasobu odhadu parametri, které Vv téchto funkcich
vystupuji. V piipad¢ linedrni funkce apolynomu druhého stupné jde o regresni funkce
linearni z hlediska parametr, takze pro odhad nezndmych parametrit mizeme V jejich ptipade
aplikovat obyc¢ejnou metodu nejmensich ctvercl tak, jak byla popsana Vv kapitole Regresni

vvvvvv

Z hlediska parametrti, takZe pro odhad jejich parametrti se musi postupovat jinak.
Linearni trend (pripadné polynom vysSiho stupné)
Predpokladame-li linearni trend, mtizeme model 5-2 konkretizovat ve tvaru

5-5 Y, =f8,+Bt+e, t=0,£1,+2,....

Odhady parametrt £, f; ziskdme metodou nejmensich Ctvercii presné tak, jak jsme ji popsali
V kapitole vénované regresni analyze.
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PRIKLAD 1
Nasledujici tabulka 21 obsahuje udaje fiktivni casové fady.

Tabulka 21: ¢asova Ffada hodnot

y: 14,1153 |17,7|18,2|20,5|22,8 234|255 (27,9289 | 31 | 331|352
t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13

Excel: Tuto fadu je mozné nechat si zobrazit v programu Excel i spolu s trendem ziskanym
metodou nejmensich ¢tverct a koeficientem determinace. Vysledek ukazuje obrazek 2.

Obrazek 2: piivodni ¢asova rada a jeji proloZeni primkou

40

35 - = *
RZ=0,9954

30
25 /
20 / Rady1
/ R
15 - —— Linearni (Rady1)

10
5

O T T 1
0 5 10 15

K zobrazeni pomoci Excelu (tyka se verze 2010) byl pouzit tento postup: vyznacte v Excelu
oblast dat proménné Yt,t=1, 2, ..., n a nasledné vyberte z horni listy Excelu

Vlozit - Graf - XY bodovy — Bodovy S rovnymi spojnicemi.

Tim se vykresli graf vyvoje pivodni fady. Je-li tfeba zménit stupnici na vodorovné ose na
hodnoty 1,2, ..., n, je tfeba kliknout na graf pravym tla¢itkem pocitatové mysi, vybrat
,»Vybrat data® z nabidky a v dal$im dialogovém okné pak upravit osu x. Pokud poklepeme na
graf mysi znovu, objevi se na horni li§t¢ Excelu Nastroje grafu a v ni podnabidka spojnice
trendu. V této podnabidce lze vybrat typ Linearni spojnici trendu a Vv dolni casti
dialogového okna Vvramci DalSich moZnosti spojnice trendu také rovnici pfimky
a koeficient determinace (hodnota spolehlivosti).

Zcela analogicky by se postupovalo v ptipadé¢ volby kvadratického trendu tvaru

T, = Bo + Pit + fot%,t = 0,+1,+2, ...,

ptipadné polynomi vyssich stupni.

- 69 -



5 METODY PROGNOZOVANI TRZEB

Logisticky trend

Logisticka kfivka se vzhledem ke svému tvaru fadi mezi takzvané S-krivky. Tento typ kiivek
se Casto pouziva zejména V situacich, kdy je modelovan urcity obchodni cyklus. Obchodni
cykly maji své faze vcetné urcité faze nasyceni, které logistickd kiivka vhodné vystihuje,
nebot’ ma vodorovnou asymptotu. Naptiklad U vyrobku nové zavadéného na trh Ize oc¢ekéavat,
ze n¢jakou dobu potrva, nez jej zaregistruje veétsi pocet zadkaznikli a nez si jej odzkousi.
V ranné fazi prodeju vyrobku je tak mozné predpokladat pouze pozvolna rostouci objemy
odbytu. Za n¢jaky cas, pokud se novy produkt ujme, jeho odbyt ovSem pravdépodobné
poroste vyraznéji Stim, jak bude vétSi mnozstvi zakaznikli pfechdzet od starSich verzi
produktu k jeho nové verzi. Ve fazi nejsilnéjsiho ristu bude produkt na trhu dominovat, stane
se jakousi mddni zalezitosti. V urcité fazi zivotniho cyklu vyrobku jej ale obvykle nasleduji
konkuren¢ni produkty a ¢asem i vyrobky slep$imi vlastnostmi. Rist odbytu vyrobku tak
zacne slabnout. Tento vyvoj lze pravé vhodné popisovat logistickou kiivkou (obrazek 3).

Obrazek 3: S-tvar logistického trendu

1.4

1_,2 ’.’.‘___,__.-—-—
1
0.8 //-
0,6 Seriesl
/

04 +—
0,2
[ T — T T | — T | — T | — T |
12 3456 7 & 9 10111213 14 15

Logisticky trend je vyjadieny vztahem:

K

T:—’ K’>0, >O,t:1,2,....
Y188 /

Tvar S-kiivky nabyva logisticky trend pro f; < 1, B, > 1. Parametry trendu Ize odhadnout
napi. metodou vybranych bodii: Necht' je délka Casové tady T, kde T je liché ¢islo,
a vyberme chronologicky prvni, prosttedni (p-t€) a posledni pozorovani fady. Potom pro
odhady parametrt beta plati

>0 LA~ Alyn)
1T (A= amy

ERACEY
k= -
(v1/yp) — b}

_ W -am
by — bP '

bo

V piipad¢ sudého poctu dat T bychom museli vybrat jiné hodnoty fady, napf. prvni , p-tou
a r-tou hodnotu tak, aby platilo r-p=p-1, a nasledn¢ uzit vzorce 5-6.
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PRIKLAD 2

Hodnoty casové fady ztabulky 22 vyrovnejme logistickym trendem za pouziti metody
vybranych bodi.

Tabulka 22: hodnoty ¢asové Fady K vyrovnani logistickym trendem

ty1(2 34|56 |7 ]8]|9|1011]12|13 |14 |15 |16
y: |104/06(06(07/07/08(09|09] 1 11|12|12/18|14|16/|17

t |17 (18 19|20 |21 |22 |23 |24 |25 |26 |27 |28 |29 |30 |31
Ve 1231252212623 |26(2728(32| 3 |31(31|33|34/|36

Metoda vybranych bodl dava nasledujici vysledek

L= = 0,872996836,

1| (1/yp) — (U/yr) _ 1s|(1/1,73) — (1/3,56)
(1/y1) = (1/yp) (1/0,35) — (1/1,73)

oy (-bTH
k = =
(v1/yp) — b}

_ Q=)
b, — b?

= 4,2309685,

by

=12,70162866.

Méme tedy model

_ 4,23
7 1412,7-0,87¢

y

Dalsi tabulka 23 obsahuje teoretické hodnoty vypoctené s pouzitim vyse uveden¢ho modelu.
Rada teoretickych hodnot je spolu s hodnotami pivodni casové fady, tj. empirickymi
hodnotami, zanesena do obrazku 4, ktery umoziiuje vizualni porovnani pribéhu fady a jejiho
modelu.

Tabulka 23: empirické a teoretické hodnoty ¢asové rady

t (1 (2 (3 (4 |5 |6 |7 |8 |9 |10 |11 |12 |13 |14 |15 |16
y: 104]06/06(0,7/07({08/09/09|1 |11|12|12/18|14|156]|1,73
y.104/04/05/05/06(0,7(07({08(091 |11]13|14|15|164|1,79

t |17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 |24 |25 |26 |27 |28 |29 |30 |31
Ve 123125(22126(23|26(27128(32|3 |31|31|33]344]3,56
y.1191212224|25|27(28(29(3 [32[33]34|35]|354]3,62

-71-



5 METODY PROGNOZOVANI TRZEB

Obrazek 4: pivodni Fada a jeji logisticky model

P

1 i % 7 09 11 13 1% 07 19 21 23 25 17 9 3l

Existuji samoziejm¢ dalS$i mozZnosti volby trendu (napf. trend exponencialni, modifikovany
exponencialni, Gompertzova kiivka apod.). Zainteresovaného Ctenaie, jak jsme jiz zminili na
zacatku kapitoly, odkazujeme na specidlni kurs vénovany ¢asovym fadam. Poznamenejme, Ze
vybér mezi mezi trendem linearnim, kvadratickym ¢i logistickym lze provést napt. na zakladé
diferenci hodnot ¢asové fady rtizného fadu: Aly, = y, — y,_;, A%y, = Aly, — Aly,_4, ato
takto:

Tabulka 24: vybér trendu

Kritérium Trend

Alyt = konstanta Linearni
Alyt = linedrni, Azyt = konstanta Kvadraticky
Yt - Y1 = Gaussova kiivka Logisticky

5.2.2 SEZONNI SLOZKA — PRIPAD KONSTANTNI SEZONNOSTI

Vlivy sezonnich faktori miliZzeme popisovat nejen pomoci vhodné zvolenych
klouzavych praméri (viz dale), ale také matematickymi kiivkami S pouzitim regresni analyzy.
Princip tohoto pfistupu spociva v tom, Ze se regresni funkce, ve které jiz vystupuje trendova
slozka, roz§ifi 0 sezénni slozku S nezndmymi parametry. Regresi se pak odhaduje vicero
neznamych parametrii takového modelu. Sezénnost je vV modelu vyjadiovana pomocnymi
proménnymi X;, 1 = 2, 3, ..., S, kde s je pocet sezon v roce. Kazda proménnd x; nabyva pouze
hodnot 0 nebo 1 podle toho, jestli zrovna jde 0 i — tou sezonu (hodnota 1) ¢i nikoli (hodnota
0). Pocet pomocnych proménnych je 0 jednicku mensi, nez kolik je sezén Vv roce. Pokud
bychom totiz vyjadfili témito proménnymi vSechny sezony, vznikla by Vv piipad€ linedrni
regrese perfektni multikolinearita, ktera by neumoznovala odhadnout parametry modelu. Vliv
jedné sezény je z tohoto diivodu zahrnovan do absolutniho ¢lenu modelu. RozSifeny regresni
model miizeme vzhledem k vyse uvedenému formulovat ve tvaru

Ve =T + azxy + agxz + -+ agxs + &.
V ptipad¢ polynomického trendu dostavame konkrétné model

Ve = Bo + Pit + ot Bt + apxy + -+ asxs + &,
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Vv némz absolutni ¢len obsahuje vliv jedné sezony. U této reprezentace sezonnosti se dale
prredpoklada, Ze soucet sezénnich vlivi v ramci jednoho roku je roven nule, tj. Ze se vlivy
V uhrnu vyrusi. Zdaraznéme jesté, ze model, ze kterého nyni vychdzime, ptredpoklada
nezavislost sezonnich vykyvl na urovni trendové slozky a aditivni dekompozici regresniho
vztahu. Pokud by zavislost mezi sezénnou a trendem existovala, mize byt vhodnéjsi pracovat
s tzv. proporcionalni sezénnosti. Ukazme si nyni, jak se S modelem pracuje.

PRIKLAD 3

Nize uvedena tabulka 25 obsahuje hodnoty Casové tady zachycené ve cCtyfech po sobé
jdoucich letech. Jde o Ctvrtletni data avzhledem K jejich pribéhu (viz obrazek 5)
piedpokladame ptfitomnost sezonnich faktori v kazdém cCtvrtleti. Dale predpokladame, ze
trendovou slozku je mozno popsat linedrnim trendem. Volime tedy model

Ve = BO + ﬁ1t+a2x2+a3x3 + AypXy + Et.

Tabulka 25: hodnoty ¢tyileté ¢asové Fady

Sezoéna(i) | Sz(1) | Sz(2) | Sz(3) | Sz(4) | Sz(1) | Sz(2) | Sz(3) | Sz(4)
t 1 2 3 4 5 6 7 8
Yt 1,74 | -03 | 2,27 | -2,7 | 1,19 -1 151 | -2,8

Sezona(i) | Sz(1) | Sz(2) | Sz(3) | Sz(4) | Sz(1) | Sz(2) | Sz(3) | Sz(4)
t 9 10 11 12 13 14 15 16
Vi 146 | -02 | 235 | -3 | 139 | -13 | 1,7 | -25

Obrazek 5: prubéh hodnot ¢asové iady z tabulky 25

3
2
1
a
e Ry 1
-1 3 4;'3 ? 3 9 10-11E 213
-2
-3
-4

Odhadnéme nyni nezndmé koeficienty modelu metodou nejmenSich ¢tverch (viz kapitola
vénovana regresni analyze). Dostavame vysledek

Bo=1,605, B;=-0,023, a,=-2,1, a5=0,56, o, =-4,13.

MiiZzeme tedy psat

Y, = 1,605 — 0,023t — 2,1x, + 0,56x5 — 4,13x,.
Tim ovSem vypocet jeste¢ nekonci. Je tieba si uvédomit, Ze jednak hodnota 1,605 obsahuje
vliv sezénniho faktoru ptlisobiciho Vv prvnich ctvrtletich ajeho uroven bychom radi znali,
jednak je zde také skutecnost, ze odhady «; jesté nereprezentuji Groven sezénniho vlivu V i-
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tém ctvrtleti! Naptiiklad hodnota 0,56 totiz vyjadifuje piirtustek ve tfetim kvartile, ale pfi
soucasném zapocteni sezonniho vlivu V prvnim cCtvrtleti, ktery je automaticky obsazen
V hodnoté 1,605. Sezénni vlivy V jednotlivych Ctvrtletich, které oznacime  , izolujeme
nasledovné

V naSem pfipad¢ dostavame Sz; = 1,4175, takZe pro dalsi sezonni vlivy plati Sz, = —0,68,
Sz3 =1,977, Sz, = —2,71. Piiddme-li jest€ pomocnou promeénnou pro prvni sezonu,
muzeme vysledny model prepsat do tvaru

Vypocitejme s pouzitim nalezeného modelu teoretické hodnoty (tabulka 26) a porovnejme je
vizualné s hodnotami ptvodni Casové fady (obrazek 6). Obrazek 6 ukazuje, ze model je
V tomto pifipad¢ pomérné zdafily.

Tabulka 26: teoretické hodnoty nalezeného modelu

t 1 2 3 4 5 6 7 8
y-teoretické | 1,582 | -0,5 | 2,096 | -2,617 | 1,49 | -0,6 | 2,004 | -2,709

t 9 10 11 12 13 14 | 15 16
y-teoretické | 1,398 | -0,7 | 1,912 | -2,801 | 1,306 | -0,8 | 1,82 | -2,893

Obrazek 6: srovnani empirickych hodnot ¢asové iady a modelu

e K1y 1.

s W a0}

5.2.3  VLASTNOSTI NAHODNE SLOZKY MODELU A JEJICH OVERENI

V nasich modelech zaloZenych na dekompozici fady na jednotlivé slozky jsme
uvazovali kromé trendu a sezonniho vlivu také ndhodnou slozku, kterd dokresluje chovani
casové fady. Pro odhad jednotlivych sloZzek modelu jsme pfitom vyuzili regresni analyzy. Aby
odhady parametra takového modelu mély dobré statistické vlastnosti, je potieba, aby nahodna
slozka modelu spliiovala podminky tzv. klasické regrese. Jde 0 podminky uvedené v kapitole
Regresni analyza. Zopakujme je:

1. Stfedni hodnota & je nula, tj. E(g) = 0 pro kazdé t.
2. Rozptyl & je konstantni, nezavisly na t, tj. Var(s) = o pro kazdé t.
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3. Veliciny g, g jsou nezkorelovang, tj. Cov(s;, &) =0 pro i #j.
4. Veli¢iny & maji normalni rozdéleni, tj. & ~ N(O, 02) pro kazdé t.

Plati-li bod 2, hovofime 0 homoskedasticité (v opacném ptipad¢ 0 heteroskedasticité). Plati-li
bod 3, mluvime 0 nezkorelovanosti nahodnych slozek modelu.

Uvedené podminky by mély byt ovéfeny vhodnou statistickou metodou. My se zaméfime na
podminku tfeti a to z nésledujicich divodii: Podminka 1 se neovéfuje a je brana za danou. Je-
li splnéna podminka 4 spolu se vSemi ostatnimi podminkami, potom odhady ziskané¢ metodou
nejmensich ¢tvercti budou V jistém slova smyslu nejlepsi v ramei vSech tzv. nestrannych
odhada. Jsou-li splnény ,,pouze podminky 1-3, coz ovSem neni zddna samoziejmost, budou
odhady parametri ziskané metodou nejmenSich ctvercti nejlepsi ,,pouze® Vramci tzv.
linedrnich nestrannych odhadd. Uzili jsme zde nékolik terminti, které by potfebovaly
dovysvétleni, ale neucinime tak. Cilem této poznamky je zejména poukazat na to, ze i kdyz
podminka 4 splnéna neni, pofdd ndm popsané postupy poskytuji odhady parametri, které jsou
Vv jistém slova smyslu rozumné kvalitni. Pokud jde koneéné 0 podminku 2, existuje napf.
statisticky test Goldfeld-Quandtiv, ktery je konkrétnéjsi, pokud jde o formulaci podoby
pfipadné testované heteroskedasticity, ataké existuji testy obecnéjsi, pokud jde o tuto
formulaci. Mezi obecngj$i testy patii napi. Whitetv test. Problém heteroskedasticity je ale
typicky pro prifezovana data, nikoliv pro modely casovych tad, pro které je typické
nedodrzeni podminky 3. To jsou ditvody, kviili kterym nyni v konkrétné;jsi podobé popiseme
oveéfovani podminky 3. Podrobnéjsi vyklad ostatnich problémil v regresnich modelech je
obsazen ve specialnich kurzech (napf. v kurzu Ekonometrické metody).

NeZ pristoupime K popisu ovéfovani autokorelace, podotknéme, Ze ovéfovani podminek

V regresi je zaloZzeno na analyze rezidui, tj. na hodnotach €, =Y, —'|:t - §t ,1=0,£112,..., ma-li
vychozi model tvar Y, =T, +S, +¢,t =0,+1,+2,.... Ve vyrazu € =Y, —'ﬁ —ét predstavuje Y,

konkrétni hodnotu ¢asové fady Vv Case t, Tt je odhad trendové slozky modelu a §t je odhad
sezonni slozky modelu.

K ovérovani autokorelace se vyuziva zejména Durbintiv-Watsonuv test.

5.2.4 DURBINUV-WATSONUV TEST

Pro ovéfeni, zda mizeme piedpoklddat vztah mezi ndhodnymi slozkami Vv podobé
autoregresniho modelu 1.fadu AR(1), tj. vztah & = pe,_q + u;, kde u, splituje podminky
formulované pro nahodnou slozku V regresnim modelu, slouzi Durbiniv — Watsonlv test.
V uvedeném modelu je p neznamy parametr — korelacni koeficient. Test zkouma platnost
nulové hypotézy, ze model neni zatizen autokorelaci, proti alternativni hypotéze, ze v modelu
je autokorelace ve tvaru AR(1). Test se provadi v n€kolika krocich. Nejprve se najdou odhady
parametrii ptivodniho regresniho modelu ¢asové tfady metodou nejmensich Ctverci aze
ziskanych vyrovnanych hodnot se vypoctou rezidualni odchylky e;. Na zakladé téchto rezidui
se pak pocita testové kritérium

5-7 T = Yi-a(ec—er_1)”
= T o2 '
t=1€t
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kde T udava délku ¢asové fady hodnot, které jsou K dispozici. Pro toto kritérium jsou uréeny
specialni statistické tabulky uvedené na konci tohoto uc¢ebniho textu. V téchto tabulkach se
pro dany pocet pozorovani T, hladinu vyznamnosti @ a pocet parametri modelu k bez
absolutniho ¢lenu najde dolni hodnota d; a horni hodnota dy. Déle je tieba vypocitat odhad
parové korelace mezi rezidui regresniho modelu. Tento odhad r ma tvar

5-8 _ 2?:2 €t€r—1

T 2
XT=1€f

V ptipad¢, ze vybérovy korelacni koeficient r je kladny, vyhodnocuje se statisticky test tak,
ze je-li testové kritérium 5-7 vétsi nez dy, nulova hypotéza o absenci autokorelace se piijima,
zatimco je-li kritérium mens$i nez d;, hypotéza se zamita. Pokud je r zéporny, vypocte se
nahradni statistika T* = 4 — T a vySe uvedené vyhodnoceni se provadi stejn¢ s tim rozdilem,
ze se aplikuje na testové kritérium T*. Pokud se kterékoliv z testovacich kritérii dostane mezi
hodnoty d; ady, nelze na zaklad¢é testu rozhodnout O platnosti ¢i neplatnosti nulové
hypotézy. VétsSinou se ale v takovém piipadé doporucuje vychéazet pro opatrnost z toho, ze
v modelu autokorelace je, protoze v piipadé modelu ¢asové fady je to dosti pravdépodobné.

PRIKLAD 4

Tabulka 27 obsahuje fiktivni tdaje 0 vyvoji mési¢nich vydaji domacnosti na potraviny
V Moravskoslezském kraji (v milionech K¢). Data byla ziskana v obdobi leden 2000 (t=1) az
biezen 2001 (t = 15).

Tabulka 27: mési¢ni vydaje domacnosti Y

Y| 141 | 145 | 142 | 147 | 146 | 154 | 150 | 158 | 157 | 165 | 164 | 170 | 167 | 174 | 175
t| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 (10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15

Vzhledem k charakteru vyvoje Casové fady (obrazek 7) vyjdeme pii modelovani téchto
vydaju z linearniho trendu  , ve které bude vystupovat jedina vysvétlujici proménna x, = t.
Sezonnost nyni nepifedpokladdme. Parametry modelu nejprve odhadneme obyc¢ejnou metodou
nejmensich ¢tvercl a vysledek otestujeme na ptitomnost autokorelace pomoci Durbinova —
Watsonova testu.

Obrazek 7: vyvoj ukazatele Y

y(t)

200

150 —

100
=t

50

1 2 3 4 5 6 7 B 5 10 11 12 13 14 15
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Obycejna metoda nejmensich ¢tvercl dava v prvnim kroku vektor odhadii

b= (bo) = XXXy =(

) 0,295 —0,028) ) ( 2355 ) _ (136,66).

—0,028 0,0036 19552 2,543

Dosadime-li tyto odhady do naseho modelu, obdrzime spolu s postupnym dosazovanim
jednotlivych hodnot t teoretické vydaje Y, = by + byt a dale rezidua e, =Y, — Y, ae,; =
Y,_; — Y,_;. VSechny tyto udaje jsou uvedeny v tabulce 28 spolu s ostatnimi hodnotami, které

Vyuzijeme pii testu autokorelace.

Tabulka 28: dil¢i vypocty s reziduii

2

€t €1 (et - €¢1) 2 €t €. et1
1,8 3,24
3,25 18 2,1025 10,5625 5,85
-2,28 3,25 30,5809 5,1984 -7,41
0,17 -2,28 6,0025 0,0289 | -0,3876
-3,37 0,17 12,5316 | 11,3569 | -0,5729
2,08 -3,37 29,7025 | 4,3264 | -7,0096
-4 2,08 42,6409 | 19,8025 | -9,256
1 -4 29,7025 1 -4,45
-2,54 1 12,5316 6,4516 -2,54
2,91 -2,54 29,7025 8,4681 | -7,3914
-0,62 2,91 12,4609 0,3844 | -1,8042
2,82 -0,62 11,8336 7,9524 | -1,7484
-2,71 2,82 30,5809 7,3441 | -7,6422
1,74 -2,71 19,8025 3,0276 | -4,7154
0,2 1,74 2,3716 0,04 0,348
Suma 272,547 | 85,9438 | -48,7297

Pro Durbinovu — Watsonovu charakteristiku tedy mame DW = 272,547/85,9 = 3,1. Odhad
korelace mezi nahodnymi slozkami vychazi podle 5-8 r = —48,73/85,9 = —0,56.
V piislusnych statistickych tabulkach Ize najit pro T = 15, pocet regresortt bez absolutniho
Clenu = jeden a hladinu vyznamnosti @« = 0,05 dolni hodnotu d; = 1,077 a horni hodnotu
dy = 1,361. Protoze korelace je zaporna, porovnime S témito hodnotami statistiku T =
4 — DW = 0,9, ktera vychdzi velmi nizko, takze na pétiprocentni hladin€ vyznamnosti
miZeme usuzovat na to, ze V modelu je vyznamna autokorelace typu AR(1).

5.3 KLOUZAVE PRUMERY

Dosavadni vyklad vénovany riznym typum trendii predpokladal, ze snahou je nalézt
jednu matematickou kiivkou, kterou bychom mohli prolozit v§echny hodnoty ¢asové tady.
Takova situace ma jisté Casto své opodstatnéni. Nejjednodussim piikladem je situace, kdy
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Casova fada neni pfiliS dlouhd, takze mlzeme scelkem rozumnou piesnosti popsat
mechanismus jejiho vzniku jednou funkci. Jinym piikladem je situace, kdy uzivatele
vysledného modelu zajima spiSe dlouhodoby trend nez kratkodobé zmény, tedy v tomto
piipadé jde vlastné 0 vnimani vyvoje pifedevsim ze strategického hlediska. Mnohdy jsou ale
okolnosti takové, ze prokladat vSechny hodnoty jednou jedinou funkci miize byt ponékud
prili§ ambiciozni cil. Jako piiklad uved'me spole¢nost, kterou zajima vyvoj zkoumaného
ukazatele v bezprostfedné nasledujicim obdobi, pfi¢emz toto budouci obdobi je dosti kratké.
V takovém piipad¢ bude onu firmu zajimat asi pfedevSim vyvoj daného ukazatele
V bezprostiedné predchazejicim obdobi, protoze lze ocekavat, ze charakter vyvoje vV nedavné
minulosti bude ur¢ovat mechanismus budouciho vyvoje Casové fady spiSe nez zakonitosti ze
star§tho obdobi. Potom by ovSem bylo na misté pracovat s modely, které¢ zohlediuji zmény
v Case. Pristupy, které tento princip umozhuji realizovat, existuji afika se jim adaptivni
pristupy. Jednim z téchto pfistupu — dalo by se fici zdkladnim — jsou takzvané klouzavé
pramery.

Princip klouzavych primérti spo¢ivd obecné V tom, zZe vybranou funkci prokladame vzdy jen
uréitou cast (tzv. klouzavou ¢éast) uvazované casové tady, pfiCemz pro dal$i analyzy
pracujeme nasledné¢ vzdy jen Sjednim reprezentantem takto vyrovnané casti. Timto
reprezentantem je stied vyrovnané Casti. Funkce, kterou prokladame dany tsek ma ptitom
op¢t n&jaké neznadmé parametry, které mizeme odhadnout obycejnou metodou nejmensich
ctvercu. | v této kapitole budeme ptedpokladat, ze kazdou ¢ast fady lze popsat vzdy aditivnim
modelem Y, = T; + &, kde &; spliiuje pozadované podminky, a Ze analyticky tvar trendu se
V Case nemeni. V zavislosti na tom, jakou ¢ast ¢asové fady budeme funkci prokladat, se budou
obecné ménit odhadnuté parametry modelu. Proto se Vtéto souvislosti také hovoii
0 modelech s proménlivymi parametry. Existuji riizné typy klouzavych priméri. Pokud se
jednotlivé Gseky fady prokladaji linedrni funkei, hovoii se 0 prostych klouzavych primérech,
pokud je zvolenou funkci polynom druhého stupné, mluvi se 0 vazenych klouzavych
praumérech. Ukazme teoreticky a prakticky princip prvniho ptistupu.

5.3.1 PROSTE KLOUZAVE PRUMERY

M¢jme casovou fadu Y3,Ys, ..., Y,. Pokud chceme pouzit klouzavé priméry, musime
predevsim zvolit tzv. délku klouzavé ¢asti m a dale tzv. ¥ad klouzavého praméru. Rad je
dan stupném polynomu, kterym se Casti fady vyrovnavaji. V ptipad¢ prostého klouzavého
pruméru pouzivame K vyrovnavani linearni funkci, takZe pracujeme stadem jedna. Délka
klouzavého priméru se obvykle voli jako liché ¢islo obecné zapsané ve tvaru m = 2p + 1,
kde p je celé kladné c¢islo. Kazda cast fady, ktera je vyrovnavana, ma svuj stied. Tyto stiedy
jsou urcovany hodnotami y;, kde t =p+ 1,p + 2,...,n —p. To znamena, ze nasledujici
klouzava cast vznikd vzdy tak, ze se pfedchozi ¢ast fady posune 0 jedno obdobi dopiedu.
Timto zplisobem ,.klouzeme* pfes hodnoty Casové tady. Stfed prvni klouzavé casti je dan
hodnotou Yy, 4, stied druhé ¢asti hodnotou Yy, atd. aZ stfed posledni ¢asti je uréen hodnotou
Y_p- K-td klouzava cast zahrnuje hodnoty Ypix_p, Yprr—m—1) = Ypsio Ypsis1 -0 Ypricsps
coz lze také zapsat jako posloupnost hodnot {Yp+k+ j}?z—p’ respektive {Yt+ j}j')z—p' kde

t =p + k. Prolozit cast fady s obecnym stifedem V asovém bod¢ t metodou nejmenSich
ctvercl pak znamena minimalizovat kritérium

5-9 P ,
Z [Yt+j — bo(t) — b1(t)j] .

j=-p
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Vypocteme —li tedy parcialni derivace tohoto vyrazu podle jednotlivych parametrt a polozime
je rovno nule, dostavame

5-10 P
2 3 ey = bo® = b)) (=D = 0,

j==p

P
23 [Yerj = ho(®) = by @j](=) = 0.
j=-p
Rekli jsme, Ze princip klouzavych priméri spoivd Vtom, Ze se pracuje jen S jednim
zéastupcem vyrovnaného useku fady a tim je stied pfislusné klouzavé ¢asti. V tomto stfedu je
oviem j = 0 a pro vyrovnanou hodnotu tedy musi v tomto bodg platit ¥, = by(t). Sta¢i nam

tedy vypocitat ze soustavy 5-10 pouze absolutni ¢len pouzité linearni funkce atim je, jak
pfimo vyplyvé z prvni rovnice soustavy, hodnota

p
1
b =— ) Y.
o =— > Ve,

j=-p

5-11

Jak se tedy ukazuje, zastupcem vyrovnané klouzavé ¢asti je prosty aritmeticky prumér hodnot
Casové fady, které do této casti spadaji. Odtud také vznikl nézev prostych klouzavych
pramérii. UkaZzme princip metody na konkrétnim ptikladé.

PRIKLAD 5
Casovou fadu uvedenou Vv tabulce 29 prolozme prostymi klouzavymi priméry délky pét.

Tabulka 29: ¢asova Fada pro vypocet klouzavych praméri

t|1|2 3|45 |6|7]|8|9]10
Yi| 34|40 |37 |42 | 45 | 47 | 44 | 51 | 52 | 58

t 111213141516 |17 |18 |19 20
Yy | 55|64 |59 66|68 |62|72|75| 72|77

Je m = 5, takze p = 2. Prvni vyrovnanou hodnotou je tedy Y5 = %Z?z_z Y3, = 39,6, druhou

vyrovnanou hodnotou je Y, = %Zfz_z Yy = 42,2, atd...aZ posledni vyrovnanou hodnotou je

Cislo Yig = %Z?z_z Yig+; = 71,6. Rozsifme pivodni tabulku 29 0 vyrovnané hodnoty.
Dostavame tak tabulku 30.

Tabulka 30: ptivodni ¢asova rada a klouzavé pruméry délky pét

t 1 (234|567 /|8]9]10
Yt 34 140 | 37 |42 |45 |47 | 44 |51 | 52 | 58
praméry 40 | 42 | 43 | 46 | 48 | 50 | 52 | 56

t 11112 13|14 15|16 (17|18 |19 | 20
Yt 55164 |59 |66 |68 |62|72|75| 72|77
priaméry | 58 | 60 | 62 | 64 | 65| 69 | 70 | 72
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5 METODY PROGNOZOVANI TRZEB

Vysledné teoretické hodnoty muizeme zobrazit graficky (obrazek 8). Rada ptivodnich
(empirickych) hodnot je v grafu zkracena 0 prvni dvé a posledni dvé pozorovani.

Obrazek 8: ¢asova Fada a jeji proloZeni klouzavymi praméry

. fﬁ.,ﬁ‘?‘i
60 »
—e— plvodni
40 =
" —=— teoretické

I:I T T T T T T T T T T T
12 3 45 6 7 89

10 11 12 13 14 15 16

5.4 PROGNOZOVANI POMOCI MODELU CR

Prognézovani vCR se nékdy nazyva predikovani, ptedpovidani, piedvidani,
extrapolace, apod. Mezi prognostickymi metodami hraji vyznamnou roli statistické
prognostické metody. Do této skupiny patti také metody pouzivajici pii konstrukci prognoz
extrapolaci ¢asovych fad vyuzivajici regresni analyzy. Podstata extrapolaénich metod spociva
ve studiu minulosti prognézovaného jevu a V pienosu zakonitosti vyvoje z minulosti
a pfitomnosti do budoucnosti.

Tyto metody jsou konstruovany na zakladé predpokladu relativni stability jiz existujicich
tendenci vyvoje zkoumaného jevu. Latinsky se tento pfedpoklad nazyva ceteris paribus, coz
znamena za jinak stejnych okolnosti shodné s vyvojem minulym. U procesi, které jsou v Case
stabilni, 1ze tento princip S Uspéchem pouzit. Naopak Vv ptipadé, kdy béhem progndzovaného
obdobi probihaji podstatné kvalitativni zmény, je pouziti extrapolatnich modela
problematické.

Uvazujme model casové fadyY, =T,+¢g, t = 1, 2,..., n, kde T, odrézi linedrni nebo

kvadraticky trend a n je ¢asovy okamzik pfitomnosti. Bodovy odhad Y:Hh neznamé veliiny

Y,,, €asovéfady Vv Case n + h, kde h je zadany horizont bodové prognézy, Ize stanovit takto:

5-12

Zde T,,, je trendova funkce vycislena v ¢ase n + h. Tato hodnota sice zndma neni, ale je
znam jeji odhad ziskany regresi. Tento odhad se pfi této predikci Vv praxi nakonec vyuZije.
Bodovéa ptedpovéd’ umozituje pomoci jednoho ¢isla odhadnout hodnotu predvidané veliCiny.
Spociva jednoduse v tom, Ze do odhadnuté regresni funkce/do odhadnutého trendu dosadim
budouci ¢asovy okamzik, ktery mne zajima.
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Kromé bodové predikce konstruujeme také intervaly spolehlivosti pro Y, . Intervalova

prognéza vytvoiend Vcase N na obdobi posunuté 0 i casovych jednotek doptedu je
definovana jako oboustranny interval spolehlivosti takto:

- V pfipadé¢ linearniho trendu ma 95% interval spolehlivosti tvar

513 [Y,.. —-2(0,05)s/Q, (i) , Y,.; + t:2(0,05)s,/Q, () 1,
kde
5-14

5-15 Y.
Qn(i)=1+1+(:'+'—t), T=(n+1)/2.

n > t?—nt?
t=1

- V piipad¢ kvadratického trendu ma 95% interval spolehlivosti tvar

5-16 [Y,..— t03(0,05) {/Q, (i) , Y,.; + tn-3(0,05)s,/Q, (i) 1,
kde
5-17

a
5-18 11 1
Qn(i)=1+[1,n+i,(n+i)2]-(xT-X)-l-[l,n+i,(n+i)2]T,x= 1
Ln o
SHRNUTI

V této kapitole jsme studovali problematiku casovych ftad amoznosti jejich
prognoézovani. Nejprve jsme vysetfovali trendovou slozku CR, kterou jsme popsali
polynomem nebo S-kiivkou. Ve druhém ptipad€ jsme si ukazali zptisob odhadu parametrd S-
kiivky pomoci metody vybranych bodi. Dale jsme analyzovali sezonni slozku konstantniho
charakteru, ato opét pomoci regresniho pfistupu. V dalsi Casti jsme si objasnili vyznam
nahodné slozky v ¢asové fad¢ a piedpoklady, kterym by tato slozka méla vyhovovat, aby byl
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5 METODY PROGNOZOVANI TRZEB

model validni pro prognézovani. K tomuto ucelu byl pouzit Durbiniiv-Watsontv test. Na
zaver jsme uvedli zplisob prognozovani budouciho vyvoje ¢asové fady, V niz je trend popsan

linearni nebo kvadratickou funkeci. Slo 0 prognézu bodovou a intervalovou.

KONTROLNI TEST 5

5.1 Deterministickd slozka ¢asové tfady je dana (oznacte spravnou odpoveéd’, miize jich byt
i vice):

a.

b
C.
d

trendovou slozku
. trendovou a sezonni slozku

trendovou, sezonni a cyklickou slozku

. sezonni a cyklickou slozku

5.2 Periodicka slozka CR je slozena ze:

a.

b
C.
d

sezonni slozky

. trendové a sezonni slozky

trendové, sezonni a cyklické slozky

. sezonni a cyklické slozky

5.3 Ke kazdému pojmu zlevého sloupce pfirad'te spravné charakteristiky z pravého

sloupce:
(1)  Aditivni model CR
(2) Multiplikativni model CR

(3)

5.4 Dopliite spravny vyraz:
a. Konstantnost rozptylu v modelu CR nazyvame

Linearni model trendu CR

(A)
(B)
(©)

b. Nahodné slozky &, modelu CR jsou

Jednotlivé slozky modelu se
mezi sebou scitaji

Trend tvori linearni funkce

Jednotlivé slozky modelu se

mezi sebou nasobi

5.5. Casovou fadu uvedenou V tabulce prolozte kvadratickym trendem. Pouzijte k tomu

metodu nejmensich ¢tverct.

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Yt 1,2 6,3 | 143 | 37,1 | 76,5 | 125 | 274 | 349 | 499 | 578
t 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Yt 711 | 859 | 987 | 1114 | 1135 | 1349 | 1506 | 1680 | 1721 | 1890
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5.6. Casovou fadu uvedenou V néasleduji tabulce vyrovnejte prostymi klouzavymi priméry
délky pét.

t 1 2 3 4 5 6 7
Yt 18,683 | 15,236 | 20,552 | 20,988 | 30,598 | 23,22 | 38,375

T 8 9 10 11 12 13 14 15
Yt 43,698 | 47,813 | 61,403 | 62,002 | 68,386 | 63,904 | 68,247 | 67,818

5.7 K dispozici jsou data ve dvou tabulkach. Najdéte parametry modelu

Yi = Bo + Bixer + Baxer + &

a oveite na pétiprocentni hladin€ vyznamnosti splnéni podminky nezkorelovanosti ndhodnych
slozek Durbinovym-Watsonovym testem.

t 1 2 3 4 5 6 7 8
X | 3,3 34 | 35 3,5 3,4 3,3 3,4 3,2
Xe | 59 6 6,2 6,3 6,3 59 59 58
Y: | 253 23,02 19,9 | 20,95 | 18,59 | 16,15 | 15,22 | 17,26

t 9 10 11 12 13 14 15 16 17
Xt1 3,2 3,1 3,1 3,1 3,2 3,1 3,1 3 3
X2 5,5 5,4 52 4,8 4,8 4,7 4,6 4,5 4,5
Y: | 18,98 | 20,09 | 18,65 | 17,79 | 20,84 | 16,69 | 18,33 | 16,79 | 16,48

RESENI KONTROLNIHO TESTU 5

51 c

52 d.

53 (1H)-(A)2)-(C).(3)-(B)

5.4 a. homoskedasticita, b. nezkorelované.

5.5 metoda nejmensich ¢tverci aplikovana na kvadraticky model

Y=8+B1+pt"+¢
dava odhady
B, =-127, 5, =38,34, j3,=3,21.

5.6 Prosté klouzavé priiméry jsou nésledujici

t 3 4 5 6 7 8 9 |10 |11 | 12 | 13
pruméry | 21,2122,1|26,7|31,4|36,7]|42,9|50,7|56,7|60,7|64,8|66,1
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5.7 Metoda nejmensich ¢tvercti dava odhady b, =3,5, b, =3,88, b, =0,52. Rezidua maji
hodnotu

t 1 2 3 4 5 6 / 8 9
e(t) 15,898)3,173|-0,439 0,566 | -1,407 | -3,256 | -4,568 | -1,703 | 0,17

t 10 11 12 13 14 15 16 17
e(t) |1,72710,389 |-0,266 | 2,401 | -1,313 | 0,379 -0,719 | -1,03

Vybeérovy korelacni koeficient je kladny, nebot’

17

€e
r_; t t—l_ 40,3
iez 59,37

t

=0,67.

t=1
Déle pro Durbin-Watsonovu statistiku plati

17

e —e )
DW:;(t ) 71,84

17 =
zetz 59,37
]

=121

Protoze model obsahuje dva parametry (pii nezahrnuti absolutniho ¢lenu), je k = 2. Pocet
hodnot je n = 17. Pro tyto dvé hodnotu najdeme Vv tabulce pro Durbintiv-Watsonuv test (na
konci uéebnice) dolni mez di = 1,015 a horni mez dy = 1,536. Statistika lezi mezi dolni
a horni mezi, takZe na zaklad¢ tohoto testu nelze rozhodnout, zda je ¢i neni pfitomna
autokorelace.

-84 -



Filip Tosenovsky; STATISTICKE METODY PRO EKONOMY

6 ANALYZA ROZPTYLU

V kapitole 2 jsme se mimo jiné vénovali dvouvybérovym t-testim. RozSifeni téchto
testli je obsahem této kapitoly, ktera se zabyva tzv. analyzou rozptylu — ANOVA. Ta patii
K nejcastéji pouzivanym metodam V marketingovém vyzkumu i jinych oblastech datové
analyzy. Metoda umoznuje posoudit vliv rliznych urovni/kategorii néjakého kvalitativniho
nebo kvantitativniho znaku na kvantitativni veli¢inu. Napiiklad dovoluje hodnotit ucinky
riznych reklamnich kampani na velikost trzeb z prodeje konkrétniho produktu. Rlizné
reklamni kampané v tomto ptipad¢ reprezentuji rizné kategorie sledovaného kvalitativniho
znaku (znak = reklamni kampaii). Velikost trzeb je pak zminény kvantitativni znak. Tento
vliv 1ze matematicky vyjadrit tak, ze se zjistuje, zda zména urovné daného faktoru méni
populacni prumér sledovaného kvantitativniho znaku. V tomto smyslu ANOVA testuje, zda
existuji rozdily v popula¢nich primérech kvantitativniho znaku, které nalezi riznym Grovnim
znaku kvalitativniho.

Matematicky spociva zakladni mysSlenka analyzy rozptylu Vv rozkladu celkového rozptylu
kvantitativniho znaku na dil¢i rozptyly ptisluSejici jednotlivym vliviim, které tuto variabilitu
zpusobuji. Kromé dil¢ich rozptylid je slozkou celkového rozptylu také rezidualni rozptyl,
zpusobeny nepostizenymi vlivy. Podle poctu analyzovanych faktori rozliSujeme
jednofaktorovou, dvoufaktorovou a vicefaktorovou analyzu rozptylu. Hovofime také
0 jednoduchém a dvojném tfidéni, pfipadné o tfidénich vyS$i Grovné (trojném, ctverném
a podobng).

Bystrého ¢tenafe muize V této souvislosti napadnout, pro¢ netesit problém porovnavani vicero
populacnich primér opakovanym uzitim dvouvybérového t-testu. Mohli bychom pfece tento
test pouzit vzdy na vybranou dvojici ndhodnych vybéri z celkového pocétu k nahodnych
vybért, které jsou K dispozici v dané situaci, a pokud bychom nezamitli nulovou hypotézu
0 rovnosti populac¢nich priméra pfi zddném z téchto dvouvybérovych t-testti, mohli bychom
formulovat zavér, ze vSechny populacni priméry jsou stejné, a faktor tedy nema zady vliv na
sledovany kvantitativni znak. Z Cisté teoretického hlediska Ize takto postupovat, avSak za
cenu malé veérohodnosti zaveéru 0 rovnosti populacnich primérii. Vzpomeiime, ze kazdy
statisticky test je zatizen jistymi chybami a pokud provadime celou sadu testil, pak se tyto
chyby v jistém slova smyslu kumuluji. Pravé z tohoto dtivodu byla navrzena metoda ANOVA
tak, aby se pravdépodobnost vyskytu takovych chyb pohybovala na pfijatelné urovni.

V této kapitole se seznamime piedevsim s jednofaktorovou a dvoufaktorovou verzi
ANOVA.Vseobecné pouzivané oznaceni ANOVA je zkratkou anglickych slov ,,ANalysis Of
V Ariance* (doslovny pieklad: analyza rozptylu). V ramci vykladu latky si projdéte podrobné
feSené priklady v textu apotom zkuste samostatné vyteSit nefesSené piiklady a dosazené
vysledky si zkontrolujte s vysledky ze zavéru kapitoly. Pokud vas vysledek neuspokoji, vrat'te
se zpét k fesenym prikladim a postup opakujte.

6.1 JEDNOFAKTOROVA ANOVA

Casto se vyskytuje situace, kdy mame k nezavislych nahodnych vybéri, které obecné
nepochazeji z jednoho zéakladniho souboru. Tyto vybéry jsou rozsahu n,n,,...,N,, coz jsou
obecné riizné ptirozena &isla. Cislo k mize byt 2, 3....V kazdém z téchto ndhodnych vybért je
znam vybérovy praimér X, a také vybérovy rozptyl s’. Index i = 1,2,..., K vyjadiuje, 0 ktery
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vybér jde. V praktickych situacich obvykle tyto vybéry vzniknou tak, ze zakladni soubor
rozdélime podle ur¢itého tiidiciho statistického znaku X do kskupin a z kazdé z téchto

k populaci vybirame samostatné N, prvkd. Znak X se pak oznacuje jako faktor, jehoz urovné,

respektive kategorie jsou piedem stanoveny ahovoii se proto casto 0 faktoru
kontrolovaném, nebo faktoru pozorovaném, napf. v€kova skupina, druh vyrobku, typ

reklamy, typ sluzby apod. Kategorie faktoru X se oznacuji X, X,,..., X,

Faktor X ma kurovni (kategorii) apotencialn¢ ovliviiuje statisticky znak Y, jenz ma
kvantitativni, tedy ¢iselnou povahu. Hodnoty znaku Y pifislusné i-té kategorii X, faktoru X

oznacujeme Yy, Vi, Yin

Pro analyzu rozptylu je vyhodné uspotradat vychozi idaje do ptehledné tabulky 31

Tabulka 31: organizace tabulky pro analyzu rozptylu

Urovei Zjisténé hodnoty sledovaného [ Rozsah Pramér | Rozptyl
faktoru znaku vybéru
by 2
1 Vi YiasoVijoeo Vi, m i S
kY 2
2 Yo Voo Vajoees Vou, N2 Y S5
i YVitrVizseeos Vigroeos Vi n, v Si2
k Yirr YiarosVigroos Vi, ny Vi Si
Celkem N y s°

Metoda analyzy rozptylu ANOVA spociva v tom, Ze se celkova variabilita méfend souctem
ctvercl odchylek zjisténych hodnot od celkového priméru rozd€li na variabilitu uvnitf
jednotlivych vybérh a na variabilitu mezi jednotlivymi vybéry.
Celkova variabilita znaku se méfi obvykle vybérovym rozptylem:
\2
Z Z( Ys =)
2 — | J )

N-1

S

V souvislosti s analyzou rozptylu nas bude zajimat ovSem pouze Citatel vySe uvedeného
zlomku, totiz soucet ¢tvercl odchylek zjisténych hodnot y,; od celkového priméru y, pficemz

tento pramér je dan vztahem:
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Tento celkovy soucet Etvercii se oznacuje symbolem S, tedy:

6-1 k N

Sy = ZZ(VU - 7)2 :

i=1 j=1

Variabilitu uvnitf skupin oznacujeme jako vnitroskupinovou, nebo také rezidudlni
a pouzivame pro ni oznaCeni S, , pfi¢emZ definujeme vnitroskupinovy (rezidualni) soucet

étvercu takto:

N

6-2
(yij - yu )2 '

K
Syv = Z

i=1 j=1

Variabilitu mezi skupinami oznacujeme jako meziskupinovou, oznacujeme ji symbolem
S, m adefinujeme vyrazem:

6-3 K

Sym=2(%i-¥) 1.

i=1

Ve vyrazech 6-1 az 6-3 vystupuje celkovy primér ze vSech hodnot y arovnéz skupinové
praméry y, (viz také pfedchozi tabulka 31).

Algebraickymi upravami vySe uvedenych vzorcli lze dokédzat zakladni vztah analyzy
rozptylu, totiz, ze celkovy soucet ¢tvercl je roven souctu meziskupinové a vnitroskupinové
variability, symbolicky:

6-4 S,=S,,+S,,-
V anglické literatufe nebo Vv softwarech je mozné se setkat i s nasledujicim oznacenim:

Sy = Sp (D z angl. Difference),
Sym =St (T z angl. Treatment),
Syv = Sr (R z angl. Residual).

Zakladni vztah 6-4 méa potom samoziejmé tvar S, =S, + S;. V této kapitole budeme nadale
pouzivat ptivodni znaceni.

6.1.1 HYPOTEZY ANOVA

Analyza rozptylu je statistickym testem, tudiz je tfeba se zabyvat tim, jak vypada
nulova a alternativni hypotéza tohoto testu. Nez tak u¢inime, poznamenejme, Ze ANOVA ma
stejné¢ jako 1jiné statistické testy predpoklady svého pouziti. V pfipadé ANOVA se
predpoklada, ze kazdy z k nahodnych vybéru, s nimiz pracujeme, pochazi z populace fidici se
normalnim rozdélenim, Ze tato normalni rozdéleni maji stejny rozptyl a vybeéry jsou nezavislé.
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Pokud jde o ptedpoklad normality, 1ze jej testovat riznymi zptisoby: napf. testem chi-kvadrat,
ktery jsme popsali V kapitole vénované statistickym testim, ale ijinymi zpusoby:
Andersonovym-Darlingovym testem, testem Kolmogorova a Smirnova, testem zalozenym na
Sikmosti rozdéleni, testem Shapirovy-Wilkovym, apod. Pokud jde o piedpoklad konstantniho
rozptylu, uvadéli jsme F-test pro pfipad srovnavani rozptyli dvou normalnich rozdéleni.
V analyze rozptylu obvykle pracujeme S vice nez dvéma populacemi, resp. vybéry z nich,
apro takovy piipad ma F-test své zobecnéni Vv podobé Bartlettova testu. V praxi obvykle
piedpokladame, ze zminéné dva piedpoklady jsou splnény a pfi konkrétni aplikaci ANOVA
tyto predpoklady jiz neovétujeme.

Vratme se nyni k podob¢ testu ANOVA. Predpokladame-li, Ze faktor X ma Kk urovni, vychazi
se z toho, ze populacni primér g; znaku Y odpovidajici i-té irovni znaku X spliiuje vztah:

6-5 /Ji :/J—!—ai, | = 1, 2,..., k

Symbol ¢, se nazyva efekt aje to pravé tento efekt, ktery ma matematicky vyjadfovat

odlisnost stiednich hodnot znaku Y s tim, Ze tato odlisnost je zptisobena odlisSnymi Grovnémi
znaku X. Mizeme si nyni klast otazku, zda vSech K vybéri pochazi ze stejné zakladni
populace (zékladniho souboru), coz vzhledem K pfedpokladim ucéinénym pro ANOVA
znamend, Ze si klademe otazku, zda stiedni hodnoty 4 jsou stejné, respektive zda efekty

a; jsou nulové. Tato otdzka je nasi nulovou hypotézou, kterou lze vzhledem Kk pravé

uvedenému formulovat ve vicero podobach:

6-6 Ho: o =1, =...= 14 .
nebo
6-7 Ho: o=, =...=¢, =0.

Alternativni hypotéza pak je negaci 6-6 nebo 6-7. V prvnim ptipadé je Hi: existuji indexy i a j
tak, ze g4 # ;.

Pro ovéfeni nulové hypotézy Hp pouzijeme testové kritérium

6-8 - S,m!(k=1)
S,./(N=k)'

ktera ma pii platnosti nulové hypotézy Fisherovo rozdéleni pravdépodobnosti s k-1 a N-k
stupni volnosti. Kriticka hodnota F_,\_ (&) na hlading vyznamnosti alfa je tabelovéna,

ptipadné ji lze ziskat v Excelu funkci FINV(«, k-1, N-K).

Postup testovani hypotézy Hy je tedy charakterizovan nasledujicimi kroky:

Krok 1. Zvolte hladinu vyznamnosti «, (ktera pfedstavuje pravdépodobnost chyby 1. druhu,
tj. pravdépodobnost zamitnuti spravné hypotézy). Praktické hodnoty hladiny vyznamnosti o
jsou obvykle: 0,1, 0,05, 0,01, nebo-li v procentech: 10%, 5%, 1%.
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Krok 2. Vypoctéte hodnotu testového kritéria T podle vzorce 6-8, pricemz pro hodnoty

meziskupinového souctu ¢tvercit S, apro vypocet vnitroskupinového souctu ctverei S,

pouzijte vzorce 6-2 a 6-3. Vypocetné vyhodné&jsi, napt. pro vypocet na kalkulacce, jsou také
nasledujici vzorce:

6‘9 kN 1 kK n 2
NPT
i=1l j=1 i=1l j=1
6-10 . gfean ¥
Sym :Zniyz_ﬁ(Zzyij} )
i1 i1 j=1
6-11 S,,=95,-S5,

Krok 3. Porovnejte hodnotu kritéria T z Kroku 2 s kritickou hodnotou F_, (@) . Vysledek
tohoto porovnani mize byt dvoji. Plati-li F <F_,  ,(«), potom se nulova hypotéza Ho
pfijima (nezamitd) a tudiz konstatujeme, ze Grovné faktoru X nemaji na hodnoty znaku Y
statisticky vyznamny vliv. Jinak feceno, faktor X je neacinny. Je-li F>F_,  ,(«), potom
nulovou hypotézu Hp zamitame, pfijimame hypotézu alternativni Hj, a tudiz konstatujeme, ze
hodnoty faktoru X maji na hodnoty znaku Y statisticky vyznamny vliv.

Podafi-li se vySe uvedenym testem prokazat, Ze hodnoty faktoru X maji na hodnoty znaku Y
statisticky vyznamny vliv, miZeme se dale zajimat, které skupiny se vyznamné odliSuji od
praméru, eventualné jak skupinové primeéry setadit, ptipadné zatadit do spole¢nych celkd.
V krajnim ptipadé by se totiz mohlo stat, ze vyznamnost rozdilnosti k skupin zpusobuje
vyluéné skupina jedind a ostatni skupiny se navzajem nelisi. Touto problematikou se zabyvaji
metody Scheffého nebo Tukeyho.

PRIKLAD 1

Nasledujici tabulka reprezentuje udaje ziskané nezavislymi ndhodnymi vybéry. Sledovanym
faktorem je v tomto pfipadé oktanové Cislo pohonné smési uzivané v automobilech (90, 91,
95, 98). Mame tedy Ctyfi urovné faktoru. Pro kazdou tuto Uroven byly ndhodnym vybé&rem
péti fidica zjistény spotieby automobili (tabulka 32). V tomto piipadé pracujeme s tzv.
vyvazenym tfidénim — kazdy vybér ma stejny rozsah, vime vSak, Ze to neni nutné a vybéry
mohou byt rtizné¢ velké. Zajimd nds otazka, zda oktanové Cislo ovliviiuje (statisticky
vyznamng) uroven spotieby. K nalezeni odpovédi na tuto otazku aplikujeme popsanou
analyzu rozptylu — jednoduché tiidéni.

Tabulka 32: spotieba pro rizna oktanova cisla

Faktor 90 91 95 98
81 | 77 | 76 | 75

8 | 78] 76 | 78
Vybery | 79 | 7.9 | 75 | 76
78 | 76 | 76 | 75
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| 82 | 78 | 76 | 75 |

Hladinu vyznamnosti stanovime na 5%. Pokud jde o meziskupinovou variabilitu, potfebujeme
vypocitat pro kazdou skupinu (kazdy sloupec) dil¢i primér. Dil¢i praméry jsou po tfadé 8,
7,76, 7,58 a7,58. Celkovy primér ze vSech hodnot je 7,73. Dosazenim do vzorce 6-3, kde

n, =5pro vSechna i, obdrzime S, =0,594. Pokud jde o vnitroskupinovou variabilitu, mdme

podle 6-2 S, =(8,1-8)" +(8—8)" +...+(8,2—8)* +(7,7-7,76)" +...+(7,5-7,58)* = 0, 228.
Pocet vSech hodnot N = 20, pocet urovni faktoru k = 4. Pro testové kritérium T tedy plati

S, (k-1
7= /(=D _ 0,594/3 =13,895.
S,./(N-k) 0,228/16

Kriticka hodnota testu K = FINV/(0,05,3,16) = 3,2389. Testové kritérium je vyssi nez kriticka
hodnota, proto zamitdme hypotézu 0 tom, ze oktanové Cislo pohonné smési nema zadny vliv
na spotiebu vozu. Jinak feceno, tento faktor, zda se, ovliviiuje spotiebu statisticky vyznamné.

Excel: Stejny test lze provést v Excelu pomoci modulu Analyza dat. V dialogovém okné,
které tento modul nabidne, si uzivatel vybere analyzu rozptylu jeden faktor (obrazek 9)

Obrazek 9: dialogové okno Analyza dat v Excelu

Ll N
Analjza dat 7

Analytické nastroje:
Anova: jeden faktor -~

Anova: dva faktory s opakovanim
Anova: dva faktory bez opakovani )

Korelace 5 P
Kowariance

Popisna statistika

Exponendalni vyrovnani

Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

Fourierova analyza

Histogram Sl

a Vv dalSim dialogovém okné& (obrazek 10) pak vyznaci oblast dat v Excelu, které obsahuji
vysledky nahodnych vybéri:
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Obrazek 10: vyplnéni idaji pro analyzu rozptylu v Excelu

8,1 7,7 7,6 7.5
8 7,8 7,6 7.8
Vybéry 7,9 7,9 7,5 7,6
7,8 7,6 7,6 7.5
8,2 7,8 7,6 7.3
Anova: jeden faktor ? =
Vstup 1
Vstupni oblast: SFST:8I511 l@ I
N Storno E
Sdruit: @ Sloupce
Rédky MNépovéda i
Popisky v prvnim fadku
Alfa: 0,05 !
MozZnosti vystupu
Wystupni oblast: 5]

@) Novy list:

Je tfeba rovnéz dat pozor na to, aby v dialogovém okné bylo spravné vyznaceno, zda jsou tyto
vybéry sdruzeny do sloupcii ¢i fadku. V nasem piipad¢ plati: co sloupec, to ndhodny vybér.

Po zvoleni vhodné hladiny vyznamnosti alfa a ur¢eni, kde v Excelu se ma umistit vysledek
vypocétl, pak Excel vrati udaje v tabulce 33.

Tabulka 33: vysledek analyzy rozptylu provedené Excelem

ANOVA

Zdroj variability SS Rozdil MS F Hodnota P F krit
Mezi vybéry 0,594 3 0,198 13,89474 0,0001015 3,238872
Viechny vybéry 0,228 16 0,01425
Celkem 0,822 19

V této tabulce znali ,Mezi vybéry”“ meziskupinovou variabilitu, ,,VSechny vybéry*
vnitroskupinovou variabilitu a ,,Celkem* celkovou variabilitu. Udaj ,,F* reprezentuje hodnotu
testového kritéria, udaj ,,F krit* kritickou hodnotu testu. Jak je vidét, na§ vypocet byl spravny.

6.1.2 MIRA TESNOSTI ZAVISLOSTI

Variabilita podminénych (skupinovych) priméri Y, kolem celkového priméru y je
zpusobena zavislosti znaku Y na znaku X. Tuto variabilitu jsme vyjadfili meziskupinovym
souctem Ctvercd S, . Variabilita znaku Y uvnitf jednotlivych skupin — vyjadfena

vnitroskupinovym (rezidualnim) souctem ctverct S, je zplsobena jinymi, neuvazovanymi

Ciniteli. Cim vétsi je S, m» tim VEtSi je te€snost zavislosti znakd X a Y. Tato mira zavislosti se
méii S vyuzitim vztahu 6-4. Zavadime miru tésnosti zavislosti znaku Y na znaku X pomérem

determinace PZ, a to takto:

6-12 S,

-01-



6 ANALYZA ROZPTYLU

Odmocninu z poméru determinace P nazyvame korelacni pomer.

Pomér determinace nabyva hodnot z intervalu [0,1]. Cim t&sngjsi je zavislost Y na X, tim vice
se hodnota poméru determinace blizi K jedné, tim vice se také meziskupinovy soucet ¢tvercu
blizi k celkovému souctu ¢tvercti, pii¢emz vnitroskupinovy soucet ¢tvercu se blizi k nule.
Naopak, ¢im vice se pomér determinace blizi K 0, tim mensi ¢ast z celkového souctu Ctverci
ptipada na meziskupinovy soucet ¢tverct, a tim mensi je zavislost znaku Y na X.

SHRNUTI

Statistickou vyznamnost rozdili mezi popula¢nimi priméry dvou ndhodnych veli¢in
umoznuji overit statistické testy, napft. t-testy. Analyza rozptylu — ANOVA umoziuje overit
vyznamnost rozdilu i mezi vét§im poctem populacnich primeéri, a umoziuje tak také posoudit
vliv riznych trovni faktoru nebo faktori na proces charakterizovany kvantitativnim
statistickym znakem. Zakladni myslenka analyzy rozptylu spociva Vv rozkladu celkového
HLrozptylu“ na diléi ,;rozptyly* pfislusejici jednotlivym vliviim, podle nichz jsou data
roztfidéna. Jednou slozkou celkového rozptylu je tzv. rezidualni rozptyl, zpusobeny
nepostizenymi vlivy. Podle poctu analyzovanych faktorti rozliSujeme jednofaktorovou,
dvoufaktorovou a vicefaktorovou analyzu rozptylu. V této kapitole jsme se vénovali prvnimu
z téchto typit ANOVA.

Metoda jednofaktorové analyzy rozptylu spo€iva vtom, Ze celkovou variabilitu méfenou
souctem ¢tverct odchylek od celkového priméru rozdélime na variabilitu uvnitt jednotlivych
vybérll a na variabilitu mezi jednotlivymi vybéry. Pfedpokladame, ze faktor X ma K arovni
s efektem na znak Y a formulujeme nulovou hypotézu, Ze vSechny vybéry pochazeji ze stejné
zakladni populace. Pro ovéfeni nulové hypotézy pouZijeme statistiku 6-8, kterd ma pfi
platnosti nulové hypotézy Fisherovo rozdéleni. Kritické hodnoty Fisherova rozdé€leni jsou
tabelovany pro rtizné hodnoty hladiny vyznamnosti o artzné hodnoty stupiii volnosti.
Nulovou hypotézu bud’ pfijimame (nezamitdme) a tudiz konstatujeme, ze hodnoty faktoru X
nemaji na hodnoty znaku Y statisticky vyznamny vliv, anebo nulovou hypotézu zamitame,
piijimadme hypotézu alternativni a tudiz konstatujeme, Ze hodnoty faktoru X maji na hodnoty
znaku Y statisticky vyznamny vliv.

Miru tésnosti zavislosti vyjadfujeme jako podil meziskupinového a celkového souctu ctverct,
a zavadime proto jako miru té€snosti zavislosti znaku Y na znaku X pomér determinace P?,

ktery nabyva hodnot z intervalu [0, 1]. Cim tsn&j3i je zavislost Y na X, tim vice se hodnota
poméru determinace blizi K jedné. Cislo P nazyvame korela¢ni pomér.

-92-



Filip Tosenovsky; STATISTICKE METODY PRO EKONOMY

KONTROLNI TEST 6

6.1 Jednofaktorova ANOVA slouzi k (oznacte spravnou odpovéd’, mtize jich byt i vice):

e o

6.2 Pii

a
b

vypoctu rozdéleni Cetnosti jednotlivych znaka
testovani vlivu faktoru na kvantitativni znak
zjisténi typu rozdéleni pravdépodobnosti
zjisténi zkorelovanosti statistickych znakt

testu hypotézy se v ANOVA:

. testuje nulova hypotéza, ze stiedni hodnoty znakt jsou stejné,
. testuje nulova hypotéza, Ze dva statistické znaky jsou vzajemné zavislé,

C. testuje nulova hypotéza, ze hodnota znaku se li$i od zadané hodnoty

d

6.3 Pri

a

. testuje nulova hypotéza, ze dva statistické znaky jsou vzajemné nezavislé.

ANOVA se vyuziva kritické hodnoty:

. Studentova rozdéleni pravdépodobnosti,

b. Pearsonova Chi-kvadrat rozdéleni pravdépodobnosti,
c. Fisherova F-rozdéleni pravdépodobnosti,

d

. Gaussova normalniho rozd¢leni pravdépodobnosti,

6.4 Urcete, zda nasledujici vyroky jsou spravné (vepiste A) nebo nespravné (vepiste N):

a

. K testu neti¢innosti faktort se v analyze rozptylu pouZiva F-test rovnosti rozptyld.

b. Determina¢ni pomér nabyva hodnot z intervalu [0;1].
C. Zavislost mezi znaky X a Y je tim vétsi, ¢im mens$i je meziskupinova variabilita.

d
e

. Obor pfijeti je pti analyze rozptylu oboustranny.
. Rozptyl skupinovych pruméra odrazi vnitroskupinovou variabilitu znaku Y.

6.5 Dopliite spravny vyraz:

LeZi-li hodnota testového kritéria F V kritickém oboru, lze na dané hladiné
vyznamnosti povazovat znak Y za na znaku X.

b. Analyza rozptylu, kdy celkovy pocet pozorovani je m a faktor ma | kategorii,

pfedpokladd nalezeni piisluSného kvantilu F rozdéleni o stupnich volnosti
a

Hodnota testového kritéria F nabyva vzdy hodnot.

d. Jednofaktorovd ANOVA zkouma4 zavislost znaku Y na znaku X.
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6.6 Dopliite spravné souslovi:

a. Odmocnina z determina¢niho poméru se nazyva .
b. Padne-li hodnota testového kritéria F do pak
nulovou hypotézu zamitame.

c. Kvypoctu kritického oboru jednofaktorové ANOVA potfebujeme znat -
a

RESENI KONTROLNIHO TESTU 6

6.1 b.
6.2 a.
6.3 ¢

6.4 N,A N, N,N

6.5 a.zavisly, b. I-1 a m-l, c. kladnych, d. kategoriich

6.6 a. korelatni pomér, b. kritického oboru, . stupné volnosti rozdéleni F a hladinu
vyznamnosti
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7 ANALYZA ROZPTYLU — DVOJNE TRIDENI A LATINSKE
CTVERCE

V piedeslé kapitole jsme se seznamili s jednofaktorovou analyzou rozptylu. V této
kapitole probereme vicefaktorové analyzy rozptylu. Jde o situaci, kdy se zkouma, zda
kvantitativni znak Y je ovliviiovan dvéma nebo tfemi faktory, opét ne nutn¢ kvantitativnimi
znaky. Vicefaktorova analyza rozptylu ma sviij experimentalni plan. O experimentalnich
planech budeme podrobnéji hovofit v ndvaznych kapitolach. Tento plan muze byt navrzen
efektivné tak, aby vysledky analyzy rozptylu byly pfesvédCivé a piitom nebylo tieba mit
k dispozici pfili§ mnoho udaji. Uvédomme si, ze S tim jak pfibyva faktort, které slouzi ke
klasifikaci sledovaného znaku Y, zvySuje se tim rychle i pozadavek na objem dat.

Sleduje-li se vliv dvou faktori, které mohou ovlivnit hodnotu sledovaného (kvantitativniho)
znaku Y, hovotime 0 dvojném tfidéni. Obdobn¢ jako v piipadé jednoduchého tiidéni je mozné
pro rizné¢ kombinace téchto dvou faktori provést ndhodné vybéry ana jejich zakladé pak
testovat individualni vliv obou faktorti. Kromé uvedenych dvou faktord je mozno uvazovat
jako samostatny faktor také jejich interakci. Podle toho se pak rozliSuje analyza rozptylu
dvojné tfidéni s interakcemi nebo bez interakci. My Vv nasem vykladu interakce uvazovat
nebudeme. Analogickd tvrzeni plati také pro ptipad, kdy pracujeme se tfemi ,,hlavnimi®
faktory — vtomto pfipadé mluvime 0 analyze rozptylu trojné tifidéni — a opét mulzeme
zkoumat také jako specidlni faktory vSechny mozné dvouclenné interakce tfi hlavnich faktort
a také troj¢lennou interakci tvofenou vsemi tfemi hlavnimi faktory.

Vzhledem Kk Casté naro¢nosti pozadavku na objem dat v piipadé vicefaktorové analyzy
rozptylu se omezujeme na piipad, kdy pro danou kombinaci faktorli obsahuje piislusny
nahodny vybér pouze jedno pozorovani. Hovofime pak o0 analyze rozptylu S jednim
pozorovanim V kazdé podskupiné. Tento piipad také patii mezi ptipady vyvazeného tridéni
zminéného jiZ U jednoduché analyzy rozptylu. Zatimco ovSem U jednofaktorové ANOVA
vyvazené tfidéni neni az tak zdsadni pozadavek, v piipadech vicefaktorové ANOVA hraje
obvykle v praxi ani necini zadné zvlastni problémy. Pokud tento pozadavek splnén neni,
potom zalezi na tom, jak jsou vicefaktorové ANOVA provadény (mohou byt totiZz provadény
vicero zpusoby) a kazdy z téchto postupti mize dat obecné jiny zavér a mit jinou intepretaci.
V piipadé€ vyvazeného tfidéni toto Gskali nenastava.

Nasledujici kapitola je proloZena feSenymi ptiklady, které si peclivé prostudujte tak, abyste
byli schopni odpovédét na kontrolni otazky v zavéru kapitoly.

7.1 DVOJNE TRIDENI

Je-li sledovany znak ovliviiovan dvéma faktory, hovoiime 0 dvojném tfidéni. | v tomto
ptipadé dochazi ke vhodnému rozkladu celkové variability znaku na dil¢i zdroje variability.
Rozklad celkového souctu ¢tverci S se provede analogicky jako v ptipadé jednoduchého
tiidéni S tim rozdilem, Ze ptibyde v rozkladu novy ¢initel odrazejici vliv druhého faktoru.
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Rozklad celkového souctu ¢tvercii S ma nyni tvar

7-1

kde

7-2

7-3

7-4

7-5

S =S,+S5;+S;,

S, =S-S5, —S,.

Zde n znaci pocet uvazovanych urovni faktoru A, K pocéet uvazovanych urovni faktoru B,
celkem je k dispozici nk pozorovani pfi jednom pozorovani V kazdé podskupiné. Symbol y,

vyjadiuje dilé¢i pramér: primérnou hodnotu pozorovani Vv situaci, kdy je faktor A na své i-té
Grovni, zatimco Y; reprezentuje primérmou hodnotu pozorovani v situaci, kdy je faktor B na

své J-té Grovni. Symbol ¥ zastupuje jako obvykle primér spocteny ze vSech pozorovani.
Tento experiment schematicky vyjadiuje tabulka 34.

Faktor A:

arovné

rrrrrr

Faktor B:  drovné
Bl B2 Bk
Al
A2
An
Y; ¥y Je v i-tém fadku, j-tém sloupci V.

P

Symbol y; lze chéapat jako ,.fadkovy primér v nasi tabulkové reprezentaci, symbol Y, lze

pojimat jako ,.sloupcovy prumér”. Soucet S,odrazi vliv faktoru A, soucet S, odrazi vliv

faktoru B, soucet S, odrazi zbytkovy vliv ostatnich faktort. Celkova variabilita pozorovani je

méfena vyrazem S . JelikoZ v této analyze vystupuji dva faktory, pfedstavuje analyza rozptylu
dvojné tfidéni dva testy. Kazdy z téchto testu zkouma statistickou vyznamnost vlivu jednoho

Z faktoru.
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7.1.1 VLIVFAKTORU A

Testujeme statistickou hypotézu Hy: Faktor Anema vliv na sledovany znak Y.
Alternativni hypotéza tvrdi opak: Hi: Faktor A ma vliv na sledovany znak Y.

Testové kritérium T ma tvar

7-6 T S,/ (n-1) .
Sy /(nk—n-k+1)

Kritickd hodnota testu K= F_, , .., (a) na hladin€ vyznamnosti alfa, tj. tykd se Fisherova

rozd¢€leni S uvedenymi stupni volnosti.

Pokud T > K, zamitame nulovou hypotézu. Mizeme tedy Vv takovém ptipadé fici, Ze faktor
A statisticky vyznamné ovliviiuje sledovany znak Y. Je-li naopak T < K, pfijimame nulovou
hypotézu, jinymi slovy, faktor A statisticky vyznamné neovliviiuje sledovany znak Y.

7.1.2 VLIVFAKTORUB

Testujeme statistickou hypotézu Ho: Faktor B nema vliv na sledovany znak Y.
Alternativni hypotéza tvrdi opak: H;: Faktor B ma vliv na sledovany znak Y.

Testové kritérium T ma vV tomto druhém piipadé tvar

7-7 T Sg/(k-1) .
Sy /(nk—n-k+1)

Kritick4 hodnota testu K = F_, . ,,,(«) nahladin€ vyznamnosti alfa.

Pokud T > K, zamitame nulovou hypotézu. Muzeme V takovém piipadé fici, ze faktor B
statisticky vyznamné¢ ovliviiuje sledovany znak Y. Je-li naopak T <K, pfijimdme nulovou
hypotézu, tj. faktor B statisticky vyznamné neovlivituje sledovany znak Y.

PRIKLAD 1

Uvazujme dva faktory A, B, z nichz prvni je sledovan na tfech urovnich a druhy na ¢tyfech
urovnich. Pro kazdou kombinaci trovni (kategorii) téchto faktorit mame k dispozici jedno
pozorovani. Pfedpoklddame, Ze tato pozorovani vznikla nezavisle na sobé a pochazeji
Z normalnich rozdéleni se stejnymi rozptyly. Testujeme mozny vliv kazdého faktoru zvlast,
a to na pétiprocentni hladin€ vyznamnosti. Potfebné udaje jsou v tabulce 35.

Tabulka 35: vstupni tidaje pro Anova dvojné tFidéni

B
Bl B2 B3 B4
Al 24 25 25 23
A A2 22 21 22 25
A3 21 22 21 21
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Tabulka 36 obsahuje proti zadani navic fadkové a sloupcové priméry a dale také celkovy
prumér vypocitany ze vSech pozorovani; n = 3, k= 4. Svyuzitim vzorcu 7-2 az 7-5
dostavame

Tabulka 36: ANOVA a priméry

B
Bl B2 B3 B4 priméry
Al 24 25 25 23 24,25
A A2 22 21 22 25 22,5
A3 21 22 21 21 21,25
celkovy
praméry 22,33333 22,66667 22,66667 23 22,66667 primér

K n

S= ZZ(yij - 7)2 = 30,66,
j=1 i=1

S, = ki(yi ~y)’ =18,166,
i=1
K

S,=nY (¥, ~¥) =0.66,

=

S,=S-S,-S, =11,833.

Pro testova kritéria tedy plati:

Testu vlivu A:

__ SJ(n-1) _18166/2_, .
S./(nk—n-k+1) 11,833/6

Testu vlivu B;:

So/(k-1) _ 0,66/3

_ _ ~0,1126.
S./(nNk—n—k+1) 11,833/6

Kritické hodnoty maji tvar:
Test vlivu faktoru A:

K = FINV(0,05,3-1,12-3-4+1) = 5,143.
Test vlivu faktoru B:

K = FINV(0,05,4-1,12-3-4+1) = 4,757.
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Jak je vidét z téchto udajii, zddny z faktorh se nezdé byt statisticky vyznamny na pétiprocentni
hladin¢ vyznamnosti.

Excel: Stejny piiklad Ize také feSit pomoci Excelovského modulu Analyza dat, ve kterém
analytik vybira polozku Anova: dva faktory bez opakovani (obrazek 11).

Obrazek 11: dialogové okno Excelovského modulu Analyza dat

Analyza dat

Analytické nastroje:

Anova: jeden faktor -

Storno

Mapovéda

X
o
=

&3

Kovariance

Popisng statistika

Exponendialni vyrovnani
Dwvouvybérowy F-test pro rozptyl
Fourierova analyza

Histogram

V nabidnutém dialogovém okné pak vyznaci pocitacovou mysi oblast idajii (nasSe tabulka se
zadanim), zvoli hladinu vyznamnosti a potvrdi. Vystupem jsou pak tyto tdaje tabulky 37 (v
piipadé naSeho piikladu).

rrrrrr

ANOVA

Zdroj Hodnota
variability SS Rozdil MS F P F krit
Radky 18,16666667 2 9,083333 4,605634 0,06137 5,143253
Sloupce 0,666666667 3 0,222222 0,112676 0,949497 4,757063
Chyba 11,83333333 6 1972222
Celkem 30,66666667 11

Jejich interpretace je podobna jako Vv pfipadé analyzy rozptylu jednoduché ttidéni. Druhy
sloupec obsahuje s¢itance z rozkladu 7-1, symbol F ptedstavuje hodnoty testovych kritérii pro
jednotlivé faktory a F Krit pfislusné kritické hodnoty testu.

7.2 TROJNE TRIDENI (LATINSKE CTVERCE)

Do analyzy rozptylu patii také specialni ptipad trojného tfidéni, 0 némz pojedname
v samotném zavéru kapitoly 0 analyze rozptylu. Jde o tzv. latinské ¢tverce. Latinské ¢tverce
patii mezi klasické metody planovéani experimenti (analyza rozptylu rovnéz spada do
planovani experimenti). Historicky pochazi tento pojem z 18. stoleti, kdy L. Euler (1707 —
1783) ptedlozil petrohradské akademii tilohu 0 36 distojnicich: Sestavte 36 duastojnikd 6
rtznych hodnosti ze 6 riznych pluka do ¢tverce tak, aby v kazdé fadé a v kazdém sloupci byli
distojnici vSech hodnosti a vSech plukti. Obecnéji se tento problém da zformulovat takto:
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Uvazujme objekty, které maji dvé vlastnosti: A aB (napt. A = hodnost, B = pluk). Kazda
vlastnost nabyva n ruznych hodnot, resp. kategorii (n = 6, 6 riznych hodnosti: podporucik,
porucik, nadporucik, kapitan, major, plukovnik; 6 riznych pluki: pluk 1, pluk 2, ..., pluk 6).
Ukolem je sestavit n? objektd do &tverce tak, aby v kazdé vodorovné fadg i v kazdé svislé fads
tohoto Ctverce byly vzdy objekty vSech kategorii vlastnosti A a zaroven vsech kategorii
vlastnosti B (napf. v prvni fadé stoji podporucik z pluku 6, porucik z pluku 5,..., plukovnik
z pluku 1). Takovéto schéma objekti se nazyva latinsky Ctverec fadu n. Znamy vysledek,
ktery pochézi od samotného Eulera, tika, ze pro kazdé ptirozené ¢islo n existuje alespon jeden
latinsky ¢tverec fadu n vuvedeném slova smyslu. V této subkapitole se budeme zabyvat
latinskymi ¢tverci, které rovnéz slouzi kK vyhodnocovani experimentd.

Piedstavme si, ze sledujeme vliv tii faktorti na znak Y. Vzhledem k tomu, ze jde o tfi faktory,
dosti obtizn€¢ se nam podaii reprezentovat takovy experiment dvojrozmérnou tabulkou.
Zasadni problém je vSak Vv tom, Ze tfi faktory uZz je dosti velké ¢islo vyzadujici velky pocet
pozorovani. Je ale mozné uvazovat tak, Ze pro kazdou kombinaci urovni sledovanych tii
faktort budeme realizovat jediné pozorovani atakovy experiment budeme reprezentovat
dvojrozmérnou tabulkou, jejiz zahlavi bude obsahovat rizné urovné dvou faktord a vnitfek
tabulky bude obsahovat zdznam Urovni tietiho faktoru. Tyto Grovné tfetiho faktoru budou
pfitom vepsany do tabulky tak, aby vznikl latinsky ¢tverec.

Uvazujeme-li faktory A, B, C ahovofime 0 latinském ¢tverci fadu n = 3, mlizeme nas
experiment zapsat napiiklad v podob¢ tabulky 38

Tabulka 38: Anova trojné tridéni schematicky

a b c
b c a
c a b

Jedna strana tohoto Ctverce predstavuje tii urovné faktoru A. Druha strana tabulky - sloupce
reprezentuji tfi urovné faktoru B. Vnitiek tabulky obsahuje tfi urovné tfetiho faktoru C. Navrh
takového experimentu ¢teme tak, ze kdyz je faktor A na prvni trovni, faktor B je na prvni
a faktor C je rovnéz na prvni Grovni (to je prvek [1,1] tabulky), pak pravé pro takovou
kombinaci tii faktort realizujeme jedno pozorovani. Obdobn¢ postupujeme i v ptipadé dalSich
kombinaci, az projdeme celkou tabulku. Tento experiment ma své vyhody a jednou z nich je
ta, ze V konecném vysledku pracujeme S deviti udaji misto 27, které bychom potiebovali,
pokud bychom chtéli zohlednit vS§echny moZzné kombinace uvedenych tii faktort. Pfitom je
tento navrh zvolen tak, aby vyslednd analyza davala vérohodné vysledky.

Celkovy rozklad variability, z néhoz se vychazi pfi testovani vlivu jednotlivych faktorii, ma
tvar

7-8 S=S,+S;+S; +Sg,

kde

Sp= ni (B_/i.. _9)2
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odrazi vliv faktoru A a y,,, je prumér znaku Y, je-li faktor A na své i-té Grovni,

7-10 n
SB :nZ(y.Jo_y)z
j=1

odrazi vliv faktoru B a Y, ;, je primér znaku Y, je-li faktor B na své j-t€ Grovni,

7-11 n
Se =) (Yo —Y)’
k=1

odrazi vliv faktoru C a ¥,,, je pramér znaku Y, je-li faktor C na své k-té Girovni,

-12 S :ZZZ(yijk _3_/)2

je celkovy soucet Ctvercli — vystupuji v ném realizovand pozorovani znaku Y -y pro

realizované urovné vSech tfi faktora — a kone¢né
7-13 S, =S-S,—-S;-S..

je rezidualni soucet Ctverci.

rrrrrr

faktort. U vSech tii testi ma testovand hypotéza Ho tvar: dany faktor neni vyznamny.
Alternativni hypotéza Hj tvrdi opak. Testova kritéria pro testovani vlivu faktora A, B, C jsou
shrnuta v tabulce 39:

Tabulka 39: Anova trojné tridéni

Zdroj variability | Soucet ¢tverca Stupné volnosti Odhad rozptylu F testové kritérium
Faktor A Sa de:n-l MSA:SA/ de FA:MSA/ MSg
Faktor B SB de=n-1 MSB:SB/ de FB:MSB/ MSR
Faktor C Sc dfc=n-1 MS¢c=S/ df¢ Fc=MSc/ MSg
Rezidua Sk de:(n-l)(n'Z) MSR:SR/ de

Celek S dfr=n’-1

Je-li FA > F

(a2 (@) , zamitame nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti ¢ a tvrdime,

ze faktor A je vlivny. Pfi opacné nerovnosti vlivny neni.

Je-li Fg> F 42 (@), zamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti ¢ a tvrdime,

ze faktor B je vlivny. Pfi opacné nerovnosti vlivny neni.

Je-li Fc> F (102 (@), zamitime nulovou hypotézu na hlading vyznamnosti ¢ a tvrdime,

ze faktor C je vlivny. Pfi opa¢né nerovnosti vlivny neni.
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PRIKLAD 2

Uvazujme ptipad, kdy sledujeme mnozstvi emisi vyfukovych plynti Y Vv zavislosti na téchto
trech faktorech:

Faktor 1 = typ prisady do benzinu (4, B, C, D),
Faktor 2 = Fidic vozidla (I, 11, 111, V),
Faktor 3 = pouzité vozidlo (1, 2, 3, 4).

Vysledky experimentu jsou uvedeny v tabulce 40

Tabulka 40: vstupni iidaje pro Anova trojné tFidéni
Ridic¢\vozidlo: |1 2 3 4
| A:21 B:26 D:20 C:25
I D:23 |C:26 A:20 B: 27
m B:15 |D:13 C: 16 A:16
Y, C:17 |A:15 B: 20 D: 20

; Vi j Ve ‘ Veuk
1=A 18 1= 23 1 19
2=B 22 2=l 24 2 20
3=C 21 3=11| 15 3 19
4=D 19 4=IV 18 4 22

UZitim vzorct 7-9 az 7-13 dostdvame
5, =137, - )" =40
S, = njz:,&.,-. -yy =216
S, =03 (7.0 ) =24
S = ZZj:Zk:(yi,»k —y)* =296.

S,=S-S,-S,—S. =16.
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Testova kritéria vypadaji proto takto:

Pro Faktor 1: T= M =5

- @16/6)

T_(216/3) .
(16/6)

_(2413)

- @e/6)

Pro Faktor 2:

Pro Faktor 3:

Kriticka hodnota je ve vSech tfech piipadech stejna: K = FINV(0,05,3,6) = 4,757. Zavér testl
je takovy, ze faktory 1 a2 jsou statisticky vyznamné, pokud jde o0 jejich vliv na znak Y, tieti
faktor, tj. typ pouzitého vozidla, neovlivné znak Y.

SHRNUTI

V této kapitole jsme se seznamili S vicefaktorovou analyzou rozptylu — konkrétné
s ttifaktorovou, ato specidlné navrzenou V podobé tzv. latinskych ctvercl, a S analyzou
rozptylu v podobé dvojného tfidéni bez interakci S jednim pozorovanim v kazdé podskuping.
Vysvétlili jsme hlavni ucel téchto metod a techniku jejich matematického provedeni. Poznali
jsme pojmy jako: dvojné tfidéni, trojné tiidéni, latinské ctverce, rozklad souctu Ctverci,
ANOVA tabulka, faktor. V feSenych piikladech, které nasleduji, si zopakujte analyzu rozptylu
véetné té v podobé jednoduchého tiidéni.

KONTROLNI TEST 7

1) Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte, zda vynosy petrzele zavisi na pouzitém druhu
hnojiva. Vstupni udaje jsou v tabulce 41

Tabulka 41: vstupni udaje pro ANOVA

Hnojivo Vynosy (1kg/10m®)
A 40 42 45 40 44 47
B 76 75 82 68
C 60 58 62 64 70

2) Pomoci determina¢niho poméru zjistéte tésnost zavislost vynosu petrzele na pouzitém
druhu hnojiva z piedchoziho ptikladu.

3) Bylo vybrano 6 tidi¢d, z nichz kazdy absolvoval s kazdym typem benzinu jednu jizdu. Na
hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte, je-li primérna spotifeba paliva zavisld na typu
pouzitého benzinu a na tom, ktery fidi¢ s vozem jel. Vstupni udaje jsou v tabulce 42.
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Tabulka 42: vstupni udaje pro ANOVA

Ridi¢i
Typ benzinu A B C D E F Priméry
Aral 7,5 6,9 7,9 7,3 6,9 7,8 7,38
Shell 7,6 7,2 7,5 8 7,3 8,2 7,63
Benzina 7,2 8,1 7,8 7,6 7,8 6,9 7,57
Slovnaft 7 7,3 7,2 7,5 8,2 7,7 7,48
Praméry | 7,33 7,38 7,6 7,6 7,55 7,65 7,5

RESENI KONTROLNIHO TESTU 7

1) Faktor typ hnojiva ma 3 skupiny, tzn. K= 3, s nasledujicimi Cetnostmi ve skupinach
n =6 n,=4 n,=5.Celkovy pofet méfeni N = 15.

Testujeme nulovou hypotézu H,: 4 =, =14, tj. Ze vynosy petrZele nezavisi na typu
hnojiva. Pfed vypoctenim testového kritéria musime zjistit hodnoty nasledujicich veli¢in:

DV

;v o v — i=1
e Podminéné priumery y, = -

,pro i=12...,k, kde: y; jsou zjisténé hodnoty.

1&E @ 1 :
o Celkovy primer § = —ZZ Y = —Zni)_/i , kde: n je celkovy rozsah souboru.
Nz

i1 j
K
* Meziskupinovy soucet ctvercii S, = Zni (V- 7)2 , kde: n; je pocet méfeni Vi-té
i=1
skuping, Y; je vybérovy primér V i-té skupiné.
Kk )
* Vnitroskupinovy soucet ctvercii S, = ZZ( Yi— Vi) .

i=1 j=1

e Celkovy soucet ¢tvercii S, =S, +S, .

Hodnoty vySe uvedenych veli¢in jsou:

7, = 40+42§...+47 _43,
7, = 76+75+...+68 _ 7525
y, =62,8,
y= 43-6+75,25-4+62,8-5 _58,2.

15

)’ =6(43-58,2)" +4(75,25-58,2)" +5(62,8-58,2)" = 2654,85.

wn
<
3

Il

M-

=
—_
<

|
<l
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N

S, =22 (% -7 )" =(40-43)" +(42-43)" +...+(47-43)" +

k

i=1l j=1
+(76-75,25)" +(75-75,25)" +...+ (68— 75,25)" +
+(60-62,8)° +(58—62,8)" +...+(70-62,8)" = 223,55.

Udaje shrneme do tabulky 43:

Tabulka 43: vystup ANOVA

Zdroj variability | Soudty Pocty Primérné Testové
¢tvercu stupi volnosti | ¢tverce kritérium F
odchylek

Faktor x 2654,85 k—-1=2 1327,42 71,25

(meziskupinova

variabilita)

Rezidualni 223,55 N-k=12 18,63

(vnitroskupinova

variabilita)

Celkovy 2878,4 N-1=14

Hodnota testového kritéria T =71,25, kriticka hodnota F,, (0,05) =3,89, kriticky obor je

C =[3,89; + ). Hodnota T lezi v kritickém oboru, proto zamitdme na hladiné vyznamnosti
5% nulovou hypotézu. Vynosy petrzZele zavisi na zvoleném typu hnojiva.

2) Na otazku ,,Jak silna je vazba mezi nezavislou proménnou (typ hnojiva) a proménnou
Ciselnou (vynosy petrzele)? odpovida hodnota korelacniho poméru:

P= SV_’“
Sy
kde
Sym je meziskupinovy soucet ctverct,
S, je celkovy soucet ¢tverct.
Dosadime-li do vztahu, dostaneme P = 2654,85 _ 0,922 =0,96.
2878,4

Pokud hodnotu korelaéniho poméru umocnime, dostavame pomér determinace P?=0,922.

Hodnoty determina¢niho poméru blizké 1 sveéd¢i 0 vysoké zavislosti vynosu petrzele na
pouzitém typu hnojiva.

3) Zkoumame tedy zavislost primérné spotieby (znak Y) na typu pouzitého benzinu (znak
X1) ana fidi¢i (znak Xp). V tabulce jsou jiz doplnény podminéné priméry a celkovy
prumér vyjadieny kurzivou. Znak X; ma kK =4 trovné, znak X, ma r =6 urovni. Pro
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faktor X; formulujeme hypotézu: H, faktor X; je neucinny, H, faktor X; je ucinny, tj.
prumérna spotieba zavisi na pouzitém druhu benzinu. Pro faktor X, formulujeme
hypotézu: Hg faktor X, neudinkuje, H; faktor X, u¢inkuje, tj. primérna spotieba zavisi
na fidi¢i vozu.

Vypocet jednotlivych souétﬁ
—rz v —y) = [7 38-7,5) +...+(7,48—7,5)1:0,21

XZ_kZG:(yJ y) =4[ (7.33-7.5) +..+(7,65-7,5) | -0,358,

j=t

Potfebujeme znat i hodnotu souctu S, z praktického hlediska je vSak vyhodnéjsi vypocitat
hodnotu celkového souctu S. Soucet S, pak dopocteme ze vztahu S =S, +S, +S,

4 6 2

S=>">(y;-Y) =(7.5-7,5) +(6,9-7,5) +..+(8,2-7,5) +(7,7-7,5)" =3,79.

i=L j=1

Je tedy S, =3,22.

Testové kritérium pro 1. hypotézu: F = k-1 -3 - 0,33.

V tabulce kritickych hodnot F-rozdéleni najdeme F;,5(0,05)=3,29. Protoze 0,33 < 3,29,

nelze zamitnout H,, coZ znamena, Ze pouZity typ benzinu nema na primérnou spotiebu
statisticky vyznamny vliv.

Testové kritérium pro 2. hypotézu: T = r-1 =2 = 0,33.

V tabulce kritickych hodnot F-rozdéleni najdeme F; 4 (0,05)=2,9. Protoze 0,34 < 2,9, nelze

zamitnout H, coZ znamena, Ze volba Fidi¢e nema na pramérnou spotiebu vliv.
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8 UPLNE FAKTOROVE PLANY

V této kapitole se budeme podrobnéji vénovat planovani experimentli, coz je doména
typicka pro primyslova odvétvi. Pod pojmem experimentovat si pfitom predstavujeme zménu
obvyklych pracovnich podminek S cilem nalézt nejlepsi pracovni postupy a soucasné ziskat
hlubsi poznatky 0 vlastnostech vyrobku a vyrobniho procesu, které s témito pracovnimi
postupy souviseji. Formulaci ,,nejlepsi pracovni postupy* 1ze interpretovat takto: Oznacime-li

sledovany ukazatel kvality Y jistého vyrobku (resp.ukazatele kvality Y,,Y,,..,Y,) a faktory
A/B,C,..., které jej ovliviluji, se mohou pohybovat na riiznych wrovnich -A, A, A, ...pro
faktor A; B, B,,B,,... pro faktor B atd., potom cilem planovani experimentti je rozhodnout,

které z faktorti A B,C,...vyznamné ovliviiuji tyto ukazatele kvality, acilem je také urcit

optimalni trovné vyznamnych faktord. Je tedy cilem optimalizovat vstupy tak, aby byl
optimalizovan vystup. Pravé odpovéd’'mi na tyto otazky se budeme nyni zabyvat.

8.1 ZAKLADY EXPERIMENTOVANI A OBLASTI POUZITI

Experimentovani pfedstavuje zkoumani kombinaci riznych hodnot (irovni) faktord,
0 nichz si myslime, Ze maji vliv na jistou odezvu (charakteristiku jakosti). Odezva je veli¢ina,
pomoci které vyjadiujeme vysledky experimentu. Cile, které jsme si vytycili v pfedchozim
odstavci, lze dosahnout riznymi zpasoby a nékterymi z nich jsme se i zabyvali. Napiiklad
jsme provadéli analyzu rozptylu pro zjistovani vlivnych faktord. Pro ur¢eni vhodné trovné
vlivnych faktort bychom mohli také pouZit regresni analyzu, pokud bychom nasli rozumnou
matematickou kiivku, kterd by vyjadiovala vztah mezi odezvou a vlivnymi faktory. AvSak
tyto metody Casto pozaduji velké mnozstvi dat (plati to i pro ANOVA, byt Vv jejim ptipadé
jsme se zabyvali specidlnimi piipady, které nejsou narocné na objem dat, ataké jsme
poznamenali, Ze ANOVA patii do pldnovani experimentll). Tyto metody také pozaduji, aby se
vyslo z jistych postulatd, které 1ze jen ztézi ovEfit — napf. v piipadé regrese vychazime z toho,
Ze zname obecny tvar regresni kiivky, S niz pracujeme, ale platit to ve skutecnosti nemusi.
Z téchto duivodt vnikla disciplina S nazvem Planovani experimentd, kterd se zabyva vhodnym
navrhem experimentu, resp. sbéru dat, tak aby uvedené problémy byly Vrozumné mife
feSeny. Nez si vysvétlime zakladni principy prace V této oblasti, uved'me nekteré dilezité
pojmy, s nimiz budeme dale pracovat.

Faktor neboli parametr je nezavisla volena proménna ovlivilujici charakteristiku jakosti, ktera
nas zajima. Jak jiz bylo naznaceno Vuvodu, symbolicky oznaCujeme faktory velkymi

tiskacimi pismeny, tj. A B,C atd. ajejich trovné pro experiment oznacujeme jako A (faktor

A na prvni trovni), A, (faktor A na druhé urovni), atd.

RozliSujeme dva zdkladni druhy faktort:

a) regulovany faktor — je volena proménna, 0 které si myslime, ze ovliviiuje odezvu a je
pfitom zaclenéna do experimentu. Hodnotu proménné miiZzeme a zaroveil chceme nastavit
a udrZovat.

b) Sumovy faktor — je faktor, ktery negativné¢ ovliviiuje odezvu. Takovy faktor nemizeme
nebo nechceme pifi vlastni aplikaci nastavit audrzovat na pozadované hodnoté, ale
muzeme to provadét béhem experimentu.
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Pod pojmem interakce faktoru si pfedstavujeme kombinovany u¢inek dvou faktord, tzn.
ucinek jednoho faktoru je zavisly na hodnoté nastaveni druhého faktoru. Interakci dvou
faktorti A a B zapisujeme symbolicky jako AB.

Uved'me oblasti, ve kterych se experimentovani pouziva. Jsou to tyto zejména oblasti:
analytickd simulace, navrh avyvoj vyrobku, navrh avyvoj procesu, zlepSovani procesu,
testovani a validace, feSeni problémul s jakosti ve vyrob¢, analyza a zlepSovani systému
méfeni.

8.2 EXPERIMENTALNI PROCEDURA

Kroky, které je tfeba realizovat, pro zjisténi vlivnych faktort a jejich optimalnich trovni
utvareji experimentalni proceduru. Tyto kroky jsou Ctyfi: planovéani experimentu (napf.
pomoci techniky brainstorming), navrh experimentu, provedeni experimentu a analyza
experimentu. Vénujme se jednotlivym ¢astem této experimentalni procedury.

Prvnim krokem pfi pldnovani experimentii je ustanoveni experimentalniho tymu. Do tymu by
méli byt zahrnuti zéstupci vSech oddélent, kterd ovlivituji produkt nebo proces. Velikost tymu
by vSak neméla presahovat rozumnou miru a méla by se pohybovat v rozmezi 2 — 15 lidi.
Brainstormingova sezeni jsou vénovana velkému mnozstvi otdzek ana kazdou z nich musi
experimentalni tym nalézt spravnou odpovéd’. Jde o urceni cile experimentu, definovani
charakteristiky jakosti a vybér faktort a jejich urovni pro realizaci experimentu.

Vysledkem planovani experimentli je definovany cil, kterého chceme dosdhnout,
a charakteristika jakosti, ktera je métitkem pro posouzeni, zda cile bylo dosazeno. Kromé¢
toho zname potencidlni faktory, které nepravdépodobnéji ovliviluji danou charakteristiku
jakosti, a jejich trovné.

Tyto informace se nasledné vyuziji kK navrhu experimentu. Vysledkem tohoto navrhu je
experimentalni plan, ktery pfedstavuje tabulkou vyjadieny rozpis jednotlivych experimenti —
napf. rozpis toho, na jaké trovni budou nastaveny pii tomto experimentu uvazované faktory.
Kazdy ftadek vtomto planu reprezentuje konkrétni experimentalni pokus, ktery bude
realizovan. Vlastni postup pii navrhu experimenti budeme pozdéji demonstrovat na
konkrétnim ptikladu PruZina.

Experimenty miizeme provadét bud’to v laboratornich nebo pfimo Vv provoznich podminkach.
Pfi experimentovani ve vyrobé mizeme narazit na ,,stfety zajmi‘* mezi potfebnym mnozstvim
produkce na jedné strané¢ amezi potiebnym Casem na experimenty, ktery sniZzuje vlastni
produktivni ¢as vyroby, na stran¢ druhé. V praxi je obvyklé feSit tento problém tak, ze se
experimenty provadéji mimo pracovni dobu, napf. na zvlaStnich no¢nich sménéch, 0 sobotach
a nedélich, apod. Kdykoli je to mozné, méli bychom také experimenty provadét v ndhodném
poradi.

Analyza vysledkil experimentl spociva predev§im V nalezeni kombinace faktord, kterd dava
nejlepsi vysledek z hlediska sledovaného znaku jakosti a dale v ur€eni relativniho podilu
jednotlivych faktort na jakosti vystupu. Na zavér provadime verifikaci vysledkil ovéfovacimi
experimenty.
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PRIKLAD 1
V nasledujicim ptikladu Pruzina, ktery je prolozen vykladem, se seznamime se sestavenim
tabulky faktord, s tzv. uplnym faktorovym planem a s pojmem kdédovana proménna. Oboji

tvoii zéklad planovani experimentd.

Sleduje se, kolik stlaceni (znak Y) vydrzi pruzina az do svého zniceni v zavislosti na téchto
faktorech:

L = délka pruziny,
G = tloustka dratu pruziny,
T = typ materialu pruziny.
Ma se zjistit, které faktory jsou rozhodujici pro zivotnost pruziny.
RESENI
Sestavme tabulku faktort s jejich uvazovanych Grovnémi: pro kazdy faktor uvazujeme pravé
dve urovné, a proto se také Vv této souvislosti hovoti 0 dvouuroviiovych planech (existuji také

tifirovilové plany, ale jsou méné typické):

Tabulka 44: seznam faktori a jejich irovné

faktor oznaceni | dolni uroven | horni uroven
- +
délka pruziny L 10 cm 15cm
tloust’ka dratu G 5mm 7mm
material T A B

Existuje vice zplsobil jak sestavit plan, podle kterého se budou provadét jednotlivé pokusy.
Mezi nejpouzivanéjsi plany patii tzv. aplny faktorovy plan, ktery v daném ptipadé vypada
takto:

Tabulka 45: uplny faktorovy plan

pokus L

1 10
15
10
15
10
15
10
15

o/ Nolo| b wiN
RN IR IENIENING 1N IN0)
WW@@ > D> -

O uplném planu se hovoti ztoho diivodu, ze Vv tabulce jsou obsazeny vSechny mozné
kombinace urovni vSech uvazovanych faktord. Symbol Y ptedstavuje vysledek pokusu, tj.
odezvu na Konkrétni zvolenou kombinaci faktort, ktera je obsazena v daném fadku tabulky.
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Uvedeny plan experimentu je je nicméné vyhodné&jsi psat pomoci nasledujici symboliky: Je-li
kazdy z faktort uvazovan na dvou urovnich, je jeho dolni uroven znacena -1 (nebo jen ,,-,, )
a horni uroven +1 (resp. ,,+). Tabulka 45 potom ma tvar tabulky 46.

Tabulka 46: uplny plan s kddovanim

pokus L G T Y
1 -1 -1 -1
2 +1 -1 -1
3 -1 +1 -1
4 +1 +1 -1
5 -1 -1 +1
6 +1 -1 +1
7 -1 +1 +1
8 +1 +1 +1

Ptepocet ptivodnich proménnych na tzv. kddované proménné se mize provést nejen pro krajni
hodnoty X, (=+1)a X, (=— 1) takto:

8-1 Xmax + Xmin
Xs———
‘- 2
C - )
Xmax ~ Xmin
2
kde

X je proménna V pivodnich jednotkach,
X; je kodovana proménna,
Xmax DOrni Uroven X,

Xmin dolni troven X.

Naptiklad ptepocet L pro dolni hodnotu 10 je

10 15+10

_ 2 __
L= 15-10 1

2
nebo pro horni troven G = 7 bude kédovana hodnota
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Pocet pokusi, ze kterych je sestaven uplny experiment, se vypocita pii k faktorech pomoci
vztahun=2%, takze zde pii k = 3 faktorech je pocet pokusti n=2°=8. Proto m4 tabulka osm
radku.

Jestlize je planem experimentu stanoveno, za jakych podminek se provadi jednotlivé pokusy,
je mozné provést cely experiment a zaznamenat hodnoty sledovaného ukazatele Y. V nasem

piipadé byl kazdy pokus opakovan pravé dvakrat. Vysledky jsou v tabulce 47:

Tabulka 47: uplny plan s vysledky méieni

pokus | faktor | faktor | faktor | vysledek | vysledek | primér

L G T Y, Y, Y
1 - - - 77 81 79
2 + - - 98 96 97
3 - + - 76 74 75
4 + + - 90 94 92
5 - - + 63 65 64
6 + - + 82 86 84
7 - + + 72 74 73
8 + + + 92 88 90

Sestavenim celé tabulky 47 skoncily pfipravné aexperimentalni prace. Dale nésleduji
vypocty, jejichz cilem bude stanovit, které z faktor ovliviiuji vyznamnym zpisobem
zivotnost pruziny Y. Vzhledem k tomu, Ze pro ur¢eni optimalni Grovné faktort a pro sestaveni
modelu je dulezité také védét, které dvojice faktori maji vzdjemné vyznamnou interakci,
pocita se rovnéz i vliv interakci na Y. Muze jit pfitom nejen o dvouclenné interakce, ale
Vv piipadé¢ celkem tii faktort také o troj¢lennou interakci: LG, LT, GT, LGT. Takové interakce
se dopliuji do tabulky, tj. ptivodni tabulka se rozsifi 0 nové sloupce, a znaménka V téchto
novych sloupcich se ziskaji jako sou¢in znamének ze stejného fadku a ze sloupcii, z ,,jejichz
zahlavi je interakce sestavena®: tj. napf. pro interakci LG Si v§imame znamének ve sloupcich
se zahlavim L a G. Vysledek takového postupu je obsazen Vv tabulce 48.

Tabulka 48: tiplny plan zahrnujici interakce

pokus L G T LG LT GT LGT
1 - - - + + + -
2 + - - - + +
3 - + - - + - +
4 + + + - - -
5 - - + + - - +
6 + - + - + - -
7 - + + - - + -
8 + + + + + + +
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8.3 EFEKT (VLIV) FAKTORU A JEHO VYZNAMNOST

Efektem faktoru se rozumi zména ukazatele kvality Y, kterou zptisobi ptechod tohoto
faktoru z dolni Grovné (-) na horni uroven (+). Princip znaménkové metody, kterou budeme
pouzivat pti vypoctu efektu faktoru, spociva v tom, Ze se sectou hodnoty ve sloupci Y, avsak
kazda puvodni hodnota vtomto sloupci je pied souétem ,,obohacena” 0 znaménko,
odpovidajici znaménku u ptislusného faktoru v odpovidajicim fadku. Takovy soucet se pak
vydéli ¢islem n/2, kde n je celkovy pocet experimentalnich pokust. Napiiklad pro faktor L
v nasem ptikladé Pruzina bude hodnota efektu faktoru L rovna ¢islu

efekt(L)=%(—79+97—75+92—64+84—73+90)=18.
Hodnota efektu faktoru T bude
efekt(T)=%(—79—97—75—92+64+84+ 73+90)=-8.

Podobné se postupuje U interakci. Naptiklad pro interakci LG dé znaménkova metoda velikost
efektu

efekt(LG)=%(79—97—75+92+64—84—73+ 90)=—1.

Dale vypoétéme efekty zbyvajicich faktort a jejich interakci a dopliime je do tabulky 49.

Tabulka 49: efekty faktoru v uplném plinu

Gslo| L | G| T |[LG|LT|GT|LGT | Y
1 - - - + + + - 79
2 + - - - - + + 97
3 - + - - + - + 75
4 + | + - + - - - 92
5 - - + + - - + 64
6 + - + - + - - 84
7 - + + - - + - 73
8 + + + + + + + 90

efekt | 18 | 15| -1 | -8 |05 | 6 | -0,5

Abychom zjistili, zda faktory, resp. interakce faktort jsou statistiky vyznamné, potiebujeme
jesté vypocitat rozptyl efektu faktoru, ptesnéji jeho odhad. Rozptyl efektu faktoru o7, ktery je
stejny pro vSechny faktory, ma tvar:

8-2 e

kde N je celkovy pocet pokust (véetné opakovani, pokud se pokusy opakuji), tzn. v nasem
piipadé N =16, nebot’ tabulka ma osm fadkt — osm pokusi a pro kazdy z téchto pokust jsou
obdrzena dvé méfeni. V p¥ipadé opakovanych pokusi se o’ odhadne pomoci veli¢iny s?,
ktera se vypocita dle vztah
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_ 2 2
8-3 2GS+ O
- k)

O+t U,

kde v, =n -1, n, je poet opakovani (méfeni) pfi i -tém pokusu a s’ je rozptyl méfeni Y z i-
tého pokusu. Obdrzime tak odhad rozptylu

8-4 2 _ 48

8.3.1 STATISTICKY TEST VYZNAMNOSTI EFEKTU FAKTORU

Odhad rozptylu efektu se pouzije K testovani vyznamnosti efektu faktoru. Cely test
vypada takto:

1. Nulova hypotéza H,: Efekt faktoru je nevyznamny vs. alternativni hypotéza H;: Efekt
faktoru je vyznamny.

2. Testové kriterium ma tvar
efekt

3. Kiriticka hodnota K = tmnﬁﬁnk_n(a), kde n,,...,n, jsou pocéty opakovani pokust; V nasem
ptiklad¢ s pruzinou je n, =2 pro vSechna i, n je pocet pokusti bez opakovani (pocet fadku
experimentalniho planu). Jak je vidét, kriticka hodnota se tyka t-rozdéleni.

4. Zavér testu: pro |t| 2 tra+nz+...+nk—n(a) se zamita nulova hypotéza, coz znamena, Ze efekt
a tedy ptislusny faktor je vyznamny. V opacném piipad¢ je nevyznamny.

PRIKLAD 2
Vratme se opét K piikladu Pruzina a vypoctéme potiebné hodnoty pro realizaci testu:

tn1+n2+...+nk—n (a) = t1578 (01 05) =2,306.

Hodnotu veli¢iny s* vypoéteme ze vztahu 8-3:

s2_8+2+2+8+2+8+2+8_
8

5

a vysledek dosadime do vztahu 8-4. Dostavame:

2
52 =%=i—:=1,25,tj. 5, =1,12.
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Muzeme nyni vypocitat testova kritéria a otestovat vliv vSech faktorti vcetné interakci.
Testova kritéria t jsou uvedena v tabulce 50.

Tabulka 50: test vyznamnosti efektu faktora

pokus Y1 Y, S efekt t
1 77 81 8
2 98 96 2 L=18 16,07
3 76 74 2 G=15 1,34
4 90 94 8 LG=-1,0 -0,89
5 63 65 2 T=-8,0 -7,14
6 82 86 8 LT=05 0,45
7 72 74 2 GT =6,0 5,36
8 92 88 8 LGT=-0,5| -0,45

Kritickou hodnotu K = TINV/(0,05,8) = 2,306 ptevysuje V absolutni hodnot¢ testové kriterium
faktort L, T a interakce GT. To jsou tedy vyznamné faktory a interakce, ostatni faktory vliv
na Zivotnost pruziny nemaji.

8.3.2 GRAFICKE HODNOCENI VYZNAMNOSTI EFEKTU

Pokud se neprovadi opakovani jednotlivych méfeni, nelze pouzit vySe uvedenou metodu
testovani vyznamnosti efektu faktoru. V takovém piipadé€ se uziva graficka metoda k uréovani
vyznamnych faktori. V grafu se na vodorovnou osu vynaseji efekty a na svislou osu hodnoty

8-5 p :100(i—0,5)’

m

kde i =1,2, ..., m, mje pocet faktorti v€etné interakci. Pfesnéji feeno, do grafu se vynaseji
body [efektq, Pi], kde efektg je i-ty nejmensi efekt ze vSech spoctenych efekti. Za vyznamné
se nasledn¢ povazuji ty faktory, které se nachazeji vyrazn¢ mimo hlavni primku vedenou
prostiednimi body grafu. Pokud graf vykazuje esovity tvar, bude obsahovat body, které se od
této ptimky odklanéji. Pravé takové body naznacuji, které faktory jsou vlivné.

Pfi pouziti grafické metody je uZzite¢né udaje sestavit do pomocné tabulky 51, ve které jsou
efekty ve druhém fadku uspotfadany vzestupneé.

Tabulka 51: pomocné udaje pro grafické hodnoceni vyznamnosti faktori

Cislo | 1 2 3 4 5 6 7
Efekt | -80 | -10 | -05 | 05 | 15 | 6,0 | 18
Faktor| T LG |LGT| LT | G | GT L

P 7,14 |21,42135,71| 50 |64,29]78,57 92,86
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Graf, sestrojeny z udajii ve druhém tadku (vodorovna osa) a ¢tvrtého tadku (svisla osa)
vypada nasledovné:

Obrazek 12: graf bodi pro vyhodnoceni vyznamnosti efekti faktori

P

I
92,86 + * L
78.57
64.29

50.00

+ 1 " 1 * 1

BN

&

21.43

' --+ efekt
6.0 0 6.0 12.0 18.0

V grafu je vidét, Ze mimo hlavni linii jsou ty faktory, u nichz testovaci kritérium ptekrocilo
kritickou hodnotu. Jsou to faktory L (nejvyrazngji), T a interakce GT.

8.3.3 GRAFYINTERAKCI

Pro vyznamné interakce se sestrojuji grafy umoznujici diskuzi 0 optimalni urovni
jednotlivych faktorl, jez v této interakci vystupuji. Tak napfiklad pro vyznamnou interakci
GT muzeme sestrojit graf vlivu G na ukazatel kvality Y v zavislosti na trovni faktoru T.
Z tabulky uplného planu vybereme udaje, které odpovidaji ptislusnym Grovnim faktord G a T.
Hodnoty zaznamename do nové tabulky 52 doplnéné 0 primérné hodnoty odezvy Y.

Tabulka 52: odezvy na rizné kombinace interakci

G T Odezva 1l | Odezva 2 | Primér Y
- - 79 97 88

+ - 75 92 83,5
G T Odezva l | Odezva 2 | Prumér Y
- + 64 84 74

+ + 73 90 81,5

Spojenim bodii [5,88],[7, 83,5] dostaneme priimérnou odezvu Y na zménu trovné faktoru G,

je-li uroven faktoru T fixovana na své dolni hladiné. Spojenim bodu [5, 74],[7, 81, 5]
dostaneme primérnou odezvu Y na zménu urovné faktoru G, je-li uroven faktoru T fixovana
na své horni hlading¢ (viz obrazek 13).
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Obrazek 13: graf interakci

¥ F'y
88 -T
\ 8315
+T
- 81,5
74
g

Z obrazku 13 je vidét, Ze napf. pro maximalizaci Y je nejlepsi T na dolni urovni (— T). Je také
vidét, Ze interakce ma4 jisty vliv na Y, jelikoZ prab¢h vlivu G se méni se zménou trovné T.

8.4 MODEL EXPERIMENTU 2°

Jakmile je stanoven efekt faktort a jejich interakci, je mozné sestavit regresni model
experimentu vyjadiujici zavislost sledovaného znaku Y na faktorech a jejich interakcich.
Netplny kvadraticky model experimentu 2° s faktory A, B, C ma tvar

8-6 y=b, +bA+b,B+b,C+b,AB+b,AC +Db,,BC +b,,ABC.

Jde o regresi, v niz vystypuji jako vysvétlujici proménné vSechny hlavni faktory a vSechny
jejich interakce, avSak nikoliv druhé mocniny hlavnich faktord. Koeficienty b;,b,,...,b,, se
vypocitaji jako polovina efektu piislusného faktoru, un€hoz se nachéazeji. Absolutni ¢len
by =Y. Tyto odhady odpovidaji metod& nejmensich &tverct aplikované na specialni matici
regresort X. Do modelu experimentu jsou zafazeny jen vlivné faktory a interakce, jelikoz
nevlivné faktory mohou zhorsit statistické vlastnosti nalezené regrese.

V nasem ptikladé€ s pruzinou dostdvame naptiklad regresni vztah
y =81,75+ 9L — 4T + 3GT.
Model experimentu ma mnohostranné pouziti. Mezi nejvyznamnéj$i patii:

1. urceni lokalné optimalnich hodnot faktori,
2. stanoveni sméru tzv. dynamického planovani experimentt,
3. lokalni predikce ukazatele kvality V.

SHRNUTI

Tato kapitola nas seznamila S planovanim experimentti. Lze sestavit Uplny faktorovy
plan nebo, pokud jsme okolnostmi omezeni, CasteCny faktorovy plan, 0némz blize
pohovotime V kapitole nasledujici. Kazdy faktor néjakym zpiisobem ovliviiuje ukazatele
kvality Y — jde o efekt faktoru, ktery je zptisoben piechodem tohoto faktoru z dolni urovné (-)
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na horni Groven (+). Lze testovat statistickou vyznamnost tohoto efektu, jak bylo uvedeno na
konkrétnim ptikladu, a to statistickym testem nebo grafickou metodou.

Planované experimenty se tidi planem experimentu. Plan experimentu stanovuje pocet
pokusti, ze kterych se experiment skladd, podminky, za kterych se jednotlivé pokusy
uskute¢ni i pofadi pokust. Z uvedeného je ziejmé, ze se zde rozliSuje vyznam pojmu pokus =
zjisténi hodnoty ukazatele kvality za urcitych pfedem danych podminek vyroby a experiment
= systém vSech pokust.

Cilem planovani experimentii je rozhodnout, které z faktort (A, B, C, D, ..) vyznamnym
zpisobem ovlivituji ukazatel kvality Y aurcit optimalni Grovné vyznamnych faktort
s ohledem na optimalizaci a stabilitu Y. Stabilitou v bodé se rozumi, ze Y je optimalni i pii
riznych vnéjSich podminkéach (prostfedi, zachdzeni s vyrobkem apod.). Hovoii se 0 tzv.
robustnosti vyrobku.

Poznali jsme pojmy jako: plan experimentu, pokus, experiment, faktorovy plan, efekt faktoru,
test vyznamnosti efektu, grafické hodnoceni efektu faktort, regresni model experimentu.

Nasleduji nékteré dalsi fesené priklady.
PRIKLAD 3

Pro faktory A, B byl sestaven uplny plan. Kazdy pokus se opakoval dvakrat. Vysledky jsou
uvedeny v tabulce 53

Tabulka 53: vysledek experimentu se dvéma faktory

A B Yl Y2
- - 5 6
+ - 5 5
- + 7 6
+ + 5 4

Vypoctéte:

a. efekty faktor A, B a efekt interakce faktortit AB,

b. napiste rovnici netiplného kvadratického modelu experimentu,

c. rozptyl odhadu efektu faktord,

d. testujte, zda jsou faktory A, B, AB statisticky vyznamné (alfa = 5%).
RESEN{

a. Pro vypocet efektu faktori A, B aefekt interakce faktord AB doplnime tabulku 53
0 primérné hodnoty znaku Y V jednotlivych pokusech:
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Tabulka 54: primérna odezva na riizné kombinace faktoria

A B Y, Y, Y
- - 5 6 55
+ 5 5 5
- + 7 6 6,5
+ + 5 4 45

Pro efekty faktord A, B a efekt interakce AB dostavame:

e, :%(—5,5+5—6,5+4,5):—1, 25,

e =%(—5,5—5+6,5+4,5)=0,25,

€rs =%(5,5—5—6,5+4,5)=—0,75.

b. Rovnice modelu experimentu je

125, 0,25_ 0,75
+ B-

y=5375-—"—A AB.
2 2 2
c. Rozptyl odhadu efektu faktoru:
N H
kde
e 0,25+0+0,25+0,25 _0,1875.
4
52 = 20181 4 09

[

Smeérodatna odchylka efektu faktoru je s, =0,31.

d. Testujeme nulovou hypotézu:
H,, : efekt faktoru (interakce) neni statisticky vyznamny, proti alternativni hypotéze:
H, : efekt faktoru (interakce) je statisticky vyznamny.

efekt . Pro jednotlivé faktory dostdvame:

Testové kritérium t =

e

t,=—4,03,t, =0,8,t,, =—2,41.
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Hodnoty porovnavame s kritickou hodnotou Studentova rozdéleni

ty_,(0,05)=t, ,(0,05)=2,776.

N oznacuje pocet provedenych pokusii véetné opakovani, n pocet pokust bez opakovani.

Protoze |-4,03 > 2,776,|0,8/ < 2,776,|-2,41| < 2,776 , je statisticky vyznamny jen faktor A.

PRIKLAD 4
Pomoci grafické metody zjistéte, které z faktorti jsou vyznamné, jestlize jsou dostupné

nasledujici hodnoty uvedené v tabulce 55.

Tabulka 55: vstupni idaj pro grafické hodnoceni faktori

i 1 2 3 4 5 6 7
Efekt -8 -1 -0,5 0,5 15 6 18
Faktor C AB ABC AC B BC A

P

RESENI
y ., 100(i-0,5) . _
Dopocteme posledni tadek v tabulce 55 podle vztahu: P = i=12,..m, m je
pocet faktoru a interakci, zde m = 7:
Tabulka 56: vstupni udaj pro grafické hodnoceni faktori vEetné ukazatele P
i 1 2 3 4 5 6 7
Efekt -8 -1 -0,5 0,5 15 6 18
Faktor C AB ABC AC B BC A
P 7,14 21,42 35,71 50 64,29 78,57 92,86
Zkonstruujeme graf z bodu [sefazeny efekt, jeho Pj]:
Obrazek 14: grafické hodnoceni faktora
Grafické hodnoceni
W2 86
m 7857
m 6429
f ® 50
B 3571
m 2147
=714
-10 0 10 20
Efekt
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8 UPLNE FAKTOROVE PLANY

Na hlavni pfimce prochazejici stiedem grafu nelezi hodnoty: 92,86; 7,14; 78,57. To
signalizuje, ze vlivnymi faktory jsou faktory A, C, BC.

KONTROLNI TEST 8

8.1 Plan experimentu stanovuje jen poiadi pokusii.

8.2 Uplny experiment, ktery ma 4 faktory, je sestaven z 8 pokusi.
8.3 Efekt faktoru nabyva jen kladnych hodnot.

8.4

8.5

8.6
8.7

8.8

8.9

8.10

8.11

8.12

Pii testovani vyznamnosti efektu faktorli se porovnava testové kritérium s Kritickou
hodnotou Fischerova rozdéleni.

Pti grafické metod¢€ urCovani vyznamnosti faktorii se za vyznamné povazuji ty faktory,
které se nachazeji vyznamné mimo hlavni linii grafu.

Experiment je systém vSech
Pocet pokust, ze kterych je sestaven uplny experiment (pii 3 faktorech), je roven

Nulovd hypotéza pii testovani vyznamnosti efektu faktor zni: Efekt faktoru je

Grafickd metoda uréovani vyznamnych faktori byva pouzivana tehdy, pokud se
neprovadi

Pti grafické metod€ urcovani vyznamnych faktort se v grafu na vodorovnou osu vynasi
efekt faktoru a na svislou osu pravdépodobnost, ktera je dana vztahem

Dopliite do tabulky kodované hodnoty pro uplny pléan:
Pokus A B
1
2
3
4

Pro faktory A, B byl sestaven uplny plan. Kazdy pokus se opakoval dvakrat. Vysledky
jsou v tabulce.

A B Y Y,
- - 2,3 2,6
+ - 3,1 2,9
- + 3 3,5
+ + 1,9 2,2

Vypoctéte:

a. efekt faktoru A, B a AB,
b. model experimentu,
c. odhad rozptylu efektt faktort

8.13 Testujte na hladin¢ vyznamnosti 0,05, zda jsou efekty faktort A, B a efekt interakce AB
Z prikladu 8.12 statisticky vyznamné.

8.14 Nakreslete graf interakce faktort A a B z ptikladu 8.12. Znazornéte vliv faktoru A na
Y v zavislosti na B. Pro jaké B se maximalizuje Y?
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RESENI KONTROLNIHO TESTU 8

8.1
8.2
8.3
8.4
8.5
8.6
8.7
8.8
8.9

8.10. P =
8.11.

8.12.
a. efekt(A) =-0,325; efekt(B) = — 0,075; efekt(AB)=— 0,875.
b. Y=2,69-0,1625A—-0,0375B—0,4375AB..

ne

ne

ne

ne

ano

pokust

2°=8

bezvyznamny

opakovani jednotlivych pokusii

100 (i -0, 5)
m

Filip Tosenovsky; STATISTICKE METODY PRO EKONOMY

, kde i =12,...m am je pocet faktort a interakci.

Pokus

>
w

+ |1

Wi

+
+

s?=0,029; s, =0,12.

8.13. Statisticky vyznamny je pouze efekt interakce AB, protoZe |—7, 29| >2,776.

8.14. Z grafu je vidét, ze pro maximalni hodnotu Y je nejlepsi B na horni tirovni a interakce
ma vliv na Y, protoZe Usecky se kiizi.

3.5

33,25
3 48

2,5 A ®245
2 _
1,9 1
’1_
0,5 1
0

=

s

—M 3

g 205

A
B B C +B
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9 CASTECNY FAKTOROVY PLAN SE DVEMA UROVNEMI

V piedchazejici kapitole jsme se seznamili S uplnymi faktorovymi plany. Ne vzdy je ale
mozné sestavit Uplny faktorovy plan, at’ uz z divodi financnich, ¢asovych nebo jinych.
V takovych piipadech se pfistupuje K ¢astenému planovani. V této kapitole se dovite, Ze
podle stupné snizeni se castecné faktorové plany déli na plany Snejniz$im snizenim,
nejvysSim snizenim ana stiedové plany. V této kapitole se budeme zabyvat zejména
problematikou tzv. polovi¢nich pland.

V Uplném faktorovém experimentu se sestavuje plan experimentu pro kazdy faktor.
U c¢astecného faktorového experimentu se plan sestavi jen pro nékolik faktora (pro tzv. hlavni
faktory) a ostatni faktory (vedlejsi faktory) se vyjadii jako kombinace hlavnich faktord. Tim
se dosahne snizeni poctu experimentalnich pokust.

Je-li 2X oznagent pro uplny experiment, kde 2 = pocet trovni faktorti a k = pocet faktorti, pak
2P je oznadeni pro &aste¢ny faktorovy experiment, pficemz p oznaduje stupeil sniZeni.
Chceme-li napiiklad v planu 2’, ktery pfedstavuje n = 128 pokustl, sniZit podet pokusii na
polovinu, tj. na

£ _ort
2 )
dostdvame ¢&astecny faktorovy experiment, ktery ptedstavuje n=2""=64 pokusi, tedy
polovinu. Je to nejmensi mozné sniZzeni poctu pokusi. Plany se sniZzenim poctu pokust na
polovinu se nazyvaji polovicni plany.

Stupeti snizeni p miize byt i vy$si nez 1, naptiklad 2'*, kde bude jen n = 8 pokusi. To je pro
k= 7 faktorti nejvétsi mozné sniZzeni. Nejvet§si mozné snizeni vychazi z pravidla, podle
kterého pocet pokusii nesmi byt mensi nez pocet faktord. Musi tedy platit n>k. V uvedeném
piipadé k=7 a n=2""* =8. Naptiklad pro k= 15 faktorii je nejvy$si mozné snizeni 2,
nebot” je potom n = 16 a k= 15. Pokud bychom provedli je§té vys§i snizeni, napt. 2'°'? |
potom k= 15, ale n = 8, takze n < k. Mezi plany S nejmensim (poloviénim) a nejvétsim
snizenim poctu pokusti miize b7}'1t jesté fada moznosti sniZzeni. Takové plany se nazyvaji
stiedové. Napiiklad mezi 2" a 2 jsou plany 272, 273,

Casteéné faktorové plany lze tedy rozdélit na

a. plany s nejnizsim snizenim, tzv.polovi¢ni plany,
b. plany s nejvyssim sniZzenim,

C. pléany se snizenim mezi a) a b), tzv. stfedové plany.

Mezi nejvyznamnéj$i patii polovicni plany, kterymi se budeme zabyvat v dalsi subkapitole.
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9.1 POLOVICNI PLANY

Nejprve zavedeme pojmy, se kterymi budeme dale pracovat. Tyto pojmy pak budou
dokresleny konkrétnim piikladem Barvivo, ktery je fesen v této kapitole.

Ozna¢me symbolem | faktor, ktery ve svém sloupci tabulky piedstavujici plan experimentu
obsahuje jen znaménka ,,+. Takovy faktor se nazyva jednotkovy. Zaved'me operaci nasobeni
faktorti: ndsobek dvou faktort bude mit za vysledek faktor, jehoz sloupec V tabulce planu
experimentu bude obsahovat v daném tadku ,,+*, pokud se v tomto fadku u obou faktort —
Clentt nasobeni vyskytuji znaménka ,,+“ nebo znaménka ,,-“; pii ostatnich kombinacich
znamének bude mit operace nasobeni za vysledek znaménko ,,- v daném tadku vysledného
faktoru. Pokud takto definujeme ndsobeni, plati

AA=I
Al=1A=A
(A.B).C = A.(B.C)
AB=B.A

Piedpokladejme, ze A, B, C, D, E jsou faktory, pro které se ma sestavit polovi¢ni plan. Je
tieba urcCit 4 hlavni faktory (napiiklad A, B, C, D), pro které se sestavi uplny plan a zbyvajici
(vedlejsi) faktor E se vyjadii jako kombinace hlavnich faktord, napiiklad E = ABCD. Tim se
provede polovi¢ni pocet pokusii odpovidajicich rliznym nastavenim hlavnich faktori, kterych
je nyni 0 jeden faktor méné.

Kazda kombinace faktort tvofi slovo. Slovo se sklada z pismen (faktort)). Pocet pismen ve
slové je délka slova. Vztah E = ABCD se nazyva generdtor plinu. V planu 2% je p
generatort. Vynasobenim generatoru faktorem E dostaneme rovnici

E.E=E. ABCD
a s vyuzitim vlastnosti operaci s faktory tak mame vztah | = ABCDE.

Slova, kterd jsou rovna jednotkovému faktoru |, se nazyvaji definicni rovnice. Defini¢nich
rovnic mize byt i vice. Nejkratsi slovo v defini¢nich rovnicich je tzv. reSeni pldanu a zapisuje

se k typu planu fimskym ¢islem jako index. Zde napf. 2\5/_1. Reseni planu je V proto, Ze
slovo v defini¢ni rovnici ma 5 pismen (faktori). Pomoci definiéni rovnice lze najit dvojice
faktorti (resp. interakci), které maji stejnou posloupnost znamének ve svém sloupci tabulky
reprezentujici plan experimentu. Nazyvaji se zaménitelné dvojice.

Je-li naptiklad generator planu ve tvaru E = ABCD, pak defini¢ni rovnice bude | = ABCDE.
Napriiklad zaménitelnou interakci K interakci DE nalezneme vynasobenim defini¢ni rovnice

touto interakci

| = ABCDE /. DE
DE.l = DE.ABCDE.

Odtud dostavame

DE = ABC.

-123 -



9 CASTECNY FAKTOROVY PLAN SE DVEMA UROVNEMI

Praci s polovi¢nimi plany nyni ukazuje nasledujici ptiklad Barvivo.

PRIKLAD 1

Zkoumejme mnozstvi barviva Y, které ziistane na latce po absolvovani testli (ve srovnani se
standardnim vzorkem) Vv zavislosti na téchto péti faktorech: A= pH, B = teplota, C =
koncentrace roztoku, D = dokoncovaci teplota, E = dokoncovaci cas. Sestavme polovicni
pléan experimentu a najdéme nevyznamné;jsi faktory, které ovliviiuji mnozstvi barviva na latce.
Potfebné udaje jsou uvedeny v tabulce 57.

Tabulka 57: vstupni idaje pro polovi¢ni plan

Faktor Symbol - +
pH A 4,5 55
teplota B 70°C 80°C
koncentrace C 14/ 34/
d.teplota D 170°C | 190°C
d.Cas E 50s. 70s.

RESENI{
Sestavme tedy polovi¢ni plan experimentu, kde A, B, C, D jsou hlavni faktory a faktor E je
vedlej$im faktorem. Vysledky pokusi pro jednotlivé trovné faktorl jsou zaznamenany

v tabulce 58.

Tabulka 58: vysledek experimentu

Pokus | A B C D |E=ABCD |Y
1 - - - - + (64
2 + - - - - 9,9
3 - + - - - 8,1
4 ¥ + - - + |66
5 |- - + - - 9,0
6 ¥ - T - + |53
7 - ¥ T - 5,1
8 + + + - - -1,0
9 - - - + - 10,6
0 | + - - ¥ 12,7
11 - + 12,9
12 | + - ¥ - 11,2
13 - - T ¥ (24
14 | + - + + - 97
15 - + + - 41
16 | + + + + |40
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Vypocet efektu faktord se provede stejné, jako u iplného planu. Napf. pro efekt D je
1
efekt(D) = g(—6,4—9,9—...—(—1)+1o, 6+12,7+..+4)=4,8.

Analogicky vypocitame 1 efekty ostatnich faktorti a interakci. AvSak tim, ze pracujeme
S polovi¢nim planem, vzniknou pfi tvorbé interakci zaménitelné dvojice, tj. faktory, které maji
stejné sloupce znamének V tabulce planu experimentu. Efekt vypocitany pro dany faktor pak
nalezi nejen tomuto faktoru, ale také vSem zaménitelnym dvojicim. Tento fakt je vyjadien
tabulkou 59. Kdyby toto pritazeni efektu vSem faktorim, které jsou vici sobé zaménitelné,
neprobéhlo, efekt by ztratil intepretaci, kterou mél dosud u uplnych pland.

Tabulka 59: efekty v polovi¢nim planu

Faktor Efekt
A + BCDE 0,0
B + ACDE -4.4
C + ABDE -5,0
D + ABDE 4,8
E + ABCD -0,8
AB + CDE 0,2
AC + BDE -0,6
AD + BCE -0,6
AE + BCD 0,5
BC + ADE -4,2
BD + ACD 1,1
BE + ACD -0,2
CD + ABE 0,7
CE + ABD -0,5
DE + ABC 2,4

Tedy naptiklad hned prvni nulovy efekt nalezi spolecnému pusobeni faktorti A a interakci
BCDE, ktera je zde zaménitelnou dvojici pro faktor A.

9.2 GRAFICKA METODA HODNOCENI EFEKTU FAKTORU

Pouziti grafické metody je opét podobné jako u tplnych plant. Nejprve vypocteme
hodnotu pravdépodobnosti ze vztahu 8-5:

Tabulka 60: vstupni sefazené udaje pro grafické hodnoceni faktora

i 1 2 3 4 5 6
Faktor | C+ ABDE | B+ ACDE | BC + ADE | E+ ABCD | AD + BCE | AC + BDE
Efekt -5 -4.4 -4,2 -0,8 -0,6 -0,6

P 3,3 10 16,6 23,3 30 36,6
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i 7 8 9 10 11 12
Faktor | CE+ ABD | BE+ ACD | A+BCDE | AB+ CDE | AE+BCD | CD + ABE
Efekt -0,5 -0,2 -0,0 0,2 0,5 0,7

P 43,3 50 56 63,3 70 76,6

i 13 14 15
Faktor | BD + ACD | DE + ABC | D + ABCE
Efekt 1,1 2,4 4,8

P 83,3 90 96,6

Z téchto hodnot sestrojime graf, kde na osu X nanasime efekt a na osu y hodnotu pfislusné
pravdépodobnosti P, :

Obrazek 15: grafické hodnoceni faktoriu

i * DE

50.00

15.87

LI I I S A B
+

Pokud bychom sestavili uplny plan a sestrojili graf pro vyhodnoceni vlivnych faktort, dostali
bychom obdobny vysledek jako u polovi¢niho planu, jak je patrné z obrazku 15.

Porovname-li grafy pro uplny a polovi¢ni plan, pak polovi¢ni plan dava stejné hodnoceni jako
uplny plan. Znamend to tedy, Ze sniZenim poctu pokusii na polovinu nedoSlo ke ztraté
informace a tim ke zmén¢ vysledkd. Kdybychom vsak porovnali numerické hodnoty efektt
faktort a jejich interakci vV uplném a polovicnim planu, zjistime, Ze nejsou stejné. Navic jsou
v tabulce 60 uvadény efekty pro soucet, naptiklad pro A + BCDE, B + ACDE apod.

Jsou-li u interakci ABC a DE stejné posloupnosti znamének, nalezi efekt obéma faktorim.
Soucty efekti v tabulce jsou uvadény proto, ze vypocitany efekt patfi obéma interakcim.
Neznamena to ale, ze na kazdou z interakci pfipada praveé polovina tohoto efektu! Kolik
celkového efektu piipada na jednotlivé sCitance nelze obecné zjistit. Vyuziva se ale poznatek,
ze ¢im delsi je ,,slovo tvofici faktor, tim mensi ma vliv na celkovy efekt. Snahou je proto
dostat do kombinaci kratké slovo (so6lovy faktor) s co nejdelSim slovem, respektive interakci.
To 1ze ovlivnit vhodnou volbou defini¢nich rovnic.
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PRIKLAD 2

Mg¢jme pét faktoru A, B, C, D, E. Faktor E je vedlejsim faktorem. Faktor E je mozné vyjadrit
mnoha zpisoby. Porovnejme tyto dva:

a. E=AB,
b. E = ABCD.
RESENI

Ptislusné defini¢ni rovnice jsou

a. | =ABE
b. 1 =ABCDE

V piipadé a) mame plan 23", v piipadé b) plan 2y . Tento druhy plan je lepsi, nebot ma
feseni planu V, takze pii hledani zaménitelnych dvojic, naptiklad k A, mame

a. A=BE
b. A=BCDE

V piipad¢ b) tvoii zaménitelnou dvojici S A interakce vice faktord, kterd ma proto mensi podil
na celkovém efektu. U vice delSich neZ dvoufaktorovych interakci dokonce tak maly, Ze se
zanedbava — v naSem piikladé by se pak pracovalo pouze s faktorem A. Tim se usnadiuje
diskuse k vypoc¢itanému efektu: piestoze efekt nalezi dvéma faktorim, podstatna ¢ast piipada
na ,,Cisty” faktor a prakticky zanedbatelna Cast na interakci, ktera tvoti zameénitelnou dvojici
k tomuto faktoru.

SHRNUTI

Po prostudovani této kapitoly jste se dovédeli, Ze u ¢aste€ného faktorového experimentu
se plan sestavi jen pro nékolik faktorti — to jsou hlavni faktory. Ostatni — vedlejsi faktory se
vyjadii jako kombinace hlavnich faktorti, ¢imz se dosdhne snizeni poctu pokust. Seznamili
jste se také s grafickou metodou pro urceni vlivnych faktorti v polovicnim planu a také vite,
ze volbou defini¢ni rovnice lze ovlivnit podobu zaménitelnych dvojic k danému faktoru,
¢ehoz se vyuziva K tomu, aby byla srozumitelngjsi interpretace velikosti efektu ptipadajiciho
na faktor. Poznali jste pojmy jako: hlavni faktory, vedlejsi faktory, polovi¢ni plany,

zaménitelné dvojice, defini¢ni rovnice.

Nasleduji n€které dalsi feSené ptiklady.

PRIKLAD 3

Pro faktory A, B, C, D byl sestaven polovi¢ni plan.
a. Doplnte jeden chybé¢jici udaj v tabulce,

b. Pomoci grafické metody rozhodnéte, ktery faktor je statisticky vyznamny.
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Vstupni hodnoty jsou v tabulce 61.

Tabulka 61: hodnoty efektu a pravdépodobnosti

faktor efekty i P
A+ BCD 1 3 35,7143
B + ACD -0,5 2 21,4286
C + ABD -4 1
D + ABC 3 4 50
AB + CD 9 6 78,5714
AC + BD 6 5 64,2857
AD + BC 17 7 92,8571

RESENI{
a) Chybg¢jici hodnotu v tabulce 61 vypocteme na zakladé vztahu 8-5:

,_100(i-05)

m
Dostavame

100(1-0,5)
R="— =714,

b) Ze sestrojen¢ho grafu 16 vyplyva, Zze za vyznamné faktory lze povazovat interakce
AD, BC a faktor C.

Obrazek 16: grafické hodnoceni vyznamnosti faktoru

10
Dd

*

P(i)
*

i
BNWBTDNDPOD
DODODD

DD (3 DODOD

efekt
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PRIKLAD 4

Pro faktory A, B, C, D byl sestaven ¢aste¢ny (polovi¢ni) plan s generatorem D = ABC.
Vysledky experimentu jsou v tabulce 62.
a. Vypoctéte efekt jednotlivych faktori a interakce trojic a étvefice.

b. Pomoci interakci 3 a 4 odhadnéte rozptyl efektu faktort (novinkal).
c. Napiste defini¢ni rovnici a najdéte zaménitelné dvojice.
d. Proved’te grafické hodnoceni efektu faktoru.

Tabulka 62: vysledky experimentu V polovi¢nim planu

A|lB]|C D = ABC Y ABC ABD BCD | ACD ABCD
- -] - - 77

+ | - | - + 67

-+ ] - + 64

+ | + | - - 51

B + 64

+ ] - |+ - 53

N I - 73

+ | + + + 67

RESENI

a) V tabulce doplime znaménka a vypoctéme efekty znaménkovou metodou:

e, :%(—77+67—64+51—64+53—73+ 67)=-10=eyep

€ =—15=€xcp; € =—0,5=€5p; €5 =2=€p5¢; Cagcp =129.
b) Pokud se pokusy neopakuji, pak s> po¢itd jako primér druhych mocnin efektu
nejvyssich interakci:

2 _ 2 _ 2 _ 2 2
52:2 +(-0,5)" +(-10)" +(-1,5)" +129 33495

5
2
52:4': ~1674,75 = s, =40,0.

c) Po vyjadieni faktoru D = ABC ma defini¢ni rovnice tvar:
| = ABCD.
Zaménitelné dvojice jsou AB, CD; AC, BD; AD, BC.
d) Sestavime tabulku 63 apak na osu X naneseme efekty faktort ana osu vy
100(i-0,5)

pravdépodobnosti dané vztahem: P = ———— | i=12,..,m.
m
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Tabulka 63: efekty faktoru v poloviénim plinu

Faktor Efekt i Pi

A +BCD -20 1 7,14
B + ACD -3 2 21,42
C+ ABD -1 3 35,71
D + ABC 4 6 78,57
AB + CD 1 4 50
AC + BD 3 5 64,28
AD + BC 26 7 92,85

Piipominame, ze v tabulce 63 jsou uvadény efekty pro soucet. Ve sloupci ,,faktor” v tabulce
jsou uvedeny soucty proto, Ze snizenim poc¢tu pokusit dochazi K tomu, Ze nékteré posloupnosti
znamének U interakci faktorii jsou stejné.

Obrazek 17: grafické hodnoceni faktoriu

P(i)

ODDODDODDPDC
*

i
Eg WHGaPNDPOD
DO O

—
D DO

-30 -20 -10 0 10 20 30
efekt

Z grafu 17 vidime, Ze mimo hlavni linii lezi body zobrazujici interakci dvojic AD, BC a faktor
A s interakci trojice BCD. Protoze plati, ze ¢im del§i slovo, tim menSi mérou se delsi
interakce podili na celkovému efektu, lze konstatovat, ze statisticky vyznamny je faktor
A a interakce dvojic AD, BC.

KONTROLNI TEST 9

9.1 U castecného faktorového experimentu se plan sestavi pro kazdy faktor.

9.2 Pro operace s faktory neplati pro nasobeni komutativni zakon.

9.3 Je-li generator planu ve tvaru D = BC, pak defini¢ni rovnice bude 1=BCD.

9.4 Jsou-li uinterakci ABC a DE stejné posloupnosti znamének, pak také efekt (pocitany
znaménkovou metodou) nélezi obéma.

9.5 Pfi sestavovani polovi¢nich plani se jeden z faktorGi vyjadii jako interakce vsech
ostatnich.

9.6 Vedlejsi faktory se vyjadiuji jako hlavnich faktorg.

9.7 Castené faktorové plany lze rozdélit na plany s sniZzenim, plany
S snizenim a plany .

9.8 Pro faktor A plati: Al=1A=__ , kde I je jednotkovy faktor.

9.9 Dvojice faktort, které tvofi stejné posloupnosti znamének, se nazyvaji
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9.10 Hodnoty efektii faktort a jejich interakei v uplném a v polovicnim planu
stejné.

9.11 Napiste polovi¢ni plan pro faktory A, B, C, D. Generator volte B=ACD. Vypocitejte
efekt faktoru C, jsou-li vysledky pokusu, které se dvakrat opakovaly, tyto:

vysledky prvé série: 10,11,14,12,12,10,13,14,
vysledky druhé série: 11,12,12,8,14,12,13,14.

9.12 Pro faktory A, B, C, D byl sestaven polovi¢ni plan.

a) doplnte chybéjici udaje v tabulce,
b) pomoci grafické metody rozhodnéte, ktery faktor je statisticky vyznamny.

efekty i P
A+ BCD 1
B+ ACD -8
C+ABD -10
D + ABC 4
AB + CD 9
AC + BD 7
AD + BC 5

RESENI KONTROLNIHO TESTU 9

9.1 ne

9.2 ne

9.3 ano

9.4 ano

9.5 nenutné

9.6 kombinace

9.7 nejniz§im, nejvyssim, stitedové

98 A

9.9 zamenitelné

9.10 nejsou

9.11 e =1

9.12 a.

efekty i P

A+ BCD 1 3 35,71
B+ ACD -8 2 21,42
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b. Vyznamné jsou faktory B, C:

C+ABD| -10 1 7,14

D + ABC 4 4 50

AB + CD 9 7 92,85

AC +BD 7 6 78,57

AD +BC 5 5 64,28

Obrazek 18: grafické hodnoceni efekti faktori
& 40
-15 -10 0 10
efiekt
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10 TAGUCHIHO METODY - ZTRATOVE FUNKCE

Taguchiho metody (autorem je dr. Genichi Taguchi) lze rozd¢lit na metody pouzivané
pfimo ve vyrobnim procesu (online) a v ptedvyrobnich etapach (offline). V kapitolach 10, 11
budeme hovofiit pouze 0 metodach online. Jejich zakladnim prvkem je tzv. ztrdatova funkce
(loss function). V této kapitole vysvétlime smysl ztratové funkce, jeji konstrukci a pouziti.
V prvni Casti kapitoly je uvedena definice a vlastnosti ztratové funkce, druhd ¢ast se zabyva
ztratovou funkci pro rizné typy tzv. tolerance. V zavéru kapitoly jsou uvedeny feSené
piiklady asamoziejmé vas Cekaji 1otazky typu ano/ne, otazky dopliiovaci a nefeSené
priklady. VS8e jisté bez vétsich potizi zvladnete, pokud peclivé prostudujete tuto kapitolu.

Taguchiho metody zalozené na ztratovych funkcich se snazi méfit ztraty, které vznikaji
odbérateli vyrobkl a sluzeb tim, ze dodavatel téchto produkti neni schopen dodrzovat se
stoprocentni presnosti pozadavky odbératele. Pfitom tato neschopnost nemusi nutné prameénit
z toho, Ze by dodavatel nechtél dosahovat maximalni preciznosti. V drtivé vétsiné ptipadd
dochazi k urcité nepfesnosti, at’ si to dodavatel pieje ¢i nikoliv. Je totiz z fyzikalnich dtvoda
veétsinou nemozné dosahnout absolutni presnosti.

Taguchiho ztratové funkce, které se nepiesnosti snazi ¢iselné popsat (pfesnéji S nimi spojené
finan¢ni ztraty), predstavovaly Vv dobé svého zavedeni do praxe novy pohled na tuto
problematiku. Byla totiz dlouho vZzitd pfedstava, Zze pokud sice absolutni pifesnosti neni
dosazeno u dané charakteristiky pozadovaného produktu, ale tato charakteristika se pohybuje
v ur¢itych piijatelnych mezich, je vSe Vv pofaddku, auzivatel produktu tak finanéné nic
nepociti. S takovym nézorem ovSem Taguchi nesouhlasil apomoci matematicky
jednoduchych ztratovych funkcich zacal méfit ztraty vzniklé ipfi sebemensi odchylce od
ideélniho stavu.

Spojeni kvality s ndklady pomoci Tachuchiho ztratové funkce (Taguchi loss function) bylo
hlavni vyhodou V jakostnim inzenyrstvi a stejné tak i pfi schopnosti planovat naklady.

10.1 DEFINICE A VLASTNOSTI ZTRATOVE FUNKCE

Diive, nez uvedeme definiéni rovnici, graf avlastnosti ztratové funkce, musime Si
dtikladné uvédomit predpoklady, které by mély byt splnény, chceme-li takovou funkcei pouzit.
Vyslovime je V jakychsi ¢tyfech vychozich postulatech aje na kazdém, kdo chce dale
uvedené metody pouzivat, aby se zamyslel, zda jsou v jeho podminkach piijatelné:

1. U kazdého vyrobku je sledovana jeho urcitd charakteristika (napf. rozmér, véha,
mechanické, chemické, estetické nebo jiné vlastnosti). Podle této charakteristiky
posuzujeme kvalitu doty¢ného vyrobku.

2. Charakteristika z ptedchoziho bodu ma stanovenu jistou optimalni hodnotu T, tzv.cilovou
hodnotu (Target value).

3. Nekvalita vyrobku se projevuje odchylkami sledované charakteristiky od T.

4. Jakakoliv odchylka od T pfedstavuje urcitou financni ztratu, kterd se projevi U odbératele
zvySenymi naklady na provoz vyrobku, jeho udrzbu, opravy apod.

Prvni tfi predpoklady nejsou neobvyklé. Novym prvkem vSak je, ze podle ctvrtého
ptedpokladu nepovazuje Taguchi vyrobky pohybujici se V mezich tolerance za stejné kvalitni

- 133 -



10 TAGUCHIHO METODY — ZTRATOVE FUNKCE

a bezztratové. Naopak, jakakoliv odchylka od T uz pfinasi ztraty. Jejich vycisleni je smyslem
ztratové funkce.

Matematické vyjadieni ztratové funkce ma tvar

10-1 L(Y)=k(Y-T) pro Y e(T—d,T+d),
= A pro ostatni Y.

kde

T = cilova hodnota charakteristiky kvality,

Y = dosahovana uroven charakteristiky kvality, je to ndhodna veli¢ina

L(Y) = ztrata zpisobena odchylkou od T,

k = konstanta.

Grafem uvedené funkce je parabola podle obr.19. Hodnota parametru d ptedstavuje funkéni
toleranci.

Obriazek 19: ukazka tvaru ztratové funkce

Ly |
A

L)

Td §; T+d ¥

Je-li Y<T-d nebo Y>T+d, coz mizeme dohromady psat ve tvaru d S|Y —T|, potom
L(Y)=A.

Miuzeme proto psat:

10-2 A=kd" .

Protoze parametry d (funk¢ni tolerance) a A (mezni ztrata = ztrata pii prekroceni d) jsou
obvykle znamy, lze pouzit rovnici (10-2) k vypoétu neznamé konstanty k: k = A/d?.
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PRIKLAD 1

Napiste rovnici ztratové funkce, je-1i funkéni tolerance d = 5 a mezni ztrata A = 2.
RESENi

2

Podle (10-2) dostavame k =2/5% =0,08 a rovnice ztratové funkce je L(Y ) =0,08 (Y —T)

Z hlediska teorie pravdépodobnosti je Y = ukazatel jakosti nahodna proménna, ktera ma casto
normalni rozdéleni N (E(Y ), 02). Vice nez ztrata L(Y) nas obvykle zajima priamérna ztrata,

kterou ozna¢ime E(L). Vzorec pro zjisténi E(L) mizeme ziskat z rovnice (10-1):
10-3 E(L)=E| k(Y -T)" |=KE(Y-T)" =k,

za predpokladu, ze E(Y) = T, coz prakticky znamena, ze pramér ze skuteéné dosazenych
hodnot sledovaného ukazatele kvality Y je roven zddané hodnoté T. Symbol & znaéi rozptyl
veliiny Y.

Je-li viak E(Y) =T, potom E(L)=ko? +k(E(Y)-T)".
Mame tedy nékolik rovnic, S nimiZ se pracuje:

a. defini¢ni rovnice L (Y ) =k (Y -T )2 ,
b. rovnice pro vypocet konstanty k: A=kd?,

c. rovnice pro uréeni primérmé ztraty E(L)=ko” nebo E(L)=ko® +k(E(Y)-T )2 :
Ztratovou funkci lze vyuzit K mnohem komplexnéj§imu vycisleni nakladt na jakost tim, Ze
uvazime v§echny ztraty souvisejici se zajistovanim jakosti. Tehdy je zahrnuta do uvah také
cena za opravy, naklady na kontrolu vyrobku, ztraty za zmetky, ztraty za nepfesnosti méfeni
kvality a nepiesnosti ve vyrobé. Této problematice je vénovana kapitola 11.

Ztratova funkce mulze byt pii feSeni uvedenych problémi aplikovdna nejen pro ptipad
faktorech Xj, Xj,..., Xk adokonce itehdy, kdyZz ukazatel jakosti nelze méfit, napf. pfi
posuzovani estetickych vlastnosti produktu.

10.2 ZTRATOVE FUNKCE PRO RUZNE TYPY TOLERANCI

Tvar ztratové funkce z obr.19 neni jedinym tvarem. Existuji rlizné typy ztratovych
funkci podle toho, S jakym typem toleran¢niho intervalu se pracuje. Uved'me nyni klasifikaci
ztratovych funkci podle typu tolerance. U riznych téchto typil také nacrtnéme ptislusné grafy
ztratovych funkeci.

Podle toho, co je v dané situaci povazovano za optimalni cilovou hodnotu T, rozliSujeme tyto
typy tolerance:
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a) Symetricka N-tolerance

Obrazek 20: Symetricka N-tolerance

L(Y)

Id +d ¥

V tomto piipadé piseme T * d, kde d = tolerance. Interval (T-d, T+d) se nazyva rolerancni
interval. Zde je tolerance symetrickd v tom smyslu, ze cilova hodnota se nachazi ve stfedu
toleran¢niho intervalu. Pokud sledovand charakteristika nabyde hodnoty, ktera je mensi nebo
rovna dolni toleran¢ni mezi T-d, bude ztrata rovna hodnoté A. Stejné hodnoty A dosahne
ztrata také v pripad¢, kdy sledovand charakteristika nabyde hodnoty, ktera je rovna nebo vétsi
nez horni toleranéni mez T+d.

b) Nesymetricka N-tolerance

Ve druhém piipad¢€ mé ztratova funkce tvar uvedeny na obrazku 21:

Obrazek 21: Nesymetricka N-tolerance

L)

A

Az

SR

T-d T+d> 4

Zde ma toleran¢ni interval tvar (T - dy, T + dy). Z grafu vidime, ze tolerance d; ; d; jsou obecné
rizné, stejné¢ jako maximalni ztraty A; aA, Napiiklad dosaZeni pozadovaného praméru
kovového kola nad urovni T+d, Ize upravit zbrouSenim kola, kdezto nedodrZzeni cilové
hodnoty kvuli nedosazeni T-d; nikoliv, takze ztrata A; je vétsi nez A,. Na subintervalu (T-d;,
T) jde o parabolu s rovnici 10-1 a s k = k;. Na intervalu (T, T+d,) jde o parabolu s rovnici 10-1
a s k=kz. V prvnim piipadé je ki= A1/ di2. Ve druhém piipadé je ko= Ao/ dy°.
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c) Tolerance typu S (Small)

U tolerance typu S plati: sledovana charakteristika produktu Y je tim lepsi, ¢im je mensi.
Idedlem je cilova hodnota T = 0. Graf ztratové funkce pro tuto situaci vypada nasledovné:

Obriazek 22: S-tolerance

Ly ,

T=0 USL Y

Piikladem veli¢iny Y stoleranci S muze byt naptiklad drsnost povrchu, nebo necistota
v ovzdusi, kde je stanovena jen horni piipustna hranice USL = Upper Specification Limit
a samoziejmé plati, ze ¢im mensi hodnoty je dosazeno, tim lépe. Od jisté hranice — od horni
ptipustné meze — je pak ztrata rovna hodnoté A. Zde opét plati: na intervalu (0, USL) ma
funkce rovnici 10-1 s k = A/USL?.

d) Tolerance typu L (Large)

U tolerance typu L plati: Y je tim lepsi, ¢im je vétsi. Idedlem je T =o0. V piipadé L tolerance
se primeérna ztrata pocita podle vzorce

10-4 E(L)=A-d* %,
kde
s =E(/Y?),

tj. primérna hodnota veli¢iny 1/Y?.

V piipadech a)-c) jsme se zabyvali rovnici pro individualni ztratu. Chceme-li vypocitat
pramérnou ztratu, cozZ je to, co nds zejména zajimd, pocitame stiedni hodnotu individuélnich
ztrat. Tato stfedni hodnota obvykle neni znama, jelikoz nemame K dispozici vSechny mozné
realizace veli¢iny L(Y) a pravdépodobnosti téchto realizaci. V praxi proto odhadujeme tuto
sttedni hodnotu obyCejnym primérem. PocCitdme tedy aritmeticky primér z individudlnich
realné¢ namétenych ztrat (viz ptiklady, které nasleduji). Totéz plati 1 v piipadé d), kdy tedy
nahradime obvykle nezndmu stiedni hodnotu E(1/Y ?) jejim odhadem n‘le‘z .

Pti konstrukci ztratové funkce jsme vychazeli ze Ctyf postulatd, jejichz splnéni je nutnou
podminkou pro aplikace této funkce. Piipomenime, ze podle ctvrtého postulatu piinasi
nedodrzeni cilové hodnoty T odbérateli ztraty. Nyni se zaméfime na finan¢ni vyjadieni téchto
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ztrat S pouzitim ztratové funkce. Jde 0 jeji nejzakladnéjsi pouziti. Dal$i mozné aplikace budou
uvedeny v nasledujicich kapitolach.

PRIKLAD 2

Pti vyrob¢ hiideli je jejich predepsany rozmér 150mm a tolerance je 4mm. Nedodrzeni
tolerance zpusobi ztratu 40 K¢&. Uréeme prumérnou ztratu a porovnejme ztraty za nekvalitu
u dvou vyrobcii: prvni se spokoji S dodrzenim tolerance, druhy usiluje 0 maximalni pifiblizeni
k optimalni hodnot¢ T. Pfedpokladejme ptitom, Ze V priméru je piedepsany rozmér dodrzen.

RESENI
Jsou znamy tyto parametry:

A (ztrata pii prekroceni d) = 40 K¢,
d (funkéni tolerance) = 4mm,
T (cilovéa hodnota) = 150mm.

Pro ztratovou funkci uréime nejprve konstantu k ze vztahu (10-2):

A 40

Do vzorce dosazujeme vSe V libovolnych, ale stejnych jednotkdch. Primérnd ztrata za
nedodrzeni T podle (10-3) bude nyni:

E(L)ZkGZ =2,502.

Nyni je potieba rozptyl o”odhadnout, avsak neméame K dispozici vysledky méfeni pii
kontrole hiideli. V takovém piipadé lze uvazovat takto: usiluje-li druhy vyrobce 0 to, aby co
nejcastéji dosahoval hodnoty T =150 znamena to, ze odchylky Y od této hodnoty mohou byt
rozdéleny podle Gaussovy kiivky - nejcetnéjsi je hodnota T = 150 a ¢im je odchylka Y od T
vétsi, tim je hodnota mén€ cetnd. Je-li takovd uvaha spravna, je mozné odhadnout

smérodatnou odchylku o vztahem

. 2-tolerance  2-4
6

=1,33,

nebot’ se pfedpokladd, Ze u normalniho rozdéleni je toleran¢ni interval roven Sestinasobku
smérodatné odchylky (viz pravidlo ,,tfi sigma“ U normalniho rozd¢leni).

Pokud jde o prvniho vyrobce, ten se pouze spokojuje s dodrzenim tolerance, coz znamena, ze
Vv toleran¢nim intervalu (T - 4, T + 4) = (146, 154) mize mit Y hodnotu v kterémkoliv misté se
stejnou Cetnosti. Lze tedy predpokladat, ze Y ma rovnomérné rozdéleni na tomto intervalu.
Smeérodatnou odchylku (jeji odhad) v tomto ptipad€ uréime ze vztahu

S=154—146_ 8 _2.31,

iz iz
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Nebot’ U rovnomérného rozdéleni R(a,b) je rozptyl dan vztahem

oo (b-a)°
12

Odhady primérnych ztrat tedy budou:

1. vyrobce: odhad E(L) =ks* =2,5-2,31* =13,34,
2. vyrobce: odhad E(L) =ks* =2,5-1,33" =4,42.
Je vidét, ze filozofie ,,sta¢i dodrzovat toleranci® neni spravna, nebot’ ztraty za nekvalitu jsou

dokonce tiikrat vétsi. Poznamenejme, Ze vysledek je vZdy vyjadien ve sledované méné/ks
produkce, tj. v nasem pripadé v ké/ks.

Z rovnice

E(L)=d—A2(72

je zfejmé, ze prumeérné ztraty za nekvalitu zaviseji nejen na rozptylu, ale samoziejmé také na
A ad. Jestlize velikost rozptylu je dana délnikem, pak parametry A a d stanovi konstruktér.
Ten by mél navrhnou vyrobek tak, aby byl robustni, tj. odolny vic¢i nepfesnostem vyroby.
Znamena to, ze

a. nedodrzeni T by mélo zpiisobit co nejmensi ztratu, jinymi slovy, A by mélo byt co
nejmensi. Je-li zde A =40 a snizi se 0 50%, bude pfi stejném s = 1,33

_ % =1,25, E(L) = ks’ = 1,25-1,33"= 2,21 K&/ks.

A
d 2
b. vyrobek by mél byt funkéni v §iroké toleranci, tj. mélo by byt dosti velké d. Je-li d = 8,
pak konstanta k = g—? pii s = 1,33 bude
E(L) = ks* = 0,625-1,33% = 1,1 K&/ks.
Lze uvaZovat také O sniZeni rozptylu. Uvazujme napiiklad 0 sniZeni rozptylu s*=1,33

0 30%, tj. na 1,33%0,70, pficemz necht toto zlepSeni stoji 50 haléfi na kus. Snizeni rozptylu
pfinese vV tomto piipadé mensi ztraty za nekvalitu. Pro k = 2,5 dostavame:

E(L) =2,51,33%0,70 = 3,096 K&/ks.
K tomu je nutno pfipocitat ndklady na sniZeni rozptylu, takZe celkové bude

E(L) = 3,096 + 0,50 = 3,596 K&/ks.

To je stale méné neZ pii rozptylu s® =1,33%, takZe lze tuto tpravu doporudit.
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SHRNUTI

Po prostudovani této kapitoly jste ziskali informace o ztratové funkci. Vite, ze
u kazdého vyrobku je sledovana jeho urcitd charakteristika, podle které posuzujeme jeho
kvalitu. Tato charakteristika ma jistou optimalni hodnotu a nekvalita se projevuje odchylkami
od této hodnoty. Jakakoliv odchylka od optimalni hodnoty pfedstavuje urCitou ztratu, ktera se
projevi U odbératele zvySenymi naklady na fadné uziti vyrobku.

Podle toho, co je v dané situaci povazovano za optimalni cilovou hodnotu T, rozliSujeme tti
typy tolerance:

1. Tolerance typu N: symetricka a nesymetricka.
2. Tolerance typu S (smaller): Y je tim lep$i, ¢im je mensi. Idealem je T=0.
3. Tolerance typu L (larger): T je tim lepsi, ¢im je vétsi. Idedlem je T =00,

Témto riznym typim tolerance potom odpovidaji rizné ztratové funkce. Ztratova funkce
vyjadiuje finan¢ni naklady v disledku nekvality, a to ve sledované méné na jeden vyrobek.

Nyni nasleduji dalsi feSené ptiklady.

PRIKLAD 3

U vyrabénych hiideli se sleduje jejich praimér a délka, pfi¢emZ primér mé predepsany rozméer
25mm=* Imm adélka ma predepsany rozmér 100mm = 2mm. Nedodrzeni tolerance pro

pramér stoji 40 K¢, pro délku 30 K¢. K dispozici jsou vysledky kontroly deseti hiideli.
V obou ptipadech piredpokladame, Ze v primeéru je predepsanych rozméri dosaZeno.

Vysledky kontroly pro pramér (v mm):
25,1; 25; 25; 24,9; 25,1, 25; 24,9; 25; 25,1, 24,9.
Vysledky kontroly pro délku (v mm):
99,9; 99,9; 99,8; 100,2; 100; 100; 100,1; 98; 99,9; 100,2.
Porovnejte kvalitu vyroby pii dodrzovani sledovanych rozmérit pomoci ztratové funkce.
RESEN{
Udaje pro pramér: T; =25, A; = 40, d; = 1.

5? =%[(25,1—25)2 +(25-25)" +...+(24,9-25)" | =0,006.

E(L) :%0, 006 = 0, 24 K&/ks.
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Udaje pro délku: T, =100, A; = 30, d, = 2.

s? = %[(99,9—100)2 +...+(100, 2—100)2} =0,02.

E(L) = 2—80, 02=0,15 K&/ks.

Na zéklad¢ vysledku lze konstatovat, ze lepsi kvalita je pii vyrobé délky htidele. Celkové
pramérné ztraty za nekvalitu jsou 0,24 + 0,15 = 0,39 K¢/htidel.

PRIKLAD 4

Pii vyrobé bubnt automatickych pracek byla predepsana tolerance 30cm-1cm, 30cm+4cm.
Nedodrzeni dolni tolerance stoji 50 K¢ (nedosazeni tolerance), nedodrzeni horni tolerance
stoji 100 K¢ (ptekroceni tolerance), nebot’ buben nelze viibec namontovat.Vypocitejte ztratu
za nekvalitu zptisobenou pracovniky A a B, mate-li k dispozici tyto vysledky kontroly prace
uvedenych dvou pracovniki:

Tabulka 64: vstupni udaje

Pracovnik Odchylka od cilové hodnoty (!!)
A 0;0;-1;3;0;4;2;-1;0;1; 2; 4
B -1,-1,0;0;0;3; 2;-1, 1; 2, 0

RESENI
Parametry: A; =50, A,=100,d;=1, d,=4.
Pracovnik A:

L) {2 [ R v a2

E(L,)=34,375 K/ks.

Pracovnik B:

E(L) :111{?—9[(—1)2 +(-1) +(—1)2}+14'L20(32 L +22)}

E ( L2) = 23,864 Kc/ks.

Pracovnik B odvadi kvalitn¢jsi praci nez pracovnik A. PovSimnéme si logiky vypoctu
Vv piipadé pracovnika A (druhy pfipad je analogicky): odhadujeme primérnou ztratu, coz je
vyjadieno tim, Ze délime soucet jistych scitancl jejich poctem, tj. Cislem 12. Kazdy ze
sCitancli predstavuje individualni ztratu, tj. konkrétni funk¢éni hodnotu ztratové funkce.
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Tato ztratova funkce Vv piipadé asymetrické tolerance ma dvé vétve dvou parabol akazda
zZ téchto vétvi ma jinou konstantu k. Jedna z téchto konstant je 50, druha konstanta pro druhou
vétev ma hodnotu 100/16.

PRIKLAD 5

Kulicky do lozisek se vyrabéji na dvou pracovistich: Pracovisté A zajistuje pramér kulicek
s ptedepsanou hodnotou T +£0,4. Pracovisté B zodpovida za pozadovanou tvrdost kulicek

T+1. Denné se vyrobi 50000 kuli¢ek, cena jedné je 0,60 K¢. Pii nedodrzeni kterékoliv
tolerance se kulicka zlikviduje. Pii kontrole byly ziskany tyto odchylky od piedepsanych
hodnot:

Vysledky kontroly pro praimér (odchylky od idealu):
-0,3;0,1; 0,2; 0; 0; -0,2; -0,1; O; 0,4, 0,1, -0,1; O, O; 0,1; -0,2.
Vysledky kontroly pro tvrdost (odchylky od idealu):
0;0;1;-0,8;-0,8;0,0,6;0,7; 0; -0,3; -0,2; 0; 0; 1; 0,2.
Posud’te troven kvality téchto dvou pracovist.
RESENI
1. Prumér kuli¢ek — parametry jsou: A =0,6; d = 0,4.

Rozptyl pfi kontrole priméra

1 2 27 0,42
s’=—1(-0,3)" +0,2° +...+(-0,2)" |=——=0,028.
15L(03) (0.2 |=7¢
Primérné ztraty za nekvalitu (K¢/ks):
E(L)= ﬁzs2 = 0’—62.0, 028=0,105 K&/ks.
d 0,4

Denni ztrata za nekvalitu je 50 000-0,105 =5 250 K¢&.

2. Tvrdost kulicek — parametry jsou: A =0,6 ;d =1.

Rozptyl pti kontrole tvrdosti (pocita se s odchylkami)

1
§? :E[02+...+0,22]=0,287,
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Primérné ztraty za nekvalitu (K¢/ks):
0,6
2
Denni ztraty jsou 50 000-0,172 = 8 600 K¢.

E(L)=—-0,287 =0,172 K&/ks.

PRIKLAD 6

Pii povrchové Gipravé pistil je maximalni povolena drsnost povrchu 10 mm. Cim mensi je
drsnost povrchu, tim Iépe. Pti piekroCeni tolerance je povrch znovu upraven nakladem 200
K¢&. Povrch upravuji dva pracovnici. Posud'te uroven jejich prace na zakladé vysledki
kontroly:

Tabulka 65: vstupni Gdaje

Pracovnik Povrch
1 0,1,96,10,2,3,0,9
2 3,2,4,4,5,2,4,6,5,3

RESENI
Parametry jsou: A = 200, d = 10 (S-typ tolerance)

1. pracovnik:
s° = % ((0-0)"+ (1-0)°+ (9-0)° + ... + (9-0)") = 34,67.

E(L) = d_AZSZ = %34, 67 = 69,34 Ké/ks.

2. pracovnik:

2 =%(32+22+42+...+52+32):16.

200

E(L)= g7 16=32Kks.

Druhy pracovnik odvadi vice nez dvakrat kvalitnéjsi praci.

PRIKLAD 7

Vyrobei horolezeckych lan je stanovena dolni hranice pevnosti lana na 300 kg. Ztrata pfi
nedosaZeni této hranice je kvlili dodate¢nému vystuZeni lana 50 K¢ na metr. Tydné se vyrobi
100 000 m lana. Porovnejte dveé technologie vyroby, mate-li k dispozici tyto tdaje
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Tabulka 66: vstupni udaje

Technologie Pevnost lana
1 305, 350, 350, 410, 310, 300, 350, 400
2 305, 301, 308, 306, 300, 320, 310, 310, 320, 325

RESENI
Parametry jsou: A =50, d =300. Jedna se o L - typ tolerance.

1. Technologie.

Stredni hodnota na zakladé vztahu (10-4):

21(1 1 1
'8

= St ——+.+—— [=8,62:10"°.
305° 350 400

Primérna ztrata je tedy dana vztahem:
E(Li) =50-3007-8,62-107° = 38,79 K&/m.

2. technologie

Rozptyl:

, 1(1 1 1
S, =— sttt
103052~ 301 325

j =1,03-10".
Primérna ztrata:
E(L,)=50-3007-1,03-10"° =46,76 K&/m.
Miuzeme tedy fici, Ze prvni technologii se vyrabi lana s pevnosti V priméru veétsi
E,= 346,88 kg > E, = 310,5 kg,
Zatimco pro primér pievracenych hodnot plati
s =8,62-10° < 5 =1,03-10".
Proto také u prvni technologie jsou mensi ztraty za nekvalitu

E(L1) = 38,79 K&/m < E(Ly) = 46,76 K&/m.
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KONTROLNI TEST 10

10.1

10.2
10.3

10.4
10.5
10.6
10.7

10.8
10.9

10.10
10.11

10.12

Matematické vyjadieni ztratové funkce mé tvar L(Y)=k(Y -T)*?
Ptikladem veli¢iny Y s toleranci typu S miize byt pevnost lana?

U kazdého vyrobku je dana urcita charakteristika, ktera ma jistou optimalni hodnotu
a nekvalita se projevuje odchylkami od této hodnoty?

U tolerance typu N, je idealem dosazeni mensi hodnoty neZ je cilova hodnota T?
Grafem casti ztratové funkce je parabola?

Jakékoliv odchylka od cilové hodnoty T ptinasi

U kazdého vyrobku je sledovana jeho urcita , podle které¢ posuzujeme
jeho kvalitu.

Matematické vyjadieni ztratové funkce ma tvar

Podle toho, co je vdané situaci povazovano za optimalni cilovou hodnotu T,
rozliSujeme tyto typy tolerance: , ,

U tolerance typu S je idealem dosaZeni cilové hodnoty T =

U urcitého vyrobku se sleduje primér a hmotnost, pfi¢emz primér ma byt T1=20cm

+ 1 ahmotnost T, = 100g+ 2. NedodrZeni tolerance pro pramér stoji 20 K&, pro
hmotnost 30 K¢&. K dispozici jsou vysledky kontroly deseti vyrobki.

Vysledky kontroly pro primér:

20,1; 20; 20; 19,9; 20,1; 20; 19,9; 20, 20,1; 19,9.

Vysledky kontroly pro hmotnost:

99,9; 99,9; 99,8; 100,2; 100; 100; 100,1; 9,8; 99,9; 100,2.

Porovnejte kvalitu vyroby pfi dodrzovani sledovanych rozmért.

Pii vyrobé odluCovacich filtri je stanoveno maximalni moZné procento propustnosti
10%. Kontrola filtri u 2 vyrobct piinesla tyto vysledky:

Podnik % propustnosti
A 3,9971
B 8,8 11,25

Piekroceni tolerance stoji u podniku A 600 K¢ a u podniku B 700 K¢&. Ktery vyrobce je
kvalitnéj$i?

RESENI KONTROLNIHO TESTU 10

10.1
10. 2
10.3
10. 4
10.5
10. 6

ano
ne
ano
ne
ano
ztraty
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10. 7 charakteristika

10.8 L(Y)=k(Y-T)

10.9 N (nominal), S (smaller), L (larger)

10.10 O

10. 11 Promér: E(L)=0,12 K¢/ks; Hmotnost: E(L)=0,15 K&/ks.

10. 12 Podnik A: E(L)=265,2K¢/ks; Podnik B: E(L)=1855K&/ks.
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11 TAGUCHIHO METODY: CELKOVE NAKLADY KVALITY

V piedchazejici kapitole jsme se seznamili s Taguchiho metodami a pojmem ztratova
funkce. V této kapitole se dozvime néco 0 celkovych nakladech na jakost a také 0 regulac¢nich
diagramech. Kapitola je ¢lenéna do ¢tyf ¢asti. Prvni ¢ast je vénovana monitorovani nakladi na
jakost, ve druhé casti je uveden vztah pro vypocet celkovych ndkladl na jakost, jestlize se
provadi 100% kontrola vyrobniho procesu, ¢ast tfeti je vénovéna vztahu pro celkové naklady
na jakost, jestlize se provadi kontrola procesu po n vyrobcich, a v ¢asti ¢tvrté jsou definovany
regulaéni diagramy. Zakladni vztah, z néhoz se vychazi pii vypoétu nakladi na jakost nebyl
Taguchim odvozen, ale navrzen. Zachycuje autorovy zkusSenosti vyjadifené matematickymi
prostiedky. Kapitola rovnéz opét obsahuje fesené i nefeSené piiklady.

11.1 MONITOROVANI NAKLADU NA JAKOST

Pojem ,,ndklady na jakost* mlZe mit nékolik vyznamu. Jde nicméné pfedevsim 0 vydaje
spojené piimo se zajistovanim, piipadné zlepSovanim jakosti, napt. vydaje na nakup meéfici
techniky, nebo také mlze zahrnovat neproduktivni vydaje, jakymi jsou ztraty z neshodnych
vyrobki. Z praktického hlediska je vhodné naklady na jakost rozd¢lit do tii skupin:

- ndklady na jakost U vyrobce,
- ndklady na jakost U uZzivatele,
- spolecenské néklady na jakost.

V této studijni opoie se budeme vénovat nakladiim na jakost U vyrobce.

Ndaklady na jakost Uvyrobce jsou vydaje vynaloZené vyrobcem a spojené S prevenci,
hodnocenim vyroby a vadami tak, aby bylo dosazeno pozadavki jakosti v pribéhu vyvoje,
vyroby, instalace auziti produktu. Monitoring téchto vydaji pfedstavuje G€inny nastroj
managementu jakosti, protoze dava moznost odkryvat prileZitosti ke zlepSovani produktu.
PopiSme nyni zplisoby tohoto monitoringu nakladd na jakost S vyuZzitim

1) tzv. PAF modeld,
2) modelu procesnich naklad,

3) Taguchiho pfistupu.
Adl) PAF modely (Prevention, Appraisal, Failure)

Tento model je zalozeny na tom, Ze se Vpodniku vSechny nédkladové polozky spojené
S jakosti rozdéluji do ¢tyt skupin:

Ndklady na interni vady (vznikaji uvnitf firmy v dusledku vad pfi plnéni pozadavki na jakost,
nedostatky jsou odhaleny jesté pied odeslanim produktu k zakaznikovi),

Ndklady na externi vady (zde patii reklamace, garan¢ni servis, manipulacni naklady, slevy
Z ceny, soudni spory, ztrata trhu a divéry zdkaznika),
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Ndaklady na hodnoceni (jsou to zejména naklady na méteni spokojenosti zdkazniki, na métici
techniku, software, certifikace, naklady na provoz podnikovych i externich zkuSeben
a laboratofi pro testovani produktu apod.)

Ndklady na prevenci (tato skupina nakladu na jakost by méla vykazovat trvaly rist, patii sem
zjiStovani pozadavkil zakaznika, rozvoj systému jakosti, Skoleni, kontakt S poradenskymi
firmami, planovani jakosti a dalsi).

Ad2) Model procesich nakladu

Jde 0 vyss$i stupen monitoringu, ktery je zaloZen na tom, ze se jednotlivé skupiny nakladi
nesleduji podle konkrétnich vyrobki, ale vyhradné pro urcité procesy. Za proces se povazuje
soubor ¢innosti, které transformuji hmotné resp. informacni vstupy na hmotné a informac¢ni
vystupy. Tyto naklady se dé€li na ndklady na shodu, coz jsou skutecné naklady na pfeménu
vstupli na vystupy, ana ndklady na neshodu jako naklady na nevyuzity Cas, material
a kapacity spojené se vznikem neshod uvnitf procesu.

Ad 3) Taguchiho metoda

Tento piistup vyuziva matematickych nastroju K popisu vztahti mezi celkovymi naklady na
jakost a riznymi faktory, které se na téchto nakladech podileji. Matematicky pfistup ma tu
vyhodu, Ze umoziuje minimalizovat (optimalizovat) naklady spojené s jakosti a ukazuje,
kterym smérem se dany podnik ma ubirat, pokud chce této optimalizace dosahnout.
Taguchiho pfistupem se zabyvaji kapitoly 11.2 a 11.3.

11.2 TAGUCHIHO PRISTUP — PROVADI SE 1002 KONTROLA PROCESU

Provadi-li se 100 % kontrola vyrobniho procesu, pak celkové naklady na jakost ur¢ime
podle vzorce

11-1 Q
R

kde

Q= ro¢ni ndklady na 100 % kontrolu,

R=  ro¢ni produkce v kusech,

d=  funkeni tolerance vymezujici ptipustné odchylky od jisté idealni hodnoty, ve které je
vyrobek jeste vyhovujici,

A= ztrata pti prekroceni tolerance d,

1
S =n—_1[(yz _yl)2 +(y3—y2)2 ot (Y, _yn—l)z]

Aplikaci vztahu (11-1) ukéazeme na jednoduchém ptikladé.

- 148 -



Filip Tosenovsky; STATISTICKE METODY PRO EKONOMY

PRIKLAD 1
Naéklady na stoprocentni automatickou kontrolu jsou 25 000 K¢ za rok. Ro¢ni produkce je

¢tyfi miliény jednotek daného vyrobku, tolerance je 9 ajeji prekroceni stoji 5 K¢. Urcete
celkové naklady na jakost, jestlize z vysledki kontroly vyplynulo, Ze s5 =1.

RESENI

Pomoci vyse zavedeného oznac¢eni mame:

Q =25 000 K&

R =4 000 000 ks,
d=9,

A=5Kg,

sg =1.

Dosadime do vztahu (11-1) a dostavame:

- 2000, 5 6,068 Keks.
4000000 ' 9

Ro¢ni ndklady na jakost jsou 4 000 000-0,068 =272 000 K&.

11.3 KONTROLA PROCESU SE PROVADI PO N JEDNOTKACH

Pokud se neprovadi 100% kontrola a mezi dvéma kontrolami se vyrobi n vyrobkd,
uré¢ime celkové naklady na jakost pomoci vzorce

11-2 B C AD?> AD?*n+l A,
L=—+—+——+——| —+2|+—5S,,
n u d>3 d*ul 2 2
kde
A= ztrata pii prekroceni tolerance d,
= cena kontroly vyrobkd,
= cena opravy stroje (vyrobni linky),
n= kontrolni interval,
u= pramérny pocet vyrobki mezi opravami (poruchami),
d= funk¢ni tolerance, vymezujici ptipustné odchylky od jisté
idedlni hodnoty, ve které je vyrobek jesté vyhovujici,
D= vyrobni tolerance, ktera je obvykle podnikovym
zptisnénim funkéni tolerance,
z= pocet vyrobkl zhotovenych béhem kontroly vyroby,
B- cena kontroly na kus,
n
C _
0 cena opravy ha kus,
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A D? . . . Co
Frae = ztraty zptisobené nepiesnosti vyroby,
A D*(n+1 ,
——|—+Z|= ztraty za zmetky,
d®u{ 2
A 2 — r o r v r " e
d_ S = ztraty zpisobené nepiesnosti méfeni.

Je tieba fici, ze zakladni vzorec (11-2) nebyl Taguchim odvozen, ale navrzen. Muzeme fici,
ze vzorec je matematickym vyjadfenim dlouholetych zkuSenosti G. Taguchiho, pfedstavuje
autorovy zkuSenosti, vyjadiené matematickymi prostredky. Umoziiuje také po derivaci podle
urité proménné a jejim polozenim nule najit optimalni hodnoty nékterych parametrt. Jeho
jednotlivé ¢asti vSak maji matematické jadro: tfi z péti s¢itanct vychazeji ze ztratové funkce.
Dale uvadéné vzorce (11-3) — (11-5) jsou jiz matematicky odvozené z vychoziho vztahu
a diskuse k jejich tvaru je samoziejmé bezptedmétna.

V ptipadég, Ze se neprovadi 100% kontrola, vyvstavaji otdzky: Jak Casto provadét kontrolu tak,
aby celkové naklady na jakost byly minimalni? S jakou ptesnosti kontrolovat tak, aby celkové
naklady na jakost byly minimalni?

Odpovedi davaji vztahy (11-3) a (11-4), které obdrzime parcialnim derivovanim funkce (11-
2) podle n, resp. D. Derivujeme-li takto a ptislusnou derivaci polozime rovnu nule, dostaneme
optimalni kontrolni interval

11-3 . 2uB d

a optimalni provozni toleranci

11-4 242
D*:43CDd .
\} Au

11.4 REGULACNI DIAGRAMY

Hlavnim nastrojem statistické regulace vyrobniho procesu jsou tzv. regulacni diagramy
(RD) zavedené Walterem Shewhartem ve 20.letech 20.stoleti. Jejich poslanim je nepietrzité
monitorovat sledované ukazatele jistého procesu a v¢as upozornit na zhorSujici se stav tohoto
procesu. To umozni predchazet defektim ve vyrobé. Body (hodnoty sledovaného ukazatele)
vynasené do diagramu by mély vykazovat jisty pribeh a pokud tomu tak neni (vyboci z mezi,
které se konstruuji pro tyto diagramy, nebo vykazuji jisty vzor vyvoje), potom je vysoce
pravdépodobné, Ze proces podléhd jistému systematickému zdsahu, ktery s plvodnim
procesem nema nic spole¢ného. Takovym umélym zdsahem muze byt napf. systematicka
chyba obsluhy vyrobniho zatizeni. | kdyz sledovanym ukazatelem muze byt podle povahy
procesu témét cokoliv, jsou jisté pozadavky, které by mél ukazatel splnovat. Zakladnim
pozadavkem je (alespon pro zde uvadéné typy diagramil), Ze ma normalni rozdéleni.

- 150 -



Filip Tosenovsky; STATISTICKE METODY PRO EKONOMY

U sledovaného technologického procesu se hodnoti:

a.  schopnost ukazatele udrzet piedepsanou (cilovou) hodnotu,
b.  mira kolisani ukazatele (variabilita) kolem cilové hodnoty.

Proto se vzdy konstruuji dva regulacni diagramy, kazdy pro jeden z uvedenych atributd.
Nejbéznéjsi jsou RD pro dvojice (primér X, rozpéti R), oznaCovany dale RD ()_(, R), a
(praimér X, smérodatna odchylka S), tj. RD()_(,S). V tomto textu uvadime regulacni diagram
pro dvojici (pramér X , rozpéti R).

P¥i konstrukci RD (X, R) se postupuje v téchto krocich:

a.  Shromazd'uji se data (vzorky) v ¢asech t=1,2, ..., m (prvni sloupec tab.67).

b.  Zkazdého vzorku se vypoéitaji potiebné charakteristiky, napt. u RD (X, R) to bude
pramér X arozpéti R = X, — X, , @ to pro kazdou ¢asovou jednotku t.

Cc.  Vypocitaji se a v grafu znazorni tfi iidaje: hodnota, ktera je povaZzovéana za optimalni
pro dany ukazatel a také meze, které by ukazatel nemél prekrocit.

d. V grafu se zndzornuji praméry ukazatele (svisla osa) odpovidajici jednotlivym
casum (vodorovnd osa). Tim je sestrojen RD ()_() Podobné se sestroji RD(R), do
kterého se na svislou osu vynaseji pro kazdy ¢asovy okamzik dil¢i rozpéti.

Na zaklad¢ sestaveného diagramu se sleduje vyvoj parametru procesu apodle zasad
0 vyhodnocovani RD se pfijimaji potfebna opatieni. Jejich podstatu Ize charakterizovat takto:
parametr by mél vykazovat ndhodné kolisani kolem ptfedepsané hodnoty ve vymezenych
mezich. Jak se pocitaji tyto meze a predepsand hodnota, je uvedeno dale.

Tabulka 67: Vzorky a charakteristiky pro konstrukci RD(X, R)

Data Osa x Osay
i = Cas Pramér X, | Rozpeti R
X1 Xi00+ Xiy . X Ry
Xo11 X21+s Xon 2 X, Ra
X310 Xgp10+s Xgp 3 X3 Rs
Kt Xinz1+++s X m Km Rm
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Obrazek 23 zachycuje zakladni meze RD(R):

Obrazek 67: Zakladni ¢ary pro RD(R)
R

16—
CL |

LCL [

Zde je UCL = horni regula¢ni mez (upper control limit), LCL = dolni regula¢ni mez (lower
control limit), CL = stiedni pfimka (central line).

Pro regula¢ni diagram RD(X ) plati:

LCL=X-AR,
UCL=X+AR,
CL=X,
kde
- 13
miZ:l: '

je pramér z dil¢ich pramériu vzorkd. Dil¢i primér se vztahuje k danému ¢asovému okamziku.

Diéle je

R = R,

3|~

m
i=1

coz je prumér z dil¢ich rozpéti vzorka, opét spoctenych pro konkrétni Casové okamziky.

Pro regula¢ni diagram RD(R) plati:

UCL=D,R,
LCL=D;R,
CL=R.

Konstanty A,, D3, Dy jsou v tabulce 68 (chybi-li udaj, bere se jako nula).

- 152 -



Filip Tosenovsky; STATISTICKE METODY PRO EKONOMY

Tabulka 68: Konstanty pro vypocet LCL a UCL regula¢niho diagramu

no | Az As B3 By D Dy da

2 | 188 2.550 3.267 3267 1,128
3 1.023 1,954 2,568 2,574 1,693
4 10720 1,628 2265 2282 2039
3 |0,577 1,427 2,089 2114 2.326
6 | 0,483 1,267 0.330 1,970 2,004 2,534
7 |0419 1,182 0118 1.892 0.076 1,924 2.704
g8 |0373 1,029 0.183 1.815 0.136 1,864 2,847
9 |0,337 1,032 0,239 1,761 0,184 1,816 2.970

10 {0,308 0.975 0.284 1,716 0,223 1,777 3.078
11 (0285 0,927 0,321 1.679 0.256 1,744 3.173
12 (0265 0,886 0.354 1.646 0.283 1,717 3,258
13 (0,249 0.850 0.382 1.618 0,307 1,693 3.336
14 (0235 0.817 0.406 1,594 0.328 1,672 3.407
15 (0223 0,789 0428 1,572 0.347 1,633 3.472
15 (0212 0,763 0.448 1,552 0.363 1,637 3,532
17 |0.203 0.739 0.465 1.534 0.378 1.622 3.558
18 (0,194 0,718 0.482 1,518 0.391 1,608 3.640
19 (0,187 0.698 0.497 1,503 0403 1,597 3.689
20 | 0,080 0.680 0.310 1,490 0415 1,585 3,735
21 |0,173 0.663 0.5323 1.477 0425 1,575 3,778
22 |0.167 0.647 0.534 1.466 0.434 1.566 3.719
23 | 0,162 0.633 0.545 1.455 0443 1,557 3.858
24 10,157 0.619 0.353 1445 0451 1,548 3.859
25 10,153 0.606 0.363 1,435 0,459 1,541 3,951

PRIKLAD 2
Vypocitejte UCL, LCL a CL meze pro RD(X ) a RD(R), je-li dano:
Tabulka 69: VVzorky dat pro konstrukci RD (X, R)

i X R

1 9.9 2.9 11 9.8 10.13 1.2
2 9.1 9.8 2.9 11.2 10 2.1
3 9.6 9.4 10,7 9.9 2.9 1.3
4 10,4 9.4 92 9.9 9.725 1.2
5 9.9 10.6 9.6 10 10,03 1

6 10,3 9.8 9.7 9.9 9.925 0.6
7 10,2 111 9.6 10 10,23 1.5
suma 6996 89
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RESENI

Regula¢ni diagram RD(X ):

- o1&
X—E;xi—9,994
_ 1o

R_EZR,—LZ?l

Dolni regulacni mez: LCL = X — Azli =9,994-0,720-1,271=0,915.
Horni regula¢ni mez: UCL = X + A R =9,994+0,720-1,271=10,909 .
Stfedni pifimka: CL =X =9,994.

Regulaé¢ni diagram RD(R):

Horni regula¢ni mez: UCL = D4I§ =2,282-1,271=29.
Dolni regulacni mez: LCL = D3§ =0.1,271=0.
Stiedni pfimka: CL =R =1,271.

Nésledné by se do grafu vynasely dil¢i priméry (do diagramu RD(X)), respektive dil¢i
rozpéti do diagramu RD(R). Oba grafy by se pak vyhodnotily: zdkladnim pravidlem je, aby
z4ddna z hodnot vynasenych do grafu nevybocila zmezi LCL a UCL, tj. nebyla menSi nez
LCL nebo vétsi nez UCL. Pokud takova situace nastane, je tfeba zkontrolovat, co se pfesné
S procesem d€lo Vv Casovém okamziku, kdy hodnota z mezi vybocila. Je totiz vysoce
pravdépodobné, Ze do procesu zasdhlo néco ,,nepfirozeného®. Existuji také dalsi pravidla
zalozena na poctu hodnot, které po sobé€ rostou, klesaji apod. Takovy ,,vzor* vyvoje grafu je
natolik nepravdépodobny, Ze zfejmé neni dilem ndhody, ale systematického zésahu do
procesul.

SHRNUTI

Tato kapitola nas provedla problematikou tykajici se celkovych nakladu na jakost a byly
zde také uvedeny zékladni informace tykajici se regula¢nich diagramti. Zakladni vzorec pro
celkové néklady na jakost pti 100% kontrole procesu nebyl Taguchim odvozen, ale navrzen.
V tomto vztahu jsou zachyceny autorovy zkuSenosti, které vyjadfil matematickymi
prostiedky. V ptipad¢, ze se neprovadi 100% kontrola procesu, pak je tieba zjistit, jak Casto se
ma kontrola provadét a s jakou presnosti, aby byly ndklady na jakost co nejmensi.

Regula¢ni diagramy jsou hlavnim nastrojem statistické regulace vyrobniho procesu. Jejich
hlavnim ukolem je sledovat dané ukazatele a v€as upozornit na piipadné problémy c¢i

zhorsSujici se stav vyrobniho procesu.

Nasleduje dalsi feSeny priklad.
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PRIKLAD 3

Lis vyrabi pfi jednom zdvihu 8 ks vyliski najednou. Cena jednoho je 0,5 K¢. Kontrola se
provadi jednou za hodinu vzdy U jednoho vyrobku dané série tak, Ze je-li jeden vyrobek
vadny, vytradi se vSech 8, zastavi se lis a provede se jeho sefizeni ndkladem 70 K¢. Funkéni
tolerance je 10 a pocate¢ni vyrobni tolerance 4. Za hodinu se vyrobi 480 ks, pocet pracovnich
hodin za rok je 2000. Kontrola trva 2 minuty ajeji cena je 10 K¢. Chybu méfeni
neuvazujeme, pocateéni primérny interval mezi opravami je 4 hodiny. Vypocitejte celkové
naklady na jakost, stanovte optimalni kontrolni rezim a jeho finan¢ni pfinos.

RESENI

Parametry jsou:
A=280,5=4K¢
B=10Kc¢
C=70Ke¢
Do=4
d=10
N, = 480 ks
Z= @.2 =16

60

Uo = 4.480 = 1920 ks

Dosazenim Uo, Ny 4 Do do vztahu (11-2) vypocitame celkové naklady na jakost L, pro vstupni
parametry:

2 2
=£+7—0+i24—+i2(&+1+16)-4—=0,356Ké/ks.
480 1920 10° 3 10 2 1920

L,

Nyni ur¢ime optimalni parametry kontroly:

a. Podle vztahu (11-3) je optimalni kontrolni interval

b /2“05 d _ [2:1920:1010 _ 514 g+ 240 vrobki,
A D, 4 4

tzn. kontrola pfiblizné kazdou ptilhodinu.

b. Podle vztahu (11-4) je optimalni provozni tolerance

242 2 2
o _ ,|3CDid :ds 70-4°10° o o
Au, 4-1920
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c. Néklady na jakost pti optimalnich parametrech jsou dany vztahem

B C AD? A n+1 D™
n u d° 3 d 2 u
2 2
_ 10,70, 4 2, 4 2804 16). 2 _o,287Ke] ks.
240 480 10* 3 10 2 480

Finan¢ni piinos pii optimalnich parametrech:

L, —L= 0,356 - 0,287 = 0,069 K¢ na 1 vyrobek,

tj. za rok dostavame usporu 0,069-480-2000 = 66 240 K¢&.
KONTROLNI TEST 11

11.1  Jestlize se provadi 100% kontrola, pak celkové naklady na jakost jsou dany vztahem
Q
L=

A
PRt s2?
11.2  Zékladni vzorec pro vypocet celkovych ndkladi na jakost byl Taguchim odvozen
a matematicky dok4zan?
11.3 U sledovaného technologického procesu se hodnoti jeho schopnost udrzet cilovou
hodnotu a mira kolisani kolem cilové hodnoty?

114 Rozpéti daného souboru dat je ddno vztahem: R=x_,, —X ?
11.5 Regula¢ni diagram RD (X, R) oznaduje regula¢ni diagram pro priimér a rozpéti?

11.6 Ve vztahu pro celkové néklady na jakost L = %+ d_A; 2, je Sg =

11.7 V ptipadé, Ze se neprovadi 100% kontroly vyrobniho procesu, pak se zabyvame tim,
jak Casto a s jakou

11.8 Hlavnim néastrojem statistické regulace vyrobniho procesu jsou

11.9  Nejbéznéjsi regulacni diagramy jsou pro dvojice: pramér a ; & prameér
a

RESENI KONTROLNIHO TESTU 11

11.1 ano

11.2 ne

11.3 ano

114 ne

115 ano

116 s =ni_1(yz—yl)z+(y3—y2)2+---+(yn—yn1)2]

11.7  kontrolovat, pifesnosti
11.8 regulacni diagramy
11.9 rozpéti; smerodatna odchylka.
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12 HODNOCENI ZPUSOBILOSTI VYROBNICH PROCESU

Zpusobilosti vyrobniho procesu (anglicky ,,process capability”) se rozumi jeho
schopnost trvale dosahovat pifedem stanovena kritéria kvality. Je zadouci vyjadiovat
zpisobilost kvantitativng, tedy néjakym ciselnym ukazatelem. Pfi konstrukci téchto ukazatelt
mame ur¢ité piedstavy o jejich vlastnostech. Z hlediska vypoétového mezi né patii zejména
jednoduchost, srozumitelnost, dobra vypovidaci schopnost a nazornost. Dalsim pozadavkem
je Siroka upotiebitelnost, coz znamena co nejméné omezujicich podminek pro jejich pouziti,
stru¢né feceno, univerzalnost. Z tohoto hlediska je potieba fici, ze takovy univerzalni ukazatel
se jen tézce hleda a i kdyz existuje pomérn¢ mnoho ukazatelii pro posuzovani zpisobilosti
procesu, kazdy z nich je pouzitelny pouze tehdy, jsou-li splnény urcité konkrétni pfedpoklady.
Ukazatel zplsobilosti musi byt samoziejmé rovnéz konstruovan tak, aby hodnotil v§echny
stranky zpusobilosti.

12.1 CiLE HODNOCENI ZPUSOBILOSTI PROCESU

Pfi kvantitativnim hodnoceni zptisobilosti vyrobniho procesu se obvykle sleduji tyto
dva cile :

1. Schopnost procesu udrzet cilovou hodnotu T (anglicky ,target value®)
ukazatele kvality.

2. Pfiméfena variabilita dosahovanych hodnot ukazatele kvality kolem cilové
hodnoty.

V dalsim textu se pokusime demonstrovat dva nejpouzivanéjsi ukazatele zptsobilosti a zminit
jejich klady a zapory spolu s podminkami jejich pouziti.

12.2 VYBER VHODNEHO UKAZATELE

Prvnim kritériem, podle kterého se rozhodujeme a které déli ukazatele zptsobilosti na
dvé skupiny je skuteCnost, zda se sleduje jeden nebo vice ukazatelt kvality. U jednoho
ukazatele se pak dale sleduje, je-li to atribut, tj. neméfitelna charakteristika, ¢i méfitelna
veliCina.

Meéfitelné charakteristiky jsou reprezentovany vysledky meétfeni vyrobku nebo vyrobniho
procesu. Tato méfeni, kterd jsou ze statistického hlediska vybérovym souborem, maji Casto
normalni rozdé€leni. Pfedpoklad normality je, jak uvidime dale, z4dsadni a musi byt ovéten.
Podle toho, zda je ¢i neni splnén tento pfedpoklad, se pak voli vhodny ukazatel ze skupiny
méfitelnych ukazateld.

12.3 PREDPOKLADY HODNOCENI ZPUSOBILOSTI

Kazdy z dale uvadénych ukazateli zpisobilosti je spolehlivé pouzitelny pouze pfi
splnéni urcitych predpokladi. Tyto piedpoklady lze rozdélit na

a) obecné
b) specifické

Obecné predpoklady jsou ty, které musi byt splnény vzdy, U vSech pouzivanych indext
zpusobilosti. Jsou uvedeny v této kapitole.
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Specifické predpoklady jsou ty, které jsou pozadovany U jednotlivych indexti zptsobilosti,
vedle obecnych piedpokladli, navic. Budou uvedeny soucasné¢ s definici kazdého ukazatele
zpusobilosti i se zdivodnénim, pro¢ jsou pozadovany.

Splnéni obecnych i specifickych piedpokladi je nutné oveéfit, nejcastéji statistickym testem.
Obecné piedpoklady, které musi byt splnény pii vypoctu jakéhokoliv indexu zptlisobilosti,
JSou zejména tyto:

a) proces je stabilizovan,
b) data o procesu jsou nezavisla, bez odlehlych pozorovani a je jich dostatek,
¢) je stanovena spravné tolerance.

Jestlize kterdkoliv z téchto podminek neni splnéna, nemél by byt pocitan zadny z indext
zpusobilosti. Pfi nedodrZeni této zdsady jsou vypocitané hodnoty indexid bud velmi
nespolehlivé (nadhodnocené, resp. podhodnocené - podle toho, co nebylo splnéno) nebo
i nesmyslIné (napfi. extrémné velké pii Spatné toleranci, zaporné apod.).

Proces je stabilizovan (je pod statistickou kontrolou) tehdy, jestlize vSechny hodnoty
sledovaného ukazatele kvality lezi uvnitt regula¢nich mezi ptislusného regulacniho diagramu.
Z uvedeného je zfejmé, Ze diive, nez se zane S hodnocenim zpisobilosti, mél by byt zaveden
do provozu (je-li to technicky mozné) regulac¢ni diagram. Ten sleduje nepfetrzité¢ vyvoj
klicovych parametrti procesu Vv ase.

12.4 ATRIBUTY

Pro atributy se zpiisobilost procesu vyjadfuje procentem vyrobki, které vyhovuji
pozadovanému ukazateli kvality. Oznac¢ime-li relativni ¢etnost Spatnych vyrobka

V= pocet nevyhovujicich vyrobku mezi sledovanymi
celkovy pocet sledovanych vyrobku

pak zpusobilost C bude procento vyhovujicich vyrobktit C = 100(1-V). U tohoto ukazatele
neni stanovena obecné platna minimalni hodnota C. Donedavna pfijimana troven byla 98-
99%, dnes zacina pievazovat ptisny pozadavek 3ppm (3 Spatné vyrobky na milion kust).

12.5 MERENE CHARAKTERISTIKY KVALITY

V soucasné dobé se prakticky vyhradné pouziva pii posuzovani zpisobilosti procesu
tiida ukazatelti nazyvanych indexy zpusobilosti (capability index nebo indices v pluralu).

O tfidé hovotime proto, Ze existuje mnoho typt indexii zplisobilosti, které se lisi zptisobem
vypoctu, vlastnostmi i podminkami své pouzitelnosti. Princip jejich konstrukce je vSak stejny:
vzdy jde 0 pomér predepsané presnosti a skute¢né dosahované piesnosti vyroby. Pifedepsana
pfesnost je dana toleranci a cilovou hodnotou.

Oznac¢me:

USL = horni toleran¢ni hranice (Upper Specification Limit pro sledovany ukazatel kvality),
LSL = dolni tolerané¢ni hranice (Lower Specification Limit),

T = cilova hodnota (Target Value).
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Pak toleran¢ni interval bude (LSL, USL), jeho délka je USL - LSL a stied intervalu MSL je:
MSL =1/ 2(USL + LSL) . Specifikace vyrobniho procesu je uréena trojici (LSL, T, USL).
Skute¢n¢ dosahovana pfesnost je vyjadiena rozptylem. Je znamo, ze ma-li soubor normalni
rozdéleni N(,u,az), pak podle pravidla tfi sigma lezi v intervalu (u—3c, u+30) 99,73 %

hodnot, tj. témét vSechny. Délka tohoto intervalu je 6o . Na obr.68 jsou znazornény dva
ptipady normalniho rozdé€leni s riznymi rozptyly. Pro jeden jsou vSechny hodnoty v toleranci,
kdezto pro druhy je ¢ast mimo. Porovnanim délky tolerancniho intervalu (LSL, USL)
aintervalu 60 ziskame piedstavu 0 poméru predepsané a skute¢né dosahované piesnosti. Na
tomto principu jsou také konstruovany indexy zpusobilosti:

délka intervalu, kde maji byt vSechny hodnoty
délka intervalu, kde jsou vSechny hodnoty

zpusobilost =

Obrazek 68: Tolerance a dva rizné rozptyly

12.6 INDEX C;

Nejstarsi index zptisobilosti je ozna¢ovan Cp a je definovan vztahem

12-1 USL — LSL
Cp=——

6-0

Vzhledem k tomu, ze smérodatna odchylka o zakladniho souboru vétSinou neni znama, je
nahrazena vybérovou smérodatnou odchylkou s. Tim misto C, podle (12-1) mame jeho odhad

12-2 USL — LSL
Cp=— .
6-s

Ptipomenme, ze pravidlo 30, na kterém je vzorec (12-1) zalozen, plati pouze pro normalni
rozdéleni. To je zdvazny poznatek, ktery prakticky znamend, Ze pokud méfeni nemayji
normalni rozd¢leni, nelze hodnotit zpisobilost podle (12-1). Je proto dulezité rozhodnout
pokud mozno spolehliveé, ma-li soubor normalni rozdéleni ¢i nikoliv. K tomu je nutné

- mit dostate¢né velky soubor,
- pouzit spolehlivy test na normalitu,
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- odstranit ze souboru odlehlé hodnoty.

Neni-li normalita potvrzena, pfirozené se nabizi otdzka, jak postupovat dale a zda existuji
viibec né&jaké vhodné nastroje. Zde pouze konstatujeme, Ze nelze pouzit klasické prostiedky,
avSak existuji specialni metody pro tuto situaci. V pfipad¢, ze je normalita potvrzena, je
mozné C, pocitat.

Vaznym nedostatkem indexu C,, je, ze viibec nehodnoti, jak je proces centrovan, tedy jaky je
vztah pfedepsané hodnoty T a primérné hodnoty u. Velmi nazorné je to vidét na obr.69, kde
je pét riznych vyrobci:

Prvni vyrobce je nejlepsi, nebot’ nejCastéji vyrabi ptredepsanou hodnotu T a neptekracuje
toleranci. Druhy, resp. tfeti vyrobce sice nikdy nedosahuje hodnotu T (vychyluje se vlevo,
resp. vpravo), ale alespoii nepiekraduje toleranci. Ctvrty a paty vyrobce nejenze nedosahuji
nikdy T, ale navic piekracuji toleranci (vlevo, resp. vpravo).

Je tedy kazdy vyrobce jiny a presto, vypocitame-li index Cp, bude ve vsech piipadech stejny,
nebot’ délka toleran¢niho intervalu USL-LSL je stejna pro vSechny a smérodatna odchylka ve
jmenovateli vzorce (12-1) bude také stejnd, protoze zakonem rozdéleni je ve vSech pripadech
tataz Gaussova kiivka, jen s jinou polohou vrcholu. Mizeme tedy konstatovat, ze C, posuzuje
pouze jeden ze dvou cilti hodnoceni zptsobilosti a to miru vyuziti tolerance.

Obrazek 69: Pét riiznych vyrobcii a stejné C, !

UsL
4
S
T /
3
5
LSL 7

Shrneme-1i dosud uvedené poznatky, dostdvame tyto Specifické podminky pro pouziti Cy:

a) méfeni ma rozdéleni N(, 02) ,
b) =T (proces je centrovan).

12.7 INDEX Cok

Snaha o0 zavedeni obecnéjsi charakteristiky zptisobilosti nez C, vedla ke konstrukci
indext

12-3 USL —
y =Bt
3.0

- 160 -



Filip Tosenovsky; STATISTICKE METODY PRO EKONOMY

12-4 1 — LSL
Cpl_ =,
3-0
12-5 CpK =mil’1{CpU ,CpL}.

Tento index ma jen jednu specifickou podminku pouziti a to normélni rozdéleni sledovaného
ukazatele kvality.

PRIKLAD 1

Ovéime, ze vzdaluje-li se u od T, zhorSuje se Cpk, Neméni-li rozptyl. Parametry procesu jsou:
LSL =10, USL =18, T = 14 (symetricka tolerance; piSeme také T = MSL), o = 2/3.

RESENI
Q) u=T =14:
USL — 18-14
Cpu = H_ —=2
3o 3%
3
Také
—LSL 14-10
CpL = ILl = 2 = 2_
30 3%
3

Jetedypro =T :Cpy=Cp=Cpk=2.

b) u=15:

USL—u 18-15

pU = = :1,5
30 3(2/3)
_u-LSL 15-10

C - _
L 30 3(21/3)

Zde, protoze u=T, je CPL * CpU, a Cpk = min{1,5; 2,5} = 1,5.
C) u=16:

_USL-p_18-16 _,

C = =1.
PV 30 3(2/3)
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_u-LSL_16-10 _,

C = =3.
Pt 30 3(2/3)

Tedy Cpx = 1.
d) =17, o =0,25 (sniZzeni smérodatné odchylky):

_USL—u  18-17

= =133 !
3o 3-0,25

Cu

Pokud by Cyu, resp. Cy vychazelo zaporné, poklada se Cox = 0. To nastane v piipadé, ze
primérnd hodnota p je mimo toleran¢ni interval.

PRIKLAD 2

Oveéite si, ze je-li 4 mimo toleranci, vychazi Cpy (resp. Cp) zaporné. Parametry procesu jsou:
LSL =10, USL =18, T =14, 4=20, o0 =2/3.

RESENI
Zde p = 20, tedy mimo horni toleranci, takze Cpy <0. Skute¢né

_USL—u 18-20

C -1.
pU
3o 33
3
Proto se poklada Cyk = 0, i kdyz
20-10
C,.= 5= 5.
3i
3

SHRNUTI

V této kapitole jste studovali problematiku zptisobilosti vyrobniho procesu (process
capability). Tou se rozumi jeho schopnost trvale dosahovat pfedem stanovena kritéria kvality.
Naucili jste se vyjadiovat zplsobilost kvantitativng, tedy pfislusnym c¢iselnym ukazatelem. Pii
konstrukci téchto ukazateli jsme méli urité predstavy o jejich vlastnostech. Z hlediska
vypoctového mezi né patii zejména jednoduchost, dale srozumitelnost, dobrd vypovidaci
schopnost, nazornost. Dal§im pozadavkem je Siroka upotiebitelnost, coz znamena co nejméné
omezujicich podminek pro jejich pouziti, struéné¢ feceno, univerzalnost. Ukazatele
zpusobilosti jsou samoziejmé konstruovany tak, aby hodnotily vSechny stranky zptsobilosti
vyrobniho procesu.

Naésleduji dalsi fesené priklady.
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PRIKLAD 3

Oveite si, ze vzdaluje li se ¢ od T (nabyva hodnot 50; 57,5; resp. 61) a soucasné se zmensuje

o (nabyva hodnot 5; 2,5; resp. 1,33), zlstavad Cpx nezménéno. Specifikace procesu je: USL =
65, LSL =35, T = 50.

RESENI
a) ©=50,0=5
65-50 5035
CpU 2?21, CpL W:].,Cpl(—l
b) u=57,5,0=2,5
65—57.5 57.5-35
= =1, =— =3;Ck=1
M35 T35 PK
C) u=6L,0=4/3
65— 61 61-35
C, = ~1,C. = —6,5;Cox =1
M T 3133 P T 3.133 K

PRIKLAD 4
Vypocitejte index Cym, ktery je definovan vztahem

_ USL-LSL
6.7

pm ’

kde 72 =2 + (,u—T)Z. Parametry procesu jsou: ¢ =2/3, u=T =14, USL = 18, LSL = 10.
RESENI

_18-10 _,
m6.(213)

Poznamka: Odhad 72 je mozné pocitat i pfimo z dat podle vztahu

2 1,
72 =2 X106 T2

PRIKLAD 5

Je dana specifikace procesu : LSL = 10, USL = 18, T = 14. Smérodatna odchylka je o=2/3.
Vypocitejte Com pro u=Ta u=T (u=15) a porovnejte jej v obou piipadech s Cp,.
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RESENI

a) u=14=T
. usL-LsL 18-10
"Bot +(u-T)?  6(2/3) +(14-14)’

_UsL-LsL_18-10 _,
P 60 6(2/3)

C

Pro u=T je tedy Cy = Cpm.
b) £=15=T

USL — LSL 18-10

C, = -
" obJot +(u-T)  6y(2/3)° +(15-14)°

=111.

Cp =2 (beze zmény). Pro =T je tedy Cpm * Cp :
PRIKLAD 6

vypocitejte Cpom 2 Cpx opét pro zhorSujici se xa zlepsSujici seo (4 =50,0 =5, u=57,50=2,5,
1 =61 0=4/3). Porovnejte Cpma Cpk. Specifikace procesu: USL = 65, LSL = 35, T = 50.

RESENI
a) #=50,0=5:

USL - LSL 65-35

Cm= = = .
" 6ol +(u-T)* 645 +(50-50)?

b) ©=57,50=25:

c, - USL-LsL _ 65-35 0632
6y + (u-T)2 62,52 +(57,5-50)2
C) wu=6L0=4/3:
L—LSL -
c USL — LS 6535 0.8,

pm = 6o + (u-T): ) 6,/(4/3) + (61-50)*

Z ptedchozich piikladd je vidét, Ze zatimco Cpk se pii zhorSujicim se 4 neméni ,,diky*
zmenSovani smérodatné odchylky, index Cyn zhorSeni primeéru ¢ zaznamenal.
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PRIKLAD 7
Pro dané vysledky méfeni vypocitejte indexy Cp, Cpk, Cpm:

143, 200, 160, 181, 148, 178, 162, 215, 161, 141.
Specifikace procesu: USL =240, LSL =100a T =170.
RESENI
1=168,9,0=24,49, 1= 24,51, C, = 0,953, Cpk = 0,938, Cpm = 0,952.
KONTROLNI TEST 12

Jaka hodnota indexu zptsobilosti je vzdy nevyhovujici?

Jaké dva atributy procesu hodnoti index zptsobilosti?

Jaka je spolecna podminka pro pouziti indext Cp a Cpk?

Co je to zpiisobilost procesu?

Vyjmenujte dva typy podminek pro hodnoceni zptisobilosti.

Vyjmenujte obecné podminky hodnoceni zptisobilosti.

Jak se hodnoti zptisobilost U atributti?

Cim je uréena specifikace vyrobniho procesu?

Co je pravidlo 3 sigma?

10. Napiste vzorec pro vypocet indextt Cp, Cpk @ Cpm.

11. Kdy se index Cpm rovna indexu Cp?

12. Nakreslete situaci, kdy je proces vycentrovan, ale ma pfili§ velkou variabilitu.
13. Nakreslete situaci, kdy ma proces vyhovujici variabilitu, ale neni vycentrovan.
14. Nakreslete situaci, kdy je proces nevyhovujici z divodu variability i centrovani.

CoNoR~ LN E

RESENI KONTROLNIHO TESTU 12 (OTAZKY 1-9 a 11)

Mensi nez 1.

Centrovani a variabilitu procesu.

Normalita sledovaného znaku kvality.

Schopnost procesu trvale dosahovat predepsané ukazatele kvality.

Obecné a specifické.

Proces je stabilni, data jsou nezavislé, bez odlehlych pozorovani a v dostate¢ném rozsahu,

tolerance je stanovena spravng.

Podil vyhovujicich vyrobka ku v§em vyrobkim.

Specifikace vyrobniho procesu je urc¢ena trojici LSL, T, USL.

9. Podle ,,pravidla 3 sigma“ lezi v intervalu (x—3o, 1+30) 99,73 % hodnot nahodné
veli¢iny, kterd ma normalni rozd¢leni.

11. Je-li 7 =u.

oakrwdE

©
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ZAVER

Tento ucebni text byl vénovan vybranym, avSak hojné pouzivanym statistickym
metodam, které zahrnovaly i postupy upatiované Vv primyslové praxi. Logika celého textu
byla postavena na skuteCnosti, ze primyslové postupy vyuzivaji statistické pojmy
a procedury, a tudiz je tfeba tyto partic matematiky Ctenaii prezentovat a vysvétlit pied tim,
nez za¢nou byt aplikovany Vv pramyslu, pfipadné i jinych sektorech narodniho hospodaistvi.
Dnes jiz klasické statistické metody zahrnuji regresni akorelacni analyzu, testovani
statistickych hypotéz, analyzu casovych fad, analyzu rozptylu a principy deskriptivni
statistiky. Témito disciplinami jsme se zabyvali V kapitolach 1-8. Zbyvajici kapitoly pak byly
vénovany planovani experimentli, kterd velmi uzce souvisi S regresni analyzou, Taguchiho
ztratovym funkcim, regulacnim diagramiim a hodnoceni zputsobilosti. Struktura textu ctila
bézné schema, podle kterého je vysvétlovana problematika dopliiovana feSenymi ukdzkovymi
ptiklady a zavéry kapitol obsahuji otazky a ptiklady k samostatnému vypracovani.

Poznamenejme, Ze tato ucebnice slouzi zejména jako prehled hlavnich statistickych
metod, v némz jsou vyobrazeny hlavni myslenky a principy téchto metod. Napli a rozsah
publikace odpovida hloubce, v jaké je na Obchodné-podnikatelské fakulté Slezské univerzity
vyucovan piredmét Statistické metody pro ekonomy. Pro kazdou z uvedenych kapitol lze
nalézt ispecializované ucebnice zamefené Cisté na vybranou oblast. Pokud si ¢tenaf po
precteni tohoto ucebniho textu zformuloval otazky, na které zde nenalezl odpovéd’, je mozné
nahlédnout na tuto problematiku pfipadné i z jinych uhlt popsanych V literatufe, ktera je
uvedena na konci této ucebnice.
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0 priloha ¢.1 - tabulky durbin-watsonova testu

PRILOHA C.1 - TABULKY DURBIN-WATSONOVA TESTU

Tabulky pro Durbin — Watsoniv test: alfa = 1%, dL = dolni mez, dU = horni mez, n =

rozsah vybéru, k’'= pocet regresorii V modelu bez absolutniho ¢lenu.

K=1 K=2 K=3 K =4 k=5 ¥=6 ¥=1 k=8 k=9 ¥ =10
i odl U dD el il ol ol U T Yl Sl a0 L - il dD s s dl e AU o dD D)
G 0390EIMAY - i el T e e e R AR R s e e e A
9500435 01,036 029421676 —  — =5 e e e e
835 01407251003 40:345 A1 480> 10 900%0u 09" Es s SRS S B i e e e E e aRe - W s n e
OIF 10755470.00815 10 408¢ 1.38995010795 L.R1AE =0 83 24A3 R a b= SR el e e
10 0.604 1.001 0466 1.333 0340 1.733 0230 2.193 0.150 2.600 — —  — — s E T
11 0.653 1.010 0.519 1.297 0396 1.640 0.286 2.030 0.193 2.453 0.124 2.892 — —  — — S
12 0697 1.023 0.569 1.274 0.449 1.575 0.339 1.913 0244 2280 0.164 2.665 0.105 3.053 — —  — — S
13 0738 1.038 0.616 1.261 0.499 1.526 0.391 1.826 0.294 2.150 0211 2.490 0.140 2.838 0.090 3.182 — — =
14 0776 1.054 0.660 1.254 0.547 1490 0.441 1.757 0.343 2.049 0257 2.354 0.183 2.667 0.122 2.981 0.078 3.287 — —
15 0811 1.070 0700 1.252 0.591 1.464 0.488 1.704 0.391 1.967 0.303 2.244 0.226 2.530 0.161 2.817 0.107 3.101 0.068 3.374
16 0.844 1.086 0.737 1.252 0.633 1.446 0.532 1.663 0437 1.900 0.349 2.153 0.269 2.416 0200 2.681 0.142 2.944 0.094 3.201
17 0.874 1.102 0.772 1.255 0.672 1.432 0.574 1.630 0480 1.847 0.393 2.078 0.313 2.319 0.241 2.566 0.179 2.811 0.127 3.053
18 0.902 1.118 0.805 1.259 0.708 1.422 0.613 1.604 0.522 1.803 0.435 2.015 0.355 2.238 0.282 2.467 0.216 2.697 0.160 2.925
19 0928 1.132 0.835 1.265 0.742 1.415 0.650 1.584 0.561 1.767 0.476 1.963 0.396 2.160 0322 2.381 0.255 2.597 0.196 2.813 .
20 0952 1.147 0.863 1.271 0.773 1411 0.685 1.567 0.598 1.737 0.515 1.918 0.436 2.110 0.362 2308 0.294 2.510 0.232 2.714
21 0975 1.161 0.890 1.277 0.803 1.408 0.718 1.554 0.633 1.712 0.552 1.881 0.474 2.050 0.400 2.244 0331 2.434 0.268 2.625
22 0997 1.174 0914 1.284 0831 1.407 0.748 1.543 0.667 1.691 0.587 1.849 0.510 2.015 0437 2.188 0.368 2.367 0.304 2.548
23 1.018 1.187 0.938 1.291 0.858 1.407 0.777 1.534 0.698 1.673 0.620 1.821 0.545 1.977 0473 2.140 0.404 2.308 0.340 2.479
24 1.037 1.199 0.960 1.298 0.882 1.407 0.805 1.528 0.728 1.658 0.652 1.797 0.578 1.944 0.507 2.097 0.439 2.255 0.375 2.417
25 1.055 1.211 0981 1.305 0.906 1.409 0.831 1.523 0756 1.645 0.682 1.766 0.610 1.915 0.540 2.059 0.473 2.209 0.409 2.362
26 1.072 1222 1.001 1312 0928 1.411 0.855 1.518 0783 1.635 ©.711 1.759 0.640 1.889 0.572 2.026 0.505 2.168 0.441 2.313
27 1.089 1.233 1.019 1.319 0.949 1.413 0.878 1.515 0.808 1.626 0.738 1.743 0.669 1.867 0.602 .1.997 0.536 2.131 0.473 2.269
28 1.104 1.244 1.037 1325 0969 1.415 0.900 1.513 0.832 1.618 0.764 1.729 0.696 1.847 0.630 1.970 0.566 2.098 0.504 2.229
29 1.119 1.254 1.054 1.332 00988 1.418 0921 1.512 0.855 1.611 0.788 1.718 0.723 1.830 0.658 1.947 0.595 2.068 0.533 2.193
30 1133 1.263 1.070 1.339 1.006 1.421 0.941 1.511 0.877 1.606 0.812 1.707 0.748 1.814 0.684 1.925 0.622 2.041 0.562 2.160
31 1.147 1273 1.085 1.345 1.023 1.425 00960 1.510 0.897 1.601 0.834 1.698 0.772 1.800 0.710 1.906 0.649 2.017 0.589 2.131
32 1160 1.282 1.100 1.352 1.040 1.428 0.979 1.510 0.917 1.597 0.856 1.690 0.794 1.788 0.734 1.889 0.674 1.995 0.615 2.104
33 1172 1.291 1.114 1.358 1.055 1.432 0.996 1.510 0.936 1.594 0.876 1.683 0.816 1.776 0.757 1.874 0.698 1.975 0.641 2.080
34 1.184 1299 1.128 1.364 1.070 1.435 1.012 1.511 0954 1.591 0.896 1.677 0.837 1.766 0.779 1.860 0.722 1.957 0.665 2.057
35 1195 1.307 1.140 1.370 1.085 1.439 1.028 1.512 0.971 1.589 0914 1.671 0.857 1.757 0.800 1.847 0.744 1.940 0.689 2.037
36 1.206 1315 1.153 1.376 1.098 1.442 1.043 1.513 0.988 1.588 0.932 1.666 0.877 1.749 0.821 1.836 0.766 1.925 0.711 2.018
37 1217 1323 1165 1.382 1.112 1.446 1.058 1.514 1.004 1.586 0950 1.662 0.895 1.742 0.841 1.825 0.787 1.911 0.733 2.001
K=1 K= K= K= K= K= k=1 K=8 K= K =10
Rl il dll i = D AU e AT = T hidles il eodl U il dU b il U bl sl Al dU)
38 1.227 1330 1176 1.388 1.124 1.449 1.072 1.515 1.019 1.585 0.966 1.658 0.913 1.735 0.860 1.816 0.807 1.899 0.754 1.985
39 1.237 1.337 1187 1.393 1.137 1453 1.085 1.517 1.034 1.584 0982 1.655 0.930 1.729 0.878 1.807 0.826 1.887 0.774 1.970
40 1.246 1.344 1.198 1.398 1.148 1.457 1.098 1.518 1.048 1.584 0997 1.652 0.946 1.724 0.895 1.799 0.844 1.876 0.789 1.956
45 1288 1.376 1.245 1.423 1201 1.474 1.156 1.528 1.111 1.584 1.065 1.643 1.019 1.704 0.974 1.768 0.927 1.834 0.881 1.902
50 1324 1.403 1.285 1.446 1.245 1.491 1.205 1.538 1.164 1.587 1.123 1.639 1.081 1.692 1.039 1.748 0.997 1.805 0.955 1.864
55 1.356 1.427 1320 1466 1.284 1.506 1.247 1.548 1209 1.592 1.172 1.638 1.134 1.685 1.095 1.73¢ 1.057 1.785 1.018 1.837
60 1.383 1.449 1.350 1.484 1317 1.520 1.283 1.558 1.249 1.598 1.214 1.639 1.179 1.682 1.144 1.726 1.108 1.771 1.072 1.817
65 1.407 1.468 1377 1.500 1.346 1.534 1315 1.568 1.283 1.604 1.251 1.642 1.218 1.680 1.186 1.720 1.153 1.761 1.120 1.802
70 1.429 1.485 1.400 1.515 1.372 1.546 1343 1.578 1313 1.611 1.283 1.645 1.253 1.680 1.223 1.716 1.192 1.754 1.162 1.792
75 1448 1.501 1422 1.529 1395 1.557 1368 1.587 1.340 1.617 1313 1.646 1284 1.682 1.256 1.716 1.227 1.746 1.199 1.785
80 1.466 1.515 1441 1.541 1.416 1.568 1390 1.595 1364 1.624 1.338 1.653 1.312 1.683 1.285 1.714 1259 1.745 1.232 1.777
85 1.482 1.528 1458 1.553 1.435 1.578 1.411 1.603 1386 1.630 1.362 1.657 1.337 1.685 1312 1.714 1.287 1.743 1262 1.773
90 1.496 1.540 1.474 1.563 1.452 1.587 1.429 1.611 1.406 1.636 1.383 1.661 1360 1.687 1336 1.714 1312 1.741 1.288 1.769
95 1.510 1.552 1.489 1.573 1468 1.596 1.446 1.618 1.425 1.642 1.403 1.666 1.381 1.690 1358 1.715 1336 1.741 1.313 1.767
100 1.522 1.562 1.503 1.583 1.482 1.604 1.462 1.625 1.441 1.647 1.421 1.670 1.400 1.693 1.378 1.717 1.357 1.741 1335 1.765
150 1.611 1.637 1.598 1.651 1.584 1.665 1.571 1.679 1.557 1.693 1.543 1.708 1.530 1.722 1.515 1.737 1.501 1.752 1.486 1.767
200 1.664 1.684 1.653 1.693 1.643 1.704 1.633 1715 1.623 1.725 1613 1.735 1.603 1.746 1.592 1.575 1.582 1.768 1.571 1.779
k=11 K=12 k=13 k=14 K =15 K =16 k=17 k=18 k=19 K =20
ni- gdb o dUR s dl U S dE S dU - dl s dbs s dl Ul e e il U AT AT
160,060 G e e e e R L [ e e e Se B e e e R e e
194:570/084-3:286 50053 506 Dy T e at e S =t SR SSIN e e S e e S el S SRR
18011393 1465 50107531358 RS DI0AT 3 557 e mmm St il e L e R e R S S e S e S
195¢0,145931023~=0110233' 227 30106753 420 - S0.0BRA (01D i —n s v o e S W o e e R0
20 710,178 2:9145:10/131-9%100754/0,0923 707,06 13 47475 0/0a8=At630 = oo S SRS Al el g S e e s
21720212 2817 0716253 004G 0194311858 01084 £3:358 40,05543 501 =epioRs el o= = et m e Bl e
22 0246 2.729 0.194 2.909 0.148 3.084 0.109 3.252 0.077 3.412 0.0S0 3.5 0032 3.700 — — — —  —
23 0.281 2.651 0.227 2.822 0.178 2.991 0.136 3.155 0.100 3.311 0.070 3.459 0.046 3.597 0.029 3.725 — —  — —
24 0315 2.580 0.260 2.744 0.209 2.906 0.165 3.065 0.125 3.218 0.092 3.363 0.065 3.501 0.043 3.629 0.027 3.747 — —
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K =11 K =12 K =13 K =14 K =15 K =16 k=11 K =18 K =19 K =20
B L SdU. Dol dUs sl d) L dU D il AdD iU edD U AL Ol U dL sl
25 0348 2517 0292 2.674 0240 2.829 0.194 2.982 0.152 3.131 0.116 3.274 0.085 3.410 0.060 3.538 0.039 3.657 0.025 3.766
26 0381 2460 0324 2.610 0272 2.758 0.224 2.906 0.180 3.050 0.141 3.191 0.107 3.325 0.079 3.452 0.055 3.572 0.036 3.682
27 0413 2409 0356 2.552 0303 2.694 0.253 2.836 0.208 2.976 0.167 3.113 0.131 3.245 0.100 3.371 0.073 3.490 0.051 3.602
28 0444 2363 0387 2.499 0333 2.635 0.283 2772 0.237 2.907 0.194 3.040 0.156 3.160 0.122 3.294 0.093 3.412 0.068 3.524
29 0474 2321 0417 2.451 0363 2.582 0313 2713 0266 2.843 0222 2.972 0.182 3.098 0.146 3.220 0.114 3.338 0.087 3.450
30 0503 2.283 0447 2.407 0.393 2.533 0.342 2.659 0294 2.785 0249 2.909 0.208 3.032 0.171 3.152 0.137 3267 0.107 3.379
31 0531 2248 0475 2367 0.422 2487 0371 2.609 0322 2.730 0277 2.851 0.234 2.970 0.19 3.087 0.160 3.201 0.128 3.311
320558 2216 0.503 2.330 0.450 2.446 0.399 2.563 0.350 2.680 0.304 2.797 0.261 2.912 0.221 3.026 0.184 3.137 0.151 3.246
33 0585 2.187 0530 2.296 0.477 2.408 0426 2520 0377 2.633 0331 2.746 0.287 2.858 0.246 2.969 0.200 3.078 0.174 3.184
34 0610 2.160 0556 2.266 0.503 2.373 0.452 2.481 0.404 2590 0357 2.699 0.313 2.808 0.272 2.915 0.233 3.022 0.197 3.126
35 0634 2136 0581 2.237 0.529 2.340 0478 2444 0430 2.550 0383 2.655 0.339 2.761 0.297 2.865 0.257 2.969 0.221 3.071
36 0658 2113 0.605 2210 0554 2310 0.504 2410 0455 2512 0.409 2.614 0.364 2.717 0.322 2.818 0282 2919 0.244 3.019
37 0.680 2.092 0.628 2.186 0578 2.282 0.528 2.379 0.480 2477 0.434 2.576 0389 2.675 0.347 2.774 0.306 2.872 0.268 2.969
38 0702 2073 0651 2.164 0.601 2.256 0.552 2.350 0.504 2.445 0.458 2.540 0.414 2.637 0371 2.733 0.330 2.828 0.291 2.923
390723 2055 0.673 2.143 0.623 2.232 0.575 2323 0.528 2.414 0.482 2.507 0438 2.600 0.395 2.694 0.354 2787 0.315 2.879
40 0744 2039 0.694 2123 0.645 2.210 0.597 2.297 0.551 2386 0.505 2476 0.461 2.566 0.418 2.657 0.377 2.748 0.338 2.838
45 0835 1972 0790 2.044 0744 2.118 0700 2193 0.655 2.269 . 0.612 2.346 0.570 2.424 0.528 2.503 0.488 2.582 0.448 2.661
50 0913 1.925 0.871 1.987 0.829 2.051 0.787 2.116 0.746 2182 0.705 2.250 0.665 2.318 0.625 2.387 0.586 2.456 0.548 2.526
55 0.979 1.891 0.940 1.945 0.902 2.002 0.863 2.059 0.825 2.117 0.786 2.176 0.748 2.237 0711 2.298 0.674 2.359 0.637 2.421
60 1.037 1.865 1.001 1.914 0.965 1.964 0929 2.015 0.893 2.067 0.857 2.120 0.822 2.173 0.786 2.227 0.751 2.283 0.716 2.338
65 1.087 1.845 1.053 1.889 1.020 1.934 0.986 1.980 0.953 2.027 0.919 2.075 0.886 2.123 0.852 2.172 0.819 2221 0.786 2.272
70 1131 1831 1099 1.870 1.068 1911 1.037 1953 1.005 1.995 0.974 2.038 0.943 2.082 0911 2.127 0.880 2.172 0.849 2.217
75 1170 1819 1141 1856 1111 1893 1082 1931 1.052 1.970 1.023 2.009 0.993 2.049 0.964 2.09 0.934 2.131 0.905 2.172
80 1205 1.810 1777 1.844 1150 1.878 1.122 1913 1.094 1.949 1066 1.984 1.039 2.022 1.011 2.057 0.983 2.097 0.955 2.135
85 1236 1.803 1210 1.834 1.184 1.866 1.158 1.898 1.132 1.931 1.106 1.965 1.080 1.999 1.053 2.033 1.027 2.068 1.000 2.104
9 1.264 1798 1240 1.827 1215 1.856 1.191 1.886 1.166 1.917 1.141 1.948 1.116 1.979 1.091 2.012 1.066 2.044 1.041 2.077
95 1290 1793 1.267 1.821 1.244 1.848 1221 1.876 1.197 1.905 1.174 1.934 1150 1.93 1.126 1.993 1.102 2.023 1.079 2.054
100 1314 1.790 1.292 1.816 1270 1.841 1248 1.868 1.225 1.895 1.203 1.922 1181 1.949 1.158 1.977 1.136 2.006 1.113 2.034
150 1473 1.783  1.458 1799 1.444 1814 1429 1.830 1414 1.847 1400 1.863 1.385 1.880 1370 1.897 1355 1.913 1340 1.931
200 1.561 1791 1.550 1.801 1539 1.813 1528 1.824 1.518 1.836 1.507 1.847 1.495 1.860 1.484 1.871 1474 1.883 .1.462 1.896
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0 priloha ¢.1 - tabulky durbin-watsonova testu

Tabulka pro Durbin — Watsonuv test: alfa = 5%, dL = dolni mez, dU = horni mez, n =
rozsah vybéru, k’= pocet regresorti V modelu bez absolutniho ¢lenu.

F=1 K=2 ¥=3 K =4 k=5 K =6 ¥=1 ¥=8 K= k=10
poscdl s S AU Sl Al Sl el dl L b Al oD i dl T - T
6505610517400 e R = e S R R e e S SR s AN S
3 070071 356510 46T 11806 e =it se e e St e S R L L T R R e
8750763151332 15- 0550 R 1177775603688 Dlapgie= = SlL S GREE o Sin S S S S T ST et o o
91%5/0.824°-1.320/c% 0,629 1: 6991 456291108 =< 010062588 = sk & — s w o Ml T e il St e =2
10 0.879 1.320 0.697 1.641 0.525 2.016 0.376 2.414 0243 2.822 — — e Ry e S e e S
110927 1.324 0.758 1.604 0.595 1.928 0.444 2283 0316 2.645 0.203 3.005 — — STy i LRt e
12 0.971 1.331 0.812 1,579 “0.658 1:864 0512 2:177 0.379:2.506' -0:268' 2832 < 0.171 3149~ —  — — e
13 1.010 1.340 0.861 1.562 0.715 1.816 0.574 2.094 0.445 2.390 0.328 2.692 0.230 2.985 0.147 3.266 — — =
14 1.045 1.350 0.905 1.551 0.767 1.779 0.632 2.030 0.505 2.296 0.389 2.572 0.286 2.848 0.200 3.111 0.127 3.360 — —
15 1.077 1.361 0.946 1.543 0.814 1.750 0.685 1.977 0.562 2.220 0.447 2.472 0343 2.727 0.251 2.979 0.175 3.216 0.111 3.438
16 1.106 1.371 0.982 1.539 0.857 1.728 0.734 1.935 0.615 2.157 0.502 2.388 0.398 2.624 0.304 2.860 0.222 3.090 0.155 3.304
17 1133 1.381 1.015 1.536 0.897 1.710 0.779 1.900 0.664 2.104 0.554 2.318 0.451 2.537 0356 2.757 0.272 2.975 0.198 3.184
18 1158 1.391 1.046 1.535 0.933 1.696 0.820 1.872 0.710 2.060 0.603 2.257 0.502 2.461 0.407 2.667 0.321 2.873 0.244 3.073
19 1180 1.401 1.074 1.536 0.967 1.685 0.859 1.848 0.752 2.023 0.649 2.206 0.459 2.396 0.456 2.589 0.369 2.783 0.290 2.974
20 1201 1411 1100 1.537 0.998 1.676 0.894 1.828 0.792 1.991 0.692 2.162 0.595 2.339 0.502 2.521 0.416 2.704 0.336 2.885
21 1221 1420 1125 1.538 1.026 1.669 0.927 1.812 0.829 1.964 0.732 2.124 0.637 2.290 0.547 2.460 0.461 2.633 0.380 2.806
22 1.239 1429 1147 1.541 1.053 1.664 0.958 1.797 0.863 1.940 0.769 2.090 0.677 2.246 0.588 2.407 0.504 2.571 0.424 2.734
23 1.257 1437 1.168 1.543 1.078 1.660 0.986 1.785 0.895 1.920 0.804 2.061 0.715 2.208 0.628 2.360 0.545 2.514 0.465 2.670
24 1273 1.446 1.188 1.546 1.101 1.656 1.013 1.775 0.925 1.902 0.837 2.035 0.751 2.174 0.666 2.318 0.584 2.464 0.506 2.613
25 1.288 1.454 1206 1.550 1.123 1.654 1.038 1.767 0.953 1.886 0.868 2.012 0.784 2.144 0.702 2.280 0.621 2.419 ‘0.544 2.560
26 1.302 1.461 1.224 1.553 1.143 1.652 1.062 1.759 0.979 1.873 0.897 1.992 0.816 2.117 0735 2.246 0.657 2.379 0.581 2.513
27 1316 1.469 1.240 1.556 1.162 1.651 1.084 1.753 1.004 1.861 0.925 1.974 0.845-2.093 0.767 2.216 0.691 2.342 0.616 2.470
28 1.328 1476 1.255 1.560 1.181 1.650 1.104 1.747 1.028 1.850 0.951 1.958 0.874 2.071 0.798 2.188 0.723 2.309 0.650 2.43F
29 1.341 1483 1.270 1,563 1.198 1.650 1.124 1.743  1.050 1.841 0.975 1.944 0.900 2.052 0.826 2.164 0.753 2.278 0.682 2.396
30 1.352 1.489 1284 1.567 1.214 1.650 1.143 1.739 1.071 1.833 0.998 1.931 0926 2.034 0.854 2.141 0.782 2.251 0.712 2.363
31 1.363 1.496 1.297 1.570 1.229 1.650 1.160 1.735 1.090 1.825 1.020 1.920 0.950 2.018 0.879 2.120 0.810 2.226 0.741 2.333
32 1.373 1.502 1.309 1.574 1.244 1.650 1.177 1.732 1.109 1.819 1.041 1.909 0.972 2.004 0.904 2.102 0.836 2.203 0.769 2.306
33 1.383 1.508 1.321 1.577 1258 1.651 1.193 1.730 1.127 1.813 1.061 1.900 0.994 1.991 0.927 2.085 0.861 2.181 0.795 2.281
34 1393 1514 1333 1.580 1271 1.652 1.208 1.728 1.144 1.808 1.080 1.891 1.015 1.979 0.950 2.069 0.885 2.162 0.821 2.257
35 1402 1519 1.343 1.584 1.283 1.653 1.222 1.726 1.160 1.803  1.097 1.884 1.034 1.967 0971 2.054 0908 2.144 0.845 2.236
36 1411 1.525 1.354 1.587 1295 1.654 1236 1.724 1.175 1.799 1.114 1.877 1.053 1.957 0.991 2.041 0.930 2.127 0.868 2.216
37 1419 1530 1364 1.590 1307 1.655 1.249 1.723 1.190 1,795 1.131 1.870 1.071 1.948 1.011 2.029 0.951 2.112 0.891 2.198

URIEEES — Pr— — — - . - E L. E -  SE8

k=1 k=2 K= K=4 K= K= K= k=8 K=9 K =10.
A il dU hdl Ul AU Gl @ v dLs AU edDs aE L S dUs D Y dLy s ST ¢ B
38 1.427 1.535 1373 1.594 1.318 1.656 1261 1.722 1.204 1.792 1.146 1.864 1.088 1.939 1.029 2.017 0.970 2.098 0.912 2.180
39 1435 1.540 1.382 1.597 1.328 1.658 1273 1.722 1.218 1.789 1.161 1.859 1.104 1.932 1.047 2.007 0.990 2.085 0.932 2.164
40 1442 1.544 1391 1.600 1338 1.659 1.285 1.721 1230 1.786 1.175 1.854 1.120 1.924 1.064 1.997 1.008 2.072 0.945 2.149
45 1475 1.566 1.430 1.615 1383 1.666 1.336 1.720 1.287 1.776 1.238 1.835 1.189 1.895 1.139 1.958 1.089 2.002 1.038 2.088
50 1.503 1.585 1.462 1.628 1.421 1.674 1378 1.721 1355 1.771 1.291 1.822 1.246 1.875 1201 1.930 1.156 1.986 1.110 2.044
55 1.528 1.601 1.490 1.641 1452 1.681 1414 1.724 1374 1.768 1.334 1.814 1294 1.861 1253 1.909 1.212 1.959 1.170 2.010
60 1.549 1.616 1.514 1.652 1.480 1.689 1444 1.727 1.408 1.767 1372 1.808 1.335 1.850 1.298 1.894 1.260 1.939 1.222 1.984
65 1.567 1.629 1.536 1.662 1.503 1.696 1471 1.731 1.438 1.767 1.404 1.805 1.370 1.843 1336 1.882 1301 1.923 1.266 1.964
70 1.583 1.641 1.554 1.672 1.525 1.703 1.494 1.735 1.464 1.768 1.433 1.802 1.401 1.837 1369 1.873 1.337 1.910 1.305 1.948
75 1598 1.652 1.571 1.680 1.543 1.709 1.515 1.739 1.487 1.770 1.458 1.801 1.428 1.834 1.399 1.867 1.369 1.901 1339 1.935
80 1.611 1.662 1.586 1.688 1.560 1.715 1.534 1.743 1.507 1.772 1.480 1.801 1.453 1.831 1.425 1.861 1397 1.893 1.369 1.925
85 1.624 1.671 1.600 1.696 1.575 1.721 1.550 1.747 1.525 1.774 1.500 1.801 1.474 1.829 1.448 1.857 1.422 1.886 1.396 1.916
90 1.635 1.679 1.612 1.703 1.589 1.726 1.566 1.751 1.542 1.776 1.518 1.801 1.494 1.827 1.469 1.854 1.445 1.881 1.420 1.909
95 1.645 1.687 1.623 1.709 1.602 1.732 1.579 1.755 1.557 1.778 1.535 1.802 1.512 1.827 1.489 1.852 1465 1.877 1.442 1.903
100 1.654 1.694 1.634 1.715 1.613 1.736 1.592 1.758 1.571 1.780 1.550 1.803 1.528 1.826 1.506 1.850 1.484 1.874 1.462 1.898
150 1.720 1.746 1706 1.760 1.693 1.774 1.679 1.788 " 1.665 1.802 1.651 1.817 1.637 1.832 1.622 1.847 1.608 1.862 1.594 1.877
200 1758 1.778 1.748 1.789 1.738 1.799 1.728 1.810 1.718 1.820 1.707 1.831 1.697 1.841 1.686 1.852 1.675 1.863 1.665 1.874

K=1 K=12 k=13 k=14 k=15 K =16 k=17 K =18 k=19 k=20
R Al dU s AL bl D U LRl s Dl Al U sdl U s Sl S s e dU edl =l
1615 00008 AIS03E 0 ereh Bl s o e e MRS e S I e
17" 0.138.3:378 0/087 3557 — = - — - — - - - = = = - = - -
1B H0:177::3.265: 7 0/193 3,441 10[078 31603 = i r e o - - - - - - - - - =
19 0220 3.159 0.160 3.335 0.111 3.496 0070 3.642 — — - = - - - - = = - -
20 0263 3.063 0.200 3.234 0.145 3.395 0.100 3.542 0.063 3.676 — — e, SRS e —
21 0307 2.976 0.240 3.141 0.182 3.300 0.132 3.448 0.091 3.583 0.058 3.705 — — I SoSe L
22 0.349 2.807 0.281 3.057 0220 3.211 0.166 3.358 0.120 3.495 0.083 3.619 0052 3.731 — — SR SLRs
23 0391 2.826 0.322 2.979 0.259 3.128 0.202 3.272 0.153 3.409 0.110 3.535 0.076 3.650 0.048 3.753 — —  — —
24 0.431 2761 0.362 2.908 0.239 3.193 0.186 3.327 0.141 3.454 0.101 3.572 0.070 3.678 0.044 3773 — —

0.297 3.053
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Filip Tosenovsky; STATISTICKE METODY PRO EKONOMY

dau

dUu

0.470
0.508
0.544
0.578
0.612

0.674
0.703
0.731
0.758
0.783
0.808
0.831
0.854
0.875
0.896
0.988
1.064
1.129
1.184
1.231
1.272
1.308
1.340
1.369
1.395
1.418
1.434
1.579
1.654

2.702
2.649
2.600
2.555
2.515
2.477
2.443
2.411
2.382
2.355
2.330

:2.306

2.285
2.265
2.246
2.228
2.156
2.103
2.062
2.031

1.986
1.970
1.957;
1.946
1.937
1.929
1.923
1.892
1.885

0.438
0.475
0.510
0.544
0.577
0.608
0.638
0.668
0.695
0.722
0.748
0.772
0.796
0.819
0.840
0.938
1.019
1.087
1.145
1.195
1.239
1.277
1.311
1.342
1.369
1.394
1.416
1.564
1.643

2.844
2.784
2.730
2.680
2.634
2.592
2.553
2.517
2.484
2.454
2.425
2.398
2.374
2.351
2.329
2.309
2.225
2.163
2.116
2.079
2.049
2.026
2.006
1.991
1.977
1.966
1.956
1.948
1.908
1.896

0.335
0.373
0.409
0.445
0.479
0.512
0.545
0.576
0.606
0.634
0.662
0.689
0.714
0.739
0.763
0.785
0.887
0.973
1.045
1.106
1.160
1.206
1.247
1.283
1.315
1.344
1.370
1.393
1.550
1.632

0.275
0.312
0.348
0.383
0.418
0.451
0.484
0.515
0.546
0.575
0.604
0.631
0.657
0.683
0.707
0.731
0.838
0.927
1.003
1.068
1.124
1.172
1.215
1.253
1.287
1.318
1.345
1.371
1.535
1.621

3.119
3.051
2.987
2.928
2.874
2.823
2.776
2.733
2.692
2.654
2.619
2.586
2.555
2.526
2.499
2.473
2.367
2.287
2.225
2.177
2.138
2.106
2.080
2.059
2.040
2.025
2.012

1.940
1.919
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1.187
1.222
1.253
1.458

1.565

2.241

2.186
2.164

1.991



