


1 Diferencialni po€et funkci jedné proménné

1.1 Uvod

Definice:

Necht’ je definovéna funkce f(x) namnoziné M, X, € M . Necht existuje limita

. S &hy = fxy
lim

K30 h

. Tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé

xoaznadimeji f'< x> .

Tuto limitu nazyvame derivaci funkce / v bod& xp a zna¢ime ji /' < x> .

S 4

ﬁxﬂ )

Obr. 1: Derivace funkce f'v bodeé xo [3 s. 1]

Poznamka:
1. Pokud tato limita neexistuje, fikdme, ze funkce f nema v bod¢ xy derivaci.
2. Existuji-1i limity zleva i zprava, definujeme derivaci zleva ¢i zprava.

3. Z definice plyne, Ze derivace vyjadiuje smérnici tecny funkce /v bodé xo.



V tab. 1 jsou uvedeny vzorce pro derivace elementarnich funkci.

Tab. 1: Derivace elementarnich funkci [1 s. 95]

Funkce Derivace Defini¢ni obor
y=C y'=0 x €R
y=x* y'=ax‘! Obor mocninné
funkce, a€R
y=¢* y = x €R
y=a y'=a‘lna x€R, a<0
y=Inx yrzl X €(0, )
X
y=log ,x y,=1_ x€(0,0) , a<0
xlna
y=sin x y ' =cosx x €R
Y=CO0S X y=-sinx x €R
y=tgx y'= L =1+tg’x x¢(2k+1)2£,keZ
cos® x
y=cotg x y':—#z—(l+cotg2x) x¢k z, kel
sin? x
y=arcsin x y'= 1 [xI ™1
Al-x?
y=arccos x y'=- 1 IxI ™1
Al-x?
y=arctg x y 1 x €R
152
y=arccotg x y __1 x €R
1G5
y=sinh x y "=cosh x x €R
y=cosh x y "=sinh x x €R
y=tghx y'= =1-tgh?x x €R
cosh 2 x
y=cotgh x yi=— =1-cotgh®x X €(—,0)U(0, )
sinh? x




1.2 Pravidla pro derivovani
Necht’ funkce u a v maji vbod¢ x€M derivace f'(x), g'(x),potom plati:

Pravidla pro derivovani souctu, rozdilu:
vy =u'Ev’
(u=—vY'=u'—-v'
Pravidlo pro derivovani soucinu:
(uv)' =u'"v&uv'

Pravidlo pro derivovani podilu:

My 2v=uv’ Y x € Mjev(x)#0

A% V2

Necht’ funkce g (x) ma derivaci v bodé xp a funkce f(») ma derivaci v bodé

Yo=g (x,) , potom plati tzv. pravidlo pro derivaci sloZzené funkce:

S (x)'=/"(g(x)) g (x)

1.21 Resené priklady

Vypocitame derivace nasledujicich funkei:

1. y=4x*+x*-3x
PouzZijeme vzorce pro soucet a rozdil:

y'=34x"+2x-3=12x*+2 x-3

2 y=2Xx-sinx
Pouzijeme vzorec pro soucin:

y'=2-sin x+ 2 x-cos x



3 _Inx
y_

2
X

Pouzijeme vzorec pro podil:

l-xz—lnx-2x
, X _x(1-2lnx) 1-21nx
y = (x%)? = X = X

4. y=In(3x+1)
Pouzijeme vzorec pro slozenou funkeci.

Nejprve si musimeuvédomit, ze 3x+1 je vnitini funkce a logaritmus je vnéjsi

funkce.

Zderivujeme tedy nejprve logaritmus:
|
(Bx+1)

!

y

Vynésobime to derivaci vnitini funkce:

pred 53

3x+1 3x+1

2_
5. y=cos (x‘ x)
sin x

Tento ptiklad uZ je komplexné;jsi. Mame zde jak sloZzenou funkci, tak podil.

y '=—sin (xz—x).(zx— l)sinx—(xz—x)cosx
sin x (sin x)?

6. y=tg(e)-3*
Tuto funkci budeme derivovat podle vzorce soucinu, takze nejprve zderivujeme

y=tg(e") podle derivace sloZené funkce.

Poté tuto derivaci dosadime do soucinu.

3%e*+tg(e’)-3%In3

y:
cos“e*



1.3 Lokalni vyznam znaménka prvni derivace
Uvedeme si zakladni pojmy:

Kazda funkce f ma svij defini¢ni obor (Df). Defini¢ni obor je interval vSech hodnot

x, pro které ma dand funkce f'smysl.

Rekneme, Ze funkce f mav bodé X,€Df lokalni maximum, jestlize existuje

okoli bodu O bodu xo tak, zZe V x€0 je [f(x)<f(x,) .

Rekneme, Ze funkce fméa v bodé X,€Df lokalni minimum, jestlize existuje okoli

bodu O bodu xo tak, ze V x€0 je [f(x)2f(x,).

Lokalni minimum a maximum se oznacuje jako lokalni extrém. V ptipad¢ ostré

nerovnosti se nazyva ostry lokdlni extrém.

Rekneme, Ze funkce fma v bodé X,€Df absolutni globalni minimum, jestlize

VxeDf je [f(x)zf(x) .

Rekneme, Ze funkce fma v bodé X,€Df absolutni globalni maximum, jestlize

VxeDf je [f(x)<f(x) .

Funkce mtize mit extrém pouze v bodech, kde je prvni derivace rovna nule, nebo kde

neexistuje.

Necht f "(x0)=0 . Je-li f''(x,) >0, ma funkce v tomto bodé lokalni

minimum, jestlize /' '(x,) <0, ma4 funkce v tomto bodé¢ lokalni maximum.
Poznamka:

Zderivujeme-li funkci, vysledkem je obecné opét funkce. Ma-li tato nova funkce

derivaci, nazveme ji obecné druhou derivaci plivodni funkce.

Necht O= LUP [ kde L je levé okoli O bodu xo a P je pravé okoli O bodu xo.
Je-li f '(x0) >0 | jefunkce f v  xo rostouci. Je-li f'(x0) <0, je
funkce f'v xo klesajici.

Je-i V xelL f'(x)>0 a VxeP f'(x)<0,mafunkce fv xo lokalni

maximum.

Je-i VxeL f'(x)<0 a VxeP f'(x)>0,mafunkce /v xo lokalni

minimum.



1.4 Lokalni vyznam znaménka druhé derivace

Uvedeme si zakladni pojmy:

Necht’ ma funkce f'v bodé xo derivaci. Je-li f''(x) > 0, fekneme, Ze graf funkce
f leZi nad te€nou o rovnici  ¥= /" (x0)=f""(x)(x= x,).

Necht’ ma funkce /v bodé xo derivaci. Je-li f''(x) < 0, fekneme, Ze graf funkce
f leZi pod te€nou o rovnici  ¥= /" (x0)=f""(x)(x= x,).

Ozna¢me L jako levé okoli bodu xo. Je-li V x €L graf funkce nad teCnou a

V x € P pod te¢nou a ma-li funkce v okoli bodu xo spojitou derivaci, fekneme, ze

funkce f mé v xo inflexi (inflexni bod).

Ozna¢me P jako pravé okoli bodu xo. Je-li V x € L graf funkce pod tecnou a

V x € P nad te¢nou a ma-li funkce v okoli bodu xo spojitou derivaci, fekneme, Ze

funkce f'ma v xo inflexi (inflexni bod).

Ozna¢me L levé okoli bodu xo. Necht’ mé funkce /v okoli bodu xo spojitou derivaci.

Je-li V x € LUP graf funkce nad te¢nou, nazyva se funkce konvexni v okoli bodu xo.

Ozna¢me P pravé okoli bodu xo. Necht’ mé funkce f'v okoli bodu xo spojitou derivaci.
Je-li 'V x € LUP graf funkce pod te¢nou, nazyva se funkce konkavni v okoli

bodu xo.

Necht ma funkce f spojitou derivaci v okoli O bodu xo. Je-li Vxe€O f

""(xy) > 0, je funkce /v xokonvexni.

Necht ma funkce f spojitou derivaci v okoli O bodu xo. Je-li Vxe€O f
""(xy) <0, je funkce v xokonkavni.

Necht O= LUP :

Je-i VxelL f''(x)>0 a VxeP f''(x)<0,mafunkcefv bodé

xo inflexi.

Je-i VxelL f''(x)<0 a VxeP f''(x)>0,mafunkcefv bodé

xo inflexi.

Funkce mize mit inflexi pouze v bodech, kde je druha derivace rovna nule, nebo kde

neexistuje.



1.41 Resené priklady

Nalezneme intervaly, ve kterych funkce klesa, roste, je konkavni nebo konvexni.

Dale také urc¢ime inflexni body a lokalni extrémy funkce.

Nejprve ur¢ime defini¢ni obor:
D(f)=Rr\{£1}
Funkci budeme derivovat:

rzﬁ
(*-1)*

Nyni zjistime, pro které¢ hodnoty bude tato funkce rovna nule, pfipadné, kdy nebude

definovéna. Tim zjistime monotonii funkce.
Extrémy mohou byt v bodech:
x=0(y "=0), x=£1( y 'neexistuje) .

Pro ptehlednost si tyto body a intervaly zapiSeme do tabulky:

Tab. 2: Monotonie funkce a lokalni extrémy

(oo ,-1)| -1 (-1,0) 0 0, 1) 1 (1,00)
- - - -
roste neni roste lokalni klesa neni klesa
def. max. def.

Libovolné ¢islo z intervalu dosadime do zderivované funkce a zjistime, zda je

vysledek kladny, tudiz funkce roste, nebo jestli je zdporny a funkce klesa.

Funkci opét zderivujeme, abychom zjistili, kdy je konkavni a kdy konvexni, ptipadné

zda existuji inflexni body:

_=2(x*=1)*+2x(2(x*~1))2 x_2(3 X+1)
d (-1)" (2-1)°

Inflexni body mohou byt v bodech x=0, x==*1.

ZapiSeme si vSe do tabulky:



Tab. 3: Konvexnost, konkavnost, inflexni body

(o0 ,-1) -1 (=1,0) 0
y' + -
konvexni neni def. konkévni neni inflexni bod
0, 1) 1 (1,00)
y' - +
y konkavni Neni def. konvexni

Stejny postup jako u prvni derivace:
Vybereme si libovolné ¢islo z intervalu, dosadime do druhé derivace a zjistime, kdy
je funkce kladna (konvexni) a kdy zaporna (konkévni).

Z tabulky je zfejmé, ze inflexni bod tato funkce nema.



2 Ekonomické aplikace derivace

2.1 Uvod

Ekonomie se podle tradicni definice zabyva zkoumanim alokace vzacnych zdroji mezi

riuzna alternativni uziti tak, aby byly uspokojeny lidskeé potreby [8 s. 17].

Hlavni tfi subjekty tvoii jednotlivec, firma, stat.

Jednotlivec urcuje kdy, kde a kolik si ¢eho koupi, firma, co se bude vyrabét, za jakou
cenu a v jakém mnozstvi, a stat vytvaii pravni normy, v jejichz ramci ekonomicka
¢innost probiha.

Z c¢innosti téchto subjektl vznikaji terminy spotieba, vyroba, sména.

Spotfeba je hlavnim impulsem pro existenci a rozvoj vyroby a sména piedstavuje
vyménu (napiiklad rohlik za penize).

Zakladem zkouméni mikroekonomie je zejména zjiStovani optima a hledani
rovnovahy. K jejich ur€ovani nam pomahaji tzv. ekonomické modely, které znazornuji
vztahy mezi vybranymi proménnymi. V téchto modelech se velmi €asto setkdvame s
derivaci, kterd vyjadfuje, jak se zména jedné proménné projevi ve zmeéné jiné
proménné.

Pfi feSeni problémi optimalizace vyuzivame lokalnich extrémt a nulovych bodu
derivace potfebné funkce.

V ptipad¢ analyzy trzni rovnovahy vyuzivadme analyzu nabidky a poptavky.

Tvary ekonomickych funkci vychdzeji z praxe néjakym dlouhodobym vyzkumem,

nebo méfenim.
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Pti feSeni ekonomickych uloh se budeme zabyvat nasledujicimi funkcemi v tabulce:

Tab. 4: Ekonomické funkce

Oznaceni

Popis

ye(e)

...celkové naklady potfebné na produkci Q jednotek
daného produktu

MC(Q) =(TC)(Q)

...mezni néklady definované jako derivace celkovych

nakladii podle proménné Q

AC(Q) ...primérné naklady  potfebné na produkci jednoho
vyrobku
TR(Q) ...celkovy pfijem dany prodejem Q jednotek daného

produktu

MR(Q) = (TR)(Q)

...mezni ptijem definovany jako derivace celkového

ptijmu podle proménné Q

11(Q) ...celkovy zisk dany prodejem @ jednotek daného
produktu
11(Q) = TR(Q) - TC(Q)

TU(Q) ...uzitkova funkce dana spotfebou Q jednotek dan¢ho
statku

MU(Q) ...uvazujeme-li spotiebu pouze jednoho druhu statku, je
funkce mezniho uZzitku prvni derivaci celkového uzitku

D(p) ...poptavkova funkce (vyjadiuje mnozstvi zbozi, které
spottebitel zamysli koupit pfi dané cen¢)

D'(p) ...mezni poptavka (derivace funkce D podle proménné p)

o(0) ...cenova funkce (inverzni funkce k funkci D(p))

11




2.2 Mezni naklady

Mezni néklady jsou definovéany jako zména celkovych nakladd firmy vyvolané

zménou objemu vystupu o jednotku.

Lze je vyjadrit jako derivaci celkovych nakladt podle proménné Q :
MC(Q)=(1C)" (Q)

Priklad:

Znate-li funkci celkovych nakladi  7C (Q )=1000+5 Q?, zjistéte, jak velkébudou

mezni naklady pii vyrobé 50 jednotek.

ReSeni:

TC(Q)=1000+5 0>

Pro Q = 50 stanovme funkci meznich nakladu MC(Q):

MC(O)Y=(TC)'(Q)

MC (Q)=(1000+5 %)’

MC(Q)=100

Dosadime Q = 50 dle zadani:

MC (0)=500

Mezni néklady jsou 500 jednotek.

12



2.3 Mezni prijem
Mezni piijem je definovan jako zména celkového ptijmu firmy, kterd je disledkem
zmény produkce o jednotku (Q).
Lze je vyjadrit jako derivaci celkovych pfijmi podle proménné Q :
MR(Q)=(TR)'(Q)
Priklad:
Znate-li funkci celkovych ptijmi TR(Q )=4Q*-3Q, zjistéte, jak velky bude mezni

ptijem pii vyrob¢ 50 jednotek.

ReSeni:

MR(Q)=(TR)" (Q)

MR(Q)=(4Q°-3Q)’
MR(Q)=8Q~-3

Dosadime Q = 50 dle zadéni:

MR(Q)=8-50-3=397

Mezni piijem je 397 jednotek.
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2.4 Cenova elasticita poptavky

Cenova elasticita poptavky je jedna z dilezitych vlastnosti poptavky.
Vyjadiuje citlivost poptavky na cen€, umozni rozlisit situace, kdy zvySeni ceny zvysi
trzby a kdy snizi trzby.

Pro vypocet pouzijeme jednoduché vzorce derivace.

Zavedeny ekonomicky postup:
Koeficient cenové elasticity poptavky lze také vypocitat jako podil procentni zmény

poptavaného mnozstvi a procentni zmény ceny:

AD¢p>
D(p
E(py=- 22
Ap
p
Vzorec pro pripad spojité funkce:
dD
E (p)=- aatp _p
b dp D(p)
Priklad:
Je dan vzorec pro poptavku zbozi D(p) = —250
vz vku zboz = ; , \
| yo & Promezni poptavku D'(p).
Jak vypocitame elasticitu poptavky?
ReSeni:
D'<p>=- 250-10
(10p&40)>
Elasticita poptavky:
250-1
Ey(p) =200 P
(10p+407? 250
(10p+40)
Prop=5
E,(5) = 0,56

Elasticita poptavky je rovna hodnoté 0,56.
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2.5 Maximalni zisk firmy

Ziskova funkce je rozdil mezi celkovymi pfijmy a celkovymi naklady.

Maximalni zisk firmy

Pro vypocet maximalniho zisku budeme vyuzivat vyznam prvni derivace pro pribeh
funkce. Ur¢ime si, na kterém intervalu je funkce rostouci ana kterém klesajici, a

nalezneme maximum.

Priklad:

Spocitejme, kdy bude mit firma maximalni zisk, pokud jeji mésicni trzby TR(Q) a

mesicni vydaje T7C(Q) jsou dany rovnostmi:
TR(Q)=—0*-105 0*®3600Q

TC(Q)=-1200*®1000

ReSeni:
IHO=TR(OH-TC(OD»
I1(Q)y=—0°*-1050*®3600 0&120 0*— 1000
I1(Q)y=—03@150%x3600 Q — 1000
I1'(Q)=-3 0*+30 O +3600
I1'¢OYy==3(Q—40Q0™30)

Nalezneme nulové body:
0=40, 0=-30

Poznamka: Zaporné hodnoty nemaji smysl.

Rozdé€lime funkci na dva intervaly:

(-0, 40)

(40, o)

15



Zjistime, kdy funkce roste a kdy klesa. Dosadime libovolné ¢islo z intervalu do

rovnice prvni derivace.

Pro prvni interval pouzijeme ¢islo O :
IT'(Q)y=—3(0—-40)0&30)=3600

Vysledek je kladny, na tomto intervalu funkce roste.

Pro druhy interval pouzijeme ¢islo 100 :
I1¢Q)»=-3(100—40)(10030)=-23400

Vysledek je zaporny, na tomto intervalu funkce klesa.

Maximalni zisk bude pro Q = 40.

Priklad 2:
Jaka je optimalni rychlost vozidla, jestlize chceme co nejvice uSetfit pohonné hmoty.
Jestlize zavislost spotieby na rychlosti je dana funkci  F(x)=0,01 x-0,0003 x>.

Poznamka: Zaporné hodnoty nemaji smysl.

ReSeni:
F'(x)=0,01-0,0003-2x
Nalezneme nulové body:

0,01-0,0006 x=0
0,0006 x=0,01
__0.01
xX=
0,0006

x=16,7

Optimalni rychlost vozidla je 16,7 kilometrti za hodinu.
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2.6 Makroekonomie

Makroekonomické modely pracuji s veli¢inami [11 s. 25]:
a) dichod a produkce Y
b) spotieba C a Gspory S

¢) investice

) dcC ) .
Je-li C = C(Y) spotiebni funkce, pak =C ' (Y) vyjadiuje tzv. mezni sklonke
dy

spoti‘ebé. Protoze Y = C + S, plati S = Y — C (Y). Derivace ds =1-dC ) se
dYy dY

nazyva meznim sklonem k usporam.

V makroekonomii existuje podminka makroekonomické rovnovahy Y = C + 1. Odtud:
Y-Cc((Y)=I,

protoZe potieba je zavisld na dichodu.

Derivace vztahu Y -C(Y)=I podle I vyjadiuje zménu v rovnovazné arovni

dichodu v zéavislosti na zméné hodnoty investice I

dY _dCdy_,
dl dY dl
dY 1
dC =
Pro Eﬂ je dl _dC
dY

Pro rostouci funkce diichodu C, Sje C'(Y)=c >0,5'(Y)=s > 0.

Je-li  C=c,+cY  spotiebni funkce, kde ¢ je mezni sklon ke spotiebg, pak pro

1

czl je =
dl  1-c

Pro C=co+ci1Y+c2Y?, kde ¢ >0,¢;,> 0, je mezni sklon ke spotiebé vyjadien

vztahem c¢(Y)=C'(Y)=c,+2¢,Y.
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Pak plati:

Y
Pro d_C¢1 dostaneme z rovnice d_(l— d_C):1 vztah
dY dl dYy
vy __ 1 1
dl | _dC 1-¢-2c,7
dy

Ekonomické modely jsou casto tvoreny na zakladé dlouhodobych pozorovani a
vyzkum. Pii dlouhodobém ristu je diichod povazovan za veli¢inu zavislou na Case ¥

=Y() .

Y ')
Pomér r ()= vy S nazyva tempem ristu diichodu v case 7.

Necht' Y (z)=Yg"", a =Kkonst.
Y'(z)
Y ()

Pak Y!(t)zyooéea[, ,V(t)zOé.

Tato situace vyjadiuje stacionarni rist diichodu.

Existuji ekonomické modely, které predpokladaji, Ze dichod Y a zaméstnanost L je ve

vztahu Y =AL" ,kde A4 a B jsou konstanty. Pak je produktivita prace definovana
dY

Y _
jako podil — a mezni produktivita jako derivace Y '(1)="=A4BL"".
L dL
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Priklad:

Jaké je tempo ristu dachodu #(¢) pro

Y(t)=t3-21+50?
Reseni:

_Y'@)

"=y 0

3¢t%2-2

rit)=———
) t3-21+50

Dosadime za ¢:

0 3.50%-2
]/' e
50°—2-50+50

r(t)=3

Tempo rtstu dichodu je rovno 3.

t =50, jestlize je diichod dan funkci
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2.7 Procvicovani

1) Celkové naklady na vyrobu @ jednotek jsou dany funkci
TC (Q)=23 Q%+ In(Q +15) . Stanovte funkci meznich ndkladi MC(Q). Vyieste pro

0=09.

2) Celkovy ptijem dany prodejem Q jednotek daného produktu je definovan

vzorcem TR(Q)= v @+ 0? . UrCete mezni piijem MR(Q). Vyieste pro Q = 4.

3) Celkovy uzitek dany spotiebou Q jednotek daného statku je definovan vzorce

_|_60
TU (O )—\/ 80+10 ° Urcete mezni uzitek MU(Q) pro Q = 3. (Plati pouze
+

v ptipadé pouze jednoho druhu statku).

100
4) Celkovy poptavka je dana funkci D{(p)=—"

&4 Urcete elasticitu

poptavky pro p = 5.

5) Celkovy zisk dany prodejem Q jednotek daného produktu je definovan

vzorcem [1(Q)=(-Q)*+30 -7 . Spocitejte, kdy bude mit firma maximalni zisk.

Vysledky:

1) MC=414

2) MR=48

3) MU=0,364

4) Ep —
1200

5 0=°
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