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UVOD

Tento text pfedstavuje studijni oporu pro studium kvantitativnich metod ekonomickych
studijnich programi v bakalarském studiu na Slezské univerzité, Obchodné podnikatelské
fakulté v Karviné.

Skriptum je rozdéleno do 12 kapitol. Jednotlivé kapitoly odpovidaji obvyklym
12 vyukovym tydnlim jednoho semestru a jsou piiblizn¢ stejn¢ obsahové rozsahlé a obtizné.
Takovy rozsah uciva odpovida klasické dvouhodinové prednasce v prezencénim studiu na
vysoké Skole ekonomického zaméieni.

Prvni kapitola se zabyva vystavbou matematiky a jsou zde uvedeny zakladni pojmy, se
kterymi se v dalSim textu pracuje. Kapitola druhd a tieti je opakovanim uciva stfedni Skoly
a shrnuje znalosti algebraickych vyrazi a jsou zde uvedeny rtizné typy rovnic a nerovnic
a jejich feseni. Linearni algebfe jsou vénovany kapitoly 4 — 6, ve kterych jsou uvedeny
zékladni vlastnosti matic, determinantll a feSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic.
Kapitola sedma rozsiii Vase znalosti o ¢iselnych posloupnostech a jejich limitach. Dulezita je
nasledujici kapitola osmad, kterd je veénovana funkcim jedné redlné proménné. Jsou zde
uvedeny grafy elementarnich funkci a jejich vlastnosti. V dalsi kapitole se dovite, jak
vypocitat limitu funkce, sezndmite se také mimo jiné¢ s pojmem jednostrannd limita. Mezi
jednu z nejdulezitéjSich patii kapitola 10, ktera je vénovana diferencidlnimu poctu funkce
jedné realné proménné a dalsi kapitola se zabyva uzitim diferencidlniho poctu. Ve dvanacté
kapitole se seznamite s neurCitym integralem funkce jedné redlné proménné, dale s urcitym
integralem a jeho uZitim v geometrii.
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1 JAZYK MATEMATIKY

1.1 MATEMATICKA LOGIKA

Zakladem kazdé teorie je systém vyrokt, které pfijimame jako pravdivé a které muzeme
nazyvat axiomy (nebo postulaty). V matematice dal§i tvrzeni vyplyvaji jedno z druhého
a z axiomtu a jsou zpravidla provazeny uvahami, které maji zajistit jejich platnost. O ivahach
tohoto druhu hovotime jako o diikazech, a tvrzeni, jejichz platnost zajiStuji, nazyvame véty
(nebo teorémy).

Existuji terminy, s nimiz se setkavame jak v itvahach bézného zivota, tak i ve vSech moznych
odbornych disciplinach; zde nalezi slova ,,a“, ,,ne*, ,,nebo*, ,,je%, ,.kazdy*, ,,néktery*“ a mnoho
jinych. Obor logika, ktery pokladame za zaklad vSech ostatnich véd, ma za kol stanovit
presny vyznam takovych terminti a formulovat nejobecnéjsi zakony, jimiz se tyto terminy
fidi. Jde vlastné¢ o nauku o jazyce zabyvajici se jak jeho strukturou (Ssyntax), tak i jeho
vyznamovou strankou a vztahem jazyka k realité (sémantika).

Logika se vyvinula v samostatnou disciplinu diive nez aritmetika a geometrie. Na druhé
strané teprve ,,neddvno* se tento obor zacal znovu rozvijet. Mohutny impuls dostala logika
vV minulém stoleni rozvojem algebraickych metod v logice. Tak vznikla matematicka
(formalni nebo symbolicka) logika.

Matematickd logika se zabyvd tim druhem Ccinnosti, kterou matematici vyvijeji pfi
dokazovani. Matematicka logika studuje povahu ditkazu a pokousi se pfedvidat vSechno
mozné, co budou vibec kdy matematici dokazovat, a vSechno, co nikdy nebudou moci
dokazat.

Vyrok je primitivni pojem matematické logiky. Vyrok je tvrzeni, pro které ma smysl otdzka
0 jeho pravdivosti. Jde o nejjednodussi a zakladni stavebni kameny vyrokové logiky, nebo
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také vyrokového poctu. Mezi terminy logické povahy patii vybrana skupina slov jako ,,ne®,

(13

A, ,nebo®, jestlize..., pak...*, »--- prave tehdy, jestlize ...%.

Vsechna tato slova jsou prostiedkem vytvareni slozenych vyrokl zjednodussich vyrokda.
Vyroky budeme oznacovat zpravidla malymi pismeny fecké abecedy «, f,7,...

spojek.

Uvedeme nejdalezitéjsi spojky vyrokové logiky. Predpokladejme, Ze o, f jsou vyroky.
Zname pét logickych operaci (negaci, disjunkci, konjunkci, implikaci, ekvivalenci), které
jsou reprezentovany logickymi spojkami (-, Vv, A, =, <).V tabulce 1 naleznete
jednotlivé logické spojky, jejich uziti v logickych operacich pii vytvareni logickych souvéti
a také jak tyto spojky cteme.

Poznamka. Spojku nebo v ¢eském jazyce je mozno chapat jako spojku vyluovaci nebo
nevyluCovaci. V. matematice ji budeme vzdy chapat v nevylucovacim smyslu.



1 Jazyk Matematiky

Tabulka 1-1: Logické operace a logické spojky

Logicka operace Zapis Cteme Cesky
Negace —a non « ¢ neni pravda, ze a
e « neni pravdivé
e « neplati
Disjunkce av p a vel g o nebo S
Konjunkce anp o et p e aalp

e (o asoucasné f

Implikace a = p | aimplikuje g |e jestlizea, potom f
e « je postacujici podminka pro S
e [ je nutnd podminka pro o

Ekvivalence a < p a je e o pravé tehdy, jestlize S

ckvivalentni £ | o  tehdy a jen tehdy, jestlize Yij
e (o je nutna a postacujici
podminka pro £

Velice dulezité je pouzivani proménnych v matematice a vyjadieni toho, Ze néjaka
vlastnost je splnéna ,,pro vSechny* nebo ,,pro nékteré prvky urc¢ité mnoziny.

Symbol ,,V “ se nazyva obecny (univerzalni, velky) kvantifikator.
Zapis Vxe M cteme ,,pro vSechna“ (pro kazde, pro libovolné) X z mnoziny M.

Symbol ,, 3 se nazyva existenéni (maly) kvantifikator.
Zapis Ax € M Cteme ,existuje’ (aspon jedno) X z mnoziny M.

1.2 CISELNE MNOZINY

Mnozina pfirozenych ¢isel N = {1,2,3,...,n,...}, Ng = {O,].,Z,...,n,...}.
Mnozina celych ¢isel Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}.
MnozZina raciondlnich ¢isel Q je rozSifenim mnoZiny celych ¢isel o vSechna neceld raciondlni

¢isla tvaru &, kde p,,p, (p, #0) jsou nesoud&lna cela &isla.

2

Mnozina realnych &isel R =(—o0,00). Nékdy namisto « pouzivame +c0 a tento symbol se
nazyva ,,plus nekone¢no®.
Mnozina iracionalnich ¢isel R—Q. Jsou to Cisla, ktera jsou realna, ale nejsou racionalni.

Naptiklad Ludolfovo &islo 7, /2, /3.

Poznamka. Terminy racionalni a iracionalni ¢isla vznikly z latinského slova ratio, tj. rozum.
Proto raciondlni ¢isla jsou Cisla ,,rozumna™ a iracionalni ¢isla jsou cCisla ,,nerozumnd®.
Nerozumného vSak na nich nic neni!
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Kvuli zjednoduSeni se Vtomto textu vyuziva také béznd souctova a soucinova
symbolika nebo té¢Z sumaéni a multiplika¢ni symbolika

Pro zapis souctu vice s¢itancti nebo soucinu vice Ciniteld se pouziva symbolika, ktera
podstatn¢ zjednodusuje vyjadiovani.

Necht ne N, a,a,,a;,...,.a, € R. Potom zna¢ime symbolem

n
i=1

n
b. _l'Ilai soucin &.8,.83...8,.
1=

Index i se nazyva souctovy (resp. sou¢inovy) index, Cislo 1 se nazyva dolni mez
a Cislo n horni mez tohoto souctu (resp.soucinu).

RESENY PRIKLAD 1

ZapiSte pomoci sumacni symboliky aritmeticky pramér ¢isel a,a,,a;,...,a, .

Reseni.
. i e . = gta,t..t+a 12
Aritmeticky primér a8 = 1—2"—" =

n niz
RESENY PRIKLAD 2
3 n=5
Vypodtéte: a. ».2', b. H(Zl +4).
= i-3
Reseni.

3 0 ol 02, »3_ 31
a.ZZ' y iy L) S L)

o
ll’:ln

(2| +4)=10.12.14 = 1680.

Roz3ifena Ciselna osa R
Je to mnozina R”takové, ze R* =RU{-o0,0}tj. k mnozing R piidame 2 prvky oo,— o0,
takové, ze pro VX € R plati:
(X< A —0<X A —00<o0).




1 Jazyk Matematiky

Prvky mnoziny R"* budeme nazyvat zobecnéna realna ¢&isla, piicemz oo,—o0 nazveme
nevlastni realna cisla.

Na mnozinu R” Ize rozsitit nékteré operace definované na mnoziné viech realnych &isel R.

Definujeme:
1. VaeR": (a>—oo = a+ooZoo+a:oo),
2. VaeR': (a<w = a-ow=—w+a=-w)
3. VaeR: (i=o}

+ o0

4, VaeR": (a>0 = a(tow)=(tm)a=+mo),
5. YVaeR": (a <0 = a.(i oo) = (i oo).a = ioo),
6. — (— oo) =0,
7. |i oo| = 0,
Toto rozSifeni operaci je ucelné zejména pro vypocet limit v kapitole 9. Nékteré
operace nejsou definovany napiiklad: oo —oo, 0.(J_r 00), i_oo’ 9, E, 0°, oo, I**
to 0 O

V takovém piipadé hovofime o neur¢itych vyrazech.

Dal$imi dilezitymi pojmy jsou pojmy suprémum a infimum mnoziny.
Nejprve definujme pojmy:

I) horni a dolni z&vora mnoZiny,

IT) minimum a maximum mnoziny, pak ptejdeme k definici

IIT) supréma a infima a uvedeme nékteré jejich vlastnosti.

DEFINICE 1

Necht mnozina M < R*, a,b € R*. Rekneme, Ze:
a. a je horni zivora mnoZiny M, jestlize Vx e M : (x < a),
b. b je dolni zdvora mnoZiny M, jestlize Vx e M : (x >b).

| RESENY PRIKLAD 3

Urcete horni a dolni zdvory mnoZzin:
a. vSech realnych ¢isel R,

b. prazdné mnoziny,

c. (02).

ReSent.

a. Horni zavorou je nevlastni ¢islo oo, dolni z&vorou je nevlastni ¢islo — .
b. Horni i dolni zavorou prazdné mnoziny je kazdé ¢islo a € R*.
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. Horni zavorou intervalu jsou ¢isla o, 5000, 5,1.Dolni zavorou jsou napt.
Cisla —0,5; —2; -102.

Vidime, ze horni ¢i dolni zdvora mnoziny neni jednoznac¢né urcena. Navic horni ¢1 dolni
zavora muze byt i prvkem této mnoziny (ptiklad c).

DEFINICE 2

Necht mnoZina M — R, a,b € R . Rekneme, Ze:

a. a je maximum mnoziny M pravé tehdy, jestlize a € M a a je horni zavora mnoziny M,
b. b je minimum mnoZiny M pravé tehdy, jestlize be M a b je dolni zdvora mnoziny M.

Mnozina M ma nejvyse jedno maximum a nejvyse jedno minimum. Maximum mnoziny
M budeme znacit max(M). Analogicky zna¢ime minimum, tedy min(M).

| RESENY PRIKLAD 4

Uréete maximum a minimum mnoziny:
a. vsech redlnych ¢isel R,
b. prazdné mnoziny,

c. (02).
Reseni.

a. Mnozina nema maximum ani minimum.
b. MnoZina nema maximum ani minimum.
€. Maximem intervalu je ¢islo 1, minimum daného intervalu neexistuje.

DEFINICE 3

Necht mnozina M < R*, a,b € R*. Rekneme, Ze:

a. a je suprémum mnoZiny M, jestlize a je minimem mnoziny hornich zavor mnoziny M,
b. b je infimum mnoZiny M, jestlize b je maximem mnoziny dolnich zavor mnoziny M.

Suprémum mnoziny M budeme znacit symbolem sup(M) a infimum symbolem inf(M).

-11 -
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Uvédomte si platnost nasledujicich tvrzeni:

e Existuje pravé jedno suprémum a existuje pravé jedno infimum mnozinyM < R".
Suprémum i infimum mnoZzin vzdy existuji v R".

e sup(M) = inf(M) pravé tehdy, jestlize mnozina M je jednoprvkova.

e sup(M)e M prave tehdy, jestlize existuje maximum mnoziny M, pficemz plati max(M) =
sup(M).

e inf(M)e M pravé tehdy, jestlize existuje minimum mnoziny M, pficemz plati min(M) =
inf(M).

DEFINICE 4

Mnozina M je shora omezena, jestlize sup(M) < o, ‘
mnozina M je zdola omezen4, jestlize inf(M) >—oo, |
mnozina M je omezena, jestliZe je soucasné zdola i shora omezena. ‘

| RESENY PRIKLAD 5

Urcete suprémum a infimum mnoziny:
a. vsech realnych ¢isel R,
b. prazdné mnoziny,

c. (02).
Reseni.

a. sup(R)=w, inf(R)=-oo,
b. sup(d)=-o0, Inf(J)=c, (promyslete)
c. sup(0,1) =1, inf(0,1) = 0.

1.3 OPERACE S MNOZINAMI

Zikladnim vztahem mezi prvkem a mnozinou je vztah ,byti prvkem mnoZiny*
znaime jej symbolem a € A. Symbolem a ¢ A oznacCujeme skuteCnost, ze prvek X nepatii
do mnoZziny A.

MnoZinou rozumime souhrn libovolnych objektl, které jsou vzajemné rozliSitelné.
Objekty tvotici mnozinu se nazyvaji prvky (elementy) mnoziny. Zakladni vlastnosti mnoziny
je jednoznacné ureni mnoziny jejimi prvky. O kazdém objektu (abstraktnim nebo redlném)
muZeme jednoznacné rozhodnout, zda do dané mnoZiny patii nebo nepatii. MnoZiny
oznacujeme velkymi pismeny, prvky malymi pismeny. Pro zaddni mnozin pouzivame slozené
zavorky.

Zadani mnoZin
a. vyctem (vyjmenovanim) prvki mnoziny, napf. {a, b, C} ,
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b. uvedenim charakteristické vlastnosti, spole¢né viem prvkiim mnoziny. Zadny jiny prvek
(nepattici do mnoziny) tuto vlastnost nema, napf. {x eR;-3<x< 10}.

Podle poctu prvkil délime mnoziny na kone¢né, nekoneéné a mnoZinu prazdnou.
Prazdna mnozina neobsahuje zadny prvek. V teorii mnozin ma obdobny vyznam jako nula
V teorii Cisel.

Ziakladni vztahy mezi mnozinami jsou vztahy:
a. rovnosti: A=B & (xeA < xeB),
b. inkluze (byt podmnozinou): AcB < (xe€ A = x € B).

Operace s mnoZinami:

a. sjednoceni mnozin A, B: AuUB= {x; XeA v Xe B},

b. prinik mnozin A, B: ANnB= {x; XeA A XeB},

¢. rozdil mnozin A, B: A-B = {x; XeA A Xg B},

d. dopln¢k mnoziny A v zakladni mnozing Z: A= {X; XeZ AN X¢g A},

e. kartézsky soucin mnozin A, B: A xB= {(X, y); XeAAYye B}.

| RESENY PRIKLAD 6

Urcete pomoci intervald prvky mnozin A, B, C, D, AnC, B,C-B,D,AUB,
B

kde AZ{XGR;|X—2|S4 A (642 >7}, :{XGR;L 31},
2 X+2
C:%xeRn@+2x—8sOL Dz%XeRn@+x+1>0y
Reseni.
Mnozina A: |X—2|S4 A 6+§ >7
E|12+X|>7
2
12+ x| >14
X e <— 2, 6> X e (— oo,—26)u(2,oo)
A=(-26)N[(-0-26)U(2,0)] = (2,6) .
Mnozina B: X <1 < —1< X <1
X+2 X+2
—1S—X A X <1
X+2 X+ 2
0< 2X+2 N -2 <0
X+2 X+ 2

-13 -
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B= [(— oo,—Z)U <—1,oo)]ﬁ (— 2,oo) = <—1,oo)_

Mnozina C: x> +2x-8<0
(x+4)x-2)<0
Regenim kvadratické nerovnice je X € (—4,2), tedy C =(-4,2).
Mnozina D: X? +x+1>0

Protoze diskriminant je zé&porny (D = —3) jsou feSenim nerovnice v oboru

redlnych c¢isel bud’ vSechna redlnd Ccisla, nebo mnozina prazdna.
V naSem piipad¢ je D =R.
ANC=(28)n(-42)=2

B=R-B= (—oo,oo)—<—1,oo): (—oo,—l),
C- B=(-42)—(-10)=(-4-1),
AUB = (26) U(~100) = (~100).

| RESENY PRIKLAD 7

Graficky znazornéme mnoziny A, B, C,D, E, F, G, A, kde
= {(xy)e R% x% +y? < 9},

B= {(x y)e R?; x >y}

C= {( y)eR?; x<0 A y>—1}
D={xy)eR%;|X<2 A |y>1],
E= {(x,y)e R?; x+2y<2}
F={xy)e R x=y,

G= {(x,y)eR2 X>y A yZO}.
Resent.

Mnozina A je kruh se sttedem S =[0,0] a polomérem r =3, bez své hranice.

Mnozina B je vnéj$i oblast paraboly, ktera ma vrchol v bodé V = [0,0] a vétve paraboly jsou
smérem nahoru.

Mnozina C je prinikem poloroviny X < 0 (hranici je osa Y, kterd do mnoziny C nepatii)
a poloroviny Yy > -1 (hranici je pfimka Y = —1, ktera do mnoZziny C nepatii).

Mnozina D je prinikem dvou oblasti: 1) vnéjsi oblasti pasu, ktery je omezen piimkami
y=1 y=-1 které do mnoziny D nepatii, 2) vnitini oblasti pasu, ktery je omezen
pfimkami X =2, X=-2, které do mnoziny D patii.

Mnozina E je plocha ,,pod ptfimkou*, kterd prochazi body [0,1], [2,0]. Piimka do mnoziny
E patfi.
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Mnozina F je parabola, kterd ma vrchol v bodé¢ V = [0,0]a vétve paraboly jsou smérem
doprava.

Mnozina G je prunikem dvou polorovin: 1) dolni polorovina, kterd je omezena piimkou
y = X, pfi¢emz piimka do mnoziny G nepatfi, 2) horni polorovina, kterd je omezena pfimkou
y = 0,(0sa x), ktera do mnoziny G patii.

Mnozina A je doplitkem mnoziny A, tj. vn&jsi oblast kruznice se sttedem S = [0 ,0] a polomérem
r =3, v¢etn€ hranice kruznice.

1.4 PRIKLADY K PROCVICENI

PRIKLAD 1

1 3
Vypodtste » 2i+] 3.

i=—1 j=1

| PRIKLAD 2

Vypoététe nasledujici vyraz, je-li a€ R: V = (a+w)(—x)+a).

| PRIKLAD 3

Ve kterém z nasledujicich ptfipadil se jedna o neur€ity vyraz?

a a b ® C. 00.00
. w1 (_w)1 . " 1
5 0 0
d. —, e. 5, f.0".
0
PRIKLAD 4

Urcete maximum, minimum, suprémum a infimum mnozin:

a. mnozina pfirozenych c¢isel N,
b. B=(3,8),

¢. C=(-o,4),

d. D={6}U(1,5).

Na zaklad€ vypoctenych hodnot rozhodnéme, zda jsou tyto mnoZiny omezené, omezené
shora, omezené zdola.
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PRIKLAD 5

Urcete horni a dolni zdvory mnoziny vSech racionalnich ¢isel a mnoziny vSech iracionalnich

Gisel.

| PRIKLAD 6

Urcete prvky mnozin A, B, C, D, A,D,B-A BUC,ANB CuUD, kde:
x+1

<1;,
)

A1

<3 A |2x+6/22}, BZ{XER .

C:{XER;XZ—BX—10<O}, D:{XGR;XZ+25<O}.

| PRIKLAD 7

Graficky znazornéte mnoziny A, B, C, D, E, F, G, H, A, ANB, H—-E, kde

1] 1]
—~—
akoop
= =<
N S N’
m Mm
N
b _.N
%o
[\) [\)
AN+
=
- INA
N
:’v-’

'x|£3 A |y|>2}

I
;e e A e

eRz;x—S:O A —1<y<1},

T QTN YA ® A
[l

1.5 RESENi PRIKLADU

3 1 3
1) ZZI 1)+2.0+21=0, [[3 =3+9+27=33, > 2i+]]3 =33.

2) Postupné vypodteme a+o =00, (—oo)+a=-—
Tedy V = (a + oo)((— oo)+ a) = oo.(— oo) = —o0,

3) Neurcité vyrazy predstavuji operace uvedené po pismenem b., d., f.

4) sup(N)=oo, max(N) neexistuje, nebot’ to musi byt ¢islo z R, inf(N)= 1 = min(N),

mnozina N neni omezena, je omezena pouze zdola,

sup(B)= 8 = max(B), inf(B)= 3 = min(B), mnozina B je omezen4, tj. je omezena

shora i zdola,
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5)

6)

7)
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sup(C)= 4, max(C) neexistuje, inf(C)=-o0, min(C) neexistuje, mnozina C neni
omezena, je omezena pouze shora,

sup(D)= 6 = max(D), inf(D)= 1, min(D) neexistuje, mnozina B je omezena, tj. je
omezena shora i zdola.

Horni zadvorou mnoZziny vSech racionalnich ¢isel a mnoziny vSech iracionalnich ¢isel
je nevlastni ¢islo oo, dolni zdvorou mnoziny vSech raciondlnich ¢isel a mnoziny
vSech iraciondlnich Cisel je nevlastni ¢islo—oo.

A=(-5-4),B=(-x2),C=(-25),D=0,

A:(—oo,—5>u(—4,oo, D =R,
B-A=(-w0-5u(-42), BUC=(-05) 4nB=(-5-4),
m:(—oo,—2>u<5,oo)

Mnozina A je kruh se sttedem S[0,0] a polomérem r = 2,

mnozina B je vnitini oblast paraboly s vrcholem V[0,0], hlavni osa je rovnobézna
S 0SOU X,

mnozina C je V. kvadrant roviny R? bez soufadnicovych os,

mnozina D je sjednocenim dvou ¢asti pasu, ktery je ohrani¢en pfimkami X = -3,
X=3, y=-2,y=2, ptimky y =-2,y =2 do mnoziny D nepatii,

mnozina E je dolni ¢4st roviny R® ohraniGena pfimkou, jejiz priseciky s osami jsou
Px[1,0], P[0,1],

mnoZzina F je vnitfni oblast paraboly s vrcholem V[0,2], hlavni osa je rovnobéZna
S osou Yy,

mnozina G je usecka s krajnimi body [5,1], [5,-1],

mnozina H je vnéjsi oblast kruhu se stfedem S[2,-1] a polomérem r = 3.
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2 Algebraickeé vyrazy

2 ALGEBRAICKE VYRAZY

Algebraicky vyraz je zapis, ktery je slozen z Cisel a pismen vyjadiujicich jednotlivé
proménné (neznamé). Cisla a pismena jsou spojovana znaky operaci S¢itani, odgitani,
nasobeni, déleni, umociiovani ¢i odmocinovani. Algebraicky vyraz muze dale obsahovat
zéavorky, které stanovuji potadi jednotlivych pocetnich operaci.

s , . v 2 Xx+5

Prikladem vyrazu je napt. (a + 1)%, —~ Jx +y+7, atd.

S Upravami algebraickych vyrazli souvisi nutnost stanoveni defini¢niho oboru proménnych,
tj. vymezeni, kdy ma dany vyraz smysl. Nejcastéji se budeme setkavat s ur¢enim podminek
fesitelnosti pro lomené vyrazy, kdy jmenovatel zlomku nesmi nabyvat nulové hodnoty.
Uprava algebraického vyrazu pfedstavuje nahrazeni vyrazu vyrazem jinym, ktery se mu rovna
v defini¢nich oborech proménnych. Zjednoduseni algebraického vyrazu je situace, kdy novy
vyraz obsahuje mensi pocet Clentl, proménnych, atd.

2.1 OPERACE S JEDNOCLENY A MNOHOCLENY

Pod pojmem jednoClen chapeme vyraz, ktery obsahuje pouze operace nasobeni
a umociiovani. Jedna se tedy o soucin ur€itého Cisla (koeficientu) a mocnin jedné popft. vice
proménnych s pfirozenymi mocniteli.

Mnohoc¢len neboli polynom je potom soucet koneéného poctu jednoclent (Clend
mnohoclenu). Stupent mnohoclenu je dan nejvysSim exponentem proménné. Mnohoclen, ktery
obsahuje pouze exponent a®, je mnohoélen nultého stupné. Mnoho¢leny jsou si rovny, jestlize
maji vSechny ¢leny shodné. Hodnotu mnohoclenu ziskame tak, Ze za proménnou dosadime
konkrétni redlné ¢islo.

Pro vSechna ¢isla a, b, ¢ z mnoziny vSech realnych ¢isel R plati:

a+0=04+a=a neutralnost
al=1-a=a

a+b=b+a komutativnost
a*b=b-a
(a+b)+c=a+(bh+c) asociativnost

(a-b)-c=a-(b-c)
a(b+c)=ab+ac distributivnost

Pfi souctu ¢i rozdilu mnohoclent slu¢ujeme odpovidajici si Cleny, pfi nasobeni ndsobime
kazdy ¢len s kazdym.
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RESENY PRIKLAD 1

Sectéte jednocCleny:
2 1 1
—1—=—ab®+2a%bh—4—-a*b—ab® —=a’b—a3b
3 2 2
Reseni.
2 1 1
—1§ab3 + 2a3b — 4Ea2b —ab® — Eazb —a3b =

2 1 1 2
- (—1§ab3 _ ab3) +(2a3b — a®b) + (—4Ea2b _ Eazb) == -2 ab® + a*h — 5%

| RESENY PRIKLAD 2

Sedtéte mnohodleny:

{[Ca+b)—QRa-b)]+ @a+1) —a-3)}—[5-(3a+2)]
Reeni.
{l[RQa+b)—Ra—-b)]|+(“4a+1)—(2a—-3)}—-[5—Ba+2)]=

=2a+b—-2a+b+4a+1—-—2a+3—-5+3a+2=5a+2b+1

RESENY PRIKLAD 3

Vynasobte a upravte:

2a(10a — 3b) — 5{b(5a + 3b) — [3b? — a(4a — 6b)]}
Reseni.

2a(10a — 3b) — 5{b(5a + 3b) — [3b? — a(4a — 6b)]} =
= 20a? — 6ab — 5{5ab + 3b? — [3b% — 4a? + 6ab]} =
= 20a? — 6ab — 5{5ab + 3b* — 3b? + 4a* — 6ab} =

= 20a® — 6ab — 5{4a® — ab} = 20a? — 6ab — 20a? + 5ab = —ab

-19 -




2 Algebraickeé vyrazy

Déleni mnohoélenu probiha nasledujicim zptisobem. Clen nejvys§iho stupné délence se déli
¢lenem nejvyssiho stupné délitele. Timto postupem ziskdme prvni ¢len netplného podilu,
kterym zpétné vynasobime délitele. Vznikly vysledek odecteme od délence, jehoz stupenn se
provedenou upravou snizi. Dale postupujeme stejnym zptsobem.

RESENY PRIKLAD 4
Vydeélte:

a) (x?2+5x+4):(x+1)

b) (10x3 +7x2—x—-1):(2x+ 1)
Reseni.

a)
(x2+5x+4):(x+1)=x+4
—(x*+x)

4x + 4
—(4x +4)
0

podminka: x # —1
b)

(10x3 +7x?> —x—1):(2x+1) =5x*>+x—1
—(10x3 + 5x?

2x%> —x—1
—(2x% 4+ x
(2x% + x)
—2x—1
—(=2x—1)

podminka: x # —%

Rozklad mnoho€lenu na soucin je mozny pomoci vytykani spolecného cinitele pred
zavorku, vyuziti rozkladu dle vzorcli pro mnohocleny nebo pomoci rozkladu kvadratického
troj¢lenu. Cilem je uprava pivodniho mnohoclenu na soucin nékolika jednodussich
mnohoclend.

Pti upravach algebraickych vyrazi se budete setkavat s nasledujicimi vzorci:
(a + b)? = a? + 2ab + b?

(a —b)? = a® — 2ab + b?

a’?—b%?=(a—>b)(a+b)

(a + b)® = a® +3a’b + 3ab? + b3
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(a — b)® = a® —3a?b + 3ab? — b3
a®+ b3 = (a+ b)(a? — ab + b?)
a® — b3 = (a—b)(a?®+ ab + b?)

Vyrazy a?+ b?, a®+ ab + b? a? —ab + b*> jsou vyrazy voboru redlnych ¢isel
nerozlozitelné.

RESENY PRIKLAD 5

Upravte:
a) (x —2)?
b) (x+2)3
c) x3+8
d) x3-27
e) 25x2 — 64y?
Reseni.
a) (x—2)2=x?—4x+4
b) (x+2)3=x3+6x2+12x+8
c) x3+8=((x+2)(x%?—-2x+4)
d) x3—-27=(x-3)x*+3x+9)
e) 25x2? — 64y? = (5x — 8y)(5x + 8y)

Rozklad kvadratického trojélenu
Pod pojmem kvadraticky trojélen rozumime vyraz ax? + bx + c. Setkavat se budete rovnéz
s pojmem normovany kvadraticky trojélen ve tvaru x% + px + q.

Kvadraticky troj¢len lze rozloZit na soucin linearnich dvojcleni v mnoziné vSech realnych
¢isel R za podminky, e diskriminant neboli vyraz b? — 4ac > 0 resp. p? — 4q > 0. Kotreny
kvadratického trojélenu se oznacuji x; a x, a plati, ze:

ax?>+bx +c=alx —x;)(x —x)
x*+px+q=(x—x)x—x)

X1 +x,=—p
X1°X2=(q

RESENY PRIKLAD 6

Upravte na soucin:

a) x%—8x+ 15
b) x?—3x—28
c) x?—4x+3
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d) x%+4x+3
e) x?—4x —12
f) x?—8x+12
0) x2+4x — 12

Reseni.
a) x> —8x+15=(x—3)(x—5)
X, +x, =8 x1 =3
X, X, =15 X, =5
b) x?—3x—-28=(x—-7)(x+4)
X1 +x, =3 x, =7
Xy x, = —28 X, = —4
c) x> —4x+3=(x-1(x-23)
d) x*+4x+3=(x+1(x+3)
e) x2—4x—-12=(x—-6)(x +2)
f) x2—8x+12=(x—-6)(x—2)
)] X2 +4x—12=(x+6)(x —2)

2.2 LOMENE VYRAZY

Lomené vyrazy jsou vyrazy ve tvaru podilu dvou vyrazi, tj. podil %, kde b # 0.

Vyraz a se nazyva €itatel zlomku a vyraz b jmenovatel zlomku. U lomenych vyrazi je nutné
stanovit defini¢ni obor proménné. Podminkou je, Ze jmenovatel lomeného vyrazu nesmi
nabyvat nulové hodnoty.

Pocetni operace s lomenymi vyrazy
Pro vsechna ¢isla a,b,c,d z mnoziny vSech realnych ¢isel R , kde b #0,d # 0 plati:

a

Sc¢itani a odc¢itani lomenych vyrazii: I’ +
r 14 4 I o a C
Nésobeni lomenych vyrazi: ’ T
W r L4 ~ r a C
Déleni a uprava sloZzeného zlomku: ’ : P

c
da

Casto bude vyhodné vyuzit pfed operacemi s¢itani,

ak a
zlomku v podobé¢ — = o kde k = 0.

bk

-22.
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RESENY PRIKLAD 7

Upravte algebraické vyrazy a stanovte podminky fesitelnosti:

P +xt+x+1

2) x*—1
2x—1 2x 1
b) — —
2x 2x —1 2x — 4x?
2a+Db 1 1
) a’2+ab a a+b
Reseni.
a)
Axi+x+1 P+ D+ 0+1) (+ D+ x+1 1

x* —1 T T -DO2+ 1) - DEE+1D) x+DE-1 x—1
podminka: x # +1

b)
2x—1 2x 1 _2x—1 2x 1

2x  2x—1 2x—4x?2  2x  2x—1 2x-(1-2x%)

_@@x-D@x—-1)—2x-2x+1 4x?—4dx+1—-4x?+1  —4x+2
a 2x-(2x — 1) a 2x-(2x — 1) T 2x-(2x—-1)

—2-(2x-1) _ 2 1

=2x-(2x—1)__§_ x

1
podminky: x # 0,x # 3

c)
2a+Db 1+ 1 2a+b 1+ 1  2a+b—-—a—-b+a  2a 2
a?+ab a a+b a(a+b) a a+b a(a+ b) “a(a+b) a+b

podminky: a # 0,a # —b

SloZeny zlomek

SloZeny zlomek piedstavuje podil dvou jednoduchych zlomkil. SloZeny zlomek délime,
jestlize nasobime jeho pievracenou hodnotu. V nékterych piipadech bude nutné nejdiive
slozeny zlomek upravit, tj. rozsifit a stanovit nejmensi spoleCny jmenovatel v Citateli
a jmenovateli slozené¢ho zlomku (tj. ve jmenovatelich jednoduchych zlomki). Stejné jako
u jednoduchého zlomku nesmime ovSem zapomenout na vymezeni podminek feSitelnosti.
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RESENY PRIKLAD 8

Upravte slozené zlomky a stanovte podminky fesitelnosti.

x+x+1 £+3_7
a) 2 b) y 2
1_|_6x—2 X Yy
4 y X
Reseni.
a)
x+1 2x+x+1 3x+1
x+—— > T AQGBx+1) 4(4x+1)
6bx—2 4+6x—-2 6x+2 2(6x+2) 40Bx+1)
1+—7 7} 7)

1
podminka: X # — 3

b)

2 2
X,y x°+y
§+§_ Xy _xy(x2+y2)_x2 +y2
E_X_xz—yz_xy(xz—yz)_xz—yz
y X

xy

podminky: x # 0,y # 0,x # +y

2.3 MOCNINY A ODMOCNINY

Mocniny

Vyraz a™ znamend, Ze se jedna o opakovani nasobeni téhoz Cinitele a n-krat. Vyraz
anazyvame zaklad mocniny (mocnénec) a n mocnitel (exponent). Pro vSechna pfipustna
realna Cisla a,b,m,n plati nasledujici vztahy:

am . an — am+n

a™a*=a™"a#0

(am)n = g™

(ab)™ =a™-b™

a\x™ a™

(E) =b—m,b¢0
a%—r\’/a

an = Yam
a’®=1

| RESENY PRIKLAD 9

Upravte vyraz a stanovte podminky feSitelnosti:

()] [(abo)i]f

=24 -



Radmila Stoklasovd; KVANTITATIVNI METODY

Reseni.

(@] [ca2b]

W=

podminky: a > 0,b > 0

Odmocniny
Pro kazdé ¢islo n z mnoziny vSech piirozenych ¢isel N nazyvame n-tou odmocninou
z nezaporného Cisla a takové nezaporné Cislo b , pro néz plati b™ = a.

Z definice vyplyva, ze b = Va. Cislo n oznadujeme vyrazem odmocnitel (exponent
odmocniny) a ¢islo a jako odmocnénec (zaklad odmocniny).
Proa>0,b = 0;m,n € N plati:

Va- V5 = Vab

Va .fa
\/—: E;b:/:O

Ya = "Yam

S|

| RESENY PRIKLAD 10

Upravte vyrazy:
a) V3-V27 b |=
ReSeni.

Y3 V27 =327 = VB =37 =3

3[125 Y125 /5% 5
27 Y27 ¥Y3E 3

b)

Odmocniny mizeme pievést rovnéz na mocniny. K pfevodu na mocniny vyuzijeme vztahu

m
Ya™ = ax. Jinou metodou feseni je pievod vech odmocnin na jednu spoleénou odmocninu.
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RESENY PRIKLAD 11

Upravte vyrazy a stanovte podminky feSitelnosti:

a) Va?®
) Va2 - fy - Yay? - ¥
o) Va5 - Va7 - Va3 - Va*

d) Javava

Reseni.
a) Va2 = Va4 - g6 = i/(a2)7 Vab = a?-Vab

podminka: a = 0

b) W\/} 4/xy2 /x5 = 1i/x8 -6 x3y6 . x10 = 1i/x21y12 = 12[512 .49 Y12 =

= xy Vx° = xy/x3
podminka: x > 0,y >0

c) Yas - Va7 - 1§/a13 . 3\'/a‘4' — 1E{/a15 Cql% . g3 . g24 = §/q18 = ¢

podminka: a > 0

1 11 111 1 1 1 1,11 A+2+1 7 8
d) aw/a\/azaz-azz-azzz=a2-a4-a8=a2+4+8=a 8 =aqas8 = Va’

podminka: a = 0

Usmérnovani lomenych vyrazi

Usmérnovani lomenych vyrazii znamend, Ze se snazime ze jmenovatele zlomku odstranit
vyraz obsahujici odmocninu. Za timto ucelem je nutné zlomek rozsifit na pocetni vyraz, ktery
je mu roven, ale jiz neobsahuje odmocninu. V pfipad¢, ze se jedna 0 samotnou odmocninu, je
nutné rozsifit vyraz toutéz odmocninou. V ptipad¢ souctu (rozdilu) obsahujiciho odmocninu
popt. odmocniny rozsifujeme souctem (rozdilem) téhoz vyrazu dle vztahu

(a —b)(a+b) = a? — b?.

RESENY PRIKLAD 12

Usmérnéte lomené vyrazy:

a)

1 -
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Reseni
1 _1.V3_43

2 V3 V3 V3 3

b) 1 1 5+V3 V5+v3 V5443
V5—v3 V5-v3 V5++v3 5-3 2

9 1 1 \/§+2_\/§+2_\/§+2:\/§+2

V5—2 V5-2 5+2 5-4 1

2.4 ABSOLUTNI HODNOTA

Absolutni hodnota realného ¢isla a se oznacuje vyrazem |a| a znamena, ze |a| =a proa>0
alal =—a proa<O0.

Absolutni hodnota nechava nezaporna ¢isla beze zmény a zaporna ¢isla nasobi (—1) . Plati, ze
la] >0 . Hodnota ¢isla a je tedy pii dosazovani kladnych i zapornych Cisel stale nezaporné
¢islo. Absolutni hodnota nuly se rovna nule.

Absolutni hodnota je z grafického hlediska vzdalenost ¢isla a od 0, tj. od pocatku.

RESENY PRIKLAD 13

Vypoctéte absolutni hodnotu realnych ¢isel:
a) |3| b) [=3] c) [=31+ 5] = -2 + [-1]

Reseni.
a) 3| =3

b) [-3] =3
) [-3|+ 15— |-2|+|-1|=3+5-2+1=7

2.5 PRIKLADY K PROCVICENI

PRIKLAD 1

Sectéte mnohocleny:
(3 +3x2) - (3 +4y) + (x +xy) — (Bx3 —y3 + xy)

PRIKLAD 2

Vynasobte a upravte:
xy(x +y) —x{y@y — 2x) — [x* - y(3x — 2y)]}
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PRIKLAD 3

Upravte na soucin:
x3+x2+2x+2

PRIKLAD 4

Vydélte:
(6x3+2x2+x+5):(x+1)

PRIKLAD 5

Upravte algebraicky vyraz a stanovte podminky feSitelnosti:

(x+3+x—3) 1_l_x2+9 _x2+9
x—3 x+3 6x | 3x

| PRIKLAD 6

Upravte algebraicky vyraz a stanovte podminky feSitelnosti:

x_Y

y x 1 I\| 1+x
+—x< ) :

x+y ;_; y

| PRIKLAD 7

Upravte slozeny zlomek a stanovte podminky feSitelnosti:
a+l a-1

A 5
at+l a-1

Z) 5

| PRIKLAD 8

Upravte sloZzeny zlomek a stanovte podminky:
a* — b*
a’b?

b2 2a = a?
(E) (1-2 )
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PRIKLAD 9

Upravte sloZeny zlomek a stanovte podminky:

a 1
z2-1+t; a+2
(1+2_(1—2 a—2
4 a

PRIKLAD 10

Upravte sloZeny zlomek a stanovte podminky:

a+b a-—b

a—b a+b, 6 24

1— az+b2 b
2 —h?

PRIKLAD 11

Upravte algebraicky vyraz a stanovte podminky reSitelnosti:

(ai-b—)] l e

-1

C—Z -dz

| PRIKLAD 12

Upravte algebraicky vyraz:

PRIKLAD 13

Upravte algebraicky vyraz a stanovte podminky feSitelnosti:
(x\/_ x + y\/— \/_> 1 2 \/—
xy
N =y Vxt y
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PRIKLAD 14

Upravte algebraicky vyraz a stanovte podminky feSitelnosti:

2+vVx  x 1+ 2vx
2—Vx 2+Vx 4-x

2.6 RESENi PRIKLADU

1) —2x3 +3x%2 —4y +x

2) x3

3) (x+ 1% +2)

4) 6x% — 4x + 5; podminka: x # —1

x+3

5) 3 podminky: x # 0, x # £3
X=y
6) — podminky: y # 0,x # 0,x # —1,x # —y
2(3a+7)
7) —; podminka: a # —9
a+9
a+b
8) — podminky: a #0, b+ 0, a# b

9) 1; podminky: a # 0,a # +2

10)  0; podminky: a # +b, b # 0

11

11) b 3 -d*; podminky:a >0, b>0, ¢c>0,d>0

12) “\/@

13)  I;podminky: x >0, y >0, x #y

3+2x
4—x

14) ; podminky: x #4, x >0
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3 ROVNICE A NEROVNICE

3.1 POJEM ROVNICE

Pod pojmem rovnice rozumime zapis rovnosti dvou vyrazi. Znamena to tedy, Ze se leva
strana rovnice rovna pravé strané rovnice, tj. L(x) = P(x), kde x je proménna.

Rovnice feSime na oboru proménné, coz je néktery z Ciselnych obort (R, N, Z, atd.).
Neznamou (proménnou) oznacujeme pismeny, nejcastéji pismenem X. Jestlize budeme fesit
rovnici v oboru (mnozin¢€) realnych ¢isel R, tak plati zapis X € R.

Kofen rovnice (feSeni rovnice) je hodnota proménné, tj. ¢islo, pro které plati, Ze po dosazeni
do rovnice vytvoii rovnost. Leva strana rovnice se bude rovnat pravé stran¢ rovnice. Mnozinu
vSech kofenu (feSeni) rovnice nazyvame K a je vzdy podmnozZinou oboru proménné. Pfi
feSeni rovnic se pouzivaji ekvivalentni upravy. Jedna se o uUpravy rovnic, pii kterych se
mnozina kofenti K neméni.

Ekvivalentni Gpravy:

- vzajemnd vymeéna stran rovnice,

- nahrazeni vybrané strany rovnice vyrazem, ktery je ji v celém defini¢nim oboru feSeni
rovnice roven,

- pficteni téhoz vyrazu nebo redlného ¢isla k obéma strandm rovnice,

- vynasobeni obou stran rovnice tymz redlnym ¢islem riznym od nuly popt. tymz vyrazem,
ktery je definovan v celém oboru feSeni rovnice.

Ekvivalentni Gpravy neméni mnozinu feSeni rovnice. Pfi feSeni iracionalnich rovnic, kdy se
promé&nna X nachazi pod odmocninou, je nezbytné pouZzit neekvivalentni Gpravy a ob€ strany
rovnice umocnit. Umocrniovani a odmocnovani nefadime mezi ekvivalentni upravy. Zkouska
je nezbytnou soucdsti feSeni, jestlize v prubchu feSeni rovnice byly pouZity neekvivalentni
upravy. V ptipadé, ze pti feSeni byly pouzity pouze ekvivalentni Upravy, zkouSka neni nutna.
Zkousku je ovS§em moZné provést, a to z divodu kontroly numerické spravnosti vysledku.

Existuje nékolik druhti rovnic — linearni, kvadratické, exponencialni, logaritmické ¢i
goniometrické rovnice. Pro ucely naSeho studia se budeme zabyvat rovnicemi linedrnimi
a kvadratickymi.

3.2 LINEARNI ROVNICE

Linearni rovnici o jedné neznamé x nazyvame kazdou rovnici ax + b =0, pro a,b € R,
a#0.

V pfipad¢, ze se neznama nachézi ve jmenovateli, je nezbytné stanovit podminky fesitelnosti
rovnice. Resenim rovnice v mnoziné R miize byt jedno &islo, nekonednd mnoho feseni popt.
rovnice nemusi mit feSeni zadné:

o y . b
a+0 jedinym feSenim (kofenem) je x = ——
a
a=0,b=0 rovnice ma nekonecné mnoho feseni, tj. mnoZzina R
a=0,b#0 rovnice nema feSeni
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RESENY PRIKLAD 1

V mnoziné R feste rovnici:

17—x+ 2x_ 7x -5 6x
3 10 5 30

Reseni.
Ob¢ strany rovnice vynasobime nejmensim spoleénym jmenovatelem (30), abychom
odstranili zlomky. Rovnice mé po ekvivalentni upravé nésledujici tvar:

17—x+ 2x_ 7x-5 6x
3 10 5 30

/.30

10(17-x) + 3 2x = 6(7x-5)- 6x
170 - 10x + 6x = 42x - 30 - 6x
170 - 4x = 36x- 30

40x = 200
x =5

Rovnice ma jeden kofen K = {5}.

RESENY PRIKLAD 2

V mnoziné R feste rovnici:

x+1 2 6

+ 1= ———
x—1 x+2 x24+x—-2

Reseni.

Hodnota ve jmenovateli nesmi byt rovna 0, proto je nutno vymezit podminky

x # —2;x # 1. Vyraz upravime a ob¢& strany rovnice vynasobime spolecnym jmenovatelem
(x—1D(x+2).

x+Dx+2)+2x-1D)-(x-D(x +2) =6
x2+3x +2+2x-2-(x*+x-2) =6
4x = 4

x =1

Vzhledem ke skute¢nosti, ze dle podminek se x # 1, nemd dana rovnice feseni, tj. kofenem
rovnice je prazdna mnozina K = @
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3.3 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Soustava rovnic je situace, kdy hleddme vice nezndmych (proménnych), které vyhovuji vSem
rovnicim soucasné.

Soustava dvou linearnich rovnic o dvou nezndmych x, y ma nasledujici tvar:
a;x + byy = ¢4
ax + by = ¢,

Resenim soustavy dvou linearnich rovnic o dvou neznamych je uspotfadana dvojice [x, y].
Resenim soustavy tfi linearnich rovnic o tfech neznamych je uspotfadana trojice [x, y, z].

Metody FeSeni soustav linearnich rovnic:

1. metoda dosazovaci — z vybrané rovnice se vyjadii jedna neznama pomoci druhé neznamé
a dosadi se do rovnice druhé. Po nasledném vyieseni jedné z proménnych dojde ke zpétnému
dosazeni vypoctené proménné do prvni rovnice a ureni chybégjici nezndmé.

2. metoda scitaci — jedna popf. obé rovnice soustavy se vyndsobi vhodnym cislem tak, aby se
po secteni rovnic jedna z proménnych vyloucila. Po vypocteni jedné nezndmé Ize tuto metodu
jiz zkombinovat s metodou dosazovaci, tj. vypoctenou neznamou dosadit do libovolné
rovnice a dopocist chybé&jici proménnou.

3. metoda srovnavaci — z kazdé rovnice se vyjadii jedna proménna a ziskané vyrazy se polozi
do rovnosti. Vypoctenou nezndmou pak dosadime do libovolné rovnice a dopocitdme

chybéjici proménnou.

4. metoda maticovd — do maticového schématu doplnime ciselné koeficienty jednotlivych
proménnych a postupujeme pomoci Uprav na trojuhelnikovy tvar.

5. metoda grafickd — na zéklad¢ grafického znazornéni soustavy rovnic hledame feSeni (napf.
v pripad¢ soustavy linearnich rovnic se jedna o prusecik piimek).

RESENY PRIKLAD 3

Reste v R? soustavu rovnic:  2x + 3y = 13

3x-y =3

Reseni.

2x +3y = 13 feSime metodou dosazovaci

3x- y =3 >y =3x — 3
2x +3(3x-3) = 13 y =3x —3
2x + 9x-9 = 13 y=32-3
11x = 22 y =6 -3
x =2 y =3

ReSenim soustavy rovnic je uspotfadana dvojice [2; 3].
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RESENY PRIKLAD 4

Reste v R? soustavu rovnic:  2x + 3y = 14

5x -2y =-3
Reseni.
2x + 3y = 14
5x - 2y =-3

Resime metodou séitaci.
2x + 3y =14 /.(-5)
5x -2y = =3/.2
-10x - 15y = =70
10x - 4y =-6

-19y =-76

y = 4

2x + 3y =14 /.2
5x-2y =-3/.3

4x + 6y = 28
15x - 6y =-9
19x = 19
x =1

ReSenim soustavy rovnic je uspoiadana dvojice [1; 4].

RESENY PRIKLAD 5

Reste v R? soustavu rovnic: 3x - 2y =- 1
5x + 3y = 30

Reseni.

Resime metodou srovnavaci, tj. z kazdé rovnice vyjadiime proménnou X:

2y—1
3x-2y =-1 = x = 3
30 -3y
5 + 3y = 30 > x = z
2y—1 30-—3y
= 15
3 5 /
52y-1) = 3(30-3y) X
10y -5 = 90- 9y x
19y = 95 x
y =5

ResSenim soustavy rovnic je uspoiadana dvojice [3; 5].
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3.4 LINEARNI NEROVNICE

Pod pojmem nerovnice rozumime zapis nerovnosti dvou vyrazii, v nichz se vyskytuje
nezndma. Nerovnice se tedy li$i od rovnice znaky nerovnosti <, =, <, >.

Pti feSeni nerovnic pouzivame ekvivalentni Gpravy:

- vymeéna stran nerovnice se soucasnou zménou znaku nerovnice,

- nahrazeni strany nerovnice vyrazem, ktery je ji v celém oboru feSeni nerovnice roven,
- pficteni téhoz vyrazu nebo redlného ¢isla k obéma strandm nerovnice,

- vynasobeni obou stran nerovnice tymz realnym cislem riznym od nuly.

Linearni nerovnice se mize vyskytovat ve tvaruax + b = 0,ax + b >0,ax + b < 0
neboax + b <0,kdea,b € R.

POZOR! Nasobime-li ob¢ strany nerovnice stejnym kladnym ¢islem, znak nerovnosti se

nezméni. Jind situace ovSem nastava, nasobime-li ob¢ strany nerovnice stejnym zapornym
Cislem, pak se znak nerovnosti obrati.

RESENY PRIKLAD 6

V mnoZiné R feste nerovnici:

37 — 2x 3x — 8
—+4 9

< —
7 7 =73 X
Reseni,
37—2x+9<3x—8 4
2 S—-x /

2(37-2x) + 36 <3x- 8- 4x
74-4x + 36 < —x—8
3x > 118

xz%

e u . 118
MnoZina vSech feSeni linearnich nerovnice je K = <T; ).

RESENY PRIKLAD 7

V mnoziné R feSte nerovnici:
5x—6
<1

x+6
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Reseni.

5x —6

x+6

Nerovnici je nutné pievést do anulovaného tvaru, kdy na pravé stran€ nerovnice bude c¢islo 0.
Pak je tfeba na levé stran¢ nerovnice stanovit spole¢ny jmenovatel a nerovnici upravit.

<1

5 — 6
——-1<0
x+6
5-6—(x+6
( )<0

x+6
4x — 12
x+6

Po ekvivalentnich Gpravach nerovnice postupujeme netodou nulovych bodi. Zjistime, kdy se
Citatel a jmenovatel rovna nule. Tyto nulové body rozdéli mnozinu realnych ¢isel na intervaly.
Ve vymezenych intervalech budeme pomoci dosazovani libovolného ¢&isla z intervalu
zjist'ovat kladnou ¢i zapornou hodnotu Citatele, jmenovatele a vysledného podilu.

Nulové body: 4x-12 =0 x+6 =0
x =3 x = —6
(—; —6)  (—6;3) (3; )
4x — 12 - - +
X+6 - + +
4x—12
+ - +
xX+6

Dle posledniho fadku v tabulce zjistime, ktery interval vyhovuje nerovnici. V nasem piipadé
se jedna o prostedni interval, kde se nachazi znaménko minus, nebot’ vyraz ma byt zaporny.
Nulové body do mnoziny vSech feSeni dle zadani nerovnice
4x—12

xX+6

< 0 nepatfi, tj. kofenem je K = (—6; 3).

3.5 SOUSTAVY LINEARNICH NEROVNIC
Soustavu linearnich nerovnic feSime analogicky jako samotnou nerovnici. Kazdou nerovnici

soustavy vyfeSime zvlast. Mnozinou vSech feSeni soustavy nerovnic je prunikem feseni
jednotlivych nerovnic soustavy.
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RESENY PRIKLAD 8

Reste soustavu nerovnic:
1-—-2x 1+ 3x

<
3 4
1—-7x=—6x

Reseni.

1—2x<1+3x 12
3 4 /

4(1 —2x) <3(1+ 3x) 1—-7x=—6x
4 —-8x <3+4+9x —x=-1
—17x < —1 x<1

1
X>E K, = (—o0; 1)
= (g7 +)
=|—"-"400
= \17’

1 1
K=K NnK, = (—oo,l)n<ﬁ,+oo) _(ﬁ;l)

3.6 KVADRATICKA ROVNICE

Kvadraticki rovnice méa tvar ax?>+bx+c=0,proa #0.Cisla a,b,c nazyvame
koeficienty kvadratické rovnice:

2

ax kvadraticky ¢len
bx linearni ¢len
c absolutni ¢len

ReSenim této rovnice je X1 , =

—-b+VD  —-b+Vb%2-4ac
= . pro D > 0.

2a

Vyraz D = b? — 4ac oznacujeme pojmem diskriminant:

D>0 rovnice ma dva rtizné realné kofeny,
D=0 rovnice ma jeden dvojnasobny realny koten,
D <0 rovnice nema v oboru redlnych ¢isel fesent,

(fesSeni existuje vV oboru komplexnich ¢isel).
Hodnota diskriminantu D rozhoduje o po¢tu feSeni kvadratické rovnice.

Kvadratickou rovnici Ize zapsat rovnéz jako soucin kofenovych Ciniteli:
ax? +bx+c=alx—x)(x—x,) =0.
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RESENY PRIKLAD 9

V oboru realnych ¢isel R feste rovnici:

x x+2 3
xX+2 x
Reseni.
x x+2
—4+—=3 /- x(x + 2) x#+0,x# -2
xX+2 X

x x4+ @x+2)(x+2)=3x(x+2)

X%+ x%+4x +4 =3x*+6x

2x% +4x +4 = 3x?% + 6x

—x?=2x+4=0 /- (—1)
x> +2x—4=0

D=(2)%—4-1-(—4)

D=4+16
D =20
—2+v20 -2+V4-5 -2+2V5
X1 = = = =—-1++5
2 2 2
—2—v20 -2-+v4-5 -2-2V5

K ={-1-+5-1+ 5}

RESENY PRIKLAD 10

V oboru redlnych ¢isel R rozlozte kvadratické rovnice na soucin kotenovych Cinitelt:

a x2+x—-12=0
b) x2—-7x+12=0
c) x2?—8x—-9=0
d x2+8x—-20=0
e) x2+12x+20=0

f) x2—-25=0
g) x2—4x=0
Reseni.

A x?2+x—12=((x-3)(x+4)=0
b) x2 —7x+12=(x—-3)(x—4) =0
) x2—8x—-9=(x+1Dx-9) =0
d)x2+8x—-20=(x+10)(x—2)=0
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&) x2+12x+20=(x+10)(x +2) =0 |
f) x2—25=(x—-5)(x+5)=0 |
Q) xt—4x=x(x—4)=0

3.7 KVADRATICKE NEROVNICE

Kvadratickd nerovnice ma jeden z nésledujicich tvara:
ax?+bc+c>0,ax> +bx+c<0,ax> + bx+c>0,ax*> + bx + c < 0,proa # 0.

Postup pfi feSeni kvadratické nerovnice spociva v metodé nulovych bodu, které rozdeli
¢iselnou osu na intervaly. V téchto intervalech zjistujeme pomoci dosazeni libovolného cisla
Z daného intervlu hodnotu kladnou nebou zapornou.

Kvadratické nerovnice lze feSit rovnéz pomoci grafického znazornéni kvadratické funkce,

kdy zjistujeme, ktera Cast funkce lezi nad osou X (ax?+bx+c > 0)
popi. pod osou x (ax? + bx + ¢ < 0).

RESENY PRIKLAD 11

V mnoZiné realnych ¢isel feSte nerovnici:
x*—6x+8=>0

Reseni.
x2—-6x+8>0
x—-2)(x—-4)=0

Nulové body:
x—2=0 x—4=0
x =2 x=4

(-2 2)  (2:4) (4; o0)
x — 2 - + +
x — 4 — - +
(x-2)(x-4) + - +

Hledané intervaly vyhovujici dané nerovnice jsou oba krajni intervaly. Vzhledem ke
skute¢nosti, Ze se nerovnice x> — 6x + 8 > 0 mize rovnat nule, patfi do mnoZiny v§ech
feSeni nerovnice rovnéz vymezené nulové body 2 a 4, tj. K = (-o0; 2) U (4; o).
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3.8 PRIKLADY K PROCVICENI

PRIKLAD 1

Reste v R rovnici:

3 2 5
1—x2 (1+x)? (1-—-x)2

PRIKLAD 2

Reste v R rovnici:

x+2 1_3x2+x+9 x—2
x—2 3(x2—-4) x+2

PRIKLAD 3

Reste v R rovnici:

x+3+ 7x—15_ x—3
x—3 9— x2  x+3

PRIKLAD 4

x + 3y + 2z = 43
Reste v R® soustavu rovnic: 2x -2y + z = 6
4x + 4y - 3z = 28

PRIKLAD 5

2x —3y+5z= 35
Reste v R® soustavu rovnic: 3x + 2y - 4z = —10
S5x —y+2z= 31
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Reste v R nerovnici:

<0
x2—17

PRIKLAD 7

Reste v R nerovnici:

<1

X —2

PRIKLAD 8

Reste v R nerovnici:
x+1 3 1

>
x—2 x—-2 2

PRIKLAD 9

Reste v R kvadratické nerovnice:
Q) x2—2x—24>0
b) x?4+2x—3<0
c) x2+x—-2>0
d x2+25<0
e) x2—-36<0
f) x24+x+5>0
g) x2<0

3.9 RESENI PRIKLADU

D K={-3}

) K={27)

3) K=09

4) K ={6;7;8}

5) K ={4;1;6}

6) K=(-11)

7)) K= (-%;2)U(5; »)




8)

9) a)
b)
c)
d)
€)

9)

3 Rovnice a nerovnice

K = (—0;2) U (2; )

K = (—00; =4 > U< 6; )
K=(-3;1

K = (—00;—-2) U (1; )
K=9

K = (—6;6)

K=R

K = {0}
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4 MATICOVY POCET

4.1 OPERACE S MATICEMI

Zatnéme piikladem matice typu (3,4). Takto zapiSeme typ matice, ktera ma 3 tadky a
4 sloupce. Konkrétnim ptikladem muze byt naptiklad tato matice

DEFINICE 1

Matici typu (m,n) nazyvame mnozinu prvku aj uspofadanych do m fadka a n sloupct,
tj. schéma

ay Ay ... a,,
Ay Qyy . a,,
Ay Ay oev -y,

Struénéji zapisujeme: A = (ai), 1 =1, 2,...m, k=1,2,....n.

Pro zapis matic se n€kdy pouZivaji jesté dalsi 2 typy zavorek:
A= ] A=[a,].

“«

Prvni index ,,i" se nazyva radkovy index, druhy index ,,k* se nazyva sloupcovy index.
Prvky matice mohou byt redlnd ¢isla, komplexni Cisla, funkce, operatory, vektory a také
matice.

Hlavni diagonalu matice A tvofi prvky aii, a,.., ayp ,kde p = min {m,n}, vedlejsi
diagonalu prvky ain , @zn-1, 83 n-2,..-

Matice lze podle tvaru rozdé€lit na étvercové (m = n) a obdélnikové (m =n).

Matice typu (n, n) se nazyva ¢tvercova matice stupné (Fadu) n.

Bodova matice je matice typu (1,1).

Typy matic:
a. nulova matice 0, jejiz prvky jsou nuly, tj. aix =0, Vi, VK,
b. diagonalni matice je ¢tvercova matice, jejiz prvky nelezici v hlavni diagonale jsou
nuly, tj.ax=0proi=Kk,
C. jednotkova matice E je diagonalni matice, jejiz prvky v hlavni diagonéle jsou jednicky, tj.
ax=1lproi=k, ax=0proi=k,
d. trojuhelnikova matice je matice, ktera ma pod (resp. nad. hlavni diagonalou samé nuly, tj.
pro :
horni trojuhelnikovou matici je ajk = 0 pro i > K,
dolni trojuhelnikovou matici je aj = 0 pro i <k,
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e. symetricka matice je ¢tvercova matice , pro kterou plati ai = ayi , Vi, VK,
f. antisymetricka matice je Ctvercova matice, pro kterou plati ay = —a,;, Vi, VK,

4.1.1 ROVNOST MATIC

Matice A = (ajx), B = (bix) téhoz typu (m, n) se sob& rovnaji, maji-li na stejnych mistech stejné
prvky: A=B = Ajk = bik , Vi, VK.

RESENY PRIKLAD 1

Vypoététe a, b, ¢ € R, jestlize plati:

(a a+b] ( 2 5)
c 3+b) \—-2 6)°
Reseni.

Z podminek o rovnosti odpovidajicich si prvkll v obou maticich sestavime soustavu 4 rovnic:

a=2,
a+b=5,

c=-2,
3+b=6.

Resenim dostaneme: a=2, b=3, c= - 2.

4.1.2 SCITANI MATIC

Souc¢tem matic A = (ai), B = (bi) téhoz typu (m, n) rozumime matici, jejiz prvky jsou
sou¢tem odpovidajicich si prvkt v maticich A a B, t].

A+B= (aik+ bik), Vi, Vk.

RESENY PRIKLAD 2

Vypocététe A + B, je-1i dano:

-2 1 3 -2 0 -1
A= 1 0 -4, B=| 1 3 -4|
-3 2 -1 0 -1 3
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Reseni.
-4 1 2
A+B=| 2 3 -8|
-3 1 2
Vlastnosti s¢itani matic:
A+B =B+A (komutativni zékon)

A+(B+C)=(A+B)+C, (asociativni zakon)
A+0=0+A =A,
A+(-A)=(-A)+A=0.

Vsimnéte si, ze matice A, B musi byt stejného typu, matice riznych typt nelze s¢itat! Déle O

je nulova matice stejného typu jako matice A.

4.1.3 NASOBENI MATICE REALNYM CISLEM

Soucinem Ccisla r a matice A typu (m,n) nazyvame matici rA = (ray), Vi, Vk. Vysledna
matice je téhoz typu (m,n), pfitom kazdy prvek piivodni matice vyndsobime Cislem r.

RESENY PRIKLAD 3

3 —
Vypocététe rA, je-li dano r=-2, 4 :(_1 0)'

2A(—64j
ST 2 o)

Reseni.

Necht' p,q €R a A, B jsou matice t¢hoz typu. Pro néasobeni matice Cislem plati:
PA = Ap,
(-1)A = -A,
p (A+B)=pA+pB,
(P+q)A=pA+aA,
p(aA) = (pa) A,
1A=A.
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414 NASOBENI MATICE MATICI

Soucinem matice A typu (m,n) a matice B typu (n,p) v daném potadi je matice C = A.B
typu (m,p), pro jejiz prvky ci  plati: ¢, = > aby = ayby +apby, +..+a,h,.
j=1

Uvédomte si, ze podminkou existence definovaného soucinu AB je rovnost poctu sloupct
matice A a poctu fadkd matice B.

RESENY PRIKLAD 4

Vypocététe AB, je-li dano:

2 1
A=|-1 3 sl 3)
a =| — =
2 2 _49
0 -
2 1
2
0 -
2 1 2 1 -3
c. A=|-1 3|, B=|0 1 2
0 - 32
Reseni.
2 1 2(-1)+12 2.3+1.(-4)

a AB=|-1 3 (_1 _ij: (-1(-1)+32 (-1)3+3(-4)|=

0 -2 0(-1)+(=22 03+(-2)(-4)
—-2+2  6-4 0 2

=| 1+6 -3-12|=| 7 -15|

0-4 0+8) (-4 8

4+1 5
212 +

b. AB=|-1 3 (JZ -2+3|=| 1|
0 -2 0-2 -2

Nasobili jsme matice typu (3,2)(2,1) a vysledkem je matice typu (3,1).

c. Nelze nésobit matice typu (3,2)(3,3), protoze pocet fadkl prvni matice neni roven poctu
sloupci matice druhé. Soucin BA je definovan, nebot’ ndsobime matice typu (3,3)(3,2)
a vysledna matice bude typu (3,2).
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EA=AE = A,
A (BC) = (AB)C,
A0 =0A =0,

p (AB) = (pA) B =A (pB),
A(B+C)= AB+AC,
(A+B)C=AC +BC.

Komutativni zakon obecné pro soucin matic neplati! Pokud dvé matice tento zakon
splnuji, tj. plati pro né¢ rovnost AB = BA, pak se nazyvaji zaménné. Naptiklad kazda
diagonalni matice fadu n je zaménna s kazdou diagonalni matici téhoz fadu.

4.2 TRANSPONOVANA MATICE

Transponovana matice z matice A typu (m,n) je matice A" typu (n,m), ktera vznikne z matice
A vzijemnou vymeénou fadkl a sloupct ve stejném potradi (tj. preklopenim prvkii matice
kolem hlavni diagonaly). Oznacujeme ji A'.

Pro operace s transponovanou matici plati:

RESENY PRIKLAD 5

(A+B) =AT+B",
(PA)" = pA',
(AB)' =BT AT,

Transponujte matici

Reseni.

A(3—2 oj
-1 4 -3/

3 -1
AT =|-2 4.
0 -3

RESENY PRIKLAD 6

Vypoététe matici C = (—3)A"+2B', je-li dano:

N

[

-2 Oj
-1 2/

o]
I

120]
2 3
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Reseni.

Nejprve vypocitame matice transponované a pak dosadime do pozadované rovnosti.

-1 -2 3 1

A" =] 2 3|, B"=|-2 -1|,

0 1 0 2
-1 -2 3001 36 6 2 9 8
C=(-3) 2 3[+2[-2 —1|=|-6 9|+ -4 —-2|=-10 -11
0 1 0 2 0 -3 0 4 0 1

4.3 HODNOST MATICE

Na tadky a sloupce matice se muzete divat jako na fadkové a sloupcové vektory. Linedrni
zavislost a nezavislost fadkt (sloupcti) matice se pak definuje analogicky jako u vektora.

DEFINICE 2

Hodnost h(A) matice A je maximalni pocet linearné nezavislych rfadkt matice A. Hodnost
nulové matice 0 je nula. Hodnost matice je také mozné definovat jako maximalni pocet
linedrné nezavislych sloupcti matice. Obé definice jsou ekvivalentni.

Dvé matice, které maji stejnou hodnost nazyvame ekvivalentni a zna¢ime A =~ B.

Hodnost matice se nezméni, jestlize v matici provedeme tzv. fadkové elementarni ipravy:
1. vyménime dva fadky matice,

2. nasobime fadek matice nenulovym ¢islem,

3. pri¢teme-li k jednomu fadku matice linearni kombinaci ostatnich radki,

4. vynechame -li v matici radek, ktery je linearni kombinaci ostatnich radkd.

Aniz by se zménila hodnost matice Ize stejné ﬁ}%ravy provadét i se sloupci matice, nebot’ plati:
h(A) =h(A").

Urcovani hodnosti matice

Pomoci tadkovych elementirnich Uprav prevedeme matici A na horni (resp. dolni)
trojihelnikovou matici B, kterd ma vSechny prvky na hlavni diagonale nenulové. Hodnost
h(A) matice A je pak rovna poctu fadkt trojuhelnikové matice B.
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RESENY PRIKLAD 7

Urcete hodnost matice A=

W, P W
N N R~ DN
A O W
|
=

Reseni.

Hodnost matice zjisStujeme zpravidla tak, Ze danou matici prevedeme fadkovymi
upravami uvedenymi vySe na matici, kterda ma v diagonale vesmés nenulové prvky a pod
diagondlou samé nuly. Hodnost matice je pak rovna poctu fadkda.

Postupujeme tedy takto: vzajemnou vyménou prvniho a posledniho sloupce a potom prvniho
a druhého tadku dostaneme nejprve matici

0 2 13 1131
1 31 . 0 213

a potom matici
-1 2 01 -1 2 0 1
0 2 4 3 0 2 43

V dalsi Gpravé se snazime pod prvkem a;, # 0 dostat samé nuly. Toho dosdhneme, kdyz ke
ttetimu fadku pficteme prvni:

1131
0 213
0 3 32
0 2 4 3

Pro snazsi vypocet bude jednodussi, kdyz budeme mit a,, =1. Vyménime druhy a tfeti
sloupec:

O O O
D W R, w
N W N
wWw N W -

Pti dalsich upravach se opét snazime, aby prvky pod a,, byly rovny nule, proto ke tietimu
fadku pficteme druhy fadek vyndsobeny cislem (— 3) a ke c¢tvrtému tadku druhy tadek
vynasobeny ¢islem (— 4). Dostaneme:
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13 1 1
01 2 3
00 -3 -7]
00 -6 -9

Prvek a,, # 0. Snazime se, aby prvek pod prvkem a,, byl roven nule. Toho dosdhneme tak,
7e ke &tvrtému fadku pricteme tieti Fadek ndsobeny Eislem (- 2):

13 1 1
01 2 3
00 -3 -7]
00 0 5

Upravili jsme piivodni matici na matici horni trojuhelnikovou. Hodnost matice trojihelnikové
i hodnost ptivodni matice je h = 4 (pocet nenulovych fadku).

DEFINICE 3

Ctvercova matice A typu n se nazyva regularni, jestlize jeji hodnost je rovna poétu
tadka (sloupctr), tj. h(A) = n. Ctvercova matice, ktera neni reguldrni se nazyva singularni.
O regularnosti &i singularnosti hovofime pouze u &tvercovych matic. Sougin reguldrnich matic |
je opét regularni matice. |

RESENY PRIKLAD 12

Zjistéte, zda vektory u= (1,-2,5), v=(3-12), w= (2,-9,23) jsou linearn& zavislé.

Reseni.
Dané vektory napiSeme jako fadky matice a vypocitime jeji hodnost. Bude-li rovna poctu
danych vektorti, jsou vektory linearn¢ nezavislé, bude-li tomu naopak jsou vektory linedrné
zavislé.

1 -2 5 1 -2 5 | -9 5
3 -1 2|=|0 5 -13|=

0 5 -13
2 -9 23 0 5 -13

h=2 = vektory u, v, w jsou linearn¢ zavislé.
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4.4 INVERZNIi MATICE

V této kapitole zacneme jednoduchym piikladem, na kterém budeme definovat pojem
inverzni matice. Najdéte matici, kterd bude vyhovovat nasledujici rovnosti:

3 ae o o)

Nasobime matice na levé strané rovnosti a dostavame:

a+2c b+2d B 10
3a+4c 3b+4d) \0 1)

Dale feSime soustavu rovnic:

a+2c=1
b+2d =0
3a+4c=0
3b+4d =1

Reéenimje soustavyjea=-2, b=1, ¢=15, d=-0,5.

. -2 1 1(-4 2
Hledana matice je tvaru =— :
15 -05) 2\ 3 -1

I 2
Tuto matici pak nazveme inverzni matici k matici (3 4].

DEFINICE 4

Inverzni matici Kk regularni matici A fadu n nazveme matici A, pro kterou plati:
AAT=ATA=E,

kde E je jednotkova matice tadu n.

Ke kazdé reguldrni matici existuje prave jedna matice inverzni.

Vlastnosti inverznich matic:

E'=E,
(ANH*=A
(ABY* =B?A™,

Vypocet inverzni matice se provadi pomoci elementarnich fadkovych transformaci.
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RESENY PRIKLAD 13

Urcete k dané matici A inverzni matici A™, je-li:

2 -1 3
3 1
a A= : b.A=|-1 0 -2|
2 -5
3 -2 1

Reseni.

Kazdou matici A fadu n lze jen fadkovymi (resp. jen sloupcovymi) upravami pievést na
jednotkovou matici E. Jestlize se stejnych Gprav pouzije na fadky (resp. sloupce) jednotkové
matice E téhoz tadu, pak z této jednotkové matice obdrzime inverzni matici A™. Vychozi
matice je tvaru (A, E).

a. V nasledujicim schématu upravujeme matici A tak, abychom na pozicich prvka a,,, a,
dostali nulové prvky a v hlavni diagonale jednicky.

ey o 3

Nasledujici étyfi upravy vedou k vypodtu matice A™:
1. k (~3)nasobku 2. fadku ptiéteme (2)nasobek 1. fadku,
2. k (~17)néasobku 1.fadku pricteme 1.Fadek,
3. 1.fadek délime &islem (-3),
4. oba fadky délime Cislem 17.

(AE)_s 1/1 0 3 1|1 0 -51 0|-15 -3
"/ 7l2 -5|0 1) " lo 17|2 -3) | o0 17| 2 -3)
5 1
10/ = =
0 17(2 -3) |4 1|2 _3 ’
17 17

o L1 (5 1)
Inverzni matice: A~ =— )
172 -3
b. Opét se budeme snazit ziskat nulové prvky na pozicich a,;, 8y, 8,, 8,3, 85, &,. Plesné
Vv tomto potadi. Postupujeme nasledovné:
1.k (2)nasobku 2. fadku pricteme 1. fadek, k (2)nasobku 3. adku pricteme (—3)nasobek 1.
fadku,
k 3. fadku pticteme (—1)nasobek 2. fadku,
k (— 6) nasobku 2. fadku pticteme 3. fadek, k (2)ndsobku 1. fadku pricteme 3. fadek,
k (3)nasobku 1. fadku pticteme 2. fadek,
1. tadek d&lime ¢islem (12), 2. fadek &islem (6), 3. fadek &islem (- 6)

o~ wn
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2 -1 3|]100 2 -1 3| 100
(AE)=|-1 0 -2|0 1 0|~|0 -1 -1| 1 2 0l=~
3 -2 100 1 0 -1 -7|-3 0 2
2 -1 3| 1 0O 4 -2 0| -2 -2 2
~ 0 -1 -1 1 2 0|=|0 6 0|-10 -14 2
0 0 -6|-4 -2 2 0O 0 -6| -4 -2 2
1o o|-6 208
12 0 0|-16 -20 8 12 12 12
~ 06 O0]-10 -14 2|~ |0 1 O _1o 12
00 -6|-4 -22 64 62 S
o0 1| 2 = -=
6 6 6
—4 -5 2
Po zkraceni zlomk a vytknuti % dostaneme A4~ :% -5 =7
2 I -1

, s “oos “: 1
Vysledek ovéfime vypoctenim souc¢inu AA™ = E.

4.5 MATICOVE ROVNICE

~
~

Maticova rovnice je rovnice, kde neznama je matice. Pfi feSeni maticovych rovnic pouzivame
maticové operace souctu a souinu a nesmime zapomenout, Ze pro soucin matic obecné
neplati komutativni zdkon. To mimo jiné znamend, Ze pii Upravach rovnic (pokud ndsobime
rovnici libovolnou matici), je nutné obé strany rovnice ndsobit danou matici soucasné bud’

zleva nebo zprava.

Piipominame dva dillezité vztahy, které budeme pfi feSeni maticovych rovnic pouZivat:

1. pro regularni matici D plati: DD* = D'D = E,

2. pro matici X plati: XE = EX = X.

RESENY PRIKLAD 14

Reste maticové rovnice:

a) AX=B;kdeA:(_11 g)B:(é (1))
b) xA=Bikde a=(" D). B=(] 7)
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Reseni.

a) Z maticové rovnice vyjadiime matici X tak, Ze rovnici nidsobime matici A~ zleva:

AX=B J.A!
A LAX=A1B
X=A4"1B

=G )
1 — 1
x=50 )G 0)=36

b) Z maticové rovnice vyjadiime matici X tak, Ze rovnici nasobime matici A~! zprava:

XA=B /A
X.AA1=B.A1
X=B.A"1

=G DG =G D)

RESENY PRIKLAD 15

Reste maticové rovnice:

a. AX +B"X =2D" +CX, kde

ol el

-3 0 -1 -2
p—y f D: y
12 0 1
b. XA" =2C + XB", kde

(23 o ) o)

a. Nejprve vyjadiime z maticové rovnice neznamou matici X:

@]

Reseni.

AX +B"X =2D" +CX,
AX+B'X-CX =2D",
(4+B"—C)x =207
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Ozna¢me matici A+ B" —C = F a dostavame:

T , , . . . ., —1
FX =2D", (ndsobime maticovou rovnici zleva matici £ )

F'EX =2F7'D",
X =2F"'D".

4 2

2 0)

.. 1 0 0 2 -3 0
Vypoéteme matici F = + - = F
2 -1 1 3 12

0o 1
Vypocteme matici F = 1 :
2l1 -2

Dosadime do rovnosti X = 2F D" a dostavame:

1(0 1Y -1 0 -2 1
X=2= = X = :
2(1 —2](—2 J ( 3 —2}

b. Resime stejnym zptisobem uvedenym vyse:
X4" =2C+ XB”,
xX4" - XB" =2cC,
x(4"-B")=2cC.
Oznaéme matici A" —B' = F a dostavame:
XF = 2C, (nasobime maticovu rovici zpravamatici F ')

XFF™' =2CF™,
X =2CF™".

. 0 -1 1 1 -1 -2
Vypoéteme matici F = — = F= .
2 3) (-2 -4 4 7

7 2
Vypoteme matici  F = ( 4 J.

Dosadime do rovnosti X = 2CF ™! a dostavame:

-3 1y 7 2 -50 -14
X=2 - X: .
o2 ) = (G 2
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4.6 PRIKLADY K PROCVICENI

PRIKLAD 1

Jsou dany matice:

3 -2 0 -1 1
A=| 2 5|, B= 1 4], C= 6
-1 2 -7 5 -7
Uréete matice:
a. 3A, b. A+B, c. A—C, d. 2C —-5A,
PRIKLAD 2
Jsou dédny matice:
1 -1 2 0 2 0 2
A=13 4 5| B=|3 0 5|, c=[3 1
0 1 -1 7 -6 -2 4
Uréete matice:
a.A-2B b. 34-C c. A+B+C

PRIKLAD 3

Najdéte matici D tfetiho fadu tak, aby platilo A + B + C + D = 0. Matice A, B, C jsou
matice z ptikladu 2.

PRIKLAD 4

Vypoététe souciny AB a BA, kde A a B jsou nasledujici matice:

- 2 0 2 3 -2
b. A= 3 -1 -2|,B={ 0 1 1]
I -1 3 -1 2 0
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| PRIKLAD 5

Vypoctéte nasledujici souciny matic:

(2-)(132) o ?i(zo—j
& 4 PN-1 2 3 e 13 2)
0 1
—1 -2 -3 —4\1 1 -1
2 1 3 1|2 d(2121j2—2
¢ 1 2 0 3| o1 2 -1 2 -1 )
4 2 3)\4 -2 2
PRIKLAD 6
Jsou ddny matice A, B, C :
1 2 -1 -1 21 320
A=|0 1 2|, B=| 0 1 c=| 1 3 1
30 1 -1 21 -1 0 2
Urcete matice D, F, G, jestlize plati:
D=(A+B)C, F=A"-B, G=A"B.
|PRiKLAD7

Zjistéte, pro kterd X, ye R plati:

3x+2y 5 -2y +11
a. =
-1 4x+y -1

-57-




4 Maticovy pocet

-2y 1 2x-3y-1 1
b. 0 -3 |= 0 -3
-1 4x+y -1 y+38

| PRIKLAD 8

Urcete X, Ye R tak, aby matice B byla transponovanou matici k matici A :

2 0 —
a. A= x+y 3 , Bz( )
2y -4 3 7

2 X -3y 2 -4
b. A= , B= :
( 2y —4J (9 —‘J

| PRIKLAD 9

Uréete hodnost matic:

-1 2 10
-1 2 0 2 3 -1
5 0 5 2
A= 0o -2 21, B=|-1 4 14, C= .
-1 2 1
-2 3 -2 -3 1 2
1 31
PRIKLAD 10
Uréete inverzni matici A™* k matici A:
1 =2 1
3 7 4 -3
a A= R b. 4= , c. A=|3 0o -2}
-5 2 5 2
-1 -2 3
4 -2 0 1 2 4
d 4=[2 -1 1 | e. A=|2 1 0/.
o 2 =2 5 4 4
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Z nasledujici maticové rovnice vyjadiete neznamou matici X (A, B, C jsou dané matice
vhodného typu, tj. takové, aby nasledujici operace byly definovany) a uved'te, pro které
matice A, B, C se da matice X z této rovnice osamostatnit:

a. AX -C =2X+BA,
b. C+ XA =BA,

c. BX =BXA+3C,

d X4-3X=XC+B.

| PRIKLAD 12

Reste maticové rovnice:

A
S S

2 -1 0 -1 3
c. X|-3 2 1|=|-2 -1
-2 1 3 3 1

d. X

PRIKLAD 13

1 -3
1 -3|

3 1

Reste maticové rovnice.

IX+E=A A (1 2)
a. - -
M ! 3 4

b. A—3X BA(?’_jB(_lOJ
S T N
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. 5SX -2A=E, A=|-1 0

0 0 1

AX =BA, A=l0 1 1
1 11

1

. AX+B"T=C", A=| 2
-3

4.7 RESENI PRIKLADU

3 9
1) a.| 6 15
-3 6
1 -5 0
2) a| -3 4 -5
-14 13 -1
-1 -1 =5
3) -9 -5 —10
-7 7 =3

g (B
) a AB={ .
2 _

b. AB=| 8
-1

(0]
SR
111
B=[1 10
100

-1 2 1

-1 7/,B=|0

3 -4 0
2 2
b.|-2 -1
6 -1

3 -3

b. |6 11

0 5

7 1

, BA=

LJ 3;

1 4 5

4 —7|,BA=|4

g8 -3 7

9 19

c. ABnedefinovano, BA=| 2 6

10 20

-1 0|,C=
0 1

4
15
-7

3 -12
2 1
—4 -4
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8 6 1 30
; (50—]b065 17 d(oo}
ba 3 1w | “1 9 o o
13 2
24
4 12 4 2 -2 2 —4 8 4
6) D=|-1 6 8|, F=|2 0 -1|, G=|-2 5 3
6 10 6 0 0 0 02 2
7) a x=1,y=2 b. x=2,y=3
8 a x=1,y=-2 b. x=3, y=-2
9) h(A)=3, h(B)=2, h(C)=2
2 -7 2 3
10) a. ai=L A =L
4115 3 23\ -5 4
—4 4 4 0 21
¢ a'=Y_7 45 A‘I:i -2 4 2
-6 4 6 -2 40
e.  A™neexistuje (A je singularni )
11) a X =(A-2E)*(BA+C), je-li matice A—2E regularni
b. X =(BA-C)A™, je-li matice A reguldrni
c. X =3B'C(E—A)", jsou-li matice B, E — A regularni
d. X =B(A-3E—-C)™, je-li matice A—3E—C regularni
5 -6 —-6 6
12) a X=-— w1
14\-18 2 2\-4 7
18 15 -3 -21 -2 -16
c. xzé -17 -12 4 . X:% 11 -2 16
20 15 -7 -37 14 -32
0 1 4.z
13) a. X-[% .gl X =] 3 %
2 2 -1 -=
3

-61 -



4 Maticovy pocet

(340 7 7
c. X==-2 14 d X==

5 6l-2 2

6 2 3

0 -1 -1 [ 6L -1 -4
e. X=|-1-1 -1 foX=2 45 1 -3

1 2 3 -11 1 8
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5 DETERMINANTY

Kazdé ctvercové matici je piifazeno Cislo, které nazyvame determinantem matice. Pokud
matice neni Ctvercova, tak determinant definovan neni. Pro determinant uzivame tato
oznaceni:

ay .
detA:det(aij)=|A|=‘aij‘=
ay .. a,

a'1n

| DEFINICE 1

Ctvercovou matici A nazyvame regularni < det A= 0.
Ctvercovou matici B nazyvame singularni < det B =0.

| DEFINICE 2

Vypocet determinantu druhého Fadu:

a9

dy Ay

Determinant se rovna rozdilu sou¢inu prvkd hlavni diagonaly a soucinu prvkl vedlejsi
diagonaly.

RESENY PRIKLAD 1

Vypoctéte determinant

y 3
Reseni. ‘_ 1‘ =3(-2)-1(-5)=-1.

DEFINICE 3

Vypocet determinantu tietiho Fadu (Sarussovo pravidlo):
detA=
7 9p I3
Ay Ay Qpg| = 189833 — 811 8p38sy + 893831 — 818y 833 + A 38p183y — A1385,83;.

A3 Q3 A
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Sarussovo pravidlo je mozno si zapamatovat tak, ze k matici daného determinantu pfipiSeme
prvni dva sloupce, resp. prvni dva fadky matice jako Ctvrty a paty sloupec resp. ¢tvrty a paty
fadek podle schematu :

A, dp Y3 |ay Ay
Ay 8y Ay (Ay; Ay

A3 83 Q33)d3 dyp

S — + + o+
resp.
a Qp A3
dy dyp Ay
A3 Az g
- 9 9 3 t
— dy dp Ay
— +
RESENY PRIKLAD 2
1 2 -4
Vypoctéte | 3 1
-2 3 -3
Reseni.

ReSime Sarussovym pravidlem — ptipiSeme prvni dva sloupce:

1 2 -4 1 2
3 1 3 1=
-2 3 -3-2 3

=1.1(-3)+2.1(-2)+(-4)33-[(-4).1(-2)+1.1.3+2.3(-3)| = —36.

5.1 VLASTNOSTI DETERMINANTU

V této c¢asti kapitoly uvedeme nékteré dilezité vlastnosti determinantu matice. K danym
vlastnostem jsou uvedeny priklady, které si sami propoctéte.

1. Determinant matice A se rovna determinantu transponované matice A",
2 7 13 |2 4 16

Plati: 4 6 9|=|7 6 3|
16 3 8 (13 9 8
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2. Jestlize v matici vzajemné zaménime dva fadky (resp. dva sloupce), zméni determinant
matice znaménko.

2 7 13 4 6 9
Plati: 4 6 9|=-|2 7 13.
16 3 8 16 3 8

3. Spole¢ného nenulového Cinitele kK vSech prvkd jednoho tadku (resp. jednoho sloupce)
matice Ize vytknout pfed determinant.

2 7 13 1 7 13
Plati: 4 6 9|=2|12 5 9|
16 3 8 8 3 8

2 7 13 |2 35 13
Obracené: 5(4 6 9(=({4 30 9|
16 3 8| |16 15 8

4. Determinant matice se rovna nule, jestlize:

a. vSechny prvky aspoi jednoho fadku(resp.jednoho sloupce) jsou rovny nule,
b. jeden fadek (resp. sloupec. matice je linearni kombinaci fadkt (resp. sloupcil) s nim
rovnobéznych.

2 7 13
Plati: 4 6 9|=0.
16 32 53

Tteti fadek je souc¢tem dvojnasobku prvniho fadku a trojnasobku druhého fadku.

5. Jestlize k nekterému fadku (resp. sloupci) matice pficteme linearni kombinaci zbyvajicich
radki (resp. sloupctl), potom determinant nové matice je stejny, jako determinant ptivodni
matice.

6. Jsou-li A, B ¢tvercové matice stejného fadu, plati: det (AB) = detA. det B.

14 -9 7 1 2 30 2
Plati: 10 -1 2/=|2 5 042 -1 0.
12 -9 -1 4 4 -3 2
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| DEFINICE 4

Doplnék prvku a;
Ve c¢tvercové matici A vypustime i-ty fadek a j-ty sloupec. Obdrzime tak matici typu
(n—1,n—-1). Jeji determinant oznacime A; a nazveme subdeterminantem prvku a;

v matici A. Cislo A; =(-1)"JA’ nazyvame doplitkem prvku a; v matici A.

Zapamatujte si, Zze doplnék (daného prvku) je subdeterminantem (tohoto prvku)
opatieny vhodnym znaménkem.
+ - + -

-+ - + .. 5
Ve schématu je naznaCena symbolem +, resp. symbolem - ,poloha“

prvkd, jejichz subdeterminant a doplnék se sobé€ rovnaji, resp. 1i$i se znaménkem.

RESENY PRIKLAD 3
-1 3 6
Urcete vmatici | 2 1 7| doplnék prvku a,, a prvku as;.
31 -2
Reseni.

Nejprve vypocteme piislusné subdeterminanty, které pak dosadime do vztahu

A :(_1)”]'&1?

* -1 3 2+3

Ays = 3 J1=—10 = Ay, =(-1)"(-10)=10,
A§1=i $‘=15 = A, =(-1"15=15

DEFINICE 5

Vypocet determinantu Fadu n > 3 (rozvoj determinantu podle prvki urcitého radku
resp. sloupce):
Vztah pro rozvoj determinantu podle prvka i-tého fadku :

det A =ay Ay +aAp + ...+ 8, Ay

Vztah pro rozvoj determinantu podle j-tého sloupce:
det A=a ;A +a,A +. +ay Ay
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Pomoci uvedenych vztahli pocitame predev§im determinanty fadu n > 3, protoze pro vypocet
determinantli fddu n = 3 pouzivame Sarrusovo pravidlo. V nasledujicim ptikladé¢ vypocteme
determinant rozvojem.

RESENY PRIKLAD 4
2 1 2
Vypocitejte determinant (3 2 1| rozvojem podle tfetiho fadku.
2 30
ReSeni.
2 12 1 2 2 2 2 1
3 2 1f=2(-1" +3(-1)*"? +0,(-1)*" =
2 1 31 3 2
2 30
=—6+12+0=06.

RESENY PRIKLAD 5

X
. 1
Vypoctéte determinant L
e

Reseni.

e* 1 .

J|=ee*-1=¢e’-1=0.
1 e

RESENY PRIKLAD 6

2 1 3
Vypocététe determinant 2 —2 5|
1 2 -

Reseni.
Resime Sarrusovym pravidlem:
2 1 32 1
2 -2 52 -2=2(-2)(-1)+151+3.22-[3(-2)1+25.2+1.2(-1)]=09.
1 2 -11 2
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RESENY PRIKLAD 7

Urcete parametr k €R tak, aby:
a. matice A byla regularni,
b. matice B byla singularni.

321
A=/1 0 1
5 2 k
Reseni.

a. Matice A je regularni < det A # 0. Resime proto nasledujici rovnici, kde determinant
vypocteme Sarrusovym pravidlem.

3 21
1 0 1|1=0 = 6-2k=0 = k=3.
5 2 k

Matice A je regulérni pro k e (- 0,3)U(3,0).
b. Matice B je singularni < det B =0. Resime rovnici:

7 2—k
3+k -2

‘zo = k?’+k-20=0 = (k—4)k+5)=0.

Matice B je singularni pro k e {-5,4}.

RESENY PRIKLAD 8

1 1 1
Reste nerovnici: |1 2—X 1|>0.
1 1 3+ X

Reseni.
Sarrusovym pravidle vypocteme dany determinant:
(2-x)3+x)+1+1-[2-x)+1+(3+x)]>0
~x2-x+22>0
x2+x-2<0

(x+2)x-1)<0
+ +

- ® @

Reseni nerovnice je X € (—21).
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RESENY PRIKLAD 9

2 3 4
: . 1 2 3 -1
Vypocteme determinant matice B = )
3 -1 4 2
0 13 5

Reseni.
V tomto piikladu budeme rozvijet determinant podle prvniho sloupce, ale nejdiive
determinant upravime tak, aby na pozicich b,;,b;, byly nulové prvky.

3 4

1 3 -
detB =

-1 4 2

0 1 3 5

K (— 2) nasobku druhého tadku ptecteme prvni fadek. Protoze druhy tadek je upravovanym
tadkem musime determinant nasobit pfevracenou hodnotou &isla (- 2) tj. (— EJ

K tietimu fadku precteme (— 3)nésobek fadku druhého. Pfedtim jsme nasobili fadek druhy,
ale protoze se nejedna o fadek upravovany, hodnota determinantu se neméni.

2 2 3 4
. 10 -2 -3 6 . ,
Dostavame detB=|—-= , ktery rozvineme podle 1.sloupce.

2)0 -7 -5 5
0 1 35

. -2 -3 6

det B :(— 5)2(—1)2 -7 -5 5 =136.
1 35

RESENY PRIKLAD 10

2 2 3 4
. . 0 2 3 -1
Vypocteme determinant matice C = )
0 0 4 2
0 00 5

Reseni.

Pokud jsou pod hlavni diagondlou vSechny prvky nulové, pak plati, Ze determinant je roven
soucinu prvkil na hlavni diagondle. To znamend Det C=2-2-4-5=80.
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5.2 CRAMEROVO PRAVIDLO

Pomoci Cramerova pravidla miZeme feSit soustavu linearnich rovnic, je-li matice soustavy
regularni. Pro numerické vypocty neni Cramerovo pravidlo vyhodné, protoze vypocet
determinantli je pracny. Vyhodou Cramerova pravidla je explicitni vyjadieni feSeni, coz
v mnoha tivahach v matematice i v aplikacich je dilezité.

Necht’ je dana soustava n rovnic 0 n neznamych

Necht’ matice A této soustavy je regularni (tj. det A # 0). Potom soustava ma pravé jedno
fesSeni a plati:

det B, y .

X; =——— pro vSechna ie {1,2,...,n},
det A

kde B; je matice, ktera vznikne z matice A tak, ze i-ty sloupec matice A nahradime
aritmetickym vektorem pravych stran soustavy a ostatni sloupce ponechame beze zmény.
Tento postup ilustruje nasledujici ptiklad.

RESENY PRIKLAD 11

Pomoci Cramerova pravidla feste soustavu:

X — y+2z=7
2x—-3y+5z2=17
33X —-2y—-z=12.

Reseni.

Vypocteme piislusné determinanty:

1 -1 2 7 -1 2
detA= 2 -3 5 =6, detB, =[17 -3 5 =18,
3 -2 - 12 -2 -

1 7 2 1 -1 7
detB, =2 17 5 =-12, detB, =|2 -3 17/=6.
3 12 - 3 -2 12

Dana soustava ma prave jedno feseni:

(_detB 18 .
detA 6

_detBy ___12

detB, 6
= = 7 =—2"=—
det A 6

~ detA 6
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RESENY PRIKLAD 12

Pomoci Cramerova pravidla feste soustavu rovnic

2x—-3y =5
—X+2y=-3

Reseni.

Nejprve vypocteme piislusné determinanty a pak jejich hodnoty dosadime do
prislusnych vztaht.

-3
det A= ‘:4—3:1,
— 2
5 - 2 5
detB, = 2=1O—9=1, detB, = =—6+5=-1.
Na zédklad€ Cramerova pravidla dostavame:
detB, 1 detB, -1
X = L =-=1, y= =—=-1
detA 1 detA 1
5.3 PRIKLADY K PROCVICENI
| PRIKLAD 1
Vypoctéte determinanty druhého fadu.
1
3 -8 -5 4 3 V2 3 -8
a. , b. , C : d. ,
2 4 -2 3 3 3 -6 16
42 2
| PRIKLAD 2
Vypoctéte Sarussovym pravidlem determinanty tietiho fadu.
3 -2 0 5 -1 3 0 2 2 100
a|l-1 -5 2, b.|2 4 -2, c.12 0 2, d|-1 50
2 3 14 6 2 2 20 4 3 8
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PRIKLAD 3

Vypoctéte determinanty rozvojem podle vhodného fadku nebo sloupce.

3 2 1 x
a. -8 b5 , b. |0 Xx 0,
0 30 X 0 =X
1 -1 2 0 2 1 -8 3
-2 11 0 -2 8 -
C. , d. ,
1 2 2 0 4 -7 -2 0
0O 1 2 2 -1 3 1
1 2 1 - 1 2 3 4
1 -1 2 2 1 4 3
e , f. )
0O 1 2 3 2 14
-1 0 1 4 3 1 2
PRIKLAD 4
Reste nasledujici rovnice a nerovnice.
2x -3 a+x X )
a. >0, b. =a’,
Xx-1 1-X -X X-a
1 1 1 X 3 2X
c.l 2-x 1 [>0, d.|-1 2 <0,
1 1 3+ X 11 2
0 2 X 1 x X
e./0 1 x+2/>0, f.1 1 x/=4.
5 -3 1 1 1 1
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PRIKLAD 5

Upravte a vypoctéte determinanty.

a a’ a° 2 -3
all 2 a?, b.l6 -6 2.
2 1 a? 2 -1 2
PRIKLAD 6

Pro ktera a € R je determinant D roven nule?

a 1 1

D=4 2 -a?

2 2 4
2

PRIKLAD 7

Pro ktera a € R je determinant D zaporny ?

-1 a 3
D=|-2 1 a
1 -5 -7

| PRIKLAD 8

Urcete parametry v danych maticich tak, aby matice A, C byly singularni a matice B, D byly
regularni. Matice jsou:

2 ¢ -1 -1 1 1
6 4+a 3+b 6 9
A= , B= , C=/0 1 -1, D=|d° 2d 1|
a+l 5-a 6-b b
2 -2 1 2d 1 0
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PRIKLAD 9

Cramerovym pravidlem feste soustavy linearnich rovnic:

a. Ax+y—-z=2 b. —-2x+2y-z=-3 C. —2x+y+3z=1
-y+z=-10 y+3z=-4 3X+2y+32=-2
2X+3y -2z =24, 4Xx—-y+27 =3, -X+3y—-z=8.

5.4 RESENi PRIKLADU

1) a 28 b. -7 C.2 d 0
2)  a-43 b. 0 c.16 d. 40
3)  a-—42 b. — 2x? c.—24 d.o e.5 f.— 60
3
4) a X€<l,§> b.x=+a ¢ xe(-21) d.x e (3,)
e. xe(~4,) f. x e {~13}
5) a. a*-2a° b. 10

6) ae{-202}

7) ae(217)
8) ac{-13,2}, beR-{-12,3}, c=0, deR—{—%,l}
9) a (-28-2) b. (1,-1,-1) c. (-1,2,-1)
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6 SOUSTAVY LINEARNICH ALGEBRAICKYCH ROVNIC

| DEFINICE 1

Soustavou m linearnich algebraickych rovnic o n nezndmych nazyvame soustavu

Ay Xy +8pXo o+ 80Xy = by,
a21X1 + 8.22X2 +..+ aZan = bz,

(S)

Amy Xy + 8o Xy + oo+ 8 X, =Dy

kde a,,b (i=12,...m, k=12,..,n) jsou realna &isla.
Resenim soustavy (S) nazyvame kazdou uspofddanou n-tici (ul,uz,...,un) realnych Ccisel
takovou, ze po dosazeni u; za X; do soustavy (S) dostaneme m identit.

Kazdou soustavu (S) 1ze zapsat v maticovém tvaru AX = B, kde

ap; ap, X by
A=l , X = , B =
a'ml . amn Xn bm
Qq e Ay
Matice A=| ....cevrnn. se nazyva matice soustavy (S).
aml ' amn
apy ay, b1
Matice A = ...ccco et e, i... | se nazyva rozSiFena matice soustavy (S).
aml amn:bm

v

Soustavé linearnich rovnic (S) odpovida praveé jedna rozsifena matice soustavy A.a naopak.

v

Jinak feCeno kaZzdou soustavu linearnich rovnic lze charakterizovat rozsifenou matici
soustavy. VSimnéte si, Ze roz§ifenou matici soustavy tvofi koeficienty u nezndmych a sloupec
pravych stran rovnic soustavy, ktery pro vétsi prehlednost oddélujeme svislou pierusovanou
carou.
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DEFINICE 2

Pokud je wvektor pravych stran (bl,b ,...,bm)T ;t(0,0,...,O) nazyvame soustavu (S)

nehomogenni soustavou linearnich rovnic, pokud je vektor pravych stran nulovy, nazyvame
soustavu (S) homogenni soustavou linearnich rovnic.

V dal$im textu budeme znacit: h hodnost matice soustavy (S),

= hodnost rozsifené matice soustavy (S).

>
|

Bud’ plati h, =h nebo h, =h+1. Jiny pfipad nastat nemtze. To plyne snadno z definice
hodnosti matice.

6.1 NEHOMOGENNI SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Ze zkuSenosti vime, ze pfi feseni soustavy (S) mize nastat jeden ze tii ptipadi:
- soustava linedrnich rovnic (S) nema feSeni,

- soustava linearnich rovnic (S) ma prave jedno feSeni,

- soustava linedrnich rovnic (S) ma nekone¢né mnoho feseni.

Kdy ma soustava linedrnich rovnic (S) reSeni ?
Na tuto otazku odpovida Frobeniova véta.

VETA 1

Soustava line4rnich rovnic (S) ma feSeni pravé tehdy, kdyz hodnost matice soustavy je rovna ‘
hodnosti rozsifené matice soustavy. ‘

Jestlize zjistite, ze hodnosti danych matic A a A, se rovnaji, pak soustava ma feseni. Kolik
Feseni ma danda soustava (S) ? Na tuto otazku Frobeniova véta neodpovida!

Necht’ soustava linearnich rovnic (S) ma feseni, h je hodnost matice soustavy a n je pocet
neznamych.

Nyni zodpovime otdzku o poctu feSeni soustavy. Plati:

a. Jestlize h =n, potom soustava (S) ma pravé jedno feseni,

b. Jestlize h <n, potom soustava (S) ma nekonecné mnoho feSeni. Pfitom lze feSeni ziskat
tak, ze za n—h neznamych lze dosadit libovolna realna Cisla a ostatni neznamé jsou pak
urceny jednoznaéné.
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RESENY PRIKLAD 1

Najdéte vSechna feseni nehomogenni soustavy linearnich rovnic:

3% +3X, + 2%3 = 10.

Reseni.

K feseni pouzijeme znamou Gaussovu elimina¢ni metodu. Pouzitim fadkovych elementarnich
uprav prevedeme rozsifenou matici soustavy na horni trojuhelnikovou matici:

12 3.4y (1 2 3 4 (1 2 3} 4
2 1 -1} 3[~|0 -3 -7!-5|~[0 -3 -7 !-5]|
33 2i10) (0 -3 -7:-2) (0 0 o0 3

Matice soustavy A ma po tpravach posledni fadek nulovy, proto plati h = 2. Protoze h, =3,
neni splnéna Frobeniova podminka a dana soustava nema feseni.

RESENY PRIKLAD 2

Najdéte vSechna feSeni nehomogenni soustavy linearnich rovnic:

X; +Xo — X3 — X4 =0,
X, +2Xy — X5+ X4 =5,

Reseni.
Zda soustava ma feSeni, provétime stanovenim hodnosti matic:

1 -1 -1{0) (1 1 -1 -1}0 1 1 -1 -1,

-1 1 21| |0 -3 3 41 0 -3 3 4! 1

2 -1 1:5/]0 1 0 2is 0 0 3 10:16]
1 1 1 -1:4) 0 2 0 -2:4 0 0 0 -6:-6
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Hodnost matice soustavy h = 4, hodnost rozsifené matice soustavy h, =4 a rovnéz pocet

neznamych n = 4. Proto ma soustava pravé jedno feseni: Najdeme jej tak, ze posledni matici
piifadime soustavu rovnic:

X+ Xp —Xg =X, =0,
—3X, +3X3 +4x, =1,
3x%; +10x, =16,
—6X, =6,

kterou feSime postupné ,,zdola nahoru®.

Z posledni rovnice vypo¢teme X, =1. Po dosazeni x, =1do pfedposledni rovnice dostaneme
Xs = 2. Analogicky z dalsi rovnice je X, =3. Nakonec z prvni rovnice soustavy vypocteme
X, = 0. Hledanym feSenim soustavy je vektor x = (O, 3, 2, 1).

RESENY PRIKLAD 3

Najdéte feSeni soustavy dvou linearnich rovnic o 3 neznamych:

X +2X, —4X; =7,

Reseni.
o , ) 12 -4:7
Rozsifena matice soustavy ma tvar: I
01 -1:1

v

Hodnost rozsifené matice soustavy h, =2, hodnost matice soustavy h = 2, pocet neznamych
n = 3. Protoze h < n soustava ma nekone¢n¢ mnoho feseni, zavislych na 1 parametru, nebot’
n—h =3 -2 =1. Mizeme zvolit X; =t, t € R. Po dosazeni do druhé rovnice dostaneme:
X, =1+1. Posledni nezndmou vypocteme z rovnice prvni: X, =5+ 2t.

Vsechna feSeni soustavy se pak daji zapsat ve tvaru:

X =542t
X, =141,
X; =1,

kde t e R. Vysledek miizeme zapsat také vektorove:

x=(510)+t(211), kde teR.
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RESENY PRIKLAD 4

Najdéte vSechna feSeni nehomogenni soustavy linedrnich rovnic:
X, +3X,— X, = 6
2% — X+ X3 = 1.
3%, +2X, +3X%;, =10
ReSeni.
Upravime rozsSifenou matici na horni trojihelnikovy tvar a na zaklad¢ Frobeniovy véty
zjistime, zda ma soustava feSeni.

1 3 -1| 6 1 3 -1 6 1 3 -1 6
2 -1 1| 1|»|0 -7 3|-11|~/0 -7 3|-11
3 2 3|10 0 -7 6] -8 0 0 -3| -3

Vidime, Ze hodnosti matice soustavy i matice rozSifené se rovnaji a proto soustava ma feSeni
a to jediné. Z posledniho fadku vypocéteme X, =1.

Z druhé rovnice —7X, +3%, =-11 = X, =2
Z prvni rovnice X +3X, —X; =6 = X =1.

RESENY PRIKLAD 5

Najdéte vSechna feSeni nehomogenni soustavy linedrnich rovnic danou roz$ifenou matici
soustavy:

11 -2 32
43 -1 55
10 5 —4:-1f
2 1 3 -1: 1

Reseni.

Matici upravujeme na trojihelnikovy tvar Gaussovou elimina¢ni metodou:

1 -2 3,2 1 1 -2 3. 2

3 -1 5{5[ |0 -1 7 -7:-3| (1 1 -2 3 2
0 :
1

5 —4:-1| 0 -1 7 -7:-3["lo -1 7 -7:-3
3 -1: 1) 0 -1 7 -7:-3

N B B

ProtoZze h =h, =2 je splnéna Frobeniova podminka a feSeni soustavy existuje. ProtoZe pocet
nezndmych je n = 4, ma soustava nekoneéné mnoho feSeni zavislych na (n—h=2)
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parametrech.

X3:S, X4:t,

Z druhé rovnice soustavy

vidime, Ze muzeme napiiklad volit

kde s,t € R. Dosadime do druhé rovnice a dostavame x, =3+7s—7t. Po

dosazeni X,, X3, X, do prvni rovnice ziskdme po upravé x, =—1-5s+ 4t.

Reseni soustavy je:

kde ¢,s € R, neboli

x, =—1-5s+4t,
x, =3+7s-7t,
X, =5,
X, =t

6.2 PRIKLADY K PROCVICENI

PRIKLAD 1

x =(-130,0)+5s(-5,7,1,0)+t(4,~7,01), kde t,seR.

Urcete feSeni nehomogenni soustavy linearnich rovnic

— X —2Xy + X3+ X, =9,
X+ X =0,
—3X + Xy — X3 — 2%, =15,

3% —X, =6,

3 + X+ X3=0,

X +X; —2X3— 71X, +3X; =4,
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2%, +3X, +2X%3 = 2,
X+ Xy 4+ 2% =1,

2% +4X%, =6,

— X —3X, +2X3 =—7,

d —x +2X%3—3%, =1,

3% +2X, —Xg+X, — 2% =1,
f. —x +TX3 =X, + X5 =2,
8% +6X, +4X5 +2X, —5X5 = 3,

h. 2x, — 2X, + X3+ X, =—2,




PRIKLAD 2
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Najdéte vSechna feSeni nehomogenni soustavy linedrnich rovnic

matici soustavy A, , kde:

11:5 2 -1
a A =1 -1 11| b. A=|3 -5
1 01:3 4 -7
1 -2 3 -4 4 1 1
C a0 1-1o1-3p 13l
Ar_130—351’ A PR
0 -7 3 1:-3 1 2
2 -1 1 -1;2 12
o a_|3 738 5 0:3 foa_|3 5
AEI 1S3 20 A=l s
3 0 -2 -3:3 3 8
6.3 RESENi PRIKLADU
1)
a. x=(-22-70)
b. x=(-54,0)+t(-4,21), teR
C. x:[—g,—lAj
77
d. soustava nema feSeni
e. x=(1-10,0)+ s(—1,0,0,1)+t(—%,—%,1,0}, s,teR

f. soustava nema feseni

3/
1!

9

—4,

11 35

-1

4
6

-2

24

2

3

3!
~1 -2
1
_1;

_3;
_4
3!
~19

AX=b srozsifenou

1

6
—4

10 |

9. x=(4,00,00)+r(-30,0,01)+5(7,0010)+1(2,010,0)+u(-110,0,0) r,stucR

7

x =(2,30,0)+ S(O,%,O,lj +t(3,§,1,0

h. x=(-130,0,0)+r(-30,01)+s(4,-7,01,0)+t(1,—4,1,00) r,steR

j s;teR
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2)

x=(122)+t(10-1), teR

soustava nema fesSeni
x=(-836,0)+1t0121), teR

(-1-101)
(21,01)+s(2,7,30)+t(1,1,01)s,t e R
(5-2,0,0)+5(8,-6,1,0)+t(-7,501)s,t R

X
X
X
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7/ POSLOUPNOST A LIMITA POSLOUPNOSTI

7.1 POSLOUPNOST

DEFINICE 1

Nekonecnou ¢iselnou posloupnosti prvki ciselné mnoziny je funkce, kterd kazdému
prirozenému Cislu n pfitazuje realné cislo.

Jelikoz je to funkce, ma funkéni piedpis, defini¢éni obor (je to mnozina piirozenych ¢isel N),
obor funkénich hodnot (je to mnozina realnych ¢isel), graf (je to mnoZina izolovanych bodii
V roving).

V matematice se setkavame také s posloupnostmi, jejichz prvky nejsou cisla, napf.
S posloupnostmi bodi, usecek, funkei a podobné. V této kapitole se budeme zabyvat pouze
¢iselnymi posloupnostmi, a proto ptivlastek ¢iselna u posloupnosti vynechame.

Posloupnost mizeme zapsat napiiklad tak, ze postupné za sebou piseme prvky
a,,a,,a,,...., které tato funkce pfifazuje &islim 1, 2, 3 ..., nebo pouzitim zapisu  {a,, };Ozl .

Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme pouzivat jednodussiho zapisu {an }

RESENY PRIKLAD 1

. . [y
Napiste prvni Ctyfi ¢leny a a,,, ¢len posloupnosti {( ) } .

n
n=1
Reseni.

n=1 = a=-1
n=2 = a,= 1

2
n=3 = a3=—1,

3
n:4 - a4: 11

4
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RESENY PRIKLAD 2

o (2n-1"
Napiste ¢leny a,,a,,;,a,, posloupnosti :

Reseni.
23-1 5
n=3 = a,=——=—,
3 3

enil = 4 =2(n+l)—1=2n+l

n+l

n+1 n+l’
n=11 = a,, neexistuje, posloupnost ma jen 10 ¢lend.

Budeme se zabyvat zejména nekone¢nymi posloupnostmi, a proto pfivlastek nekonecna
vynechdme. Pokud plijde o kone¢nou posloupnost, tak ptivlastek kone¢nd bude explicitné
uveden.

Zadani posloupnosti:

a. vzorcem vyjadfujicim n-ty ¢len posloupnosti a,, .

Naprtiklad: Vzorcem a, =

je dand posloupnost, jejiz n-ty ¢len je a, pro kazdé ne N.
n+

., atd.

b. rekurentné zadanim prvnich n ¢lent posloupnosti a rekurentniho vzorce, ktery vyjadiuje
(n+k)-ty ¢len posloupnosti pomoci piedchozich k ¢lend. To znamena, Zze pfi rekurentnim
zadani kromé& vzorce musi byt uvedeno i prvnich k ¢lenti posloupnosti.

Vzorcem a, , =a, +2a,,,,a, =0,a, =1 je dand posloupnost
a, =0,
a, =1,
a,=a,,=a +2a,=0+2-1=2,
a =a,,=4a,+2a,,=1+2-2=5,
a =a,,=a, +2a,,, =2+2-5=12,
a;=4a,,=4a,+2a,,,=5+2-12=29,
atd.

c. graficky, grafem posloupnosti je mnozina izolovanych bodt A (n,a,).
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Obrazek 7-1: Graf posloupnosti

a, A9
°
A2 Ad A6
° ° ° A7
°
A3 A5 A8
° ° °
A1
°
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ze stfedni Skoly znate dvé posloupnosti. Je to aritmetickd posloupnost a geometricka
posloupnost.

DEFINICE 2

Aritmeticka posloupnost prifazuje ¢islu n hodnotu a, linearni funkci. Rozdil mezi dvéma

po sobé jdoucimi ¢leny je konstantni, nazyva se diference aritmetické posloupnosti a zna¢ime
hod. Plati: a, =a, +(n—-1)d.

W 7 W o 4 n W v re . . ’
Soucet prvnich n clenti je dan vzorcem: s, = E(a1 +a,). Je to soudet kone¢né aritmetické

posloupnosti.

Soucet nekonecné aritmetické posloupnosti je vzdy roven oo, resp. —oo, V zavislosti na
znaménku diference d # 0. Pro d =0 Vv zavislosti na znaménku a, .

RESENY PRIKLAD 3

Sectéte vSechna piirozena Cisla od 1 do 1000.
ReSeni.

Cisla 1,2, 3, ...... , 1000 tvofi kone¢nou aritmetickou posloupnost s diferenci d =1, prvnim
¢lenem a, =1, pocet €leni této posloupnosti je n =1000.

Soucet prvnich 1000 &lenti je s, = @(1 +1000) = 500500.
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DEFINICE 3

Geometricka posloupnost ptifazuje ¢islu n hodnotu a, exponencialni funkci. U geometrické
posloupnosti je konstantni pomér mezi libovolnym ¢Elenem a, (n=>2) a piedchazejicim
¢lenem a, , . Tuto konstantu zna¢ime g, ¢islo g se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.
Plati: a, =a,q"".

Jestlize kvocient ¢ =1, potom pro soucet S, prvnich n ¢lend posloupnosti plati:

1-g" . ¥ < . o :
9 Jedn se o soucet konetné geometrické posloupnosti.
Jestlize |g| <1, Ize se&ist i nekone¢nou geometrickou posloupnost.

a
Pro soucet S V tomto piipadé plati: s = 1—1 .

-9

RESENY PRIKLAD 4

n
n+2

Nakreslete graf posloupnosti dané n-tym ¢lenem a, =

Reseni.
123 100 1000
Je to posloupnost < =, = ,=,...,—,...,——,...
357 102 1002

Je ztejmé, ze Eleny posloupnosti se blizi k ¢islu 1, jak je znazornéno na Obr. 7.2.

Obrazek 7-1: Graf posloupnosti a, =

n+2
a, 17 .
e o 0 O o o ©°
0,8‘ ......O.
[ J
0,6 A °
[ J
044
0,2
O T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
01234567 891011121314151617181920
n

-86-




Radmila Stoklasova; KVANTITATIVNI METODY

7.2 LIMITAPOSLOUPNOSTI
Pojem limita patii k zdkladnim pojmiim matematické analyzy.

Posloupnost {a,}
"ptiblizovat" k realnému c¢islu A (fikdme, ze ma vlastni limitu) nebo k nevlastnimu cislu

oo, resp.-oo (fikdme, Ze ma nevlastni limitu). Posloupnost nemusi mit ani vlastni ani

se pro ,,n jdouci do nekonecna® (oznacujeme N —» oo0) muize

nevlastni limitu, napt. posloupnost {—1,2,—3,4,—5,6,...}, neboli {(—1)”n}:0=1. Nakreslete graf
této posloupnosti.

DEFINICE 4

Definice vlastni limity nekonec¢né posloupnosti

Nekonecna posloupnost {an }:O:l ma vlastni limitu A, kdyZz K libovolnému realnému ¢islu

& > 0 existuje takové ptirozené ¢islo n,, ze pro kazdé pfirozené n > n, je splnéna nerovnost

an—A|<g.

PiSeme lima, = 4, uzivame pfi tom zkratky latinského slova limes.

n—>o0

Posloupnost, kterd ma tu vlastnost, Ze se jeji Cleny, po¢inaje nékterym, libovolné malo 1i8i od
¢isla A, ma v tomto ¢isle svou mezni hodnotu.
Kdyz je limita nekonecné posloupnosti vlastni, pak fikdme, Ze posloupnost je konvergentni.

RESENY PRIKLAD 5

, y . e . v - n
Na zéakladé definice vlastni limity posloupnosti dokazte, ze plati lim P =1.
n—ow N 4+

ReSent.

K libovolnému & > 0 musime ur¢it ¢islo n, tak, aby pro kazdé n > n, platila nerovnost

n
-li<e¢.
n+2
Provedeme nasledujici Gpravy:
n -2 2
-1 = = <eé&.
n+2 n+ 2| n+2

Cislo n, ur¢ime jako nejmensi pfirozené ¢islo, pro které plati
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7 Posloupnost a limita posloupnosti

< & neboli n22—2.
n+2 &

Pro £ =0,01 je hledané ¢islo n, =18, pro €=0,0001 je n,= —2=19999 atd.

0,0001

DEFINICE 5

Definice nevlastni limity posloupnosti
Nekonecna posloupnost {an }::1 ma limitu o« (,,plus* nekone¢no, oznacuje se také +0), kdyz
K libovolnému realnému ¢islu M > 0 existuje takové pfirozené &islo n,, ze pro kazdé
pfirozené n > n, je splnéna nerovnost a, >M .

PiSeme lima, =o0.

n—o0

Nekone¢na posloupnost {an} ma limitu —oco (minus nekone¢no), kdyz k libovolnému
realnému Cislu M > 0 existuje takové pfirozené €islo n,, ze pro kazdé pfirozené ¢islo n > n,
je splnéna nerovnost a, <-M .

PiSeme lima, = —o0.

n—oo

Pokud je limita nekone¢né posloupnosti nevlastni nebo limita neexistuje, pak fikame, ze
posloupnost je divergentni.

RESENY PRIKLAD 6

Na zakladé definice nevlastni limity posloupnosti dokazte, Ze plati limn? =oo.

n—oo
Reseni.

K libovolnému redlnému ¢islu M musime urcit n, € N tak, Ze pro kazdé pfirozené n > n,

plati nerovnost n* > M . Z této nerovnosti uréime &islo n, .
Dostavame n >+ M ;n,stanovime jako nejmensi pfirozené Cislo, pro které plati n, > M .

Napft. Pro M =107 hledané ¢&islo n, je n, =+/10° =10.
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DEFINICE 6

Posloupnost {an} se nazyva ohranifena (téZ omezena), je-li ohrani¢ena shora i zdola. Shora
je ohranicena tehdy, kdyz existuje Cislo k takové, ze pro kazdé n plati a, <k . Zdola je

ohrani¢end tehdy, kdyz existuje ¢islo m takové, Ze pro kazdé pfirozené n plati a, >m.

DEFINICE 7

Rikame, Ze posloupnost {an }:;l je neklesajici, resp. rostouci, jestlize
a, <a, provSechna myne N, m<n,resp. a,6 <a, provsechna mne N, m<n.
Rikame, Ze posloupnost {an }:;l je nerostoucti, resp. klesajici, jestlize

a,, = a, provSsechna mne N, m<n,resp. a, >a, provSechna mne N, m<n.

Jestlize je posloupnost {an }n:1 bud’to neklesajici, rostouci, nerostouci nebo klesajici, fikame,

Ze je monotonni.

Pro monoténni posloupnosti plati:

=

Monoténni posloupnost ma vzdy limitu (vlastni nebo nevlastni).

2.  Limita neklesajici nebo rostouci posloupnosti je rovna supremu této posloupnosti, tedy
lima, =sup{a,;neN}.

X—00

3.  Limita nerostouci nebo klesajici posloupnosti je rovna infimu této posloupnosti, tedy
lima, =inf{a,;neN}.

X—00

Vypocet limit posloupnosti

K vypoctu limit posloupnosti vyuZzijeme znalosti limit jednoduchych zékladnich posloupnosti,
zakladnich vét o limitach a znalosti operaci s prvky v R*, zejména s oo a —oo.

Nasledujici soubor 12 pravidel ptfedstavuje matematické véty, které lze odvodit piimo
Z definice limity. Peclive si je projdéte a dobfe si je zapamatujte! Budou se vam pozdéji hodit
K vypoctim piikladt limit.

Pravidla pro vypocet vlastnich limit

Pro vlastni limity lima ,=a, limb =b, g>0,neN, keR plati:

n—oo

1. lim(a, £b,)=lima, £limb, =a<b,
n—oo n—oo n—o0

2. lim(a, -b,)=Ilima, -limb, =a-b,

n—o0

lima,
3. lim| 2 =".—>L=g,b¢0,
o\ b limb, b

n—x0
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7 Posloupnost a limita posloupnosti

4. limifa, = flima, , I € N

n—»oo 1’1—)00

lima,

nN—o0

5. lima,|=

n—oo

GJWM,Hmalm%—Hmf—l

n—oo n—®©

lima,

7. limg™ =g~ ",

8. je-li a, >0,c¢>0,c#1,paklimlog_a, =log, lima,,

n—>0

10. existuje-li lima, paklima’ :Qiman)k ,

n—0 n—0

11. Iim(1+l) =g,
n—oo n

(e= 2,718 je Eulerovo ¢islo, zaklad pfirozenych logaritmit),

o _ k"
12. je-li lima = oo, resp. -0, potom I|m(1+—j =g,
n—o n—o an

Pravidla pro vypo¢et nevlastnich limit

Dale se budeme zabyvat limitou souctu (soucinu a podilu) dvou posloupnosti, pfi¢emz
alespon jedna nebo obé& maji nevlastni limitu.

Uvazujme posloupnosti{a, }”_, {b,}" a&islo a € R. Plati tato tvrzeni:

1. Jestlize lima, =a, limb, =co, resp. limb, =—wo, potom lim(a, +b,)=10.

n—oo nN—o0 n—o0

Symbolicky lze toto tvrzenl zapsat takto: ,,a+o00==400".

. a
2. Jestlizelima, =a, Ilmb = oo, resp. limb, =—0, potom lim—=0.

n—o n—w n—o b

Symbolicky: ,,—— =0

3. Jestlizelima, =a, a>0, limb, =00, potom lima b, =,

n—o n—oo n—o

pokud a <0, potom r|1im ab, =—
—>o0
Symbolicky: ,,a-c0c=00 pro a>0, a-co=—o0 pro a<0*.

4.  Jestlize lima, =0, limb, =0, potom lima, -b, =x.
n—ow n—o n—o0

Symbolicky: ,,00-00 =00

5. Jestlize lima, =, limb, =00 , potom lim(a, +b, ) =00

n—oo n—oo n—oo
Symbolicky: ,,00+00 =00°
6. Jestlize lima, =, lim bn =—o0, potom lima, -b, =—

n—oo n—oo n—oo

Symbolicky: ,, 00 (—0) = —
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7. Jestlize lima, =0, limb, =0, potom lim(a, +b, )=—oo.
n—owo n—o0 N—
3

Symbolicky: ,, —00 — 00 = —o0*

8.  Jestlizelima, =—0, limb, =—c0, potom lima, -b, =x.

n—o n—oo n—oo

Symbolicky: ,, (—0) - (—o0) = 0

Neurcité vyrazy

., et . 0 +oo Y
Celkem rozeznavame neur¢ité vyrazy typi oo — oo, 0 10 0-(#0), 0°, (+0)°, 1.

o0

Jestlize pfi vypoctu limit po dosazeni limitni meze zjistime, ze limita je neurcCity vyraz
musime tento vyraz vhodnym matematickym obratem (délenim nebo rozsifenim) ptevést na
,LurCity* vyraz, tj. vyraz, jehoz limitu zname.
V nasledujicich dvou piikladech vysvétlime vypocet limit posloupnosti, ve kterych a, je
podilem mnoho¢lent (raciondalnim lomenym vyrazem).

RESENY PRIKLAD 7

e 1 . 2n? -3n+5
Vypoctéte lima, = lim ———.
N> n>* 34+7n-6n
Reseni.

Limita je neurdity vyraz . Nebot lim(2n*-3n+5) =0 a lim(3+7n-6n°)=—0. Vyraz
n—w n—o

pro n-ty ¢len posloupnosti upravime tak, ze Citatele i jmenovatele délime nejveétsi mocninou n.

2n®>  3n 5 . .3 .5
fim A’ nt e wep e 201
n—sw 3 Tn 6}12 li 3 . . non — 6 3
4+ —— lim— +lim——lim6
n2 nZ nZ n—wo g n—wjp  n—w©
. .y 3 .5 .3 T
Uvédomte si, ze lim— =0, IIm—2:0, Ilm—Z:O, lim—=0.
n—ow n nN—o0 n n—o n nN—o0 n

Uvedenym zpusobem muzeme postupovat vzdy v ptipadé vypoctu limity posloupnosti, jejiz
n-ty ¢len ma tvar racionalniho lomeného vyrazu obsahujiciho proménnou n, tj. v Citateli
I ve jmenovateli se nachazeji mnohocleny. Nasledujici véta nam dava navod na velmi rychlé
a elegantni feSeni.
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7 Posloupnost a limita posloupnosti

VETA 1
. P.(n) ) y y .. . . y y
Jestlize a, = oM’ kde m je stupen mnohoclenu v Citateli, r je stupenn mnohoClenu ve
n
r
jmenovateli, potom:
0 prom>r
0 prom<r
. P.(n) , o
IlmQ—(): podil koeficienta
n—o0 n
' pii nejvyssich prom=r
mocninach n

RESENY PRIKLAD 8

Vypoctéte
: . n®-n®+2
a. lima, =lim — 5 >
n—o o n® +4n° —-2n
: _ n®+5n+1
b. lima, =lim———,
n—o n—c0 n-3
: . 2n®-6n°+4n-8
c. lima, =lim — 5 :
e e 5n° +7n° -2n +2
Reseni.
: . Py(n) . y y NI v N
a. lima, =lim———==0, protoze stupefi mnohoc¢lenu v ¢itateli je mensi nez stupen

n—w n—>o Q5 (n)

mnohoclenu ve jmenovateli, to znamena st P (n) <stQ,(n).

. . P,(n s
b. lima, =lim P = o0, protoze stupenn mnohoClenu v Citateli je vétsi nez stupen

n—w n—>o Ql (n)

mnohoclenu ve jmenovateli, to znamena st P, (n) > st Q, (n).

. . P,(n) 2 - T
c. lima, :“mQ3—(()):E’ st P,(n) =st Q,(n), koeficient u n® v citateli je 2, ve
n—o0 n—oo n
3

jmenovateli je 5.

Limity algebraickych vyrazli zaviseji na ¢lenu, ktery nejrychleji roste pro rostouci n a na
operaci stimto ¢lenem provadéné. Pamatujte si, ze ze znamych funkci nejpomaleji roste
funkce logaritmus log n (argument je n), potom nasleduje mocnina n*,(a > 0), rychleji roste
exponencialni funkce a" ,(a >1), jesté rychlejsi je faktorial n! a nejrychlejsi je n". Sefazeny
vzestupné podle rychlosti ristu (od nejmensiho k nejvétsimu) mohou byt takto:
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log n,...,‘{/;, 3\/;, \/Z, n,nz,n3,n4,...,2”,3",4”,...,(n—1)!, n!,(n +1)!,...,n".

V nasledujicich ptikladech vysvétlime vypocet limit posloupnosti, ve kterych a, je
iracionalnim vyrazem a zaroven se jedna o limitni typ ,,co—o0* Vyraz urCujici a, vhodné

rozsifime. Pouzijeme identity znamé z algebry: a*> —b* =(a—b)(a+b). To znamena misto
2 b2
vyrazu a —b napiSeme vyraz

a+b

RESENY PRIKLAD 9

Vypoctéte lima, = Iim(\/4n2 +5n-7 —Zn)

nN—aoo nN—aoo

Reseni.
Jedna se o limitni typ ,,00—o0“ nebot’ lim+/4n* +5n—7 =0 a lim(-2n) = —o.
Limitni vyraz vhodné rozsitime

(x}4n2 +5n-7 —2n)(«/4n2 +5n-7 +2n)

Iiman:Iim( 4n2+5n—7—2n):lim =

.
5"
=Iim\/$ = lim n _5
4n® +5n—7 +2n 4+§_12+2
n n

RESENY PRIKLAD 10

2n+l n—1
Vypoctéte lima, =lim i

n—>0 n—>0 n

9" +82 —84

Reseni.
Poznamenejme, ze 3> =3*".3' = (32)" 3=9".3,
Limitni vyraz nejdiive upravime tak, aby obsahoval stejné exponenty:

3.9 —7-L.gn

o 7
L +(V8) -84
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7 Posloupnost a limita posloupnosti

Citatele i jmenovatele délime exponencidlnim vyrazem s nejvét§im zakladem. V naSem
ptipadé je to 9" a dostavame

Misto déleni exponencialnim vyrazem s nejvétSim zakladem muizeme samoziejmé tento
vyraz vytknout z Citatele 1 jmenovatele a zkratit.

RESENY PRIKLAD 11

Vypoctéte Iimﬂ
P n 5471 4 30

Reseni.

4" (0,75 - 10)
4n

im Clim—— Y3
> 5.0,25-4" 43" o ( 3”} 5

3-22 210 _ . 3-025-4" 10

im ~ =
o 5.4 13" ]
4" 1,25 ——

47!

RESENY PRIKLAD 12

Vypoctéte lima, = lim[l +§) .

n—oo Nn—>0' n
Reseni.

lim > =0, proto Iim(1+ Ej =1. Je limitou posloupnosti a, = (1 +§j ¢islo 1?
n

n—o n n—o n

Takto uvaZovat nelze, nebot’ v tomto piipadé se soucasné meni zéklad 1 exponent; n-ty ¢len
neni ani mocninnym, ani exponenciadlnim vyrazem. Pro vypocet zadané limity posloupnosti
pouzijeme pravidlo 12 a pfimo dostavame vysledek:

Iim[l+ §j =e°.
nN—o0 n

-94 -



Radmila Stoklasové; KVANTITATIVNI METODY

RESENY PRIKLAD 13

2n
T . n
Vypoctéte lima, = lim| — | .
n—o n—o\ 41

Reseni.

RESENY PRIKLAD 14

n-7\" 3n-1Y
Vypoctéte a. lim , b. lim .
n+2 n>o\ 3n+2

n—0

Reseni.

) n— 7 n+8 ) n+ 2 _ 2 _ 7 n+8 ) _9 n+2-2+8
lim| —— =imm| ——-—- =lim|1+—
& nooln+2 N n+2 N n+2

n+2 6
=lim 1+_—9 -lim 1+_—9 :e—9.1:i9,
n—o n+2 n—o0 n+2 e

(3n+2) 2 2
_(3n+1) . 1\ s s | _1 G2
b lim =lim|1+ =3/lim| 1+ .
"ol 30 42 n—w 3n+2 Now an+2

2
: -1 Y35 3
-lim 1+3 =x/e dl=e 3=

n—e n+?2
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7 Posloupnost a limita posloupnosti

RESENY PRIKLAD 15

3n®

5 . [(n®+8)2
Vypoctete lim| — .
-\ N°+5

Reseni.

7.3 PRIKLADY K PROCVICENI

PRIKLAD 1

Vypoctéte limity posloupnosti:

. 4n-3
a) lim
n—= 6 —5n
_ 2
0 (2n-4)

s (3n-1)(4n+2)

o n47
 N1+2n% —1+4n?
Q) lim
nN—o0 n
i) liml_\/;
n~)001+,\/;

K lim{n+2-+n)

n—o0

m) Iim(\/:%n2 +2n—5—m/§)
. 4" 5
0 lim
) e 220 1]
q) lim 5-3" -1
e 4.9" 47
n+2 _ 2n n—1
9 fim 37 =4 2

n—0

571 16" 2

-06 -

b)

d)

f)

h)

)

lim (n+2)(n+3)
3n* -8

n—o0

) 1

lim

"> J4n? +7n —2n
Iim( —\/n2+5n)

N—o0

tim(Vrn (Vo +1 )

3. 22n+2 _8
m——-——-
e 5.4" 1]

2n+1 _3n+2
im—m7m—

n—oo




n!
u) lim——
ne (p+1)l-n!
|
W) 7(n + 1).

o n!—(n + 1)!

5n°-8

. 1) 2
y) lim| 1-—
n—>0 n

7.4 RESENI PRIKLADU

1) a) - 0,8 b)%
f) o g) V2 -2
k) 0 ) -25
p) 4;8 q)%
u) 0 v) 0
z) e
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8 Funkce jedné realné promenné

8 FUNKCE JEDNE REALNE PROMENNE

| DEFINICE 1

Necht’ D(f) a H(f) jsou dv€ podmnoziny redlnych ¢&isel, tj. D(f )g R, H(f )g R
anecht xeD(f), yeH(f). Predpis y= f(x) se nazyva funkei, jestlize ke kazdému
x e D(f ) existuje prave jedno y e H(f ).

Necht’ D(f) a H(f) jsou dv€ podmnoziny realnych ¢&isel, tj. D(f )g R, H(f )g R
anecht xeD(f), yeH(f). Predpis y=f(x) se nazyva funkci, jestlize ke kazdému
X e D(f ) existuje prave jedno y e H(f )

Proménna X se obvykle nazyva nezavisle proménna nebo argument, kdezto proménna y se
nazyva zavisle proménna.

Mnozina D(f) se nazyva defini¢ni obor funkce f, mnozina H(f) se nazyva obor hodnot
(obor funk¢nich hodnot) funkce f.

Kromé uvedeného oznaceni funkce se ¢asto pouziva také oznaceni:

F:D(f)>H(f),

fry="f(x),

fixey.
Funkce y = f (x) je definovana (urCena), kdyz je dan jeji defini¢ni obor D( ) a pravidlo, dle
kterého je ke kazdému cislu x € D(f)) pfifazena pravé jedna funkéni hodnota f'(x). Toto
pravidlo mize byt vyjadieno nasledujicimi zpiisoby:

a) analyticky, tj. analytickym vyrazem (vzorcem), resp. rovnici nebo nékolika rovnicemi
platnymi v definicnim oboru, které¢ prvkim x € D(f) pfifazuji funkéni hodnotu y e H(f).
Je-li zavisle proménnd y vyjadiena pomoci nezavislé proménné X, fikdme, ze funkce je dana
explicitng, napiiklad y =3x°.
Jinak mluvime o implicitnim zadani funkce, coZ obecné muizeme =zapsat ve tvaru
F(x,y) =0, napiiklad (y* +3x)%® =0.

Funkci danou explicitné mizeme vzdy prevést na implicitni tvar. Necht’ napiiklad je
funkce f zadana explicitné rovnici

y=0,5cosx+sinx.

Uvedenou funkci miizeme vyjadrit implicitné takto :
2y—cosx—2sinx=0.
Ptevod implicitniho zépisu funkce na explicitni neni vZdy moZzny.

Napiiklad funkci f zadanou implicitné rovnici
y+Inx—e¥ =0

neni snadné vyjadiit explicitné.
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Poznamenejme, Ze ne kazdou rovnici F(x,y)=0 je ur¢ena funkce. Naptiklad rovnici

x> +y*—4=0 neni ve smyslu definice uréena funkce, nebot hodnotdm x e(-2,2) dle
uvedené rovnice odpovidaji dvé rizné hodnoty y, a y,:

y, =v4-x*,  y,=—4-X%".

b) tabulkou, ktera urCuje hodnoty zavislé proménné pro jednotlivé hodnoty argumentu.

Tento druh urceni funkce miizeme pouzit jenom tehdy, je-li defini¢nim oborem dané funkce
kone¢na mnoZina.

Tabulka mtze mit napf. tvar:

X 2 5 8 9
y 5 8 1 3

c) grafem, coz je mnozina viech bodii v roving, jejichz soutadnice jsou [x, £'(x)].

Grafem funkce f rozumime mnozinu vSech bodd uvedené vlastnosti a nakreslena kiivka je
obrazem tohoto grafu.

8.1 VLASTNOSTI FUNKCI

DEFINICE 2

Funkce y = f(x) se nazyva na oboru M — R ohraniena shora, existuje-li takova konstanta ‘
h, zvana horni zavora funkce f na oboru M, Ze pro vechna x € M plati:  f(x)<h. ‘

DEFINICE 3

Funkce y = f(x) se nazyva na oboru M — R ohranicena zdola, existuje-li takova konstanta

d, konstantni pro vSechna X € M, zvana dolni zavora funkce f na oboru M, Ze pro vSechna
xeM plati:  f(x)>d.

DEFINICE 4

Funkce y = f(x) je naoboru M < R ohrani¢en4, pravé kdyZ je soucastné ohrani¢ena zdola ‘
i shora. Prave tehdy existuje takova konstanta K > 0, Ze pro vSechna X € M plati | f (XX <K.
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RESENY PRIKLAD 1

Rozhodnéte, zda je kvadraticka funkce f(x)=x"+5 ohrani¢ena v celém svém D(f)=R.
Reseni.

Protoze x> >0, je f(x)>5 pro viechna X € R.Funkce f(x) je zdola ohrani¢ena.

Grafem uvazované funkce f(x)=x+35 je parabola, kterd ma vétve smérem nahoru, proto
funkce neni shora ohranic¢ena.
Na zaklad€ uvedeného miizeme jiz konstatovat, Ze f(x) neni ohrani¢end na mnoZiné R.

DEFINICE 5

Funkce f(x) je suda, jestlize pro vSechna x € D(f) plati: f(—x) = f(x).
Graf sudé funkce je osové soumérny podle osy Y.

DEFINICE 6

Funkce je licha, jestlize pro vSechna x € D(f) plati: f(—x) =—f(x).
Graf liché funkce je stftedoveé soumérny podle pocatku soufadnicového systému.

RESENY PRIKLAD 2

Sudé¢ jsou naptiklad funkce:
f(x)= |X , nebot’ |— X| = |X| ,
f(x)=x*, nebot (—x)* =x*, keN,
f (X) =cos x, nebot’ cos(—x) =COS X .

Liché jsou naptiklad funkce:

F(x) =2, kde x#0 , nebot —— =—1,
X -X X

f(X) — X2k+1, nebot’ (_X)2k+1 — —X2k+1, k c N ,
f(x)=sinx, nebot” sin(—x) =-sinX.
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DEFINICE 7

Funkce f(x) se nazyva periodicka funkce, pravé kdyz existuje takové realné ¢islo p =0, ze
prokazdé x e D(f) jetéz x+peD(f) aplati f(xxp)=f(x).Cislo p se nazyva perioda
funkce. Graf periodické funkce se posunutim podél osy X 0 hodnotu p nezméni. Typickym
ptikladem periodickych funkci jsou goniometrické funkce.

DEFINICE 8

Monoténni  funkce jsou takové funkce, které spliuji pro kazdou dvojici Cisel
X, <x, (x,,x, € M < D(f")) nasledujici podminky:

f(x) < f(x,), rostouci,
f(x)> f(x,), . klesajici,
jestlize ()> 1) pak funkce f jev M ! iy
f(x)< f(x,), neklesajici,
f(x)> f(x,), nerostouci.

Funkce klesajici a rostouci nazyvdme ryze monotonni.

DEFINICE 9

Funkce f(x) je na D(f) prosta (jednozna¢na), jestlize ke kazdym dvéma hodnotém‘
X, X, € D(f), kde x, # X,, pfifazuje hodnoty f(x,) = f(X,). ‘

Plati:

1. Jestlize je funkce prosta, pak kazda pfimka rovnobézna s 0Sou X protne jeji graf nejvyse
V jednom bodg.

2. Kazda ryze monotdnni funkce je prostd, vSak ne kazda prosta funkce je ryze monotdnni.

3. Suda funkce neni nikdy prosta. Licha funkce mtize, ale nemusi byt prosta.
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| DEFINICE 10

Necht' funkce u = g(x) je definovana na mnoziné M, a funkce y = f(u) na mnozing M,.
Necht M je takovou podmnozinou M,, Ze pro kazdé cislo Xxe M patii piislusné ¢islo
u=g(x) do M,. Potom funkce y= f(g(x)) se nazyvé slozena funkce. Funkci u = g(x)
fikime vnitini slozka funkce, kdezto funkci y = f(u) fikdme vnéj3i slozka slozené funkce

y = f(g(x).

| RESENY PRIKLAD 3

Urcete slozenou funkei y = F(x), kterd ma vnitini slozku u =1-x? a vné&jsi slozku

y=f(u)=+u®.
Reseni.

Hledana funkce je ve tvaru  y = F(x)= f(u(x))= \/(1— x? )3

DEFINICE 11

Necht' f(x) je prostd funkce definovand na D(f). Obor jejich funkénich hodnot je H(f).
Potom funkce, ktera pfifazuje kazdému ye H(f) hodnotu x e D(f), pro kterou plati
y=f(x), se nazyvd inverzni funkeci kfunkci f(x) a znadime ji f *(x). Plati
x=f7*(y), nebo x=g(y).

Funkce y=f(x), xeD(f) a x=f""(»), y € H(f)se nazyvaji vzajemné& inverzni funkce.
Jejich grafy jsou kiivky osove soumérné dle osy 1. a 3. kvadrantu, tj. dle pfimky y = X.

RESENY PRIKLAD 4

Inverzni funkci k exponencialni funkci f(x)=e* (na celém D(f), jelikoz exponencialni
funkce je prostd) je funkce logaritmickd f *(x)=Inx. Obor funkénich hodnot exponencialni

funkce je mnozina vSech kladnych ¢isel, kterou oznacujeme R™, proto definiénim oborem
logaritmické funkce je také R, takZe argument logaritmické funkce musi byt vzdy kladny.
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RESENY PRIKLAD 5

Ke kvadratické funkci f(x)=x* , jejimz D(f)=R, inverzni funkce neexistuje, protoze
kvadraticka funkce v celém svém definicnim oboru neni prosta. V ptipad¢ zuzeni D(f) na

mnozinu (0,00) je inverzni funkci k funkci kvadratické f ™ (x) =+/x, kde xe(0, ). Tyto
dv¢ funkce jsou znazornény na Obr. 8. 1.

Obrazek 8-1: Graf inverznich funkei y = x ’a y= \/;

y 2
y=Xx L
x20 e
Sy = A
4/
'/
,/
4,
4/
,/
4,
‘/
'/
'/
'/
4
S Yy =NXx
1 N x=0
4 |
5|
/'/ \\I
J
10 1 X
e
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DEFINICE 12

Funkce f(x) definovana v intervalu J se nazyva ryze komkavni na J, kdyz spliuje
podminku: Pro kazdé tii body a < c <b patiici do J < D(f), lezi bod C = [c, f (c)] na grafu
funkce (Obr. 8.2.) nad useckou s krajnimi body A =[affa)] a B=][b, f(b)].

Obrazek 8-2: Konkavni funkce

y

0
W

E

[ P
oO-4--—-————=-=—-
X

DEFINICE 13

Konvexni funkce na J je definovana obdobné¢ jako konkavni funkce, az na to, Ze bod C lezi
pod uvedenou tseckou nebo na ni. Analogicky se definuje ryze konvexni funkce na J, kde
se nepiipousti, aby bod C lezel na uvedené usecce, viz Obr. 8.3.

Obrazek 8-3: Konvexni funkce
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RESENY PRIKLAD 6

Funkce f(x)=—x’ je konkavni na R, zatimco funkce g(X) = x” je konvexni na R.

8.2 ELEMENTARNIi FUNKCE

Podle toho, jaké operace vytvaieji funkci f(x) z argumentu X, rozliSujeme dvé¢ hlavni
skupiny funkci: algebraické funkce a transcendentni funkce.

8.2.1 ALGEBRAICKE FUNKCE

Algebraickou funkci rozumime funkci, kterou lze wvytvofit z konstant a z proménné
X koneénym poctem algebraickych operaci (tj.s¢itdnim, odc¢itanim, nasobenim, d€lenim
a umocnovanim racionalnim exponentem).

Algebraické funkce délime na racionalni a iracionalni (napi. y =3/x” ).

Raciondlni funkce délime na polynomické funkce, t¢Z polynomy neboli mnohocleny
2x+1

X2

(napf. y=2x"—2x+ 8) a racionalni lomené funkce (napt. y= ), tj. funkce, které
vznikaji podilem dvou polynomii.
Uved’'me nejprve dva piiklady polynomickych funkei:

Linearni funkce je funkce ve tvaru:

y=ax+b, abeR, kde D(f)=R

Grafem této funkce je pfimka. Jednotlivé koeficienty maji tento vyznam:
a =tga - smérnice piimky, kterd je grafem linedrni funkce,
b - Gsek (vytaty ptimkou) na ose y, viz Obr. 8.4.

Obrazek 8-4: Graf linearni funkce Yy =ax+b.

Jestlize a =0, potom hovotfime o funkci konstantni.
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Kvadraticka funkce je funkce ve tvaru
y=ax’+bx+c, abceR,a=0, kde D(f)=R.

Grafem je parabola. Jednotlivé koeficienty maji tento vyznam:
a > 0, pak parabola je konvexni funkce na R,
a <0, pak parabola je konkavni funkce na R.

Racionalni lomena funkce
Racionalni lomenou funkci nazyvame funkci R(X), ktera je podilem dvou polynomickych
funkci, tj. ma tvar

a X" +..+ax+a,
— :
b X" +...+bXx+Db

R(x) =

Mocninné funkce
Mocninné (potenéni) funkce jsou funkce ve tvaru y = x", kde D(f)=(0,+0),tj: x>0, r je
libovolné realné &islo. Pro nékteré r budeme mocninnou funkci definovat i mimo interval

(O, oo) .
Jestlize r je pfirozené Cislo, pak mame tyto ptipady:
a. Suda mocninna funkce s kladnym exponentem je funkce ve tvaru

y=x", neN, kde D(f)=R
Grafem téchto funkci je konvexni parabola (2n)-tého stupné s vrcholem v pocatku soufadnic
Konkavni parabola (2n)-tého stupné s vrcholem v pocatku soufadnic je grafem funkce
2n

y=—x"", kde neN.

Obrazek 8-5: Graf paraboly Sestého a sedmého stupné
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b. Licha mocninna funkce s kladnym exponentem je funkce ve tvaru
y=x""" neN, kdeD(f)=R.

Grafem funkce je parabola (2n+1)-niho stupné, ktera lezi v 1. a 3. kvadrantu a jejimz stfedem
soumernosti je pocatek souradnicového systému.

2n+1 2n+1

V piipadé¢ y=—-x"" je grafem kiivka osové soumérna podle osy x ke grafu funkce y =x
Tato parabola (2n+1)-niho stupné lezi ve 2. a 4. kvadrantu.

n

Kdyzr=-n,neN,jey=x"= in . Nastavaji tyto piipady:
X

C. Suda mocninna funkce se zipornym exponentem je funkce ve tvaru
y=x"", neN, kde D(f)=R-{0}.

1 , .
Funkce y = —— neni definovana pro x=0!
X

Grafem funkce je hyperbola (2n)-tého stupné, ktera lezi v 1. a 2. Kvadrantu. V piipadé funkce
y=—x"" je grafem hyperbola (2n)-tého stupné, ktera lezi ve 3. a 4. kvadrantu.

Obrazek 8-6: Graf hyperboly ¢tvrtého stupné

d. Licha mocninna funkce se zapornym exponentem je funkce ve tvaru

-2n-1

y=x""neN, kde D(f)=R—-{0}.
Funkce y = % opét neni definovana pro x =01
X

Grafem funkce je hyperbola (2n+1)-niho stupné, ktera lezi v 1. a 3. kvadrantu. Zvlastnim

ptipadem je funkce y = 1 (tj. n=0), jejimz grafem je vam dobie znama rovnoosa hyperbola.
X
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Obrazek 8-7: Graf hyperboly patého stupné

8.2.2 TRANSCENDENTNI FUNKCE

Ptipomenime, Zze funkce, ktera neni algebraicka, se nazyva transcendentni (nealgebraickad).
Predevsim nas budou zajimat exponencialni, logaritmické, goniometrické a cyklometrické
funkce.

Exponencialni funkce ma (na rozdil od mocninné funkce) proménnou X v exponentu. Je to
funkce ve tvaru

y=a*, a>0, kde D(f)=R, H(f)=(0,0).
Pro a >1 je to funkce rostouci, tzn. ryze monotonni.
Pro a =1 je to funkce konstantni y =1* =1.
Pro 0<a<1 je to funkce klesajici, tzn. taktéZ ryze monotonni. Velmi dulezita je funkce
y=e" se zékladem e=2,1782..., coz je tzv. Eulerovo ¢islo. Toto Cislo je iracionalni,
podobné jako 7 =314159..., nelze jej vyjadtit jako podil dvou celych Cisel. Nékde se setkate
s nazvem exponencialni funkce pouze pro funkci y=e”. Funkci y=a” se pak fika obecna

mocnina.
Obrazek 8-8: Graf rostouci exponencialni funkce
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Obrazek 8-9: Graf klesajici exponencidlni funkce

\

Logaritmicka funkce je funkce ve tvaru
y=Ilog, x, a>0, a=1l kde D(f)=(0,0), H(f)=R.

Logaritmicka funkce je inverzni k exponencialni funkci o tomtéz zékladu a. Pro a >1 je to
funkce rostouci, pro 0 <a <1 je to funkce klesajici. V§imnéte si, ze jsme v definici vynechali
zaklad a=1. Je to proto, ze ptislusna exponencialni funkce y=1" =1 je konstantni, a proto
K ni inverzni funkce neexistuje.

Obrazek 8-10: Graf rostouci logaritmické funkce

y=Ilog, x
a>1

Obrazek 8-11: Graf klesajici logaritmické funkce

y=log X
ae (O,l)
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Poznamka. Pfi numerickych vypoctech uzivame logaritmické funkce se zakladem a =10,
piseme zjednodusené y =logx. Tento logaritmus se nazyva dekadicky. Jak bylo jiz feceno
diive, ¢asto uzivame logaritmické funkce o zdkladu a = e. Kviili rozliSeni ho piSeme y =Inx
a tento logaritmus nazyvame p¥irozenym logaritmem.

Z vlastnosti exponencialni funkce plynou nasledujici vlastnosti pro vSechna ptipustna a:
a’ =1, log,1=0,

log, a=1, Ine=1.

Velice ¢asto je vyuzivan vztah f? =e®"" | kde f je kladna funkce.

Goniometrické funkce

y=sinx, y=cosx,y=tgx, y=cotgx.
Definice téchto funkci je zaloZzena na vztazich mezi stranami pravouthlého trojuhelnika

Vv kruZnici o poloméru 1, kterd je znadzornéna na Obr. 8.12.

Obrazek 8-12: Goniometrické funkce v jednotkové kruznici

Pfi méteni uhld v roviné pouzivame dvé miry, stupfiovou a obloukovou. Obloukova mira ma
vEtsi vyuziti pii teoretickych vypoctech.
Pti stuptiové mife je kruznice rozdélena na 360 stupii, kazdy stupeit ma 60 minut, kazda

v

minuta ma 60 vtefin. Pokud méfime thel v obloukové mife, pod velikosti uhlu rozumime
délku oblouku, ktery odpovida uhlu v kruhové vyseci v jednotkové kruznici. Jednotkou
obloukové miry je radian. Budeme pouzivat pouze obloukové miry thli.

Vztah pro ptepocet stupiili na radiany: 1° [stupaﬁ] = % rad [radiant].

Zakladni vztahy mezi goniometrickymi funkcemi:
1. sin®x+cos® x =1,

2. tgxcotgx =1,

3. sin2x = 2sin X oS X,

4. C0oS2X =C0s” X —sin® x =1-2sin® X,
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5. sin®x = %(1—cos 2X),

6. cos’x= % (1+cos 2x).

Cyklometrické funkce jsou funkce inverzni ke goniometrickym funkcim v intervalech, kde
goniometrické funkce jsou ryze monotonni. Grafy téchto funkci jsou zndzornény na
Obr. 8.13.

a) Funkce y=sinx je rostouci v intervalech (—%+2k7r,%+2kﬂ') a klesajici
v intervalech (%+ 2k7z,37ﬁ +2kr)y, k je celé Cislo. Ztzime defini¢ni obor funkce y =sinx

Lt — ox . . e x : T . i
na néktery z téchto intervald, konkrétné vybereme interval (—5,5). Na tomto intervalu je

y=sinx ryze monotonni (rostouci) funkci a proto k ni existuje funkce inverzni, kterd se
nazyva arkussinus.

Cyklometricka funkce arkussinus je funkce ve tvaru
y =arcsinx, kde D(f)=(-11), H(f)= <_%,%>,

Funkce je ohranicend, rostouci v celém D(f). Graf funkce ziskame pteklopenim funkce
y =sinx Vuvazovaném intervalu podle ptimky y = x. Hodnota y =arcsin x pro x e (-11)

jecislo ye (—%,%) , jehoZ sinus je roven X, tj. sin y = x . Plati:

arcsin0=0, arcsinO,S:%, arcsinlzg.

b) Cyklometricka funkce arkuskosinus je funkce ve tvaru
y =arccosx, kde D(f)=(-11), H(f)=(0,x).

Funkce je ohrani¢ena, klesajici v celém D(f). Hodnoty y = arccos x jsou cisla z intervalu
(0, 7), jejichz kosinus je roven X. Plati:

arccos0 = % arccos0,5 = % , arccosl=0.
c) Cyklometricka funkce arkustangens je funkce ve tvaru

y=arctgx, kde D(f)=R, H(f)=(—%,%),
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Funkce je ohrani¢end, rostouci v celém D(f). Graf funkce lezi uvniti pasu vytvorené¢ho

rovnob&zkami y = —% ay= % . Hodnoty y = arctgx jsou ¢isla z intervalu (— g : gj , jejichz
tangens je roven x. Plati:
T T
arct =—, arctgl=—.
93=7 g1=7
d) Cyklometricka funkce arkuskotangens je funkce ve tvaru

y =arccotgx, kde D(f)=R, H(f)=(0,7).

Funkce je ohranicena, klesajici v celém D(f). Graf funkce lezi uvniti pasu vytvotfené¢ho
rovnob&zkami y =0, y=x. Hodnoty y = arccotg x jsou ¢&isla z intervalu (0,7), jejichz
kotangens je roven X. Plati:

T T
arccotg /3 = X arccotg 1= 1
Obrazek 8-13: Cyklometrické funkce

y = arcsin x

V = arccos x

y =arptf x ¥ = arcdole x
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8.3 DEFINICNI OBOR FUNKCE

RESENY PRIKLAD 7

Urdete definiéni obor funkce f(x) = n(9 — x2) + 4vx — 1

Reseni.

9—x%2>0 x—1>0
B—-x)B3+x)>0 x=>1

x € (=3; 3)

Vysledek: x € < 1; 3)

RESENY PRIKLAD 8

3
Urc¢ete defini¢ni obor funkce f(x) = arcsin(x — 2) + xx_+24
Reseni.
[x—2] <1 x—2+#0
-1<x-2<1 X+ 2
1<x<3
x €(1; 3)

Vysledek: x €< 1;2) U (2;3 >

RESENY PRIKLAD 9

Urcete defini¢ni obor funkce

Fo) = =% L loge—1)
xX) = ——+log(x —
5 x2—x—12 g
Reseni.

x2—x—-12>0 x—1>0
(x—4)x+3)>0 x> 1

x € (—o0; —=3) U (4; »)

Vysledek: x € (4; o)

-113 -



8 Funkce jedné redlné promenné

8.4 RESENE PRIKLADY

RESENY PRIKLAD 10

Pro funkci f(x) =3x> —4 vypoditejte:

a. 1(0), b. f(a), c. fa+1), d. f(l}stanovte D(f),
a
e f2v),  f2f(®, ¢ f&7), h. [f@I.
Reseni.

a. f(0)=3-0>-4=-4,

b. f(a)=3-a> —4=3a> -4,

c. fla+)=3(a+1)’-4=3a>+6a-1,

d f(lj:{l] 4= 3 4osata=374 iR,
a a

a a

e. Je to funkéni hodnota v bod& 2x.  f(2x)=3-(2x)* —4=12x> -4
f. Funkéni hodnota v bod¢€ X je nasobena dvéma.
2f(x)=2(3x" —4)=6x" -8
g. Funkéni hodnota v bodé x°. f(x*)=3(x*)*> —4=3x" -4
h. Funkce je umocnéna dvéma. Uvédomme si, Ze tuto skute¢nost mizeme zapsat bud’
[£(x)] nebo £2(x).Pak f2(x)=3x*>—4)> =9x* —24x> +16

RESENY PRIKLAD 11

Pro funkci y =In(e* + 2x) vypocitejte funk¢éni hodnoty
a. v bod& x , tzn. f(\/x_), b.vbodé x+Ax, tzn. f(x+ Ax),

Cc.vbodé x°, tzn. f(x?), d. tfeti mocninu funkce, tzn. f7(x),
e. druhou mocninu funkce v bodé (2 —x), tzn. f?(2-x).

ReSeni.
a f(Jx)=Inle’™ +2Jx),
b. f(x+Ax) = In(e*™ +2(x+ AX)) = In(e*e™ + 2Ax + 2x),
c. £(<)=Inle* +2x°),
d. f3(x)= Ing(eX +2x): In(eX + 2x)|n(eX + 2x)|n(eX + 2x),

D

2 2(n2-x e’ e’ 2
Cf22-x)=In?(e** +2(2—x))=In| — —2x+4 |=|In———2x+4]| .
e e
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RESENY PRIKLAD 12
Funkce f(x)=2x je definovana na intervale X € <— 4,2>, funkce g(x)= g je definovana pro

Xe<—3,3>.

Urcete funkeni predpisy pro nasledujici funkce a nacrtnéte jejich grafy.

a.lf], b.f+g, c.f-g, d.fug, et
g
ReSeni.
a. f jelinearni funkci.
Plati D(f)=D( f|)=(-4.2).
Pro x e D(f) je |f(x)|=2]x|, graf funkce je na obr. 8.14.
Obrazek 8-14: Graf funkee | f (X)|=2X Obrizek 8-15: Graf funkce f +g = gx
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8 Funkce jedné realné promenné

b., c., d. Defini¢ni obor souctu, rozdilu a sou¢inu dvou funkci je prinikem defini¢nich obortu \
jednotlivych funkci, oznaéme ho D. |

Soucet, rozdil a soucin funkci f a g je definovan na mnoziné D = <—4, 2> M <—3, 3> = <—3, 2>.

Funk¢ni predpisy souctu, rozdilu a soucinu:

Soucet: f +Qg=2Xx+ g =£x, viz Obr. 8.15.
, x 5 .
Rozdil: f—g= 2x—§ = gx, viz Obr. 8.16.

Sou¢in: f-g =§x2, viz Obr. 8.17.

5
Obrazek 8-16: Graf funkce f —g = gx

10
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2

2
Obrazek 8-17: Graf funkce f -g = 3 X

e. Defini¢ni obor podilu funkci je taktéz prinikem jednotlivych defini¢nich obort, ale na vic
ve jmenovateli nesmi byt nula, tj. g(x) =0, proto x=0.

Podil é je definovany na mnozing D =(—4,2) N {(—3, 0)u (O, 3>} = <—3, 0)u (O, 2).

f 2x

g

=6, viz Obr. 8.18.

.—L‘

oo\><|

f
Obr. 8-18: Graffunkce — =6
g
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RESENY PRIKLAD 13

Rozhodnéte, zda v intervalu (— 0! 3> existuje inverzni funkce k funkci y =+/6 —2x . Pokud
ano, pak graficky znazornéte danou funkeci a také funkei k ni inverzni.

Reseni.
Inverzni funkce existuje, pokud dané funkce je ryze monotonni.
Predpokladejme, Ze funkce je klesajici, tzn., Ze pro libovolné argumenty X,, X, zZ defini¢niho
oboru, kde x, <x,, plati f(x,)> f(x,).
Defini¢ni obor funkce je interval (—oo, 3> )
Pro kazdé x < x, z tohoto defini¢niho oboru je:
—2x, > —2x,
J6-2x, > J6-2x, ,takze f(x,)> f(x,).

Potvrdili jsme, ze funkce je klesajici, tedy je ryze monoténni a inverzni funkce k ni proto
existuje. Ur¢ime ji tak, Ze z dané funkce vyjadiime x jako funkci argumentu vy .

_ 2
y:\/6—2x:>y2:6—2x:>x:6 2y .

Nasledné provedeme formalni zaménu proménnych. Timto dostaneme rovnici inverzni funkce
_6-x*
2
Definicnim oborem inverzni funkce je interval <0;oo), protoZe je to obor hodnot plivodni
funkce.

Obr. 8-18: Grafy vzajemné inverznich funkei
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RESENY PRIKLAD 14

Rozhodnéte, zda nasledujici funkce jsou sudé nebo liché a stanovte jejich definicni obor.
a. f(x)=e" +ix,
e

b. h(x) =In2=X
2+ X

Reseni.
a. D(f)=R,nebot’ e* >0 pro vSechna x € R. Dale plati:

f(=x)=¢e" +% = Lx +e* = f(x). Funkce je proto suda.
e e

b. Argument logaritmické funkce musi byt vzdy kladny, musi proto platit:

27X 0= xe(-22).
2+x

Proto je D(h) =(-2;2).
Zkoumejme, zda je funkce sudé nebo licha:

2—X 2—-X 2—-X
Funkce je na svém defini¢nim oboru licha.

hex)=in 2= %) _jp 2+ :-ln(ﬂjl — 22X p(x)

8.5 PRIKLADY K PROCVICENI

PRIKLAD 1

Odpovézte ano ¢i ne?
a) Funkce y =Inx je ryze monotonni funkci v celém svém defini¢nim oboru.
b) Funkce y =sinx je ryze monoténni funkci v celém svém defini¢nim oboru.

¢) Kvadraticka funkce y = x” je klesajici v intervalu (— o0; 0> .
d) Funkce y = Jx je inverzni funkci ke kvadratické funkci y =x” VR.
e) Funkce y =e* je exponencialni funkci.

f) Defini¢nim oborem funkce y = arcsin g je interval (-2,2) .

g) Funkce y = i@ je suda a funkce y = ig je licha.
X X

h) Funkce y = x*-«/x -arctgx - Inx je slozenou funkci.
arctg(x -2 Ux?
9X=2) . 4(x) =

i X
i) Defini¢ni obory funkci f(X)=—"F"——
: Y (x? —1)v/x X - logx

jsou identicke.
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| PRIKLAD 2

Napiste rovnici kvadratické funkce f(x)=ax’ +bx+c,je-li f(-1)=4, f(0)=2,/(3)=12.

| PRIKLAD 3

X

Je dana funkce f(x)=x>+ )
S () 2x% +3

Vypoctéte f(=1), f(5), f(a+D).

PRIKLAD 4

Je dana funkce f(x)=arctg2x. Urcete: f (%), f(xy+Ax)— f(x,).

PRIKLAD 5

X

Je déna funkce f(x)=log N Vypoététe (1), £(0), f(2 - a2) :
- x

PRIKLAD 6

Rozhodnéte, zda jsou nasledujici funkce sudé nebo liché:

a. f(x)=x"+6x"—cos2x
5x* -6

3x* =2
c. f(x)=sinx+cos3x

b. f(x)=3x"-

PRIKLAD 7
Urcete defini¢ni obor nasledujicich funkei:
. .3
a. y=arcsin(x—2) b. y =arccos v2x C. y =arcsin xS
X+

d y=(x-4" ln(x2 +4)71 e. y=3v2x—x’
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8.6 RESENI PRIKLADU
1)

a) ano

b) ne

Cc) ano

d) ne; kvadraticka funkce neni prosta a proto k ni neexistuje inverzni funkce v celém
defini¢nim oboru R.

e) ano

f) ano

g) ano

h) ne; je to soucin Ctyt zakladnich funkci.

i) ano, xe(0,) U, )

2) f(x)=§x2—§x+2

2(a+1)(a’ +3a* +3a+3)

3) 0,8; 25,094 ; >
2(a+1)" +3

4) % , arctg (2x, + 2Ax) —arctg (2x,)

2_ 2
5) 0, f(0) neni definovéno, log | |a
a
6) a. suda b. suda C. ani sud4 ani licha
1 55
7y  axed3d b Xe<0,§> C. X€<_Z’§> d. xeR-{4} e xe(02)
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9 LIMITA FUNKCE

K hlubsimu studiu funkci je ucelné zavést pojem spojité funkce. Existuje fada realnych
situaci, ve kterych malym zménam jedné veliCiny ¢asto odpovidaji malé¢ zmény jiné veli€iny.
Pojem spojitosti funkce a pojem limita funkce lze definovat dvéma zptsoby: bud’ pomoci
okoli bodu (Cauchyova definice) nebo pomoci posloupnosti (Heineova definice). V této
publikaci je uveden druhy z uvedenych zptsobtli. Tato Cast pojednava o realnych funkcich
jedné realné proménné f(x). Zavedeme znageni f(x)= f ,defini¢ni obor funkce f(x)

budeme znatit D(f), vyraz x, — C znamena lim x, =C.
n—oo

9.1 SPOJITOST FUNKCE

O funkci f muzeme fict, Ze je spojita v bodé C, jestlize plati, Ze pokud se bod x ,,blizi* k bodu
C, potom se hodnota f(x) ,,blizi k ¢islu f(C). Jak rozumime pojmu ,,bliZit se*?

| DEFINICE 1

O funkci f fekneme, ze je v bodé C e D(f) spojitd, jestlize pro kazdou posloupnost
{x, 1=, € D(f) plati ekvivalence:
x, >C <  f(x,)—> f(C), neboli

limx, =c pravé kdyz lim f(x,)= f(c).

n—»0

Plati nasledujici véty:

| VETA 1

Necht f, g jsou spojit¢ funkce vbod¢ C. Potom rovnéz funkce
f
f|, fxg, fug, 3 (g(C) = 0) jsou spojité v bodé C.

| VETA 2

Necht' funkce g je spojita v bodé C a funkce f je spojita v bodé d = g(C). Potom slozena
funkce f o g, ktera je dana predpisem y = f(g (x)), je spojita v bodé C.
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DEFINICE 2

Funkce f je spojita, jestlize je spojita v kazdém bod¢ svého defini¢niho oboru. Soucet, rozdil,
soucin a podil dvou spojitych funkci, absolutni hodnota spojité funkce a funkce slozend ze
dvou spojitych funkci jsou opét spojité funkce.

Poznamka.
a. Kazda elementarni funkce je spojita v libovolném bod¢ svého defini¢niho oboru.

b. Funkce y =

X
3 neni spojita v bodé X = 3.

| VETA 3 - BOLZANOVA VETA

Necht' f je realna funkce jedné realné proménné spojita v intervalu <a,b> takova, ze
f (a) f (b) < 0. Potom existuje redlné ¢islo c (a,b) takové, ze f (c) =0.

Vyznam Bolzanovy véty je tento: Ma-li spojitd funkce ve dvou rtznych bodech odlisné
znaménko, pak existuje asponi jeden bod mezi t€émito body, v némz je funkce rovna 0.

Jesté jinak: Je-li graf spojité funkce v jednom bod¢ nad osou X a V jiném bodé pod osou X,
potom existuje asponl jeden bod mezi témito body, v némz graf protina osu X.

RESENY PRIKLAD 1

Pouzitim Bolzanovy véty dokazte, Ze rovnice x°+3x*—-2x—6=0 ma v intervalu (1,2)
aspoil jeden realny koten.

Reseni.

Oznaéme funkci f(x)=x*+3x*—2Xx—6 a urtime funkéni hodnoty v krajnich bodech
intervalu (1,2). Dostavame f(1)=—4, f(2)=10. Podminka Bolzanovy véty f(a)f(b)<0
(ti. f(1)f(2)=(-4).10<0) je splnéna, proto existuje bod ¢ € (1, 2) takovy, ze f(c)=0, tj.
existuje realné &islo ¢ (1, 2) takové, ze ¢ +3c? —2c—6 =0.

| VETA 4 - DUSLEDEK BOLZANOVY VETY

Necht f je redlnd funkce jedné redlné proménné spojita v intervalu (a,b) takové, ze nema
vintervalu (a,b) zidny nulovy bod. Potom funkce f je stale kladna nebo stile zaporna
vintervalu (a,b).
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RESENY PRIKLAD 2

2
Reste nerovnici (X _l) X~ 9) >0,
X+2
Reseni.
J— 2 —
Ozna¢me funkei f(x)= (x-1)x*~9 :
X+2

Nulové body Ccitatele a jmenovatele jsou X € {1, 3,-3,— 2}.
Vytvofime pét intervall (—oo,—3), (—3,—2), (— 2,1), (1,3), (3,oo). Funkce f v kazdém z téchto
intervall vyhovuje predpokladim dasledku Bolzanovy véty, proto sta¢i vzit jeden bod

aVv ném zjistit znameni funk¢éni hodnoty, protoze funkce f bude v celém intervalu nabyvat
funkénich hodnot stejného znameni.

Vysledek zndzornime graficky:

N

-3 -2 1 3

Resenim nerovnice je X € (—o0,~3)U(—21)U(3,00).

VETA 5 - WEIERSTRASSOVA VETA

Necht f je realna funkce jedné realné proménné spojitd v intervalu. Potom funkce f nabyva
v intervalu jak svého minima, tak i svého maxima vzhledem K intervalu. \

Poznamka. Weierstrassova véta zaruCuje existenci maxima i minima spojité realné funkce
jedné redlné proménné v uzavieném intervalu, ale nedava zadny navod, jak takové maximum
nebo minimum urcit.

9.2 LIMITA FUNKCE

Uvazujme funkci f (X) = iz Tato funkce je definovana pro kazdé X # 0.

X
Sestavme tabulku:
X +04 +0,2 +01 +0,08 +0,01 +0,001
f (x) 6,25 25 100 156,25 | 10 000 | 1 000 000
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Z této tabulky mizeme intuitivné¢ soudit, ze pro X ,,blizici se* k ¢islu 0 se funk¢éni hodnoty

|
,,blizi* k nevlastnimu ¢islu +oo. Tuto skute¢nost zapiseme: 11113—2 = o0,
X—> x

Diive nez definujeme pojem limity funkce, definujme pojmy okoli bodu a hromadny bod
mnoziny.

DEFINICE 3

Necht C € R. Potom okolim bodu C nazyvame kazdy otevieny interval (C —&,C +¢), kde
£>0. Toto okoli znatime O(C,&) nebo O(C). ¢ nazyvame polomérem tohoto okoli. Plati

nasledujici ekvivalence: xe(C-&C+s) = |X - C| <é&.
Okolim O(C) bodu C =+, resp. C=—o rozumime kazdy interval (K,+oo), resp.
(—o0,K), kde K €R.

| DEFINICE 4

Bod CeR"=RU {i 00} je hromadnym bodem mnoZiny M — R, jestlize v kazdém okoli
bodu C lezi nekoneéné mnoho bodi mnoziny M. ‘

VETA 6

Pro kazdou mnozinu M — R a C € R" jsou tato tfi tvrzeni ekvivalentni:

a. C je hromadny bod mnoziny M,

b. v kazdém okoli bodu C lezi alespon jeden bod mnoziny M,

C. existuje alespoii jedna ¢iselna posloupnost v mnoziné¢ M — {C} , kterd ma limitu C.

| DEFINICE 5

Necht C e R*je hromadnym bodem defini¢niho oboru D(f)funkce f(x). Rekneme, Ze
Cislo aeR* je limitou funkce f vbodé C , jestlize pro kazdou posloupnost
{x,}=, € D(f)—{C} plati ekvivalence: x, >C S f(x,)—a

Zapisujeme )lciﬁrréf(x): a.

Jestlize @€ R jedna se o vlastni limitu, pro @ = oo jde 0 nevlastni limitu.

Existence a hodnota limity funkce f vbodé C nezavisi dokonce ani na tom, zda je ¢i neni
funkce f v bodé¢ C definovana.
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9.3 ASYMPTOTY FUNKCE

9.3.1 SVISLA ASYMPTOTA
Pfedpokladejme, Ze pro zvolenou funkci plati: Iin?: f(x)=o. To znamena, ze je-li limita
X—>

funkce ve vlastnim bod¢ (x = C) nevlastni, pak fikame, ze existuje svisla asymptota funkce a
rozumime ji pfimku o rovnici X = C.

9.3.2 VODOROVNA ASYMPTOTA (ASYMPTOTA BEZ SMERNICE)
Predpokladejme, Ze pro zvolenou funkci plati: lim f(x)=a,resp. lim f(x)=b,kde a,beR
X—>0 X—>—00

. To znamena, ze je-li limita funkce v nevlastnim bod¢ (X =« nebo X =—o) vlastni, pak
fikame, Ze existuje vodorovna asymptota funkce a ma rovnici y =a,resp. y =Db.

9.3.3 SIKMA ASYMPTOTA (ASYMPTOTA SE SMERNICI)

. f(x :

Ptedpokladejme, Ze pro zvolenou funkei plati: lim % =k a soucasng lim(f(x)—kx)=gq,
X—>0 X—>00

kde k,geR. Pak iikame, Ze existuje $ikma asymptota, kterA ma rovnici Yy =Kkx+qQ.

Uvedeny vztah plati i v ptipad¢, Ze vSude +o© zaménime za — oo .

DEFINICE 6

Symbolem lim f(x), resp. lim f (x) oznatujeme jednostrannou limitu funkce f v bods
x—>C* x—>C~

C zprava, resp. zleva. ling f(x) nazgvame oboustrannou limitou funkce f v bod& C.

Limita liné f(x) existuje pravé tehdy, jestlize existuje lilg f(x) a linclf f(x), pricemz

lim f(x) = lim f(x) .Pakplati lim f(x) = lim f(x) = lim f(x).

9.4 VETY O LIMITACH FUNKCE

1.  Funkce f ma v hromadném bod¢ svého defini¢niho oboru nejvyse jednu limitu.

2. Funkce f je vbodé C (hromadny bod defini¢niho oboru D(f)) spojita pravé tehdy,
kdyz
f(C)=1im 1 (x).

3. Predpokladejme, ze na netiplném okoli bodu C € R* jsou definovany funkce f, g, h, pro
které plati  f(x)< g(x)<h(x). Jestlize plati 1i£réf(x) = liiréh(x) =acR", potom

existuje liné g(x) arovna se ¢islu a.
x—
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4.  Necht f, g jsou dvé funkce a symbol e znamena libovolny ze symbolid +,—,.,:.
Necht' C e R* je hromadny bod defini¢niho oboru D(f e g). Potom plati
lingLf(x)o g(x)]= |lll’l’é f (x)Jo |11rré g(x)J, jestlize vyraz napravo ma smysl.

5. Necht C eR*je hromadny bod D(f). Potom plati ling| f (x] = ‘ling f (xj, jestlize

limita na pravé strané existuje.

1
6. Necht C e R"je hromadnym bodem definiéniho oboru funkce dané rovnici Yy = m
1

Potom plati ekvivalence: l:ng m =0 = )lclil’éJ f (x)| = 400,

9.5 RESENE PRIKLADY

RESENY PRIKLAD 3

Vypoététe limitu Iim(3x2 —2X+ 8). :
x—1
Reseni.
Oznaéme funkci f(X)=3x*—2x+8. Tato funkce je vbodé X=1 spojita, proto limitu
vypocteme jako funké&ni hodnotu funkce f(x) v bodé x =1,

Dostavame: [im(3x? —2x+8)=3.1>~2.1+8=9.

x—1

RESENY PRIKLAD 4

Z grafu funkce ur¢eme limitu funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru funkce:

a. y=logx, b. y=arctgx, c. y=arcsinx,
d. y=cosx, e. y=2%, f.y:(%j.
Reseni.

a. Defini¢ni obor funkce y = log x je interval (0, ).
Z grafu vidime, Ze lim logx =—c, limlogx =oo.

x—0" X—>00

Protoze limita lim log x neexistuje, neexistuje ani limlog x.

x—0" x—0
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Obr. 9-1: Graf logaritmické funkce

o

b. Defini¢ni obor funkce y = arctgx jsou viechna realna &isla R = (= oo, ).

C T V4
Z grafu vidime, Ze lim arctgx = ——, limarctgx = 5

X—>—0 2 X—®
e e v r ., T
Dana funkce ma dvé vodorovné asymptoty o rovnicich y = iz.

Obr. 9-2: Graf funkce arkustangens x

y=arctg x

. Defini¢ni obor funkce y =arcsinx je interval <—1, 1>.

.1, . ) T . T
Z grafu vidime, Zze lim arcsinx = ——, lim arcsinx = E

x—>=1" x—1"

ProtoZe jednostranné limity lim arcsin x, lim arcsin x neexistuji, neexistuji ani ptislu§né

x—>-1" x—l*
oboustranné limity funkce y = arcsinx .
Obr. 9-3: Graf funkce arkussinus x
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d. Definiéni obor funkce y = cosx jsou viechna realné &isla R = (o0, ).
Z grafu vidime, Ze lim cosx, limcosx neexistuji, protoze funkce je periodicka v celém

X—>—00 X—>00

svém defini¢nim oboru.

Obr. 9-4: Graf funkce kosinus x

e. Defini¢ni obor funkce y = 2* jsou viechna realné &isla R = (— o0, ).

Z grafu vidime, ze lim 2 =0, lim 2" = oo,

X—>—0 X—>0

Funkce y = 2" ma vodorovnou asymptotu danou rovnici y = 0.

Obr. 9-5: Graf rostouci exponencialni funkce

-

X
f. Defini¢ni obor funkce y = (%) jsou vSechna redlna ¢isla R = (— 0, oo) .

x—-—o\ § x| §

Z grafu vidime, ze lim (lj =0, lim[lj =0.

1Y :
Funkce y = [EJ ma vodorovnou asymptotu danou rovnici y = 0.
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Obr. 9-6: Graf klesajici exponencialni funkce

K

Nyni uvedeme obecny vztah pro vypocet limit racionalnich lomenych
funket, které jiz znéte z vypoctu limit posloupnosti.

Tento vztah budeme pouzivat v dal$im feSeném ptikladu.

Necht kK,me N; ay,a,....a.,0.0,...0, €R; 35,0, 0.

Pak plati nasledujici tvrzeni:

a . .
] =2 je-li k =m,
by
0, je-li k<m,
aoxk + alxk_1 tota x+a;

I. lim LS o, je-li (k> m)A[%>OJ,

o X" +bx" " +..+b, _x+bh, b

o jedli (k>m)al 2 <0
by
. lim aoxk+a1xk_l+...+ak71x+ak _
o hx" +bx"" +..+b _x+b

m—1

a . ..
— je-li k =m,
r by J

0, je-li k<m,

R m)A((_l)k-m%o],
0

| o jeli(k >m)A£(_1)k-m%;< j
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RESENY PRIKLAD 5

Pomoci vySe uvedenych vztahli vypoctéte nasledujici limity funkci (jsou uvedeny v feseni
tohoto piikladu). Je zde zachyceno vSech osm piipadt, které mohou nastat. ReSeni
nekomentujeme, nebot’ se zde jedna pouze o ureni stupné polynomu v Citateli a ve
jmenovateli a jednoduchou tvahu.

Reseni.
4
- ) 2
1 lim2X P23 _2 2. lim— "=,
o 54 5xt 5 x>0 5x* —4x 42
5 g4
3. lim 2x = oo, 4 limﬂz— ’
xoo 54y X—0 x+8&
3 . 2 _
5 | 4x+3x33_f, 6. 1 4x .:)_,
x>-o D4 5x 5 x>—0 ) + 5%
2 _ 4 _
7 fim 2=l 8. lim X =3 _
xo- D4 5x xo— ) —5x

RESENY PRIKLAD 6

Vypoététe limity funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru funkce. UrCeme rovnice
svislych, vodorovnych a Sikmych asymptot (pokud existuji).

2

ReSeni.
a. Defini¢ni obor funkce f(x)= T(L: je xe(=03)u(3,0).

x+4 x+4

1.

Vypoéteme limity v nevlastnich bodech: lim I, lim

¥o-0 x —3 x>0 x —3
Dale vypocteme jednostranné limity:
. x+4
lim

x—=3" X —

=(dosadime do vyrazu cislo 2,9 a zjistime vysledné znameni, pokud dostaneme

znaménko minus, resp. plus, je limita rovna nevlastnimu ¢islu —oo, resp. .)

.ox+4 +
lim =—=—0m,
x—37 x—3 —
y . .. L e . x+4 , .
Podobné postupujeme u druhé jednostranné limity Im?+ 3 kde dosadime cislo 3,1
x=3" x —
., . x+4 4+
a dostdvame lim =— =+,

=3 x=3 4+

. . T oo, e X+
ProtoZe se jednostranné limity nerovnaji, vysledna limita hn} 3
xX—> X —

neexistuje.

Svisla asymptota ma rovnici X = 3. Vodorovna asymptota ma rovnici y =1.
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9 Limita funkce

Sikma asymptota ma rovnici:

y =kx+q,kde lim m:k lim (f(x)-kx)=q, kde k,qeR.

X—i0 X X—>o0
. . X+4 . X+4
Dosadime k = lim — =0, = lim ——=1.
x—>10 X — 3X X—to0 X —

Sikma asymptota ma rovnici Y =1.
2

X .
b. Defini¢ni obor funkce f (X) = W je xe (— oo,—l)u (—Loo) .
X+
2 2
.. . X . X
Vypodteme limity v nevlastnich bodech: lim ———==0, lim———=0.
x> (X +1) x> (X +1)
Dale vypocteme jednostranné limity:
2
lim ——— = (dosadime do vyrazu &islo —11) = T —00,

X——1" (X + ]_) _
2
. +
lim ——— = (dosadime do vyrazu ¢islo —0,9) = — = .
o1t (X + 1)3 ( yr ) N

ProtoZe se jednostranné limity nerovnaji, vysledna limita lim (—1)3 neexistuje.
X+

x—>-1

Svisla asymptota ma rovnici X =—1. Vodorovna asymptota ma rovnici y = 0.
Vypocteme rovnici Sikmé asymptoty:
2 ¥

: X .
k= lim ————=0, g= lim
x>k (x +1)° X 1= o (x+1)°

Sikmaé asymptota ma rovnici y = 0.

X
c. Definiéni obor funkce f(X)= W je x e (—o,4)U(4,0).
X —
x® x®
Vypoéteme limity v nevlastnich bodech: lim ———— = —o0, lim— = .
yp y X—>—00 (X _ 4)2 X—>00 (X _ 4)2
Dale vypocteme jednostranné limity:
X3 +
lim —— = (dosadime do vy Cislo 3,9) =— =0,
m ( _4)2 (dosadime do vyrazu ¢islo 3,9) n
lim —X — (dosadime do virazu Sislo 4.1) =
—5 = (dosadime do vyrazu ¢islo 4,1) = — = .
i (x—4F a n
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3

ProtoZze se jednostranné limity rovnaji, vysledna limita !(IFT}W existuje a Je rovna
- X_

. N
'X'LH(X_—4)2=°°

Svisla asymptota ma rovnici X =4. Vodorovnad asymptota funkce neexistuje. Vypocteme
rovnici Sikmé asymptoty:
. X3
k= Ilim ———=1,
x>0 (x — 4) X

. X3 _ 8x?-16x
q= lim| ——-x|= lim ———F——=8
x>t (X —4) x—>#0 X2 —8X +16

Sikma asymptota méa rovnici Y = X +8.

Poznamka. Funkce ma svislé asymptoty v bodech, ve kterych neni definovana. Pokud jsou
definiénim oborem vSechna realna ¢isla, napf. funkce Y =sinX, svislé asymptoty funkce
neexistuji. VS8imnéte si, Ze pokud existuje vodorovna asymptota, pak Sikma asymptota ma
stejnou rovnici jako je rovnice vodorovné asymptoty. Vodorovna asymptota je specidlni
pripad asymptoty Sikmé. Rovnice asymptot budeme potiebovat pfi zjiStovani pribéhu funkce
jedné realné promenné.

RESENY PRIKLAD 7

X
Vypoctéte sikmé asymptoty funkce f (X) = 2Xx+arctg 5

Reseni.
Postupujeme obdobné jako v predeslém ptikladu:
X X
2X +arctg — arctg — T
k=1lm———2= lim|2+ =2+-2 =7
X—>Ho0 X X—>100 X nfes)

Dale dostavame pro X — o

X—>00 X—>0

. X . X =
= lim| 2x+arctg — —2x | = lim arctg — = —,
q ( 92 j 9272

pro X — —oo

g= lim (2x+arctg§—2xj = lim arctg

X
X—>—0 X—>—00 2
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9 Limita funkce

X
Funkce f (X) = 2x+arctg 5 ma dve Sikmé asymptoty 0 rovnicich

T T
=2X+—, =2X——.
Y 2 Y 2

f(x)

Pfi  vypoctu limity funkce typu W dojdeme cCasto k vyrazu, kdy

. . 0 ,
lim f(x):O A lim g(X):0, (vyraz 6) a hodnotu limity pfimo nelze urcit. Upravu

provadime tak, ze se snazime zlomek kratit vyrazem konvergujicim k nule. Vede k tomu
naptiklad rozklad v soucin mnohoclent v Citateli i ve jmenovateli nebo pouziti identity
2 2
a~-b

a+b

a-b= , pokud se ve vyrazu a—b vyskytuji druhé mocniny.

RESENY PRIKLAD 8

e e i X+ X—6
Vypoctéte limitu lim ———.
x>2  X° -4
Reseni.
0 :
Pokud do vyrazu dosadime X=2, dostaneme vyraz 0 Rozlozime citatele
| jmenovatele na soucin kotfenovych Ciniteld, kratime vyrazem (x—2) a nakonec dosadime

X =2 . Dostavame:

- xP+x-6 . (x-2)x+3) . x+3 5
lim=——— = lim——22 "2 = [im—— ==,
o2 x2-4  o2(x-2)x+2) >2x+2 4

RESENY PRIKLAD 9

e 2X5 43X+
Vypoctéte limitu lim ———.
x>-13x° 4+ 2x -1

Reseni.

Pokud do vyrazu dosadime X=-1, dostaneme vyraz RozloZime Ccitatele

oo

I jmenovatele na soucin kofenovych Cinitelti, kratime vyrazem (X+

-

) a nakonec dosadime
X =—1. Dostavame:
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) 2(x+1 x+ x+1
2X°+3x+1 . 2
— = lim —=<

lim _1
x—>-13x2% + 2)(_]_ xa 1 { j x—>-1 [ ]_j 4
x +1) x— X——
3
RESENY PRIKLAD 10
o 3XP—BX=2
Vypoctéte limitu lim —————.
x>2 5x°-20
Reseni.
0 :
Pokud do vyrazu dosadime X=2, dostaneme vyraz —. RozloZime C itatele

i jmenovatele na soucin kofenovych ¢initelti, kratime vyrazem (x—2) a nakonec dosadime
X =2 . Dostavame:

3(x-2 X+t dx+t
- 3x*-Bx-2 3 . 3
lim =— "= = lim = lim >—f = —

x>2 5?20  x-23(x-2)x+2) x>23(x+2) 20

RESENY PRIKLAD 11
A3+ X — \/§

X

Vypoététe limitu lim
x—0

Reseni.
Pokud do vyrazu dosadime X =0, dostaneme vyraz 0 Rozsifime zlomek vyrazem

(\/3+ X+ \/5), potom kratime vyrazem X a nakonec dosadime X = 0. Dostavame:

JsT J3 (oj:"m(m_ﬁ)(m+£)_

0) x>0 X (\/3+x+\/§)_
_lim 3+x-3 1

) ) 2

an
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RESENY PRIKLAD 12

Vypoétste limit Iim2_ X=3
octete Iimitu —_——.
P x>7  x? — 49

Reseni.

0
Pokud do vyrazu dosadime X =7, dostaneme vyraz 0 Rozsitime zlomek vyrazem

(2 +V/X— 3) , potom kratime vyrazem (x—7) a nakonec dosadime X =7 . Dostavame:

li 5 —
x>7  x°—49 0

_in 2=x=3) 2+ x=3) 4—(x-3)
=1m =1m

x>7 X% —49 (2+Jx—3) H7(x2—49XZ+\/x—3)
lim 7T—x -1 1

= (x—7)(x+7)(2+ﬁ)=£h—g (c+7f2+vx-3) 56

.mﬂz(oj

RESENY PRIKLAD 13

Vypostéte limitu im(yx+1-+x).

Reseni.
Pokud do vyrazu dosadime X =0, dostaneme vyraz (co —o0). Rozsifime dany vyraz vyrazem

(\/X+1+\/; ) Dostavame funkci, ve které je stupen Citatele mens$i nez stupent jmenovatele,
proto je limita rovna 0.

lin{xc+1 =)= (o) =
. Ix+1+4x) X+1-X
= I ) I T

Pokud pifi  vypoctu limity funkce typu W dospéjeme k vyrazu, kdy

. : A
!(lrrgl f(x)=A%0 A lmell 9(x)=0, (vyraz 0 ), jedna se zde o limitu nevlastni. Jeji existenci

a vypocet provedeme pomoci jednostrannych limit.
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RESENY PRIKLAD 14

.1 o
Dokazte, ze lim = neexistuje.
x—0 X
Reseni.

. Musime proto pocitat jednostranné limity:

ol
N

Po dosazeni X =0 dostavame vyraz (

= 0

lim 1 (dosadime ¢islo 0,1) =
x—0" X

+ 1+

lim L = (dosadime &islo —01 = = —oo,
x—0~ X —

Protoze se jednostranné limity nerovnaji, vysledna limita Img— neexistuje.
X—=>0 X

RESENY PRIKLAD 15

1
Vypoététe limitu lime*.
x—0
Reseni.
1
Funkce f(X) =€* neni vbodé X=0 definovana. Proto budeme urovat jednostranné limity.
Pouzijeme nasledujici vztahy:

lima* =0, lim a* =0 pro 0<a<l,
X—00 X—>—0

lima* =, lim a*=0 pro a>1.
X—>0 X—>—0

Na zéakladé uvedenych vztahti a vysledku ptikladu 14 mizeme psat:

1 1
lim eX =0, limex =0,
x—0" x—0"
1

ProtoZze se jednostranné limity nerovnaji, vysledna limita Iirr%ex neexistuje.
X—>

| RESENY PRIKLAD 16

Vypoctéte limitu funkce bodech, ve kterych neni funkce definovéna:

2 X+3
a. f(X):m, b. f(X): X2 .

-137 -




9 Limita funkce

Reseni.

2
a. Funkce f(x)= i neni definovana v bodé X = -1.

o . L2 : : . . 2
Pocitame tedy limitu “ml_]_' Po dosazeni do vyrazu X=-1, dostdvame vyraz 0
x>-1X +
a proto pocitame pfislusné jednostranné limity:
. 2 +
lim —— = (dosadime ¢islo —11) = — = -0,
x>-1" X+1 -
. 2 o +
lim —— = (dosadime ¢islo —0,9) =—
x—>-1" X +1

= 00,

Protoze se jednostranné limity nerovnaji, vysledna limita IImln neexistuje.
X—>—. +

b. Funkce f(x)= X+3

>— neni definovana v bodé x=0.
X

X+3 , , . : 3
>— . Po dosazeni do vyrazu X =0, dostavame vyraz | — | a proto
X 0

Pocitame tedy limitu Iing
X—>

pocitame ptislusné jednostranné limity:

. X+3 +

lim —— = (dosadime ¢islo —0,1) = — = oo,

x—=>0" X +

. X+3 +

lim —— = (dosadime ¢islo 0,1) =— = .

x=0" X +

y : e o e . X+3 - .
ProtoZze se jednostranné limity rovnaji, vysledna limita IIrrg 5 existuje a je rovna
X—> X

. X+3
lim —— = co.
x=>0 ¥

V poslednim ptikladu vyuZijeme definice Eulerova ¢isla:

lim(1+lj =e, lim(1+5j =¢e', kde keR.
x—>to0 X x—>to0 X

| RESENY PRIKLAD 17

Vypoctéte nasledujici limity:

 (2x 43 (sx+4)2 "
a. lim , b. lim| —— .
o 2X+1 x-= 5X°+7

Reseni.

a. Postupujeme nasledovné: nejprve do Citatele napiSeme vyraz, ktery mame ve jmenovateli
a upravime tak, aby se hodnota citatele nezménila:
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o (2x+3Y" . (2x+1-1+3)"
xoo\ 2X+1 X 2Xx+1

(zlomek rozdé€lime na dva zlomky)=

X+1
=lim| 1+ 2 =
X0 2x+1

(zavedeme substituci) =

2 1 1
;= xsu-o = (x>0 = (U—)oo*

2x+1:u

[y

1
. 1)z :
= I|m(1+—j = Iim(ljL 1} (1+ 1} =e
u—o u U—o0 u u
%,_J

1

N

b. Postupujeme podobné jako v piedeslé uloze:

2 2

C(5x2+4)2" . (Bx4T7-7+4)2 "
lim =lim =" -

x| 5X% +7 xoe| - BX* 47

2

X—+l 3
xoo\ - BXT+ 7 SN2 el

9.6 PRIKLADY K PROCVICENI

PRIKLAD 1
Doplite...
a. Funkce f(x)= XZ_ 1 je nespojita v bodech. ..
X j—
2
b, lim>X 1o
x>0+ 6X
C. Bolzanova véta zarucuje (pii splnéni predpokladl) existenci ...... ...... rovnice.
d.

lim f (x) nazveme nevlastni limitou, jestlize lim f(x)e...
X—C

X—C

@

Necht' funkce f je realna funkce jedné redlné proménné spojita na intervalu (a, b)
takovd, ze nema v intervalu (a,b) zadny nulovy bod. Potom funkce f je stéle ..... nebo
stale ..... vintervalu (a,b).
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PRIKLAD 2

Uzitim Bolzanovy véty dokazte, Ze rovnice:

x® —10x—5=0 ma v intervalu (2, 4) aspoii jeden realny kofen,

x* —x® —4x* —4x+1=0 ma v intervalu (0, 2) aspoii jeden realny kofen,

x® —3x+1=0 ma v intervalu (—2, —1) aspoii jeden realny koten,

x® —4x-5=0 mav intervalu (2, 3) aspoi jeden realny koten,

2x% +5x* —7x—3 =0 ma v intervalu (-1, 0) asponi jeden redlny kofen,

x* +2x° —2x* +2x+7 = 0 ma v intervalu (— 2, —1) aspoii jeden realny koten.

- ® 00 T W

| PRIKLAD 3

Vypoctéte limity v krajnich bodech intervalt, které tvoti defini¢ni obor funkce f (X) :
2 x—-1

a. f(x)=——, b. f(x)=—-,
( ) 3-X ( ) X+1

T -1’

2
€. f(x):3x -1

PRIKLAD 4

Vypoététe limity funkce v danych bodech:

a. f(x)=2x*-x*+3 vbodech —oo, oo,
b. f(x)=(x-1(2-x)’ vbodech —co, oo,

3_
¢ f(x)=——=—=_ vbodech -1 0, —o0, oo,
1+3x-2x
3 a2
d. f(x):);l vbodech 3, —o, o, -2,
X"—X—6
3
€. f(x):w vbodech 0, —2, —oo, oo,
X* —4x
X — 2X
f. f(x)= -~ vbodech 2, 0, —oo, oo,
—X
3_ p—

h. f(x)=2 =9 Vbodech 3, -3, —w,
X+3

7x*> —5x—2
fx)= 2 79274
(x) 3x? +12x 15

vbodech 1, -5, —oo, oo,
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PRIKLAD 5

Vypoctéte limity:

2 2
a. lim(x* —5x+7), b. lim X *X=6 ¢ lim X X0
X1 X>-3 X% —X—2 X2 X5 —X—2
d. lim <+ e. lim(1—cosx) £ lim—X=°
Sl x+5-2 " x50 ' CxomEy2 9]
_ 4-x (ax-g YU x—1-2
g. lim ——, h. lim 5 i im——,
x>-3X+3 x| — 542X x=5 X° — X —20
n_ . X+3
J.IlmX 1,neN, klm\& 5, Lﬁm@+?).
x=1 Xx—1 x—25 X — 25 X—o0 X

9.7 RESENi PRIKLADU

1)

x=1x=-1

N

a
b.
realného kofene
d. {~oo, +oo}

e.  kladna, zaporna

o

2) Dokazte, Ze je splnén ptedpoklad Bolzanovy véty f (a). f (b) <0.

3)

x—-1* x—1 x—1*

lim f(x)=0, lim f(x)=—o, lim f(x)=00, lim f(x)=—o0, lim f(x)=oo
)
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4)

5)

9 Limita funkce

a. oo, o

9 o
d. ' —o0, 0, neexistuje
f —1, 0, 0, 0

6

a.3 b.0

9
g. neexistuje h. e ?

b. oo, —o c. ——, O,

... 25
neexistuje, R 2, 2

@

13 N
g. —E,neemstUJe, 0, — 0
1 _
i. =, neexistuje, —, —
2 3 3

d. 4 e.0

g|H w| o
[y

j.a k. —
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10 DIFERENCIALNI POCET FUNKCE JEDNE REALNE
PROMENNE

Zkoumani mnoha pfirodnich i ekonomickych jevi vede k zavislostem vyjadienym ve tvaru
funkce jedné redlné proménné. Derivace této funkce ma zdsadni vyznam pro popis
prislusného jevu. Pojem derivace vznikl béhem druhé poloviny 17. stoleti pfi feSeni
konkrétnich geometrickych a fyzikalnich uloh. Tento pojem byl piesné definovan v 19. stoleti
matematiky Cauchym a Bolzanem na zakladé jimi zpifesnéného pojmu limity funkce.

10.1 POJEM DERIVACE FUNKCE

Uvazujme funkci y = f(X) definovanou na otevieném intervalu M = (a,b). Zvolime
bod X, uvniti intervalu M. Nas ukol bude urcit smérnici te¢ny t ke kiivee y = f(x) v bod¢
T, =X, Y], kde y, = f(X,). Za timto ugelem vedeme bodem T, se¢nu s, ktera protina
kiivku v dalSim bodé T= [X, f (X)], XeM. Oznacime AX = X=X,
Af (%,) = T(X)— T (X,). V8e graficky znazornime (Obr.10-1).

Obr. 10-1: Derivace funkce

Potom smérnice uvazované secny je rovna

FO)— (%) _ Af (%) (1)
X=X, AX

tga(x) =

kde a(x)je velikost smérového thlu piimky S v zavislosti na X-ové soufadnici bodu T.

Pfitom rozdil Af (%) = T (x)— (%) 2
se nazyva diference (priristek) funkce f v bod¢ X,
kdezto rozdil AX = X — X, 3

se nazyva diference (priristek) argumentu X v bodé X, .
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10 Diferencialni pocet funkce jedné realné proménné

Diferencni podil je funkci proménné AX, nikoliv,, které je pevné. Pfipomenime,

Af (X,)
AX
ze je to smérnice secny. Vyznam diferenéniho podilu spociva v tom, ze charakterizuje

relativni zménu hodnot funkce y = f(x) vzhledem k zméné hodnot argumentu. Funkce (1)
neni definovana pro Ax =0. Mlze ovS§em mit v tomto bod¢ limitu.

DEFINICE 1

Necht’ funkce y = f(Xx) je definovana na otevieném intervalu M a necht ¢islo X, € M.
Derivaci funkce f v bodé x, nazyvame cislo

F(xg) = lim =T o fr(x) = tim AT09) 4)

X—Xq X— X, -0 AX

Jinak feCeno: derivaci funkce y= f(x) vbod¢ X, nazyvame limitu diferenc¢niho podilu

M pro Ax —» 0.
AX

Derivaci v bod¢ znacime nejcastéji  f'(X,). Pouzivaji se téz jind oznaceni, napf. (podle

dy df (x,)

Lagrangea) y'(x,), y, nebo (podle Cauchyho) Y
dx | X=X, dx

RESENY PRIKLAD 1

Pomoci definice derivace vypodtéte derivaci funkce f(X)=x* vbodé x =X, a do vysledku
dosadte X, =5.

Reseni.
Do vztahu (4) dosadime uvedenou funkci.
f(X, +AX) = f(X,)
e =
2
_ Iim (X, +AX)* =X,
Ax—0 AX

Nakonec do vysledku dosadime x, =5: f'(5) =10

) =

= AliTo(ZXO + AX) = 2X, .
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10.1.1 VLASTNI A NEVLASTNI DERIVACE

Derivace je definovana pomoci limity diferen¢niho podilu. Vime, Ze limita ve vlastnim bodé
(bod x, je vzdy vlastni) muze byt vlastni, nevlastni (tj. oo nebo —oo), nebo neexistuje.

Objasnime pojmy vlastni a nevlastni derivace, ukazeme si, kdy derivace neexistuje.
Je-li limita (4) vlastni, pak fikame, ze y = f (X) ma v bod¢ x, vlastni derivaci.

Geometricky vyznam vlastni derivace: smérnice teCny ke grafu funkce y = f(x) v daném
bod¢ Xx,, tzn. f'(x)=tgy, kde y je thel, ktery svira te¢na s 0SOU X.

Je-li limita (4) nevlastni, pak fikame, ze f(X) ma v bodé X, nevlastni derivaci.
Geometricky vyznam nevlastni derivace: Tec¢na ke grafu funkce f(x) je kolma k ose X.
Funkce f(x) ma vbodé X, limitu, pravé kdyz v tomto bod¢ existuji obé jednostranné limity
a jsou si rovny. Obdobna véta plati pro derivace. Funkce f(x) ma v bod¢ X, derivaci, pravé
kdyz v tomto bodé¢ existuji ob& jednostranné derivace a jsou Si rovny.

10.1.2 JEDNOSTRANNE DERIVACE

Derivaci zprava funkce y= f(x) vbodé¢ X, nazyvame limitu zprava diferen¢niho podilu
f(Xy +AX) — f(X,)

AX '
Derivaci zleva funkce y= f(x) vbodé¢ X,nazyvame limitu zleva diferen¢niho podilu

. . . F(x, +AX)— f(x
aoznacujeme ji f'(X,) resp. y' (x,), f'(x,)= lim (%o A) ( o).
Ax—0" X
Geometricky vyznam jednostranné derivace: smérnice teCny zprava resp. zleva ke grafu

funkce f(x) v bodé X, .

aoznacujeme ji f/(Xx,) resp. y.(%,), f/(x,)= lim
Ax—0*

Funkce na Obr. 10-2 nema v bodé ¢ derivaci, ovSem derivace zleva a zprava v tomto bod¢
existuji. Jsou to smérnice piimek t;, a t,.

Obr. 10-2: Jednostranné derivace funkce
YN

- 145 -



10 Diferencialni pocet funkce jedné realné proménné

10.1.3 VVZTAH MEZI DERIVACI A SPOJITOSTI FUNKCE V BODE

Ma-li funkce y = f(x) v bodé x vlastni derivaci, je v tomto bod¢ spojita. Obracené, tvrzeni

neplati. Existuji funkce, které jsou spojité v daném bodé x a nemaji v tomto bodé derivaci.
Napi. funkce znazornéna na Obr. 10-2 v bodé¢ ¢ spojita, ale nema v ném derivaci.

DEFINICE 2

Necht' M je mnozina vSech bodu, ve kterych ma funkce f derivaci. Kdyz ke kazdému cislu
X, € M pfifadime derivaci funkce f vbodé X, € M, dostaneme funkci, jejimz definicnim
oborem je mnozina M. Tuto funkci nazyvame derivaci funkce f na mnoziné M.

dy

Derivaci na mnozin€ zna¢ime: y'(x), y', f'(x), f' nebo Vg
X

Derivaci funkce na mnoziné M ur¢ujeme jako derivaci v libovolném bod¢€. Nejprve utvotime

diferen¢ni podil % v bod¢ x a pak vypocteme limitu tohoto podilu v bodé Ax=0. Tim
X

dostaneme vzorec pro f'(x), ¢ili funkéni predpis pro derivaci. VySetiime-li obor vSech X, pro

ktera jsou pocetni ukony urcujici derivaci proveditelné, dostaneme defini¢ni obor funkce
f'(x).

RESENY PRIKLAD 2

Pomoci definice derivace vypoctéte derivaci funkce
f(x)=x" pro ne N a xeR.

Reseni.

J'(x) = lim

Ax—0

[ 89- /) _ gy () o -

Dvoj¢len (X + AX)" umocnime pomoci binomické véty :
n
(X+A%)" = X" + X" Ax + [2}(”2 (AX)* + ... +(AX)",

dosadime do (V) a provedeme kraceni vyrazem AX.
n

f'(x)= ixirilo{nx”_l + (Z}c“m + (3}5’_3 (Ax)* + ... + (Ax)”_l} =nx"".

Analogicky jako u vypoctu limit, je vypocet derivaci z definice Casto obtizny. Proto pfi
praktickych vypoctech derivaci se opirame o pravidla pro derivovdni a o znalost derivaci
zakladnich elementarnich funkci. Pravidla pro vypocet derivaci a vzorce pro derivace
zékladnich elementarnich funkci musite znat nazpamét’.
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10.1.4 PRAVIDLA PRO DERIVOVANI FUNKCI

Necht' f(x) a g(x) maji derivace naintervalu M — R. Necht k je libovolna konstanta.
Potom pro x e M plati:

(ke fO) =k (),
C(ftgm) = f)Eg' W),
() g(x) =) g+ f(x)-g'(x),

. (f<x)]' (0900 (99’
g(X) [g (X)]Z

w N

, pro g(x)#0.

Mame k zapamatovani tfi pravidla (derivace souctu, soucinu a podilu funkci), jelikoz vztah

(k~ f (x)) =k- f'(x) je pouze zvla$tnim ptipadem derivace soudinu. Rikame, Ze konstantu
Ize z derivovaného vztahu vytknout.

Vzorce pro derivovani elementarnich funkci
V bodé X, ktery splituje pfipojené podminky, plati pro derivace uvedenych funkei tyto vzorce:

(1) k'=0, k- libovolna konstanta, k € R,

A

(2) (x”) =ax“"',x>0,aeR,
(3) (sinx)'=cos X,
(4) (cosx) =-sinx,

(5) (tgx) = 12 =1+1tg®x, cosx =0,
cos® X

(6) (cotgXx) =— _12 = —(1+cotg®x), sin x # 0,
sin® x

(7) (ax) :axhla,a>O:>(ex) =e",

! !

8) (log, x) =i, a>0,a#1 x>0 = (Inx) =£, x>0,
xIna

X
(9) (arcsinx)’ = , xe(-1, 1),
1-x°
(10) (arccosx)’ = = , xe(-1, 1),
1-x°
(11) (arctgx)' = v X eR,
(12) (arccotg x)’ = % x eR.
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RESENY PRIKLAD 3

Derivujte funkci y =x°® +3x* —8x> +x+23,xR.
Reseni.

Kromé nasobného uziti vzorce (2) pouzijeme téz pravidla 1. a 2.
Y =6x"+3-4x —8-2x +1=06x"+12x> —16x+1.

RESENY PRIKLAD 4

4 L—
Derivujte funkci y = M, x€R.

2+«/§

Reseni.
Konstantu % vytkneme pied derivovany vyraz, dale pouzijeme postupné pravidlo 2.,
2++3

1. a vzorec (2).

RESENY PRIKLAD 5

2x7 +3x% —2x* +Tx -2

Derivujte funkci y = o ,
X

x#0.
Reseni.

Citatel d&lime jmenovatelem.
y = X +15x% —14+3,5x7 —x7*

Yy =3x>+3x—10,5x"* +4x°.

9

Oveéite si, ze stejny vysledek obdrzite pouzitim pravidla 4. pro derivovani podilu. Postup je
ovSem zdlouhavéjsi.
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RESENY PRIKLAD 6

Derivujte funkci y =3x 4fx , x20.
Reseni.

Funkci nejprve upravime jako mocninu proménné X, potom pouzijeme (2).
1
1+=
y=3x *=3x"?,

y' =3,75x%% = 3,75 ¥/x.

Derivovany vyraz, pokud lze, vZzdy nejprve upravime.

RESENY PRIKLAD 7

Derivujte funkci y =3/x% -x*-/x*, x>0.

Reseni.
19
Funkci y mizeme upravit takto: y = x!2. Pak pouzijeme vzorec (2).

7

y' :BxB :Q13x7.
12 12

V nasledujicim souboru péti ptikladi se naucite pouzivat vztahy pro derivaci sou¢inu a podilu
dvou funkei. Vzorce a pravidla pro derivovani musite bezpecné ovladat!

RESENY PRIKLAD 8

Derivujte funkci y = x*cosx,x e R.
Reseni.

Pouzijeme pravidlo 3. pro derivaci soucinu.
A

y' = (xz) cos x + x> (cos x)' = 2xcos x — x” sin x.
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RESENY PRIKLAD 9

Derivujte funkci y = Sllﬂ x>0, x=#1.
nx

Reseni.

Pouzijeme pravidlo 4. pro derivaci podilu. VSimnéte si spravného potadi funkci z Citatele
a jmenovatele derivovaného zlomku: ¢itatel vysledku zacina derivaci Citatele.

.1
. . cosxInx—sinx— .
, (sinx)'Inx—sinx(Inx)" x _Cosx  sinx

(In x)? (In x)? " Inx  x(nx)?’

RESENY PRIKLAD 10

Derivujte funkci y =cotgx, x+#kr.
Reseni.

Pouzijeme zakladni vztahy mezi goniometrickymi funkcemi a pravidlo 4. pro derivaci podilu.

cOS X
y=cotgx=——,
sin x
!
, [ cosx _—sinxsinx—cosxcosx_—(sin2x+cos2x)_ 1
sin x sin’ x sin® x sin” x

Vzorec pro derivaci tg X ovéite ted’ sami!

RESENY PRIKLAD 11

3x+8
x> +4°

Derivujte funkci y = XeR.

Reseni.

Pouzijeme pravidlo 4. pro derivaci podilu.

3(X* +4)-(3x+8)2X  _3x* ~16x+12
(x* +4)° (s

y'=
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RESENY PRIKLAD 12

Derivujte funkci y = E,x #0.
X

Reseni.

Pro urychleni vypoctu funkci upravime do sou¢inového tvaru. Vytkneme konstantu In5.

Nasledné derivujeme x'. Jde o to, abychom podobné piipady nederivovali jako podil, ale
jako soucin. Derivovani funkci typu konstanta/vyraz jako podilu je obecné mnohem
pomalejsi postup.

In5

2
X

y=In5-x", y' =

10.1.5 DERIVACE SLOZENE FUNKCE

Pii feSeni predchozich piikladu jsme vystacili s pravidly 1. az 4. pro derivace a se znalostmi
vzorci (1) az (12) pro derivace zakladnich elementarnich funkci. S timto aparatem vsSak
nedovedeme derivovat zdaleka vSechny funkce. Rozsifit moznosti derivovani ndm umoziuje
nasledujici véta (pravidlo) o derivaci slozené funkce:

VETA 1

Ma-li funkce u = g(x) derivaci vbodé¢ x, a ma-li funkce y= f(u) derivaci v bod¢
u, =g(x,), potom y= f(g(x)) ma derivaci v bodé¢ x, a plati pravidlo derivovani
sloZzené funkce:

5.y}, ={f(a()}, = F'(Us)g'(%,).

Uvedenou vétu 1ze symbolicky zapsat:

& _dy du

"=f'.g! resp. "=1f'.u!  resp. = )
Yx a9 P Y b P dx du dx

Derivace slozené funkce v bodé X, je tedy soucinem dvou hodnot: hodnoty derivace ,,vnéj$i*
funkce f(u) podle uvbodé g(x,) a hodnoty derivace ,,vnitini“ funkce g(x) podle x v bodé
Xo -

Ve tfech nasledujicich piikladech oznacime wvnitini funkci g(x) avSak pouze za ucelem
snadngj$iho pochopeni, ktera funkce je vnitini a ktera vnéjsi.
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RESENY PRIKLAD 13

Derivujte funkci y = sin(x* +5x* +9), x € R.
Reseni.
Polozime u=g(x)=x" +5x*+9, f(u)=sinu, potom derivujeme

g'(x) =4x3 +10x,,
f'(u) =cosu = cos(x* +5x*+9).

Pouzitim pravidla 5. obdrzime postupné:
y' = f'(u)g’(x) =cosu -(4x3 +10x) = (4x3 +10x)'cos(x4 +5%° +9).

| RESENY PRIKLAD 14

Derivujte funkci y:
a y= (x2 —l)s,x eR.
Oznaéme g(x) = x> —1=u, potom f(u)=u’, podle pravidla 5. obdrzime:

!

y' = (us) (x2 —1), =5u*2x = le(x2 —1)4.

b. y=+v1+x>,xeR.

Oznaéme 1+ x> =u, potom

y’=(\/5)'(1+x2)' - 2\1/;2x= —1fx2 .

C. y=sin(ax+b),xeR.
Oznaéme ax+b =u, potom

y' = (sinu)’- (ax+b)' =acosu = acos(ax +b).

d. y=lncosx,xe(—§+2kﬂ,§+2kﬂj.

Oznaéme cosx =u, potom

3 = (Inu)(cos x)’ =~ (—sinx) = —¥ _ gy
u C
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RESENY PRIKLAD 15

Derivujte funkci y =tg* 2x, x # % + k%.

Reéseni.
Uvedena funkce vznikla sloZzenim tfi funkci. Pravidlo 5. pouzijeme dvakrat: budeme
derivovat funkci y=tg*u jako funkci sloZzenou a vysledek vyuzijeme k vypoctu derivace
puvodni funkce, rovnéz jako funkce slozené.

Oznaéme y=z', z=tgu, u=2x, potom

ﬂ:4z3,
dz
%_ 1
du cos’u’
du_,
dx
3 )
y,:d_y:(ﬂgjd_u:423 12 2 dtg® 2x % 2:8t922x:85|n5 2X.
dx dz du ) dx cos- u cos” 2X CoS“2X  c0S’ 2X

V dalsich ptikladech jiz nebudeme zavadét nové proménné a derivaci detailné rozepisovat.
Slozenou funkci budeme derivovat piimo.

Urceni hodnoty derivace v daném bod¢ provedeme tak, Ze derivujeme funkci na mnozing a do
vysledku dosadime za x hodnotu bodu. Defini¢ni obor derivace urujeme obdobné jak
defini¢ni obor funkce a znag¢ime D(y'):

RESENY PRIKLAD 16

Derivujte funkci y, uréete hodnotu derivace v bodé x =0 a defini¢ni obor funkce y".

x+1
y= x<lI.

\/l—x’

Reseni.
Funkci derivujeme jako podil (pravidlo 4.), pak vyraz upravime:

i 1 _%
) = (x+1) /I—X—(1+x)<\/m) _ \/l—x—(x+1)5(1—x) (-1) )

1—x 1—x

_2(-x)+x+1  3-x
- 1 3"

20-x)1-x)2 2(1-x)2

Hodnota derivace funkce y v bodé x =0 je y'(0) = 3-0 .

2(1-0)2
Defini¢ni obor funkce derivace: ve jmenovateli je druhd odmocnina, tj. argument odmocniny
musi byt kladny, odtud plyne D(y') = (—,1)

N | W
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RESENY PRIKLAD 17

Derivujte funkci y = xv/x> +5, x € R. Urcete defini¢ni obor funkce ' .

Reseni.

1 2
y':\/x2+5+x1(x2 +5)752x: 2X o
2 x? +5

Defini¢ni obor funkce y’ je D(y') =R.

RESENY PRIKLAD 18

Derivujte funkci y =sin’ (3”1 In x) x > 0. Urete defini¢ni obor funkce y’ .
Reseni.

Funkci derivujeme jako vicenasobné slozenou funkci: y = z2, z=sinu, u=3*'Inx; vnitini
funkci pak derivujeme jako soucin (pravidlo 3.) s vyuzitim vzorce (7):
y'=2sin(3"*Inx)- (sin(3X+l In x)) =
=2sin(3**Inx)-cos(3"*Inx)-(3""*Inx) =
(pouZzijeme vzorec 2sinXCoSX =SiN2x)
=sin(2-3*In x)-(3X+1 In3Inx +3** Ej =3'sin(2-3"In x)-(ln 3Inx +1j.
X X
Defini¢ni obor funkce y’ je uréen prinikem defini¢nich oborti funkci 3** a In x.
D(3™) =R, D(Inx)=(0,), proto D(y") = (0, «).

10.2 DERIVACE VYSSICH RADU

Necht’ funkce y = f(x) ma na mnoziné M prvni derivaci y'= f'(x).
Druhou derivaci (nebo také derivaci druhého tadu) funkce f(x) na M rozumime funkci

(f '(X)) , tj. derivaci prvni derivace funkce.
2

Druhou derivaci funkce y = f(x) zna¢ime f"(x), f®(x), y" nebo a7y

dx?

Tteti derivaci funkce y = f(x) na M definujeme jako derivaci druhé derivace a znac¢ime ji
f @ (x) nebo f"(x), atd.
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Necht’ funkce y = f(X) ma na mnozin¢ M prvni derivaci az (n—1)-ni derivaci, n=2,3....

Pak n-tou derivaci (nebo také derivaci n-tého fadu) funkce f(x) na M rozumime funkci

(£ (x)) aznagimeji f© ().

Pro derivaci vys§ich fadii pouzivame oznaceni: f"(x), f"(x), f¥(x)...., f*’(x) nebo
" 4 n

YLy oy Ly

Plati zfejm¢e

() =(f'(x)
£ = (£7(0) 1o TP (x) = (F09 ().

!
)

| RESENY PRIKLAD 19

Vypoctéte Sestou derivaci funkce y = x° —2x* +4x* —16x +15.

Reseni.
Podle definice derivace vyssich fadt postupné vypocitame:
Y =5x*—8x" +8x—-16,

y" =20x° —24x* +8,

y"” = 60x* — 48X,
y* =120x — 48,
y® =120,

y©® =0.

10.3 PRIKLADY K PROCVICENI

PRIKLAD 1

Vypoctéte prvni derivaci dané funkce a urcete D(y’)

a.y:W b. yzl—x+ln5
X
C. yzi—?{/; d. y =x3/x

e. y= (3‘1’/7—x)(4§/7+2§/?+x2)

f. y = (4x% = 2xX + X)(2X +/X) 0. y = 3
(3x—-2)
3x?2 ) X+1
h. y=—— I =2——
y 7X° —X+2 y x—1
1 4 7 S 3
J. y:(—+4j k. y:3x3—4x4+?x2+72
X
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PRIKLAD 2

Vypoctéte prvni derivaci dané funkce a uréete D(y")

5 2
a y=+Jx- NN b. __c
YT s SN
¢ y=- 5 q y = 8x°
' 2x% —5x+1 ' X3 +x-1
5x% +x—2 3
= f. y= 5
X“+7 (1-x7)
- L+x h. y:(7x2—£+6)6
1+\/§ X
i y-——— ] y—3J;
' 4/(X—1)3 ' x* +1
5 X
Koy = Ly
sin® 2x Sin X + €OS X
PRIKLAD 3

Vypoctéte prvni derivaci dané funkce a urcete D(y’)

a. y=e*

c. y=e®*

e. y=2-7"-1
g. y:3lni

: x\?
. y=In COSE

k. y= arcsin(Zx\/l -x )

PRIKLAD 4

b.
d.

f.

sinx

y=e
_ (2x-1)e”
—2dx
y =5In10x
3
y =arcsin \/F

y = arccosv1—x’

y=2In

Vypoctéte prvni derivaci dané funkce a urcete D(y’)

a. y=(10x*-1e*

c. y=5-10¥

e y—|n 1+_X

' 1-x
1+sinx

g.y=lI :
1-sinx

b.
d.

y:3xx3
—|nﬂ

y= X+3

y = Infin[x]

y =e*VJ1+x?
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. y=ext J. y=X"€e

k. y=1In

PRIKLAD 5

Vypoctéte druhou derivaci dané funkce.
a. y=arctg2x

b. y= In(1+ x2)
C. y — Xesinx

PRIKLAD 6

Vypoctéte hodnotu druhé derivace dané funkce v daném bodé.
a. y=arcsinx vbodéx=0

b. y=tg’®x vbodéx=0
c. y=x(Inx-1) vbodé¢ x=1

10.4 RESENi PRIKLADU

1)
2 -1
a. X0y = b. X0y =—-1
g 5.8/x° =
4 1 7
c. x#0 Y = d. x20y ==x
T ar
4 5
e. y’:—3x2+24+Ex3+§x3 f. xzo;y’:24x2+§\/;
3 5 2
g x;tg' y’———9
' 3’ (3x—2)?
— 5 — _
h. 7x5—x+2¢0;y'= 3x(251x Rk 24) i. x#1; '=—4 5
(7Tx° —x+2) (x—1)
3 4 9 3
J- X¢0;y'=_—j(l+4j k.x>0;y'=7x3—l3x4—zx2
x” \x 7
2)
1 -7
a. x>0; y——+ b. x#0;y' =
Jx 2J_ NS
2
—_ 2 _
C. 2x* =5x+1=0;y = 220X+252 d. x3+x—1;«r&0;y’:—8x3 (2x 3)2
(2x° —-5x+1) (x*+x-1)
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2
e. r=_X+—m+7 f X-_;til; yr:L

(X2 + 7)2 (1_ X2)2

1-42 4 4
L x>0y = h. x=0;y =6(14x+—)(7x? —=+6)°
g y (i 2n) y'=6( Xz)( < )
. 3001 : 3(1-3x%)
L x>Ly =-——7—- ] x>0y =——-—"=
4(4\/96—1)7 2\/;(x2+1)2

K. sin2x # 0; ' = —30cos 2xsin * 2x
sin X + cos X + x(sin x — cos x)

l. sin2x=-1; y'= -
1+sin2x
3) |
a. y' =3e¥ b. y' =e"™ cos x
2, . 4x2+1
c. Y =-e% *sin2x d. x>0,y = e’
y 4 4x-Ix
e. y=2-7"In7 f. X¢O;y’=§
X
g.x;«rsz;y’:_—3 h. <25y = —2
X-2 x*—4
. X . 3Vx
L x#QRk+m, y =-tg= J. 0<x<ly =——7F=
2 21— x°
Ko —1{x(ly =— 2 . y' =e%(30x? +20x —3)
|x|\/1—x2
4)
a. Yy =3x*(xIn3+3) b. y'=15-10*In10
C.x#-3) =— ! d. y' = L
x+3 x> +1
e. xzxly' = 12 f. X0 x#1y' =
1-x xIn|x|
gcosx;«rsO'y’—L h y'—eXM
' " cosx ' 1+ x2
. X 1 - 2 _y2
Lx=-1, y =elx . "=2x(1-x)e”*
y e ] y'=2x(1-x7)
k.xiO;y'=+ l ,:ZX—+122
x(x”+1) 1+ x+x°)
5)
-16 - x* i -
a. y"=—x2 b. y”=2(1 x2) C. y":es'”x(2005x+xcoszx—xsmx)
(1+4x2) (1+x2)
6)
a. y"(0)=-05 b. y"(0)=2 c. y'@=1
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11 UZITI DIFERENCIALNIHO POCTU

Kapitola je rozdélena na Ctyfi ¢asti. Prvni ¢ast se zabyva L'Hospitalovym pravidlem, které se
pouziva pti vypoctu limit funkce. Druhd ¢ast je vénovana diferencidlu funkce, ve treti ¢asti se
seznamime s Taylorovym polynomem a v posledni ¢asti budeme vysetfovat prabeh funkce.

11.1 L’HOSPITALOVO PRAVIDLO

L’Hospitalovo pravidlo je velmi G¢innym nastrojem pii vypoctu limit funkci v bodech, kde
tyto funkce nejsou definovany, tj. v piipadé, ze pii vypoctu limit dospéjeme k neurcitym
vyraziim typu:

W W r 7 A r O A w . . W 7 o /4
Vsechny neur€ité vyrazy lze prevést na tvar o popf. —. Pro limitu téchto dvou vyrazi plati
o0

velmi praktickd matematicka véta, tzv. L’Hospitalovo pravidlo.

VETA 1

Predpoklady:
1. Funkce f(x) a g(x) maji derivace v okoli bodu c € R, kde je g(x) =0.

2. lim f(x) = lim g(x) =0 nebo

tim| £ (x)| = lim| g ()] = o0

3. Existuje vlastni nebo nevlastni lim J ’(x) .
xoc g (X)
Tvrzeni: lim EAC)) = lim LAC)) 1)

x—c g(x) x—c g’(x) .

Analogické véty plati i pro limitu zprava a zleva a taktéz pro pfipad, Ze bod C je nevlastnim
bodem + oonebo —oo.

11.1.1 LIMITY TYPU

9

Ry

818

RESENY PRIKLAD 1

X

2 -1’

Vypoctéte lim
x—0
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Reseni.
Iirrcl) f(x)= Iirrgx-sX = f(0) =0 ataké Iingg(x) = IingzX -1=g9(0)=0,
f(x) B lim f(x)

x—0

proto nemuzeme pouzit vztah lim , ale pouzijeme vztah (1).

=0 g(x)  limg(x)

limf(x):h.mf(x):hm3 + x3 1n3: 1 .
x—0 g(x) x—0 g'(x) x—0 2x In2 In2

V dalsich ptikladech za jednotlivymi vyrazy bude v zavorce uveden limitni typ.

RESENY PRIKLAD 2

arctg x — z
2

Vypoctéte lim
X—>0 X — 1

Reseni.,
1

T
arctg x — — 5
lim——2 :(gj: lim —AFX

oo x+1 2

x+1 x—1(x+1)°

.oxP -1 0 . 1- 1
=lim—————=| — |=lim =30

><M‘ N
|
|
o

| RESENY PRIKLAD 3

. Inx
Vypoctéte lim :
x->0" cotg X

ReSent.

. Inx o) . —-x*' .. sin®’x (0 _

lim =|— |=lim———=lim === ,_ 2sinxcosx O

0" cotgXx \oo) x0'sin?x 00 —x  \0) =lim————==—=0.
x—0* -1 -1
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VETA 2

Kdyz je IIm E; také typu % nebo = a funkce f'(x), g'(x) spliuji predpoklady
2t g(X 0

L’Hospitalova pravidla, potom plati:
LGB GO I
X—C g(x) x->¢ g (X) x->¢ (X)

Analogicky:

Pokud je hmf é ; rovnéz typu % nebo S, funkce f"(x) a g"(x)spliuji ptredpoklady
x—c g X o0

L’Hospitalova pravidla, potom plati:

fim O gim TO) iy £700 g 170
X—C g(x) x>c g (X) x>c g (x) X—C g'"(x)

RESENY PRIKLAD 4

-3x-1
Vypoctéte IImT.
x=0  SIn‘ 4X

Reseni.
Vztah (1) pouzijeme dvakrat:

. e¥-3x-1 [(0) .. 3e* -3
I|mT: — |= Ilm.—:
x>0 sin“ 4X 0/) x»08sindxcos4x

3e3x—3 (0) . 9 9

—l=lim—=—
HO 4sin8x 0 x>0 32c0s8x 32

RESENY PRIKLAD 5

Vypoctéte lim $in2x —2sin x
Y x50 20X — %2 —2x—2

Reseni.

=lim —
x>0 2% _2x—2 0
—8C0s 2X + 2¢c0s X

=lim =-3.
X—0 2e*

. sin2x—2sinx (Oj
lim 5 =| =
x>0 2% —x° —2x -2 0
—4sin2x+2sinx _ (Oj

2C0S2X —2COSX (Oj

=lim
X—0 2e* _2

0
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11 Uziti diferencialniho poctu
11.1.2 LIMITY TYPU 0-c0

Pokud je limf(x)=0 a limg(x) =, potom lim[f(x)g(x)] vypotitame tak, ze

vyraz f(x)g(x) upravime na tvar fgx) nebo g(1X) , ¢imz obdrzime typ % nebo 2.
Q0
9(x) f(x)

Zvolime zpusob, ktery vyzaduje jednodussi derivovani.

RESENY PRIKLAD 6

Vypoctéte Iim(x - %)tg X.

x»%
Reseni.
T
p/a X_E 0
lim| x—=[tgx=(0-%)= lim =|=|=
i (x-3 Jox= @9 = m —2 <)
2 2
tg x
N
—lim —2 = lim —= =1
L7 cotgx or 1
2 2

RESENY PRIKLAD 7

Vypoctéte lim (1—sin x)tgx.

T
X—>=
2

Reseni.

1im+(l—sinx)tgx:(0_oo): lim+1_smx :(g): lim —COS X _

T
x— 5 X—>— X—=>—

= 1irn+(cosxsin2 x): 0.

T
x—>—
2
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11.1.3 LIMITY TYPU 00 —00
V piipadé, ze je lim f(x) =lim g(x) = oo, potomlim[f (x) — g(x)] vypogitime tak, Ze

vyraz f(x)—g(x) upravime na podil dvou funkci, ¢imZz danou limitu pfevedeme na

0
typ —.
yp 0
Upravu provedeme nasledujici postupem:
1 1
B 11 9x) (¥

fFO)  g(x)  f(x)g(x)

RESENY PRIKLAD 8

. 1 1
Vypoctéte lim| ————|.
P Hl[ Xx=1 In xj
Reseni.
Nejprve funkci upravime podle vztahu (2) a poté pouzijeme (1):

|im(i-ij=(oo_oo)= |im'”x‘—x+1—(9j:

o1 x—1  Inx o1 (x—1)Inx |0
1 1
1 _ =
2
nx+1-= O/ 222
X X X

| RESENY PRIKLAD 9

Vypoctéte lim (cotgx—lj.

x—0* X
Reseni.
. 1 . (cosx 1 . XCOSX—sinXx 0
lim| cotgx —= | = (0—0) = lim| ———-= | = lim ———— "~ = o=
x—0" X x—0"

sinx X x—0° Xsin X
. COS X — XSin X —cos X 0 . —Sin X — X COS X
= lim - == {(=1lim — =0.
x—0" Sin X + X cos X 0/ x-0' COS X+ COS X — XSin X
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11 Uziti diferencialniho poctu

11.1.4 LIMITY TYPU 1%°,0°,0”

Pomoci znamého vztahu:
f(x)90 =M™ pro f(x)>0 ©)
muZzeme nevlastni limitu lim f(X)g(X) upravit na jeden z typu limit, které jsme se jiz
X—C

naucili v predeslych odstavcich fesit.
Ove¢ite si platnost vztahu (3) tim, Ze ob¢ strany zlogaritmujete.

;g . lim g (x)1In f'(x)
Plati lim f£(x)*™ =lime*™"/ ™) = g=x

X—>C X—>C

RESENY PRIKLAD 10

Vypoctéte lim x*.

x—0"

Reseni.
Upravte nejprve pomoci (3):
lim xInx
lim x* = (0°)= lim e™™ = e =¢.
x—0" x—0"
Limitu L vypocitejte nejprve upravou a pak pouzitim
1
. . Inx (oo oy .
L=lim xInx=(0-00) = lim == =| — | = lim = lim (- x)=0.
x—0" x—0* l 00 x—=0" — x x—0*
X
Tedy lim x* =e" =¢° =1.
x—0"
RESENY PRIKLAD 11
. 1
Vypoctéte IIrBl 1+ x)x.
X—>
Reseni.
. 1
. 1 . 1| 1+x) lim =In(@+x) . ) 1. v
||m(1_|-x)x:(1“"):||me><n =gx0 X —et. L:||mM:[9j:||ml+_X:1_
x—0 x>0 x—0 X 0 x->0 1

1
Tedy lim(1+ x)* —e" =e'=¢e.
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11.2 DIFERENCIAL FUNKCE

Necht’ funkce y = f(x) ma v bodé¢ x derivaci f’(x). Potom diference (pfirtistek) Ay funkce
f (x) v bodé x odpovidajici diferenci AX proménné x se definuje takto:
Ay = f(X+Ax) — f(X).

Linearni funkci f'(x)Ax (proménnéAx) nazyvame diferencialem funkce f (X) v bodé x pro
piiristek AX a oznaGujeme ji:  dy = f'(X)Ax. 4)

Misto Ax piSeme také dx. Pro diferencial funkce f (X) v bod& X pro pfiristek AX mizeme
pouzit zapisy:
df (x) = f'(X)Ax, dy= f'(x)dx, df(x)= f'(x)dx.

Grafické znazornéni diferencialu:
Diferencial funkce je pfiristek funkce méfeny na te€né (Obr. 11-1), namisto skute¢ného
ptirtstku funkce Ay = BM . Je to vzdéalenost bodi BC.

Obr. 11-1: Diferencial dy a diference Ay funkce

RESENY PRIKLAD 12

Stanovte diferencidl funkce y = x.
Reseni.

Funkce y = x ma derivaci y' =1 a jeji diferencial je proto dy = dx = Ax, viz Obr. 11-2.
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Obr. 11-2: Diferencial funkce y = x

¥

RESENY PRIKLAD 13

Vypoctéte diferencidl funkce y =arctg3x a urcete jeho hodnotu pro X = %, dx=0,2.

Reseni.,

Podle (4) obdrzime dy = d(arctg 3x) = dx. Jde o funkci o proménnych x a dx.

1+9x?
Hodnota diferencialu v daném bod¢ a pro dané dx je realné ¢islo k:

k =i10,2:0,3.
1+9=-
9

Je-li x= % a dx proménna, pak diferencial funkce y v tomto bodé je dy =1,5dx .

Vidite, ze diferencial funkce v bodé¢ je linearni funkci proménné dx.

RESENY PRIKLAD 14

Vypoététe pfibliznou hodnotu piirastku funkce y=x°®—-5x+50 pii zméné argumentu X
z hodnoty x =4 na hodnotu x =4,001.

Reseni.

Pro x =4 diferencial argumentu je: dx =4,001-4=0,001.
Potom podle (4) diferencial funkce je: dy = y'dx = (3x* —5)dx.
V bod¢ x =4 obdrzime dy = 43dXx.

Pro dx =0,001 je hodnota diferencialu k =43-0,001=0,043.

Tato hodnota k vyjadiuje pozadovany pfiblizny prirtstek.
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RESENY PRIKLAD 15

Urcete ptirtstek Ay a diferencial dy funkce
f(x)=x"+5x vbod& x =2 pro piiristek Ax =0,001.

Reseni.
Ay = f(2+0,00)— f(2) =
=(2+40,001)> +5(2+0,001)—2% —5-2 =0,009001,
dy = £'(2)-0,001 = (2% +5)0,001 = 0,009 .

11.3 TAYLORUV POLYNOM

Diferencial funkce je nejjednodussim ptibliznym vyjadfenim funkce y = f(x). Nahrazuje
tuto funkci v blizkosti daného bodu te¢nou, tj. polynomem prvniho stupné.

Taylorovy a Maclaurinovy véty pouzivame bud’ k vypoctu funkénich hodnot v okoli bodu a
(resp. bodu 0), pficemz chceme danou funkci nahradit v okoli tohoto bodu polynomem.

Protoze u mnoha funkci zndme funkcéni hodnotu v pocatku, tj. vbodé 0 a dovedeme zde
snadno vypocitat téz hodnoty derivaci, pouziva se prakticky nejcastéji vzorec (7), viz dale.

VETA 3 - TAYLOROVA VETA

Necht’ funkce f(x) mé na otevieném intervalu obsahujicim bod a derivace vSech fadi. Pak
plati

' 4 (n)
F00 = f@)+ B (x—ay+ @y _ape s+ @ iR ().
1! 2! n! (5)
R.(X) je tzv. Taylorav zbytek funkce f, pro ktery plati lim Rn(x)=0.
DEFINICE 1
Polynom
' " (n)
T (f,a,x)= f(a)+m(x—a)+m(x—a)2+ ...+M(x—a)n
1! 2! nl
(6)

nazyvame Taylortv polynom funkce f(x) vbodé a, v pfipadé, ze n— oo, hovoiime
0 Taylorov¢ fadg.

Poznamka. Nebudeme se zabyvat zbytkem Taylorova polynomu. Hodnotu funkce f(x)
nahradime ptiblizn€ hodnotou ziskanou jako soucet prvnich n ¢lenti Taylorova polynomu.
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DEFINICE 2

Zvolime-li v Taylorové polynomu a = 0, dostaneme tzv. Maclauriniiv polynom

f(x):f(0)+wx+ +mx”. (7
11 n!

RESENY PRIKLAD 16

Urcete Maclauriniiv polynom pro funkci f(x)=e" a pouzitim prvnich deviti ¢lend rozvoje
urcete pribliznou hodnotu ¢isla e.

Reseni.
Pro funkci f(x)=e" plati /" (x)=e".Potomtaké " (0)=e’ =1.

Dosadime-li tyto hodnoty do vzorce (7) obdrzime vztah:

x? X

e =1+X+—+ ... +—.

! 8!

Dosadime-li do tohoto polynomu za x =1, plati
1 1 1 1 1 1 1

e=1+1+—+—+—+—+—+—+—=1+1+0,5+0,166666 +
21 31 41 51 ¢! 71 8l

+0, 041666 + 0,008333 + 0,001388 + 0,000198 + 0,000024 = 2,718275.

RESENY PRIKLAD 17

Urcete Maclaurinovy polynomyT,(f,0,x), T,(f,0,x) a T,(f,0,x) pro funkci
f(x)=sinx.

Reseni.

Maclaurinovy polynomy pro funkci f(x)=sin x ur¢ime na zakladé
vztahu (7). Dostavame

T,(sin x,0, X) = X,
3

) X
T, (sin x,0, x):x—a,

) x> x°
T, (sin x,O,x):x—§+g.
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Urcete TaylorGv polynom 7, (f,a,x) funkce f(x)= % .
+ X

Reseni.

Nejprve ur¢ime derivace dané funkce do n-t¢ho fadu v bod¢ a:

e =——. flay=——,
+x 1+a
' _ -1 ’ _ -1
f(x)—(1+x)2, f(a)_—(1+a)2’
oo 12 oy 102
A (X)——(1+x)3, f(a) oy
woo —1:2.3 o —1:2:3
f(x)_(1+x)4’ f(a)_(1+a)4’
!
() 1 . .
f(X)()( )n+1f()()( P
Ziskané hodnoty pak dosadime do vzorce (6):
Tnz(i,a,xj: 1 x-a 2 (x—a)’
1+ X 1+a (l+a)*> (+a)? 2
3 (x—a)3+ Y n(x-a)" _
A+a)* 3 A+a)™ n
1 x-a (x—a)z_(x—a) 4 - (x—a)"
“l+a (1+a)? (1+a)?® (1+a) dL+a)™’

11.4 PRUBEH FUNKCE

Vysetieni pribéhu funkce vyzaduje znalost vSech ptfedchozich kapitol matematické analyzy.
Vyklad v této kapitole je omezen na vySetfovani pribeht algebraickych funkei.

11.4.1 MONOTONNOST FUNKCE

V teorii funkci jsme definovali monotdnnost funkce. ZjiStovani monotonnosti funkce na
daném intervalu pomoci diive uvedenych definici je Casto neefektivni, proto tuto vlastnost
funkce f(x) v intervalu J =(a,b) vysetifujeme pomoci derivace funkce. Plati nasledujici

veéta.
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VETA 4

Jestlize pro vSechna x z intervalu J = (@,b) je splnéna nerovnost

f'(x)>0, rostouci,
f'(x)<0, klesajici,
f(x)=0, potom funkce f je v tomto intervalu neklesajici,
f'(x)<0, nerostouci.

Vyfesenim uvedenych nerovnic ur¢ime intervaly monotonnosti funkce f(x) v intervalu
J < D(f).

RESENY PRIKLAD 19

Urcete intervaly monoténnosti funkce f(x)=x> +6x”> —15x, xeR.
Reseni.

Zjistime nejprve intervaly, v nichz plati f'(x) >0 a f'(x)<O0.
f'(x)=3x*+12x-15>0 = xe(~0,-5)uU(l ),
f'(x)<0 = xe(-51).

Podle véty 4 je funkce rostouci v intervalu (—oo,—5) U (1,00) a klesajici v intervalu (-5,1) .
Funkce je spojitd v R, takze v bodé¢ x =—5 musi mit lokalni maximum, tzn., Ze v né¢jakém
okoli bodu X =-5, tj. intervalu obsahujici bod x =-5, je hodnota f (-5) maximalni ze vSech

hodnot, jez funkce nabyva na tomto intervalu. Analogicky v bod¢ x = 1 musi funkce mit
lokalni minimum. V pfipadé této kubické funkce, na zéklad¢ znalosti pribéhu elementarnich
funkci, stanovime charakter grafu. Obecné vypocet extrému nemusi byt tak jednoduchy. Proto
pro jejich urceni pouzivame postup uvedeny v nasledujicim odstavci.

11.4.2 LOKALNI EXTREMY FUNKCI

DEFINICE 3

Uvazujme funkci f(x) definovanou v bodé X, a jeho jistém okoli. Rikame, Ze funkce f(x)
ma v bodé x, lokalni minimum, pravé kdyz existuje takové okoli J < D(f) bodu x,, Ze pro
vSechna x e J plati f(x)> f(x,).

Rikame, 7e funkce f(x) ma v bod& X, lokalni maximum, pravé kdyz existuje takové okoli
J < D(f) bodu x,, ze pro vS§echna x € J plati f(x) < f(x,).

Souhrnné se lokalni minima a lokélni maxima nazyvaji lokalni extrémy funkce.
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Dale budeme vySetiovat, za jakych podminek nastava v ur€itém bod¢ x, lokalni extrém.

DEFINICE 4

Bod x,, ve kterém je f'(x,)=0, se nazyva stacionarni bod funkce f(x).

VETA 5

Necht' funkce f(x) ma vbod¢é x, obé derivace f'(x,), f"(x,) a necht’ x, je stacionarni
bod, tj. f'(x,)=0.Pak funkce f(x) vbodé¢ X,:
a. ma lokalni maximum, je-li f"(x,) <0,

b. ma lokalni minimum, je-li f"(x,) >0.

Jestlize v8ak f’(x,)=f"(x,)=0, pak funkce f(x) muze mit (ale i nemusi) v bodé¢ x,
lokalni extrém.

Napt. u funkei f(X)=x>,g(X)=x* plati pro x,=0 Vv obou piipadech

f'(0)=9g'(0)=f"(0)=9g"(0)=0 a pfitom funkce g(X)z x* mid v bodé¢ x,=0 lokalni
minimum, kdezto funkce f(x)=x® v tomto bodé nema extrém, nebot je rostouci v celém
definicnim oboru. Nakreslete si tyto funkce!

Nyni nés zajimad, jak postupovat, kdyZ ve stacionadrnim bod¢ X, druha derivace je nulova.

VETA 6

Necht' funkce f(x) md na okoli bodu x, spojitou derivaci fadu n=3, pficemz
plati
f'(x)=f"(X,)=..= T"V(x,)=0, f™(x,)=B=0.

Je-li ¢islo n liché, nema f(x) v bod¢ x, lokalni extrém. Je-li vSak Cislo n sudé, ma f(x)
V bod¢ x,:

a. lokdlni maximum pii B <0,

b. lokalni minimum pfi B > 0.
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RESENY PRIKLAD 20

Urcete lokalni extrémy funkce f(x)=x"—5x*+5x’ 5.
Reseni.
Vypocteme derivace

f(x) =5x" =20x> +15x% =5x7(x* —4x +3),
f"(x) =20x" —60x> +30x.

Protoze dana funkce f(x) ma vSude v R derivaci, miize mit f(x) lokalni extrém jen ve
stacionarnich bodech, pro néz je f '(x) =0.
Proto fesime rovnici

5x*(x* —4x+3)=0.
Dostaneme stacionarni body x,, =0,x; =1,x, =3.
Dale plati  f"(0)=0, f"(1) =—10, f"(3) =90.
Podle véty 4. ma f(x) vbod¢ x; =1 lokdlni maximum a v bodé x, =3 lokalni minimum.
Zbyva rozhodnout pomoci véty 5. 0 situaci v bod¢ x, = 0.
Protoze f"(x)=60x>—120x+30, f"(0)=30=B,nema f(x) extrém ve stacionarnim bodé
x, =0.

11.4.3 INFLEXNI BODY FUNKCE

Inflexni bod funkce je bod v némz - zndzornéno geometricky - graf funkce prechéazi z jedné
strany své teény na druhou. Je to na Obr. 11-3 bod I, v némz se funkce f(x) méni z funkce

konvexni na konkavni nebo obracené. Rikame také, Ze funkce f(x) ma v bod& X, inflexi.

Obr. 11-3: Inflexni bod funkce

y = f) ’

y=Jix)

Xn X
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Nyni nas bude zajimat, za jakych podminek je bod x, inflexnim bodem.

VETA 7

Je-li x, inflexnim bodem funkce f(x) a existuje-li druha derivace f"(x,), potom plati :

S(x,)=0.

VETA 8

Je-li f"(x,)=0 améni-li f"(x) pfi pfechodu pies bod x, znaménko, pak ma funkce f(x)
v bodé x, inflexi.

VETA 9

Je-li f"(x,) =...= £ (x,) =0,kdezto f " (x,) = A= 0, pak funkce f(x) ma vbod¢ x,
inflexi. ‘

Tzn. ma-li funkce f(x) vbodé x, nulové vsechny derivace pocinaje druhou az do urcité
derivace sudého fadu (vcetné), potom x, je inflexnim bodem funkce f(x), pokud
bezprostfedné nasledujici derivace lichého fadu je nenulova.

RESENY PRIKLAD 21

Uréete inflexni body a intervaly, na kterych je funkce f(x)=x*-2x>+1 konvexni nebo
konkavni.

Reseni.

1. Urceni inflexnich bodu:
Nejprve vypocteme derivace

f'(x) =4x® —6X°,
f"(x) =12x* —12x =12x(x - 1),
f(x) = 24x —12.

Dale fesime rovnici  f "(x) =12x(x-1) =0.

Resenim dostaneme X-ové soufadnice bodd, ve kterych muZe existovat inflexe:
x =0,x, =1.

V téchto bodech urc¢ime hodnotu tieti derivace:  f ”(0) =-12, f "(1) =12.

V obou piipadech jsou treti derivace nenulové, proto body I, [0,1], I, [1,0] jsou inflexnimi body
(Obr. 11-4).
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11 Uziti diferencialniho poctu

Obr. 11-4: Inflexni body funkce

2. Urc€eni intervall, na nichz je dana kiivka konvexni nebo konkévni:
Nejprve fesime nerovnice f”(x) >0 nebo f"(x)<0.

a. f"(x)=12x(x-1)>0.

Funkce je konvexni v intervalu (—o0,0) a také v intervalu (1, ).
b. f"(x)=12x(x-1)<0.

Funkce je konkavni pro (0,1).

11.4.4 KONVEXNOST A KONKAVNOST FUNKCE

Obdobné¢ jako monotonnost funkce, tak i konvexnost a konkavnost jsme definovali v kapitole
vénované funkcim. Prakticky ji ovSem budeme vySetfovat v zavislosti na znaménku druhé
derivace funkce podle nize uvedené véty.

VETA 10

Jestlize v intervalu J = (a,b) plati nerovnost:

f"(x)>0, konvexni,
£"(x) <0 pak funkce f jev tomto intervalu

konkavni.

Resenim uvedenych nerovnic ur¢ime intervaly, na kterych funkce je konvexni nebo konkavni.
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RESENY PRIKLAD 22

Urdete intervaly, na kterych je funkce f(x)=x" +6x> —15x konvexni nebo konkavni.

ReSeni.

Vypocteme nejprve druhou derivaci funkce a pak vyresime ptislusné nerovnice:
f"(x)=6x+12>0 = x>-2,
f"x)<0 = x<-2.

Funkce f(x)je konvexni v intervalu (—2,00) a konkavni v intervalu (—o0,-2).

11.4.5 postupr PRI VYSETROVANI PRUBEHU FUNKCE

Cilem je sestrojeni grafu funkce. Nejdiive zjistite nasledujici tidaje:
defini¢ni obor funkce a body nespojitosti funkce,

sudost ¢i lichost funkce,

priseciky se souradnicovymi osami,

intervaly monotdnnosti funkce a lokalni extrémy,

intervaly konvexnosti a konkévnosti funkce a inflexni body,
asymptoty grafu funkce.

ok wdpE

V nasledujicich fesSenych prikladech budeme pouzivat toto oznaceni vyzna¢nych bodu v grafu
funkce:

e prisetiky grafu funkce se soutadnicovymi osami: X[x,0] Y[0,y],
o lokalni maximum, resp. lokalni minimum funkee V[X, y], V[x, V],
e inflexni bod I[X, y].

RESENY PRIKLAD 23

4
Vysetiete pribéh f(x) = x? +x°.

Reseni.

1. D(f)=R, funkce nema body nespojitosti, nebot’ je sou¢tem dvou spojitych funkei v R.

: . (=x)° s_ X' s
2. Sudost, lichost funkce: f(—x) = Y +(=Xx)° = i X,

Protoze f(—x)# f(x) a f(—x)# —f(x), neni funkce suda ani licha.
4
3. Praseciky grafu funkce s osou X nalezneme feSenim rovnice f(x)=0, tj. % +x°=0.

Hledané kofeny této rovnice jsou x, =0, X, =—4, proto X,[0,0] X,[-4.,0].
Priisediky s osou y (tj. pro x=0): Y[0,0]=X%,[0,0], tj. graf prochazi pocatkem soufadnic
soufadnicového systému.
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11 Uziti diferencialniho poctu

4. Intervaly monotonnosti funkce a jeji lokalni extrémy zjistime na zéklad¢ 1. derivace
funkce: f'(x)=x%+3x*=x*(x+3).
Nulové body funkce f'(X) vyneseme na ¢iselnou osu. Ve vzniklych intervalech zjistime jeji

kladnost ¢i zapornost a Sipkami znazornime, zda dana funkce je v pfislusném intervalu
rostouci nebo klesajici.

Stacionarni body: f'(x)=0 < x, =0, x, =-3.

Funkce f(x) ma vbodé X=-3 lokdlni minimum, bod X=0 je bodem inflexnim (oboji
potvrdime pomoci druhé derivace funkce).

5. Ur¢ime inflexni body a intervaly konvexnosti a konkavnosti funkce:
f''(X) =3x* +6x=3x(X+2).

Potvrzeni lokalniho maxima v bodé X =-3:

f"(-3)=9>0 = \_/[—3,—%]

Inflexni body jsou nulové body druhé derivace funkce:
f'(x)=0= x, =0,x, =—2 = 1,[0,0] 1,[-2,-4].

Mezi témito dvéma inflexnimi body je vSak rozdil. V bod¢ I, (tedyprox=0) je f'(x)=0,
tzn., Ze tena v tomto bodé ma smémici K=0, coz znamen4, Ze je rovnob&Zzna s 0sou X.
V bodé I,(x=-2)je f'(x)=4>0, tzn. , ze smérnice teCny K=4>0, tedy tecna je $ikma
(rostouct).

Nyni nulové body 2. derivace opé€t vyneseme na Ciselnou osu a ve vzniklych intervalech
vyzna¢ime jeji kladnost ¢i zédpornost a na podkladé toho zapiSeme, ve kterém intervalu je
zadand funkce konvexni ¢i konkavni:

+ - +

konvexni -2 konkavni konvexni

6. Asymptoty

a. Rovnobézné s osouy
Tyto asymptoty neexistuje, protoze zadana funkce nema body nespojitosti.
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b. Sikmé asymptoty
Rovnice asymptoty je y =kx+q, kde

k= Iimm a g=lim (f(x)-kx),
X—>Foo X X—>Foo
5 A x4[1+4j x3(1+4j
k= lim X4 i *) ~ lim *) = too.
X—>+00 4X X—>+o0 4X X—>+o0 4

ProtoZe k neni realné ¢islo, rovnéz tato asymptota neexistuje.

c. Rovnobézné s osou X
Jelikoz K # 0 vodorovna asymptota neexistuje.

Na zakladé vySe ur€enych udajl sestrojite jiZ snadno graf zadané funkce, viz Obr. 11-5.

Obr. 11-5: Graf funkce

RESENY PRIKLAD 24

X

Vysetiete prab&h funkce f(x)= .
1+x

Reseni.
1. D(f)=R, body nespojitosti neexistuji.
X

_x _
1+(—x)*> 1+x°

graf je symetricky podle pocatku soufadnicového systému.

2. f(—x)= = f(-x)=—f(x). Funkce je licha, jeji
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X

3. f(x):O:>1 =0 = x=0.

+x2

Existuje jediny priise¢ik s osou x ay, a to [0,0].

, 1+x*=x-2x  1-x*  (1-X)1+x)
. f = = =
T e e

Stacionarni body:  f'(x)=0 = x, =-Lx, =1.

Monotonnost funkce a lokalni extrémy:

—2x(1+x?) —(1-x")2(1+x%)2x _ 2x(x*-3) _

(1+x2)* Co1+xY)

2x(x - ﬁ)(x + \/5)
(1+x%)° '

5 f'(0)=

Lokalni extrém:

H_ _l _ _l
f( 1)—2>0:>\_/{ 1, 2]

" __l SV, l
()= 2<O:>V{1,2]
Inflexni body:
f'(X)=0 = X, =—V/3,X, =0,X, =v/3 potom

=N 1{— ﬁ,—g}, 1,[0,0] I{ﬁ,?}

Konvexnost a konkavnost funkce:

— X1 + X2 - X3 +
I | |
| | I

konkavni konvexni konkavni konvexni

6. Asymptoty
a. Rovnobézné s 0sou y neexistuji, protoze funkce nema body nespojitosti.
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X
b. Sikmé (y=kx+q): k= lim 1 jim —— 0
. o1 c (y_ q) _XEEO X _x—l)Izolol-i-xZ_ ’

Funkce ma vodorovnou asymptotu o rovnici y =0.

X :
5> ,viz Obr. 11- 6.

Graf funkce f(x)= T+

Obr. 11-6: Graf funkce

N |-

RESENY PRIKLAD 25

5(x—2)
VySetiete pribéh funkce f(x)= oz

ReSent.

1. x#0 = D(f)=(-0,0)U(0,0).
Bod x=0 je bodem nespojitosti funkce (graf bude tvofen dvéma samostatnymi kiivkami
oddélenymi svislou asymptotou v bodé¢ x=0).

5(x-2) -5 2
2 S0 =T

f(=x)# f(x) a f(—x)#—f(x) = funkce neni ani suda ani licha.
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5(x—2)
2
X
Priise¢ik s osou x: X[2,0].
Prusecik s osou Y, tj. Y[O, y] , neexistuje, protoze x # 0.

3. f(x)=0=> =0 = x=2.

5(x* —(x—2)2x) _5(4-x)

x* NG

Stacionarni body: f'(x)=0 = x=4.
Monotonnost funkce a lokalni extrémy:

4. f'(x)=

1

1

1

1

1
m
N

1

1

1

1

1

1

1

1

\%'\

5(—x° - (4-x)3x*) _5-2(x-6)

x° x*

5 = 5
Lokalni maximum: f''(4) = e <0 = V[‘hg}

5. f"(x)=

5
Inflexnibod: f""(x)=0= x=6 = 1{6,5}

Konvexnost a konkavnost funkce:

1

1

1

1

1
M |
N |

1

1

1

1

1

1

1

1

konkavni 0 konkédvni 6 konvexni

6. Asymptoty

a. Rovnobézné s osou y: protoze bod x=0 je bodem nespojitosti funkce, je piimka x=0
svislou asymptotou dané funkce a nutno zjistit jednostranné limity funkce v tomto bode¢:

. 5(x—-2)
lim S =—0,
x—0" X
. S(x-=2)
lim =
x—0" X
5(x—2)
« . 2 . 5(x-2
b. Sikmé (y=kx+q): kzx'"PXsz'"P (X3 )=0,
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Funkce ma vodorovnou asymptotu o rovnici y=0.

5x-2) .
Graf funkce f(x)= T2 viz Obr. 11-7.

Obr. 11-7: Graf funkce

7“

11.5 PRIKLADY K PROCVICENI

PRIKLAD 1
Pouzitim L’Hospitalova pravidla vypoctéte limity:
3P +4x-T7 . e -
a. lim ——— b. lim
x>1 2X° —3x+1 -0 2X
. X—sinx X —6Xx+6sinx
C. lim——— d. lim Ox+6s
x=0 X +5in 2X x—0 x°
e et o
e. lim— f. lim e =2
x-01 — COS X 0 x°
. a*—b” . tgx—-1
g. lim ,a>0,b>0 h. lim ————
x—0 X x—>% SIN X —COS X
(1
e;r—x _ esinx X2 Sm(xj
i. lim—— j. lim———=
x>7 7 — X —SIn X x>0 2X—1
: . 6 1
k. hm(arcsm(x —a)cotg (x — a)) l. lim| — -
xX—a -3\ x —9 x—3
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m.  lim ((z - 2x)tgx) n. 1ir§((1—x)1n(1—x))
1
0.  lim((z - 2arctg x)Inx) p. lim x
(1) L
q. }g{;j r. )!Lrgl(e +x)
PRIKLAD 2

Vypoctéte diferencial dy v daném bodé pro zadané dx:

a. =1+COSX vbodé x =~ prodx = 0,01
1-cos x 3
b. y =sin 3x vbodé x =~ pro dx = 2
6 360
C. y=3x*, x=1,dx=01
y=x°—4x*-10x-12,x=0,dx=0,2
PRIKLAD 3

Urcete lokalni extrémy funkci. Symbolem V, resp.V oznacujeme ve vysledcich lokalni
maximum, resp. lokalni minimum funkce.

. f(x)=x"+12x* +36x—4

() =x"+x+1

. f(x)=—x"+x7

. f(x)=025x" +x°

o o T o

PRIKLAD 4

Uréete inflexni body funkce f(x) a intervaly, v nichz je tato funkce konvexni nebo
konkévni.
a. f(x)=x>-10x*+x+3

b. f(x)=€"+x>+x*

c. f(x)=2x*+Inx, x>0
1

d. f(x)=1_X2, X # +1
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PRIKLAD 5

Vysetiete prabehy funkci:
a. f(x)=x’-3x>+4

b. f(x) :é()c4 —4x° +8)

¢ /@)= (;_ :)1

11.6 RESENI PRIKLADU

1)

a. 10 b 1 c 0 d 0,05

e. 2 f % g In= h J2

1
i 1 j 0,5 k. 1 I -=
6

m. 2 n 0 0 0 p 1

g 1 e’
2)

a. dy =-0,0693 b. dy=0 C. dy=0,6 d. dy=-2
3) a. V = (-6,-50), V = (-2,—82) b.  lokalni extrémy neexistuji
¢ V=[22]v-00 g v[-3-Y
3727 4

4)

a. inflexni bod X =1; konvexni v (1, oo); konkavni v (— oo,l)

b.  inflexni bod neexistuje, konvexni v R

1 1 1

C. inflexni bod X = E; konvexni v (E \ OOJ; konkavni v (O’Ej

d.  inflexni bod neexistuje; konvexni v (-11); konkavni v (—oo,~1)U(l, o)
5 a D(f) =R, ani sud4, ani licha

X,[-10], X,[2,0], Y[04]

V[0,4], V[2,0], 1[1,2]
asymptotyneexistuji , viz Obr 11-8.
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Obr. 11-8: Graf funkce

b.  D(f)=R, anisuda, ani licha
X, [a,0]rae(L2), X,[b,0]abe(34), Y[0,1]
y[s,—%} L [04], 1, [2-1]
asymptoty neexistuji, viz Obr. 11-9.

Obr. 11-9: Graf funkce

C. D(f) =R, ani suda, ani licha
X[l,O], Y[O,l]

V2] Vo), Lod, b a1 R 1 EL- Y

2
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asymptoty. y =1, viz Obr. 11-10.

Obr. 11-10: Graf funkce
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12 INTEGRALNI POCET

Zakladni ulohou diferencidlniho poctu funkce jedné redlné proménné bylo urceni funkce
f’(x), ktera je derivaci dané funkce f(X) pro vSechna x na daném intervalu. V integralnim

poctu je zakladni loha, kterou budeme nejprve fesit, obracena. K dané funkci f(x) budeme
hledat takovou funkci F(x), jejiz derivaci je dana funkce f(X).

DEFINICE 1

Rikame, ze funkce f(X)je derivaci funkce F(X) v mnoziné J < R, jestlize plati
F'(x)= f(x) prokazdé xeJ.

Takovou funkci F(X) nazyvame primitivni funkei k funkci f (X) v mnoziné J .

Ukolem integrovani je k dané funkci f najit primitivni funkci F, jejiz derivaci je funkce f.
Jiz znate vzorce k derivovani sou¢inu a podilu funkci, znate postup pro derivovani slozené
funkce. Obecny postup pro integrovani soucinu (podilu) funkci a slozené funkce vSak
neexistuje.

Existuji funkce, které nemaji primitivni funkce. AvSak vétSina funkci, s nimiZ se v bézné
praxi setkavame, primitivni funkce ma, jako naptiklad spojité funkce.

| RESENY PRIKLAD 1

1
Ukazte, ze funkce F(X)=1gX jeprimitivni funkci k funkei f(X)=—=— v mnozin&
cos* X

T T 37 Srx
J=|-=,—|u| —,— |

2 2 2 2
Reseni.
Skute¢né, plati

! 1
F’(x):(tgx) =— =f(X) pro kazdé X¢(2k+1)z,ke2.
cos” x 2

Tato rovnost plati pro vSechna x € J . Je tedy funkce F skute¢né primitivni funkci k funkci
f vmnozing J .
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| RESENY PRIKLAD 2

Ukazte, 7e funkce F(x)=x’e”™ a IE(X) =2+x?e* jsou primitivnimi funkcemi k funkci
f(x)=¢> (3x2 + 2x) vintervalu (—o0,).

Reseni.

Plati F'(x)=2xe™ +3x°e’” =e3x(2x+3x2) pro X €(-w,), to znamena, ze funkce F je
primitivni k funkci f v tomto intervalu.

~

Dale plati  F'(x)=0+F'(x)=f(x) pro xe(—o,0), proto je i funkce F primitivni
k funkci f v intervalu (—00,00).

12.1 NEURCITY INTEGRAL

DEFINICE 1

Mnozinu vSech primitivnich funkci k funkci f(x) v intervalu J nazyvdme neurditym

integralem funkce f'(x) v intervalu J a znacime jej symbolem I f(x)dx . ‘

Neur¢itym integralem funkce f(X) na intervale J nazyvame jeji libovolnou primitivni funkci
vintervalu J.

Symbol I se nazyva integraéni znak, funkce f(X) se nazyva integrand. Tato proménna se

nazyva integraéni proménna.

Symbol dx patii k integraénimu znaku: integraéni znak piseme vzdy na zacatku, symbol dx
na konci integralu. Je nutné je$t€¢ poznamenat, e symbol OX nema nic spoleéného
s diferencialem.

Je-li funkce F(X) primitivni k funkci f(X) v intervalu (a,b),pak piSeme
j f (x)dx = F(x) +C.

Konstanta C se nazyva integraéni konstanta.

RESENY PRIKLAD 3

Uvazujte o integralu J. % dx v mnozing J = (- oo,O)u (0, oo).
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Reseni.
Z diferencialniho poctu vime, ze plati

!

(In X)! =% pro x€(0,00) a [In(=x)] =§ v mnoziné J = (—0,0).

1 . Ly ,
Funkce — tedy ma integral v mnoziné J a plati
X

I%dx=lnx+c v (0,0) a I%dx=ln(—x)+c v mnozing J = (0,).

Souhrnné to I1ze napsat takto: j% dx = In|x| +C, J= (— oo,O)u (0, oo).

RESENY PRIKLAD 4

Vypoctéte integral j cos xdx .
Reseni.

Najdeme nejprve primitivni funkci integrandu. Z diferencidlniho poctu vite, Ze plati
(sinx) =cosx pro X € R. Funkce sinx je tedy primitivni funkei k funkci cos x v R, a proto
Icosxdx:sinx+C , J=R.

12.2 PRAVIDLA PRO VYPOCET INTEGRALU, ZAKLADNI VZORCE A JEJICH UZITI

U integralt jsou K dispozici nasledujici integraéni pravidla:

Kdyz J'f(x)dx:F(x)+C, Ig(X)dX:G(X)-FC,

pak pro integraci souctu nebo rozdilu funkei plati vztah
L [(£(x) )l =] £k £ [ g(wkix = F(x)+ G(x) + C.
Pro integraci funkce s multiplika¢ni konstantou k plati vztah
2. [kf(x)dx = k[ f(x)dx = kF(x)+ C, kde k#0.
Integral linearni kombinace funkci je roven linearni kombinaci integrala téchto funkci, pokud

pfislusné integraly existuji.
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Tento vysledek Casto pouzivame pii praktickém integrovani. Mame-li napf. integrovat soucet
nékolika funkci, staci integrovat jednotlivé séitance a vypoctené integraly secist. Pokud Ize,
pak integrand rozkladame v soucet jednodussich funkci, které pak integrujeme ¢len za ¢lenem
(provedeme nejprve napiiklad souéin polynomu, goniometrické funkce upravime podle
znamych vzorct apod.).

Zikladnim integracnim vzorcim se taky fika tabulkové vzorce. Ve vSech nasledujicich
vzorcich zna¢i C libovolnou konstantu a J znadi integraéni obor.

(1) odx=C, J=R.
(2) [kdx=kx+C pro kazdou konstantni funkcik, J =R .

(3) J'x”dx:ix'”ﬂc, neN,J=R.
n+1

4) jx“dx=ix“”+C,aeR, a+-1, Jzavisina a €R.
a+l

(5) Jédx=ln|x|+c, J =(~,0)U(0,00).

(6) Iexdx:eX+C,J=R,

X

a
Ina
(8) jsinxdx=—cosx+C, J=R.

+C,ae(01)u(L+o),J =R,

(1) [ardx=

9) _[cosxdx:sinx+C, J=R.

(10)_[ L dx:tgx+C,J=R—{@|keZ}.

cos® X
(11) Isinlzxdx=—cotgx+c, J=R—{k7z | keZ},
1 .
12 dx =arcsinx+C |, J =(-11).
1| = 1)
(13) j1+1xzdx:arctgx+C,J=R.

(14) | %

(15) I\/le_Jrldx:ln‘XJm/x2 +1‘+C, J=R.

dx = In‘x+a\/x2 —1‘+C , J =(=o0,~1)U(1,0).

Priklady pouZziti zakladnich vzorci

Vypoctéte nasledujici integraly.
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| RESENY PRIKLAD 5
| = [(3x? - ax+1)x.
Reseni.

I :J‘(Bx2 —4x+l)dx:3Ix2dx—4jxdx+jldx:

x° x°
:3(?+Clj—4(7+CZJ+x+C3 =x*-2x*+x+C ,J=R.

| RESENY PRIKLAD 6
2 j—
X
Reseni.

Defini¢ni obor integrandu je D(f) =(0,0), integrand je v ném spojity a tedy integrovatelny.

Citatele integrandu vydélime jmenovatelem, tim dostaneme tvar vhodny pro integraci a dale
postupujeme stejné jak v predchozim piikladu.

| :jﬁ%\/mdx:j{x—x_; +§)dx:.[xdx—jx_;dx+2_|édx:

X2 Xz X2
=| Z-+C, |-| =—+C, [+2(Inx+C,) = Z——2Jx + 2Inx +C.
2 1., 2
2

Integra¢ni obor J = (0,0).

| RESENY PRIKLAD 7
| = [(2e* +3.4" ).

Reseni.

Integrujeme v R . Postupujeme podobné jako v ptedchozich piikladech.

| = I(Zex +3.4X)dx = Zjexdx+3j4xdx =
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_ofe 4, )+ d i, |=2edxs 471
In4 In4

Integra¢ni obor J = R.

| RESENY PRIKLAD 8

a. | =j(3x2 +2x+1)dx= X2+ x> +x+C.
Integra¢ni obor J =R.

b. 1 :_[(x2 —3)2dx:_.‘(x4 —6x? +9)dx:%x5—2x3+9x+C.

Integracni obor J =R.

c. | =J'(1—x3)2 xdx:j(x—2x3+x6)dx=%x2—%x4+%x7 +C.

Integracni obor J =R.

dx P 1
d | = FZIX dx:—;+C.

Integraéni obor J = R—{0}.

e. I:I a+9+£ dx:ax+b|n|x|—£+C.
X x? X

Integraéni obor J =R—{0}.
x+1 1 1 1
| = 2-Z 4= |dx=2x—In|x|-=
f. I j( X+X2jdx x—In|x] X+C,
Integraéni obor J = R —{0}.
X +2X 3 1 2 3 1 1
g. I—J. I(; X— —4)dX—|n|X|—X—+X—+C.
Integraéni obor J = R—{0}.

1 1
n+1 n+1

Integra¢ni obor J =(0,).

: dx = n n o x
i. l=|-—=dx=|x"dx=—-x "+C=———+C ,n=1,
J.u\“/x '[ n-1 n—1¢/x
Integracni obor J = R+
5.3
| = [5x% - ¥ xdx =5[ x3dx = — C— XX+
Ix -3xdx = _[x X 10x +

Integraéni obor J =R.
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k. I—jx 2pxdx = \/_Ixzdx p x2+C_—x «/2px+C p >0,

Integracni obor J = <O,00).

I—I«/_dx Ix dx =

Integraéni obor J = (0,0).

= X-Q/x_’“+C,n¢—m.
n+m n+m
m. I—I—dx jx3dx—§x3+c_ NG 3/_+C

Integracni obor J =R",

n. | :J(3ex —%)dx =3e* —In|x|+C.

Integraéni obor J = R —{0}.

0. I:I(Zex+2X+3X)dx:2eX+ 2 -
In2 In3

+C

Integraéni obor J =R.

p. | :I(lOeX+3eX+X—12 X =13e* —§+c.

Integratni obor J = R—{0}.
q. | :I(SCosx—Ssin X )dx = 3sinx +5cos x +C.

Integra¢ni obor J =R.

r. I=J(sinx+ 22 )dx=—cosx+2tgx+c.
COS” X

Integracni obor J = R —(2Kk +l)% keZ.

1 . .
S. I=I - —2c0sX+sinx dx =—cotgx —2sinXx—cosx +C.
sin’ x

Integraéni obor J =R —krz, KeZ.

VETA 1

Pokud argumentem tabulkového integralu neni pouhé X, ale linearni funkce ax+b,a#=0
plati vzorec

If(ax+b)dx:§F(ax+b)+C .
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| RESENY PRIKLAD 9

o dx

X+5
Reseni.

X ka5 C=Infx+5+C, I =(—0,-5)U (-5,%0).
X+5 1

| RESENY PRIKLAD 10

| = J'sin(— 5x +8)dx.

Reseni.,

Isin(—5x+8)dx:—%[—cos(—5x+8)]+C =%cos(—5x+8)+C ,J=R.

| RESENY PRIKLAD 11

d
I=J.xz—)i3'

Reseni.

dx
Vite, ze plati =arctgx+C, J= R,
P -f x* +1
Vhodnou Gipravou jmenovatele X* +3 pievedeme poéitany integral na integral tohoto tvaru.

Stru¢né: Misto ¢isla 3 potiebujeme Cislo 1, misto proménné X miize byt linearni funkce.
Potiebnou tpravu vlozime mezi dvé svislice.

| = I dejg =|x*+3= 3[X—;+1J = BK%JZ +1}
z.[ dxz =%I dX2 N
3[(\%) +1} (\;%J 11

zﬁ(arctgij+c zﬁ(arctgL)+C, J=R.
3 {3 3 3

-193 -



12 Integralni pocet

| RESENY PRIKLAD 12

dx
| = )
I3x2 +5
Reseni.

Protoze chceme, aby koeficientem u X ve jmenovateli bylo ¢islo 1, vytkneme ze jmenovatele
¢islo 3.

2
I=J. ?X =3x2+5:3(x2+§J:3 X2 + \/E =
3X°+5 3 3
:l d—le \E arctg X\E +C,J=R.
) 3 V3 5

12.3 INTEGRACE SUBSTITUCNI METODOU

VETA 2

Substituce typu t = g(x)

Necht v otevieném intervalu J; existuje primitivni funkce k funkci f(x). Necht' funkce g(x)

ma v otevieném intervalu J derivaci a necht pro vSechna xe J; plati t= g(x) € J. Pak
Vv otevieném intervalu J; plati

[ f(a())g"(x)dx = [ £ (t)t.

| VETA 3

Substituce typu x = g(t)

Necht funkce X=g(t) ma v otevieném intervalu J; derivaci g'(t) # 0. Necht funkce
t=g '(x) definovana v otevieném intervalu J, je funkci inverzni k funkci  x = g(t)

vintervalu J;. Jestlize v intervalu J; existuje primitivni funkce k funkci f (g(t))g'(t), pak
vintervalu J plati

[ £0dx = f(gt)g'(t)et
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| RESENY PRIKLAD 13

I :Ism6 x cos xdx .
Reseni.

Integrace ma predepsany tvar substituce typu t=g(X), sloZzena funkce je sin® x| jeji vnejsi

funkce je ¢° a vnitini je sinx. Protoze derivaci vnitini funkce je funkce cosx, kterd je
obsazena v integrandu, zavedeme substituci
t=sinx = df=cosxdx.

,
| =jt6dt:t—+Czlsin7x+C, xeR.
7 7

| RESENY PRIKLAD 14

2 .3
I=J'x e dx.
Reseni.

1 3 o
Nejdiive upravime dany integral [ = —gj.(— 3x° )e"‘ dx a zavedeme substituci
t=-x’ = dt =-3x%dx.

[:_lje’dt:_let+C=—le_x3 +C, xeR.
3 3 3

| RESENY PRIKLAD 15

I=_|‘L, a>0.
Ja? —x?

Reseni.
x=at = dx=adt.

adt
[=J.\/av2 —a?

a

=j' dr — arcsin 7+ C = arcsin =+ C, X €(-a, a).
2 A1
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| RESENY PRIKLAD 16

I=Jl+§2dx.

Reseni.

1
t=1+x2 :>dt=2xdx:>xdx=5dt.

I=[—= do= 2L o= Ll 2?)e ) xer.
1+x° 29t 2 2

| RESENY PRIKLAD 17

dx .

9
]:II:xIO

Reseni.

t=1+x""= 10x°dx =dr.

1 ¢l

9
1=j T _dx=— -dt:im|z|+C=i1n(1+x1°)+c,xeR.
1+x" 107 ¢ 10 10

| RESENY PRIKLAD 18

4

X
I:I1+x10 dx.

Reseni.

4 4
g
t=x" = 5x*dx=dt.

x* 1¢ 1 1 1
I= dx == dt = —arctgt +C =—arctgx’ +C , XeR.
J1+x1° 5I1+t2 5 & 5 8
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| RESENY PRIKLAD 19

1= I(xz +1)4xdx .
Reseni.

t=x?+1= 2xdx =dt.

118 (X2 +1)5

I:j(xz+1)4xdx=%.|'t4dt=§€+0: T +C, xeR.

12.4 INTEGRACE METODOU PER PARTES

Touto metodou integrujeme nékteré souciny funkci.

Necht’ funkce f(x) a g(x), maji v otevieném intervalu J spojité derivace. Potom podle
pravidla pro derivovani sou¢inu mame

(f@g®) = £ (Mg + f(X)g'(x).

Integrujeme ob¢ strany rovnice a obdrzime
S0 = [ f'(x)g@)dx+ [ f(x)g' (x)dx .

Pievedenim jednoho z integrald na levou stranu obdrzime vztah pro integraci metodou per
partes:

[ /(g (e = £ (x)g ()~ [ £ (x)g e

nebo
I f'(x)g(x)dx=f (x)g(x)—j f(x)g'(x)dx.
| RESENY PRIKLAD 20
1= .[lnx dx .
Reseni.

Zvolime f(x)=Inx, g'(x)=1. Potom f '(x)=l,g(X)=x. V intervalu (0,) ob& funkce
X

maji spojité derivace.

I :jlnxdx:xInx—J‘lxdx:xInx—x+C:x(Inx—1)+C, xeR".
X
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| RESENY PRIKLAD 21

I:J.xlnxdx.

Reseni.
Zvolime f(x)=In

Potom  f"(x

)=
V intervalu (0, o0

><|~

N\—/

()=x-
J-g (x)dx = dex——

ob¢ funkce maji spojité derivace.

2

I= J.xlnxdx——lnx I dx——lnx—x—+C xeR".
2 2 4

| RESENY PRIKLAD 22

1= Iarctgxa’x :

Reseni.,

Zvolime f(x)=arctgx, g’(x):l, Potom f’(x): 1 5 dx, g(x):xl

I:Iarctgxdx:Il-arctgxdx:xarctgx I

1+ X

dx xarctgx—1, .

2

x°+1
. /(%)

Jelikoz plati | —— dx =In (x), roto 7/, = =— x +1)+C,.

p If(x) |f | P I jx +1 )

1
Po dosazent I; do | obdrzime I=Iarctgxdx=xarctgx—zln(xz+1)+C, XxeR.
| RESENY PRIKLAD 23
I :jxsin Xdx.
Reseni.
. ‘f’:sinx f =—cosx
Ix5|nxdx: , =
g=X g'=1
:(—cosx)x—j(—cosx)ldx:—xcosx+jcosxdx::—xcosx+sinx+C, xeR.
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| RESENY PRIKLAD 24

1= Iarctg\/;dx.

Reseni.

Zaved'me substituci /X =t, potom x=¢> = dx=2tdt.
1= jarctg\/; dx = I2tarctgt dt = 2Itarctg tdt =21,.

Integral 1; pocitame metodou per partes.

2

t
"t)=t, t)=—, g(t)=arctgt, g'(t)= .
=t f)=", gO=arctgr, g'(0)="""3
1 —jtarctgtdt—ﬁarctgt—lj t dt—iarctgt—l(t—arctgt)+c
: 2 2987 +1 2 2 a

Funkce ¢=+/x, ktera je definovéana v intervalu <0, o) je inverzni funkci k funkci x = ¢’

definované v intervalu <0, ©).

| = jarctgx/; dx =21, = xarctgx/;+ arctgx/;—«/;%:, X e (0, oo) .

V nésledujicim ptfikladu pouzijeme integraci per partes pfevedenim na rovnici pro vypocet
hledaného integralu.

| RESENY PRIKLAD 25

1= Iex sinx dx .
Reseni.

Zvolime f (x) =e", g’(x) = sinx.

Potom f'(x)=e", g(x)=—cosx.

[:Iexsmxdx:—excosx+jexcosxdx:—excosx+ll. *)

1, = Ie" cosx dx opét poCitdme metodou per partes.

Zvolime f (x)=e", g’(x) = COSX .
Potom f’(x) =e, g(x) = sinx.
I, :exsinx—_[exsinxdx.
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Tento vysledek dosadime do (*).
I :jexsin Xdx = —e* cosx + |, = —e* cosx+exsinx—jex sin xdx =

=e*(sinx—cosx)— I

Obdrzeli jsme rovnici | =e*(sinx —cosx) — I .

Resenim této rovnice pro neznamou | obdrzime hledany integral

]=Iex sinxdx=%(sinx—cosx)+c, xeR.

12.5 URCITY INTEGRAL

K pojmu urcitého integralu dospéli matematikové mimo jiné pii feSeni geometrického
problému, totiz pii vypoctu obsahu rovinného obrazce.

RESENY PRIKLAD 26

Vypoctéte obsah trojtihelniku, ktery je omezen pfimkami y =2x, x =4 a0sou X.

Reseni.

y=2x

Ze vztahu pro vypocet obsahu trojuhelniku S :%ava, kde a je strana trojuhelniku, v, je

vyska na stranu a, dostdvame po dosazeni S = %4.8 =16,*. Symbolem j> mame na mysli

jednotky &tvere¢ni, napt. cm?.
Jak uvidite pozdéji, obsah daného trojuhelniku Ize vypocitat pomoci urcitého integralu.
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Newton-Leibniziiv vzorec pro vypocet urcitého integralu

DEFINICE 2

Necht' funkce f(X) je spojita v intervalu <a,b> a ma v (@,b) primitivni funkci (neurcity
integral) F(x) spojitou v <a,b>. Potom plati

[ £(x) de =[], = Fb) - Fla)

Vypocet urcitého integralu se takto pfevadi na urCeni primitivni funkce, do niz se
za proménnou dosadi postupné horni a dolni mez integralu a vysledné hodnoty (v uvedeném
potadi) se odectou.

Ziakladni vlastnosti urcitého integralu

Pro integrovatelné funkce f a g plati:
L [ f(x)dx=0

2. [fde=-] f@dx  (a>0)

3. [r@a=[r@ac+[ fax  (celab)
4 [TH)+g(x)] de= ] £(x) dx+ [ g(x) e

5. [ de=cf f(x) dv

| RESENY PRIKLAD 27

Vypoctéte T(ZX + 3X2) dx.

1
Reseni.
2
Funkce f(x)=2x+3x je spojita a tedy v intervalu <1,3> integrovatelna. Jeji primitivni funkce
F(X) =x +X je spojita a tedy plati
3

[(2x+3x%)dr=[x* +2°] =(9+27)-(1+1)=34.

1
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| RESENY PRIKLAD 28

2
Vypoctéte _[ cos X dx.
0

Reseni.

Protoze funkce f(x) = cos X je spojita, a tedy integrovatelnd v intervalu <0,E> ama

spojitou primitivni funkci F(X) = sin x, plati

T

2 z ju
[ cosxdx =[sinxJ¢ =sin 5 sin0=1
0

RESENY PRIKLAD 29

1+Inxdx.

e
Substitu¢ni metodou feste urcity integral I
1

Reseni.

Nejprve vypocteme integral neurcity a pak si uvedeme dvé moznosti, jak 1ze postupovat dale.

t=1+Inx
2 2
J1+Inde: dt :ldx =j£xdt :'[tdt :t—+c=w+c
X X X 2 2
xdt = dx

Nyni mame dvé moznosti:
1.  Integralni meze nepiepocitavame

j"1+lnxdx_ @+mxP] (@+lnef @+m1f 4 1 3

X 2 2 2 2 2 2

1

2. Integralni meze pfepocteme na zakladé zavedené substituce:

x=1 = t=1+Inl=1
Xx=e = t=1+Ine=2

e

Il+|nxdx_ﬁz_ﬂ_1_§
X 2, 2 2 2
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RESENY PRIKLAD 30

1
Metodou per partes fesSte urcity integral Ixe_xdx .
0
Reseni.
Nejprve vypocteme integral neurcity a pak pouzijeme Newton-Leibniziiv vzorec pro vypocet
urcitého integralu.
u(x)=x Vi(x)=¢e"
Ixe‘xdx = (x) (x) =—€ 'X~— (— e‘x)dx =
u'(x)=1  v(x)=—-e

=-xe "+ Ie‘xdx =-xe*—e*+c=—e"*(x+1)+c.

jxe‘xdx =[Fer(x+1)f =—e2-(-¢%)= —§+1.
0

12.5.1 UZITi INTEGRALNIHO POCTU V GEOMETRII

V této Casti se vénujeme vypoctu obsahu rovinného obrazce a objemu rotacniho télesa.
Pomoci urcitého integralu lze vypocitat také délku oblouku rovinné kiivky (rektifikace
kfivky) nebo obsah rota¢ni plochy (komplanace).

Obsah rovinného obrazce

Necht’ E je elementarni oblast, ktera je definovana jako mnozina uspotradanych dvojic [X, Y],
kde a<x<bh; 0<y<f(x), pticemz funkce f(x) je spojita v intervalu <a,b>. Potom pro

obsah této elementarni oblasti plati
b

S = [ flx)dx.

a

Je-li vSak elementarni oblast E v <a,b> omezena dvéma kiivkami f(x) a g(x), tedy
g(X) <y< f(X), pticemz ob¢ funkce f(x), g(x) jsou v intervalu <a,b> spojité, potom pro jeji
obsah plati

5= [17(0)- el

Nyni se vratme k feSenému piikladu 26 v této kapitole a vypocitame obsah daného
trojithelniku pomoci vyse uvedeného vztahu. Funkce f(x)=2x, g(x) =0 (osa x), dolni mez
aje rovna 0 a horni mez b je rovna ¢tyfem.

b
Dosazenim do vztahu S = I[f(x)— g(x)]dx dostavame:

a

4
S:j.(2x—0)dx:{2—;2} =[x] =16—0=16,".
0

0
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RESENY PRIKLAD 31

Vypoctéte obsah plochy omezené osou X a grafem funkce f (X) =sinx naintervalu <0, 7Z'> :

Reseni.
y A

v

Vypocteme tedy hodnotu uréitého integralu, coz je obsah dané plochy:

S = J'sin xdx = [~ cos x|} = —cosz +cos0 = 2.
0

| RESENY PRIKLAD 32

Vypoctete obsah plochy omezené grafy funkci f(x) =Jx, g(X) =x° .
Resen.

y=x

y=\x

Nerovnost 0 < x* <+/x plati na intervalu <0, 1>.

1
S =j;<\/;—xz)dX=Exz—%x3} _2 1
0
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| RESENY PRIKLAD 33

Vypocététe obsah plochy omezené osou X a grafem funkce f(x): x* —3x+2 na intervalu
(0,3).
Reseni.

Uvedenou parabolu jisté dokazete sami graficky znazornit.
Pokud jste to dokazali, pak vidite, ze f(x)>0 na (0,1)U(2,3) a f(x)<0 na (1, 2).

S :j(x2—3x+2)dx+i(—x2+3x—2)dx+_|3'(x2—3x+2)dx:
0 1 2

:[X—S—S—XZ+2X}l —{)(—3—3—)(2+ZXT+{X—3—3—X2+ZX}3 :1—1.

3 2 o 3 2 3 2 6

2

Objem rotac¢niho télesa

Rotacni téleso vznika rotaci rovinného obrazce kolem osy rotace, jeZ je hrani¢ni pfimkou
poloroviny, v niz obrazec lezi. Na toto rotacni téleso se muzeme divat také jako na téleso,
které je omezeno plochou vzniklou rotaci hrani¢ni kiivky daného obrazce kolem osy rotace.
Jako osu rotace volime obvykle osu X. Pfi této rotaci obiha bod [X, Y] kruznici o poloméru y
a stredu [x,0].

Vztah pro vypocet objemu télesa, které vznikne rotaci elementarni oblasti E, jez je mnozinou
uspotadanych dvojic [x,y], kde x e<a, b>, 0< g(x) <y < f(x) kolem osy x je:

V(A) = [0 - g2k

Nezapomenme, ze funkce f(x), g(x) jsou v intervalu <a,b> spojité a nezaporné.

RESENY PRIKLAD 34

Vypoctéte objem rotacniho kuzele, ktery ma vysku Scm a vznikne rotaci piimky y = x kolem
osy X.

Reseni.

Nejprve se pokuste graficky zndzornit dany trojuhelnik, ktery bude rotovat kolem osy X a tim
se vytvofi rota¢ni kuzel.

5

5 3
V = 7Z'IX2dX = 7Z'|:X—:| = 12—57r
5 3
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RESENY PRIKLAD 35

Urcete objem télesa vzniklého rotaci kolem osy X obrazce ohrani¢ené¢ho kiivkami
y=x,y=1x=2y=0.

Reseni.

Objem daného rotacniho t€lesa se rovnd souctu objemu rotacniho télesa vzniklého rotaci
kiivky y=x’ v intervalu <O,1> a objemu rotacniho télesa vzniklého rotaci kiivky y=1
vintervalu (1, 2) kolem osy .

V(A)= ﬂj-(Xs)z dx + ﬂjlz dx = ﬂ[{x—;}l + [x]fj = n[% +2 —1) = %72'

0 0

RESENY PRIKLAD 36

Uréete objem télesa, které vznikne rotaci obrazce omezeného kiivkami y = x*, y* = x kolem
oSy X.

Reseni.
Vypoéteme prusecik funkci y = Jx, y =x?, tj. fe§ime rovnici: X* = VX . Danou rovnici
umocnime x* = X a dale upravujeme: x'—x=0

x(x3—1)=0 = x=0x =1.
Dosadime do vySe uvedeného vztahu pro objem:

v =af T oo 5] - 20

2 5
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12.6 PRIKLADY K PROCVICENI

| PRIKLAD 1

Vypoctéte neurcité integraly:

a. Ixsdx b. J.%dx
J-xsjldx d I( x+zjdx
e J| L Wa ) Y

>
—
o

o

2]
TN
D | W
I

|

—_
N
&

g. J.(2x - 1)3 dx

i _[ dx i _[ dx
C o ax? +4x+42 S I3x?—2x+2
d )
K. Ir);)cﬂ . _[(smx+cosx)2dx
m. J.arccos xdx n. Ixarcsinxdx
0. Ism(ln x)dx p. I(x+sinx)2 dx

I(x2 +4x — 1)4 (x+2)dx

J-\/x2 -1

X

A [ +3x-16)2x +3)dx

S. .[x\/4—x2dx

0

dx

—+

| PRIKLAD 2

Reste urdité integraly:

1 T e
a. Jxexdx, b. szsin xdx | C. 'fln—zxdx,
0 0 1
d. _[xsin2xdx, e. lenxdx, f. Ixzcosxdx,
0 1 %
4 1 2 2
1 X +1 . 1
.| ———dx, h. dx, 1. dx.
J -!xz—3x+2 J‘14—x2 ~l[x2+5x+4
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PRIKLAD 3

Vypoctéte obsah obrazce ohranicen¢ho kfivkou y = f(x) a 0sou x v daném intervalu:

a. y:%xz, xe(-2,2),
b. y=+vx+1, xe(-13),
1 1
L y=-, =,1).
C. VY » Xe<4 >
|PRiKLAD4

Vypottéte obsah obrazce ohrani¢eného kiivkou y = f(x) a osou x:
a. y=4-x%,

b. y=5x—x%,

c. y=x*—x-2.

PRIKLAD 5

Vypoctéte obsah obrazce omezeného danymi kiivkami:
a y=x"-2x, y=x,

b. y=—x*+4x-2, x+y-2=0,
c. y=x°, y=4x,

d xy=4, x+y-5=0,

e, y=x2-2x-2, y=—x"+4x-2,
f y—x—3 y =x°

: 3" .

PRIKLAD 6

Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohrani¢eného danou kiivkou
a 0sou X v daném intervalu kolem osy X:

a. x-2y-4=0, xe(0,4),
b. y=sinx, xe(0,7),

C. y=%, xe(2,4).
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PRIKLAD 7

Vypoctéte objem rota¢niho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohrani¢eného danymi
kiivkami kolem osy X:

a. y=x>, y*=x,
b. y=x* y=1-x%,
c. y=x, y=%x2+2,

d.y=x/;, y=+4-X%x, y=0.

12.7 RESENI PRIKLADU
1)

6

a X LCc VR
6

b. 2Jx+C VR

2

C. ~ liew (0,00) nebo v (~0,0)
2 x

d. §x3/2+2]nx+C' v (0,0)

€. —l—ﬁx2 REARTECRY (0,20) nebo v (~0,0)
x 2 2

f. —In|-x+1+C v (L) nebo v (—oo,1)

9. %(2x—1)4+CVR
h. ésin(éx—lJJrC VR
3705

i %arctg(2x+1)+C VR

j. ﬁarctg -1
5 5
k. 3arctg(2x-1)+C VR

+C VR

I x—%cost+C VR

m.  xarccosx—v1—x> +C v (-1])
n. %(2)8 —l)arcsinx+%x\/1—x2 +C v (-11)

0. g(sin(ln x)—cos(Inx))+C v R*

3
. I .
p. %—2xcosx+2smx+§—zsm2x+c v(—oo,oo)
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%(x2+3x—16)2 v (= 00,00

%(x2 +4x—1) +C V (~o0,)

—%(4—)8)” +C v (-2,2)

x? —1—arctgyx? =1+C v (—oo,~1)U(1,00) nebo v (-o0,0)

a.l b. 72 -4 C. —3+1
e
2
d = e 1(e2 +1) f. 2-27-2
2 4 4
g. 2In2-1In3 h. EIn3—2 i. 1In§
2 3 4
a. E b E c. In4
9
32 125 9
a. — b. —/— c. —
3 2
a g b. 2 c. 8
2 2
d E—8In2 e.9 f. 2
4
2
a. Eﬂ' b. z C.—rx
3 2
a. iﬂ' b. gﬁ 2 C. @7[ d.4r
10 3 15
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ZAVER

Studijni opora Kvantitativni metody je uréena studentim prvniho roéniku
bakalatského studia.

V ucebnici je obsazen stru¢ny vyklad teoretické ¢asti uCiva véetné mnoha praktickych
prikladt. Kontrolni otazky, ulohy k textu a zavérecné ulohy ke kazdé kapitole vam pomohou
zkontrolovat, zda jste probiranou latku spravné pochopili a ovéfi vase znalosti.

Studijni opora z Kvantitativnich metod by Vam méla pomoci ve vaSem studiu

a usnadnit ptipravu na uspésné vykonani zkouSky z tohoto pifedmétu. V pripadé vaseho
hlubsiho zajmu o danou problematiku doporué¢ujeme prostudovat dalsi literaturu z této oblasti.
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PRILOHA C. 1
Prubézny test B
1. Graficky znazornéte mnoziny A, B, AN B, kde 5b
A={xy)eR%x2+y?>4| B={xy)eR%yz=-x+3|

2. Reste maticovou rovnici AX = B, jestlize

—4 -8 ~5 3
A=  B= 4b
( 2 5J (—1 2]

) -3n+4
3. Je déna posloupnost &, = — .
n+>5
Urlete 8, = ,a, = ,a,= , lima, = ,SUpP = ,inf P =
Nacrtnéte graf. 6b

4. Reste soustavu rovnic:
2% +Xo—X3 =2
Xg —Xo +3X3=3 5b
2%+ Xy +2X3=5

5. UrcCete parametr a € R tak, aby byla matice A regularni :

-2 2-a
A= 4b
3+a -2
6. Nacrtnéte graf funkce Y = —3X+4 a urdete tyto limity
lim (—3x+4)=..... lim (- 3x+4)=...... 3b
X—>00 X—1
7. Vypoctéte limity
_n*-2n+4
a) lim — =
n—oo 6 _ n
_ 5n __@h+l
b) Im ——— =
n—w 146"
_ 1
c) lim = 3b

e Jn*+2n+5

-213 -



Radmila Stoklasovéa; KVANTITATIVNI METODY

PRILOHA C.2
ZKkouskovy test

1. (Kazda tato podotazka je hodnocena: 3 body)

a) Vypodtéte soudi > —1yld
OCtete Soucin: =
P 3 1)1 1

b) Nadrtnéte graf funkce y =X’ a vypodtdte limitu  lim x* =

X—>0

. Inx
C) Vypoctéte: lim—=

X—o X
2
d) Vypoététe uréity integral: J x%dx =
1

e) Vypoctéte inflexni body funkce y = x> —3x° +6. 15b

2. Reste soustavu rovnic

X+y+z=4
X—y+2=2 5b
X +2=3.
. X 5%
3. a) lim - = b) lim > —
x—0 3X — X x-0 3% —1
¢ lim X% _ d) lim <=4 _ 12b
x>416 — X x->=16— X

4. Vypottste definiéni obor funkce f(x)= ML(X_Z) 6b

V9 —x?

3
5. Je dana matice A:(Ar J. Vypoctéte:

Al= AAl= 5b

det A= Al =
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6. Napiste rovnice linearni funkce y = ax+b, kterd prochazi body [— 1 l], [— 3; 7]. Vypoctéte
pruseciky se souradnicovymi osami a nacrtnéte graf.

8b
, n+6 y o y : .
7. Je déna posloupnost: a, = P Urcete max, min, inf, sup a urcete, zda je omezena.
n+
Nacrtnéte graf této posloupnosti pro n= 1, 2, 3.
Max = ............ , Min=............. ,Inf=........... , Sup=.....co..... JE x NENI omezena 9%b

6 4+a
8. Urcete parametr tak, aby matice A= byla singulérni.
a+l 5-a

5b
9. Pro funkci f (X) =In (l— XZ) vypoctéte f "(O)z ..... aurete D(f)=...........
F(x)=
5b
f ”(X) —
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